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Antecedentes 

A lo largo de la historia de la ingeniería estructural, se han planteado diferentes formas de 

estudiar los daños de las estructuras provocados por los sismos o alguna otra excitación 

dinámica. La evolución de estos estudios ha sido lenta y compleja, debido a que son varios los 

factores que deben tomarse en cuenta para poder hacer un análisis correcto del problema.  

Estos factores comprenden desde el estudio de los sismos y su forma de transmitirse a través 

de ondas utilizando el suelo como medio de propagación, después vino el problema de 

medición de los desplazamientos, velocidades y aceleraciones que provocan estas ondas 

sísmicas (o de cualquier otra índole de excitación dinámica) en el suelo. 

Esta medición fue lograda gracias a los acelerógrafos, ahora el problema radicaba en la forma 

correcta de emplear esta información para analizar el daño de las estructuras, uno de los 

primeros métodos en proponerse fue el Análisis Modal, sin embargo, habría que realizar 

varios cálculos después de aplicar este primer método para poder llegar a una conclusión.  

Posteriormente, se propuso el Análisis Dinámico Tiempo – Historia, pero por su gran 

complejidad numérica y el escaso avance en la tecnología y el poder computacional de ese 

entonces, este método fue imposible de aplicar de manera estándar. El método que más se 

ajustaba a las características y posibilidades de la época fue el método estático, sin embargo, 

su alta falta de precisión, obligó a un mayor desarrollo de los métodos analíticos y numéricos. 

El producto de esta evolución fue el Análisis Dinámico Modal Espectral, que cubrió las 

necesidades de la época durante mucho tiempo, e incluso actualmente es del gusto de 

muchos ingenieros estructuristas. Existe una serie de pasos para poder aplicar este método, 

pero aun usando el factor de corrección “SRSS” y “CQC” los resultados suelen ser muy 

imprecisos, y esta imprecisión crece cuando se trata de realizar un análisis no lineal.  

Con el paso del tiempo, el poder computacional, la evolución de los lenguajes de 

programación y el avance de las tecnologías permitieron a los ingenieros estructuristas contar 

con mayores herramientas para realizar cálculos. Esto permitió repensar la opción de utilizar 

el método que anteriormente había sido olvidado, el Análisis Dinámico Tiempo – Historia. 

Este método ofrece resultados con mayor precisión que el Análisis Dinámico Modal Espectral, 

e incluso ofrece la posibilidad de realizar análisis no lineal indicando desplazamientos 

residuales cuando la estructura ha sufrido daño, mientras que los otros métodos indican que 

la estructura queda en la misma posición inicial después de haber sufrido daños. 
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Introducción 

El contenido de esta tesis será presentado en la página viii, ix y x. En los primeros dos 

capítulos se presentarán los fundamentos de sistemas de 1 GDL, conocimiento básico para 

abordar cualquier tema estructural y de esa manera comprender su comportamiento cuando 

dicho sistema es sometido a diferentes tipos vibraciones. 

En el capítulo tres se estudiará a detalle la importancia de la rigidez lateral y la matriz de 

masa, explicando la deducción de los factores de rigidez tanto angular como lineal y su 

importancia en el método de rigidez clásico y matricial usando un ejemplo de aplicación para 

visualizar de mejor manera los temas estudiados.  

En el mismo capítulo se abordará la importancia que tiene el entendimiento de un “diafragma 

rígido” al momento de aplicar una condensación estática, conceptos que permitirán llegar a la 

definición y al cálculo de la rigidez lateral. 

En el cuarto capítulo se explicará en que consiste un análisis modal y el relevante papel que 

juegan los modos de vibrar de la estructura, así como el factor de participación modal de 

masas. 

En el capítulo cinco se presentará la deducción de los métodos del Análisis Dinámico Tiempo-

Historia, explicando de manera exhaustiva el desarrollo matemático del método de las 8 

constantes, la -Newmark en sus dos variantes y el método de la diferencia central, además 

de explicar la implementación de dichos métodos en Excel. Además, se elaborarán los 

espectros de respuesta correspondientes al desplazamiento, la velocidad y la aceleración. 

Todo lo anterior se comprobará en el software ETABS. 

En el capítulo seis se aplicarán todos los conocimientos estudiados en los capítulos anteriores 

para la realización de un Análisis Dinámico Tiempo – Historia una estructura de 2 

dimensiones, se incluirán conceptos como lo es el amortiguamiento de Rayleigh, 

acelerogramas, desplazamientos modales, desplazamientos reales, los dos últimos obtenidos 

a través de una descomposición modal y finalmente se obtendrán las fuerzas laterales 

máximas de entrepiso. 

Finalmente, en el capítulo siete se realizará paso a paso un ADME y un ADTH en ETABS y 

dichos resultados se compararán contra lo realizado en el capítulo seis, exponiendo la 

diferencia entre ambos métodos y por último se darán las conclusiones.      
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Justificación 

Esta tesis aportará en el lector el entendimiento y el proceso de cómo realizar un Análisis 

Dinámico Tiempo – Historia y su diferencia con un Análisis Dinámico Modal Espectral. Así 

mismo, ayudará al lector a comprender el uso de los métodos paso a paso. 

 

 

 

Objetivo 

Estudiar las nociones necesarias del comportamiento de sistemas de 1 GDL ante diferente 

tipo de vibraciones, la importancia de la rigidez lateral, la realización de un análisis modal y la 

implementación de los métodos paso a paso para que el lector sea capaz de realizar un 

Análisis Dinámico Tiempo – Historia y desarrolle el criterio para extrapolar ese conocimiento a 

programas de ingeniería estructural como ETABS. 

 

 

 

Alcances 

En esta tesis se limitará a aplicar un Análisis Dinámico Tiempo – Historia a un edificio de 

concreto en dos dimensiones de geometría regular, dentro del rango elástico lineal. 
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I .  I N T R OD UC C I ÓN  A  S I ST E M A S  D E  1  GD L  

1.1 GRADOS DE LIBERTAD (GDL) 

Los grados de libertad son el número de coordenadas generalizadas independientes que 

permiten conocer la configuración desplazada de un sistema estructural.  

Si en un plano tridimensional (xyz) está representado un elemento estructural cualquiera 

(elemento tipo viga, por ejemplo), éste tendrá tanto desplazamientos (grados de libertad 

lineales) como rotaciones (grados de libertad angulares), en cada uno de sus nodos (infinitos 

grados de libertad). 

Cada nodo tendrá (véase figura 1.1): 

• 3 grados de libertad para desplazamientos (Δx, Δy y Δz) 

• 3 grados de libertad para rotaciones (Θx, Θy y Θz) 

 

Figura 1.1. Representación gráfica de los grados de libertad en un plano 3D 

 

Mientras que en un plano bidimensional (xz, por ejemplo) tendremos: 

• 2 grados de libertad para desplazamientos (Δx y Δz) 

• 1 grado de libertad para rotación (Θz) 
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1.2 MÓDULO ELÁSTICO DE YOUNG 

El módulo elástico de Young (o simplemente, módulo de elasticidad E) describe la relación 

entre los esfuerzos axiales y la deformación unitaria 𝜀. Un ejemplo de como se ve dicha 

relación puede representarse gráficamente de la siguiente manera: 

 

Figura 1.2. Gráfica esfuerzo – Deformación 𝜎 − 𝜀  

 

De la figura 1.2 observamos que fueron acotados dos módulos elásticos: (1) el módulo 

elástico tangente el cual es usado en el rango lineal y (2) el módulo elástico secante que es 

aplicado en el rango no lineal. Las ecuaciones de ambos módulos están dadas por: 

𝐸𝑡𝑎𝑛 =
𝜎

𝜀
 (1.1) 

𝐸𝑠𝑒𝑐 =
𝛥𝜎

𝛥𝜀
 (1.2) 
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1.3 DEFORMACIÓN UNITARIA 

Un esfuerzo axial puede representarse a través de la siguiente expresión: 

𝜎 = ±
𝑃

𝐴
 (1.3) 

 

Donde: 

• σ = Esfuerzo axial 

• P = Carga 

• A = Área 

Si sometemos una estructura a tensión, ésta se alargará y, por el contrario, si sometemos una 

estructura a compresión ésta se acortará. El cambio de longitud es representado mediante ΔL 

De tal manera que la deformación unitaria puede definirse como la relación entre el cambio de 

longitud provocado por una carga axial (tensión o compresión) y la longitud total del elemento, 

es decir: 

𝜀 =
𝛥𝐿

𝐿
 (1.4) 

 

1.4 LEY DE HOOKE 

La ley de Hooke establece que la fuerza restitutiva (o estática) es igual a una constante “k” por 

un desplazamiento “x”, en otras palabras: 

𝐹 = 𝑘𝑥 (1.5) 

 

Inicialmente la ley de Hooke se planteó para resolver problemas de resorte, en donde se 

establece que el desplazamiento de éstos es directamente proporcional a la fuerza que se le 

aplique, este desplazamiento estará multiplicado por una constante de elasticidad “k”. Esta 

constante de elasticidad “k” facilitará o dificultará el desplazamiento “x”, dicho en otras 

palabras: “k” es la constante que se resiste al desplazamiento.  

Esta ley se aplica para el módulo de elasticidad de Young, mismo que dice que la deformación 

unitaria "𝜀" de un material es directamente proporcional al esfuerzo "𝜎" aplicado cuando se 

esté dentro del rango lineal del material de estudio. 
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I I .  V IB R A C ION E S  D E  S I ST E M A S  D E  1  GD L  

2.1 Oscilador de un Grado de Libertad 

Las vibraciones de sistemas de 1 GDL ocurren cuando un sistema cualquiera (discretizado 

como de 1 GDL), oscila debido a los efectos de una perturbación inicial. 

Para entender lo que es un oscilador de 1 GDL, dentro del área de las estructuras en la 

Ingeniería Civil, debe explicarse lo que es el diafragma rígido, entendiéndolo como un 

conjunto de 3 hipótesis aplicadas a un marco estructural de un nivel y una crujía: 

 

Figura 2.1. Marco estructural de un nivel y una crujia 

 

1. Si se hacen rígidas axialmente las columnas, se omiten los grados de libertad 1 y 4 (su 

valor es cero – no se acortan ni se alargan -) 

2. Si se hace rígida la trabe a flexión, se omiten los grados de libertad 3 y 6 (su valor es 

cero – no hay flexión -) 

3. Si se hace rígida axialmente la trabe, se omite un solo grado de libertad (que por 

elección será el 5). Al igual que las columnas, la viga no se acortará ni se alargará. 

Entonces, puede decirse que el diafragma rígido ocurre cuando el desplazamiento horizontal 

de un nodo es igual al desplazamiento horizontal de otro nodo al mismo nivel. Así, el 

diafragma rígido nos ayuda a reducir los grados de libertad. 

Lo anterior puede representarse a través de un diagrama de cuerpo libre llamado “Oscilador 

de un grado de libertad”. 
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Figura 2.2. Oscilador de un grado de libertad 

 

La figura 2.2, tiene una rigidez, una masa y una fuerza en función del tiempo (producida por el 

sismo, viento, vibraciones, etc.)  

Para poner el sistema anterior en equilibrio, la suma de las fuerzas horizontales debe de ser 

cero; sin embargo, en las condiciones mostradas no es posible debido a que se involucra el 

tiempo (t), por lo que el problema es dinámico.   

Para poder poner en equilibrio el sistema hay que identificar las fuerzas horizontales 

actuantes a través de un diagrama de cuerpo libre: 

    ky 

 

Es importante mencionar que la rigidez se expresa como: 

                                               𝑘 =
𝐹

𝑑
                     (2.0) 

Para poder poner el sistema en equilibrio es necesario aplicar el principio de D´alambert, 

mismo que dice: 

“Todo sistema puede ser llevado al equilibrio dinámico si se aplica una fuerza de inercia 

(masa por aceleración) contraria al desplazamiento definido por el usuario.” 

Se aplica la fuerza inercial (masa por aceleración “ma”) para poner el sistema en equilibrio 

dinámico y se expresa en un diagrama de cuerpo libre. 

𝑚𝑦̈(𝑙𝑒𝑦 𝑑𝑒 𝑁𝑒𝑤𝑡𝑜𝑛) 

 Ky (ley de Hooke) 

  

p(t) 

p(t) 
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Se realiza una sumatoria de fuerzas horizontales ∑𝐹𝑥  y considerando que ya es posible 

igualar la expresión a 0 una vez que se aplicó el principio de D´Alambert, se tiene la siguiente 

expresión: 

                                                     −𝑚𝑦̈ − 𝑘𝑦 + 𝐹 = 0                                        (2.1) 

Multiplicando por -1 

𝑚𝑦̈ + 𝑘𝑦 − 𝐹 = 0                              (2.2) 

Despejando 

𝑚𝑦̈ + 𝑘𝑦 = 𝐹                                                                     (2.3)    

La expresión anterior es la ecuación del movimiento para un oscilador de un grado de libertad. 

2.1.1. Rigidez en paralelo 

El sistema de rigideces en paralelo se representa en la figura 2.3 

En el diagrama de cuerpo libre se expresa que hay una masa queriendo 

desplazar el sistema hacia abajo y una rigidez que impide dicho 

desplazamiento, eventualmente esta rigidez (resortes) sufrirá deformaciones. 

Si se hace una sumatoria de fuerzas verticales ∑𝐹𝑦 se tiene que: 

                −𝑚𝑔 + 𝑘1𝛿 + 𝑘2𝛿 = 0                             

(2.4) 

Sacando factor común e igualando a “mg”: 

                                           𝑚𝑔 = 𝛿(𝑘1 + 𝑘2)                                                 (2.5) 

 

Figura 2.3 rigidez en paralelo                                                     

Para este caso en particular la rigidez equivalente será igual a la suma de la rigidez 1 más la 

rigidez 2, pero generalizando esta afirmación se utiliza la siguiente expresión para considerar 

“n” cantidad de rigideces: 

                                                              𝑘𝑒𝑞 = 𝑘1 + 𝑘2 + 𝑘3 +⋯+ 𝑘𝑛                                    (2.6) 

Se puede simplificar la ecuación 2.5 de la siguiente manera: 

                                                                          𝑚𝑔 = 𝛿(𝑘𝑒𝑞)                                                              (2.7) 
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2.1.2. Rigidez en serie 

Las rigideces en serie presentarán una deformación diferente por cada elemento bajo la 

acción de una misma fuerza, este sistema se representa en la figura 2.4.  

Si se despeja el desplazamiento de la ecuación 2.7 se obtiene la siguiente 

expresión: 

                                                          𝛿 =
𝑚𝑔

𝑘𝑒𝑞
                                                         (2.8) 

Es importante mencionar que la rigidez equivalente empleada en el tema de 

“Rigidez en paralelo” expresada en la ecuación 2.6, no es la misma para el tema de 

“Rigidez en serie”. 

Dicho lo anterior, si cada rigidez presentará una deformación “𝛿” diferente, es 

válido afirmar que la deformación total será: 

                                        𝛿 = 𝛿1 + 𝛿2 + 𝛿3 +⋯+ 𝛿𝑛                                             (2.9) 

Aplicando el principio de la ecuación 2.8, la ecuación 2.9 puede expresarse como: 

                                               
𝑚𝑔

𝑘𝑒𝑞
=

𝑚𝑔

𝑘1
+
𝑚𝑔

𝑘2
+
𝑚𝑔

𝑘3
+⋯+

𝑚𝑔

𝑘𝑛
                              (2.10) 

 

Figura 2.4 rigidez en serie 

Dividiendo la ecuación 2.10 entre “mg” se tiene: 

                                                        (
𝑚𝑔

𝑘𝑒𝑞
=

𝑚𝑔

𝑘1
+
𝑚𝑔

𝑘2
+
𝑚𝑔

𝑘3
+⋯+

𝑚𝑔

𝑘𝑛
) (

1

𝑚𝑔
)                            (2.11) 

Simplificando: 

                                                                 
1

𝑘𝑒𝑞
=

1

𝑘1
+

1

𝑘2
+

1

𝑘3
+⋯+

1

𝑘𝑛
                                   (2.12) 

2.1.3 Concepto de amortiguamiento 

Se define como una propiedad intrínseca de los materiales que provee la capacidad de disipar 

energía para alcanzar el reposo. Dentro de la ingeniería estructural, es importante que una 

masa que oscila libremente, después de haber sido perturbada de alguna forma, alcancé 

dicho reposo; esto se puede optimizar adicionando amortiguamiento extra mediante 

mecanismos externos, debido a que éstos ayudan a que el sistema estructural se mantenga 

en el rango elástico lineal.  

2.1.4 Concepto de fuerza inercial  

Se define como la fuerza actuante en sentido opuesto al de la aceleración. Si un cuerpo 

experimenta una aceleración, la fuerza inercial tendrá un comportamiento de resistencia a 

dicha aceleración. 
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2.2 VIBRACIONES MECÁNICAS 

Las propiedades básicas de cualquier sistema de 1 GDL son: 

• Masa 

• Rigidez 

• Amortiguamiento 

La vibración mecánica se define como la oscilación de la masa alrededor de su punto de 

equilibrio. Esta oscilación también depende de la rigidez y el amortiguamiento de la estructura. 

Estas vibraciones mecánicas se generan cuando la estructura sale de su condición de 

equilibrio debido a una excitación inicial.  

2.3 VIBRACIÓN LIBRE SIN AMORTIGUAMIENTO 

Invocando la ecuación 2.3, se asume que “F(t)” es igual a cero y queda una ecuación 

diferencial de segundo orden, homogénea y de primer grado. Se procede a resolver la 

siguiente ecuación: 

                                                             𝑚𝑦̈ + 𝑘𝑦 = 𝐹                                                            (2.13) 

Se hace una propuesta solución: 

                                                                    𝑦 = 𝑒𝜆𝑡                                                              (2.14) 

Como la ecuación diferencial es de segundo orden se deriva dos veces la ecuación anterior. 

                                                                   𝑦̇ = 𝜆(𝑒𝜆𝑡)                                                          (2.15) 

                                                                   𝑦̈ = 𝜆2(𝑒𝜆𝑡)                                                        (2.16) 

Se sustituye en la ecuación 2.13 

                                                      𝑚(𝜆2(𝑒𝜆𝑡)) + 𝑘 ((𝑒𝜆𝑡)) = 0                                           (2.17) 

Factorizando 

                                                             𝑒𝜆𝑡(𝑚(𝜆2) + 𝑘) = 0                                                  (2.18) 

Despejando 𝑒𝜆𝑡 

                                                             (𝑚(𝜆2) + 𝑘) = 0                                                       (2.19) 

Despejando 𝜆 

                                                                 𝜆 = ±√
𝑘

𝑚
𝑖                                                            (2.20) 
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Es importante mencionar que √
𝑘

𝑚
 es la expresión que representa la frecuencia natural de la 

estructura “ω”, dicho lo anterior es válido afirmar que la ecuación 2.20 es igual a: 

                                                                 𝜆 = ±𝑖(ω)                                                            (2.20) 

Se sustituye 𝜆 en la ecuación 2.14 

                                                                    𝑦 = 𝑒(±𝑖(ω))𝑡                                                      (2.21) 

Por lo tanto, la solución es: 

                                                                  𝑦 = 𝐶1𝑒
(𝑖(ω))𝑡 + 𝐶2𝑒

(−𝑖(ω))𝑡                                 (2.22) 

Se aplica la relación de Euler 

𝑒𝑎±𝑖(𝑏) = 𝑒𝑎(𝑐𝑜𝑠𝑏 ± 𝑖𝑠𝑒𝑛𝑏) 

Se sustituye la relación de Euler en la ecuación 2.22 

                                𝑦 = 𝐶1(cos(ωt) + 𝑖𝑠𝑒𝑛(ωt)) + 𝐶2(cos(ωt) − 𝑖𝑠𝑒𝑛(ωt))                         (2.23) 

Se crean las condiciones iniciales para la ecuación 2.22 

                                                                  𝑆𝑖   𝑦(𝑡 = 0) = 𝑦0                                                (2.24) 

                                                                 𝑆𝑖   𝑦̇(𝑡 = 0) = 𝑣0                                                 (2.25) 

Se deriva la ecuación 2.22 para obtener la ecuación de velocidad  

                                                   𝑦̇ = 𝑖(ω)𝐶1𝑒
(𝑖(ω))𝑡 − 𝑖(ω)𝐶2𝑒

(−𝑖(ω))𝑡                                   (2.26) 

Se aplican las condiciones iniciales para desplazamiento (ecuación (2.24)) en la ecuación 2.22 

                                                                  𝑦0 = 𝐶1 + 𝐶2                                                        (2.27) 

Se despeja 𝐶1  

                                                                  𝐶1 = 𝑦0 − 𝐶2                                                        (2.28) 

Se aplican las condiciones iniciales para velocidad (ecuación (2.25)) en la ecuación 2.26 

                                                            𝑣0 = 𝑖(ω)𝐶1 − 𝑖(ω)𝐶2                                                (2.29) 

Se sustituye la ecuación 2.28 en la ecuación 2.29 y despejando 𝐶2 tenemos la siguiente 

expresión: 

                                                                 𝐶2 =
𝑣0−𝑖(ω)𝑦0

−2𝑖(ω)
                                                        (2.30) 

Se multiplica la ecuación 2.30 por 
𝑖

𝑖
 quedando la siguiente expresión: 
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Vibración libre sin amortiguamiento

                                                                  𝐶2 =
1

2
(𝑦0 +

𝑣0𝑖

ω
 )                                                  (2.31) 

Se sustituye la ecuación 2.31 en la ecuación 2.28 

                                                                  𝐶1 =
1

2
(𝑦0 −

𝑣0𝑖

ω
 )                                                  (2.32) 

Posteriormente se sustituyen dichas ecuaciones en la ecuación 2.22 

                                            𝑦 =
1

2
(𝑦0 −

𝑣0𝑖

ω
 )𝑒(𝑖(ω))𝑡 +

1

2
(𝑦0 +

𝑣0𝑖

ω
 )𝑒(−𝑖(ω))𝑡                            (2.33) 

Se sustituyen las ecuaciones 2.31 y 2.32 en la ecuación 2.23 

            𝑦 = (
1

2
(𝑦0 −

𝑣0𝑖

ω
 ))(cos(ωt) + 𝑖𝑠𝑒𝑛(ωt)) + (

1

2
(𝑦0 +

𝑣0𝑖

ω
 ) )(cos(ωt) − 𝑖𝑠𝑒𝑛(ωt))           (2.34) 

Se factoriza en términos de “cos(ω t)” y “isen(ω t)”  

      𝑦 = cos(ωt) (
1

2
(𝑦0 −

𝑣0𝑖

ω
) + (

1

2
(𝑦0 +

𝑣0𝑖

ω
 ) ) ) + 𝑖𝑠𝑒𝑛(ωt) (

1

2
(𝑦0 −

𝑣0𝑖

ω
) − (

1

2
(𝑦0 +

𝑣0𝑖

ω
 ) ) )     (2.35) 

Simplificando la ecuación 2.35 

                                                  𝑦 = cos(ωt) (𝑦0) − 𝑠𝑒𝑛(ωt) (
𝑣0

ω
)                                          (2.36) 

La ecuación 2.36 determina el desplazamiento de una estructura sin amortiguamiento, mismo 

que se representa gráficamente de la siguiente manera: 

Utilizando los siguientes datos: 

                                     ω = 2.3                    𝑦0 = 1.9                     𝑣0 = 0.4  

 

 

 

 

 

 

 

 

Se puede apreciar que la estructura tiene un desplazamiento continuo y constante, debido a 

que no existe un amortiguamiento que disminuya el mismo.  
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2.4 VIBRACIÓN LIBRE CON AMORTIGUAMIENTO 

Se retoma el diagrama que representa el oscilador de un solo grado de libertad, con la 

diferencia de que ahora se tomará en cuenta el amortiguamiento. 

 

Figura 2.3. Oscilador de un grado de libertad con amortiguamiento 

Se aplica el principio de D´Alambert para poner el sistema en equilibrio; se identifican las 

fuerzas del sistema y se hace un diagrama de cuerpo libre. Es importante mencionar que para 

representar una fuerza viscosa se emplea la siguiente expresión: 

                                                                    𝐹 = 𝑐𝑥̇                                                              (2.36) 

El diagrama de cuerpo libre de la figura 2.3 es: 

 

                                                      𝑚𝑦̈(𝑙𝑒𝑦 𝑑𝑒 𝑁𝑒𝑤𝑡𝑜𝑛) 

 

                                     𝑐𝑥̇ (𝑓𝑢𝑒𝑟𝑧𝑎 𝑣𝑖𝑠𝑐𝑜𝑠𝑎) 

 

Al hacer una sumatoria de fuerzas horizontales. 

                                                             𝑚𝑦̈ + 𝑐𝑦̇ + 𝑘𝑦 = 0                                                    (2.37) 

La expresión anterior es la ecuación diferencial del movimiento para un oscilador con un grado 

de libertad con amortiguamiento. 

2.4.1 Cálculo de la ecuación del amortiguamiento crítico 

Se hace una propuesta solución: 

                                                                    𝑦 = 𝑒𝜆𝑡                                                              (2.38) 

Como la ecuación diferencial es de segundo orden se deriva dos veces la ecuación anterior. 

                                                                   𝑦̇ = 𝜆(𝑒𝜆𝑡)                                                          (2.39) 

                                                                   𝑦̈ = 𝜆2(𝑒𝜆𝑡)                                                        (2.40) 

p(t) Ky (ley de Hooke) 
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Las ecuaciones 2.39 y 2.40 se sustituyen en la ecuación 2.37 Por lo tanto, la ecuación a 

resolver es: 

                                                     𝑚𝜆2(𝑒𝜆𝑡) + 𝑐𝜆(𝑒𝜆𝑡) + 𝑘𝑒𝜆𝑡 = 0                                        (2.41) 

Se factoriza la expresión anterior 

                                                                    𝑒𝜆𝑡(𝑚𝜆2 + 𝑐𝜆 + 𝑘) = 0                                      (2.42) 

Se crea una condición inicial 

                                                                𝑆𝑖   𝑦(𝑡 = 0) = 𝑦0                                                  (2.43) 

Se aplica la condición inicial en la ecuación 2.42 obteniendo la siguiente expresión cuadrática 

                                                              𝑚𝜆2 + 𝑐𝜆 + 𝑘 = 0                                                    (2.44) 

Se resuelve la ecuación cuadrática obteniendo 

                                                            𝜆 = −
𝑐

2𝑚
±√

𝑐2

4𝑚2 −
𝑘

𝑚
                                                 (2.45) 

Es importante recordar que 𝜔 = √
𝑘

𝑚
 por tanto la ecuación 2.45 queda de la siguiente manera 

                                                          𝜆 = −
𝑐

2𝑚
±√

𝑐2

4𝑚2 − 𝜔
2                                                 (2.46) 

Se analiza el discriminante para obtener la ecuación de amortiguamiento crítico  

                                                              
𝑐2

4𝑚2 − 𝜔
2 = 0                                                          (2.48) 

                                                              𝑐 = √4𝑚2𝜔2                                                        (2.49) 

                                                              𝑐 = 2𝑚𝜔                                                              (2.50) 

Si el amortiguamiento que posea una estructura es mayor al amortiguamiento crítico se 

presentará un caso sobre amortiguado, si es menor se presentará un caso subamortiguado. El 

porcentaje de amortiguamiento de una estructura puede expresarse de la siguiente manera    

                                                                 𝜉 =
𝑐

𝑐𝑐𝑟í
                                                                 (2.51)  

𝜉 = 1  𝑎𝑚𝑜𝑟𝑡𝑖𝑔𝑢𝑎𝑚𝑖𝑒𝑛𝑡𝑜 𝑐𝑟í𝑡𝑖𝑐𝑜   

𝜉 ˂ 1  𝑠𝑢𝑏𝑎𝑚𝑜𝑟𝑡𝑖𝑔𝑢𝑎𝑚𝑖𝑒𝑛𝑡𝑜  

𝜉 ˃ 1   𝑠𝑜𝑏𝑟𝑒𝑎𝑚𝑜𝑟𝑡𝑖𝑔𝑢𝑎𝑚𝑖𝑒𝑛𝑡𝑜  

  



24 
 

2.4.2 Respuesta sobreamortiguada 

Al estar en vibración libre se puede afirmar que no hay ninguna carga que provoque la 

excitación de la estructura y por ende las condiciones iniciales son las que perturban al 

sistema y lo sacan de su posición de equilibrio. 

Se retoman las condiciones iniciales de la ecuación 2.43 y se enumeran por separado 

                                                                  𝑆𝑖   𝑦(𝑡 = 0) = 𝑦0                                                (2.52) 

                                                                 𝑆𝑖   𝑦̇(𝑡 = 0) = 𝑣0                                                 (2.53) 

Se divide la ecuación 2.37 entre la masa, quedando  

                                                                  𝑦̈ +
𝑐𝑦̇

𝑚
+
𝑘𝑦

𝑚
= 0                                                   (2.54) 

Se relaciona la ecuación 2.37 con 𝜉. De la ecuación 2.51 y 2.50 se puede hacer la siguiente 

afirmación: 

                                                                 𝜉 =
𝑐

2𝑚𝜔
                                                                (2.55) 

Se despeja “
𝑐

𝑚
” de la ecuación anterior, quedando la expresión 2.55 como: 

                                                                 
𝑐

𝑚
= 𝜉2𝜔                                                               (2.56) 

Es importante recordar que: 

                                                                 𝜔 = √
𝑘

𝑚
                                                                (2.57) 

Elevando al cuadrado ambos términos se obtiene la siguiente expresión: 

                                                                 𝜔2 = (√
𝑘

𝑚
)

2

                                                        (2.58) 

Simplificando la expresión 2.58 se obtiene: 

                                                                    𝜔2 =
𝑘

𝑚
                                                              (2.59) 

Se sustituyen las ecuaciones 2.56 y 2.59 en la ecuación 2.54 quedando: 

                                                           𝑦̈ + 𝜉2𝜔𝑦̇ + 𝜔2𝑦 = 0                                                  (2.60) 

Se propone una solución para pasar de una ecuación diferencial a un polinomio característico  

                                                                    𝑦 = 𝑒𝜆𝑡                                                              (2.61) 
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Como la ecuación diferencial es de segundo orden se deriva dos veces la ecuación anterior. 

                                                                   𝑦̇ = 𝜆(𝑒𝜆𝑡)                                                          (2.62) 

                                                                   𝑦̈ = 𝜆2(𝑒𝜆𝑡)                                                        (2.63) 

Se sustituyen las ecuaciones 2.62, 2.63 y 2.61 en la ecuación 2.60 

                                                    𝜆2(𝑒𝜆𝑡) + 𝜉2𝜔𝜆(𝑒𝜆𝑡) + 𝜔2𝑒𝜆𝑡 = 0                                     (2.64) 

Se factoriza la expresión anterior 

                                                           𝑒𝜆𝑡(𝜆2 + 𝜉2𝜔𝜆 + 𝜔2) = 0                                           (2.65) 

Es importante mencionar que uno de los productos de la ecuación 2.65 es una expresión 

cuadrática, que a continuación se indicará para una mayor visualización: 

                                                              𝜆2 + 𝜉2𝜔𝜆 + 𝜔2 = 0                                                (2.66) 

Se resuelve la ecuación cuadrática 2.66 y se obtienen las siguientes raíces: 

                                                             𝜆1 = −𝜉𝜔 +𝜔√𝜉2 − 1                                             (2.67) 

                                                             𝜆2 = −𝜉𝜔 − 𝜔√𝜉2 − 1                                              (2.68) 

Es importante mencionar que el siguiente término de la ecuación 2.67 corresponde a la 

frecuencia amortiguada: 

                                                 𝜔√𝜉2 − 1 = 𝑓𝑟𝑒𝑐𝑢𝑒𝑛𝑐𝑖𝑎 𝑎𝑚𝑜𝑟𝑡𝑖𝑔𝑢𝑎𝑑𝑎 =  𝜔𝐷                     (2.69) 

Por tanto, las ecuaciones 2.67 y 2.68 quedan expresadas como: 

                                                                  𝜆1 = −𝜉𝜔 + 𝜔𝐷                                                   (2.70) 

                                                                  𝜆2 = −𝜉𝜔 − 𝜔𝐷                                                   (2.71) 

Se completa la propuesta solución (ecuación 2.61) con las raíces recién obtenidas y se les 

agrega las constantes de integración correspondientes quedando de la siguiente manera: 

                                                               𝑦 = 𝐶1𝑒
𝜆1𝑡 + 𝐶2𝑒

𝜆2𝑡                                                (2.72) 

Se sustituyen las ecuaciones 2.70 y 2.71 en la ecuación 2.72 

                                                    𝑦 = 𝐶1𝑒
(−𝜉𝜔+𝜔𝐷)𝑡 + 𝐶2𝑒

(−𝜉𝜔−𝜔𝐷)𝑡                                      (2.73) 

Se factoriza la expresión anterior 

                                                          𝑦 = 𝑒−𝜉𝜔𝑡(𝐶1𝑒
𝜔𝐷𝑡 + 𝐶2𝑒

−𝜔𝐷𝑡)                                    (2.74) 
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Se aplican las condiciones iniciales para el desplazamiento (ecuación 2.52) en la ecuación 

2.74 y queda la siguiente expresión 

                                                                     𝑦0 = 𝐶1 + 𝐶2                                                     (2.75) 

Se deriva la ecuación 2.74 para obtener la ecuación de velocidad: 

                  𝑦̇ = −𝜉𝜔𝑒−𝜉𝜔𝑡(𝐶1𝑒
𝜔𝐷𝑡 + 𝐶2𝑒

−𝜔𝐷𝑡) + 𝑒−𝜉𝜔𝑡(𝜔𝐷𝐶1𝑒
𝜔𝐷𝑡 − 𝜔𝐷𝐶2𝑒

−𝜔𝐷𝑡)                 (2.76) 

Se aplican las condiciones iniciales para la velocidad (ecuación 2.53) en la ecuación 2.76 y 

queda la siguiente expresión 

                                                  𝑦0̇ = −𝜉𝜔(𝐶1 + 𝐶2) + (𝜔𝐷𝐶1 − 𝜔𝐷𝐶2)                                  (2.77) 

Se plantea un sistema de ecuaciones 2x2 con las ecuaciones 2.77 y 2.75 y obtenemos los 

siguientes valores para 𝐶1 𝑦 𝐶2  

                                                    𝐶2 =
1

2
(𝑦0 −

𝑦0̇+𝜉𝜔𝑦0

𝜔𝐷
)                                                         (2.78) 

                                                    𝐶1 =
1

2
(𝑦0 +

𝑦0̇+𝜉𝜔𝑦0

𝜔𝐷
)                                                         (2.79) 

Vale la pena hacer énfasis que las expresiones anteriores son conjugados complejos, dicho lo 

anterior se procede a sustituir en la ecuación 2.74 

                           𝑦 = 𝑒−𝜉𝜔𝑡 ((
1

2
(𝑦0 −

𝑦0̇+𝜉𝜔𝑦0

𝜔𝐷
)) 𝑒𝜔𝐷𝑡 + (

1

2
(𝑦0 +

𝑦0̇+𝜉𝜔𝑦0

𝜔𝐷
)) 𝑒−𝜔𝐷𝑡)              (2.80) 

La ecuación anterior se expresa en función de identidades trigonométricas hiperbólicas, 

quedando como: 

                                      𝑦 = 𝑒−𝜉𝜔𝑡 (𝑦0 cosh(𝜔𝐷𝑡) +
𝑦0̇+𝜉𝜔𝑦0

𝜔𝐷
senh(𝜔𝐷𝑡))                              (2.81) 

  

 

 

 

 

 

 

 



27 
 

La ecuación 2.81 determina el desplazamiento de una estructura sobreamortiguada, mismo 

que se representa gráficamente de la siguiente manera: 

Utilizando los siguientes datos: 

                                ω = 1.8                    𝑦0 = 2.4         ω𝐷 = ω√𝜉2 − 1            𝑣0 = 0.4  

 

Se utilizaron distintos valores de amortiguamiento para demostrar que un sistema con 

amortiguamiento mayor que 1 no produce vibraciones y que a mayor amortiguamiento menor 

será el tiempo para que el desplazamiento sea cero. 

2.4.3 Respuesta subamortiguada  

Para plantear esta respuesta se considerará la ecuación 2.81 y se debe tener presente que la 

frecuencia amortiguada se expresa 𝜔√𝜉2 − 1 =  𝜔𝐷. Trabajar con respuestas 

subamortiguadas implica que el valor de 𝜉 es menor a 1, lo que significa que la frecuencia 

amortiguada tendrá valores imaginarios, expresándose finalmente de la siguiente manera: 

                                                                𝜔𝐷 = 𝜔𝑖√1 − 𝜉2                                                   (2.82) 

Se sustituye la ecuación 2.82 en la ecuación 2.81, quedando como: 

                𝑦 = 𝑒−𝜉𝜔𝑡 (𝑦0 cosh(𝜔𝑖√1 − 𝜉2  𝑡) +
𝑦0̇+𝜉𝜔𝑦0

𝜔𝑖√1−𝜉2  
senh(𝜔𝑖√1 − 𝜉2  𝑡))                       (2.83) 
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Posteriormente se relacionan las funciones hiperbólicas con las trigonométricas para quitar los 

números imaginarios. 

                                                      cosh(𝑖𝑥) = 𝑐𝑜𝑠𝑥                                                              (2.84) 

                                                     𝑠𝑒𝑛ℎ(𝑖𝑥) = 𝑖𝑠𝑒𝑛𝑥                                                             (2.85) 

Se aplican las funciones trigonométricas hiperbólicas en la ecuación 2.83, quedando: 

                        𝑦 = 𝑒−𝜉𝜔𝑡 (𝑦0 cos(𝜔√1 − 𝜉2  𝑡) +
𝑦0̇+𝜉𝜔𝑦0

𝜔√1−𝜉2  
sen(𝜔√1 − 𝜉2  𝑡))                       (2.86) 

La expresión anterior es la ecuación que determina el desplazamiento de una estructura 

subamortiguada. 

La ecuación 2.86 determina el desplazamiento de una estructura subamortiguada, mismo que 

se representa gráficamente de la siguiente manera: 

Utilizando los siguientes datos: 

                                          ω = 1.8                    𝑦0 = 2.4                    𝑣0 = 0.4  

 

Con esta gráfica se demuestra que la 

estructura subamortiguada reduce su 

movimiento gradualmente conforme 

pasa el tiempo. 
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I I I .  RI GI D EZ L A T E R AL  Y M A T R IZ  D E  M A S A S  

3.1 DEDUCCIÓN DE LOS FACTORES DE RIGIDEZ ANGULAR  

Estos valores pueden extraerse de la mayoría de los libros de análisis estructural, pero para 

efectos de ejemplificación se deducirá la rigidez angular para una viga biempotrada.  

 

 

 

 

 

Figura 3.1 Viga biempotrada 

Se obtiene la función de momento asumiendo que se conocen los elementos mecánicos de 

los apoyos. 

 

 

 

  

          X 

     Figura 3.2 Viga en corte 

Se calculan los elementos mecánicos 

                                                              −𝑀𝐴 + 𝑉𝐴𝑥 = 𝑀(𝑥)                                                   (3.1) 

Se aplica la ecuación diferencial de la curva elástica y se integra dos veces 

                                                         𝐸𝐼∬
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
= −𝑀𝐴 + 𝑉𝐴𝑥                                                    (3.2) 

Se integra una primera vez y la expresión que resulta es: 

                                                         𝐸𝐼∬
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
= −𝑀𝐴 + 𝑉𝐴𝑥                                                    (3.3) 

                                                         𝐸𝐼Ɵ∫
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= −𝑀𝐴𝑥 +

𝑉𝐴𝑥
2

2
+ 𝐶1                                         (3.4) 

Se integra una segunda vez para obtener la ecuación de y(x) 

                                                  𝐸𝐼𝑦 =
−𝑀𝐴𝑥

2

2
+
𝑉𝐴𝑥

3

6
+ 𝐶1𝑥 + 𝐶2                                            (3.5) 
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Se plantean las condiciones de frontera. 

                                                   𝑆𝑖 𝑥 = 0𝐿; ø𝑥 = −1; 𝑦𝑥 = 0                                                  (3.6) 

                                                  𝑆𝑖 𝑥 = 𝐿; ø𝑥 = 0; 𝑦𝑥 = 0                                                        (3.7) 

Haciendo uso de la ecuación 3.6 en las ecuaciones de 3.4 y 3.5 para hallar los valores de 

𝐶1 𝑦 𝐶2 quedan las siguientes expresiones 

                                                              𝐶1 = −𝐸𝐼                                                                   (3.8) 

                                                              𝐶2 = 0                                                                       (3.9) 

Una vez hallado el valor de las constantes de integración 𝐶1 y 𝐶2 se reescriben las ecuaciones 

3.4 y 3.5 

                                                         𝐸𝐼Ɵ∫
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= −𝑀𝐴𝑥 +

𝑉𝐴𝑥
2

2
− 𝐸𝐼                                       (3.10) 

                                                          𝐸𝐼𝑦 =
−𝑀𝐴𝑥

2

2
+
𝑉𝐴𝑥

3

6
− 𝐸𝐼𝑥                                           (3.11) 

Se aplica la última condición de frontera (ecuación 3.7) en la ecuación 3.10 y 3.11 obteniendo 

las siguientes expresiones: 

                                                                  −𝑀𝐴𝐿 +
𝑉𝐴𝐿

2

2
− 𝐸𝐼 = 0                                        (3.12) 

                                                                   
−𝑀𝐴𝐿

2

2
+
𝑉𝐴𝐿

3

6
− 𝐸𝐼𝐿 = 0                                       (3.13) 

Se plantea un sistema de ecuaciones con las expresiones 3.12 y 3.13, se despeja el cortante 

de la ecuación 3.12 

                                                                  𝑉𝐴 =
2𝑀𝐴

𝐿
+
2𝐸𝐼

𝐿2
                                                     (3.14) 

Se sustituye la ecuación 3.14 en la ecuación 3.13 

                                                              
−𝑀𝐴𝐿

2

2
+

2𝑀

𝐿
+
2𝐸𝐼

𝐿2
𝐿3

6
− 𝐸𝐼𝐿 = 0                                       (3.15) 

Se simplifica la expresión anterior, quedando:  

                                                                  
−𝑀𝐴𝐿

2

6
−
2𝐸𝐼(𝐿)

3
= 0                                                (3.16)   
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Se despeja el momento de la ecuación 3.16               

𝑀𝐴 =
(
−2𝐸𝐼(𝐿)6

3
)

𝐿2
 

                                                                   𝑀𝐴 =
(−4𝐸𝐼)

𝐿
                                                         (3.17) 

Se halla el cortante sustituyendo la ecuación 3.17 en la ecuación 3.14 

                                                               𝑉𝐴 =
2
(−4𝐸𝐼)

𝐿
 

𝐿
+
2𝐸𝐼

𝐿2
                                                     (3.18) 

                                                              𝑉𝐴 = −
(8𝐸𝐼)

𝐿2
+
2𝐸𝐼

𝐿2
                                                     (3.19) 

                                                                     𝑉𝐴 = −
6𝐸𝐼

𝐿2
                                                         (3.20) 

Las ecuaciones 3.17 y 3.20 se colocan en un extremo de la viga biempotrada para hallar las 

reacciones faltantes a través de las ecuaciones de la estática, quedando de la siguiente 

manera: 

 

Figura 3.3 Viga biempotrada con deducción de los factores de rigidez angular 

3.2 DEDUCCIÓN DE LOS FACTORES DE RIGIDEZ LINEAL 

Se le permite a la restructura desplazarse verticalmente una unidad en uno de sus apoyos 

como se muestra en la figura 3.4 

 

 

 

 

Figura 3.4 Viga biempotrada factores de rigidez lineal  

 



32 
 

Debido a que el procedimiento es prácticamente el mismo que se usó para deducir los 

factores de rigidez angular, salvo las operaciones posteriores a las condiciones de frontera se 

omitirán algunos cálculos empezando por las condiciones antes mencionadas. 

                                                   𝑆𝑖 𝑥 = 0𝐿; ø𝑥 = 0; 𝑦𝑥 = 1                                                   (3.21) 

                                                   𝑆𝑖 𝑥 = 𝐿; ø𝑥 = 0; 𝑦𝑥 = 0                                                     (3.22) 

Se encuentran los valores de 𝐶1 𝑦 𝐶2 aplicando la primera condición de frontera (ecuación 

3.21) 

                                                              𝐶1 = 0                                                                     (3.23) 

                                                              𝐶2 = 𝐸𝐼                                                                   (3.24) 

Los valores anteriores se sustituyen en las ecuaciones 3.4 y 3.5 quedando: 

                                                          −𝑀𝐴𝑥 +
𝑉𝐴𝑥

2

2
= 0                                                         (3.25) 

                                                          
−𝑀𝐴𝑥

2

2
+
𝑉𝐴𝑥

3

6
+ 𝐸𝐼 = 0                                                 (3.26)           

Se aplica la segunda condición de frontera (ecuación 3.22) en la ecuación 3.25 y 3.26 

                                                          −𝑀𝐴𝐿 +
𝑉𝐴𝐿

2

2
= 0                                                         (3.27) 

                                                          
−𝑀𝐴𝐿

2

2
+
𝑉𝐴𝐿

3

6
+ 𝐸𝐼 = 0                                                  (3.28)    

Se despeja el cortante de la ecuación 3.27 

                                                               𝑉𝐴 =
2𝑀𝐴

𝐿
                                                                 (3.29)  

Se sustituye la ecuación 3.29 en la ecuación 3.28 

                                                    −
1

6
𝑀𝐴𝐿

2 + 𝐸𝐼 = 0                                                            (3.30) 

Se despeja 𝑀𝐴 de la expresión anterior. 

                                                              𝑀𝐴 =
6𝐸𝐼

𝐿2
                                                                 (3.31) 

Se sustituye la ecuación 3.31 en la ecuación 3.29 

                                                               𝑉𝐴 =
12𝐸𝐼

𝐿3
                                                                (3.32)  
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La ecuación 3.31 y 3.32 son las expresiones que definen el momento y el cortante de la viga, 

los otros dos factores se calculan a través de las ecuaciones de la estática, quedando de la 

siguiente manera: 

 

 

 

 

 

 

Figura 3.5 Viga biempotrada con factores de rigidez lineal 

 3.3 MÉTODO DE LA RIGIDEZ CLÁSICO 

Para explicar el método de la rigidez clásico se supone la siguiente viga:  

 

 

 

 

 

Figura 3.6 Viga para ejemplificar el método de la rigidez clásico 

Este método consiste en rigidizar la estructura, es decir: buscar el mínimo número de puntos 

en donde se pueda producir un giro (comúnmente en los apoyos) 

 

 

  

 

Figura 3.7 Viga para ejemplificar en donde se produce un giro en el método de la rigidez clásico 
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Posteriormente se coloca dicho empotramiento para impedir dicho giro 

 

 

 

 

 

Figura 3.8 Viga para ejemplificar en donde se supone un empotramiento en el método de la rigidez clásico 

De esta manera, el giro tiene un valor de cero. Además, se tienen dos claros, y en varios 

libros de análisis estructural existen tablas, generalmente nombrada “Momentos de 

empotramiento en vigas prismáticas” donde se pueden extraer elementos mecánicos según el 

tipo de carga. 

Se buscan los momentos de empotramiento en las tablas antes mencionadas, para este caso, 

al primer claro le corresponde el siguiente momento de empotramiento: 

                                                                  𝑀𝐴𝐵 =
𝑤𝑙2

12
                                                            (3.33) 

                                                                 𝑀𝐵𝐴 = −𝑀𝐴𝐵                                                     (3.33.1) 

Sustituyendo los valores del primer claro en la ecuación 3.33 

                                                                  𝑀𝐴𝐵 =
1(8)2

12
 𝑡𝑜𝑛𝑓 ∗ 𝑚                                           (3.34) 

                                                                𝑀𝐴𝐵 = −5.3 𝑡𝑜𝑛𝑓 ∗ 𝑚                                            (3.35) 

Por consiguiente: 

                                                               𝑀𝐵𝐴 = 5.3 𝑡𝑜𝑛𝑓 ∗ 𝑚                                                (3.36) 

Se procede a trabajar con el segundo claro, mismo que le corresponde el siguiente momento 

de empotramiento: 

                                                                  𝑀𝐵𝐶 =
𝑃𝐿

8
 𝑡𝑜𝑛𝑓 ∗ 𝑚                                              (3.37) 

                                                                  𝑀𝐶𝐵 = −𝑀𝐶𝐵                                                    (3.37.1) 

Sustituyendo los valores del segundo claro en la ecuación 3.37 

                                                               𝑀𝐵𝐶 =
(2)(6)

8
 𝑡𝑜𝑛𝑓 ∗ 𝑚                                             (3.38) 

                                                                  𝑀𝐵𝐶 = −1.5 𝑡𝑜𝑛𝑓 ∗ 𝑚                                          (3.39) 
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Por consiguiente: 

                                                                𝑀𝐶𝐵 = 1.5 𝑡𝑜𝑛𝑓 ∗ 𝑚                                               (3.40) 

A continuación, se asigna en el empotramiento un giro unitario 

 

Figura 3.9 Viga para ejemplificar en donde se supone el giro unitario en el método de la rigidez clásico 

Al tener una rotación se producirán rigideces (k), expresadas en forma de momento; el valor 

de estas rigideces se determinará con ayuda de la tabla “Rigideces angulares y lineales para 

desplazamientos unitarios” 

Al momento Kab le corresponde la siguiente expresión: 

                                                                   𝐾𝐴𝐵 =
2𝐸𝐼

𝐿
                                                            (3.41) 

Se sustituyen los valores del primero claro  

                                                                   𝐾𝐴𝐵 =
2𝐸𝐼

8
                                                            (3.42) 

                                                                   𝐾𝐴𝐵 =
𝐸𝐼

4
                                                            (3.43) 

Al momento Kba le corresponde la siguiente expresión: 

                                                                   𝐾𝐵𝐴 =
4𝐸𝐼

𝐿
                                                           (3.44) 

Se sustituyen los valores del primero claro  

                                                                   𝐾𝐵𝐴 =
4𝐸𝐼

8
                                                           (3.45) 

                                                                   𝐾𝐵𝐴 =
𝐸𝐼

2
                                                             (3.46) 

Se calculan las rigideces del segundo claro  

                                                                   𝐾𝐵𝐶 =
2𝐸𝐼

3
                                                            (3.47) 

                                                                   𝐾𝐶𝐵 =
𝐸𝐼

3
                                                           (3.48) 
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Se plantea la ecuación de equilibrio para calcular el giro; es importante mencionar que los 

momentos, giros, y rigideces están en función de “B” porque fue en ese punto en donde se 

planteó el empotramiento. 

                                                    𝑀𝐵𝐴 +𝑀𝐵𝑐 + (𝐾𝐵𝐴 + 𝐾𝐵𝐶)ø𝐵 = 0                                       (3.49) 

Se sustituyen los valores antes obtenidos en la ecuación 3.49 

                                                     
16

3
+ (−

3

2
) + (

1

2
𝐸𝐼 +

2

3
𝐸𝐼) ø𝐵 = 0                                      (3.50) 

                                                                   
23

6
+
7

6
𝐸𝐼ø𝐵 = 0                                                   (3.51) 

                                                                       ø𝐵 = −
23

7
                                                       (3.52) 

Se calcula el momento real AB 

                                                                𝑀𝐴𝐵 = 𝑀𝐴𝐵𝑒 + 𝐾𝐴𝐵ø𝐵                                             (3.53) 

Se sustituyen las expresiones 3.52, 3.43 y 3.52 en la ecuación 3.53 

                                                                  𝑀𝐴𝐵 = −5.3 +
1

4
(−

23

7
)                                         (3.54) 

                                                                 𝑀𝐴𝐵 = −6.1547 𝑡𝑜𝑛𝑓 ∗ 𝑚                                     (3.55) 

Se calcula el momento real BA 

                                                                𝑀𝐵𝐴 = 𝑀𝐵𝐴𝑒 + 𝐾𝐵𝐴ø𝐵                                            (3.56) 

Se sustituyen las expresiones 3.36, 3.46 y 3.52 en la ecuación 3.53 

                                                                   𝑀𝐵𝐴 =
16

3
+
1

2
(−

23

7
)                                            (3.57) 

                                                                  𝑀𝐵𝐴 = 3.69 𝑡𝑜𝑛𝑓 ∗ 𝑚                                           (3.58) 

Se calcula el momento real de BC 

                                                                𝑀𝐵𝐶 = 𝑀𝐵𝐶 + 𝐾𝐵𝐶ø𝐵                                              (3.59) 

 

Se sustituyen las expresiones 3.39, 3.47 y 3.52 en la ecuación 3.53 

                                                                   𝑀𝐵𝐶 = −1.5 +
2

3
(−

23

7
)                                        (3.60) 

                                                                  𝑀𝐵𝐴 = −3.69 𝑡𝑜𝑛𝑓 ∗ 𝑚                                        (3.61) 
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Se calcula el momento real de CB 

                                                              𝑀𝐶𝐵 = 𝑀𝐶𝐵𝑒 + 𝐾𝐶𝐵ø𝐵                                               (3.62) 

Se sustituyen las expresiones 3.40, 3.48 y 3.52 en la ecuación 3.53 

                                                                   𝑀𝐶𝐵 = 1.5 +
1

3
(−

23

7
)                                          (3.63) 

                                                                  𝑀𝐶𝐵 = 0.404761 𝑡𝑜𝑛𝑓 ∗ 𝑚                                   (3.64) 

Se colocan los resultados obtenidos (ecuaciones 3.64,3.61, 3.58 y 3.55) en la viga para una 

mejor visualización, teniendo en cuenta que las unidades mostradas en la figura 3.10 

correspondientes a los momentos son “tonf*m” y las unidades correspondientes a los 

cortantes son “tonf”  

 

 

 

 

 

 

Figura 3.10 Viga resuelta para ejemplificar el método de la rigidez clásico 
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3.4 MÉTODO DE LA RIGIDEZ MATRICIAL 

Para explicar este método se ocupará la viga resuelta en el apartado anterior, con el fin de 

llegar a los mismos resultados, pero antes de iniciar la explicación de este procedimiento es 

importante tener en cuenta las siguientes consideraciones: 

Los apoyos presentados en el ejercicio se sustituirán por resortes, omitiendo las reacciones 

horizontales y valores. 

Se sabe que el apoyo empotrado no permite desplazamiento, por lo que es válido, siguiendo 

la ley de Hooke, afirmar que:  

                                                                     𝑀 = 𝐾øØ                                                          (3.65) 

                                                                    𝐹𝑦 = 𝐾𝑦𝛥𝑦                                                         (3.66) 

Si se despeja Ø 𝑦 𝛥𝑦 de las ecuaciones 3.65 y 3.66 se obtiene: 

                                                                      𝛥𝑦 =
𝐹𝑦

𝐾𝑦
                                                           (3.67) 

                                                                      Ø =
𝑀

𝐾ø
                                                             (3.68) 

Debido a que la condición de apoyo es un empotramiento, se espera que los desplazamientos 

sean cero, por lo que se puede afirmar que para que esto suceda las rigideces deben tender a 

infinito.  

Se sabe que el apoyo móvil no permite desplazamiento vertical ni rotación, por lo que es 

válido, siguiendo la ley de Hooke, afirmar que:  

                                                                    𝐹𝑦 = 𝐾𝑦𝛥𝑦                                                         (3.69) 

Si se despeja  𝛥𝑦 de la ecuación 3.69 se obtiene: 

                                                                      𝛥𝑦 =
𝐹𝑦

𝐾𝑦
                                                           (6.70) 

Debido a que la condición de apoyo es móvil, se espera que el desplazamiento y rotación sea 

cero, por lo que se puede afirmar que para que esto suceda la rigidez debe tender a infinito.  

Para fines ilustrativos se invocará la figura 3.6: 
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Se discretizará la estructura colocando los grados de libertad (color azul) correspondientes a 

cada apoyo enumerando primeramente las rotaciones y después los desplazamientos.  

 

 

 

 

 

 

Figura 3.11 Colocación y numeración de grados de libertad. Rigidez matricial 

El número de los grados de libertad propuestos indican el tamaño de la matriz de rigidez, en 

este caso será una matriz de 6x6. A continuación, se calcularán las cargas que determinan el 

vector de fuerzas. Primeramente, se trabajará con el claro AB, en donde, por los temas 

previamente vistos, dicho claro se puede expresar de la siguiente manera: 

 

                                                       

 

 

 

                                                           Figura 3.12. Momentos de empotramiento para viga con carga uniformemente repartida 

Y para el segundo claro se ocupará: 

  

 

 

 

Figura 3.13. Momentos de empotramiento para viga con carga puntual  
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Los valores del momento y cortante para el primer claro serán, de manera respectiva: 

                                                                    𝑀𝐴 = −
16

3
 𝑡𝑜𝑛𝑓 ∗ 𝑚                                           (3.71) 

                                                                     𝑀𝐵 =
16

3
 𝑡𝑜𝑛𝑓 ∗ 𝑚                                             (3.72) 

                                                                     𝑉𝐴 = 4 𝑡𝑜𝑛𝑓                                                      (3.73) 

                                                                     𝑉𝐵 = 4 𝑡𝑜𝑛𝑓                                                      (3.74) 

Los valores del momento y cortante para el primer claro serán, de manera respectiva: 

                                                                     𝑀𝐴 = −
3

2
 𝑡𝑜𝑛𝑓 ∗ 𝑚                                          (3.75) 

                                                                     𝑀𝐵 =
3

2
 𝑡𝑜𝑛𝑓 ∗ 𝑚                                              (3.76) 

                                                                     𝑉𝐴 = 1 𝑡𝑜𝑛𝑓                                                      (3.77) 

                                                                     𝑉𝐵 = 1 𝑡𝑜𝑛𝑓                                                      (3.78) 

Se vacían los valores previamente obtenidos, cortantes y momentos, (de la ecuación 3.71 – 

3.78) en la viga, sin tomar en cuenta las cargar originales, tomando en cuenta que los 

momentos están expresado en “tonf*m” y los cortantes en “tonf” 

  

 

 

 

 

Figura 3.14. Viga con valores de momentos de empotramiento y cortantes 

Se determina la matriz de rigidez local, recordando que los coeficientes que a continuación se 

mostrarán se deducen a través del método de flexibilidades, pero se omitirá ese 

procedimiento debido a que sale fuera de los alcances de la tesis. Los coeficientes de rigidez 

están expresados por la siguiente matriz: 
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[
 
 
 
 
 
12𝐸𝐼

𝑙3
6𝐸𝐼

𝐿2
−
12𝐸𝐼

𝑙3
6𝐸𝐼

𝐿2

6𝐸𝐼

𝐿2
4𝐸𝐼

𝐿
−
6𝐸𝐼

𝐿2
2𝐸𝐼

𝐿

−
12𝐸𝐼

𝑙3
−
6𝐸𝐼

𝐿2
12𝐸𝐼

𝑙3
−
6𝐸𝐼

𝐿2

6𝐸𝐼

𝐿2
2𝐸𝐼

𝐿
−
6𝐸𝐼

𝐿2
4𝐸𝐼

𝐿 ]
 
 
 
 
 

                                    (3.79) 

Debido a que la viga en cuestión se dividió en dos tramos, se generarán dos matrices locales, 

una por cada elemento (cada tramo) que componga la viga. 

Es importante mencionar que la primera columna corresponde un desplazamiento lineal en el 

nodo “A”, la segunda columna corresponde a un desplazamiento angular en el nodo “A”, la 

tercera y cuarta columna corresponden a desplazamientos lineales y angulares 

respectivamente en el nodo “B”.  

Observando el primer tramo de la viga se puede apreciar que los grados de libertad 

participantes son 4 (desplazamiento lineal), 1 (desplazamiento angular), 5 (desplazamiento 

lineal) y 2 (desplazamiento angular), tal como se muestra en la siguiente figura: 

 

 

 

 

 

Figura 3.15. Grados de libertad participantes en el primer tramo de la viga 

Es conveniente colocar los grados de libertad participantes al principio de cada columna y 

cada fila dependiendo del tipo de desplazamiento en cuestión. 

 

                                                  

[
 
 
 
 
 
 

𝟒 𝟏 𝟓 𝟐

𝟒
12𝐸𝐼

𝑙3
6𝐸𝐼

𝐿2
−
12𝐸𝐼

𝑙3
6𝐸𝐼

𝐿2

𝟏
6𝐸𝐼

𝐿2
4𝐸𝐼

𝐿
−
6𝐸𝐼

𝐿2
2𝐸𝐼

𝐿

𝟓 −
12𝐸𝐼

𝑙3
−
6𝐸𝐼

𝐿2
12𝐸𝐼

𝑙3
−
6𝐸𝐼

𝐿2

𝟐
6𝐸𝐼

𝐿2
2𝐸𝐼

𝐿
−
6𝐸𝐼

𝐿2
4𝐸𝐼

𝐿 ]
 
 
 
 
 
 

                                      (3.80)  
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Se procede a sustituir los valores que corresponden al primer tramo de la viga en la matriz 

3.80, quedando 

Matriz del elemento 1 

                                     

[
 
 
 
 

𝟒 𝟏 𝟓 𝟐
𝟒 0.02343 0.0937 −0.02343 0.0937
𝟏 0.0937 0.5 −0.0937 0.25
𝟓 −0.02343 −0.0937 0.02343 −0.0937
𝟐 0.0937 0.25 −0.0937 0.5 ]

 
 
 
 

                        (3.81) 

Se realiza el mismo procedimiento para el elemento 2 

Matriz del elemento 2 

                                     

[
 
 
 
 

𝟓 𝟐 𝟔 𝟑
𝟓 0.055 0.166 −0.055 0.166
𝟐 0.166 0.667 −0.166 0.333
𝟔 −0.055 −0.166 0.055 −0.166
𝟑 0.166 0.333 −0.166 0.667 ]

 
 
 
 

                                      (3.82) 

Se procede a calcular la matriz de rigidez global, tomando en cuenta que para vigas la 

ecuación que representa esta matriz está dada por: 

                                                                     [𝐾𝐺] = ∑ [𝐾𝑙
𝑖]𝑖=1                                                 (3.83) 

Para ensamblar la matriz de rigidez global se procede a numerar dicha matriz utilizando todos 

los grados de libertad que participan en toda la viga, esto determinará el tamaño de la matriz, 

que para el ejemplo utilizado será una matriz de 6x6 (debido a que el total de grados de 

libertad de toda la viga son 6) 

                                               

[
 
 
 
 
 
 

𝟏 𝟐 𝟑 𝟒 𝟓 𝟔
𝟏
𝟐
𝟑
𝟒
𝟓
𝟔 ]

 
 
 
 
 
 

                                               (3.84)   

Para llenar la matriz 3.84 se procede a identificar, en todas las matrices de rigidez local, la 

intersección de columnas con filas correspondientes a los grados de libertad, es decir: para 

llenar el primer espacio (columna 1, fila 1) se buscará si dicho grado de libertad participa en 

cualquiera de las dos matrices locales calculadas previamente, en caso de participar en 

ambas matrices, los valores correspondientes a cada una de ella se sumarán.  
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Se puede observar que el grado de libertad “1” solo participa en la matriz del elemento 1, cuyo 

valor es de 0.5; sin embargo, se observa que el grado de libertad “2” participa en ambas 

matrices siendo un valor de “0.5” para el primer elemento y “0.667” para el segundo elemento, 

siendo la sumatoria de 1.167. Estos valores se colocarán en la matriz de rigidez 3.84 

                                               

[
 
 
 
 
 
 

𝟏 𝟐 𝟑 𝟒 𝟓 𝟔
𝟏 0.5
𝟐 1.167
𝟑
𝟒
𝟓
𝟔 ]

 
 
 
 
 
 

                                        (3.85)   

Se realiza el mismo procedimiento para terminar de ensamblar la matriz de rigidez global. 

                      

[
 
 
 
 
 
 

𝟏 𝟐 𝟑 𝟒 𝟓 𝟔
𝟏 0.5 0.25 0 0.0937 −0.0937 0
𝟐 0.25 1.16 0.333 0.0937 0.0723 −0.16
𝟑 0 0.333 0.667 0 0.16 −0.16
𝟒 0.0937 0.0937 0 0.02343 −0.02343 0
𝟓 −0.0937 0.0723 0.16 −0.02343 0.07843 −0.055
𝟔 0 −0.166 −0.16 0 −0.055 0.055 ]

 
 
 
 
 
 

               (3.86) 

Se determina el vector de fuerza relacionando momentos flectores y cortantes. De la figura 11 

se sabe que los grados de libertad 1,2 y 3 se relacionan a momentos y los grados de libertad 

4,5 y 6 se relacionan a cortantes. Se procede a la asignación de valores, expresados en la 

figura 14, correspondientes a cada grado de libertad. 

Es importante mencionar que los momentos en el apoyo móvil se comparten, por lo que 

deben sumarse para obtener el momento total en ese punto, lo mismo pasa con los cortantes. 

Quedando el vector de fuerzas como: 

 

                                                                 

{
 
 
 

 
 
 𝐹1 =

16

3

𝐹2 = −
23

6

𝐹3 =
3

2

𝐹4 = 4
𝐹5 = 5
𝐹6 = 1 }

 
 
 

 
 
 

                                                         (3.87) 
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Por todos los conceptos vistos anteriormente se asume que la siguiente expresión es 

verdadera: 

                                                           [𝐾]{µ} + {𝐹} = 0                                                        (3.88) 

Despejando {µ} de la ecuación 3.88 se obtiene: 

                                                           {µ} = [𝐾−1]{𝐹}                                                           (3.89) 

Se sustituye la ecuación 3.86 y 3.87 en la ecuación 3.89, quedando: 

{µ} =  

[
 
 
 
 
 
 

𝟏 𝟐 𝟑 𝟒 𝟓 𝟔
𝟏 0.5 + 10100 0.25 0 0.0937 −0.0937 0
𝟐 0.25 1.16 0.333 0.0937 0.0723 −0.16
𝟑 0 0.333 0.667 + 10100 0 0.16 −0.16
𝟒 0.0937 0.0937 0 0.02343 + 10100 −0.02343 0
𝟓 −0.0937 0.0723 0.16 −0.02343 0.07843 + 10100 −0.055
𝟔 0 −0.166 −0.16 0 −0.055 0.055 + 10100]

 
 
 
 
 
 
−1

{
 
 
 

 
 
 

16

3

−
23

6
3

2

4
5
1 }
 
 
 

 
 
 

    (3.90) 

El cálculo anterior se resuelve en Excel, pero es importante recordar la explicación que se dio 

al inicio de este apartado, en donde se explica el porque es necesario hacer que las rigideces 

tiendan a infinito, únicamente en donde se encuentran los grados de libertad, es decir: en los 

valores de la diagonal de la matriz.  

Dicho de otra manera: la diagonal principal de la matriz tomará valores muy grandes, 

exceptuando el grado de libertad 2 debido a que en esa posición se encuentra el apoyo móvil, 

del cual solo se espera cortante y no es necesario hacer que la rigidez tienda a infinito porque 

no existe momento flector en ese punto. 

El resultado de esa operación es:  

                                                         {𝑢} =

{
 
 

 
 
−6.1548𝐸 − 300
3.285714286
4.0476𝐸 − 101
3.692𝐸 − 300
4.7604𝐸 − 300
1.5476𝐸 − 300 }

 
 

 
 

                                            (3.91) 

Los resultados anteriores corresponden a los desplazamientos que habrá en cada grado de 

libertad, según sea el caso; obedeciendo la ecuación 3.88 se sustituyen los valores 

correspondientes al elemento 1 y al elemento 2. 

Quedando el elemento 1 y 2 de la siguiente manera: 
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Elemento 1 

     

[
 
 
 
 

𝟒 𝟏 𝟓 𝟐
𝟒 0.02343 0.0937 −0.02343 0.0937
𝟏 0.0937 0.5 −0.0937 0.25
𝟓 −0.02343 −0.0937 0.02343 −0.0937
𝟐 0.0937 0.25 −0.0937 0.5 ]

 
 
 
 

{

3.692𝐸 − 300
−6.1548𝐸 − 300
4.7604𝐸 − 300
3.285714286

} + {

4
5.33
4

−5.33

}         (3.92) 

Elemento 2 

                

[
 
 
 
 

𝟓 𝟐 𝟔 𝟑
𝟓 0.055 0.166 −0.055 0.166
𝟐 0.166 0.667 −0.166 0.333
𝟔 −0.055 −0.166 0.055 −0.166
𝟑 0.166 0.333 −0.166 0.667 ]

 
 
 
 

{

4.7604𝐸 − 300
3.285714286
1.5476𝐸 − 300
4.0476𝐸 − 101

} + {

1
1.5
−1
−1.5

}              (3.93) 

El resultado de la expresión 3.92 (elemento 1) es: 

                                                              [

𝑉𝐴 = 4.308035714
𝑀𝐴 = 6.154761905
𝑉𝐵 = 3.691964286
𝑀𝐵 = −3.69047619

]                                              

(3.94) 

El resultado de la expresión 3.93 (elemento 2) es: 

                                                              [

𝑉𝐴 = 1.547619048
𝑀𝐴 = 3.69047619
𝑉𝐵 = 0.452380952
𝑀𝐵 = −0.404761905

]                                            

(3.95) 

Se colocan los resultados (expresiones 3.94 y 3.95) en la viga y se puede apreciar que éstos 

coinciden con los valores de la viga resuelta por el método de rigidez clásico, considerando 

que los momentos están expresados en “tonf*m” y los cortantes en “tonf” 

 

 

 

 

 

Figura 3.16. Viga resuelta por el método de rigidez matricial. 
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3.5 CONDENSACIÓN ESTÁTICA 

Para los casos anteriores vistos en vigas no fue necesario aplicar ningún desplazamiento 

traslacional, dado que únicamente nos centramos en determinar la rotación del apoyo móvil, 

no obstante, los marcos que no están restringidos lateralmente suelen ser afectados o 

desplazados ante una excitación dinámica, por lo que es necesario calcular un 

desplazamiento lateral a nivel de losa.  

Se puede definir la rigidez lateral como la fuerza necesaria para inducirle un desplazamiento 

lateral unitario a una estructura. 

Para poder explicar la condensación estática se supondrá el siguiente marco: 

 

 

 

 

 

 

 

                                                                                   Figura 3.17 Marco de un nivel y una crujía para condensación estática 

Se aplica el método de rigideces y se restringen los grados de libertad rotacionales y lineales; 

estas restricciones se realizan en el nodo “B” y “C” quedando de la siguiente manera: 

 

 

 

 

 

 

 

                                                         Figura 3.18 Marco rigidizado de un nivel y una crujía para condensación estática 
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Se libera el nudo “B” para permitir un giro unitario, posteriormente se calculan los factores de 

rigidez angular tanto en columnas como en vigas. Por los antecedentes vistos previamente se 

sabe que dichos factores quedan como se muestra en la figura: 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

                                                           Figura 3.19 Marco liberado en el nudo B de un nivel y una crujía para condensación estática 

Se libera el nudo “C” para permitir el giro unitario y se sigue el mismo procedimiento 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                  

 

 

                                                           Figura 3.20 Marco liberado en el nudo C de un nivel y una crujía para condensación estática 
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A continuación, se libera el nudo “B” y “C” para permitir un desplazamiento lineal. Se aconseja 

que en el método de rigideces se sustituya un giro por cada empotramiento y al final se 

calcule un desplazamiento delta, procedimiento que se hará a continuación: 

 

                                                          

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                       Figura 3.21 Marco desplazado linealmente de un nivel y una crujía para condensación estática 

Se plantea la ecuación de equilibrio en forma matricial: 

 

                                          

[
 
 
 
 (
4𝐸𝐼𝑐

ℎ
+
4𝐸𝐼𝑣

𝐿
)

2𝐸𝐼𝑣

𝐿
−
6𝐸𝐼𝑐

ℎ2

2𝐸𝐼𝑣

𝐿
(
4𝐸𝐼𝑐

ℎ
+
4𝐸𝐼𝑣

𝐿
) −

6𝐸𝐼𝑐

ℎ2

−
6𝐸𝐼𝑐

ℎ2
−
6𝐸𝐼𝑐

ℎ2
24𝐸𝐼𝑐

ℎ3 ]
 
 
 
 

{
ø𝐵
ø𝑐
𝛥
} = {

𝑀𝐵

𝑀𝐶

𝐹
}                      (3.96) 

Se realiza un artificio matemático que consiste en un cambio de variable, representándolo de 

la siguiente manera: 

                                                            ɣ = (

(
𝐸𝐼𝑣
𝐿
)

𝐸𝐼𝑐

ℎ
)                                                               (3.97) 

Se factoriza 
𝐸𝐼𝑐

ℎ
 y se sustituye en la ecuación 3.96, posteriormente se realiza una 

condensación estática, misma que consiste en particionar las matrices y vectores con el fin de 

separar el desplazamiento rotacional del lineal.  
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                     [

ø𝐵
ø𝐶
𝛥𝐶

] [
𝐸𝐼𝐶

ℎ
]

[
 
 
 
 𝟒(𝟏 +  ɣ) 𝟐 ɣ −

𝟔

𝒉

𝟐 ɣ 𝟒(𝟏 +  ɣ) −
𝟔

𝒉

−
𝟔

𝒉
−
𝟔

𝒉

𝟐𝟒

𝒉𝟐 ]
 
 
 
 

= [

𝑀𝐵

𝑀𝐶

𝛥𝐶

]          (3.98) 

Los valores subrayados con amarillo se pueden definir como 𝐾11, los valores que están 

subrayados en rojo se pueden definir como 𝐾21, los valores que están subrayados en azul se 

pueden definir como 𝐾12 y valor subrayado en morado se define como 𝐾12, quedando la 

expresión 3.98 expresada como: 

                                                          [
ø
𝛥
] [
𝐾11 𝐾12
𝐾21 𝐾22

]= [
𝑀
𝐹
]                                                (3.99) 

Se expresa la ecuación 3.99 en forma de sistema de ecuaciones, quedando de la siguiente 

manera: 

                                                             𝐾11ø + 𝐾12𝛥 = 𝑀                                                   (3.100) 

                                                             𝐾21ø + 𝐾22𝛥 = 𝐹                                   (3.101) 

Se despeja el giro de la ecuación 3.100, quedando de la siguiente manera 

                                                             ø = 𝐾11
−1[𝑀 − 𝐾12𝛥]                               (3.102) 

Se sustituye en la ecuación 3.101, quedando: 

                                                 𝐾21(𝐾11
−1[𝑀 − 𝐾12𝛥]) + 𝐾22𝛥 = 𝐹                          (3.103) 

Se coloca la ecuación 3.103 de tal manera que se exprese la ley de Hooke: 

                                                 𝐹 − 𝐾21𝐾11
−1𝑀 = (𝐾22 − 𝐾21𝐾11

−1𝐾12)𝛥                      (3.104) 

Se expresa la ecuación 3.104 en términos de rigidez lateral: 

                                                      𝐾𝐿 = (𝐾22 − 𝐾21𝐾11
−1𝐾12)                               (3.105) 
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3.6 DEDUCCIÓN DE LA MATRIZ DE MASAS 

Para la deducción se supondrá un oscilador de cinco grados de libertad. Se aplicará el 

principio de D´Alambert y multiplicando la rigidez por un desplazamiento para obtener para 

obtener una fuerza se hace una sumatoria de fuerzas en cada 

entrepiso.  

 

 

𝐹5 −𝐾5(𝑈5 − 𝑈4) − 𝑚5𝑈̈5 = 0                                                    (3.106) 

 

 

 

𝐹4 − 𝐾4(𝑈4 − 𝑈3) + 𝐾5(𝑈5 − 𝑈4) − 𝑚5𝑈̈4 = 0                             (3.107) 

 

 

 

𝐹3 −𝐾3(𝑈3 − 𝑈1) + 𝐾4(𝑈4 − 𝑈3) − 𝑚3𝑈̈3 = 0                            (3.108) 

 

 

 

𝐹2 −𝐾2(𝑈2 − 𝑈2) + 𝐾3(𝑈3 − 𝑈2) − 𝑚2𝑈̈2 = 0                            (3.109) 

 

 

 

𝐹1 − 𝐾1(𝑈1) + 𝐾2(𝑈2 − 𝑈1) − 𝑚1𝑈̈1 = 0                                     (3.110) 
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Llevando las expresiones anteriores a la forma de la ecuación del movimiento sin 

amortiguamiento: 

                                           𝐹1(𝑡) = 𝑚1𝑈̈1 +𝐾1𝑈1 − 𝐾2(𝑈2 − 𝑈1)                                       (3.111) 

                             𝐹2(𝑡) = 𝑚2𝑈̈2 + 𝐾2(𝑈2 − 𝑈1) − 𝐾3(𝑈3 − 𝑈2)                                 (3.112) 

                                       𝐹3(𝑡) = 𝑚3𝑈̈3 + 𝐾3(𝑈3 − 𝑈2) − 𝐾4(𝑈4 − 𝑈3)                                (3.113) 

                                        𝐹4(𝑡) = 𝑚4𝑈̈4 + 𝐾4(𝑈4 − 𝑈3) − 𝐾5(𝑈5 − 𝑈4)                               (3.114) 

                                                 𝐹5(𝑡) = 𝑚5𝑈̈5 + 𝐾5(𝑈5 − 𝑈4)                                              (3.115) 

Simplificando las ecuaciones anteriores: 

                                                  𝐹1(𝑡) = 𝑚1𝑈̈1 + (𝐾1 + 𝐾2)𝑈1 − 𝐾2𝑈2                                 (3.116) 

                                           𝐹2(𝑡) = 𝑚2𝑈̈2 − 𝐾2𝑈1 + (𝐾2 + 𝐾3)𝑈2 − 𝐾3𝑈3                            (3.117) 

                                           𝐹3(𝑡) = 𝑚3𝑈̈3 − 𝐾3𝑈2 + (𝐾3 + 𝐾4)𝑈3 − 𝐾4𝑈4                            (3.118) 

                                           𝐹4(𝑡) = 𝑚4𝑈̈4 − 𝐾4𝑈3 + (𝐾4 + 𝐾5)𝑈4 − 𝐾5𝑈5                            (3.119) 

                                                       𝐹5(𝑡) = 𝑚5𝑈̈5 − 𝐾5𝑈4 − 𝐾5𝑈5                                       (3.120) 

Se expresan las ecuaciones anteriores en su forma matricial: 

            

{
 
 

 
 
𝐹1(𝑡)

𝐹2(𝑡)

𝐹3(𝑡)

𝐹4(𝑡)

𝐹5(𝑡)}
 
 

 
 

=

[
 
 
 
 
𝑚1 0 0 0 0
0 𝑚2 0 0 0
0 0 𝑚3 0 0
0 0 0 𝑚4 0
0 0 0 0 𝑚5]

 
 
 
 

{
 
 

 
 
𝑢̈1(𝑡)

𝑢̈2(𝑡)

𝑢̈3(𝑡)

𝑢̈4(𝑡)

𝑢̈5(𝑡)}
 
 

 
 

+

[
 
 
 
 
𝐾1 + 𝐾2 −𝐾2 0 0 0
−𝐾2 𝐾2 + 𝐾3 −𝐾3 0 0
0 −𝐾3 𝐾3 + 𝐾4 −𝐾4 0
0 0 −𝐾4 𝐾4 + 𝐾5 −𝐾5
0 0 0 −𝐾5 𝐾5 ]

 
 
 
 

{
 
 

 
 
𝑢1(𝑡)

𝑢2(𝑡)

𝑢3(𝑡)

𝑢4(𝑡)

𝑢5(𝑡)}
 
 

 
 

         

(3.121) 
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3.7 CONDICIONES DE APOYO 

Las principales condiciones de apoyo estructural se ilustrarán a continuación 

Nombre del 
apoyo 

Esquema Diagrama Fotografía Notas 

 
 
 
 

Móvil 

  

 

 
 

Permite el 
desplazamiento 

horizontal y 
rotación 

 
 
 

Fijo/Articulado 

  

 

 
 

Solo permite 
rotación 

 
 
 

Empotrado 

  

 

 
 

No permite 
ningún tipo de 

desplazamiento 
o rotación 
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I V .  A N Á L IS IS  M OD A L  

Con el análisis modal se puede llevar a cabo el estudio de las propiedades dinámicas de las 

estructuras lineales, tales como: 

• Frecuencias naturales 

• Modos de vibración  

• Periodos de vibración 

• Etc. 

Es importante mencionar que estas propiedades están en función de la rigidez, 

amortiguamiento y masa de la estructura. 

4.1 EIGENVALORES O VALORES CARACTERÍSTICOS 

Se parte de la ecuación del movimiento correspondiente a la vibración libre sin 

amortiguamiento en su forma matricial y vectorial haciendo las siguientes consideraciones: 

“𝑢̈ = 𝑥̈” y “𝑢 = 𝑥” 

                                                 [𝑚]{𝑥̈} + [𝑘]{𝑥} = {𝑃(𝑡)}                                                        (4.1) 

Se propone una solución que satisfaga la ecuación 4.1, por los temas vistos anteriormente se 

sabe que dicha solución es: 

                                               𝑋 = 𝑥0 cos(𝑤𝑡) +
𝑉0

𝑤
𝑠𝑒𝑛(𝑤𝑡)                                                     (4.2) 

La expresión anterior se pondrá en función de seno o coseno, para dicho fin se propone un 

triángulo rectángulo de la siguiente manera:  

 

 

 

 

 

 

Por teoremas de Pitágoras: 

                                                       𝐴 = √𝑥0
2 + (

𝑉0

𝑤
)
2

                                                              (4.3) 

 

 

𝑉0
𝑤

 
A 

𝑋0 

𝛼 



54 
 

Determinando cos y sen por funciones trigonométricas 

                                                                   cos 𝛼 =
𝑐𝑎

ℎ
                                                             (4.4) 

                                                                   sen 𝛼 =
𝑐𝑜

ℎ
                                                             (4.5) 

Quedando las ecuaciones 4.4 y 4.5 de la siguiente manera: 

                                                                   cos 𝛼 =
𝑥0

𝐴
                                                          (4.4.1) 

                                                                   sen 𝛼 =
𝑉0

𝐴𝑤
                                                         (4.5.1) 

Se multiplica la ecuación 4.2 por 
𝐴

𝐴
 

                                                𝑋 = 𝐴 (
𝑥0

𝐴
cos(𝑤𝑡) +

𝑉0

𝐴𝑤
𝑠𝑒𝑛(𝑤𝑡))                                             (4.6) 

Se sustituye la ecuación 4.4.1 y 4.5.1 en la ecuación 4.6 

                                                𝑋 = 𝐴(cos(𝛼) cos(𝑤𝑡) + 𝑠𝑒𝑛(𝛼)𝑠𝑒𝑛(𝑤𝑡))                                (4.7) 

Invocando la siguiente identidad trigonométrica 

cos(𝐴 ± 𝐵) = cos 𝐴 cos 𝐵 ∓ 𝑠𝑒𝑛𝐴 𝑠𝑒𝑛𝐵 

Aplicando la ecuación anterior a la ecuación 4.7  

                                                            𝑥 = 𝐴 cos(𝑤𝑡 − 𝛼)                                                       (4.8) 

Sustituyendo la ecuación 4.3 en la ecuación 4.8  

                                                  𝑥 = √(𝑥0)2 + (
𝑣0

𝑤
)
2

cos(𝑤𝑡 − 𝛼)                                            (4.9) 

Derivando dos veces la ecuación 4.8 para obtener la aceleración: 

                                                       𝑥̇ = −𝑤𝐴𝑠𝑒𝑛(𝑤𝑡 − 𝛼)                                                        

                                                  𝑥̈ = −𝑤2𝐴 cos(𝑤𝑡 − 𝛼)                                                        (4.10) 

Sustituyendo la ecuación 4.9 y 4.10 en la ecuación 4.1 

                            [𝑚]{−𝑤2𝐴 cos(𝑤𝑡 − 𝛼)} + [𝑘]{𝐴 cos(𝑤𝑡 − 𝛼)} = {𝑃(𝑡)}                            (4.11) 

Ignorando la condición vectorial y matricial de la ecuación 4.11 y haciendo {𝑃(𝑡)} = {0} 

                                           −𝑤2𝑚𝐴cos(𝑤𝑡 − 𝛼) + 𝑘𝐴 cos(𝑤𝑡 − 𝛼) = 0                                 

Factorizando cosenos 

                                                    [𝑘 − 𝑤2𝑚]𝐴 cos(𝑤𝑡 − 𝛼) = {0}                                           
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Reconsiderando las notaciones vectoriales y matriciales  

                                                 [𝑘 − 𝑤2𝑚]{𝐴 cos(𝑤𝑡 − 𝛼)} = {0}                                        

 

Recordando que 𝑥 = 𝐴 cos(𝑤𝑡 − 𝛼) 

                                                           [𝑘 − 𝑤2𝑚]{𝑥} = {0}                                                 (4.12) 

A partir de la ecuación 4.12 se pretende conocer el valor del vector “x” sin que este sea cero, 

para tales fines habrá valores de 𝑤2 que al operarlos en [𝑘 − 𝑤2𝑚] darán un determinante 

igual a cero, de esta manera la matriz en cuestión no podrá ser invertida y por ende el vector 

“x” será diferente de cero, por tanto: 

                                                                   |𝑘 − 𝑤2𝑚| = 0                                                   (4.13) 

Los valores que adopte 𝑤2 son conocidos como eigenvalores o valores propios. Es importante 

mencionar que existirán tantos eigenvalores como GDL tenga la estructura 

Para encontrar los valores de 𝑤2 

• Se hace el cambio de variable antes mencionado 𝑤2 = 𝜆 

• Se calcula el determinante, siendo el resultado una ecuación polinómica de grado “n”, donde “n” está en 

función de los GDL de la estructura. 

• Se resuelve dicha ecuación cuidando que “𝜆1 < 𝜆2 < ⋯ < 𝜆𝑛” 

• Se devuelve el cambio de variable, recodando que 𝑤𝑛 = √𝜆𝑛 y cuidando que 𝑤1 < 𝑤2 < ⋯ < 𝑤𝑛 

4.2 FRECUENCIAS Y PERIODOS NATURALES DE LA ESTRUCTURA 

La frecuencia de una estructura se obtiene a partir de los eigenvalores; como se vio en el 

subcapítulo anterior: 

                                                                             𝑤2 = 𝜆                                                     (4.14) 

Por tanto, la frecuencia de la estructura queda representada como:  

                                                                             𝑤 = √𝜆                                                     (4.15) 

El periodo natural de vibrar de una estructura se define como el tiempo que tarda en 

completarse un ciclo y puede expresarse como: 

                                                                            𝑇 =
2𝜋

𝑤
                                                       (4.16) 

El periodo de una estructura es muy importante en el diseño sísmico, además de que nos 

ayuda a conocer parámetros importantes como las fuerzas laterales que impactan en la 

estructura (a través de un ADME o un ADTH), conocer si se está dentro de resonancia, etc.  
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4.3 EIGENVECTORES O VECTORES PROPIOS 

Los eigenvectores o vectores característicos permiten generar la matriz modal que determina 

los modos de vibrar de la estructura. 

Recordando que: 

                                                              det[𝑘 − 𝑤2𝑚] = 0                                                   (4.17) 

Y pensando en un sistema de múltiples GDL, tendremos dos variables de lambda, en donde 

𝜆1 < 𝜆2 

Recordando que la ecuación de movimiento en vibración libre sin amortiguamiento puede 

expresarse de la siguiente manera:  

                                                           [𝑘 − 𝜆𝑚]{𝑥} = {0}                                                    (4.18) 

Se sustituye 𝜆1 y 𝜆2 por separado en la ecuación 4.18 

                                                           [𝑘 − 𝜆1𝑚]{𝑥1} = 0                                                    (4.19) 

                                                           [𝑘 − 𝜆2𝑚]{𝑥2} = 0                                                   (4.20) 

Se desarrollan las ecuaciones 4.19 y 4.20 respectivamente 

                                              [
𝑘11 − 𝜆1𝑚1 𝑘12

𝑘21 𝑘22 − 𝜆1𝑚2
] {
𝑥11
𝑥21

} = {
0
0
}                                    (4.21) 

                                             [
𝑘11 − 𝜆2𝑚1 𝑘12

𝑘21 𝑘22 − 𝜆2𝑚2
] {
𝑥12
𝑥22

} = {
0
0
}                                     (4.22) 

El arreglo anterior nos da la posibilidad de acomodar los vectores de desplazamiento de la 

ecuación 4.21 y 4.22 de la siguiente manera:  

[
𝑥11 𝑥12
𝑥21 𝑥22

] 

Los vectores de desplazamiento de la ecuación 4.21 y 4.22 se conocen como eigenvectores o 

vectores característicos. Sin embargo, en estos casos es usual usar Φ para denotar los 

desplazamientos, quedando: 

[
Φ11 Φ12
Φ21 Φ22

] 
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4.4 MODOS DE VIBRAR DE LA ESTRUCTURA 

Dándole continuidad a los subcapítulos previamente vistos: 

Se realiza el siguiente cambio de variable para representar la matriz de rigidez de la ecuación 

4.21 

[
V11 V12
V21 V22

] 

Quedando la ecuación 4.21 de la siguiente manera: 

                                                             [
V11 V12
V21 V22

] {
Φ11
Φ21

} = {
0
0
}                                             (4.23) 

Es fácil darse cuenta que si Φ11 y Φ21 son cero, la ecuación 4.23 queda resuelta, sin 

embargo, como hemos visto en capítulos anteriores, como se quiere evitar que el vector de 

desplazamiento sea cero, dado que eso conducirá a soluciones triviales. 

Dicho lo anterior, los valores que se asignarán a Φ11 y Φ21 serán: 

                                                                 Φ11 = 1                                                                (4.24) 

                                                                Φ21 = Φ21                                                             (4.25) 

Estos valores pudieron haber sido asignados de manera contraria, según el criterio del lector.  

Se sustituyen las ecuaciones 4.24 y 4.25 en la ecuación 4.23 

                                                             [
V11 V12
V21 V22

] {
1
Φ21

} = {
0
0
}                                             (4.26) 

Desarrollando la ecuación 4.26 

                                                               V11(1) + V12(Φ21) = 0                                            (4.27) 

                                                               V21(1) + V22(Φ21) = 0                                           (4.28) 

Se despeja Φ21  de una de las dos ecuaciones 4.27 o 4.28, en este caso se elegirá la 

ecuación 4.27, quedando: 

                                                               Φ21 = −
V11

V12
                                                            (4.29) 
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Siguiendo el mismo procedimiento para la ecuación 4.22 que contiene lambda 2 𝜆2, 

asignándole a Φ12 = 1         

                                                                  Φ12 = 1                                                               (4.30)                                 

                                                             Φ22 = −
V11.1

V12.1
                                                            (4.31) 

Se procede a obtener la matriz modal, sabiendo que  

[Φ] = [{Φ𝑛1}{Φ𝑛2}] 

Lo que para este ejemplo puede expresarse como: 

                                                             [Φ] = [
Φ11 Φ12
Φ21 Φ22

]                                                    (4.33) 

Sustituyendo las ecuaciones 4.24, 4.29, 4.30 y 4.31 en la ecuación 4.33 

                                                             [Φ] = [
1 1

−
V11

V12
−
V11.1

V12.1

]                                               (4.34) 

La ecuación 4.34 representa la matriz modal y lo contenido dentro de esta matriz serán los 

modos de vibrar de la estructura. Lo que puede interpretarse de la siguiente manera: 

                                                              [Φ1] = [
1

−
V11

V12

]                                                         (4.35) 

La expresión 4.35 representa el primer modo de vibrar de la estructura, lo que quiere decir 

que por cada unidad que se desplace el piso 1, el piso 2 se desplazará −
V11

V12
. 

4.5 FACTOR DE PARTICIPACIÓN MODAL DE MASAS 

El análisis sísmico de cualquier estructura se representa por la definición de los diferentes 

modos de vibración de la estructura en función de su configuración geométrica y la matriz de 

rigideces de la misma. 

Cada modo de vibración se encuentra asociado con el factor de participación modal (𝑇𝑖) el 

cual representa el factor de participación de la masa sísmica para dicho modo de vibración, 

comúnmente, se espera que el factor de participación modal de masas sea mayor al 90%, al 

menos en la NTC-sismo-2020, no obstante, la normativa de los diferentes países puede 

solicitar un valor diferente (menor o mayor)  
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La siguiente expresión es usada para determinar el factor de participación de masa. 

𝑇𝑖 =
Ʃ𝑚𝑖Φ𝑖

Ʃ𝑚𝑖Φ𝑖
2 

En donde:  

𝑇𝑖 = 𝑓𝑎𝑐𝑡𝑜𝑟 𝑑𝑒 𝑝𝑎𝑟𝑡𝑖𝑐𝑖𝑝𝑎𝑐𝑖ó𝑛 𝑑𝑒 𝑚𝑎𝑠𝑎  

𝑚𝑖 = 𝑚𝑎𝑠𝑎  

Φ𝑖 = 𝑚𝑜𝑑𝑜 𝑑𝑒 𝑣𝑖𝑏𝑟𝑎𝑟  
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V .  D E D U C C IÓN  D E  L OS  M É T D OS  A DT H  Y  S U  U S O 

PA R A  D E T ER M I N A R  ES PE C T R OS  D E  R E S PU E S TA  E N  

S I S TE M A S  DE  1  GD L  

Con la evolución de las computadoras ha sido posible agilizar los cálculos computacionales y 

con ello, subsidiar las necesidades del ingeniero proyectista. Así ha sido posible cambiar la 

filosofía de diseño y con ello la evolución de los métodos numéricos, es decir, puede que en 

algún momento ya no sean permitidos los análisis dinámico modal espectral y se requiera 

únicamente los análisis tiempo historia. 

En la realidad, las estructuras, después de ser excitadas, no regresan al mismo punto desde 

donde empezó su movimiento, sino que hay un desplazamiento residual. El análisis dinámico 

modal espectral considera que la estructura llegará al mismo punto de partida de donde 

comenzó su excitación, caso contrario al análisis dinámico tiempo historia, que si considera 

ese desplazamiento residual. Además, de que el análisis dinámico tiempo historia se 

consideran varios casos estáticos poniendo cargas laterales con diferente valor que cambian 

con el tiempo. 

Es importante mencionar que el desplazamiento residual implica daño de la estructura y 

requiere de un análisis no lineal, temas que salen del alcance de esta tesis. 

5.1 MÉTODO DE LA INTERPOLACIÓN DE LA EXCITACIÓN (8 CTES) 

Se sabe que gráficamente un sismo se ve de la siguiente manera, por poner un ejemplo:  

 

 

 

 

 

 

 

 

                        Figura 5.1. Acelerograma 
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Si se realiza un zoom a determinada región de esa gráfica, se podrá observar lo siguiente: 

 

 

 

 

 

 

                                                                                 5.2 Zoom a una región determinada de la figura 5.1 

En la figura 5.1 se puede observar que hay regiones muy aproximadas a ser líneas rectas, si 

se toma un intervalo pequeño de tiempo y se grafica como una línea recta se tendrá lo 

siguiente: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                          5.3 gráfica de una línea recta 

Donde: 

𝑃0 = 𝑝𝑢𝑛𝑡𝑜 𝑖𝑛𝑖𝑐𝑖𝑎𝑙  

𝑃1 = 𝑝𝑢𝑛𝑡𝑜 𝑓𝑖𝑛𝑎𝑙   

𝜆 = 𝑑𝑖𝑠𝑡𝑎𝑛𝑐𝑖𝑎 𝑑𝑒𝑙 𝑒𝑗𝑒 𝑎 𝑢𝑛 𝑝𝑢𝑛𝑡𝑜 𝑑𝑒 𝑙𝑎 𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎  

𝛥𝑡 = 𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟𝑣𝑎𝑙𝑜 𝑑𝑒 𝑡𝑖𝑒𝑚𝑝𝑜  
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Se sabe que la ecuación general de la recta es: 

𝑦 = 𝑚𝑥 + 𝑏 

Y la ecuación de la pendiente es: 

𝑚 =
𝑦2 − 𝑦1
𝑥2 − 𝑥1

 

Por tanto, la ecuación que definirá la línea recta de la figura 5.3 será: 

                                                               𝑃(𝜆) = 𝑃0 +
𝑃1−𝑃0

𝛥𝑡
𝜆                                                   (5.1) 

Recordando la ecuación del movimiento deducida en capítulos anteriores, pero poniéndola en 

función de 𝜆: 

                                                             𝑚𝑥̈ + 𝑐𝑥̇ + 𝑘𝑥 = 𝑃(𝜆)                                                 (5.2) 

Dividiendo la ecuación 5.2 entre la masa y realizando las asociaciones correspondientes, 

explicada en capítulos anteriores, a cada término se tiene:  

                                                            𝑥̈ + 2𝜉𝑤𝑥̇ + 𝑤2𝑥 =
𝑤2

𝑘
𝑃(𝜆)                                         (5.3) 

Sustituyendo la ecuación 5.1 en la ecuación 5.3 

                                                     𝑥̈ + 2𝜉𝑤𝑥̇ + 𝑤2𝑥 =
𝑤2

𝑘
(𝑃0 +

𝑃1−𝑃0

𝛥𝑡
𝜆)                                (5.3.1)        

Por comodidad se hará el siguiente cambio de variable: 

(
𝑃1 − 𝑃0
𝛥𝑡

) = 𝛼 

Quedando la ec. 5.3.1: 

                                                   𝑥̈ + 2𝜉𝑤𝑥̇ + 𝑤2𝑥 =
𝑤2

𝑘
(𝑃0 + 𝛼𝜆)                                           (5.4) 

Planteando la ecuación complementaria “𝑥𝑐” cuando 𝜉 < 1 

                                                𝑥𝑐 = 𝑒
−𝜉𝑤𝜆(𝐶1 cos(𝑤𝐷𝜆) + 𝐶2 sen(𝑤𝐷𝜆))                              (5.4.1) 

Planteando la solución particular “𝑥𝑝”  

                                                                    𝑥𝑝 = 𝐴1 + 𝐴2𝜆                                                     (5.5) 
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Derivando dos veces la ecuación 5.5, dado que es una ecuación de segundo orden. 

                                                                    𝑥𝑝 = 𝐴1 + 𝐴2𝜆                                                      

                                                                         𝑥̇𝑝 = 𝐴2                                                          (5.6) 

                                                                          𝑥𝑝̈ = 0                                                           (5.7) 

Sustituyendo las ecuaciones 5.6 y 5.7 en la ecuación 5.4 

                                                0 + 2𝜉𝑤𝐴2 + 𝑤
2(𝐴1 + 𝐴2𝜆) =

𝑤2

𝑘
(𝑃0 + 𝛼𝜆)                          (5.7.1)    

Desarrollando la ecuación 5.7.1 

                                             0 + 2𝜉𝑤𝐴2 + 𝑤
2𝐴1 + 𝑤

2𝐴2𝜆 =
𝑤2

𝑘
𝑃0 +

𝑤2

𝑘
(𝛼𝜆)                        (5.7.2) 

Asociando los términos constantes y términos que contengan 𝜆 

                                                            2𝜉𝑤𝐴2 + 𝑤
2𝐴1 =

𝑤2

𝑘
𝑃0                                                (5.8) 

                                                                 𝑤2𝐴2𝜆 =
𝑤2

𝑘
(𝛼𝜆)                                                    (5.9) 

Despejando 𝐴2 de la ecuación 5.9 

                                                                     𝐴2 =
𝑤2𝛼𝜆

𝑘

𝑤2𝜆
                                                        (5.9.1) 

                                                                        𝐴2 =
𝛼

𝑘
                                                           (5.10) 

Sustituyendo la ecuación 5.10 en la ecuación 5.8 

                                                            2𝜉𝑤
𝛼

𝑘
+𝑤2𝐴1 =

𝑤2

𝑘
𝑃0                                            (5.10.1) 

Despejando 𝐴1 de la ecuación 5.10.1 

                                                               𝐴1 =
𝑤2

𝑘
𝑃0−2𝜉𝑤

𝛼

𝑘

𝑤2
                                                     (5.10.2) 

Se resuelve la ecuación 5.10.2 

                                                               𝐴1 =
(𝑤2𝑃0−2𝜉𝑤𝛼)

𝑘

𝑤2
                                                      

                                                               𝐴1 =
𝑤2𝑃0−2𝜉𝑤𝛼

𝑘𝑤2
                                                      

                                                               𝐴1 =
𝑤2𝑃0

𝑘𝑤2
−
2𝜉𝑤𝛼

𝑘𝑤2
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                                                             𝐴1 =
𝑃0

𝑘
−
2𝜉𝛼

𝑘𝑤
                                                            (5.11) 

Se sabe que la solución de la ecuación está compuesta por una ecuación complementaria “𝑥𝑐” 

y una ecuación particular “𝑥𝑝”, es decir:  

                                                                𝑥 = 𝑥𝑝 + 𝑥𝑐                                                           (5.12) 

Sustituyendo las ecuaciones 5.10 y 5.11 en la ecuación 5.5 

                                                       𝑥𝑝 = (
𝑃0

𝑘
−
2𝜉𝛼

𝑘𝑤
) + (

𝛼

𝑘
) 𝜆                                                (5.12.1) 

Sustituyendo la ecuación 5.12.1 y la ecuación 5.4.1 en la ecuación 5.12 

                             𝑥 = (𝑒−𝜉𝑤𝜆(𝐶1 cos(𝑤𝐷𝜆) + 𝐶2 sen(𝑤𝐷𝜆))) + ((
𝑃0

𝑘
−
2𝜉𝛼

𝑘𝑤
) +

𝛼

𝑘
𝜆)                 (5.13) 

Se plantean las condiciones iniciales para hallar el valor de 𝐶1 y 𝐶2 

                                                                      𝑥(0) = 𝑥0                                                        (5.14) 

                                                                      𝑥̇(0) = 𝑥̇0                                                        (5.15) 

Se deriva la ecuación 5.13 para poder aplicar las condiciones iniciales 

𝑥̇ = −𝜉𝑤𝑒−𝜉𝑤𝜆(𝐶1 cos(𝑤𝐷𝜆) + 𝐶2 sen(𝑤𝐷𝜆)) + (𝑒
−𝜉𝑤𝜆(−𝐶1𝑤𝐷 sen(𝑤𝐷𝜆) + 𝐶2𝑤𝐷 cos(𝑤𝐷𝜆)) +

𝛼

𝑘
) 

                                                                                                                                             (5.16) 

Aplicando la condición inicial (ec. 5.14) en la ecuación 5.13 para hallar 𝐶1  

                                                           𝑥0 = 𝐶1 +
𝑝

𝑘
−
2𝜉𝛼

𝑘𝑤
                                                     (5.16.1) 

Despejando 𝐶1 la ecuación 5.16.1 

                                                             𝐶1 = 𝑥0 +
2𝜉𝛼

𝑘𝑤
−
𝑃0

𝑘
                                                     (5.17) 

Aplicando la condición inicial 2 (ec. 5.15) en la ecuación 5.16 para hallar 𝐶2 

                                                        𝑥̇ = −𝜉𝑤𝐶1 + 𝐶2𝑤𝐷 +
𝛼

𝑘
                                              (5.17.1) 

Sustituyendo 𝐶1 en la ecuación 5.17.1 

                                                𝑥̇ = −𝜉𝑤(𝑥0 +
2𝜉𝛼

𝑘𝑤
−
𝑃0

𝑘
) + 𝐶2𝑤𝐷 +

𝛼

𝑘
                                   (5.17.2) 

Despejando 𝐶2 de la ecuación 5.17.2 

                                                  𝐶2 =
𝑥̇+𝑥0𝜉𝑤

𝑤𝐷
+

1

𝑘𝑤𝐷
((2𝜉𝛼 − 𝑃0𝑤)𝜉 − 𝛼)                                (5.18) 
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Sustituyendo las ecuaciones 5.17 y 5.18 en la ecuación 5.4.1 

       𝑥𝑐 = 𝑒
−𝜉𝑤𝜆 ((𝑥0 +

2𝜉𝛼

𝑘𝑤
−
𝑃0

𝑘
) cos(𝑤𝐷𝜆) + (

𝑥̇+𝑥0𝜉𝑤

𝑤𝐷
+

1

𝑘𝑤𝐷
((2𝜉𝛼 − 𝑃0𝑤)𝜉 − 𝛼)) sen(𝑤𝐷𝜆)) 

                                                                                                                                          (5.18.1) 

Sustituyendo las ecuaciones 5.18.1 y 5.12.1 en la ecuación 5.12 

𝑥 = (𝑒−𝜉𝑤𝜆 ((𝑥0 +
2𝜉𝛼

𝑘𝑤
−
𝑃0

𝑘
) cos(𝑤𝐷𝜆) + (

𝑥̇+𝑥0𝜉𝑤

𝑤𝐷
+

1

𝑘𝑤𝐷
((2𝜉𝛼 − 𝑃0𝑤)𝜉 − 𝛼)) sen(𝑤𝐷𝜆))) +

(
𝑃0

𝑘
−
2𝜉𝛼

𝑘𝑤
) +

𝛼

𝑘
𝜆                                                                                                                   (5.18.2) 

Se factoriza de la siguiente forma: 

                                                   𝑥 = 𝐴1𝑃0 + 𝐴2𝛼 + 𝐴3𝑥0 + 𝐴4𝑥̇                                            (5.19) 

Se identifican en “𝐶1”, “𝐶2” y en la ecuación 5.18.2 los términos “𝑃0”, “𝛼”, “𝑥0” y “𝑥̇”; para tal fin 

se van a desarrollar las ecuaciones antes mencionadas para que sea más fácil identificar 

dichos términos, quedando: 

                                                             𝐶1 = 𝑥0 +
2𝜉𝛼

𝑘𝑤
−
𝑃0

𝑘
                                                  (5.19.1) 

                                                  𝐶2 =
𝑥0

𝑤𝐷

̇ +
𝑥0𝜉𝑤

𝑤𝐷
+
2𝜉2−1

𝑘𝑤𝐷
𝛼 −

𝑤𝜉

𝑘𝑤𝐷
𝑃0                                     (5.19.2) 

Sustituyendo las ecuaciones 5.18.1 y 5.12.1 con la forma expandida de “𝐶1” y “𝐶2” en la 

ecuación 5.12 

𝑥 = (𝑒−𝜉𝑤𝜆 ((𝑥0 +
2𝜉𝛼

𝑘𝑤
−
𝑃0

𝑘
) cos(𝑤𝐷𝜆) + (

𝑥0

𝑤𝐷

̇ +
𝑥0𝜉𝑤

𝑤𝐷
+
2𝜉2−1

𝑘𝑤𝐷
𝛼 −

𝑤𝜉

𝑘𝑤𝐷
𝑃0) sen(𝑤𝐷𝜆))) + 𝑥0 +

2𝜉𝛼

𝑘𝑤
−

𝑃0

𝑘
                                                                                                                                          (5.20) 
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De acuerdo con la ecuación 5.19 se determinarán los valores de “𝐴1”, “𝐴2”, “𝐴3” y “𝐴4” 

asociándolos con todos los términos que contengan “𝑃0”, “𝛼”, “𝑥0” y “𝑥̇” respectivamente en la 

ecuación 20. 

                                      𝐴1 =
1

𝑘
(1 − 𝑒−𝜉𝑤𝜆 (cos(𝑤𝐷𝜆) +

𝑤𝜉

𝑤𝐷
𝑠𝑒𝑛(𝑤𝐷𝜆)))                           (5.20.1) 

                               𝐴2 =
𝑒−𝜉𝑤𝜆

𝑘
(
2𝜉

𝑤
cos(𝑤𝐷𝜆) +

2𝜉2−1

𝑤𝐷
𝑠𝑒𝑛(𝑤𝐷𝜆)) +

1

𝑘
(𝜆 −

2𝜉

𝑤
)                     (5.20.2) 

                                              𝐴3 = (cos(𝑤𝐷𝜆) +
𝜉𝑤

𝑤𝐷
𝑠𝑒𝑛(𝑤𝐷𝜆)) 𝑒

−𝜉𝑤𝜆                                (5.20.3) 

                                                                𝐴4 =
𝑒−𝜉𝑤𝜆

𝑤𝐷
𝑠𝑒𝑛(𝑤𝐷𝜆)                                          (5.20.4) 

Se derivan las ecuaciones anteriores 

                                                        𝐴1̇ =
𝑒−𝜉𝑤𝜆

𝑘
(

𝑤

√1−𝜉2
𝑠𝑒𝑛(𝑤𝐷𝜆))                                      (5.20.5) 

                                              𝐴2̇ = −
𝑒−𝜉𝑤𝜆

𝑘
(cos(𝑤𝐷𝜆) +

𝑤𝜉

𝑤𝐷
𝑠𝑒𝑛(𝑤𝐷𝜆)) +

1

𝑘
                        (5.20.6) 

                                                       𝐴3̇ = −𝑒−𝜉𝑤𝜆 (
𝑤

√1−𝜉2
𝑠𝑒𝑛(𝑤𝐷𝜆))                                   (5.20.7) 

                                              𝐴4̇ =
𝑒−𝜉𝑤𝜆

𝑤𝐷
(𝑤𝐷 cos(𝑤𝐷𝜆) − 𝜉𝑤𝑠𝑒𝑛(𝑤𝐷𝜆))                             (5.20.8) 

Se reescribe la ecuación 5.19 devolviendo el cambio de variable que se hizo en “𝛼” 

                                                    𝑥 = 𝐴1𝑃0 + 𝐴2 (
𝑃1−𝑃0

𝛥𝑡
) + 𝐴3𝑥0 + 𝐴4𝑥̇0                                (5.21) 

Se deriva la ecuación 5.21 

                                                𝑥̇ = 𝐴1´𝑃0 + 𝐴2´ (
𝑃1−𝑃0

𝛥𝑡
) + 𝐴3´𝑥0 + 𝐴4´𝑥̇0                                (5.22) 
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La ecuación 5.21 y la ecuación 5.22 se expresan con forma de subíndices, quedando: 

                                               𝑥𝑖+1 = 𝐴1𝑃𝑖 + 𝐴2 (
𝑃𝑖+1−𝑃1

𝛥𝑡
) + 𝐴3𝑥𝑖 + 𝐴4𝑥̇0                               (5.23) 

                                              𝑥̇𝑖+1 = 𝐴1´𝑃𝑖 + 𝐴2´ (
𝑃𝑖+1−𝑃𝑖

𝛥𝑡
) + 𝐴3´𝑥1 + 𝐴4´𝑥̇0                            (5.24) 

 

Para hallar la aceleración, expresamos, en forma de subíndice, la ecuación diferencial del 

movimiento (ecuación 5.2) y despejamos la aceleración: 

                                                              𝑥̈ =
𝑃𝑖−𝑐𝑥̇1−𝑘𝑥𝑖

𝑚
                                                          (5.25) 

Lo anterior, (ecuaciones 5.23, 5.24 y 5.25) se puso en esa forma para poder trabajarlo en 

Excel.  

5.2 EJEMPLO DE EXCEL 1: MÉTODO DE LAS 8 CONSTANTES 

Para la realización de este ejemplo se supondrá un sistema de 1 GDL, y los valores de las 

constantes que se muestren en lo sucesivo son previamente calculadas. 

Se tiene la hoja de cálculo en blanco, tal como se muestra a continuación: 

 

Figura 5.4. Hoja de cálculo en blanco. 
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Se introducen los datos de entrada, tales como la masa, la rigidez, la frecuencia natural de la 

estructura, el porcentaje de amortiguamiento, la frecuencia amortiguada, los intervalos de 

tiempo, la gravedad, el desplazamiento inicial, la velocidad inicial, el amortiguamiento, número 

de Euler y el periodo.  Es importante mencionar que en todos los métodos el valor de la 

gravedad será igual a 1, debido a que el acelerograma usado ya incluye el valor de la 

gravedad, sin embargo, esta constante se usará con su valor de 9.81 m/s2 o las unidades que 

más convengan al usuario, en caso de que el acelerograma sea adimensional. 

 

Figura 5.5 datos de entrada en Excel 

Los valores en blanco son datos constantes que fueron previamente calculados e ingresados 

en Excel, mientras que los valores sombreados son datos que se calculan a partir de las 

constantes antes mencionadas utilizando las siguientes fórmulas: 

                                                                     𝑤 = √
𝑘

𝑚
                                                             

                                                              𝑤𝐷 = 𝑤√𝜉2 − 1                                                        

                                                                   𝑐 = 2𝜉𝑤𝑚                                                           

                                                                   𝑇 =
2𝜋

𝑤
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Se declaran en Excel los valores de “t” en intervalos de 0.02s según lo establece “Δt”, 

empezando en “0s” hasta 300s, cantidad que equivale a 5 minutos, que es el tiempo que se 

desea estudiar el acelerograma. 

 

 

 

 

 

 

         

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

    Figura 5.6. Declaración de los valores del tiempo en Excel 

Posteriormente, se cargan los valores de alguno de los dos canales que contienen las 

componentes horizontales del acelerograma en Excel, en este caso se usarán los datos del 

canal “N00E” proporcionados por la estación es SCT18509.191 para el sismo del 19 de 

septiembre de 1985. Estos datos son las aceleraciones del terreno.  
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                  Figura 5.7 Carga del acelerograma 

Se multiplica la aceleración del terreno por la gravedad (en este caso con un valor de 1mm/s2, 

debido a que el acelerograma ya fue afectado por la gravedad desde su descarga), pero 

debido a que el acelerograma está en cm/s/s se multiplica por 10 para tenerlo en mm/s/s; 

estos resultados se ponen en una columna aparte. 

  
Figura 5.8 Aceleración del terreno multiplicada por la gravedad 
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Se proceden a declarar las expresiones 5.20.1-5.20.8 en Excel, tomando en cuenta los datos 

de entrada antes mencionados. 

 

 

Figura 5.9 Declaración de las expresiones 5.20.1-5.20.8 en Excel 

Debido a que las expresiones 5.23 y 5.24 contienen términos de fuerza, se procede a calcular 

dicho término multiplicando la “aceleración afectada por la gravedad” por la “masa”, poniendo 

los resultados en una columna aparte., es decir: se hace 𝑃 = −𝑚𝑎 

  

Figura 5.10 Cálculo de las fuerzas en Excel  

Se declaran las celdas que indiquen el desplazamiento inicial y la velocidad inicial, valores 

previamente establecidos en los datos de entrada. 
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Figura 5.11 Declaración del desplazamiento y velocidad inicial en Excel 

Se procede a calcular los desplazamientos y velocidades sucesivas a las condiciones 

iniciales, lo anterior se lleva a cabo aplicando en Excel las expresiones 5.23 y 5.24 

respectivamente. 

  

Figura 5.12. Cálculo en Excel de los desplazamiento y velocidades sucesivos a las condiciones iniciales 
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Con la expresión 5.25 se calcula la aceleración de la estructura correspondiente a cada 

desplazamiento, dichos cálculos se colocarán en una columna aparte. 

  

Figura 5.13 Declaración de la aceleración a través de la ecuación del movimiento en Excel 

Calculamos la aceleración total sumando la aceleración del terreno más la aceleración de la 

estructura, colocando los resultados en una columna aparte.  

 

Figura 5.14. Cálculo de la aceleración total en Excel 

Se procede a calcular los valores máximos absolutos del desplazamiento, velocidad y 

aceleración total, así como los tiempos en que estos valores se presentan. Para tal efecto, se 

declaran las celdas que tendrán dichos valores e ingresamos la fórmula que brinda Excel para 

calcular máximos y mínimos de una lista.  
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Figura 5.15. Cálculo de los valores máximos del desplazamiento, aceleración y velocidad, así como de los tiempos en que estos valores máximos se 

presentan 

Posteriormente se realizan las gráficas “desplazamiento-tiempo”, “velocidad-tiempo” y 

“aceleración-tiempo” 

 

          Figura 5.16. Método de las 8 constantes. Gráfica desplazamiento-tiempo 

          
Figura 5.17. Método de las 8 constantes. Gráfica velocidad-tiempo 
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          Figura 5.18. Método de las 8 constantes. Gráfica aceleración-tiempo 
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5.3 MÉTODO DE LA -NEWMARK 

Este método contempla dos tipos de interpolación de la aceleración: aceleración promedio y 

aceleración lineal, según sea el valor del parámetro β. De la misma manera que el método 

anterior, este método nos ayuda a resolver la ecuación del movimiento en tiempos discretos, 

se tiene la ecuación del movimiento expresada de la siguiente manera:  

                                                  𝑚𝑥̈𝑖+1 + 𝑐𝑥̇𝑖+1 + 𝑘𝑥𝑖+1 = −𝑚𝑥̈𝑔(𝑖+1)                                    (5.26) 

A continuación, se presentan las dos ecuaciones que propuso Newmark y con las que se van 

a trabajar: 

                                                  𝑥̇𝑖+1 = 𝑥̇𝑖 + [(1 − ɣ)𝜆]𝑥̈𝑖 + (ɣ𝜆)𝑥̈𝑖+1                                     (5.27) 

                                                  𝑥𝑖+1 = 𝑥𝑖 + 𝜆𝑥̇𝑖 + [(
1

2
− 𝛽) 𝜆2] 𝑥̈𝑖 + 𝛽𝜆

2𝑥̈𝑖+1                          (5.28) 

Se despeja 𝑥̈𝑖+1 de la ecuación 5.28 quedando: 

𝑥̈𝑖+1 =
𝑥𝑖+1
𝛽𝜆2

−
𝑥𝑖
𝛽𝜆2

−
𝜆𝑥̇𝑖
𝛽𝜆2

− (
1

2
− 𝛽)(

𝜆2

𝛽𝜆2
) 𝑥̈𝑖  

Simplificando: 

𝑥̈𝑖+1 =
𝑥𝑖+1
𝛽𝜆2

−
𝑥𝑖
𝛽𝜆2

−
𝑥̇𝑖
𝛽𝜆

− (
1

2
− 𝛽) (

𝑥̈𝑖
𝛽
)  

𝑥̈𝑖+1 =
1

𝛽𝜆2
(𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖) −

1

𝛽𝜆
𝑥̇𝑖 − (

1

2
− 𝛽) (

𝑥̈𝑖
𝛽
)  

𝑥̈𝑖+1 =
1

𝛽𝜆2
(𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖) −

1

𝛽𝜆
𝑥̇𝑖 − (

1 − 2𝛽

2
) (
𝑥̈𝑖
𝛽
)  

                                          𝑥̈𝑖+1 =
1

𝛽𝜆2
(𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖) −

1

𝛽𝜆
𝑥̇𝑖 − (

1

2𝛽
− 1) (𝑥̈𝑖)                               (5.29) 

Se sustituye la ecuación 5.29 en la ecuación 5.27 

                        𝑥̇𝑖+1 = 𝑥̇𝑖 + [(1 − ɣ)𝜆]𝑥̈𝑖 + (ɣ𝜆) (
1

𝛽𝜆2
(𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖) −

1

𝛽𝜆
𝑥̇𝑖 − (

1

2𝛽
− 1) (𝑥̈𝑖) )       (5.30) 

Se busca expresar la ecuación 5.30 de una manera similar a la ecuación 5.29, es decir: se 

identificarán, por separado, todos los términos que contengan desplazamientos, velocidades, 

y aceleraciones en la ecuación 5.30. En otras palabras: se reescribirá la ecuación 5.30 

respetando el siguiente orden: (“desplazamientos”, “velocidades” y “aceleraciones”): 

                        𝑥̇𝑖+1 =
ɣ𝜆

𝛽𝜆2
(𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖) + 𝑥̇𝑖 (1 −

ɣ𝜆

𝛽𝜆
) + 𝑥̈𝑖 [(1 − ɣ)𝜆 − ɣ𝜆 (

1

2𝛽
− 1)]                  (5.31) 
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Simplificando:                

                                   𝑥̇𝑖+1 =
ɣ

𝛽𝜆
(𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖) + (1 −

ɣ

𝛽
) 𝑥̇𝑖 + (1 −

ɣ

2𝛽
)𝜆𝑥̈𝑖                                 (5.32) 

Se sustituyen las ecuaciones 5.32, 5.29 y 5.28, esta última solo se dejará expresada como 

“𝑥𝑖+1”, en la ecuación 5.26  

𝑚(
1

𝛽𝜆2
(𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖) −

1

𝛽𝜆
𝑥̇𝑖 − (

1

2𝛽
− 1) (𝑥̈𝑖)) + 𝑐 (

ɣ

𝛽𝜆
(𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖) + (1 −

ɣ

𝛽
) 𝑥̇𝑖 + (1 −

ɣ

2𝛽
) 𝜆𝑥̈𝑖) +

𝑘𝑥𝑖+1 = 𝑃(𝑖+1)                                                                                                                        (5.33) 

Se factoriza en términos de “𝑥𝑖+1”, “m” y “c” 

𝑃(𝑖+1) = 𝑥𝑖+1 (
𝑚

𝛽𝜆2
+

𝑐ɣ

𝛽𝜆
+ 𝑘) +𝑚(

𝑥𝑖

𝛽𝜆2
−

𝑥̇𝑖

𝛽𝜆
− (

1

2𝛽
− 1) 𝑥̈𝑖) + 𝑐 (−

ɣ𝑥𝑖

𝛽𝜆
+ (1 −

ɣ

𝛽
) 𝑥̇𝑖 + (1 −

ɣ

2𝛽
) 𝜆𝑥̈𝑖)  

                                                                                                                                             (5.34) 

Se expresa la ecuación 5.34 en término de la ley de Hooke “F=ku” que en términos de 

Newmark queda como 𝑝𝑖+1̂ = 𝑘̂𝑢𝑖+1 teniendo las siguientes equivalencias: 

                                                                        𝑥𝑖+1 = 𝑢𝑖+1                                                    (5.35) 

                                                                    𝑘̂ =
𝑚

𝛽𝜆2
+

𝑐ɣ

𝛽𝜆
+ 𝑘                                                (5.36) 

                 𝑝𝑖+1̂ = 𝑃(𝑖+1) −𝑚(−
𝑥𝑖

𝛽𝜆2
−

𝑥̇𝑖

𝛽𝜆
− (

1

2𝛽
− 1) 𝑥̈𝑖) − 𝑐 (−

ɣ𝑥𝑖

𝛽𝜆
+ (1 −

ɣ

𝛽
) 𝑥̇𝑖 + (1 −

ɣ

2𝛽
) 𝜆𝑥̈𝑖) 

                                                                                                                                             (5.37) 

Factorizando 𝑝𝑖+1̂  en función de “𝑥𝑖”, “𝑥̇𝑖” y “𝑥̈𝑖” 

              𝑝𝑖+1̂ = 𝑃(𝑖+1) + 𝑥𝑖 (
𝑚

𝛽𝜆2
+

𝑐ɣ

𝛽𝜆
) + 𝑥̇𝑖 (

𝑚

𝛽𝜆
− 𝑐 (1 −

ɣ

𝛽
)) + 𝑥̈𝑖 (𝑚 (

1

2𝛽
− 1) − 𝑐 (1 −

ɣ

2𝛽
) 𝜆) 

              𝑝𝑖+1̂ = 𝑃(𝑖+1) +
1

𝛽𝜆
(
𝑚

𝜆
+ 𝑐ɣ) 𝑥𝑖 + (

𝑚

𝛽𝜆
+ (

ɣ

𝛽
− 1) 𝑐) 𝑥̇𝑖 + ((

1

2𝛽
− 1)𝑚 + (

ɣ

2𝛽
− 1) 𝑐𝜆) 𝑥̈𝑖 

                                                                                                                                             (5.38) 

Es importante mencionar que gama “ɣ” siempre tendrá el mismo valor ɣ =
1

2
, pero beta “𝛽” 

podrá adoptar uno de dos valores posibles, y esto será lo que determine el tipo de 

interpolación con la que se va a trabajar: 

𝑆𝑖 𝛽 =
1

4
 𝑠𝑒 𝑡𝑟𝑎𝑡𝑎 𝑑𝑒 𝑢𝑛𝑎 𝑎𝑐𝑒𝑙𝑒𝑟𝑎𝑐𝑖ó𝑛 𝑙𝑖𝑛𝑒𝑎𝑙  

𝑆𝑖 𝛽 =
1

6
 𝑠𝑒 𝑡𝑟𝑎𝑡𝑎 𝑑𝑒 𝑢𝑛𝑎 𝑎𝑐𝑒𝑙𝑒𝑟𝑎𝑐𝑖ó𝑛 𝑝𝑟𝑜𝑚𝑒𝑑𝑖𝑜  
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5.4 EJEMPLO EN EXCEL 2: MÉTODO DE LA -NEWMARK 
(ACELERACIÓN PROMEDIO) 

Antes de iniciar el ejemplo en Excel se tienen que hacer las siguientes consideraciones: 

Cálculos iniciales: 

                                                               𝑢̈0 =
𝑃0−𝑐𝑢̇0−𝑘𝑢0

𝑚
                                                      (5.39) 

𝜆 = 𝛥𝑡 = 𝑆𝑒𝑙𝑒𝑐𝑐𝑖𝑜𝑛𝑎𝑟 𝑒𝑙 𝑒𝑠𝑝𝑎𝑐𝑖𝑎𝑚𝑖𝑒𝑛𝑡𝑜 𝑑𝑒𝑙 𝑡𝑖𝑒𝑚𝑝𝑜, 𝑒𝑠𝑡𝑜 𝑒𝑠𝑡𝑎𝑟á 𝑑𝑎𝑑𝑜 𝑝𝑜𝑟 𝑒𝑙 𝑎𝑐𝑒𝑙𝑒𝑟𝑜𝑔𝑟𝑎𝑚𝑎 

                                                                 𝑎1 =
𝑚

𝛽𝜆2
+

ɣ𝑐

𝛽𝜆
                                                        (5.40) 

                                                              𝑎2 =
𝑚

𝛽𝜆
+ (

ɣ

𝛽
− 1) 𝑐                                                 (5.41)  

                                                      𝑎3 = (
1

2𝛽
− 1)𝑚 + 𝑐𝜆 (

ɣ

2𝛽
− 1)                                         (5.42) 

                                                                      𝑘̂ = 𝑘 + 𝑎1                                                       (5.43) 

Cálculo de los contadores 

                                                   𝑝𝑖+1̂ = 𝑃𝑖+1 + 𝑎1𝑥𝑖 + 𝑎2𝑥̇𝑖 + 𝑎3𝑥̈𝑖                                        (5.44) 

                                                                𝑥𝑖+1 =
𝑝𝑖+1̂

𝑘̂̂
                                                             (5.45) 

                                         𝑥̇𝑖+1 =
ɣ

𝛽𝜆
(𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖) + (1 −

ɣ

𝛽
) 𝑥̇𝑖 + (1 −

ɣ

2𝛽
) 𝜆𝑥̈𝑖                          (5.46) 

                                               𝑥̈𝑖+1 =
1

𝛽𝜆2
(𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖) −

1

𝛽𝜆
𝑥̇𝑖 − (

1

2𝛽
− 1) 𝑥̈𝑖                             (5.47) 

Para que el método de Newmark sea estable se debe cumplir con la siguiente desigualdad: 

                                                                  
𝜆

𝑇
≤

1

𝜋√2(ɣ−2𝛽)
                                                       (5.48) 

Para la variante “aceleración promedio” esta desigualdad siempre se va a cumplir y aunque la 

gráfica resultante no se discretice tanto siempre habrá una convergencia. Para la variante 

“aceleración lineal”, esta desigualdad queda:  

                                                                     𝜆 ≤ 0.5513𝑇                                                     (5.49) 

En donde la mayoría de los casos se cumplirá que “𝜆” comúnmente tendrá valores de “0.01”, 

“0.02”, “0.03” … Lo anterior, a menos que la estructura tenga valores de periodo muy cortos. 
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Se tiene la hoja de cálculo en blanco, tal como se muestra a continuación: 

 

Figura 5.19. Hoja de cálculo en blanco para el método de Newmark 

Se introducen los datos de entrada, tales como la masa, la rigidez, la frecuencia natural de la 

estructura, el porcentaje de amortiguamiento, la frecuencia amortiguada, los intervalos de 

tiempo, la gravedad, el desplazamiento inicial, la velocidad inicial, el amortiguamiento, número 

de Euler y el periodo.   

 
Figura 5.20 datos de entrada para el método de Newmark en Excel para el método de Newmark 
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Los valores en blanco son datos constantes que fueron previamente calculados e ingresados 

en Excel, mientras que los valores sombreados son datos establecidos o datos que se 

calculan a partir de las constantes antes mencionadas utilizando las siguientes fórmulas: 

                                                                     𝑤 = √
𝑘

𝑚
                                                             

                                                              𝑤𝐷 = 𝑤√𝜉2 − 1                                                        

                                                                   𝑐 = 2𝜉𝑤𝑚                                                           

                                                                   𝑇 =
2𝜋

𝑤
                                                                 

Se declaran en Excel los valores de “t” en intervalos de 0.02s según lo establece “Δt”, 

empezando en “0s” hasta 300s, cantidad que equivale a 5 minutos, que es el tiempo que se 

desea estudiar el acelerograma. 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

            Figura 5.21. Declaración de los valores del tiempo en Excel para el método de Newmark 

Posteriormente, se cargan los valores de alguno de los dos canales que contienen las 

componentes horizontales del acelerograma en Excel, en este caso se usarán los datos del 

canal “N00E” proporcionados por la estación es SCT18509.191 para el sismo del 19 de 

septiembre de 1985. Estos datos son las aceleraciones del terreno. 
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                  Figura 5.22 Carga del acelerograma para el método de Newmark 

Se multiplica la aceleración del terreno por la gravedad (en este caso con un valor de 1mm/s2, 

debido a que el acelerograma ya fue afectado por la gravedad desde su descarga), pero 

debido a que el acelerograma está en cm/s/s se multiplica por 10 para tenerlo en mm/s/s; 

estos resultados se ponen en una columna aparte. 

 
Figura 5.23 Aceleración del terreno multiplicada por la gravedad para el Método de Newmark 
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Se declaran los valores de gama “ɣ” y beta “β” (recordando que para la aceleración promedio 

β=1/4), así como los valores de los cálculos iniciales, estos valores se calcularán con las 

expresiones 5.40–5.43      

 

Figura 5.24 Declaración de gama, beta y condiciones iniciales para el método de Newmark 

Debido a que la expresión 5.38 contiene términos de fuerza, se procede a calcular dicho 

término multiplicando la “aceleración afectada por la gravedad” por la “masa”, poniendo los 

resultados en una columna aparte, es decir: se hace 𝑃 = −𝑚𝑎 

 

Figura 5.25 Cálculo de las fuerzas en Excel para el método de Newmark  
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Se procede a declarar “𝑝𝑖+1̂ ”, “𝑥0”, “𝑣0”, “Aceleración de Newmark” y “aceleración total” así 

como sus primeros valores, recordando que estos primeros valores son: 

• 𝑝
𝑖+1̂

= 𝐹𝑢𝑒𝑟𝑧𝑎 (𝑃),  

• 𝐴𝑐𝑒𝑙𝑒𝑟𝑎𝑐𝑖ó𝑛 𝑑𝑒 𝑁𝑒𝑤𝑚𝑎𝑟𝑘 =

 𝑎𝑐𝑒𝑙𝑒𝑟𝑎𝑐𝑖ó𝑛 𝑑𝑒𝑙 𝑡𝑒𝑟𝑟𝑒𝑛𝑜 (𝑚𝑢𝑙𝑡𝑖𝑝𝑙𝑖𝑐𝑎𝑑𝑎 𝑝𝑜𝑟 𝑙𝑎 𝑔𝑟𝑎𝑣𝑒𝑑𝑎𝑑) 𝑝𝑒𝑟𝑜 𝑐𝑜𝑛 𝑠𝑖𝑔𝑛𝑜 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑟𝑎𝑟𝑖𝑜 

• 𝐴𝑐𝑒𝑙𝑒𝑟𝑎𝑐𝑖ó𝑛 𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 =  𝐴𝑐𝑒𝑙𝑒𝑟𝑎𝑐𝑖ó𝑛 𝑑𝑒 𝑁𝑒𝑤𝑚𝑎𝑟𝑘 +

𝑎𝑐𝑒𝑙𝑒𝑟𝑎𝑐𝑖ó𝑛 𝑑𝑒𝑙 𝑡𝑒𝑟𝑟𝑒𝑛𝑜 (𝑚𝑢𝑙𝑡𝑖𝑝𝑙𝑖𝑐𝑎𝑑𝑎 𝑝𝑜𝑟 𝑙𝑎 𝑔𝑟𝑎𝑣𝑒𝑑𝑎𝑑) 𝑝𝑒𝑟𝑜 𝑐𝑜𝑛 𝑠𝑖𝑔𝑛𝑜 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑟𝑎𝑟𝑖𝑜 

• 𝑥0 = 0 

• 𝑣0 = 0 

 

 

Figura 5.26 “𝑝
𝑖+1̂

”, “𝑥0”, “𝑣0”, “Aceleración de Newmark” y “aceleración total” para el método de Newmark 

Posteriormente se calculan los valores siguientes de 𝑝𝑖+1̂  aplicando en una celda abajo la 

expresión 5.44, resultando: 

 
Figura 5.27 Cálculo de los valores de “𝑝𝑖+1̂”  para el método de Newmark promedio 
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Se proceden a calcular los desplazamientos “𝑥0” aplicando en una celda abajo la expresión 

5.45, resultando: 

  

Figura 5.28 Cálculo de los valores de “𝑥0” para el método de Newmark promedio 

Se proceden a calcular las velocidades “𝑉0” aplicando en una celda abajo la expresión 5.46, 

resultando: 

  

Figura 5.29 Cálculo de los valores de “𝑥0” para el método de Newmark promedio 
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Se proceden a calcular las aceleraciones de Newmark “𝑎𝑛” aplicando en una celda abajo la 

expresión 5.47, resultando: 

 

 

Figura 5.30 Cálculo de los valores de las aceleraciones de Newmark “an” para el método de Newmark promedio 

Se proceden a calcular las aceleraciones totales “𝑎𝑇” sumando las aceleraciones de Newmark 

con las aceleraciones del terreno resultando: 

 

 

Figura 5.31 Cálculo de los valores de las aceleraciones totales “aT” para el método de Newmark promedio 

Se procede a calcular los valores máximos absolutos del desplazamiento, velocidad y 

aceleración total, así como los tiempos en que estos valores se presentan. Para tal efecto, se 

declaran las celdas que tendrán dichos valores e ingresamos la fórmula que brinda Excel para 

calcular máximos y mínimos de una lista.  

  

Figura 5.32 Cálculo de los valores máximos del desplazamiento, aceleración y velocidad, así como de los tiempos en que estos valores máximos se presentan 

para el método de Newmark promedio  
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Posteriormente se realizan las gráficas “desplazamiento-tiempo”, “velocidad-tiempo” y 

“aceleración-tiempo” 

 

Figura 5.33. β -Newmark aceleración promedio. Gráfica Desplazamiento-tiempo 

 

Figura 5.34. β -Newmark aceleración promedio. Gráfica velocidad-tiempo 
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Figura 5.35. β -Newmark aceleración promedio. Gráfica aceleración-tiempo 
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5.5 EJEMPLO EN EXCEL 3: MÉTODO DE LA -NEWMARK 
(ACELERACIÓN LINEAL) 

Se realiza el mismo procedimiento que en el subcapítulo anterior, teniendo en cuenta que lo 

único que cambia es el valor de 𝛽, quedando como 𝛽 =
1

6
. A continuación, se presentarán 

únicamente las gráficas y los resultados de los valores máximos del desplazamiento, 

velocidad y aceleración total, así como los tiempos en que cada uno de estos valores se 

presentan. 

  

Figura 5.36 Cálculo de los valores máximos del desplazamiento, aceleración y velocidad, así como de los tiempos en que estos valores máximos se presentan 

para el método de Newmark lineal 

 

 

Figura 5.37. β -Newmark aceleración lineal. Gráfica Desplazamiento-tiempo 
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Figura 5.38. β -Newmark aceleración lineal. Gráfica velocidad-tiempo 

 

 

 

Figura 5.39. β -Newmark aceleración lineal. Gráfica aceleración-tiempo 
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5.6 METODO DE LA DIFERENCIA CENTRAL 

Al igual que los métodos explicados previamente, este método nos ayuda a resolver la 

ecuación del movimiento; los resultados derivados de estos cálculos pueden ser muy 

inexactos si el intervalo de tiempo que se considera en el acelerograma es muy largo. Se 

recomienda que dichos intervalos sean entre 0.01 y 0.02 segundos. 

Para explicar el método numérico de la diferencial central se presenta la ecuación del 

movimiento expresada con contadores “i” como se muestra a continuación: 

                                                              𝑚𝑥̈𝑖 + 𝑐𝑥̇𝑖 + 𝑘𝑥𝑖 = 𝑃𝑖                                               (5.50) 

Se aproxima la velocidad “𝑥̇𝑖” y la aceleración “𝑥̈𝑖"en función de los desplazamientos en los 

instantes “𝑡𝑖+1”, “𝑡𝑖” y “𝑡𝑖+1” y partiendo de las siguientes expresiones se comenzará a explicar 

el método de la diferencia central. 

                                                                  𝑥̇𝑖 =
𝑥𝑖+1−𝑥𝑖−1

2𝛥𝑡
                                                       (5.51)  

                                                                𝑥̈𝑖 =
𝑥𝑖+1−2𝑥𝑖+𝑥𝑖−1

𝛥𝑡2
                                                    (5.52) 

Se sustituyen las ecuaciones 5.21 y 5.52 en la ecuación 5.50 

                                            𝑚(
𝑥𝑖+1−2𝑥𝑖+𝑥𝑖−1

𝛥𝑡2
) + 𝑐 (

𝑥𝑖+1−𝑥𝑖−1

2𝛥𝑡
) + 𝑘𝑥𝑖 = 𝑃𝑖                                 (5.53) 

Factorizando la ecuación 5.53 en términos de “𝑥𝑖+1”, “𝑥𝑖−1” y “𝑥𝑖”  

                                     (
𝑚

𝛥𝑡2
+

𝑐

2𝛥𝑡
) 𝑥𝑖+1 = 𝑃𝑖 − (

𝑚

𝛥𝑡2
−

𝑐

2𝛥𝑡
) 𝑥𝑖−1 − (𝑘 −

2

𝛥𝑡2
𝑚)𝑥𝑖                    (5.54) 

De la ecuación 5.54 de determinan “𝑘̂” y “𝑃𝑖̂” haciendo las siguientes asociaciones: 

                                                                    𝑘̂ = (
𝑚

𝛥𝑡2
+

𝑐

2𝛥𝑡
)                                                  (5.55) 

                                                  𝑃𝑖̂ = 𝑃𝑖 − (
𝑚

𝛥𝑡2
−

𝑐

2𝛥𝑡
) 𝑥𝑖−1 − (𝑘 −

2

𝛥𝑡2
𝑚)𝑥𝑖                           (5.56) 

Se sabe que la ley de Hooke se define como F=kx, por lo que es válido afirmar que: 

                                                                       𝑃𝑖̂ = 𝑘̂𝑥𝑖+1                                                       (5.57) 

Despejando 𝑥𝑖+1 de la ecuación 5.57 se tiene: 

                                                                       𝑥𝑖+1 =
𝑃𝑖̂

𝑘̂
                                                         (5.58) 
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Se requieren conocer los desplazamientos en el instante actual y en el instante anterior, es 

decir: cuando i=0 y cuando i=-1 por lo que la ecuación 5.51 puede expresarse cuando i=0 

como: 

                                                                        𝑥̇0 =
𝑥1−𝑥−1

2𝛥𝑡
                                                    (5.59)  

Despejando “𝑥1” de la ecuación 5.59 se tiene que: 

                                                                    𝑥1 = 𝑥̇02𝛥𝑡 + 𝑥−1                                              (5.60) 

Se sustituye la ecuación 5.60 en la ecuación 5.52 

                                                            𝑥̈0 =
(𝑥̇02𝛥𝑡+𝑥−1)−2𝑥0+𝑥−1

𝛥𝑡2
                                             (5.61) 

Despejando 𝑥−1 de la ecuación 5.61 

                                                            𝑥−1 = 𝑥0 − 𝛥𝑡𝑥̇0 +
𝛥𝑡2

2
𝑥̈0                                            (5.62) 

5.7 EJEMPLO EN EXCEL 4: MÉTODO DE LA DIFERENCIA CENTRAL  

Para explicar este método en Excel, se plantearán las siguientes condiciones: 

De la ecuación 5.56 se realizan los siguientes cambios de variable: 

                                                                    𝑎 = (
𝑚

𝛥𝑡2
−

𝑐

2𝛥𝑡
)                                                  (5.63) 

                                                                   𝑏 = (𝑘 −
2

𝛥𝑡2
𝑚)                                                  (5.64) 

Sustituyendo las ecuaciones 5.63 y 5.64 en la ecuación 5.56 

                                                               𝑃𝑖̂ = 𝑃𝑖 − 𝑎𝑥𝑖−1 − 𝑏𝑥𝑖                                              (5.65) 

Se siguen los pasos mostrados en las figuras 5.19 – 5.23 y 5.25, posteriormente se declaran 

en Excel las expresiones 5.63, 5.64 y 5.55 

 

Figura 5.40 Declaración de las expresiones que definen las condiciones iniciales en Excel para el método de la diferencial central 
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Se declaran las columnas a utilizar, mismas que corresponden al desplazamiento en un 

instante anterior, desplazamiento actual, desplazamiento en un instante posterior, velocidad, 

aceleración inicial y aceleración total; todas las columnas tendrán un valor inicial de 0, 

exceptuando la aceleración inicial que tendrá un valor igual, pero con signo contrario a la 

aceleración del terreno. 

 

Figura 5.41 Declaración de las celdas que definen las condiciones iniciales en Excel para el método de la diferencial central 

Se anexará una columna que contenga “𝑃𝑖̂” y se procederá a calcular sus valores con la 

expresión 5.65. 

  

Figura 5.42 Declaración de la celda que contendrá los valores de 𝑃𝑖̂ en Excel para el método de la diferencial central 

Se calculan los valores correspondientes a los desplazamientos posteriores utilizando la 

expresión 5.58.  

  

Figura 5.43 Declaración de la celda que contendrá los valores de 𝑥 + 1 en Excel para el método de la diferencial central 

Se calculan los valores correspondientes a los desplazamientos posteriores utilizando la 

expresión 5.59 

  

Figura 5.44 Declaración de la celda que contendrá los valores de 𝑉0 en Excel para el método de la diferencial central 
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Se calculan los valores correspondientes a la aceleración generada por el método de las 8 

constantes utilizando la expresión 5.61 

  

Figura 5.45 Declaración de la celda que contendrá los valores de 𝑎𝑛 en Excel para el método de la diferencial central 

Se calculan los valores correspondientes al desplazamiento actual y al desplazamiento 

anterior, esto considerando que se trata de valores escalonados del desplazamiento posterior, 

quedando: 

  

Figura 5.46 Declaración de la celda que contendrá los valores de 𝑥 − 1 𝑦 𝑥0 en Excel para el método de la diferencial central 

Se calculan los valores correspondientes a la aceleración total sumando la aceleración 

proporcionada por el método de las 8 constantes más la aceleración del terreno. 

 

 
 

Figura 5.47 cálculo de la aceleración total en Excel para el método de la diferencial central 
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Se arrastran las celdas calculadas anteriormente para obtener los valores subsecuentes 

                               
Figura 5.48 cálculo de todos los valores correspondientes al método de las 8 constantes en Excel para el método de la diferencial central   

Se procede a calcular los valores máximos absolutos del desplazamiento, velocidad y 

aceleración total, así como los tiempos en que estos valores se presentan. Para tal efecto, se 

declaran las celdas que tendrán dichos valores e ingresamos la fórmula que brinda Excel para 

calcular máximos y mínimos de una lista.  

 

Figura 5.49 Cálculo de los valores máximos del desplazamiento, aceleración y velocidad, así como de los tiempos en que estos valores máximos se presentan 

en el método de la diferencia central 

Posteriormente se realizan las gráficas “desplazamiento-tiempo”, “velocidad-tiempo” y 

“aceleración-tiempo” 

 

Figura 5.50. Diferencia central. Gráfica Desplazamiento-tiempo 
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Figura 5.51. Diferencia central. Gráfica Velocidad-tiempo 

 

 

Figura 5.52. Diferencia central. Gráfica -tiempo 

 

 

 

-8.00

-6.40

-4.80

-3.20

-1.60

0.00

1.60

3.20

4.80

6.40

8.00

0.00 50.00 100.00 150.00 200.00 250.00 300.00

V
el

o
ci

d
ad

  (
v)

 e
n

 m
m

/s

Tiempo (t) en s 

SCT-1985 Velocidad-tiempo

-1,100.00

-880.00

-660.00

-440.00

-220.00

0.00

220.00

440.00

660.00

880.00

1,100.00

0.00 50.00 100.00 150.00 200.00 250.00 300.00

A
ce

le
ra

ci
ó

n
  (

a)
 e

n
 m

m
/s

2

Tiempo (t) en s 

Método de la diferencia central. SCT-1985 
Aceleración-tiempo 



96 
 

5.8 ESPECTRO DE RESPUESTA (DEFINICIÓN Y CARACTERÍSTICAS) 

Se puede definir como un gráfico de la respuesta máxima absoluta (expresada en términos de 

desplazamiento, velocidad, aceleración, o cualquier otro parámetro de interés) que produce 

una acción dinámica determinada en una estructura u oscilador de un grado de libertad. Lo 

anterior permite determinar las fuerzas sísmicas que serán consideradas para el diseño de 

estructuras sismorresistentes. 

En estos gráficos, se representa en abscisas el periodo propio de la estructura (o la 

frecuencia) y en ordenadas la respuesta máxima calculada para distintos factores de 

amortiguamiento ξ. Los espectros de respuestas tienen sus orígenes en 1929 cuando el 

ingeniero K. Suyehiro estableció la importancia de trabajar con registros acelerográficos, fue 

hasta 1932 cuando Maurice Biot propuso de manera formal trabajar con espectros de 

respuesta elástica, posteriormente Housner, Newmark y muchos otros investigadores 

desarrollaron e implementaron este concepto en criterios de aplicación práctica. 

Clasificación de los espectros de respuesta 

Los espectros de respuesta tienen principalmente la siguiente clasificación: 

• Aceleración total 

• Aceleración relativa 

• Velocidad relativa 

• Desplazamiento relativo 

• Seudoaceleración 

• Seudovelocidad 

• Etc. 

Construcción de un espectro de respuesta 

En un plano cartesiano se graficarán el periodo o la frecuencia en el eje horizontal y la 

respuesta deseada en el eje vertical. Para la construcción de un espectro de respuesta en un 

sistema de 1 GDL es necesario conocer y cubrir los siguientes parámetros: 

• Periodo 

• Frecuencia  

• Amortiguamiento  

• Método de solución paso a paso (Newmark, 8 constantes, Diferencia central, Etc.)  

Sin embargo, para implementar la construcción de un espectro de respuesta en un sistema de 

múltiples GDL se requiere emplear lo que se conoce como superposición modal, cuyo tema 

está fuera de los alcances de esta tesis.  
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Pero es sabido que los espectros de respuesta nos ayudan a determinar las estructuras que 

presentan respuestas máximas dentro de un rango de periodo, es decir: las respuestas 

máximas contenidas en un rango de periodo, nos indicarán que todas las estructuras que 

tengan un periodo dentro de dicho rango serán vulnerables. 

 5.9 CÁLCULO DEL ESPECTRO DE RESPUESTA EN EXCEL 

Para la creación de un espectro de respuesta se implementará algún método de los 

explicados anteriormente, en este caso será el de la β-Newmark en su variante “aceleración 

promedio”. Las expresiones 5.40-5.43 dependen de la “masa”, “rigidez” y “amortiguamiento” y 

se harán depender del “porcentaje de amortiguamiento”, “periodo” y “rigidez fija”. 

Lo anterior se hará de la siguiente forma:  

Se sabe que: 

𝑇 =
2𝜋

𝑤
 

𝑇 = 2𝜋√
𝑚

𝑘
 

𝑇√𝑘 = 2𝜋√𝑚 

                                                                    𝑚 = 𝑘 (
𝑇

2𝜋
)
2

                                                      (5.65) 

También se sabe que: 

𝑐 = 2𝜉𝑤𝑚 

𝑐 = 2𝜉 (√
𝑚

𝑘
)(𝑘 (

𝑇

2𝜋
)
2

) 

                                                                    𝑐 = 2𝜉𝑘
𝑇

2𝜋
                                                         (5.66) 

Y finalmente se sabe que: 

                                                                        𝑤 =
2𝜋

𝑇
                                                           (5.67) 

El método consiste en ir cambiando los valores del periodo, desde un periodo inicial muy 

pequeño hasta uno más grande, en este caso será desde 0.1s hasta 15s. Es importante 

mencionar que a partir de los datos obtenidos por el método de la β-Newmark se extraerán, 

con ayuda de Excel, los valores máximos absolutos del desplazamiento, velocidad y 

aceleración total de cada uno de estos periodos. Para ejecutar este método se emplearán dos 

archivos en Excel, uno que contiene el programa de la β-Newmark “aceleración promedio” y 

otro archivo en blanco que se irá construyendo. 
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Se tiene una hoja de cálculo en blanco, como se muestra a continuación: 

 

                 Figura 5.53 Hoja de Excel en blanco para los espectros de respuesta 

Se colocan 4 columnas en la hoja de Excel para denotar el periodo, el desplazamiento 

máximo, la velocidad máxima y la aceleración total. 

 

                         Figura 5.54 declaración de celdas para valores máximos para los espectros de respuesta 

A continuación, se llena la columna del periodo con valores de 0.1s en 0.1s hasta 15s 

 

                                                  Figura 5.55 Llenado de la columna del periodo para los espectros de respuesta 
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Se abre el archivo que contiene el programa de la β-Newmark y se procede a modificar las 

expresiones de los datos de entrada que correspondan a las ecuaciones 5.65, 5.66 y 5.67, 

estas expresiones están pintadas de color verde, las expresiones en color azul son las que se 

hicieron independientes mientras que las que están en gris son valores que se calculan de 

manera automática, como se vio en subcapítulos previos, o bien ya están predefinidas. 

También es importante mencionar, que, para obtener resultados más precisos, se usará un 

𝛥𝑡 = 𝜏 = 0.01𝑠 y el valor de la gravedad será 𝑔 =
1𝑚𝑚

𝑠2
 debido a que el acelerograma ya está 

en cm/s/s y no es necesarios multiplicar la aceleración por la gravedad. 

 

Figura 5.56 Datos de entrada en Excel cambiando variables dependientes a independientes para los espectros de respuesta 

Del archivo que contiene el programa de la β-Newmark se introduce el primer valor del 

periodo “T” que corresponderá a 0.01s, dicha acción modificará los valores máximos 

absolutos, como se muestra a continuación: 

 

Figura 5.57. Alteración del periodo y valores máximos para los espectros de respuesta 

Los valores absolutos obtenidos con un periodo T=0.1s se copiarán en el otro archivo de 

Excel, representado por la figura 5.55. Se hará el mismo procedimiento hasta completar todos 

los datos.  
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Figura 5.58 valores de las respuestas máximas de cada periodo para los espectros de respuesta 

Se realizan las gráficas correspondientes al “desplazamiento”, “velocidad” y “aceleración” 

contra el periodo, quedando: 

 

Figura 5.59. Espectro de respuesta. Gráfica desplazamiento - periodo 

  

0

140

280

420

560

700

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

D
es

p
la

za
m

ie
n

to
 (

x)
 m

m

Periodo (T) s

Espectro de respuesta. SCT-1985. 
Desplazamiento - Periodo



101 
 

 

Figura 5.60. Espectro de respuesta. Gráfica velocidad – periodo 

 

 

 

  Figura 5.61. Espectro de respuesta. Gráfica aceleración - periodo 

De las gráficas anteriores podemos concluir que las respuestas máximas coincidirán con un 

periodo T=2s 
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5.10 COMPARACIÓN DE RESULTADOS CONTRA ETABS 

Para comprobar que los espectros de respuestas elaborados previamente son correctos se 

procederá a calcular las cargas laterales producidas por el sismo (empleando parte de la 

información de los espectros) utilizando la siguiente expresión basada en la ley de Hooke: 𝐹 =

𝑘𝑥. Se calculará un espectro de respuesta adicional asociado al coeficiente sísmico, definida 

como: 

                                                                        𝑐 =
𝑆𝑎

𝑔
                                                            (5.68) 

Para tal efecto se pondrá una columna adicional que contenga la frecuencia natural de la 

estructura y a través de la expresión 𝑤 =
2𝜋

𝑇
 se calcularan dichos valores correspondientes a 

cada periodo 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                         Figura 5.62. Tabulación de la frecuencia natural de la estructura y el periodo para los espectros de respuesta 

Posteriormente, se empleará la expresión que define la seudoaceleración 𝑆𝑎 = 𝑤2𝑋𝑚á𝑥 para 

calcular el valor asociado a cada periodo. 

 

 

  

  

 

 

 

    Figura 5.63. Tabulación de la seudoaceleración para los espectros de respuesta 
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Con los valores de la seudoaceleración obtenidos previamente, se procederá a calcular el 

coeficiente sísmico para los datos asociados a cada periodo, utilizando la expresión 5.68 

 

Figura 5.64. Tabulación del coeficiente sísmico para los espectros de respuesta  

Cuya gráfica se muestra a continuación: 

 

  Figura 5.65. Espectro de respuesta. Gráfica Coeficiente sísmico - periodo 
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Debido a que el procedimiento sobre como ingresar los datos en ETABS salen fuera del 

alcance de esta tesis, solo se indicarán los datos de entrada que se tomaron en cuenta: 

𝐹´𝑐 = 280
𝑘𝑔

𝑐𝑚2
 

𝐿𝑜𝑛𝑔𝑖𝑡𝑢𝑑 𝑑𝑒 𝑐𝑜𝑙𝑢𝑚𝑛𝑎 = 5𝑚 

𝐿𝑜𝑛𝑔𝑖𝑡𝑢𝑑 𝑑𝑒 𝑣𝑖𝑔𝑎 = 3𝑚 

𝐷𝑖𝑚𝑒𝑛𝑠𝑖ó𝑛 𝑑𝑒 𝑐𝑜𝑙𝑢𝑚𝑛𝑎𝑠 𝑦 𝑣𝑖𝑔𝑎𝑠 = 0.5𝑚 𝑋 0.5𝑚 

𝑚 = 6
𝑡𝑜𝑛𝑠2

𝑚
  

Se define un marco bidimensional de un nivel y una crujía con apoyos empotrados en su base 

y las características antes mencionadas. Es importante mencionar que el análisis se debe 

hacer en un plano bidimensional. 

 

  Figura 5.66. Declaración de un marco bidimensional de un nivel y una crujía en ETABS 

A continuación, se declara el espectro de respuesta del coeficiente sísmico en ETABS como 

se muestra en las siguientes figuras: 
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  Figura 5.67. Paso 1. Declaración del espectro de respuesta en ETABS  

 

 

Figura 5.68. Paso 2. Declaración del espectro de respuesta en ETABS 
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Se definen los casos de carga 

 

Figura 5.69. Definición de los casos de carga en ETABS 

Se añade un nuevo caso 

 

Figura 5.70. Se añade un nuevo caso de carga en ETABS 
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Se selecciona el tipo de caso como “Espectro de respuesta”  

 

Figura 5.71. Definición del tipo de caso en ETABS 

Se nombra como “SXD”  

 

Figura 5.72. Etiquetado del caso de carga en ETABS 
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Se añaden las cargas  

 

Figura 5.73. Inserción de la carga en ETABS 

Se selecciona el espectro que se introdujo a ETABS de manera previa 

 

Figura 5.74. Selección de espectro en ETABS 
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Se define la gravedad como 981 cm/s2 

 

Figura 5.75. Definición de la gravedad en ETABS 

Debido a que el espectro utilizado tiene valores muy pequeños se cambiarán las unidades de 

trabajo por kgf y cm 

 

Figura 5.76 Cambio de unidades en ETABS 
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Se pide a ETABS las reacciones provocadas por el espectro de respuesta en el caso SXD 

 

Figura 5.77. Obtención de reacciones en ETABS 

 

 

Figura 5.78 Reacciones en ETABS 
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Quedando de la siguiente manera 

  

Figura 5.79. Obtención de reacciones habiéndose realizado el cambio de unidades en ETABS 

Por equilibrio de fuerzas, se afirma que el marco recibirá una fuerza de 7157.041014 kgf en la 

parte superior, pero en sentido contrario.  

                                                            𝐹 = 7157.041014 𝑘𝑔𝑓                                            (5.68.1) 

Habiendo hecho la aclaración anterior, se le pide a ETABS los desplazamientos que tuvo la 

estructura en el caso “SDX”  

 
Figura 5.80. Obtención de desplazamientos en ETABS 
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Se observa que en el sentido “x” se tiene un desplazamiento de 0.3891140 cm. Se aplica la 

ley de Hooke “𝐹 = 𝑘𝑥” cuyos valores “F” y “x” acabamos de conocer, se despeja “k” quedando: 

                                                                        𝑘 =
𝐹

𝑥
                                                             (5.69) 

Sustituyendo los valores previamente obtenidos en la ecuación 5.69 para hallar la rigidez 

lateral 

𝑘𝑙𝑎𝑡 =
7157.041014

0.3891140
 

                                                              𝑘𝑙𝑎𝑡 = 18393.17273
𝑘𝑔𝑓

𝑐𝑚
                                           (5.70) 

Se sabe que el periodo puede calcularse como: 

                                                                   𝑇 = 2𝜋√
𝑚

𝑘𝑙𝑎𝑡
                                                        (5.71) 

Al principio del subcapítulo se mencionó que el valor de la masa sería de 6
𝑡𝑜𝑛𝑠2

𝑚
 sin embargo, 

como se mencionó líneas arriba, fue necesario cambiar unidades para tener una mejor visión 

de los cálculos, por ende, se usarán unidades de kg y cm, quedando la masa expresada de la 

siguiente manera: 

                                                                     𝑚 = 60
𝑘𝑔𝑠2

𝑐𝑚
                                                    (5.72) 

Sustituyendo la ecuación 5.72 en la ecuación 5.71, quedando: 

                                                                  𝑇 = 2𝜋√
60

18393.17273
                                              (5.73) 

Por tanto, el periodo tendrá un valor de: 

                                                                      𝑇 = 0.35886 𝑠                                                 (5.74) 
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Lo anterior se compara contra los resultados obtenidos en ETABS 

 

Figura 5.81. Periodo obtenido en ETAB 

Se puede observar que se obtuvieron los mismos resultados. 

Apelando nuevamente a la ley de Hooke “𝐹 = 𝑘𝑥”, y considerando que las fuerzas se 

obtuvieron de un espectro de respuesta, los desplazamientos en cuestión serán las 

respuestas máximas, quedando de la siguiente manera: 

                                                                 𝐹 = (𝑘𝑙𝑎𝑡)(𝑥𝑚á𝑥)                                                  (5.75) 
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Sustituyendo el valor del periodo obtenido en las hojas de cálculo representada por la figura 

5.57 se tiene:  

 

Figura 5.82. Sustitución del periodo en la hoja de cálculo (Excel) para los espectros de respuesta 

Haciendo las respectivas conversiones obtenemos un desplazamiento máximo de 0.388719 

cm, sustituyendo dicho valor junto con la ecuación 5.70 en la expresión 5.75: 

                                                 𝐹 = (18393.17273)(0.388719)                                            (5.76) 

Quedando una fuerza de: 

                                                                 𝐹 = 7149.77570 𝑘𝑔𝑓                                            (5.77) 

Se puede observar que el valor obtenido es bastante aproximado al resultado de la expresión 

5.68.1 que nos indica las fuerzas calculadas por ETABS. De esta manera comprobamos que 

los espectros de los subcapítulos previos fueron bien elaborados.  
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V I .  I M PL EME N T A C I ÓN  DE L  A D T H PAR A  S I S TE M AS  

D E  N  GD L  US A N D O E X C E L .  

6.1 DEFINICIÓN DE LA ESTRUCTURA 

Para realizar el análisis dinámico tiempo historia se planteará la siguiente estructura de 3 

niveles y dos crujías, con apoyos empotrados en la base y con las siguientes características: 

𝐹´𝑐 = 350
𝑘𝑔𝑓

𝑐𝑚2
 

𝐸 = 140,000√350
𝑡𝑜𝑛𝑓

𝑚2
 

𝐷𝑖𝑚𝑒𝑛𝑠𝑖𝑜𝑛𝑒𝑠 𝑑𝑒 𝑐𝑜𝑙𝑢𝑚𝑛𝑎𝑠 𝑦 𝑣𝑖𝑔𝑎𝑠 = 0.5𝑚 𝑥 0.5𝑚 

𝐿𝑜𝑛𝑔𝑖𝑡𝑢𝑑 𝑑𝑒 𝑣𝑖𝑔𝑎𝑠 = 5𝑚 

𝐿𝑜𝑛𝑔𝑖𝑡𝑢𝑑 𝑑𝑒 𝑐𝑜𝑙𝑢𝑚𝑛𝑎𝑠 = 3𝑚 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

             Figura 6.1 Presentación de la estructura para el ADTH 

6.2 CÁLCULO DE LA MATRIZ DE RIGIDEZ 

Se procederá a calcular la matriz de rigidez empleando el método de la rigidez matricial en 

Excel, para dichos fines se empezará por enumerar los grados de libertad de la estructura 

obedeciendo el siguiente orden: GDL horizontales, rotacionales, verticales, horizontales en 

apoyo y rotacionales en apoyo. El orden descrito anteriormente puede abreviarse de la 

siguiente manera: “H-R-V-HA-RA”. También se enumerarán los elementos de la estructura, 

quedando de la siguiente manera: 



116 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 6.2 Enumeración de GDL y de los elementos de la estructura para el ADTH 

Antes de abordar el cálculo en Excel es importante mencionar que, aunque no se hará la 

deducción de las matrices porque sale del alcance de esta tesis, las matrices locales de 

rigidez de columnas y vigas son las siguientes: 

Matriz de rigidez de vigas: 

                                                    

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
12𝐸𝐼𝑣

𝐿3
−
6𝐸𝐼𝑣

𝐿2
−
12𝐸𝐼𝑣

𝐿3
−
6𝐸𝐼𝑣

𝐿2

−
6𝐸𝐼𝑣

𝐿2
4𝐸𝐼𝑣

𝐿

6𝐸𝐼𝑣

𝐿2
2𝐸𝐼𝑣

𝐿

−
12𝐸𝐼𝑣

𝐿3
6𝐸𝐼𝑣

𝐿2
12𝐸𝐼𝑣

𝐿3
6𝐸𝐼𝑣

𝐿2

−
6𝐸𝐼𝑣

𝐿2
2𝐸𝐼𝑣

𝐿

6𝐸𝐼𝑣

𝐿2
4𝐸𝐼𝑣

𝐿 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

                                  (6.1) 

 

 

 

 

 

 



117 
 

Matriz de rigidez de columnas: 

                                                  

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
12𝐸𝐼𝑣

𝐿3
6𝐸𝐼𝑣

𝐿2
−
12𝐸𝐼𝑣

𝐿3
6𝐸𝐼𝑣

𝐿2

6𝐸𝐼𝑣

𝐿2
4𝐸𝐼𝑣

𝐿
−
6𝐸𝐼𝑣

𝐿2
2𝐸𝐼𝑣

𝐿

−
12𝐸𝐼𝑣

𝐿3
−
6𝐸𝐼𝑣

𝐿2
12𝐸𝐼𝑣

𝐿3
−
6𝐸𝐼𝑣

𝐿2

6𝐸𝐼𝑣

𝐿2
2𝐸𝐼𝑣

𝐿
−
6𝐸𝐼𝑣

𝐿2
4𝐸𝐼𝑣

𝐿 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

                                    (6.2) 

Posteriormente, se abre una hoja de cálculo en Excel. 

 

Figura 6.3 Hoja de Excel en blanco para el cálculo de la matriz de rigidez 

Posteriormente se ingresan los datos de entrada en Excel  

 

Figura 6.4 Datos de entrada en Excel para el cálculo de la matriz de rigidez 
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Es importante mencionar que las celdas en blanco son las que podrán ser editadas por el 

usuario mientras que las celdas en gris serán calculadas de manera automática.  

Evocando la figura 6.2 y centrando la atención en el elemento 7 (columna), se tendrá la 

siguiente configuración:  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 6.5 análisis de un elemento para el cálculo de la matriz de rigidez 

De donde se puede observar que el elemento 7 recibe el cortante 2, el momento 9, el cortante 

3 y el momento 6; es importante mantener el orden recién mencionado, es decir: considerar 

un desplazamiento lineal debido al cortante A, un desplazamiento angular debido al momento 

A, desplazamiento lineal debido al cortante B y un desplazamiento angular debido al momento 

B. Cabe mencionar, que la fuerza axial 15 no se toma en cuenta debido a las hipótesis de 

diafragma rígido que se han venido manejando desde los primeros capítulos.  

Lo anteriormente mencionado se aplica en cada uno de los elementos de la estructura en 

cuestión, dicho procedimiento se coloca en Excel declarando primeramente los elementos 

columna y posteriormente los elementos viga de la siguiente manera: 

 

Figura 6.6 Declaración de los elementos columna de la estructura en Excel para el cálculo de la matriz de rigidez 
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Figura 6.7 Declaración de los elementos viga de la estructura en Excel para el cálculo de la matriz de rigidez 

Los números en color rojo de las dos figuras previas corresponden a los GDL en cuestión, 

nótese que se respeta el orden antes mencionado (desplazamiento lineal, rotacional, lineal y 

rotacional), el espacio en blanco contendrá la matriz de rigidez local de cada elemento.  

Habiendo declarado todos los elementos de la estructura (9 columnas y 6 vigas, 15 elementos 

en total) se procederá a emplear la expresión 6.1 para calcular la matriz de rigidez de las 

columnas y la expresión 6.2 para calcular la matriz de rigidez de las vigas, quedando de la 

siguiente manera: 

 

Figura 6.8 cálculo de la matriz de rigidez de la columna en Excel para el cálculo de la matriz de rigidez global 

 

Figura 6.9 cálculo de la matriz de rigidez de la viga en Excel para el cálculo de la matriz de rigidez global 
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Posteriormente, se dimensiona el espacio que ocupara la matriz de rigidez global, esto estará 

en función de los grados de libertad que tenga la estructura, en este caso será una matriz de 

21x21 como se muestra a continuación: 

 

Figura 6.10 Dimensionamiento en Excel de la matriz de rigidez global 

Se llena la matriz de rigidez global, esto se realiza ubicando todos los GDL de las matrices 

locales de rigidez que se involucran en cada columna de la matriz de rigidez global, es decir: 

prestando atención a la columna 21 de la matriz de rigidez global (figura 6.10), se identificarán 

todos los elementos de la estructura que involucran los GDL que participan en esa columna, 

en este caso será únicamente el elemento 9 (columna) como se muestra a continuación: 

 

Figura 6.11 Identificación de los GDL en las matrices de rigidez local para llenar la matriz de rigidez global 

Es fácil observar que los GDL que se involucran con el GDL 21 son el GDL 18, 21, 1 y 12, así 

que se proceden a vaciar esos elementos en la matriz de rigidez global, todos los GDL que no 

se involucren serán cero, como se muestra a continuación: 
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Figura 6.12 Ejemplificación del llenado de la matriz de rigidez global  

De esa forma se irán llenando todos los valores faltantes quedando de la siguiente manera: 

 

Figura 6.12 Matriz de rigidez global 

Es importante mencionar que todos los GDL que se le asignaron a los apoyos se harán 

infinitamente rígidos; debido a estamos trabajando con apoyos empotrados no se permiten 

movimientos rotacionales ni lineales, para tal efecto y siguiendo la ley de Hooke, la rigidez se 

supone infinitamente rígida dado que: 

Ɵ =
𝑀

𝑘
 

Si la rigidez se supone infinitamente rígida el desplazamiento será cero, y de esa manera se 

cumplirá que no habrá desplazamientos en los apoyos. Habiendo dicho lo anterior, se procede 

a identificar los GDL correspondientes a los apoyos empotrados, dichos GDL son 13-21, a 

estos GDL se les sumará una cantidad muy grande quedando de la siguiente manera: 

 

Figura 6.13 Matriz de rigidez global con GDL infinitamente rígidos en los apoyos 
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La figura 6.13 representa la matriz de rigidez global de la estructura, por último, se procede a 

comprobar que los datos fueron bien introducidos, esto se logra demostrando que la matriz en 

cuestión es simétrica, es decir: 

                                                              [𝑘] − [𝑘]𝑇 = [0]                                                         (6.3) 

Aplicando la expresión 6.3 en Excel se tiene que: 

 

Figura 6.14 Comprobación de que la matriz de rigidez global es simétrica. 

6.3 CÁLCULO DE LA MATRIZ DE RIGIDEZ LATERAL 

Con la matriz de rigidez global previamente calculada, se procederá a realizar la 

condensación estática para la obtención de la matriz de rigidez lateral, para tales efectos se 

particionará la matriz ubicando los GDL horizontales y realizando una división en el último de 

estos, quedando de la siguiente manera: 

  

Figura 6.15 Matriz de rigidez global particionada. 

La matriz en color azul obscuro es denominada como [𝑘11], la que está en color salmón es 

denominada como [𝑘12], la que está en color verde se denomina como [𝑘21] y la que está en 

color azul claro se denomina como [𝑘22]. 

Debido al acomodo de los GDL que se realizó, la rigidez lateral se expresa como: 

                                                      [𝑘11] − [𝑘12][𝑘22]
−1[𝑘21] = [0]                                          (6.4) 
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Aplicando la expresión 6.4 en Excel se tiene que: 

 

Figura 6.16 Matriz de rigidez lateral obtenida a través de la condensación estática 

6.4 DECLARACIÓN DE LA MATRIZ DE MASA 

Debido a que la deducción de la matriz de masa se realizó en el capítulo 3 en este apartado 

sólo se declarará dicha matriz suponiendo un análisis de cargas previo para la obtención de 

masas de entrepiso, quedando de la siguiente manera: 

                                                            𝑁𝑖𝑣𝑒𝑙 1 = 3.30
𝑡𝑜𝑛𝑓𝑠2

𝑚
                                                  (6.5) 

                                                            𝑁𝑖𝑣𝑒𝑙 2 = 2.49
𝑡𝑜𝑛𝑓𝑠2

𝑚
                                                  (6.6) 

                                                            𝐴𝑧𝑜𝑡𝑒𝑎 = 1.48
𝑡𝑜𝑛𝑓𝑠2

𝑚
                                                   (6.7) 

Con los datos recién declarados de manera arbitraria, la matriz de masa queda de la siguiente 

manera:  

                                                         [𝑚] = [
3.3 0 0
0 2.49 0
0 0 1.48

]                                                (6.8) 

6.5 CÁLCULO DE EIGENVALORES, MODOS Y PERIODOS DE 
VIBRACIÓN 

Se sabe, por lo explicado en el capítulo 4, que la expresión para realizar el cálculo de los 

eigenvalores o valores propios está definida como: 

                                                                   [𝑘 − 𝑤2𝑚] = 0                                                     (6.9) 

Y también se sabe que: 

                                                                        𝑤2 = 𝜆                                                          (6.10) 

Por lo que la expresión 6.9 puede escribirse como: 

                                                                     [𝑘 − 𝑚𝜆] = 0                                                    (6.11) 

Sustituyendo los valores de la rigidez lateral (figura 6.16) y la matriz de masa (expresión 6.8) 

en la expresión 6.11 se tiene: 
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Figura 6.17 aplicación de la expresión  [𝑘 − 𝑚𝜆] = 0 para el cálculo de los eigenvalores en Excel 

De la figura 6.17 se obtiene la siguiente matriz 

                       

[
 
 
 
 
31683.3818 − 3.3𝜆 −17778.68685 3509.733584

−17778.68685 25441.18368 − 2.49𝜆 −11946.41091

3509.733584 −11946.41091 9005.895774 − 1.48𝜆]
 
 
 
 

        (6.12)                                    

Se obtiene el determinante de la expresión 6.12: 

−12.16116𝜆3 + 315015.78527743𝜆2 − 1690122164.59258573𝜆 + 1068454128455.31580178 = 0 

            (6.13)  

Resolviendo la expresión 6.13 queda: 

                                                             𝜆1 = 728.2449767                                                    (6.14) 

                                                             𝜆2 = 6439.084387                                                   (6.15) 

                                                             𝜆3 = 18736.10298                                                   (6.16) 

Devolviendo el cambio de variable indicado en la expresión 6.10 se tiene: 

                                                                       𝑤 = √𝜆                                                           (6.17) 

Por tanto: 

                                                             𝑤1 = 26.98601446
𝑟𝑎𝑑

𝑠
                                           (6.17.1) 

                                                             𝑤2 = 80.24390561
𝑟𝑎𝑑

𝑠
                                          (6.17.2) 

                                                             𝑤3 = 136.8798852
𝑟𝑎𝑑

𝑠
                                          (6.17.3) 

Las expresiones 6.14, 6.15 y 6.16 representan los eigenvalores; a continuación, se procederá 

a calcular los periodos respectivos, sabiendo que este se representa como: 

𝑇 =
2𝜋

𝑤
 

Por tanto: 

                                                             𝑇1 = 0.232831169 𝑠                                                 (6.18) 

                                                             𝑇2 = 0.07830109 𝑠                                                  (6.19) 
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                                                             𝑇3 = 0.045902912 𝑠                                                (6.20) 

6.6 CÁLCULO DE EIGENVECTORES Y MATRIZ MODAL 

Con lo visto en el capítulo 4 se procederá a calcular los eigenvectores de la siguiente manera: 

                                          [

𝑘11 − 𝜆1𝑚1 𝑘12 𝑘13
𝑘21 𝑘22 − 𝜆1𝑚2 𝑘23
𝑘31 𝑘32 𝑘33 − 𝜆1𝑚3

] {
Φ11
Φ21

Φ31

} = {
0
0
0
}                  (6.21) 

                                          [

𝑘11 − 𝜆2𝑚1 𝑘12 𝑘13
𝑘21 𝑘22 − 𝜆2𝑚2 𝑘23
𝑘31 𝑘32 𝑘33 − 𝜆2𝑚3

] {
Φ12
Φ22

Φ32

} = {
0
0
0
}                  (6.22) 

                                          [

𝑘11 − 𝜆3𝑚1 𝑘12 𝑘13
𝑘21 𝑘22 − 𝜆3𝑚2 𝑘23
𝑘31 𝑘32 𝑘33 − 𝜆3𝑚3

] {
Φ13
Φ23

Φ33

} = {
0
0
0
}                  (6.23) 

Sustituyendo los valores de la figura 6.16 (figura que representa la rigidez lateral), la expresión 

6.8 (expresión que representa la matriz de masa) y las expresiones 6.14-6.16 se obtendrá lo 

siguiente para 𝜆1: 

[

31683.381 − (728.24497)(3.3) −17778.68685 3509.733584
−17778.68685 25441.183 − (728.24497)(2.49) −11946.41091

3509.733584 −11946.41091 9005.8957 − (728.24497)(1.48)
] {

Φ11

Φ21

Φ31

} = {
0
0
0
}

            

                                [
29280.17338 −17778.68685 3509.733584
−17778.68685 23627.85369 −11946.41091
3509.733584 −11946.41091 7928.093209

] {
Φ11
Φ21

Φ31

} = {
0
0
0
}          (6.24) 

Para 𝜆2 se tiene: 

[

31683.381 − (6439.0843)(3.3) −17778.68685 3509.733584
−17778.68685 25441.183 − (6439.0843)(2.49) −11946.41091

3509.733584 −11946.41091 9005.8957 − (6439.0843)(1.48)
] {

Φ12
Φ22

Φ32

} = {
0
0
0
} 

                             [
10434.40333 −17778.68685 3509.733584
−17778.68685 9407.863558 −11946.41091
3509.733584 −11946.41091 −523.9491183

] {
Φ12
Φ22

Φ32

} = {
0
0
0
}             (6.25) 

Para 𝜆3 se tiene: 

[

31683.381 − (18736.102)(3.3) −17778.68685 3509.733584
−17778.68685 25441.183 − (18736.102)(2.49) −11946.41091

3509.733584 −11946.41091 9005.8957 − (18736.102)(1.48)
] {

Φ13
Φ23

Φ33

} = {
0
0
0
} 

                             [
−30145.75803 −17778.68685 3509.733584
−17778.68685 −21211.71274 −11946.41091
3509.733584 −11946.41091 −18723.53664

] {
Φ13
Φ23

Φ33

} = {
0
0
0
}             (6.26) 
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A continuación, se realizarán los cálculos correspondientes al modo 1: 

La expresión 6.24 puede expresarse de la siguiente manera: 

                             29280.17338Φ11 − 17778.68685Φ21 + 3509.733584Φ31 = 0                 (6.27) 

                           −17778.68685Φ11 + 23627.85369Φ21 − 11946.41091Φ31 = 0                 (6.28) 

                              3509.733584Φ11 − 11946.41091Φ21 + 7928.093209Φ31 = 0                (6.29) 

Asignándole un valor unitario a Φ11 a las expresiones 6.27, 6.28 y 6.29 se tiene: 

                                −17778.68685Φ21 + 3509.733584Φ31 = 29280.17338                        (6.30) 

                                 23627.85369Φ21 − 11946.41091Φ31 = −17778.68685                       (6.31) 

                                 −11946.41091Φ21 + 7928.093209Φ31 = 3509.733584                       (6.32) 

Se resuelve el sistema de ecuaciones que involucra a las expresiones 6.30-6.32 obteniendo 

los siguientes resultados: 

 Φ11 = 1                                                                    (6.33) 

                                                             Φ21 = 2.21987                                                         (6.34) 

                                                             Φ31 = 2.9023                                                           (6.35) 

Se realiza el mismo procedimiento para el modo 2: 

La expresión 6.25 puede expresarse de la siguiente manera: 

                             10434.40333Φ12 − 17778.68685Φ22 + 3509.733584Φ32 = 0                 (6.36) 

                          −17778.68685Φ12 + 9407.863558Φ22 − 11946.41091Φ32 = 0                  (6.37) 

                             3509.733584Φ12 − 11946.41091Φ22 − 523.9491183Φ32 = 0                 (6.38) 

Asignándole un valor unitario a Φ12 a las expresiones 6.36, 6.37 y 6.38 y resolviendo el 

sistema de ecuaciones generado por dichas expresiones, se tiene: 

 Φ12 = 1                                                                    (6.39) 

                                                             Φ22 = 0.3470                                                           (6.40) 

                                                             Φ32 = −1.2148                                                        (6.41) 
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Se realiza el mismo procedimiento para el modo 3: 

La expresión 6.26 puede expresarse de la siguiente manera: 

                            −30145.75803Φ13 − 17778.68685Φ23 + 3509.733584Φ33 = 0                (6.42) 

                             −17778.68685Φ13 − 21211.71274Φ23 − 11946.41091Φ33 = 0               (6.43) 

                               3509.733584Φ13 − 11946.41091Φ23 − 18723.53664Φ33 = 0               (6.44) 

Asignándole un valor unitario a Φ13 a las expresiones 6.42, 6.43 y 6.44 y resolviendo el 

sistema de ecuaciones generado por dichas expresiones, se tiene: 

 Φ13 = 1                                                                    (6.45) 

                                                             Φ23 = −1.4730                                                        (6.46) 

                                                             Φ33 = 1.1273                                                           (6.47) 

Las expresiones (6.33, 6.34 y 6.35 = modo 1), (6.39, 6.40, 6.41 = modo 2), (6.45, 6.46 y 6.47 = 

modo 3) son los eigenvectores, mismos que se graficarán junto con su nivel correspondiente, 

quedando de la siguiente manera: 

 

Figura 6.18. Gráfica del modo 1 en Excel 
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Figura 6.18. Gráfica del modo 2 en Excel 

 

 

 

 

Figura 6.18. Gráfica del modo 3 en Excel 
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Por lo visto en capítulos anteriores, se sabe que la matriz modal, para este caso, se expresa 

como:  

                                                       [Φ] = [{Φ1} + {Φ2} + {Φ3}]                                            (6.48) 

Expresando la ecuación 6.48 en su forma expandida: 

                                                       [Φ] = [{
Φ11
Φ21

Φ31

} + {
Φ12
Φ22

Φ32

} + {
Φ13
Φ23

Φ33

}]                                      (6.49) 

Sustituyendo los valores 6.33-3.36, 6.39-6.41 y 6.45-6.47 en la expresión 6.49 se tiene: 

                                            [Φ] = [{
1

2.21987
2.9023

} + {
1
0.34

−1.2148
} + {

1
−1.4730
1.1273

}]                            (6.50) 

6.7 CÁLCULO DE LAS MATRICES DIAGONALIZADAS [𝜙]𝑇[𝐾𝐿𝐴𝑇][𝜙], 
[𝜙]𝑇[𝑀][𝜙] 

Para empezar a explicar este tema será necesario acudir a la superposición modal, que 

consiste en desacoplar un sistema masa resorte de MGDL para facilitar la ecuación diferencial 

matricial-vectorial del movimiento: 

                                                      [𝑀]{𝑥̈} + [𝐶]{𝑥̇} + [𝐾]{𝑥} = {𝑃}                                      (6.51) 

A continuación, se mostrará de manera esquemática la diferencia entre un sistema acoplado y 

uno desacoplado: 

 

 

Figura 6.19. Sistema acoplado y desacoplado 
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La ecuación 6.51, que se ha estudiado en repetidas ocasiones a lo largo de esta tesis, 

representa la ecuación diferencial matricial-vectorial del movimiento de un sistema acoplado 

(EDMVMSA), pero si se pretende resolver dicha ecuación en un sistema de MGDL será 

necesario descomponer el sistema en subsistemas aparentemente individuales, esto se logra 

a través de una diagonalización de matrices que estará sujeta a cantidades modales, cuyos 

parámetros son: 

𝑞1 = 𝑑𝑒𝑠𝑝𝑙𝑎𝑧𝑎𝑚𝑖𝑒𝑛𝑡𝑜 𝑚𝑜𝑑𝑎𝑙 

𝑞̇1 = 𝑣𝑒𝑙𝑜𝑐𝑖𝑑𝑎𝑑 𝑚𝑜𝑑𝑎𝑙 

𝑞1̈ = 𝑎𝑐𝑒𝑙𝑒𝑟𝑎𝑐𝑖ó𝑛 𝑚𝑜𝑑𝑎𝑙 

Teniendo una reescritura de la ecuación 6.51 como: 

                                                  [𝑀]𝐷{𝑞̈} + [𝐶]𝐷{𝑞̇} + [𝐾]𝐷{𝑞} = {𝑃}𝐷                                   (6.52) 

Para pasar de un sistema acoplado a uno desacoplado se usará la matriz modal “[Φ]” 

teniendo en cuenta la siguiente equivalencia: 

                                            {𝑐𝑎𝑛𝑡𝑖𝑑𝑎𝑑 𝑟𝑒𝑙𝑎𝑡𝑖𝑣𝑎} = [Φ]{𝑐𝑎𝑛𝑡𝑖𝑑𝑎𝑑 𝑚𝑜𝑑𝑎𝑙}                           (6.53) 

Donde: 

{𝑐𝑎𝑛𝑡𝑖𝑑𝑎𝑑 𝑟𝑒𝑙𝑎𝑡𝑖𝑣𝑎} = 

{𝑥} 

{𝑥̇} 

{𝑥̈} 

[Φ] = 𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑧 𝑚𝑜𝑑𝑎𝑙 

{𝑐𝑎𝑛𝑡𝑖𝑑𝑎𝑑 𝑚𝑜𝑑𝑎𝑙} = 

{𝑞} 

{𝑞̇} 

{𝑞̈} 

Quedando la ecuación 6.51 de la siguiente manera: 

                                               [𝑀][Φ]{𝑞̈} + [𝐶][Φ]{𝑞̇} + [𝐾][Φ]{𝑞} = {𝑃}                              (6.54) 

Se debe tener en cuenta que hasta el momento solo se han hecho algunas equivalencias y 

sustituciones, pero no se ha diagonalizado la ecuación; para tales fines se deberá 

premultiplicar la matriz no diagonalizada por la matriz modal transpuesta y multiplicarla por la 

matriz modal, es decir: 
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                                         [𝑀𝑎𝑡𝑟𝑖𝑧 𝑑𝑖𝑎𝑔𝑜𝑛𝑎𝑙] = [Φ]𝑇[𝑀𝑎𝑡𝑟𝑖𝑧 𝑛𝑜 𝑑𝑖𝑎𝑔𝑜𝑛𝑎𝑙][Φ]                    (6.55) 

Aplicando la ecuación 6.55 en la ecuación 6.51 se tendrán las siguientes equivalencias: 

                                                                [𝑀]𝐷 = [Φ]𝑇[𝑀][Φ]                                               (6.56) 

                                                                [𝐶]𝐷 = [Φ]
𝑇[𝐶][Φ]                                                (6.57) 

                                                                [𝐾]𝐷 = [Φ]𝑇[𝐾][Φ]                                                (6.58) 

Quedando la ecuación 6.54 como: 

                                     [Φ]𝑇[𝑀][Φ]{𝑞̈} + [Φ]𝑇[𝐶][Φ]{𝑞̇} + [Φ]𝑇[𝐾][Φ]{𝑞} = {𝑃}                  (6.59) 

Reescribiendo la ecuación 6.59 y recordando que el vector de fuerzas también debe 

multiplicarse por la matriz modal transpuesta: 

                                                     [𝑀]𝐷{𝑞̈} + [𝐶]𝐷{𝑞̇} + [𝐾]𝐷{𝑞} = [Φ]
𝑇{𝑃}                           (6.60) 

A continuación, se expresará la ecuación 6.60 en su forma expandida, que para este caso 

será un sistema de 3GDL 

                     [
𝑚1 0 0
0 𝑚2 0
0 0 𝑚3

]

𝐷

{

𝑞̈1
𝑞̈2
𝑞̈3

} + [
𝑐1 0 0
0 𝑐2 0
0 0 𝑐3

]

𝐷

{

𝑞̇1
𝑞̇2
𝑞̇3

} + [

𝑘1 0 0
0 𝑘2 0
0 0 𝑘3

]

𝐷

{

𝑞1
𝑞2
𝑞3
} = {

𝑝1
𝑝2
𝑝3
}

𝐷

       (6.61) 

Nótese que a todas las matrices se les pone el subíndice “D” para indicar que los miembros 

de esas matrices son diferentes a las matrices del sistema acoplado. Para notar dicha 

diferencia se expresará la ecuación 6.51en su forma expandida: 

                    [
𝑚1 0 0
0 𝑚2 0
0 0 𝑚3

] {
𝑥̈1
𝑥̈2
𝑥̈3

} + [

𝑐11 𝑐12 𝑐13
𝑐21 𝑐22 𝑐23
𝑐31 𝑐32 𝑐33

] {
𝑥̇1
𝑥̇2
𝑥̇3

} + [

𝑘11 𝑘12 𝑘13
𝑘21 𝑘22 𝑘23
𝑘31 𝑘32 𝑘33

] {

𝑥1
𝑥2
𝑥3
} = {

𝑝1
𝑝2
𝑝3
}       (6.62) 

Habiendo mostrado la diferencia entre ambos sistemas, se procederá a escribir la ecuación 

6.61 en su forma algebraica: 

                                                   𝑚𝐷1(𝑞̈1) + 𝐶𝐷1(𝑞̇1) + 𝑘𝐷1(𝑞1) = 𝑃𝐷1                                   (6.63) 

                                                   𝑚𝐷2(𝑞̈2) + 𝐶𝐷2(𝑞̇2) + 𝑘𝐷1(𝑞2) = 𝑃𝐷2                                   (6.64) 

                                                   𝑚𝐷3(𝑞̈3) + 𝐶𝐷3(𝑞̇3) + 𝑘𝐷3(𝑞3) = 𝑃𝐷3                                   (6.65) 
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Dividiendo las ecuaciones 6.63, 6.64 y 6.65 entre la masa y haciendo las respectivas 

asociaciones que se han explicado en otros capítulos, se tiene: 

                                                   (𝑞̈1) + 2𝜉𝑤1(𝑞̇1) + 𝑤1
2(𝑞1) =

𝑃𝐷1

𝑚𝐷1
                                       (6.66) 

                                                   (𝑞̈2) + 2𝜉𝑤2(𝑞̇2) + 𝑤2
2(𝑞2) =

𝑃𝐷2

𝑚𝐷2
                                      (6.67) 

                                                   (𝑞̈3) + 2𝜉𝑤3(𝑞̇3) + 𝑤3
2(𝑞3) =

𝑃𝐷3

𝑚𝐷3
                                      (6.68) 

Se procede a obtener la matriz de masa diagonalizada sustituyendo las expresiones 6.8 (que 

representa la matriz de masa) y 6.50 (que representa la matriz modal) así como la transpuesta 

de la misma, en la ecuación 6.56 

      [𝑀]𝐷 = [
1

2.21987
2.9023

1
0.34

−1.2148

1
−1.4730
1.1273

]

𝑇

[
3.3 0 0
0 2.49 0
0 0 1.48

] [
1

2.21987
2.9023

1
0.34

−1.2148

1
−1.4730
1.1273

]   

                                                     (6.68.1) 

Resolviendo la expresión 6.68.1 se tiene: 

                                             [𝑀]𝐷 = [
28.04 0 0
0 5.78 0
0 0 10.58

]                                               (6.68.2) 

Posteriormente se obtiene la matriz de rigidez diagonalizada sustituyendo los valores de la 

figura 6.16 (que representa la matriz de rigidez lateral) y 6.50 (que representa la matriz modal) 

así como la transpuesta de la misma, en la ecuación 6.58 

      [𝐾]𝐷 = [
1

2.21987
2.9023

1
0.34

−1.2148

1
−1.4730
1.1273

]

𝑇

[
31683.3818 −17778.68685 3509.733584
−17778.68685 25441.18368 −11946.41091
3509.733584 −11946.41091 198302.47

] [
1

2.21987
2.9023

1
0.34

−1.2148

1
−1.4730
1.1273

]   

                                                     (6.68.3) 

Resolviendo la expresión 6.88.3 se tiene 

                                     [𝐾]𝐷 = [
20417.88 0 0

0 37245.80 0
0 0 198302.47

]    (6.68.4) 
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6.8 AMORTIGUAMIENTO DE RAYLEIGH Y AMORTIGUAMIENTO 
CONSTANTE 

Previamente, se estudió la importancia de la superposición modal para desacoplar sistemas a 

través de la diagonalización de las matrices “[𝑀]” y “[𝐾]” sin embargo, para llevar a cabo este 

proceso en la matriz de amortiguamiento “[𝐶]” se necesita tener en cuenta otras 

consideraciones.  

Estas consideraciones recaen en dos métodos diferentes, el primero es el amortiguamiento de 

Rayleigh comúnmente usado cuando el análisis no es lineal o cuando la estructura tiene 

amortiguamiento no clásico, es decir: cuando el sistema estructural presenta diferentes 

materiales y por ende diferentes amortiguamientos.  

Rayleigh considera que el amortiguamiento es proporcional a la masa y a la rigidez, por tanto, 

se harán las siguientes hipótesis: 

                                                                    𝑐 = 𝑎0(𝑚)                                                         (6.69) 

                                                                    𝑐 = 𝑎1(𝑘)                                                          (6.70) 

Escribiendo la ecuación 6.69 en términos modales 

                                                            [𝐶]𝐷 = 𝑎0[Φ]
𝑇[𝑀][Φ]                                                (6.71) 

Pudiendo escribir la ecuación 6.71 como: 

                                                                  [𝐶]𝐷 = 𝑎0[𝑀]𝐷                                                    (6.72) 

Se sabe que la razón de amortiguamiento puede expresarse como: 

                                                                     𝜉 =
𝑐

2𝑚𝑤
                                                            (6.73) 

Expresando la ecuación 6.73 en términos modales: 

                                                                    𝜉𝑖 =
[𝐶]𝐷

2[𝑀]𝐷𝑤𝑖
                                                        (6.74) 

 

Sustituyendo la ecuación 6.72 en la ecuación 6.74 

                                                                    𝜉𝑖 =
𝑎0[𝑀]𝐷

2[𝑀]𝐷𝑤𝑖
                                                        (6.75) 

Simplificando: 

                                                                       𝜉𝑖 =
𝑎0

2𝑤𝑖
                                                          (6.76) 
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Despejando “𝑎0” de la ecuación 6.76 

                                                                     𝑎0 = 2𝑤𝑖𝜉𝑖                                                        (6.77) 

Ahora se analizará el amortiguamiento proporcional a la rigidez correspondiente al segundo 

término de la ecuación 6.70, reescribiéndola en términos modales: 

                                                            [𝐶]𝐷 = 𝑎1[Φ]
𝑇[𝐾][Φ]                                                (6.78) 

Pudiendo escribir la ecuación 6.78 como: 

                                                                  [𝐶]𝐷 = 𝑎0[𝐾]𝐷                                                     (6.79) 

Se sabe que: 

𝑤2 =
𝑘

𝑚
 

Por tanto: 

                                                                     𝑘 = 𝑤2𝑚                                                          (6.80) 

Sustituyendo la ecuación 6.80 en términos modales en la ecuación 6.79 

                                                                  [𝐶]𝐷 = 𝑎1𝑤
2
𝑖[𝑀]𝐷                                               (6.81) 

Sustituyendo la ecuación 6.81 en la ecuación 6.74 

                                                                   𝜉𝑖 =
𝑎1𝑤

2
𝑖[𝑀]𝐷

2[𝑀]𝐷𝑤𝑖
                                                      (6.82) 

Simplificando la ecuación 6.81 

                                                                       𝜉𝑖 =
𝑎1𝑤𝑖

2
                                                         (6.83) 

Despejando “𝑎1” de la ecuación 6.83 

                                                                       𝑎1 =
2𝜉𝑖

𝑤𝑖
                                                          (6.84) 

Considerando las hipótesis iniciales (ecuación 6.69 y 6.70) desarrolladas en las ecuaciones 

6.76 y 6.83, la razón de amortiguamiento modal se puede escribir como 

                                                             𝜉𝑖 =
𝑎0

2𝑤𝑖
+
𝑎1𝑤𝑖

2
                                                          (6.85) 

La expresión 6.85 representa el amortiguamiento del modo “i”, pero para calcular la matriz de 

amortiguamiento de Rayleigh es necesario considerar dos modos de vibrar conocidos, si 

suponemos la misma razón de amortiguamiento para ambos modos los coeficientes “𝑎0” y “𝑎1” 

se calcularán a través de las siguientes expresiones: 
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                                                                𝑎0 =
𝜉(2𝑤𝑖𝑤𝑗)

𝑤𝑖+𝑤𝑗
                                                          (6.86) 

                                                                 𝑎1 =
𝜉(2)

𝑤𝑖+𝑤𝑗
                                                            (6.87) 

Habiendo resuelto las hipótesis expresadas en las ecuaciones 6.69 y 6.70, la matriz de 

amortiguamiento de Rayleigh queda de la siguiente manera: 

                                                          [𝐶]𝐷 = 𝑎0[𝑀]𝐷 + 𝑎1[𝐾]𝐷                                             (6.88) 

Se recomienda que los valores de las frecuencias sean del primer y del último modo de vibrar 

de la estructura en cuestión. 

El amortiguamiento constante supone que toda la estructura tiene las mismas condiciones 

constructivas, es decir: toda la estructura está construida con los mismos materiales, se 

contemplan las pérdidas por fricción entre conexiones, se van a presentar los mismos 

esfuerzos en los elementos no estructurales, etc., sin embargo, esas condiciones difícilmente 

se podrán cumplir en forma física, por tanto, se dice que la matriz clásica de amortiguamiento 

se usa para sistemas idealizados.  

Este amortiguamiento constante se deduce de la siguiente manera; se sabe que el 

amortiguamiento “c” esta expresado como: 

                                                                       𝑐 = 2𝜉𝑤𝑚                                                      (6.89) 

Considerando que 𝑤 = √
𝑘

𝑚
 y haciendo operaciones algebraicas en la ecuación 6.90, se tiene 

que: 

                                                                     𝑐 = 2𝜉√
𝑘

𝑚
𝑚                                                     (6.90) 

                                                                    𝑐 = 2𝜉 (
√𝑘

√𝑚
)𝑚                                                      

                                                                    𝑐 = 2𝜉(√𝑘)(𝑚
−
1

2)𝑚                                                      

                                                                    𝑐 = 2𝜉(√𝑘)(√𝑚)                                                      

                                                                    𝑐 = 2𝜉(√𝑘𝑚)                                                    (6.91) 

La expresión 6.91 pone el amortiguamiento en función de la rigidez y la masa, sin embargo, 

es necesario poner esta expresión en términos modales, es decir: se considera una rigidez 

modal y una masa modal, quedando de la siguiente manera: 

                                                                𝑐 = 2𝜉(√𝑘𝑖𝐷𝑚𝑖𝐷)                                                  (6.92) 
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Se sabe que una característica de cualquier matriz diagonalizada es que todos sus valores 

son cero, exceptuando su diagonal principal; y el tamaño de dicha matriz dependerá del 

número de GDL en cuestión, que para el sistema con el que se está trabajando desde inicios 

de este capítulo son 3GDL; considerando lo anterior, se afirma que la matriz de 

amortiguamiento diagonalizada puede expresarse genéricamente de la siguiente manera: 

                                                        [𝐶]𝐷 = [
𝑐1 0 0
0 𝑐2 0
0 0 𝑐3

]                                                     (6.93) 

Sustituyendo la expresión 6.92 en la ecuación 6.93 

                          [𝐶]𝐷 = [

2𝜉(√𝑘1𝐷𝑚1𝐷) 0 0

0 2𝜉(√𝑘2𝐷𝑚2𝐷) 0

0 0 2𝜉(√𝑘3𝐷𝑚3𝐷)

]                            (6.94) 

La expresión 6.94 representa la matriz de amortiguamiento constante diagonalizada 

6.9 CÁLCULO DE LA MATRIZ DE AMORTIGUAMIENTO 
DIAGONALIZADA [𝜙]𝑇[𝐶][𝜙] Y DEL VECTOR DE FUERZA [𝜙]𝑇{𝑃} 

A continuación, se procederá a calcular la matriz de amortiguamiento de Rayleigh para la 

estructura que se está trabajando, para tales fines se extraerán los valores de las frecuencias 

naturales de la estructura previamente calculadas y representadas por las expresiones 6.17.1 

y 6.17.3, se considerará un amortiguamiento clásico tomando un valor de 𝜉 = 0.05 para 

ambos modos y se procederá a calcular los valores de “𝑎0” y “𝑎1”, sustituyendo las 

expresiones antes mencionadas en las ecuaciones 6.86 y 6.87, quedando de la siguiente 

manera: 

                                                             𝑤1 = 26.98601446                                                   

                                                             𝑤3 = 136.8798852                                                 

                                               𝑎0 =
(0.05)((2)(26.98601446)(136.8798852))

26.98601446+136.8798852
                                       (6.95) 

                                                              𝑎0 = 2.254186                                                        (6.96) 

                                                    𝑎1 =
(0.05)(2)

26.98601446+136.8798852
                                                 (6.97) 

                                                               𝑎1 = 0.00061026                                                   (6.98) 

Se procede a sustituir las expresiones 6.68.2 (que representa la matriz de masa 

diagonalizada), y 6.68.4 (que representa la matriz de rigidez diagonalizada), así como los 

valores de las ecuaciones 6.96 y 6.98 (que representan el valor de “𝑎0” y “𝑎1”) en la ecuación 

6.88 para hallar la matriz de amortiguamiento diagonalizada de Rayleigh. 
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  [𝐶]𝐷 = (2.254186) [
28.04 0 0
0 5.78 0
0 0 10.58

] + (0.00061026) [
20417.88 0 0

0 37245.80 0
0 0 198302.47

] 

              (6.99) 

Resolviendo la expresión 6.99 se tiene que la matriz de amortiguamiento diagonalizada es: 

                                                [𝐶]𝐷 = [
75.66 0 0
0 35.77 0
0 0 144.87

]                                          (6.100) 

Para calcular el vector de fuerza es necesario evocar alguna de las ecuaciones 6.66, 6.67 o 

6.68, en este caso será la ecuación 6.66 

                                                   (𝑞̈1) + 2𝜉𝑤1(𝑞̇1) + 𝑤1
2(𝑞1) =

𝑃𝐷1

𝑚𝐷1
                                        

Y se hará la siguiente equivalencia: 

                                                                     ɼ =
𝑃𝐷1

𝑚𝐷1
                                                           (6.101) 

En donde “ɼ” se define como: 

                                                                     ɼ𝑖 =
[Φ𝑖]

𝑇[𝑀]{1}

[Φ𝑖]
𝑇[𝑀][Φ𝑖]

                                                (6.102) 

Cabe aclarar que la matriz de masa expresada en la ecuación 6.102 no es la diagonalizada, 

sino la que se obtiene directamente de la estructura, la expresión 6.102 será tan grande como 

GDL se estén trabajando, en este caso la estructura que se está trabajando contiene 3GDL, 

teniendo 3 valores diferentes de “ɼ”. 

Particularizando un poco más la ecuación 6.102 para el primer valor de “ɼ” se tiene:  

                                                                     ɼ1 =
[Φ1]

𝑇[𝑀]{1}

[Φ1]𝑇[𝑀][Φ𝑖]
                                               (6.103) 

Se evocará la ecuación 6.50 perteneciente a la matriz modal, recordando que la primera 

columna corresponde al vector modal 1 “Φ1”, la segunda columna corresponde al vector 

modal 2 “Φ2” y la tercera columna corresponde al vector modal 3 “Φ3” 

[Φ] = [{
1

2.21987
2.9023

} + {
1
0.34

−1.2148
} + {

1
−1.4730
1.1273

}] 

Dicho lo anterior, se sustituirán la expresión 6.8 (que representa a la matriz de masa) y los 

vectores modales correspondientes para cada valor de gama quedando de la siguiente 

manera: 
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                                                  ɼ1 =
{

1
2.21987
2.9023

}

𝑇

[
3.3 0 0
0 2.49 0
0 0 1.48

]{
1
1
1
}

{
1

2.21987
2.9023

}

𝑇

[
3.3 0 0
0 2.49 0
0 0 1.48

]{
1

2.21987
2.9023

}

                                     (6.104) 

                                                  ɼ2 =
{

1
0.34

−1.2148
}

𝑇

[
3.3 0 0
0 2.49 0
0 0 1.48

]{
1
1
1
}

{
1

0.34
−1.2148

}

𝑇

[
3.3 0 0
0 2.49 0
0 0 1.48

]{
1
0.34

−1.2148
}

                                    (6.105) 

                                                  ɼ3 =
{

1
−1.4730
1.1273

}

𝑇

[
3.3 0 0
0 2.49 0
0 0 1.48

]{
1
1
1
}

{
1

−1.4730
1.1273

}

𝑇

[
3.3 0 0
0 2.49 0
0 0 1.48

]{
1

−1.4730
1.1273

}

                                    (6.106) 

Resolviendo las expresiones 6.104, 6.105 y 6.106 se tendrán los siguientes valores de gama 

                                                                  ɼ1 = 0.468055983                                             (6.107) 

                                                                  ɼ2 = 0.409068077                                             (6.108) 

                                                                  ɼ3 = 0.12287594                                               (6.109) 

Las ecuaciones 6.107, 6.108 y 6.109 representan las expresiones asociadas al vector de 

fuerza, mismas que deben cumplir la siguiente igualdad: 

                                                                      ∑ ɼ𝑖 ≥ 0.9𝑛
𝑖=1                                                   (6.110) 

En donde n=número de GDL. Aplicando la ecuación 6.110 a las ecuaciones 6.107, 6.108 y 

6.109 se tiene: 

                                             0.468055983 + 0.409068077 + 0.12287594 = 1                   (6.111) 

Lo que indica que la igualdad se cumple y se tiene una adecuada participación modal de 

masas. 
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6.10 DEFINICIÓN DE ACELEROGRAMA 

Al ocurrir un sismo se libera una cantidad muy grande de energía, misma que es transmitida 

mediante ondas sísmicas que recorren determinada zona de la corteza terrestre dependiendo 

del epicentro del sismo. Las rocas, y demás material que compone la corteza terrestre, son el 

medio por el que viajan las ondas sísmicas, pero estás se disipan a medida que se alejan del 

punto de liberación de energía. 

Las ondas sísmicas se clasifican de la siguiente manera: 

• Primarias: Es considerada una onda interna y se desplaza de manera longitudinal, lo 

que provoca dilatación y comprensión en el sentido en el que viaja. Su comportamiento 

es similar a las ondas sonoras, lo que provoca que al llegar a la superficie una parte de 

estas ondas sean disipadas en la atmósfera y puedan ser audible. La velocidad de 

propagación de este tipo de onda es de 5km/s 

• Secundaria: Es considerada una onda interna y se caracterizan principalmente por su 

efecto cortante y viaje de manera transversal sobre las rocas, lo que hace que no 

pueda desplazarse sobre fluidos. Generalmente, la amplitud de este tipo de ondas es 

mucho mayor que las ondas primarias y esto provoca que sus efectos se sientan de 

manera más fuerte. Su velocidad de propagación es de 3km/s 

• Superficiales: este tipo de onda viaje sobre la superficie de la corteza terrestre y se 

divide en dos: 

o Love: Son muy parecidas a las ondas secundarias, su única diferencia es que no 

tienen un desplazamiento vertical, lo que provoca que el suelo se mueva de 

manera lateral, afectando principalmente los cimientos de la estructura. Se 

propagan a una velocidad de 1 a 4.5 km/s 

o Rayleigh: Este tipo de ondas se asemejan mucho a las olas marítimas, tienen un 

desplazamiento vertical y horizontal formando movimientos elípticos y tiene una 

velocidad de 1 a 4 km/s 

Todo lo descrito anteriormente provoca que el terreno se desplace con cierta aceleración, 
para medir dicha aceleración en necesario instrumentar el suelo que se desea estudiar 
mediante acelerógrafos, estos equipos tomarán los registros de la aceleración durante el 
tiempo que dure la misma.  

Dichos registros suelen hacerse en un intervalo de 0.01-0.02s y se dividen en tres canales, 

según el sentido en el que se desplacen:  

• Canal 1: V 

• Canal 2: N90E 

• Canal 3: N00E 

 



140 
 

Al graficar estos valores se obtiene un acelerograma. A continuación, se mostrará el 

acelerograma con el que se ha estado trabajando esta tesis, correspondiente a los registros 

del sismo del 19 de septiembre de 1985 en México, medido por la estación SCT tomando el 

canal 3 N00E 

 

    Figura 6.20. Acelerograma del sismo del 19 de septiembre de 1985 en México, medido por la estación SCT tomando el canal 3 N00E 

6.11 OBTENCIÓN DE DESPLAZAMIENTOS MODALES (Q(T)) 

Para calcular los desplazamientos modales, primero hay que obtener las frecuencias modales 

y los periodos modales, representadas respectivamente por las siguientes expresiones: 

                                                                    𝑤𝑖𝐷 = √
𝑘𝑖𝐷

𝑚𝑖𝐷
                                                     (6.112) 

                                                                   𝑇𝑖𝐷 =
2𝜋

𝑤𝑖𝐷√1−𝜉
                                                    (6.113) 

Debido a que la estructura que se está analizando es de 3GDL, como ya se ha mencionado 

en repetidas ocasiones, se obtendrán 3 frecuencias modales y 3 periodos modales. A 

continuación, se expresará la ecuación 6.112 de manera más particular 

                                                                    𝑤1𝐷 = √
𝑘1𝐷

𝑚1𝐷
                                                    (6.114) 

Sustituyendo los valores de las ecuaciones 6.68.2 (correspondiente a la matriz de masa 

diagonalizada) y 6.68.4 (correspondiente a la matriz de rigidez diagonalizada) en la ecuación 

6.114 

                                                                𝑤1𝐷 = √
20417.88

28.04
                                                   (6.115) 
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Resolviendo la ecuación 6.115 

                                                                   𝑤1𝐷 = 26.984
𝑟𝑎𝑑

𝑠
                                              (6.116) 

Se realiza el mismo procedimiento para calcular la frecuencia modal 2 y la frecuencia modal 3, 

obteniendo los siguientes resultados 

                                                               𝑤2𝐷 = 80.24390561
𝑟𝑎𝑑

𝑠
                                        (6.117) 

                                                              𝑤3𝐷 = 136.8798852
𝑟𝑎𝑑

𝑠
                                         (6.118) 

Se proceden a calcular los periodos modales 1,2 y 3 sustituyendo las expresiones 6.116, 

6.117 y 6.118 (correspondientes a las frecuencias modales) en la ecuación 6.113 de manera 

respectiva, obteniendo los siguientes valores: 

                                                                𝑇1𝐷 = 0.233122755 𝑠                                          (6.119) 

                                                                𝑇2𝐷 = 0.078399151 𝑠                                          (6.120) 

                                                                𝑇3𝐷 = 0.045960398 𝑠                                          (6.121) 

Para la realización del análisis dinámico tiempo historia (ADTH) se plantea la ecuación que 

representa la ley de Hooke: 

𝐹 = 𝐾𝛥 

En donde se desconocen los desplazamientos y la fuerza, ambas en función del tiempo. 

Habiendo calculado las frecuencias modales y los periodos modales se proceden a calcular 

los desplazamientos modales, sin embargo, hay que recordar que estos desplazamientos 

modales están en función del tiempo, lo que quiere decir que mientras el tiempo avanza habrá 

un desplazamiento modal diferente, lo que indica que es necesario usar un método paso a 

paso que en este caso será la β-Newmark en su variante aceleración promedio. 

Para hacer uso de la β-Newmark se usará el acelerograma que se ha venido trabajando a lo 

largo de esta tesis, se ingresarán los periodos modales obtenidos y los desplazamientos 

resultantes serán los desplazamientos modales. 
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Para llevar cabo lo anterior, se abrirá un archivo de Excel en blanco y se ingresarán los 

intervalos de tiempo de 0.01s en 0.01s hasta 150s, en la siguiente columna se ingresarán las 

aceleraciones dadas por el registro del acelerograma con el que se va a trabajar, que en este 

caso será el proporcionado por la estación SCT referente al sismo del 19 de septiembre de 

1985 en el canal 3 N00E; sin embargo, la información se trabajará en “m” y los datos 

proporcionados están dados en cm/s/s, motivo por el cual las aceleraciones se dividirán entre 

100. Quedando: 

 

Figura 6.21. Valores del tiempo y los registros del acelerograma en m/s/s en Excel para el ADTH 

Posteriormente, se ingresan los periodos modales en la hoja de la β-Newmark en su variante 

aceleración promedio (considerando los valores del acelerograma en m/s/s), quedando 

 

Figura 6.22. Ingreso del periodo modal 1 y obtención del desplazamiento modal 1 en Excel para el ADTH 
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Los desplazamientos obtenidos de ingresar el periodo modal 1 en la hoja de cálculo 

correspondiente a la β-Newmark serán los desplazamientos modales 1. Estos resultados se 

copiarán en la en una columna aparte en la hoja de cálculo correspondiente a de la figura 6.21 

 

Figura 6.23. Valores correspondientes al desplazamiento modal 1 en Excel para el ADTH 

Se seguirá el mismo procedimiento para la obtención de los desplazamientos modales 2 y 3 

quedando de la siguiente manera: 

 

Figura 6.24. Valores correspondientes a los desplazamientos modales 2 y 3 en Excel para el ADTH 
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6.12 OBTENCIÓN DE DESPLAZAMIENTOS REALES (U(T)) 

Para calcular los desplazamientos reales, se debe regresar al sistema acoplado, para tales 

fines se calcularán las seudoaceleraciones correspondientes a los modos de vibrar, utilizando 

la siguiente ecuación: 

                                                                  𝑆𝑎𝑖𝐷 = 𝑞𝑖𝑤
2
𝑖𝐷                                                   (6.122) 

Dado que se tienen 3 desplazamientos modales se tendrán 3 seudoaceleraciones modales, 

se aplica la expresión 6.122 para cada desplazamiento modal y los resultados se colocan en 

columnas apartes, quedando: 

 

Figura 6.25. Valores correspondientes a las seudoaceleraciones modales en Excel para el ADTH 

A continuación, se calculan los desplazamientos modales parciales utilizando la siguiente 

expresión  

                                                                    𝑞𝑖𝑃 = ɼ𝑖𝑞𝑖                                                        (6.123) 

Se aplica la expresión 6.123 utilizando los resultados de las expresiones 6.107, 6.108 y 6.109 

así como los desplazamientos modales correspondientes, y los resultados se colocan en 

columnas apartes: 
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Figura 6.26. Valores correspondientes a los desplazamientos modales parciales en Excel para el ADTH 

Evocando la ecuación 6.53 se tiene 

                                            {𝑐𝑎𝑛𝑡𝑖𝑑𝑎𝑑 𝑟𝑒𝑙𝑎𝑡𝑖𝑣𝑎} = [Φ]{𝑐𝑎𝑛𝑡𝑖𝑑𝑎𝑑 𝑚𝑜𝑑𝑎𝑙}                            

De la expresión anterior, es posible calcular los desplazamientos de un sistema acoplado a 

partir de uno desacoplado, resultando la siguiente expresión: 

                                                                 𝛥𝑥𝑖 = [Φ]{𝑞𝑖𝑃}                                                   (6.124) 

Se aplica la expresión 6.124 utilizando los valores de la figura 6.26 y la matriz modal 

previamente calculada, colocando los resultados en columnas apartes; sin embargo, hay que 

considerar que una parte de la expresión 6.124 es un vector, por lo que para su ejecución se 

deberán tomar en cuenta todos los desplazamientos modales parciales en ese instante, es 

decir: en esa fila como se muestra a continuación: 

 

Figura 6.27. Valores correspondientes a los desplazamientos modales parciales que deberán ser tomados en cuenta para el cálculo de los desplazamientos 

reales en Excel para el ADTH 

Como puede observarse, el vector de la figura 6.27 es un vector de 1x3 y dado que para 

poder operarlo con la matriz modal (matriz de 3x3) es necesario transponer dicho vector, sin 

embargo, para no afectar el resto de la ecuación todos los términos deberán de ser 

transpuestos, obteniendo de esa manera el valor de todos desplazamientos reales en un 

instante. 

Quedando la ecuación 6.124 de la siguiente manera: 

                                                              [𝛥𝑥𝑖 = [Φ]{𝑞𝑖𝑃}]
𝑇                                                  (6.125) 
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Aplicando la ecuación 6.125 en Excel, se tiene: 

 

Figura 6.28. Valores correspondientes a los de los desplazamientos reales en Excel para el ADTH 

6.13 OBTENCIÓN DE FUERZAS LATERALES MÁXIMAS DE ENTREPISO 

Para calcular las fuerzas laterales máximas de entrepiso se considerará la expresión que 

define a la rigidez lateral, vista en capítulos anteriores, de donde se tiene que: 

                                                              Φ = [−𝐾11]
−1𝐾12𝛥                                                             (6.126) 

                                                                             𝛥 = [𝐾𝑙𝑎𝑡𝑒𝑟𝑎𝑙]
−1{𝐹}                                                 (6.127) 

Se despeja la fuerza de la ecuación 6.127, quedando: 

                                                                            {𝐹} = [𝐾𝑙𝑎𝑡𝑒𝑟𝑎𝑙]{𝛥𝑥𝑖}                                               (6.128) 

Para calcular dichas fuerzas se aplica el mismo principio que el que se aplicó para el cálculo 

de los desplazamientos reales, quedando la ecuación 6.128 de la siguiente manera: 

                                                                            [{𝐹} = [𝐾𝑙𝑎𝑡𝑒𝑟𝑎𝑙]{𝛥𝑥𝑖}]
𝑇                                           (6.129) 

Sustituyendo los valores de la rigidez lateral (previamente calculados) y los valores 

correspondientes a los desplazamientos reales mostrados en la figura 6.28, en la ecuación 

6.129 y colocando los valores en columnas aparte en Excel, se tiene: 
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Figura 6.29. Obtención de los fuerzas de entrepiso en Excel para el ADTH 

A continuación, se proceden a obtener las fuerzas laterales máximas de entrepiso ingresando 

la función de Excel que permite obtener valores máximos de una columna, quedando: 

 

Figura 6.30. Obtención de Las fuerzas laterales máximas de entrepiso en Excel para el ADTH 

Observando la figura 6.30, es evidente que se tienen los siguientes valores para las fuerzas 

laterales máximas de entrepiso:  

                                                                            𝐹1 = 3.253913729 𝑡𝑜𝑛𝑓                                          (6.130) 

                                                                            𝐹2 = 2.7112071 𝑡𝑜𝑛𝑓                                              (6.131) 

                                                                            𝐹3 = 1.687413586 𝑡𝑜𝑛𝑓                                          (6.132) 
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V I I .  A D T H Y  A D M E  E N  E TA B S  Y  S U  C OM PA R A C I ÓN 

E N  E X C EL  

Teniendo como base el estudio teórico – matemático de todos los capítulos anteriores, este 

apartado se dedicará únicamente a la comprobación de los resultados anteriores con ayuda 

de un software estructural llamado ETABS en su versión 19.1.0; lo anterior, teniendo en 

cuenta que el lector conoce los fundamentos para el uso del software en cuestión. 

Dicho lo anterior, no se pretende generar un manual sobre el uso de ETABS ni ahondar en 

explicaciones normativas, teóricas ni matemáticas. Únicamente, se explicará, a través de 

capturas de pantalla, la forma de introducir el ADTH y el ADME. 

7.1 DETERMINACIÓN DE LAS FUERZAS LATERALES DEL ADTH EN 
ETABS 

 Se plantea la configuración de la estructura con la que se está trabajando 

 

Figura 7.1. Planteamiento de la estructura en ETABS 
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Se introducen los datos correspondientes al acelerograma con el que se está trabajando, en 

este caso serán los registros tomados de la estación SCT-1985 canal 3 N00E 

 

Figura 7.2. Introducción de una función ADTH en ETABS 

 

Figura 7.3. Introducción del archivo para generar una función ADTH en ETABS 
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Se añade una nueva función: 

 

Figura 7.4. Introducción del archivo para generar una función ADTH en ETABS 

Se nombra el archivo (en este caso será “ADTH SCT85 en m”, se indican los saltos por línea 

(en este caso será cero), el número de puntos por línea a considerar (en este caso será 8), el 

intervalo de tiempo en el que será evaluada la función (en este caso será de 0.01):  

 

Figura 7.5 Definición de una función ADTH en ETABS 
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Se busca el acelerograma de interés: 

 

Figura 7.6 Búsqueda del acelerograma de interés para generar una función ADTH en ETABS 

Se convierte la función a “una función definida por el usuario”  

 

Figura 7.7 Convertir a “Función definida por el usuario” para generar una función ADTH en ETABS 
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Se confirma que así se quiere la función 

 

Figura 7.8 Confirmación de los datos para generar una función ADTH en ETABS 

 

Figura 7.9 segunda confirmación de los datos para generar una función ADTH en ETABS 
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Se procede a cargar la función introducida 

 

Figura 7.10 Selección de pestaña “Load cases” para generar el ADTH en ETABS 

Se selecciona la pestaña “añadir nuevo caso”  

 

Figura 7.11 Selección de pestaña “añadir nuevo caso” para generar el ADTH en ETABS 
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Se procede a nombrar el caso de carga (ADTH Newmark – promedio), seleccionar el tipo de 

caso (“Time History” en su variante “Linear Direct Integration”), se añade la función 

previamente definida (Siendo el tipo de carga “Aceleración” perteneciente a la función 

nombrada “ADTH SCT en m” con un factor de escala igual a 1 dado que ya está afectado por 

la gravedad), se selecciona el número de pasos (18368), se selecciona el intervalo (0.01 s)  

 

Figura 7.12 Definición de los parámetros del “load cases” para generar el ADTH en ETABS 
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Se modifica el apartado “Damping”  

 

Figura 7.13 Modificación del parámetro “Damping” del “load cases” para generar el ADTH en ETABS 

Se coloca el amortiguamiento empleado (0.05) y los dos primeros periodos modales 

calculados previamente (“0.233122755” y “0.078399151”) 

 

Figura 7.14 Modificación del parámetro “Damping” para generar el ADTH en ETABS 
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Se modifica el apartado “Time integration”  

 

Figura 7.15 Modificación del parámetro “Time integration” para generar el ADTH en ETABS 

Se selecciona “Newmark” en su variante aceleración promedio  

 

Figura 7.16 Modificación del parámetro “Time integration” seleccionando “Newmark” en su aceleración promedio para generar el ADTH en ETABS 
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Se confirma que todos los datos son correctos presionando el botón de “ok” a todas las 

ventanas abiertas y se procede a correr el programa.  

 

Figura 7.17 Ejecución del programa para generar el ADTH en ETABS 

Posteriormente, le pedimos a ETABS que nos muestra los cortantes máximos obtenidos por el 

ADTH: 

 

Figura 7.18 Muestra de los cortantes máximos generados por el ADTH en ETABS 

 



158 
 

 

Figura 7.19 Muestra de las respuestas máximas generadas por el ADTH en ETABS 

Se centra la atención en la tercera respuesta correspondiente a los cortantes y se procede a 

calcular las fuerzas laterales máximas de la siguiente manera:   

                                              𝐹1 = 𝐶𝑜𝑟𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒 3 − 𝐶𝑜𝑟𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒 2                                                 (7.1) 

                                             𝐹2 = 𝐶𝑜𝑟𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒 2 − 𝐶𝑜𝑟𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒 1                                                  (7.2) 

                                             𝐹3 = 𝐶𝑜𝑟𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒 3                                                                        (7.3) 

 

Figura 7.20 Cortantes máximos generados por el ADTH en ETABS 
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Aplicando las ecuaciones 7.1 - 7.3 las fuerzas laterales máximas quedan de la siguiente 

manera: 

                                                               𝐹1 = 3.0702 𝑡𝑜𝑛𝑓                                                    (7.4) 

                                                              𝐹2 = 2.6955 𝑡𝑜𝑛𝑓                                                     (7.5) 

                                                              𝐹3 = 1.6889 𝑡𝑜𝑛𝑓                                                     (7.6) 

 

7.2 GENERACIÓN DEL ADME EN ETABS 

Para generar el ADME en ETABS se trabajará sobre el mismo modelo utilizado en el ADTH, 

se introducirá una función correspondiente a un espectro de respuesta, lo anterior se hará de 

la siguiente manera: 

 

Figura 7.21 Introducción de una función correspondiente a un espectro de respuesta para la generación del ADME en ETABS 
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Se introduce el espectro de respuesta del coeficiente sísmico elaborado con las hojas de 

cálculo correspondientes a Newmark en su variante aceleración promedio desde un archivo  

 

Figura 7.22 Introducción del espectro de respuesta desde un archivo para la generación del ADME en ETABS 
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Una vez cargado el archivo se convierte a “definido por el usuario” 

 

Figura 7.23 Conversión a “definido por el usuario!” para la generación del ADME en ETABS 

Se repite el paso dado por la figura 7.11 
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Se procede a nombrar el caso de carga (ADME CS SCT85 en m), seleccionar el tipo de caso 

(“Response spectrum”) se añade la función previamente definida (Siendo el tipo de carga 

“Aceleración” perteneciente a la función nombrada “ADME CS SCT85 en m” con un factor de 

escala igual a 9.81 dado que no ha sido afectado por la gravedad), se selecciona el método 

de combinación modal (SRSS)  

 

Figura 7.24 Definición de parámetros para la generación del ADME en ETABS 

Se confirma la correcta introducción de datos presionado el botón “ok” y se procede a correr el 

programa como se muestra en la figura 7.17 
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7.3 OBTENCIÓN DE LAS FUERZAS LATERALES PROVENIENTES DEL 
ADME EN ETABS 

Para calcular las fuerzas laterales máximas generadas por el ADME en ETABS se procede a 

pedirle al software las tablas de información correspondientes a los cortantes, lo anterior de la 

siguiente manera: 

 

Figura 7.25 Solicitud de las tablas de información generadas por el ADME en ETABS 
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Se sigue la siguiente secuencia para la solicitud de la información deseada 

 

Figura 7.26 Secuencia para la solicitud de las tablas de información generadas por el ADME en ETABS 

En la siguiente figura se pueden apreciar los cortantes generados por el ADME en ETABS 

 

Figura 7.27 Cortantes generadas por el ADME en ETABS 

Se aplican las ecuaciones 7.1–7.3 para la obtención de las fuerzas laterales máximas 

quedando de la siguiente manera: 

                                                               𝐹1 = 2.4312 𝑡𝑜𝑛𝑓                                                    (7.7) 

                                                              𝐹2 = 2.8072 𝑡𝑜𝑛𝑓                                                     (7.8) 

                                                              𝐹3 = 1.8116 𝑡𝑜𝑛𝑓                                                     (7.9) 
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7.4 COMPARACIÓN DE FUERZAS ENTRE ADTH (EXCEL), ADTH 
(ETABS) Y ADME (ETABS) 

A continuación, se mostrarán los resultados obtenidos, correspondientes a las fuerzas 

laterales máximas del ADTH en Excel, el ADTH en ETABS y el ADME en ETABS, lo anterior 

se mostrará en una tabla para una mejor visualización de los resultados: 

Fuerza generada por nivel 
(tonf) 

Método empleado 

EXCEL ADTH ETABS ADTH ETABS ADME 

 

F1 3.253913729 3.0702 2.4311 
 

F2 2.71122071 2.6955 2.8068 
 

F3 1.687413586 1.6869 1.8116 
 

Tabla 7.1 comparación de fuerzas ADTH (Excel), ADTH (ETABS) y ADME (ETABS) 
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C ON C L U S I ON E S   

Como se puede observar a lo largo del desarrollo de 7 capítulos, el uso de fundamentos 

teóricos-matemáticos de las diversas materias referentes a la ingeniería civil son de gran 

importancia para la compresión de los temas aquí expuestos.  

También se puede observar, por los resultados obtenidos, que el Análisis Dinámico Modal 

Espectral se puede considerar como un pseudoanálisis dinámico debido a que se aplican 

fuerzas equivalentes que vienen de un espectro, mientras que el Análisis Dinámico Tiempo – 

Historia arroja resultados más fidedignos y que se asemejan más a los datos arrojados por un 

programa computacional como lo es ETABS en su versión 19.0.1 

Es importante mencionar que el profesionista en ingeniería civil debe saber manipular los 

programas de cómputo, pero más importante aún es el entendimiento de lo que se introduce a 

dichos softwares, para que el proceso de cálculo sea más eficiente y la salida de datos se 

asemeje a la realidad.  

El entendimiento antes mencionado y el conocimiento del uso de los diferentes programas de 

cómputo de ingeniería civil, le otorgarán al profesionista la oportunidad de ir forjando un 

criterio cada vez más agudo para una mejor toma de decisiones. 

Con el avance de las computadoras, la tecnología y la informática, es indispensable que el 

ingeniero civil sepa aprovechar todas las herramientas que hoy en día se tiene para la 

elaboración de modelos matemáticos que se traducen en edificios, tanques de 

almacenamiento, torres de comunicación, puentes, etc., esto nos ayudará a que los modelos 

sean más precisos y de esta manera poder ofrecer una mayor seguridad en todos los 

aspectos. 

Habrá que pensar profundamente en la introducción de la enseñanza temprana del Análisis 

Dinámico Tiempo Historia en las aulas a nivel Licenciatura, así como en el desuso paulatino 

del Análisis Dinámico Modal Espectral. Esto ofrecerá un mayor nivel de competencia ante 

otras universidades a nivel nacional e internacional y ofrecerá un perfil de egresados más 

completo. 
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A PÉ N D I C E S  

Matrices de rigidez local 

 

 

Matriz de rigidez global 
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Análisis modal 

 

 

 

 

 

 

 

 



170 
 

Matrices diagonalizadas 

 

 

 

Valores de gama de factor de participación de masas 
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Frecuencias y periodos modales 

 

ADTH 
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