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Capitulo 1. Preliminares

En este capitulo se presentard una breve introduccién al concepto de proceso esto-
castico, nos enfocaremos a procesos de tiempo discreto, especificamente a las cadenas
de Markov, veremos propiedades y teoremas que serdn de gran importancia para este
trabajo. Cabe mencionar que no daremos la demostracion de los teoremas y proposicio-
nes que se encuentren en este capitulo, sin embargo daremos la referencia sobre dénde
poder consultar la demostracion completa.

Seccion 1.1 Introduccion a las cadenas de Markov

Consideremos un sistema que evoluciona en el tiempo entre diferentes estados (de-
terminados previamente) este sistema se modelard por una ley de movimiento, con X;
representa el estado del sistema en el tiempo t, suponemos que la evolucién de éste no
es determinista, sino que esta regida por algin componente aleatorio, resulta natural
considerar a X; como una variable aleatoria para cada valor t. Hasta aqui, tenemos una
coleccion de variables aleatorias indexadas por el tiempo, a esta coleccion se le co-
noce como un proceso estocastico y sirve como modelo para representar la evolucién
aleatoria de un sistema a lo largo del tiempo. Resulta de gran relevancia estudiar las
relaciones entre las variables aleatorias de dicha coleccidén que permiten clasificar a los
procesos estocdsticos.

Daremos una definicién formal de proceso estocdstico.

Definicion 1.1.

Un proceso estocdstico X = {X; }ier es una coleccion de variables aleatorias, defini-
das en el mismo espacio de probabilidad, que toman valores en un conjunto E con
pardmetro T, es decir para todat € T, X; es una variable aleatoria.

En la definicién anterior, diremos que T es el espacio parametral y lo podemos
interpretar como el tiempo, de esta manera X, la entenderemos como el estado del pro-
ceso al tiempo .

Continuando con la definicién de proceso estocéstico, lo podemos ver como una
funcién de dos variables

X: TxQ—FE
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de tal forma que para cada pareja (f, ) € (T,Q) se le asocia X (t, w) = X;(®), por lo
que para cada ¢ € T la funcién
o — X(w)

es una variable aleatoria y para cada @ € Q, la funcién
t— X (o)

es una trayectoria o realizacion del proceso.
Dependiendo de las caracteristicas del espacio parametral 7', podemos hacer distincio-
nes entre procesos estocdsticos.

Definicion 1.2. Proceso estocdstico a tiempo discreto

Sea X = {Xt},er un proceso estocdstico, si T es un conjunto a lo mds numerable, se
dice que X es un proceso estocdstico a tiempo discreto, nosotros ocuparemos T C Ny
denotaremos al proceso por X = {X, }n>0.

Intuitivamente, podemos definir proceso estocdstico a tiempo continuo, pero como
solo trabajaremos con procesos estocdsticos a tiempo discreto no los definiremos.

El conjunto E donde las variables aleatorias toman valores, lo llamaremos espacio
de estados del proceso y al igual que con T este puede ser discreto o continuo, por el
momento no supondremos nada sobre si £ es discreto o continuo.

Una propiedad importante que poseen algunos procesos estocdsticos a tiempo dis-
creto, es que el valor de la variable en el n-€simo momento estad completamente deter-
minado por los valores en el n-1-ésimo momento. Esta propiedad es conocida como
propiedad de Markov.

Ahora pasaremos definir las cadenas de Markov, junto con la propiedad de Markov.

Definicion 1.3. Cadena de Markov

Una cadena de Markov es un proceso estocdstico a tiempo discreto {X, }n>0, con es-
pacio de estados E discreto y que satisface la propiedad de Markov, esto es, para
cualquier entero n > 0 y para cualquiera estados xy,- -+ ,Xp+1 Se cumple que

PXyr1 =Xur1 | Xo =x0, , Xn = Xn] = P[ X1 = x0p1 | Xn = X4 (1.1)

A la distribucién de X le llamaremos distribucién inicial. A la familia P[X,,11 = j | X, = i
se le conoce como familia de probabilidades de transicion de la cadena de Markov, esta
familia describe la evolucion de la cadena en el tiempo.

Si la familia de probabilidades de una cadena de Markov es independiente de n, es
decir, P[X,1+1 = j| X, = i) =P[X, = j | Xo = i] para toda n € N, entonces diremos que
es una cadena de Markov homogénea.

Cuando tenemos una cadena de Markov homogénea, usaremos una notacién para la
transicién a un paso y a m pasos, denotaremos por P [X,, .| = j | X,, = i] = p;;, ademds
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PXpim=j|Xe=1i]= PS;”)’ paratodai,j € E.

A partir de este punto trabajaremos con cadenas de Markov homogéneas con espa-
cio de estados E finito.

Daremos la definicién de matriz de transicion.

Definicion 1.4. Matriz de transicion

Sea { Xy, }n>0 una cadena de Markov homogénea con espacio de estados finito

E ={1,...,r}, definimos la matriz de transicion como la matriz cuadrada de orden r
formada por las probabilidades de transicion, esto es

pit P2 - Pir

p21 P2 0 P
pP=1. .. .

Pri Pr2 DPrr

Notemos que la matriz de transicion es una matriz cuadrada cuyas entradas son no
negativas, ademas de que la suma de cada renglén es uno, a las matrices que cumplen
estas dos condiciones las llamaremos matrices estocdsticas.

Algo que es importante mencionar es que pl(;) es la entrada ij de la n-ésima poten-
cia de P. En general, es dificil calcular explicitamente las potencias de nuestra matriz de
transicion, pero podemos ayudarnos de sistemas computacionales para resolver dicha
tarea.

Otro resultado importante es la ecuacién de Chapman-Kolmogorov, presentada a
continuacién y cuya demostracion se puede encontrar en [Paul G. Hoel, Cap. 1].

Proposicion 1.1.
Sean nnym € N, E = {1,....,r} y X = {X,, }n>0 una cadena de Markov con matriz de
transicion P = (p;;j)i jck, entonces

EAE W (1.2)

keE

Seccion 1.2 Clasificacion de estados

Antes de clasificar nuestro espacio de estados es necesario dar algunas definiciones
y algunos resultados, el primero de ellos es la definiciéon de comunicacién.

Definicion 1.5.
Seanr €N, E ={1,...,r}, ademds sean x,y € E, decimos que y es accesible desde x si

existe n € N de tal forma que p,(cr\l,) > 0 denotado por x — y.

Ademds, siy — xy x — y, entonces decimos que x e y se comunican y lo denotaremos
por x <> y.
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Para la definicion anterior se tiene que la relacién x <+ y que denominamos comuni-

cacion es una relacion de equivalencia. La demostracién de esta afirmacion la podemos
encontrar en [Rincén L., Cap. 3].
Ademds, como la comunicacién es una relacién de equivalencia podemos inducir una
particion del espacio de estados E de una cadena de Markov, dada por subconjuntos de
estados que se comunican entre si, es decir, dos estados que pertenecen al mismo ele-
mento de la particion si y sélo si estos se comunican, por lo que el espacio de estados
estd dividida en clases de comunicacién. A la clase de comunicacién del estado x la
denotaremos por C(x), por lo que x <>y si y s6lo si C(x) = C().

Continuando con la particién inducida por la comunicacién decimos que C C E es
un conjunto cerrado si para toda y € E'\ C y para toda x € C, x no puede acceder a y.
Ademis, si C no es cerrado decimos que es abierto.

Definicion 1.6.

Sean nrmn e N, n >0y E = {1,...,r}, denotamos por ff}l> a la probabilidad de que
una cadena que inicia en el estado i € E, llegue al estado j € E por primera vez en
exactamente n pasos, es decir,

fl(;l) = P[Xn = J,Xn—1 7& Jr-Xi 7é J: X0 = l]

Cada estado en una cadena de Markov tiene propiedades de acuerdo a su probabili-
dad de regresar, segin la definicidn anterior, y con esto podemos clasificar a los estados
de la siguiente manera

Definicion 1.7.
Seanr e Ny E ={1,...,r}, decimos que el estado x € E es recurrente si la probabilidad
de regresar a x es uno, esto es

PX,=x|Xo=i]=1
para algiin n > 1. Ademds, si un estado no es recurrente lo llamaremos transitorio.

Con esta clasificaciéon que tenemos del espacio de estados y la particién del mis-
mo inducida por la comunicacién, tenemos el siguiente teorema llamado teorema de
descomposicion de las cadenas de Markov y cuya prueba la podemos encontrar en
[Paul G. Hoel, Cap. 1].

Teorema 1.1.
Seanr e Ny E ={1,...,r} el espacio de estados de una cadena de Markov, entonces
E tiene la siguiente particion tinica

E=TUC,UCU...

donde T es el conjunto de estados transitorios y cada C; son clases cerradas e irredu-
cibles de estados recurrentes.

El teorema anterior nos muestra las opciones en que una cadena de Markov puede
estar, esto es, si x € Cy, entonces la cadena nunca abandonara a dicha clase por lo que
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ahora podemos considerar un nuevo espacio de estados E’ = Cy.

Por otro lado, si x € T, entonces dependiendo si el espacio de estados es finito o no, la
cadena permanece por siempre en 7 o se mueve a alguna clase Cy y permanecera ahi
eternamente. En el caso de que el espacio de estados sea finito, el primer caso nunca
sucede, es decir la cadena se mover4 a alguna clase Cy en tiempo finito casi seguramen-
te.

Ahora, daremos varios resultados que derivan de las definiciones de comunicacion,
transitoriedad y recurrencia. La demostracion de estos resultados podemos encontrarlos
en [Paul G. Hoel, Cap. 1].

Proposicion 1.2.
Sean r e Ny E = {1,...,r} el espacio de estados de una cadena de Markov, ademds
sean i, j € E estados que se comunican, si i es transitorio entonces j también lo es.

La proposicién anterior nos da como consecuencia directa que la transitoriedad o
recurrencia son propiedades de clase.

Proposicion 1.3.
Sean r e Ny E = {1,...,r} el espacio de estados de una cadena de Markov, entonces
una clase es recurrente si'y solo si es cerrada.

Corolario 1.
En una cadena de Markov irreducible con espacio de estados finito todos sus estados
son recurrentes.

Corolario 2. Toda cadena de Markov con espacio de estados finito tiene por lo menos
un estado recurrente.

Ejemplo 1.1.
Sea {X,}u>0 una cadena de Markov con espacio de estados E ={0,1,...,5} y matriz
de transicion

110000
3 50000

1 7
PtV 51
i2 00 33
R S A
5 5 55

Para clasificar nuestros estados es necesario saber cuales parejas x,y € E se comu-
nican, segun la definicion 1.5, para ello veremos a un paso quién es accesible desde
quién, usando la notacion de la definicion 1.5 tenemos que 0 — 1,1 — 0,2 — 4,3 — 0,
3-51,3544—-54-525—-1,5-33y5—4

Porlo que 0 <> 1, 2 <+ 4y 3 < 5. Ademds, como 0 —xsiysolosix=1y1—=ysiy
s6lo siy=0, o bien 0 - xy 1 -y para toda x,y € {2,3,4,5}, asi C; = {0,1} es un
conjunto cerrado.
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Por otro lado, como 2 — x siy solosix=4y4 — ysiysolosiy=2, o0biend +»xy
2 —» y para toda x,y € {0,1,3,5}, asi C; = {2,4} es otro conjunto cerrado.
Finalmente, 3 — 0 pero 0 -+ 3, entonces 3 ¢ C(0) = C(1), 3 — 4 pero 4 - 3, entonces
3¢C(4)=C(2)ycomo5—1pero1 -5, entonces 5 ¢ C(1) =C(0), 5 — 4 pero
4 » 5, entonces 5 ¢ C(4) = C(2), por lo que T = {3,5}.

Asi, podemos escribir a nuestro espacio de estados como E =T UCy U, esta par-
ticio de E es para ejemplificar el teorema 1.1, ademds de que cada C; es una clase
cerrada e irreducible de estados recurrentes mientras que T es el conjunto de estados
transitorios.

Seccion 1.3 Distribucion estacionaria

En esta seccion hablaremos de un concepto importante en la teorfa de las cadenas
de Markov, estamos hablando de la distribucién estacionaria la cual es muy importante
para andlisis de la cadena a largo plazo, presentaremos conceptos adicionales y propie-
dades que no serdn demostradas, pero que pueden encontrarse en [Paul G. Hoel, Cap.
2].

Definicion 1.8.

Seanr € N, E ={1,...,r} el espacio de estados de una cadena de Markov,

P = (pij)i,jee la matriz de transicion de la cadena y w € R', decimos que

= (n(l),7(2),...,n(r)) es una distribucion estacionaria de la cadena de Markov, si
satisface

1. w(i) >0 paratodaic€ E.
2. ZiEE ﬂ(l) = 1
3. Yicpm(i)pij = ®(j) para toda j € E.

Este tltimo punto puede ser reescrito es su forma matricial de la siguiente manera

nP=n

Por las condiciones que ponemos en la definicién 1.8, es fécil ver que el encontrar
una distribucién estacionaria es equivalente a resolver un sistema de r+ 1 ecuaciones
con r incégnitas, por lo que podemos no tener ninguna solucidn, tener una infinidad de
soluciones o una tnica solucién. En esta seccion veremos resultados que serdn de gran
utilidad para la obtencién de distribuciones estacionarias, asi como condiciones nece-
sarias y suficientes para garantizar la existencia de una Unica distribucién estacionaria.

Proposicion 1.4.

Seanr e Ny E = {1,...,r} el espacio de estados de una cadena de Markov, ademds
sea T una distribucion estacionaria de la cadena de Markov, si i € E es un estado
transitorio entonces (i) = 0.

Por definicidn, si la distribucién inicial de una cadena de Markov es una distribu-
cién estacionaria entonces para toda n € N, X, tiene la misma distribucion.

Continuaremos con un ejemplo para ilustrar la definicién 1.8 y la proposicién 1.4.
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Ejemplo 1.2.
Continuando con el ejemplo 1.1, veremos la o las distribuciones estacionarias de la
cadena. Asi, sea © una distribucion de probabilidad sobre E tal que

1. Ycpn(i)=1paratodai€E.

2. Yicpn(i)pij = n(j) para toda j € E.

Las propiedades anteriores nos dan como resultado un sistema de 7 ecuaciones y 6
incognitas, las cuales podemos ver abajo

©(0) +=z(1) +=?2) +=3) =) +=#n(5) =1

L7(0) +§nﬂ) +0m(2) +1im(3) +0m(4) +0m(5) ==(0)
sm(0) +37m(1) +0m(2) +37(3) +0m(4) +im(5) =m(1)
0m(0) +0m(l) +§m(2) +0m(3) +3m(4) +0xm(5) =m(2)
0m(0) +0m(1) +0m(2) +0m(3) +0m(4) +im(5) =n(3)
0m(0) +0m(1) +Zm(2) +%n@) +1n(4) +%n6) = 1(4)
0m(0) +0m(1) +0m(2) +z7(3) +0m(4) +3m(5) =n(5)

Pasando todas las variables del lado izquierdo de la igualdad y todas las constantes
del lado derecho nuestro sistema de ecuaciones queda de la siguiente forma

7(0) +n(l) +n(2) +xn33) +n4) +=n(5) =1
—7(0) +%7l’(l) +%7r(3) =
im(0)  —3m(1) +37(3) +in(5) =0
~Ir(2) +327(4) =0
—7(3) +%n6) =
+17(2) +%n@) —37(4) +§n@) =0
+1x(3) —-3n(5) =0

Sumando la ecuacion (4) con la ecuacion (6), tenemos como resultado que
1m(3)+ %717(5) =0, pero n(i) > 0 para toda i € E, por lo que ©n(3) = m(5) = 0. Asi,
nuestro sistema de ecuaciones queda de la siguiente forma

7(0) +r(l)  +n(2) +m(4) =1
27(0) () :
In(0) —Im(1) =

+27(2) +327(4) =0
n(3) =

+17(2) —3m(4) =0

n(5) =0

En este punto podemos ver que nuestro sistema de ecuaciones no tiene solucion unica,
debido a que la ecuacion (2) es igual a la ecuacion (3), asi como la ecuacion (4) es
igual a la ecuacion (6), entonces podemos asignar un valor a (1) para determinar el



8 CAPITULO 1. PRELIMINARES

valor de las demds variables en términos de esta. Supongamos que ©t(1) = B, entonces

n(0) +=n(l) +=m(2) +7(4) =1
7(0) =3B
(1) =p
m(2) = Sn(4)
7(3) =0
m(4) =7(4)
n(5) =0

Sustituyendo los valores de (i) en la ecuacion (1) tenemos que

2p+B+on(d) +a(4) =1
5 13
7

n(4) = i

5
(1-35)

Sea o0 = %B entonces m(0) = %a yr(l) = %Oc, mientras que w(2) = 1—63(1 —a)y
n(4) = %(1 — ). Para que la ecuacion (1) se cumpla correctamente y que los 7(i)
sean no negativos, o. tiene que estar en el intervalo [0, 1].

Ademds, Si definimos m,, = (% %,0,0,0,0) y 7, = (0,0, %,0, 17—3,0), entonces el con-
Junto {my = am., + (1 — a)m., | € [0,1]} son todas las distribuciones estacionarias
de nuestra cadena de Markov.

Recordemos que en la clasificacion de los estados de nuestra cadena de Markov, hecha
en el ejemplo 1.1, los estados 3 y 5 son transitorios y deacuerdo con la propocicion
1.4 su valor en la distribucion estaconaria debe ser cero, lo cual concuerda con lo

obtenido en este ejemplo.

Ahora hablaremos de un concepto importante para la obtencién de una tnica distri-
bucién estacionaria, este concepto se relaciona con la posible periodicidad con la que
se visita un mismo estado.

Definicion 1.9.
Seanr € N, E = {1,...,r} el espacio de estados de una cadena de Markov y
P=( p,-j) i,jcE la matriz de transicion de la cadena, definimos al periodo de un estado

x € E como el mdximo comiin divisor del conjunto {n € N | p,(?) > 0}, es decir,

d(i) := MCD{n € N | p" > 0}.
Proposicion 1.5. El periodo es una propiedad de clase.

Definicion 1.10. Periodo de una cadena de Markov

Sea { Xy, }n>0 una cadena de Markov irreducible, decimos que la cadena tiene periodo
d si el periodo de cada estado es d.

Ademds, si d = 1 diremos que la cadena es aperiédica.
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En las cadenas de Markov muchas veces nos interesa saber lo que pasa con la
cadena a largo plazo, por lo que es importante saber lo que pasa con pl(;l)

muy grande, la siguiente definiciéon nos habla de una distribucion limite.

cuando n es

Definicion 1.11.

Seanr € N, E ={1,...,r} el espacio de estados de una cadena de Markov y

P = (pij)i jee la matriz de transicion de la cadena, si para cada i, j € E el limite
7(j) = lim p}"’

n—yoo”
existe, entonces llamaremos a 7 la distribucion limite.

De la definicién anterior tenemos como consecuencia directa que la distribucién
limite es inducida por la matriz de transicién P y es independiente de la distribucién
inicial, ademds la distribucién limite es una forma equivalente de definir a la distribu-
cién estacionaria.

El limite de las potencias de la matriz de transicién P es una matriz estocdstica
IT en la cual cada renglén es la distribucién limite 7, y a esta matriz la llamaremos
matriz estacionaria.

Es hora de presentar el teoremas con el cual podemos garantizar la existencia y
unicidad de la distribucién estacionaria de una cadena de Markov.

Teorema 1.2.
Seanr €N, E ={1,...,r} el espacio de estados de una cadena de Markov irreducible,
aperiédica 'y con matriz de transicion P = (p;;); jek, entonces

1. Sin— oo, entonces las potencias P" se aproximan a Il la matriz estacionaria.
2. T es un vector de probabilidad con entradas estrictamente positivas.

3. Cualquier vector U tal que WP = U es un escalar multiplicado por 7t (T es tinico
como vector de probabilidad).

4. 1im, o P[X, = i| = n(i) para toda i € E, ademds

lim P[X, = i | Xo = j] = n(i)

n—soo
paratodai,j <€ E.

y el teorema 1.2.

En general, obtener P" para toda n € N no es una tarea trivial por lo que dar un
ejemplo del teorema 1.2, esto es, obtener la distribucién estacionaria de una cadena
de Markov irreducible y aperiddica por medio de la distribucién limite, requiere de
encontar P" para toda n € N, actualmente no hemos hablado sobre como lograr eso
de una manera sencilla, por lo que en el siguiente capitulo daremos un teorema para
encontrar P" paratodan € N.
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Capitulo 2. Matrices de
transicion

En este capitulo vamos a trabajar con matrices de transicion asociadas a cadenas de
Markov con espacio de estados finito, esto es E = {1,...,r}, r € N. Haremos uso de
herramientas de dlgebra lineal para obtener resultados que serdn ocupados en capitulos
posteriores. Nos apoyaremos en la teoria de eigenvalores y eigenvectores para hacer un
andlisis de la matriz de transicion a n pasos, y luego analizaremos cuando # es arbitra-
riamente grande pues recordemos que el comportamiento asintético de una cadena de
Markov a tiempo n estd completamente descrita por su matriz de transicién a n pasos
y en algunos otros casos por su distribucién inicial. Ademds, definiremos las matrices
de transicion reversibles y un producto escalar, para crear una base ortonormal de R" y
con ello poder demostrar el teorema de Perron-Frobenius.

Seccion 2.1 Teorema de Perron-Frobenius

Hay resultados importantes de dlgebra lineal para matrices que podemos aplicar
a las matrices de transicién de una cadena de Markov cuando tienen un espacio de
estados finito. El teorema 2.3 que afirma sobre eigenvalores y eigenvectores de matrices
cuadradas con r eigenvalores diferentes, nos ayudard a dar pie al teorema de Perron-
Frobenius. Pero antes daremos la definicién de eigenvalor y eigenvector.

Definicion 2.12. Eigenvalores y eigenvetores

Sear e NyA € M, (C), una matriz cuadrada de dimension r con coeficientes en el
conjunto de los niimeros complejos. Si existe un escalar A € C y un vector columna
veCv#0 (ueC, u#0 respectivamente) de tal manera que

Av=Av (WA= Au'resp.)

entonces v (u resp.) es llamado eigenvector derecho (izquierdo resp.) de A asociado al
eigenvalor A

Teorema 2.3. Descomposicion espectral

Sear e NyA € M, (R), una matriz de dimension r, supongamos que Ay, ..., A, los
eigenvalores de A son distintos, entonces existen ui,...,u, y vi,..., v, los eigenvectores
izquierdos y derechos de A respectivamente, cada u; y v; asociados a A;, i € {1,...,r},

11
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de tal manera que:

0 si i#]j
a. Los eigenvalores cumplen que uv; =< uj,v; >= para todo i,
| si i=j
je{l,..,r}
b. El conjuntoU ={uy,...,u,} es linealmente independiente, al igual que V = {vy,...,v; }.
c. A"=YI A,

La demostracion del teorema anterior se encuentra en [Friedberg, Cap. 7]. Ahora
consideremos el siguiente ejemplo para ilustrar el teorema 2.3, este ejemplo puede ser
engafioso pues a pesar de que la matriz es relativamente sencilla, encontrar algunos
eigenvectores puede ser muy engorroso.

Ejemplo 2.3.
Considere una cadena de Markov homogénea sobre E = {1,2,3} y una matriz de tran-
sicion

l-o o 0
P=10 -8 B donde a,, 3,y € (0,1).
Y 0 1-y

Primero hallemos los eigenvalores, para ello haremos uso del polinomio caracteristico
de P, el cual estd definido como

CAP(A) = det(P - l]Irxr)y
por lo que el polinomio caracteristico de P es
CAp(R) = (1—a—A)(1—B—A)(1 —y—A)— aBr,

los eigenvalores de P que buscamos son las raices del polinomio caracteristico CAp,
es decir necesitamos que

CAp(A)=(1—a—A)(1=-B—-A)(l—y—A)—aBy=0. (2.3)

Como P es una matriz estocdstica entonces una raiz que tiene CAp es A; = 1, es decir,
A =1 es un eigenvalor de cualquier matriz estocastica P € .#,.(R), ya que

Pl, = 11,. 2.4)

Ahora, si desarrollamos la ecuacion (2.3) y después factorizamos obtendremos
que:

CAp(A)=A>—(3—a—B-PA*+(2—a—B)(1-y)+(1-a)(1-B))A
—(I-a)(1-B)(1—7)—aBy
=A-1[A*-Q2-a-B-pr+(1—a—B—y+aB+ay+py)]

_ 2-a-B-y)+h 2-a-B-y)—h
—(A—1)[A— : HA— :




SECCION 2.1 TEOREMA DE PERRON-FROBENIUS 13

donde h= /o2 + B2+ 2 —2(af +ay+By).

Coopyih 5, Zrapoph,

Asi los eigenvalores son: Ay = 1,4 = >

Una vez que tenemos los eigenvalores, vamos a encontrar los eigenvectores, ini-
ciaremos con el eigenvector izquierdo u; y el derecho vy asociados a A; = 1, como ya
vimos el eigenvector derecho mds sencillo de encontrar es vi = 13, ahora encontremos
a un eigenvector izquierdo uj, para ello debemos resolver lo siguiente:

u* (P—MI33) =0

lo cual es equivalente a resolver, para A; = 1

—-a o 0
(uxauyauz) 0 -B B = (07070)'
Y 0 -y

t
Resolviendo la ecuacion anterior obtendremos que una solucion es uy = (%, %, 1) ,

ahora solo tenemos que obligar a que < u},vi >= 1, para ello calcularemos

z 1
<uj,vi>= ¥
viz=<| 5 |, |1 ]|>
1 1
Yy, v
==—4+=+1
a+B+
_oay+Br+oap
= o
ahora podemos definir
*
w=—r— vi=1s
<up,vi >
1 By

=—— | ay v
ay+Brab \ 45 :

Con este procedimiento hemos asegurado que < uy,vy >=1, con uy y vi un eigenvector
izquierdo y derecho de P respectivamente, ademds estos tienen entradas estrictamente
positivas. Podemos obtener los eigenvectores izquierdos uy,u3 y los eigenvectores de-
rechos v,,v3 asociados a Ay y A3 respectivamente, de una manera andloga a como lo
hicimos con uy y vi pero las cuentas son engorrosas cuando usamos los eigenvalores
A2 ¥ A3, debido a la forma que estos tienen, pero haciendo uso del teorema 2.3 tenemos
que
P" = 1"(viud)) + A3 (vaup) + A3 (v3u3)

) | By ay ap I
P :m g;}: g}'}: gg +ZQ(VZ"‘Z)leS(V3L‘3)' (2.5)
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Notemos que el primer sumando de la ecuacion (2.5) es la matriz estacionaria de la
cadena de Markov, por lo que lo ideal es que los otros dos sumandos converjan a cero
conforme n crece.

Procederemos a presentar el teorema de Perron-Frobenius, pero antes daremos al-
gunas definiciones que nos serdn de utilidad. En el conjunto de las matrices no existe
un orden como en los reales, pero es posible definir cudndo una matriz es no negativa
o0 positiva, algunas de las definiciones pueden extenderse a matrices de dimensién mxn
pero nosotros nos limitaremos a las matrices cuadradas, y mds adelante solo a matrices
estocdsticas.

Definicion 2.13.
Sear e NyA € Mw(R), con A = (a;j)1<i,j<, entonces:

a. A serd llamada matriz no negativa (positiva respectivamente) si a;; > 0 para todo i,
Je{l,....r} (aij >0 para todo i, j € {1,...,r} respectivamente), y lo denotaremos
por A >0 (A > 0 respectivamente).

b. Diremos que A es primitiva si existe k € N de tal forma que A* > 0.

Un resultado importante que podemos obtener de Perron-Frobenius es que la con-
vergencia hacia la distribucién estacionaria de una cadena de Markov con espacio de
estados finito es geométrica, con velocidad de convergencia igual al médulo del segun-
do eigenvalor mas grande, que llamaremos SLEM por sus siglas en Inglés.

Teorema 2.4. Perron-Frobenius

Sean rnn € Ny A € #,,,(R), no negativa y primitiva, ademds sean Ai,...,A, los
eigenvalores de A, ordenados de tal forma que | 4; |>| Aj|, 1 <i < j <r, entonces A es
un niimero real positivo de multiplicidad 1 tal que Ay >| A; | para cualquier2 < j <r,
ademds existen u| y v| un eigevector izquierdo y uno derecho respectivamente con
entradas positivas, ambos asociados a Ay y que satisfacen que ujv\ = 1, ademds

A" = Ay +0(n™ | Ay M)
donde A, es el SLEM de A 'y my es la multiplicidad de A,.

La demostracion del teorema 2.4 serd mostrada al final de este capitulo.

Presentaremos un lema que afirma sobre el eigenvalor mas grande en médulo de
las matrices estocasticas y la multiplicidad de este, pues nos serd de utilidad a lo largo
de este capitulo y en la demostracion del teorema de Perron-Frobenius.

Lema 1.

Sean r,n € Ny A = (a;;)1<i,j<r una matriz de transicion asociada a una cadena de
Markov irreducible y aperiddica con espacio de estados E = {1,...,r}, ademds sean
Aty A los eigenvalores de A, ordenados de tal forma que | A; |>|A; |, 1 <i< j<r,
entonces Ay es 1y su multiplicidad es 1.
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Demostracion.

Comencemos demostrando que A; = 1.

Por la ecuacién (2.4) sabemos que A = 1 es un eigenvalor de A, por ser estocdstica,
entonces basta con probar que no existe ningin eigenvalor de A con norma mayor que
uno.

Supongamos que existe A’ € C un eigenvalor de A con | A’ |> 1y existe v # 0 tal que
Av = A'v, es decir, para toda i € E tenemos que Y. ;cg a;jv(j) = A'v(i).

Sea k € E tal que | v(k) |= mdxsep{| v(£) |}, entonces

[v(k) | <[ A" [ v(k) |
=| A'v(k) |
=| ) aiv(j) |

JjEE
<Y lagllv()|
JEE
< Y aj | v(k) |
JEE
[v(k) | Y a;
JEE

=[v(k) |

por ser A estocdstica, lo cual es una contradiccién.

La contradiccion surge del hecho de suponer que existe un eigenvalor de A con norma
mayor que uno.

Solo nos fata mostrar que A; es de multiplicidad uno; recordemos que v; = 1, es un
eigenvector derecho de A asociado a A; = 1, entonces basta con mostrar que cualquier
eigenvector derecho de A asociado a A; = 1 es de la forma al,, o € R.

Supongamos que A; = 1 no es de multiplicidad uno, entonces existe
v=(v(l),...,v(r)) € R" tal que Av = v, ademds de que v # al,, para todo a € R, asi
existen j,k € E tal que | v(k) |= méxeeg{| v(¢) |} y | v(j) |<| v(k) | por lo que

[v(i) | <[ v(k) | paratodo i € E,
agi | v(i) | < agi | v(k) | paratodoi € E,

entonces
Y aw [v(i) | < Y ai | v(k)| porque | v(j) [<[v(k) |
i€E i€k
<|v(k) | por ser A estocdstica
= Y av(0) |
icE
<Y i [v(i) |
ick
Hemos caido en una contradiccidn, la cual deriva de la suposicién de que A; = 1 no es
de multiplicidad uno. O
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Otras consecuencias que obtenemos del teorema de Perron-Frobenius es que si A
es estocdstica pero no irreducible con m clases de equivalencia, entonces A; es de mul-
tiplicidad m, pero si es irreducible con periodo d > 1, entonces existen d distintos
eigenvalores 7Lj de médulo 1, esto es | lj |= 1, llamados las d raices unitarias y los
otros eigenvalores tienen médulo estrictamente menor que 1, la demostracién de estos
resultados se encuentran [Seneta, Cap. 1].

Si regresamos al final del ejemplo 2.3, en la ecuacién (2.5), podremos notar que P"
es la suma de la matriz estacionaria mds otras dos matrices que convergen a la matriz
cero conforme n crece, debido a que los eigenvalores A; y A3 tienen médulo menor
que 1, con ayuda de Perron-Frobenius podremos demostrar que la convergencia hacia
la distribucién estacionaria es geométrica con una velocidad de convergencia igual al
SLEM.

Utilizaremos el siguiente ejemplo para ilustrar el teorema 2.3 y sus corolarios.

Ejemplo 2.4.
Sea P la matriz de transicion de una cadena de Markov homogénea sobre un espacio
de estados E = {1,2,3}.

o 1 1
(%%
P=l11 7

3 4 12

EVAYA

Figura 2.1: Cadena de Markov con 3 estados.

A base de la figura 2.1 podemos observar que P es irreducible y aperiddica. Asi
por el teorema de Perron-Frobenius y el lema 1 tenemos que existe Ay = 1 de multipli-
cidad uno por ser P una matriz estocdstica, aperiddica e irreducible, mds aiin | A i <1
con j € {2,3}. Ademds podemos elegir uy y vi, un eigenvector izquierdo y derecho
respectivamente, asociado a Ay, de tal manera que tanto u; como vy son positivos y
satisfacen que w}vi = 1, ademds

P = Afvid +0(| A2 |1).
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Verifiquemos lo anterior haciendo algunas cuentas. Tenemos que el polinomio carac-
teristico de P es CAp(A) = —A3 + %12 + %l + ﬁ cuyas raices son Ay =1, Ay = %1 y
Az = %1, ademds con el método hecho en el ejemplo 2.3 para encontrar un eigenvec-
tor derecho vy y un eigenvector izquierdo uy asociados a Ay que satisfagan vivi; = 1,
tenemos que

1
1
Vi = 1 yup = 3 )
1
3
por lo que
11 1
3 3 1"
11 1) 001"
P71 )0
3 3 3

Cabe resaltar que la matriz vlut1 es la matriz estacionaria de nuestra cadena de
Markov, por lo que la convergencia es geométrica con velocidad relativa de % el cual
es el SLEM.

Como hemos recalcado en varias ociasiones la velocidad de convergencia de una
cadena de Markov hacia su distribucion estacionaria es geométrica con velocidad re-
lativa igual al SLEM, por lo que es de interés acotar la distancia entre la matriz de
transicioén a n pasos y la matriz estacionaria en funcién del SLEM, esto lo haremos en
secciones posteriores.

Seccion 2.2 Distribucion Quasi-estacionaria

Como vimos en el capitulo 1, las cadenas de Markov cuentan con dos tipos de esta-
dos, los recurrentes y los transitorios. Durante este capitulo solo hemos trabajado con
cadenas de Markov con estados recurrentes. Muchas veces no le damos importancia
a los estados transitorios pues en la distribucion estacionaria tienen probabilidad ce-
ro. En esta seccidn veremos lo que sucede con los estados transitorios antes de que la
cadena llegue a un estado recurrente, veremos que existe una distribucién asociada a
estos estados a la que llamaremos Distribucion Quasi-estacionaria.

Antes de empezar con todo el andlisis, daremos una definicién de matriz subesto-
castica

Definicion 2.14. Matriz subestocdstica

Sear e NyA € M (R), con A= (a;j)1<i j<r no negativa. A es llamada subestocstica

si existe k € {1,...,r} de tal modo que Y;_ya;j <1, para todo i € {1,...,r} \ {k} y
’;:1 aij < 1.

Corolario 1. del Teorema de Perron-Frobenius
Bajo las hipdtesis de teorema 2.4, si A es subestocdstica, entonces A < 1
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Demostracion.
Por el Teorema de Perron-Frobenius (2.4), tenemos que existe A; un real positivo de
multiplicidad uno tal que A; >| A; | para cualquier A; eigenvector derecho de A,
2<j<r
Sea £ = {1, ce ,}"} yA = (al-j),'h,'eg.
Supongamos que A; > 1, entonces existe v # 0 de tal forma que Av = A;v, esto implica
que

Z a;ijv(j) = Mv(i) paratodoi € E

jEE

entonces para toda i € E

[v(@) [ <A1 [v(i) |
=| Av(i) |
= Y aipv(j) |
JeE
<Y aij[v()) |

JEE

por lo que

[v(i) |< Z aij | v(j)| paratodoi€E. (2.6)
J€E

Sea k € E tal que | v(k) |= méxpcg{| v(¢)

}, por lo que

[v(i) | <l v(k) | para todo j € E
aj | v(j) | < axj [ v(k) | para todo j € E

Y i [v() | <Y aj | v(k) |

JEE JEE

como | v(k) [< ¥jegaxj | v(Jj) | porlaecuacion (2.6) y ¥ jcp ax; | v(k) |<| v(k) | por ser
A subestocdstica, por lo que

[v(k) [< Y a [v(i) <] vik) |

JE€E

lo cual es una contradiccién.

La contradiccién surge del hecho de suponer que existe un eigenvalor de A mayor que
1.

Supongamos que A; = 1, por definicién de matriz subestocéstica existe i € E de tal
forma que ) ;g a;; < 1, por lo que 1, no es un eigenvector de A, entonces existe v un
eigenvector de A tal que v # al,, a € R.

Sean i,k € E de tal manera que | v(k) |= méaxocp{| v(€) |} y | v(i) |<| v(k) |, entonces

[v(7) | <[ v(k) | para todo j € E
agj | v(j) | <arj | v(k) | paratodo j € E
Y oai |vG) [ < Y ax; | vik) | pues | v(i) |[<|v(k) |

jJEE JEE
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como | v(k) [< Y jcpax; | v(j) | porque v es eigenvector con eigenvalor igual a 1, ademds
Yjceakj | v(k) |[<| v(k) | por ser A subestocdstica, por lo que

[v(k) 1< Y ai; [v()) [<]v(K) |

JEE
lo cual nos hace caer en una contradiccién, esta deriva del suponer que A; = 1. O

Sea {X, }»>0 una cadena de Markov con espacio de estados E finito y matriz de
transicion P. Supongamos que R es el espacio de estados recurrentes y T el de los tran-
sitorios, con T no vacio. Asi, sin pérdida de generalidad, si es necesario reacomodamos
los estados, podemos descomponer a P con respecto a la particion RUT = E 'y obtener

la siguiente matriz
D 0
P= < B 0 ) 2.7

a. D esla matriz de transicion asociada a los recurrentes.

donde

b. 0 es la matriz cero.
c. Q esla matriz de transicion asociada a los transitorios.
d. B es lamatriz de transicion de transitorio a recurrente.

Notemos que Q es una matriz subestocdstica y B # 0, pues de serlo el conjunto T seria
cerrado y por lo tanto contiene un estado recurrente ya que E es finito. Supongamos que
Q es irreducible y aperiddica, entonces por el Teorema de Perron-Frobenius aplicado a
O (Teorema 2.4)

Q" = Avidy +0(m™ 1| Ay |") (2.8)

Con Ay, vi, u1, my y A, como en el Teorema. Como Q es subestocdstica, A1 € (0,1) y
| 22 |< Ay.

Seaw=inf{n>0|X, € R}, aqui w es el tiempo de entrada a R, como T es finito
demostraremos que w es finito casi seguramente, es decir w < o c.s.

Demostracion.
w es finito casi seguramente si P[w < o] = 1, en efecto, consideremos p el vector de
probabilidad sobre E que representa la distribucidn inicial de la cadena, entonces

Plw < eo] = ) Plw < 00| Xg = i]P[Xy = i]
i€cE

= ¥ Bifw < ool (i) (2.9)
i€E
Para terminar el cédlculo anterior, calcularemos por separado P;[w < oo], as{
Pi[w < oo] =1 —Pj[w = o9
=1-—lim P;[X, € T].

n—soo
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Por la continuidad de la probabilidad y por la definicién de w tenemos que

P,-[w = 00] = lim Pi[Xn € T}

n—yoo

Calculemos este limite, como R es cerrado entonces,

PiX, € T|=P;[X, €T, X, €T,...,X, €T]

= Z Z Piiy Piviy " " Piy_vin-

€T ineTl
Si lo vemos en su forma matricial, tenemos que

Pi[Xn S T] = 6,‘Q”]1‘T‘.

Ahora como Q es subestocdstica, entonces por la ecuacién (2.8) Q" converge a la matriz
cero conforme n tiende a infinito, esto es

lim P;[X,, € T] = lim 5,-Q”]l‘T‘ =0
n—roo n—roo

entonces P;[w < oo] = 1.

Por lo tanto, para toda i € E P;[w < o] = 1, ahora si nos regresamos a la ecuacién (2.9)

tenemos que

Plw < o] = ZE'Pi[W < oo (i)
=) u()
icE
=1

O

Una vez que tenemos que el tiempo de entrada a los recurrentes es finito casi se-
guramente, calcularemos la probabilidad de que empezando en un estado transitorio,
sigamos en un estado transitorio a tiempo n.

Seani,jeT

Pt[Xn = j,W > I’l]
Pi[w > l’l]
_ HJ)i[sz = ]]
Pi[Xn € T]
_
B ZkeTp,r'lk

PiXy=j|w>n]=
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Pero pf, = Afvi (i)uy (k) +0(n™ 1 | A, |"), por lo que

Avi(@u(j) + 0™ [ A |")
Leer Avi(Dui (k) + 0= | A )

:( Ay (1 () + O™ | 20 |) )(ﬁ)

]P’i[Xn:j|w>n]:

Leer APvi(Dur (k) +0(n=1 [ A2 ") /11""11(1‘)
. w112 |n
w () +0 (w121

(Sacr 1 (K)) +0 (- 1|32]1)
() et (72"
“seam ol (171))

Asi, tomando el limite cuando n tiende a infinito, tenemos que

n—oo ui(j)
T eerm (B

asf la distribucién de probabilidad { o ”T' E:? ® } e llamada distribucion Quasi-estacionaria
€ ic

Pi[Xn:j\w>n]

de la cadena relativaa 7.

Daremos dos ejemplos para ilustrar la distribuciéon Quasi estacionaria, el primero sera
un ejemplo numérico mientras que en el otro hablaremos sobre el buscador de Google,
sobre el funcionamiento del algoritmo PageRank, el algoritmo que ordena los resulta-
dos obtenidos en una busqueda.

Ejemplo 2.5.
Sea E ={0,1,2,3,4} con probabilidad de transicion

ro=(3) (-3 G)" wen2a,

P — 1 si x=0
"0 en cualquier otro caso
y
Py — 1 si x=4
*Z10 en cualquier otro caso

Es fdcil ver que 0y 4 son estados absorbentes mientras que los demds son transitorios,
es decir R=1{0,4} y T ={1,2,3} por lo que

y 2 3
?4 1%8 614
=13 ; 4
34
64 128 64

Asi el polinomio caracteristico de Q es

39, 1584 27
Ap(A) = A3 — A2 4 o) - 2
CAp(A) 2 1 2006™ " 1024
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Cuyas raices son Ay = %, A= % yA3= % con esta informacion podemos encontrar
un eigenvector izquierdo uy y un eigenvector derecho vy asociados a Ay, los cuales son

2

7

_ 8
yvi = %_1 )

7

w(5)

ademds {%, 2—95, %} es la distribucion Quasi-estacionaria relativa a T.

uy =

—oo|\O =t

por lo que

Joet2]\ot=oo
NN RN

]

Ahora seguiremos con el ejemplo del buscador de Google.

Ejemplo 2.6.

Con la llegada de Internet, se cred toda una revolucion en el campo de la tecnologia
y de la informacion, la creacion del buscador de Google represento una revolucion
equiparable a la anterior, al ser una herramienta que puso orden en ese mundo de
informacion. El buscador fue disefiado por el matemdtico Sergei Brin y el informdtico
Lawrence Page en 1998, antes de su diserio habian alrededor de 100 millones de pdgi-
nas web y solo se atendian 20 millones de consultas al dia, hoy en dia se atienden mds
de 200 millones de consultas al dia y cada biisqueda indexa varios millones de paginas
web. La pregunta que surge es ;Como ordenar los resultados en una biisqueda hecha
en el buscador de Google? ;Y cudl es su relacion con las cadenas de Markov?
Primeramente supongamos que tenemos n pdginas, digamos, H\,H,, ..., H, asignare-
mos una importancia x; a cada pdgina H;, i € E = {1,2,...,n}, los cuales podrdn ser
vistos como una probabilidad. Ahora construiremos una matriz P la cual tendrd en la
entrada p;; un uno si existe un enlace de la pdgina i a la pdgina j y un cero en otro
caso, coni, j € E. La importancia que le daremos a cada pdgina la tomaremos propor-
cional a la suma de importancias de las pdginas que enlaza, i.e, si la pdgina Hy enlaza
a las pdginas Hy2,Hys,Hyoo y la pdgina Hy con las pdginas Hy, H3 entonces

x1 = A(x12 +x24 +x200)
Xy = l(xl +X3)

donde A es una constante de proporcionalidad fija.
Viendo lo anterior desde un punto de vista matricial, es equivalente a resolver:

Px=Ax, (2.10)

es decir, nuestro problema se reduce a un problema de eigenvalores y eigenvectores, la
solucion que buscamos debe ser un vector de entradas no negativas.
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Ahora para transformar a P, una matriz de ceros y unos, a una matriz de transicion,
usaremos una distribucion uniforme (discreta) es decir definiremos P' = (p, j)i,je g don-
de

;o Pij
Pij=5—" "
Y keE Pkj
Ahora, tenemos una cadena de Markov con espacio de estados H\,...,H, y matriz de

transicion entre las pdginas P', con lo que la ecuacion (2.10) se puede reformular de
la siguiente forma:

P'x = Ax, (2.11)

en tal caso nos encontramos en una de las situaciones ya conocidas, pues queremos
que x tenga entradas no negativas, entre 0y 1.
La solucion que resuelve ese problema es justo la distribucion estacionaria.

Es reconfortante saber que el problema ya lo podemos resolver, pero hay tres cues-
tiones importantes la primera es ;qué pasa si una pdgina no enlaza con cualquier
otra?, es decir si tenemos una fila de puros ceros, entonces nuestra matriz ya no se-
ria estocdstica. La segunda cuestion son los estados transitorios, pues nada de lo que
hemos hecho hasta ahora nos dan la certeza de que todos los estados de la cadena de
Markov sean recurrentes o si quiera que la matriz de transicion P' sea irreducible. La
tltima cuestion es que si existe la distribucion estacionaria, a los estados transitorios
les asignard una importancia de cero, es decir, no nos mostrardn esas pdginas.

La resolucion del primer problema es sencillo, solo ponemos una distribucion uni-
forme en cada una de las entradas, es decir si nos encontramos en ese caso, colocare-
mos en todo el renglon correspondiente %

La solucion al segundo y tercer problema es usar un truco para que la matriz de
transicion se vuelva irreducible, definiremos:

P1
P'=cP'+(1-c)| : (1,...,1) (2.12)

Pn

donde py,...,py es una distribucion de probabilidad y c es una constante entre 0y 1
(en los cdlculos que hace Google, ¢ = 0.85).

Con ese procedimiento ya tendriamos que la matriz es irreducible, por lo que la esta-
cionaria existe y es linica.

Cabe resaltar que el buscador no descarta a los estados transitorios, pues si los des-
cartara habria pdginas en la red a las cuales jamds podriamos acceder, el algoritmo
PageRank del buscador de Google le asigna una importancia uniforme para que se
pueda acceder a estas pdginas poco frecuentadas o sin enlace a otra pdgina.
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Seccion 2.3 Matrices de transicion reversibles

En esta seccién vamos a introducir un concepto muy importante, que usaremos a
lo largo de este trabajo, estamos hablando de las matrices de transicion reversibles,
definiremos un producto escalar y una norma, estas dependeran de un vector de proba-
bilidad sobre nuestro espacio de estados E = {1,...,r}, r € N, todo esto con el objetivo
de poder formar una base ortonormal de R” con eigenvectores de P, nuestra matriz de
transicion. Ademds veremos cémo transformar a una matriz de transicién para que sea
una matriz de transicién reversible, finalmente construiremos propiedades importantes
para la demostracion del teorema de Perron-Frobenius que haremos al final de la sec-
cién.

Empezaremos definiendo a las matrices de transicion reversibles.

Definicion 2.15. Matriz de trasicion reversible

Sea P una matriz de transicion de una cadena de Markov con espacio de estados finito
E y w un vector de probabilidad estrictamente positivo sobre E. Decimos que la pareja
(P, 1) es reversible si para toda i, j € E

n(i)pij = ®(j)pji
En la definicién anterior se habla de un vector de probabilidad estrictamente posi-
tivo sobre E, que en primera instancia podria ser cualquier vector de probabilidad pero

la realidad es que solo puede ser una distribucion estacionaria de P, la tinica en caso de
que la cadena sea irreducible, la siguiente proposicion refleja lo dicho aqui.

Proposicion 2.6.

Sea P una matriz de transicion de una cadena de Markov con espacio de estados finito
E y m un vector de probabilidad estrictamente positivo sobre E. Sea (P, T) reversible
entonces T es una distribucion estacionaria de P.

Demostracion.
Recordemos que una distribucion de probabilidad 7 es una distribucion estacionaria de
P siy sélo si ' = ' P o bien si

n(i)=Y 7n(j)p;i paratodai€E.
Jj€E

Seai € E, entonces

=Y 7(i)p por ser (P, ) reversible
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por lo tanto 7' P = 7' (|

Procederemos a dar las condiciones necesarias y suficientes de reversibilidad, pero
para ello es necesario definir dos productos escalares y su norma asociada.

Definicion 2.16. Producto interior bajo m 'y norma ©

SeareN, E={l,...,r} el espacio de estados de una cadena de Markov y T una
distribucion de probabilidad estrictamente positiva sobre E. Sean x,y € R’, entonces
definimos producto interior bajo ® 'y la norma T respectivamente como

(x,y)m = ;Ex(i)y(i)n(i)
x|z =Y x(i)*x(i).
icE
1

Ademds, definimos el producto interior bajo % y la norma  respectivamente cono

1
i ickE T l)
1
lx =Y x(i) —
;’5 7(i)

1
Izl =Y () —=
l;é (i
= Z (i) pues (i) > O paratodai € E
icE
=1

Solo nos falta un concepto mds para dar las condiciones necesarias y suficientes
de reversibilidad que es la definicién de adjunto de una matriz, de hecho solo nos que-
daremos con la nocién de auto adjunto pues es una de las propiedades que tienen las
matrices reversibles y ocuparemos mucho en esta seccion.

Definicion 2.17. Adjunto de una matriz
Sea r € Ny Vun espacio vectorial con producto interior de dimension r. Sean A,B €
My, decimos que B es el adjunto de A si satisface

(Ax,y) = (x,By) para toda x,y € V.
Si A = B, diremos que A es auto adjunta.

A partir de este punto supondremos que nuestra matriz de transicién P es irredu-
cible y que nuestro espacio de estados es E = {1,...,r}, r € N, es decir, un espacio
de estados finito por lo que podemos garantizar la existencia de una tnica distribucién
estacionaria 7 con sus entradas estrictamente positivas y usarla para la definicién 2.16.
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Teorema 2.5. Condiciones necesarias y suficientes para reversibilidad

Sea P una matriz de transicion de una cadena de Markov irreducible con espacio de
estados finito E 'y sea Tt su distribucion estacionaria. Entonces (P, ) es reversible si y
solo si P es auto adjunta con el producto interior {-,-)r.

Demostracion.
=| Supongamos que la pareja (P, ) es reversible, entonces

<nyn'—2<zpt]x ) (i)

icE \jeE
=) <Z Pijﬂ(i)x(j)> (i)
icE \ jeE
=Y Y pim(i)x(j)y(i) usando reversibilidad
i€k jeE
=) x()) (Z Pti(i)> n
jeE icE
= (x,Py)z

por lo tanto P es auto adjunta.

< | Supongamos que P es auto adjunta, entonces como la propiedad de auto adjun-
ta es vilida para todo x en R’, en particular para &; (un vector en R” con un 1 en la
i—ésima entrada y ceros en todas las demas).
Seani,j€{l,...,r}, entonces

(75.5,)x z(zma) ot

keE \(€E

=) (pud;(k)m(k))

keE
= pjin(j)
por lo tanto para toda i, j € E
(P8;,0))x = pjim(j)- (2.13)
As{ continuando con esta tltima ecuacion

pjint(j) = (PS;,6;)x

= (&, P5'>n pues P es auto adjunto
=(P8;,8)x por simetria del producto escalar R”
= pij ( /) por la ecuacién (2.13)
por lo tanto (P, 7) es reversible. d
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En la matrices cuadradas, al multiplicar una matriz por si misma usamos la notacion
de exponentes, por ejemplo AZ = AA, estos exponentes usualmente son niimeros natu-
rales, aunque si la matriz A tiene inversa, denotada por A~ entonces los exponentes
pueden ser niimeros enteros, por ejemplo A~> = A~!A~!, siguiendo con esta extensién
podemos pasar del conjunto de los nlimeros enteros como exponentes al conjunto de los
nuimeros racionales, haremos uso de esta notacién y de algunos resultados importantes
que seran expuestos en el apéndice A ubicada en la pagina 75.

Proposicion 2.7.

Sean r € N, P la matriz de transicion de una cadena de Markov irreducible con espa-
cio de estados finito E = {1,...,r} y sea 7 su distribucion estacionaria, ademds sean
D = Diag (n(1),...,m(r)) y P* = DIPDT. Si P* es simétrica entonces (P, ) es re-
versible.

Demostracion.

Proponemos Dz = Diag (\ /m(l),..., \/77:(;’)) , por lo que

=1 (i
PDF = %pﬁ ,
J i,jeE

=

P*=D

la matriz P* estd bien definida debido a que P es irreducible esto nos garantiza la
existencia de una tnica distribucion estacionaria 7 con todas sus entradas estrictamente
positivas.

Supongamos que P* es simétrica y que P* = (a;;) entonces

ijeE’
aij = aji

esta dltima igualdad es cierta debido a que 7 es no negativa al igual que las probabili-
dades.
O

Cuando una matriz como P* es simétrica sus eigenvalores son reales, ademas de
que el conjunto de eigenvectores derechos es el mismo que el de eigenvectores izquier-
dos, mas atn existe un conjunto de eigenvectores que forman una base ortonormal de
R” con respecto a la norma euclideana, 1a demostracién de estds afirmaciones las po-
demos encontrar en el apéndice A de este trabajo.
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Proposicion 2.8.

Bajo las hipétesis y la notacion de la proposicion 2.7, sean A, 1 < i <r, los eigenva-
lores de P* y w; eigenvectores de P* asociados a A; respectivamente, 1 < i <r, tal que
{wi}ice es una base ortonormal, definimos u;, v; € R" vectores que satisfacen respec-

. =1 1
tivamente que w; = D2 u; y w; = D2v;, entonces
a. Py P* tienen los mismos eigenvalores.

b. u; (v; respectivamente) es un eigenvector izquierdo (derecho respectivamente) de P
asociado al eigenvalor A, 1 <i<r.

Demostracion.

a. = | Sea A un eigenvalor de P, entonces existe v € R", v # 0 de tal forma que

1 S - .

Pv = Av, entonces como D2 es una matriz diagonal distinta a la matriz ceroy v # 0
1

entonces D2 v # 0 por lo que

P*=D2PD7
P'D? =DIP multiplicando D? por la derecha
P*DIv=DIPy multiplicando v por la derecha
P*D¥v=D3I v v es eigenvector de P
P (D) =2 (DPv)
P'w=Aw

por lo tanto A es una eigenvalor de P*.
< | Sea A un eigenvalor de P*, entonces existe u € R”, u # 0 de tal forma que

P*u = Au, entonces

1 —1
P*=D2PDZ
D%P* = PDfTl multiplicando D7Tl por la izquierda
DZPu=PD7u multiplicando u por la derecha
DT Au=PDZu u es eigenvector de P*
A (D’T‘u) .y (D’T1 u)
Aw = Pw

asi A es una eigenvalor de P.

b. Seai € E y A; un eigenvalor de P* y sea w; el eigenvector asociado a A;, es decir
P*w; = Aiw; y wﬁP* = 7L,w§ debido a que w; es tanto un eigenvector derecho como
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izquierdo, entonces

P'w; = D*PDY wi por definicién de P*
Pw; = D2PD7 D2 Vi por definicién de w;
Piw; = D%Pvi simplificando D7 D?
Aw; = D%Pv,- w; es eigenvector de P*
liD% v, = D%Pvi por definicién de w;

D% ()Livi) = D%Pv,-
DT D? (Avi) = D%D%Pvi multiplicando D7 por la izquierda
livi = PV,‘

por lo que v; es un eigenvector derecho de P asociado a A;.

Ahora veamos que u; es eigenvector izquierdo de P asociado a A;, como
' S\ e
w;=|DZ2u; | =u;D™

. -1 o
debido a que D2 es una matriz diagonal, entonces

PR o
w,P" =w;D2PD por definicién de P
WP = llED%]D%PD%] por definicién de w;
wiP* = u?PD7Tl simplificando D D?
! Py . “
Aw; =u;PDT w; es eigenvector de P
).,-uf-D% = uﬁPD7Tl por definicién de w;
l,'uﬁDfTl DI = u?PD%lD% multiplicando D? por la derecha
A = ui P

por lo que u; es un eigenvector izquierdo de P asociado a A;.

A partir de este punto trabajaremos bajo las hipétesis de la proposicién 2.7 y con

la notacién de la proposicién 2.8.

Una propiedad que tiene la matriz D es que podemos definir el producto interior bajo 7
en términos del producto matricial, la siguiente proposicién nos serd ttil para construir
otras propiedades con las que podremos demostrar el teorema de Perron-Frobenius.

Proposicion 2.9.

Bajo las hipotesis de la proposicion 2.7 y la notacion de la proposicion 2.8, sean x,y €

R”, entonces
XDy = (x,y) 1.



30 CAPITULO 2. MATRICES DE TRANSICION

Demostracion.
(D) (i) = 2)6(])%(1)51(1)
= x()x(i)
Con lo que

O

Recordemos que la ortonormalidad de {w;};cr es respecto a la norma euclideana
pero el conjunto {v;};cr y {u; }icr también son ortonormales, pero respecto a la norma
7'y la norma 71[ respectivamente, es decir,

. 1
<vi7vj>ﬂ:5i(‘]) conw; = D2vy;

. =l
=6()) conw; =D7Z u;.

Demostracion.
Sean i, j € E, entonces

<V[,Vj>7;; = Z V,'(k)vj'(k)ﬂ'(k)

keE
=Y (Vr(k)yi(k))(\/m(k)v;(k)) debido a que m(k) >0
keE
1
= ¥ willw;(k) w(R)vi(k) = (D) (k)
k€E
= W;- Wj
=6())
por lo tanto (v;,v;)z = 8;(j). Andlogamente (u;,u;)1 = &(j). d
Por la definicion de u; y de v; tenemos que
u; = DV,‘. (214)

Como V = {v;};ck es una base ortonormal de R”" con respecto a la norma 7, entonces
cualquier vector x € R” puede ser expresado como una combinacion lineal de los ele-
mentos de V, es decir, existen 1, ..., 0, € R de tal forma que x =Y ;cg ¢v;, entonces
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sea j € E y calculamos
<X7Vj>n' = <Z aiVi7Vj>n'
i€E
= Z 0 (vi, Vi) por la linalidad del producto interior
icE
= Z ;6 (j) V es un conjunto ortonormal

por lo que (x,v;)z = o, entonces para toda x € R” tenemos que

x= Y (x,vi)zvi (2.15)
i€E
de manera andloga,
X =Y (x,u;)1u. (2.16)
i€E T

Como v; es un eigenvector derecho de P, se cumple que P"v; = QLJ’.’vj paratodan € Ny
para toda j € E, entonces para toda x € R” y paratodan € N

P'x=P" Z (x,vi) i por la ecuacién (2.15)
i€E
= Z(x, Vi) n P
i€E
= Z(x, viy g Alvi
i€E
por lo tanto, para toda x € R" y para todan € N
P'x =Y AM(x.vi)avi (2.17)
i€E

de manera andloga, para todax € R" y paratodan € N

XP'= Z Al ;)

i€k

U (2.18)
n

Daremos otra caracterizacion de la ecuacién (2.17) en términos de los eigenvectores
izquierdos y derechos de P

P'x= Z Al (x,vi) zvi Por la ecuacién (2.17)
icE
=) A" (x'Dvi)v; Por la proposicién 2.9
icE
= Z Alvi ((Dv,-)tx)
icE
=Y Al'viux Por la ecuacién (2.14)
icE
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Por lo tanto
Plx=Y Al'viuix. (2.19)
i€E
Ahora daremos una pequefia demostracién del Teorema de Perron-Frobenius, la
demostracion que se presenta es parecida a la hecha por Pierre Brémaud en [Bremaud,
Cap. 6] la prueba se limitard a las matrices de transicion reversibles, una demostracion
mads general del teorema se encuentra en [Seneta, Cap. 1].

Demostracion. Teorema 2.4 Perron-Frobenius

Seanrnne N, r>0yseaA € #(R), A= (aij)i<i j<r, la matriz de transicién rever-
sible (Definicién 2.15) asociada a una cadena de Markov irreducible y aperiddica sobre
un espacio de estados E = {1,...,r}.

Como A es irreducible sobre un espacio de estados finito entonces existe una tinica dis-
tribucion estacionaria T con entradas estrictamente positivas, asi usando la distribucién
estacionaria de A podemos definir la norma 7 (Definicién 2.16).

Sean A1, ...,A, los eigenvalores de A ordenados de tal que | A; [>|A; [, 1 <i< j<r
y V ={v1,...,v,} una base ortonormal de eigenvectores derechos de A (ortonormales
con respecto a la norma 7). Entonces por la propiedad 2.9 y la ecuacién (2.17), para
todo x € R"

.
A'x = Z Al (x,ve)zve
=
r
Ax — (x,v])zv) = Z Al (x,ve) pve pues A; = 1.
=2

Esta dltima igualdad es vdlida en particular para x = &, con 1 < k < r, por lo que al
sustituir x = & obtenemos el siguiente vector

A" — [vi(k)m(k)]vi = Z [Afve(k)m(k)]ve paratodok € E. (2.20)
(=2
Asi,seaic Ey al(,': ) la entrada (i,k) de la matriz A", entonces al obtener la entrada i del
vector de la ecuacién (2.20) tenemos que

al —vi () m(k)v1 (i) = Z APve(k) 7 (k)ve(i) para todo k € E. (2.21)
(=2

ademds por el Lema 1, sabemos que los eigenvectores derechos de A asociados a A;
son de la forma al,, o € R, pero el tnico que tienen norma 7 igual a uno y entradas
positivas es 1, por lo que vy (k)v; (i) = 1, para todo k € E, entonces la ecuacién (2.21)
es equivalente a

al) —w(k) =Y. Ave(k)ve(i)m(k) paratodok € E. (2.22)
(=2
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Ahora, denotaremos por A} al /—ésimo renglén de la matriz A", entonces

jar—x =Y |a -

keE

=Y | Z)L'v, (k) | Por la ecuacién (2.22)
keE j=

< Z Z [ A" vi(k) || v;(@) || (k) | por desigualdad del tridngulo
keE j=

= Z Z [ Aj "] vi(k) [[v;(D) || (k) | intercambiando las sumas
Jj=2keE

i[a i) I(k;lvxk)lﬂ(k) M

antes de seguir acotaremos al término que tenemos entre paréntesis

Y (v [ mk) [ =Y [v;(k)

keE keE
=Y (v 1 vVam) (Vam)
keE
1 1
2 2
< Z v% (k)7 (k) Z m(k) por la desigualdad de Cauchy-Schwarz
keE keE
por lo que
Y vtk [ m(k) <1 (2.23)
keE
entonces
[A} =7 ||; < Z [Aj " v;(i) | sustituyendo la ecuacién (2.23)
=2

<Y 1A (i) |
j=2

<r| Al ( sup | v;(i) |>
2<j<r
por lo que
IAE’—EIIISr< sup | v;(7) |> [ A2 [". (2.24)
2<j<r

En esta tdltima ecuacién podemos ver la importancia que tiene el SLEM para la velo-
cidad de convergencia de AY, n € N, a su estacionaria. En los siguientes capitulos nos
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enfocaremos en encontrar distintas cotas para || A” — 7 ||| en la ecuacién (2.24) y des-
pués acotar el valor de A,, nuestro SLEM.

Ahora, sea uj un eigenvector izquierdo de A asociado a A; = 1 con norma % igual a
uno; como A es de multiplicidad uno entonces el tinico eigenvector izquierdo de A con
norma 71[ igual a uno y entradas positivas es 7, ademas v u’l =TI, la matriz estacionaria.

Ademds, como | A, |< 1 entonces la ecuacion (2.24) tiende a cero conforme n
tiende a infinito, es decir tenemos que || A7 — 7 ||; estd acotado por una funcién que
depende de | A, |* y que ademas tiende a cero, entonces

[A"—I1|=0(| 2 [")
A" = Aviidy || = O(] A2 ")
A" = Aviuy + €

donde | € = O(] A |"). O



Capitulo 3. Velocidad de
convergencia

En el capitulo anterior encontramos una velocidad de convergencia de la matriz de
transicion a n pasos hacia su estacionaria en funcién de una constante y su SLEM. En
este capitulo nos enfocaremos en encontrar otras cotas, construiremos cotas relativa-
mente mas sencillas, primero sobre las matrices de transicion reversibles y luego para
las matrices de transicién no reversibles.

Se demostraran tres teoremas, dos para matrices de transicion reversibles, los teoremas
3.6 y 3.7, y un teorema para las matrices de transicidn no reversibles, el teorema 3.8,
al final haremos una comparacién entre el teorema 3.7 y el teorema 3.8.

Seccion 3.1 Caso reversible

Para esta primera seccidn supondremos que la matriz de transicién P es reversible,
crearemos dos cotas nuevas una por cada norma definida en el capitulo anterior, asi
tendremos el teorema (3.6) al cual llamaremos la cota 7 y el teorema 3.7 denominado
la cota %

Para lograr esto tenemos que definir una distancia entre dos distribuciones de probabi-
lidad sobre el mismo espacio de estados, ademds de algunas propiedades que nos seran
de utilidad para la construccién de las cotas.

Cotar

En este caso, vamos a definir la distancia en variacion entre dos distribuciones de
probabilidad a y B sobre un mismo conjunto finito E, que denotaremos por d, (¢, ).

Definicion 3.18. Distancia en variacion
Sean r € Ny a, B dos distribuciones de probabilidad sobre un mismo conjunto finito

E ={1,...,r}. Definimos la distancia en variacion entre o'y 3 como
1 . .
dy(a,B) =5} | (i) = B(i) | (3.25)
i€E

35
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Las propiedades que derivan de la definicidn anterior son mostradas en el apéndice B
ubicada en la pagina 79 de este trabajo.
Vamos a definir la varianza de un punto x € R" y después mostraremos dos propiedades
que nos seran de utilidad.

Definicion 3.19. Varianza

SeareN, E={1,2,...,r} el espacio de estados de una cadena de Markov y T una
distribucion de probabilidad estrictamente positiva sobre E. Sea x € R’, definimos la
varianza de x bajo pi como

Varg(x) =|| x |7 —(x,1,)7

Sean r € N, x € R” y 7 una distribucién de probabilidad estrictamente positiva,
ademds sea X una variable aleatoria tal que P[X = x(7)] = (7). Calcularemos la espe-
ranza, el segundo momento y la varianza de X y compararemos los resultados con los
términos que definen la varianza en la definicién 3.19.

Primero calcularemos la esperanza de X
ElX] =Y x(i)x(i)
i€E

=Y x()1z(i)

icE
=(x,1,)z.

Calculando el segundo momento de X obtenemos
EX?] = ) x()*x(i)
i€E
- <x7x>ﬂ?

2
=[xl
por lo que la varianza de X es

Var(X) = E[X?] - E*[X]
=[xz —(x1)7

= Varg(x).

Proposicion 3.10.

Seanr € Ny A € M,y (R) la matriz de transicion reversible (Definicion 2.15) asociada
a una cadena de Markov irreducible y aperiddica sobre un espacio de estados

E ={1,...,r}, ademds sea w su distribucion estacionaria. Sea x € R, entonces

r

Varg(x) = Z | (xvi)a 2

j=2

Demostracion.
Como A es irreducible sobre un espacio de estados finito, entonces existe una tnica
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distribucidn estacionaria 7 con entradas estrictamente positivas, asi usando la distribu-
cién estacionaria de A podemos definir la norma 7 (Definicién 2.16).

SeaV ={vy,...,v,} una base ortonormal de eigenvectores derechos de A (ortonormal
con respecto a la norma 1) y sea x € R’, entonces

[ x (17 = (x, )z
Il x H?r = (Z(x,vi)nv,-, Z xvidavide por la ecuacién (2.15)

i€k JEE
Ixllz=Y ¥ vl vi)a(viovi)a
icE jEE
lxlz=Y [ vz |?
icE
,
lxlz =12+ Y | (rvida
i=2
,
[x )7 =)z =Y | (vi)a [?
i=2
- 2
Varz(x) = Z | (x,vi)r |
i=2

3

Proposicion 3.11.
Bajo las hipdtesis de la proposicion 3.10. Sea x € R”, si sup;.{| x(i) |} < 1 entonces
Varz(x) < 1.

Demostracion.
Por definicién sabemos que la varianza de x es

Varg(x) =|| x |7 —(x,1,)7

<|l x|z

=Y |x(k) P m(k)
keE

<Y m(k) porque sup{| x(i) |} < L.
keE i€k

=1
O

Teorema 3.6. Cota
Seanr €N, r>0, sea P € My r(R), P=(pij)i<i j<r la matriz de transicion reversible
(Definicion 2.15) asociada a una cadena de Markov irreducible y aperiodica sobre un
espacio de estados E = {1,...,r} y sea @ su distribucion estacionaria. Entonces para
todon € Nconn>1yparatodoicE

)

2 (Stpn Dii 2n—2
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con p el SLEM de Py pg}g) la entrada (i, ), i, j € E, de la matriz P*.

Demostracion.

Como P es irreducible sobre un espacio de estados finito entonces existe una tnica dis-
tribucién estacionaria 7 con entradas estrictamente positivas, asi usando la distribucién
estacionaria de P podemos definir la norma 7 (Definicién 2.16).

Sean Ai,..., A, los eigenvalores de P ordenados de modo que | 4; |[>[ A; | para todo
1<i<j<ryV={vy,...,v,} una base ortonormal de eigenvectores derechos de A
(ortonormal con respecto a la norma 7).

Sea x € R’, entonces por la ecuacion (2.17) tenemos que

P'x = Z A, vj)avj

JEE
-
P'x = 2,1’1<X,V1>7rvl + Z )’jn <X,Vj>n:Vj
=2
P'x— <x7]lr>7(]lr = Z )*]l'l<x7 vj>7fvj

j=2

-
| P'x— (x, 1)1 |2 =| Z AL (X, vj)av 12 tomando norma al cuadrado en ambos lados
=2

~
|

r

= ’lﬂx’ Vi)avj, Z AL Vi) nvie) o
j=2 k=2

I
- 5
M\

AFAE v i) v n (v vio

||
)

j=2k=2
;

2, 2
[ A 17 v |

~.
U
[N

<p* Z | (x,vi)a P

j=2
_ A2n .,
= p“"Varg(x) por la proposicién 3.10

entonces

| P'x— (x, 1)1 ||2< p*"Vary(x) (3.27)
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por otro lado, sea i € E, entonces

| Z pix(J) |” = Z P]z i) ya que P es reversible
JEE JEE
< sz(j)ﬂ:(j) Z (i) (j) | porladesigualdad de Cauchy-Schwarz
JEE J€E (i)
pji pjin(J)
=lx H2 Py —
§ je%ﬂ(l) (i)
= x H;zr Z M usando reversibilidad
JEE ﬂ(l)
=l 7ol
por lo que para todo x € R”
I
LY pix() Pl x 2 =0 (3.28)
JEE (l)

Tomaremos una x particular la cual es x = P"~'y — (y,1,) 1, para alguna y que defi-
niremos mds adelante, entonces la entrada ¢ de este vector es
x(0) = Yrer P 'y(k) — w(k)y(k), entonces por la propiedad de Chapman-Kolmogorov

| Y (Phy(k) = m(k)y(k)) =] ) (Z pijp?kly(k)> = Y (z(k)y(k)) [
keE keE \JjEE
ahora si, multiplicando por uno

| Y (Piy(k) — m(k)y (k) 2 =] ) <Z pijpjfk_ly(k)) - (Z(pijﬂ(k)y(k))> 5

keE keE \JEE keE \JjEE

=y <Z Ptjl?;fkl)’(k)—Ptj”(kMk)) ?

keE \JjEE

=1 ¥ ¥ (purl () = pigm )y (k) ) P

JEE keE

= Y pij (Z (P (k) — ﬂ(k)y(k))> §

JEE kEE

=) pijx(j) |

JjEE

usando la ecuacién (3.28) tenemos que

2_ Pii 2
|k§,E Piy(k (k)y(k)) |7< ETh) [ x Iz (3.29)
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ademads
L lz =Py = (1)l |17
< P Warg(y) usando la ecuacién (3.27)
por lo que la ecuacién (3.29) lo podemos reescribir como
| Y (P () = w(03(0) < Lisvars(y)p™ 2 (3.30)
keE (i)
por otro lado, como sup; (] y(7) |) = 1 entonces
1
dy(8;P", 1) = 5 sup < Y (P (k) — m(k)y (k) |>
keE

por lo que

dy(8{P",7) = %Supz (I Y Py (k) = m(k)y(k)) | = sup(| y(0) |) = 1)

kcE icE

@
1 pii” on :
< - —i-p?Zsup <Varn(y) + sup(| y(0) |
2 1€

Il
—_
~_

—=p por la proposicién 3.11

O

1
Cota =

Definicion 3.20. El contraste x>
Sean oy B dos distribuciones de probabilidad sobre un mismo conjunto finito E, ade-
mds sea A = {i € E | B(i) # 0}, entonces definimos el contraste x> de « respecto a B
como s
XZ((X;B) = Z (a(l> :B(l)) (331)
icA B (i)

Cuando tenemos una cadena de Markov irreducible y aperiddica podemos obtener
una unica distribucién estacionaria 7 con sus entradas estrictamente positivas, asi po-
demos expresar al contraste y> de & con respecto a 7 por definicién en términos de la
norma % de la siguiente manera

2(wm) =lla-m|i (332)
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Proposicion 3.12.
Sean r €N, o y B dos distribuciones de probabilidad sobre un mismo conjunto finito
E ={1,...,r}, entonces

4d; (o, B) < 2*(e: B) (3.33)

Demostracion.
Por definicién de distancia en variacién entre o y 8 tenemos que

Z\a)ﬁ

lEE

4d} (o, B) = <Z|o¢ >2

ick
2
(g%—l ﬁ(i)>

asf usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz

por lo que

1
: ali) l.
4dv(067ﬁ)<(l;5 B ﬁ()) L A0
_ (a(i) = B(i)*
_<ZE B() )
=2 (o)

3

A continuacién enunciaremos el segundo teorema que nos da una cota para la ve-
locidad de convergencia de la matriz de transicién a n pasos hacia su distribucion esta-
cionaria utilizando la norma %

Teorema 3.7. Cota%
Sean r € Ny P la matriz de transicion de una cadena de Markov irredducible y ape-
riddica, sobre un espacio de estados finito E = {1,2,--- ,r} y sea T su distribucion
estacionaria. Sean p el SLEM de Py -(A) = Y ;e (7). Ademds, supongamos que (P, T)
es reversible, entonces para cualquier distribucion inicial L sobre E 'y para cualquier
numero natural n > 1

| e~ [y <p" |~ (334

ademds, para cualquier estado inicial i € E y para cualquier subconjunto A de E

P (A) - () 1< (1 o ) * (n(A)’i:%) o a3
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particularmente por el Lema 3 tenemos que

1 —n(i)
4d> (8P m) < [ —=—= | p™". 3.36
sarm s (00 ) 336
Esta tiltima ecuacion aparece de esta forma particular para poder relacionarlo con el
teorema 3.8.

Demostracion.

Como P es irreducible sobre un espacio de estados finito entonces existe una tinica dis-
tribucion estacionaria 7 con entradas estrictamente positivas, asi usando la distribucién
estacionaria de P podemos definir la norma % (Definicién 2.16).

Sean Ai,..., A, los eigenvalores de P ordenados de modo que | A; |[>| A; | para todo
1<i<j<ryU={u,...,u,} una base ortonormal de eigenvectores izquierdos de P
(ortonormal con respecto a la norma %).

Recordemos que u; = 7, asi calculando

(u—n,u]) = <U—7T77T>

dzz<mnfmmuwm
icE M
=Y u)- X a0
icE icE
=0

Ahora, comenzaremos con la demostracién de la ecuacién (3.34), para ello calculare-
mos la siguiente norma

| (u=m) P 3= (= ) P (=) P)

1
T

entonces usando la ecuacion (2.18) que nos permite representar el producto entre un
vector x € R" y P", en términos del producto interior %, los eigenvalores y los eigen-
vectores izquierdos de P, asi (4 — )" P" = Y ;cp A" (14 — 7, u;) 1 u; por lo que

T

I —=m) P I = (Y A (i — i)

v, Y AT (= ug) ) o
T icE T JeE Ed T
=Y Y MM (- o) (=) 1 (ugug) 1
icE jcE T n T
=Y A (u—mu)i
i€cE ”
<p” Y (u—mu)i
icE T
= Pzn Z Z (m— ”aui>% (u— 77:»”_j>% <uia’/‘j>%
i€E jeE

P(Y (=i yuiy Y, (= 70,uj) L)

1
i€E JEE T
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asi usando la ecuacion (2.16) que nos permite representar a un vector x € R” en tér-
minos del producto interior % y los eigenvectores izquierdos de P, podemos saber que
W—7=Ycp{U — T, u;)1u; entonces

b

I (u—m)P" ||2% =p¥{u w1 —m)

1
T

=p* lu-mi
por lo que

|-z P 3 <p™ | p—x 7 (337)

por otro lado
I (=) P || =|| WP = a'P" ||,
v v
=|u'P"—7" |1 porque 7 es la distribucién estacionaria de P
b
asf de la ecuacién (3.37) obtenemos
P = i<p™n-7 |3
4 T
por lo tanto

[P —a' i<p"u—m|1
b T

Con esto hemos terminado de verificar la primera afirmacién del teorema.
Ahora probaremos la ecuacion (3.35), para simplificar las cuentas denotaremos por
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O/P" = u!. Sea A C E, entonces

1 (4) % () w0

i€cA

G
i)
< (é(n(z)

<
icE

_ (ZE <(Iin(i)ﬂ zi;co)ﬁ)) )

=~ 7 IR, m(a)
= &P -7 |}, 7(4)

2
-1 n(i)> m(A) por la desigualdad de Cauchy-Schwarz

VRS
alFE
|
—
N— N—
[\)
A
~
B=l
=

<|&-x ||2, p>'m(A) usando la ecuacion (3.34)
_(1—m(@))?
(i)

—7()
<55

————p*"n(A)

"n(A)

por lo tanto

|#%®—fM)§(l;$0)ZﬂﬁUﬂ (3.38)

por otro lado, por el Lema 3 tenemos que

| (A) =o' (A) [ < dy (tn, )

1
< le(l% ) por la ecuacién (3.33)

ademds por la ecuacién (3.32) tenemos que

2 () = P =7 |3

<p™|&-n ||i por la ecuacién (3.37)
1—m(i)

< 2n

< ()

por lo que

|y (A) — 7' (A) | (3.39)

A
N =
S
VN
i
S
—
=3
N——
[3e]
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Asi usando las ecuaciones (3.38) y (3.39) podemos concluir

1—7(i)
(i)
Con esto hemos terminado de verificar la segunda afirmacién del teorema.

Finalmente tomando supremos sobre todos los subconjuntos A de E y elevando al cua-
drado de ambos lados de la ecuacién (3.40) obtenemos

| A(A) — 2 (4) |< p” ( ) min{ (4). 1. (3.40)

4d%(8!P", ) < (1;77:)@) p?. (3.41)

3

Seccion 3.2 Caso no reversible

En la seccién anterior encontramos distintas cotas para la convergencia de la matriz
de transicion P a n pasos hacia su distribucion estacionaria 7, pero asumimos que P era
una matriz reversible y esta propiedad de reversibilidad no la poseen todas la matrices
de transicién por lo que en esta secciéon nos enfocaremos a encontrar cotas similares
pero para las matrices de transicién no reversibles.

Para el caso de las matrices no reversibles podemos obtener cotas en funcién del
SLEM de una matriz reversible que estd relacionada con la matriz original, asi que
primero construiremos esta matriz reversible, para ello serd necesario la siguiente defi-
nicion.

Definicion 3.21.

Sear e Ny P e M (R) una matriz de transicion irreducible y aperiédica sobre
un espacio de estados finito E con distribucion estacionaria . Definimos una nueva
matriz P = (pi_,-)l.’jeE de tal forma que

Yw()
o0 en su forma matricial R
P=D"'PD

donde D = Diag(T)

Daremos una propiedad de P que nos serd de gran utilidad para la demostracién del
teorema 3.8.

Lema 2.

Sea r € N, P una matriz de transicion irreducible y aperiddica sobre un espacio de
estados finito E = {1,...,r} y T la distribucion estacionaria de P. Ademds, sea P como
en la definicion 3.21, entonces Pesel adjunto de P, es decir, para cualesquiera x,y € R"

(ﬁx, W = {x,Py)z (3.42)
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Demostracion.
Sean x,y € R”, entonces

O

Ahora mostraremos una forma de reversibilizacién para nuestra matriz de transi-
cién P, con M una matriz reversible en funcién de P, podremos crear una velocidad de
convergencia para matrices no reversibles.

Proposicion 3.13.

Sea P una matriz de transicion irreducible y aperiddica sobre un espacio de estados
finito E con distribucion estacionaria w, si definimos M = M(P) = PP, entonces (M, T)
es reversible.

Demostracion.

Como P es una matriz irreducible entonces podemos garantizar la existencia de una
Unica distribucidn estacionaria 7 cuyas entradas son estrictamente positivas, por lo que
solo nos falta verificar que M es una matriz estocdstica que cumple la condicion de
reversibilidad respecto a 7, asi primero mostraremos que M es estocdstica, sea i € E,
entonces

Z mij = Z Z Pikﬁkj

jeE JEEkeE
7[
B EE ,CEZE plkp]k
7‘[
N kezjg J; szP/(k
-y ( D% )

:ﬂw

keE
=1

por lo que M es una matriz estocdstica, inicamente nos falta verificar la condicién de
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reversibilidad, sea i, j € E, entonces

m(iymi; = 7(i) Y. piDij

keE
o PPk (j)
=x() ) ————=
kgzg (k)
o PjkPiT(i)
=1() Y =
kez;; (k)
=n(j) Y, PjxPui
keE
= 7(j)mji
por lo tanto (M, 1) es reversible. (|

Ahora que sabemos que (M, ) es reversible, podemos hacer un anélisis sobre M
y sus eigenvalores puesto que hasta este punto no sabemos cémo son estos, por el

. . . . 1 -1 e
capitulo anterior vimos que si M* = D2MD™ es una matriz simétrica entonces sus
eigenvalores son reales, ademds estos coinciden con los eigenvalores de M, entonces
demostremos que efectivamente M* es simétrica.

Demostracion.
Para probar que M* es simétrica solo es necesario verificar que existe una matriz A tal
que M* = AA’, en efecto
M*=D*MD7

—=DIPPDT

=D'PD'P DD

—D2PD'P'D?

Lo 1]
=D2IPD2 D7 P D2

1 -1 1 -1\
:(DzPDz)(DzPDz)

O

Como M es una matriz estocdstica entonces sus eigenvalores estan contenidos en el
intervalo [—1,1], de hecho todos ellos se encuentran en el intervalo [0, 1] esto debido
a que M* es una matriz no negativa definida, recordemos que una matriz A € .#..,(R)
es una matriz no negativa definida si y s6lo si para cualquier vector x € R”, x’Ax > 0.

Demostraremos que M* es una matriz no negativa definida
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Demostracion. 1 1
Sea x € R’, si definimos P = D2PD , entonces M* = PP

¥ M*x = XPPx
= (x’l_’) (x’T’)t
= (*'P) =0

O

La matriz M es una forma multiplicativa de reversibilizacién, existen otro tipo de
reversibilizacién como por ejemplo la aditiva. La reversibilizacion aditiva de P es de-
finiendo la matriz reversible A = A(P) = %(P + P), aunque es una forma mds sencilla
de obtener una matriz reversible la rersibilizacién multiplicativa es mads ttil para el
teorema cota de contraste.

Antes de enunciar el teorema 3.8 cota de contraste, daremos una definicion, que
ocuparemos en la demostracién del teorema, las propiedades que derivan de esta defi-
nicién las podemos encontrar en el Apéndice C ubicado en la pagina 83 de este trabajo.

Definicion 3.22. La forma de Dirichlet

Sea r € N, P la matriz de transicion de una cadena de Markov sobre un espacio de
estados finito E = {1,...,r} y T una distribucion estacionaria de P, ademds sea (P, T)
reversible, entonces definimos la forma de Dirichlet como:

ex(x,x) :=((I—P)x,x) 1

Teorema 3.8. Cota de contraste

Sea r € Ny P la matriz de transicion de una cadena de Markov irreducible y aperio-
dica, sobre un espacio de estados finito E = {1,...,r} y sea & su distribucién estacio-
naria. Ademds, sea M(P) la matriz reversible asociada a P, sea 'y = y(M) el SLEM de
M, entonces para cualquier distribucion inicial U sobre E y para todo n € N tenemos
que

AdX(W'P" 1) < Y'xP (i) (3.43)

Demostracion.
Sea x € R”, ademds definimos x = x — (x, 1,)z1,, entonces

%7 = ®%x
= <x_ <xa]1r>n']lr:x_ <x7]1r>7r]lr>7t
= (5,207 =206 1)z + (r, 1) 2 (LA
=[xz —(x1,)7
= Varg(x)

1
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por otro lado, sea z € R" y €;(z,z) como en la definicién 3.22 aplicado a la matriz
reversible M, asi

por lo que para toda z € R”

&n(2.2) =[| 2 ||z —(Mz.2)x (3.44)
asi, calculando
(Mx, %)z =| % |2 —&x(%,%) por la ecuacién (3.44)
=|| T2 —€z(x,x) por la proposicién 6.20

=)z — Il x Iz +(Mx,x)z

= (PPx,x)z + Varg(x)— || x ||3

= (ﬁx,ﬁx)n — (<x,]1r>n)2 P es adjunta de P
= Px % — ((x,P1,)z)*

~ -~ 2
= Px |2 — ((Px.1,)x)

= Vary(Px)
por lo que
ex(x,x) = &7(x, %) por la proposicién 6.20
=|| X2 —(Mx, %)~ por la ecuacién (3.44)

= Varg (x) — Vary (Px)
por lo tanto N
Varg(x) = Varg (Px) — &g (x,x) (3.45)

Ahora denotaremos por 2 = x> (u'P"; 1) y por p,(i) = C ;rIJ(:l)) @ aunque a p, lo po-

demos representar en su forma matricial de la siguiente forma p, = (u'P"D~')!, ahora
calculemos su varianza 7, para ello primero calcularemos su norma al cuadrado y su
producto interno 7 con el vector de unos, asi

I pnll2 =Y p(i)*x(i)

i€E
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ademas,
(ow 1)z =Y. p(i
i€eE
=Y (WP")()
icE
=1
por lo que

(P (i)
7;; 20 241
:Z(“tf:n —2Y (WP )+ Y (i)
i€cE I€E i€k

WP (i) = 2 P () (i) + (i)’

_y !
o Z 7(i)
(WP - m(i))?

icE ﬂ(l)
=1 (u'P"m)
Varz(pa) = x> (3.46)

por otro lado veamos lo que vale ﬁpn

~

Pp,=P(u'PD7")
=PD7N(P')"u

=D 'P'DD '(P')'u

—D (P

_ (/.L'P”_HD_l)t.

= Pn+1

Asf usando la ecuacion (3.45) para p, obtenemos

V‘”’ﬂ(pn) Varﬂ(i)\p,,) + gfr(pnvpn)
Varg(pn) = Varg(Puy1) + €x(Pn, Pn)
X2 = x2i1 + €x(PnsPn) por la ecuacién (3.46).

Abhora, p, es un vector constante cuando para algin n € N, u’P" = ', con lo que para
toda m > n, x2 = 0 al igual que &z(Pm, Pm) por lo que nos enfocaremos en los n € N
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tales que p, no es constante.

Usaremos el lema 4, ubicado en el apéndice C en la pagina 84, este lema nos da una
cota inferior de la forma de Dirichlet de x en términos del SLEM y la varianza de x.
Como p,, no es constante, entonces por el lema 4 tenemos que

gﬂ(pmpn) > ( _’}/)Varﬂ?(p'l)
ex(Pn,pn) = (1— y)x,% por la ecuacién (3.46)
Ex(OnsPn) = 20 = V2r

r% > Xr% _gﬂ(pn:pn)

porlo que x2 < yx2 | < .. <V'%3.
Usando la proposicién 3.33, que nos da una relacién entre la distancia en variacién d,
y el contraste xz, esto es

4dy(W'P" ) < 23

por lo tanto
4dy(W'P",m) < Y27 (w3 )
O

Recordemos que en esta seccién estamos trabajando con matrices de transicién no
reversibles, por lo que una pregunta valida es ;Qué pasa si usamos el teorema 3.8 cota
de contraste con una matriz reversible?

Lo primero que debemos ver, es lo que pasa con P, por la definicién de P (definicién
3.21) y por la definicién de matriz de transicion reversible (definicién 2.15), podemos
notar que P = P.

Es fécil ver que M(P) = PP = P2, asi si Yes el SLEM de M y p el de P tenemos que
y=p>. Ademds, sean i € E y u = §; una distribucién inicial de la cadena de Markov,
entonces por el teorema 3.8 cota de contraste tenemos que

4d> (8P, 7) < V' x* (8 m)
<p?x*(&;m)
<p™ |6

1—7(i)
4d}(8P".m) < | ——=—= | p™".
Esta tltima desigualdad es la obtenida en la ecuacién (3.36) del teorema 3.7 cota % es
decir, si usamos el teorema 3.8 cota de contraste con una matriz reversible recuperare-
mos uno de los resultados del teorema 3.7 cota %

por lo que
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CAPITULO 3. VELOCIDAD DE CONVERGENCIA



Capitulo 4. Cotas para el SLEM

En el capitulo anterior encontramos distintas velocidades de convergencia de P",
n € N, a su distribucién estacionaria. Todas estas cotas encontradas estdn en funcién
del SLEM de P, pero conforme el espacio de estados de la cadena de Markov cre-
ce, encontrar el valor exacto del SLEM es cada vez mds costoso, computacionalmente
hablando.

En este capitulo nos enfocaremos en encontrar cotas para el SLEM, veremos dos
maneras distintas para lograrlo, la primera serd por medio de trayectorias pesadas y la
segunda serd por medio de la conductancia.

Para este capitulo, trabajaremos solo con matrices de transicion reversibles pues en
el capitulo anterior vimos que los eigenvalores de estas matrices son reales y conteni-
das en el intervalo [—1, 1], asi que vamos a reordenarlos con respecto al orden de los
reales, es decir 1 = A; > A, > ... > A, > —1. Cabe destacar que este orden es dife-
rente al establecido en el Teorema de Perron-Frobenius, en este caso A; es el segundo
eigenvalor mds grande, SLE por sus siglas en inglés, mientras que en el Teorema de
Perron-Frobenius A, es el segundo eigenvalor con médulo mds grande, SLEM por sus
siglas en inglés.

Seccion 4.1 Trayectorias pesadas

En esta seccion daremos dos teoremas que nos ayudardn a acotar al SELM, estos
teoremas nos dardn cotas superiores de A, e inferiores para A, en términos de la geo-
metria de la grafica de transicion.

Antes de enunciar el teorema 4.9, es necesario definir el coeficiente de Poincaré,
para ello sea r € N y P la matriz de transicién de una cadena de Markov irreducible y
reversible sobre un espacio de estados finito E = {1, ...,7}, ademds sea 7 su distribucién
estacionaria. En la grafica de transicion asociada a P, denotaremos a la arista orientada
i = j por e, ademds denotaremos al vértice inicial por e~ =iy al vértice final por
et =j

= ].

Ahora para cualquier arista orientada e definamos el peso de la arista como

O(e) := (i) pij

asi, para cada pareja ordenada (7, j), seleccionaremos una y solo una trayectoria i, iy, ..., im, j
de tal manera que pjj, piyi, ---Pi,,j > 0, ademds no usaremos la misma arista dos veces,
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sea I el conjunto de las trayectorias seleccionadas.
Abhora, para cada trayectoria ¥;; € I" definimos el peso de una trayectoria como

| % lo:= Zﬁ

eEV,'j

finalmente definiremos el coeficiente de Poincaré como

K=K() =méX{ Y Inile ﬂ(i)ﬂ(j)}
ecE? Yije

Teorema 4.9. Cota superior de una trayectoria pesada

Sea r € N, P la matriz de transicion de una cadena de Markov irreducible y reversible
sobre un espacio de estados finito E = {1,...,r} y T su distribucion estacionaria. Sean
Az es el segundo eigenvalor mds grande de P, SLE por sus siglas en inglés, T un con-
Jjunto de trayectorias seleccionadas como en la definicion del coeficiente de Poincaré
vy K = K(I) el coeficiente de Poincaré, entonces

1
Ml (4.47)

Demostracion.

Por la conclusién de este teorema, basta con demostrar que K satisface las hipétesis
del colorario 1 del teorema de Rayleigh, localizado en la pagina 89 de este trabajo, es
decir, solo debemos demostrar que K es positivo y que Varz(x) < Kez(x,x) para todo
xeR".

Primero mostremos que K es positivo.

Como por definicién Q(e) = (i) p;; > 0, para toda i, j € E, entonces

1
Yii lo= — >0
| ]‘Q eeZ}/;jQ(e)

por lo que

Ahora veamos que Vary(x) < K&g(x,x) para todo x € R".
Sea x € R, entonces

Varg(x) =| x [z —(x, 1)7

2
(sz(i)ﬂ(i)) - <ZX(i)7f(i)>
ick icE
=Y 2(@O)n@) - Y, Y x(Dx()n()a())

icE i€E jCE
=Y ¥ 2Oa)n() - Y, ¥ x(ix()a)n())
i€E jEE i€E jJeE

=Y Y (x(i) —x(j))x(i)x (i) m( )

i€E jeE
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Como la suma es independiente del indice que ocupemos, entonces
Varg(x Z Z x()m(j)m(i)
JEEIEE
=Y ) (x()) = (1)) (=x(/) m(j)m(i)
JEEICE
por lo que
1 . . . N
Varz(x) = 5 (x(&) =x() ¥ =) 7 () + 5 Z Y (x( (=x(j) 7(j)= (i)
i€k jeE 2 jctice
1 .
=5 L () —x())? a())m(j)

ectij

por ser telescopica, entonces continuando con la varianza de x

i,jeE ecyij

2
Vars(9)=3 ¥ (2 (x<e>—x<e+))> LOL)

2
=3 Z <Z 01 (e) (X(e)—X(e+))> (i) (j)

z;eE ey QZ( )

Asf usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz

Var(x) < 5 ):(Z (e><ZQ (+))2>n<i>n<]~)

z]GE ecy;i ecy;

1

Y 1% |Q< +>)2) 7(i)m(j)
i,jeE ecyij
3 L Y %10 Q) (xte”) —x(eh))*n(i)())

1 JEE ecYij

=3 L ¥ 06 (x(en) —x(e") | 7 o m(i)m())

eEE2 Yi.j>e

>—‘l\)

_ - Z (e x(e™))? < Y ¥ile ﬂ(i)ﬂ(j)>

eEE2 VREL

LY o —x(e"))*K(T).

ecE?

\e]
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Por otro lado, recordemos la proposicion 6.19, ubicado en el apéndice C en la pigina
85, esta proposicion nos da una equivalencia de la forma de Dirichlet en términos de x,
7'y P. Ahora daremos una ecuacién equivalente en términos del peso de las aristas.

exlen) =3 ¥ wli)py (x(i) ~ ()’

i,jeE

:% Y 0(e) (x(e”) — x(e™))?

ecE?

por lo que para toda x € R"
varg(x) < €z(x,x)K(I)

Hasta aqui se satisfacen las hipétesis del primer colorario del teorema de Rayleigh, por
loque A, < 1— %

Usando el coeficiente de Poincaré no es la tinica forma de acotar a A,, sino que
también podemos acotarlo si variamos el coeficiente, esto es, definiendo

1 N
K= 13;%72(@ y;,e | | (@) 7 ()

en donde | %; | es la longitud de la trayectoria 7;;.

Una vez que conocemos una cota de A, nos interesa también acotar a A, pero in-
feriormente, para ello haremos lo siguiente, para cada estado i € E seleccionaremos
exactamente una trayectoria cerrada o; de i a i de tal forma que no pase dos veces por
una misma arista y con un nimero impar de pasos, para que esto sea posible asumire-
mos que P es aperiddica. Sea X el conjunto de estas trayectorias, asi para cada o € £

S€a 1
| Gi o= Z %»

eco;

ademads

a=aX)=mix| Y |olpn()

P
ecE” \ ;3¢

Teorema 4.10. Cota inferior de una trayectoria pesada

Sea r € N, P la matriz de transicion de una cadena de Markov irreducible, aperiddica
y reversible sobre un espacio de estados finito E = {1,...,r} y & su distribucion esta-
cionaria. Sean A, es el eigenvalor mds pequerio de P, SE por sus siglas en inglés, ¥ un
conjunto de trayectorias y o = (L) definidas como en el pdrrafo anterior, entonces

2
bzl (4.48)

Demostracion.
Por la conclusién de este teorema, basta con demostrar que % satisface las hipdtesis
del colorario 2 del teorema de Rayleigh, localizado en la pagina 90 de este trabajo, es
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. 2 . r
decir, solo debemos mostrar que 7 > 0y que para cualquier x € R’,

(P x)pt [ x 2> 5 1% -

. 2 . ez
Primero probaremos que = > 0, como por definicion Q(e) =

|oilo= ),

ec0;

i,j € E, entonces

por lo que

améx{z

ceE? o;oe

L
Q(e)

n(i)pij > 0, para toda

>0

| O; |Q ﬂ(i)} > 0.

Ahora, probemos que para cualquier x € R”, (Px,x)z+ || x 2> 2 || x ||%.

Sea x € R’, entonces

+(Px,x) g = Z:x(i)2

icE

[E3F

=Y Y pijx(i)?

i€E jEE

=Y Y pix(i)

i€k jeE

= Z Z (x(i) +x

i€k jEE

= a

n(i)+ Y, Y pix(i)x(j)m(i)

i€k jeE

n(i)+ Y, Y pipx(i)x(j)m(i)

i€k jeE
(1) + pijx(0)x(j)m (i)

)x(i) pij (i)

Como la suma de la ecuacion anterior es independiente del indice, podemos hacer lo

siguiente
lx (|7 +(Pxx)e =Y ) (x(
JjEEIcE
=Y )«
JEEICE
por lo que
17 +(Px.x)z Z Y (x(

IEE JEE

2
[ x (7

x(j)pijm (i)

(O)pijm(i)+ 5 ZZ

P =5 ¥ ((0)+20) pili)

i,jeE

x(J)pjim(J)

porque P es reversible

J)Pl/ (i)
jeEtEE

(4.49)

Por otro lado, sea i € E, como 0; es una trayectoria que va del estado 7 al estado i en

un niimero impar de pasos, esto es 6; = (i = io, i1, ...,

entonces
x(i) = 1{[x<io> ()] -
ixe

eEG,

e")+x(e))

[x(i) +x(i2)] + ... —

iom—1,12m,10), para algin m € N,

[x(i2m—1) +x(i2m)] + [x(i2m) +x(i0)]}
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donde si e = (i, ix+1) € 0; entonces n(e) = k.
Ahora veremos una cota para la norma 7 de x

lx[l7 = Y. x(i)*m(i)

2
—):E(l ¥ (-1 x(e) ¢ >>) ()
T

asi, usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz tenemos que

||x||2s§@<z ><2Q T x(e >>2>
—ZZ D\ 6110 Q) (x(et) +x(e )2

i€eE eco;

:—Z Y. (i) | 61 lo Q) (x(e") +x(e7))?

e€E2 o;>e

Z Y (x( )*Qle) | ot lo (i)

e€E2 O;oe

Y (x(eh)+x(e (Z|GI|Q )

ecE? o;Je

Y (x(e™) +x(e))’Qle)

ecE?

<

Al RI=

si la ecuacion anterior lo ponemos en términos de i, j € E tenemos que

|12 <5 X () +x()piin(i)

i JEE
a1 . N2
=3 3 X GO)+x())pija(i)
i JeE
= %(H x[|7 +(Px,x)7) por la eciacién (4.49)
O

Con el teorema 4.9 pudimos encontrar una cota superior para A, mientras que con
el teorema 4.10 encontramos una cota inferior para A,, con esto ya es posible acotar a
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nuestro SLEM superiormente y estard acotado de la siguiente manera

p <max(1— %,\ -1 +% [), con K como en el teorema 4.9 y o como en el teorema
4.10.

Para encontrar la cota del SLEM como en el parrafo anterior es necesario encontrar K
y @, lo que también puede llegar a ser costoso, computacionalmente hablando, pero no
tanto como el calcular cada eigenvalor de P si este tiene un espacio de estados grande.

Seccion 4.2 Conductancia

En la secci6n anterior encontramos una cota superior para A, (el SLE) y una cota
inferior de A, con lo que pudimos definir una cota superior para el SLEM p, ademés
recordemos que A, < p, asi si sobrestimamos el valor del SLEM podriamos tener una
cota de la convergencia de P, n € N, a su estacionaria mucho mds grande de lo que
realmente es, por lo que puede ser de nuestro interés también encontrar una cota inferior
para A,, asi podriamos tener tanto una cota inferior del SLEM como una superior.

En esta seccién acotaremos a Ay, tanto inferiormente como superiormente, haciendo
uso de la conductancia de la cadena.

Antes de dar la definicién de conductancia daremos otras definiciones y propiedades
que nos serdn de utilidad para demostrar el teorema 4.11

Definicion 4.23. Capacidad

Seare Ny E ={l,...,r} el espacio de estados de una cadena de Markov irreducible
y reversible, ademds sea T su distribucion estacionaria. Sea B C E, B # 0, definimos
la capacidad de B como

n(B) =Y (i)

icB

Definicion 4.24. Flujo ergodico fuera de B

Sear e Ny E ={l,...,r} el espacio de estados de una cadena de Markov irreducible
y reversible, ademds sea T su distribucion estacionaria. Sea B C E, B # 0, definimos
el flujo ergédico fuera de B como

F(B):= Y. =(i)pi
icB,jeBe

Proposicion 4.14.

Sear e Ny E ={1,...,r} el espacio de estados de una cadena de Markov irreducible
y reversible, ademds sea T su distribucion estacionaria, entonces para toda B C E,
B#0

0<FB)<mnB)<l1

Demostracion.
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Sea B C E, B # 0, entonces

=3
=
I

n(i)pij
icB, jeBe

Y =(i) ( Y pi.i)
i€B jeBe
<Y (i)
ieB
=n(B) <1

ademds como B es no vacio entonces F(B) > 0 O

Ahora procederemos a dar la definicion de la conductancia de una cadena de Mar-
kov

Definicion 4.25. Conductancia

Sea r € N, P la matriz de transicion de una cadena de Markov irreducible y reversi-
ble sobre un espacio de estados finito E = {1,...,r} y &t su distribucion estacionaria,
definimos la conductacia de una cadena de Markov como

L w @
o(P) = BgE,Byé@,fn(BK‘ { n(B) }

=2
Teorema 4.11. Cota de conductancia
Sea r € N, P la matriz de transicion de una cadena de Markov irreducible y reversi-
ble sobre un espacio de estados finito E = {1,...,r} y &t su distribucién estacionaria.
Ademds sea A el segundo eigenvalor mds grande de P, SLE por sus siglas en inglés,
entonces ,
¢°(P)

2

1-20(P) <A <1-—

Demostracion.
Empezaremos con la cota superior.
Sean A # 1 un eigenvalor de P y u un eigenvector izquierdo de P asociado a 4, tal que

uy 7 sean ortogonales respecto a la norma % esto es

(u,m)1 = Z u(i)m(i)—=

Como u y 7 son ortogonales, entonces u tiene entradas tanto positivas como negativas,
pues u # 0, asi sin pérdida de generalidad existe k € {1,...,r} de tal forma que

u(1) > . >u(k) >0>u(k+1) > ... >u(r) y n(S) < 1 donde S = {1,....k}. de ser
necesario reordenaremos los estados y/o cambiamos u por —u.

Definamos un nuevo vector de la siguiente manera

(i) =4 0 siu(i) >0
0 en cualquier otro caso
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Como u es un eigenvector izquierdo de P asociado a A, entonces
u' Ty — P) = (1 — A)u’ por lo que

U (Ly — P)y = (1= 2)u'y
(1=2) ) u(@dy()

ickE

=(1-2) gu(i)y(i)

B NGO
—(l—l)én(z)ﬂy(l)

:(171);9%(1'»2(!')

asi,
W (T — P)y = (1-24) Y. m(i)y* (i) (4.50)
€S

Por otro lado,

ur(err 7P)y = Z Z M(])(Sj(l) *Pji)y(i)

icS jEE

> Y u(j)(8;(i) — pji)y(i),

i,jes

la desigualdad anterior es cierta debido a que para cualquier i € Sy j ¢ S, u(j) <0y
(6;(i) — pji)y(i) = —pjiy(i) < 0 por lo que u(j)(8;(i) — p;i)y(i) > 0, entonces

, i) g o
u (err _P>y Z LJZ@QW«%O) —pj,‘)y(l)ﬂf(])
= T 060~ i)
Lje
= ¥ y(D(&0) — pi)y()x () pues y(i) = 0 para toda i ¢ §
i JCE
= Z y(]) (Z(S,(l) —pji)Y(i)> 71'(])
JeE icE
= <)77 (]Irxr _P)y>ﬂ'
> ex(1,y)-

Utilizaremos la proposicion 6.19 del apéndice C, el cual nos da una definicién equi-
valente a
€z (x,x) en términos de P, 7 y las entradas de x, esto es &z (x,x) = %):MeE (i) pij (x(i) — x(j))%.
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Por lo que,

u (I — P)y > &:(m)
:— Z 717 Pz] y(./))Z

l JEE

= Y 1(i)pi; 06) (7))

i<j

asi, usando la ecuacidn (4.50) tenemos que

=) Y 7(i)y* (D) = u Ty — P)y

i€S
> Y m(i)pij (v() —¥(1))?,
1<J
entonces )
1 > Zi<i @i 06) ~y(J)) 4.51)

Lies )y (i)
Trabajaremos con un término similar al del numerador de la inecuacién (4.51), para
ello usaremos la siguiente propiedad (a+b)* < 2(a” +b?) para todo a,b € R, entonces

Y m(i)pi (0(0) + (7)) <2 Y 7(i)piy (P (D) +5*())

i<j i<j
=2 (Z (i) piy* () + ) ﬂ(i)pijy2(j))
i<j i<j
=2 (Z ﬂ(i)p,-jy )+ Z n(j pj,y > por reversibilidad
i<j i<j

2 (Z m(i)piy* (i) + Z n(i)p,-jyz(i)> intercambiado los indices

i<j i>j

por lo que
Yic; (i) pij ()’(i)+)’(j))2 <1
Wiesm(@y? (D) T

(4.52)
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asi, continuando con la inecuacién (4.51) y usando la inecuacién (4.52) tenemos

B Yie;j (i) pij (v(i) — y(j )’
A ST )

< <2i<j7r<i)l7ij (@) —y()) ) (Zi<;”(i)l7ij (y(i)+y(j))2>
- (

Lics m(i)y*(i) 2Yies (@)Y (i)
1 (B @i 00 ~5())?) (T 70)pis 06) +30))°)
2 (Lies ”(i)yz(i>)2

y usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz tenemos que

e 1<(zi<, ()pii (y(1) = y(7) ,->+y<,->>>2>
2 (Ties T(i)y2()?

entonces

(4.53)

) Yo 7()pis (020 () )
1 “z( Yics 10320 '

Abhora, definamos a S¢ = {1,...,£} para algiin £ € E, entonces

Y 7(i)pi; (Y () =Y (i Pu(Zy “”)
i<y i<j i<i<j
—Z Z pl] (ﬂ)—yz(f—}—l))
i<ji<t<j
k
= w(i)pij (y*(0) = y* (L+1))
(=18, j¢S,
k
= Z(y2<e>—y2<e+1>)< )3 n@p,,)
/=1 €Sy, j¢#Se
k
= Y (R0~ (C+ 1) F(S)
=1

pero como para cada ¢ € {1,...,k}, 7(S¢) < 7(S) < 1, entonces por la definicién de

conductancia (Definici6n 4.25) tenemos que — s ; > @(P),estoes F(Sy) > @(P)r(Sy),
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por lo que continuando con la ecuacién anterior

Vv
S
=
o1~

Y 2()pi (7 () —>*())) >

i<j

(0?(0) =y (e + 1)) m(S0)

T
[N

I
=
~
S~—
o1~
—
<
[\S]
~—~
~
~—
\
~<
[\S}
=
+
—
S~—
~—
~.
™~
A
~

=1
k 0

=0(P) LY (20 -+ 1) 70
k k

=0 Y ¥ (P~ 0+ 1) 2(0)

]
o~
n

por lo tanto

Yie;j 7(i)pij (2 (D) = ¥*()))

Lies 7(0)y*(0)

Asi, usando las ecuaciones(4.53) y (4.54), tenemos que para cualquier eigenvalor A # 1
de P, I — A > 1¢*(P) en particular para A, es decir, 1 — 2, > $¢*(P), por lo que
1- %‘PZ(P) > M.
Hasta aqui hemos terminado de demostrar la cota superior del SLE, solo nos falta ver
la cota inferior.
Utilizaremos el Teorema de Rayleigh (Teorema 6.13) del apéndice C, el cudl nos dice
que para cualquier j > 2,

> @(P) (4.54)

| Ealx,x) , ,
1-2;= mf{VZrn(x) | (x,viyr=0Vie{l,...,j— 1},x7é0}.
En particular para A, tenemos que
. Sﬂ(xvx)
1— = ]lr =V, . 4.
A2 mf{Varn(x) | (x,1,)7 Ox#O} (4.55)

Sea B C E, B # 0, de tal forma que 7(B) < % y defnimos

. 1-7n(B) siieB
X<l>={_n6§> :iigéB

Mostremos que x como lo definimos no es el vector cero y su producto interno 7 entre
él y el vector de unos es cero.
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En efecto, es facil ver que x no es el vector cero debido a que B # 0 y que para cada
i€B,x(i)=1-n(B) > %, por otro lado,

1)z =) x()m(i)

ickE
=Y x(i)m(i)+ ¥ x(i) (i)
icB i¢B
=Y (1-xz(B)x(i)- Y, n(B)x(i)
ieB i¢B
=(1-n(B) Y. n(i)— x(B) Y n(i)

i€B i¢B
= (1-7(B))(B) — n(B)(1 - n(B)) = 0,

porloque 1 —A; < %%, asf solo veremos cuanto valen &z(x,x) y Varz(x).

Comenzaremos calculando la varianza de x, como (x,1,), = 0, entonces
Varg(x) =| x ||2, asf calculando

lx )iz = Y x* () (i)

icE

=Y 2(i)a()+ Y 20 m(i)
icB i¢B

=Y (1 —x(B))*x(i) + ¥ 7*(B)n(i)
i€B i¢B

= (1-7(B))*x(B) + n*(B)(1 — n(B))
=n(B)(1 - x(B))((1-=(B)) +7(B))

por lo que
lx[|7= =(B)(1 — x(B)) (4.56)

ahora calculemos &z (x, x)

ex(v0) = 3 ¥ wli)py (i) ()’

i,jeE
= % (Z Y 2(i)pi; (x(i) = () + Y Y 70(i) iy (x(i) — x( mz)
i€B jEE ieB jeE

% Y Y w(i)pij (x(i) —x(j))* + Y ) 7(i)pij (x(i) —x(j))2>

i€B j¢B i#B jEB

N —

N =

<ieB j¢B i¢B j€B

Z Z (i) pij + Z Z ”(i)l’ij>

i€B j¢B i¢B jEB

Y Y w(i)pi[(1 - n(B) + (B + Y Y a(i)pi;[-n(B) - (1 - x(B))?

)
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asi, usando la propiedad de reversibilidad

3 (EEm0m+ LT st )

i€B j¢B i¢BjEB

(B E s+ K w0 )

i€B j¢B j€BidB

Zir i)pij

Entonces, con la ecuacidn anterior y las ecuaciones (4.55) y (4.56) tenemos que

ademds como 7(B) <

11— <

j¢B
B).
£x(x,x)
A
F(B)

~ 2(B)(1-x(B))

%, tenemos que (1 — 7 (B)) > %, por lo que

F(B

)
B
=25

~—

1-2 <

T

=
D=

=

~

Asi, como para cualquier B C E, B # 0 tal que (B) < %, se satisface que 1 — A, < 2LB)

)
)
entonces también es vélido para el infimo, esto es, 1 — Ay < 2¢(P). a

(B

Con el teorema anterior pudimos encontrar una cota inferior para A;, con esto ya es
posible acotar a nuestro SLEM inferiormente y estard acotado de la siguiente manera

p=1-2¢(P).

MEis atin, en la secci6n anterior vimos que Ay < 1 — —, con K el coeficiente de Poincaré
2 2

y en esta seccién encontramos que Ay < 1 — # porlo que A, < min { 1- Il(, 11— (pT(P)

con esto podemos mejorar las cotas de nuestro SLEM

2
1—2(p(P)§p§mzix{|%—1|,min{l—%,l—¢—(i))}} (4.57)

2

con ¢@?(P) la conductancia de P, K como en el teorema 4.9 y & como en el teorema

4.10.



Capitulo 5. Aplicaciones

Hasta este punto hemos encontrado que podemos acotar la convergencia de la ma-

triz de transicién de una cadena de Markov irreducible y aperiédica con espacio de
estados finito, con su distribucidn estacionaria en términos del SLEM de la matriz de
transicion. En el capitulo 3, encontramos diferentes cotas para un tipo especial de ma-
trices, las reversibles, esto con ayuda de las normas que definimos, la norma ; y la
norma % (definicion 2.16), también encontramos cotas para matrices no reversibles.
En el capitulo 4, nos dedicamos a encontrar cotas para el SLEM de nuestra matriz de
transicion, solo nos enfocamos para matrices reversibles puesto que también dimos un
método para hacer que una matriz sea reversible.
Una pregunta natural que surgen en este tipo de trabajos es ;qué aplicaciones tiene toda
esta teoria? En este capitulo veremos una aplicacion de lo que hemos trabajado hasta
ahora, el cual es las redes neuronales de Hopfield, cuya aplicacién es la de servir como
una red de memoria asociativa, la definiremos en términos de un campo aleatorio de
Markov, pero este dltimo podremos verlo en términos de una cadena de Markov con el
método de muestreo de Gibbs, por lo que primero daremos una breve introduccién de
Campos de Markov.

Seccion 5.1 Campos de Markov

Dada una cadena de Markov, {X,},<o, la propiedad de Markov implica que para
n > 1, X, es independiente de X;, para todo k ¢ {n—1,n,n+ 1} dado (X,,—1,X;+1)-
Asi, si llamamos a n un sitio, X,, el valor del proceso en el sitio n y el conjunto
{n—1,n+ 1} los vecinos del sitio n, la propiedad de Markov puede ser reescrita como:
"Para toda n > 1, el valor en el sitio n es independiente del valor en el sitio
k¢ {n— 1,n,n+ 1} dado los valores de los vecinos del sitio n".
Este es el punto de partida para poder generalizar la propiedad de Markov y pasamos
de tener cadenas de Markov a tener campos de Markov.

Antes de pasar a la definicién formal de un campo de Markov, daremos la definicién
de Campo aleatorio y la de sistema de vecindades.

Definicion 5.26. Campo aleatorio
Sea S un conjunto finito con s elementos a los que llamaremos sitios. Ademads, sea A
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un conjunto finito llamado espacio de fases. Definimos un campo aleatorio sobre S con
fases en A como una coleccion X = {X(s) }ses de tal forma que para cada s € S, X (s)
es una variable aleatoria que toma valores en A.

Un campo aleatorio X también puede ser considerado como un vector aleatorio con
espacio de configuraciones A% y una configuracién x € AS es de la forma x = (x(s),s €
S) endonde x(s) e Ay s€S.

Definicion 5.27. Sistema de vecindades
Un sistema de vecindades sobre S, es una familia N = {A; }scs de subconjuntos de S
de tal forma que para toda s € S

1 s¢ A
2. sit € N, entonces s € N

El subconjunto .45 es llamado los vecinos del sitio s, ademas en la interpretacion
grafica S es el conjunto de vértices mientras que N es el conjunto de aristas, asi s y t
estdn unidos por una arista si 'y s6lo sit € 4.

Definicion 5.28. Campo aleatorio de Markov

Sean S, A conjuntos finitos, N un sistema de vecindades y X un campo aleatorio sobre
S con fases en A, ademds denotaremos por Ny = N;U {s}.

Diremos que X es un campo aleatorio de markov con respecto al/s\istema de vecindades

N si para todo sitio s € S la variable aleatoria X (s) y X(S\ -4;) son independientes
dado X (.A}), es decir para cualesquiera s € Sy x(s) € AS

PIX(s) = x(s) | X(S\s) = x(S\5)] = P[X(s) = x(s) [ X(A) =x(A))]  (5.58)
En los campos de Markov podemos notar que la distribucion de la fase en un sitio
estd completamente influenciado por las fases de los sitios vecinos.

Definicion 5.29. Especificacion local

Sean S, A conjuntos finitos, N un sistema de vecindades y X un campo aleatorio de
Markov con respecto al sistema de vecindades N. La caracteristica local del campo en
un sitio s es una funcion * : A5 — [0, 1] definida por la correspondencia

7 (x) = PIX(s) = x(s) | X(A5) = x(A)].

A la familia de funciones {n*}scs es llamada la especificacion local del campo de
Markov.

Como 7* depende solo de s y de sus vecinos entonces denotaremos por 7°(x) =
7(x(s) | x(A%)) esto para hacer énfasis al sistema de vecindades del campo de Markov.

La especificacion local de un campo de Markov es un conjunto de funciones pero

estas pueden ser condensadas en una Unica funcién llamada distribucién de Gibbs la
cual se ve de la siguiente manera

m(x) = —e €W (5.59)
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donde x € A%, Z es una constante de normalizacién y €(x) es la energfa de la configu-
racion x.
Daremos primero un par de definiciones para dar una definicién exacta de &.

Definicion 5.30. Cliques

Sean S un conjunto finito y N un sistema de vecindades, entonces para cualquier s € S
el conjunto {s} es un clique, ademds un subconjunto C C S con mds de un elemento es
llamado clique de la grdfica (S,N) si y sélo si para cuales quiera dos sitios distintos
s,t €C, s €N

Los cliques de una grifica (S,N) dependen tanto de S como del sistema de vecin-
dades, asf si elegimos un sistema diferente entonces cambiaran los cliques definidos.

Definicion 5.31. Potencial de Gibbs

Sean S, A conjuntos finitos y N un sistema de vecindades. Un potencial de Gibbs sobre
AS relativo al sistema de vecindades N es una coleccién {Ve}ecs de funciones

Ve : AS — RU{oo} tales que

1. Vo =0si C no es un clique.
2. Para todax,y € AS y para todo C C S, si x(C) = y(C), entonces Vc(x) = Ve(y)

Asf, la funcién de energia € : AS — RU {eo} se dice que deriva del potencial

{Verees si
e(x) =) Velx)

ccs
bajo este contexto 7 de la ecuacién (5.59) es llamado distribucién de Gibbs.

Seccion 5.2 Redes Neuronales de Hopfield

En el afio de 1982, John Hopfield introdujo un tipo nuevo de redes neuronales, que
después fue conocido como redes neuronales de Hopfield. La red de Hopfield bésica
tiene una sola capa de neuronas, con la diferencia de que todas estdn conectadas entre
sf mediante arcos dobles ponderados bidireccionales. El peso con el que se pondera el
valor de cada neurona puede ser tanto positivo como negativo. Esta topologia doble de
interconexién convierte a la red en una red retroalimentada o recursiva, por lo que es
un buen candidato para modelar como un campo de Markov.

Para este modelo consideremos al conjunto de sitio S = 72, y al espacio de fases
A ={0,1}, ademds el sistema de vecindades pueden ser como se muestra en la figura
5.2, pero nosotros solo nos enfocaremos en el sistema de vecindades como en ().

En este contexto un sitio s puede ser interpretado como una neurona excitada si
x(s) =1 e inhibida si x(s) = 0. Siz € 45, podemos decir que hay una sinapsis de s a t
con fuerza wy, si wy > 0 decimos que la sinapsis es excitatoria mientras que wg < 0
la llamaremos inhibidora.
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Figura 5.2: Dos ejemplos de vecindades y sus cliques.

Una de las aplicaciones de la red de Hopfield es la de servir como memoria aso-
ciativa. Una memoria asociativa es aquella que una fraccién de una sefial es capaz de
reproducir la totalidad de la sefial, por ejemplo, con el inicio de una cancién el cerebro
humano es capaz de reconocer y reproducir la melodia completa. Las redes de memoria
asociativa son de gran utilidad para la reconstruccién de sefiales incompletas o deterio-
radas por el ruido.

Para fungir como memoria asociativa, la matriz W de pesos de la red debe ser igual
t
W=} Y,
i
donde ¥; es el i-ésimo vector a reconocer, lo que se «almacenard» en la memoria, ex-
presado como vector renglén, por lo que Y/Y; es la matriz de pesos correspondiente al
i-ésimo vector a reconocer y la suma abarca todas las matrices de pesos correspondien-

te a todos los vectores a reconocer.

Ahora, una vez que tenemos los pesos o fuerza de las neuronas podemos dar su
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funcidn de energia
e(x)= Z Z wisx(£)x(s) — Z hex(s)
seSte N $€S
donde A es llamado el umbral de la neurona s. De manera equivalente y recordando
que los cliques en nuestro sistema de vecindades son dos neuronas tenemos que

e(x) =Y (wis +wg )x(1)x(s) = Y hex(s).

(s,1) ses

Asfi, podemos ver que la funcién de energia deriva del potencial de Gibbs

Visy(x) = —hex(s)
V(s,r) (x) = (Wi +wge)x(t)x(s).

Una vez que tenemos todo lo necesario para nuestra red, podemos utilizarla para
producir el vector de salida deseado, aunque el vector de entrada esté incompleto, para
ello debemos dar como entrada a la red el vector de entrada después se deja iterando a
la red hasta que esta alcance el estado estable mds cercano, que serd el vector recono-
cido.

Si se requiere mas informacion sobre las redes de Hopfiel pueden consultar [Hopfield]

Seccion 5.3 Método de muestreo de Gibbs

Una vez que sabemos lo esencial de los campos de Markov y de las redes neurona-
les de Hopfield, lo relacionaremos con las cadenas de Markov pues nuestras aplicacio-
nes estdn en términos de campos de Markov mientras que los resultados obtenidos en
los capitulos anteriores estan en términos de cadenas de Markov, por lo que es impor-
tante saber cémo pasar de un campo de Markov a una cadena de Markov, mas atn si
esta puede ser irreducible y/o aperiddica.

Sean S y A conjuntos finitos, consideremos un campo aleatorio que cambia alea-
toriamente con el tiempo, entonces tendremos un proceso estocdstico {X, },>o0, donde
Xn = (Xu(s),s € S) y Xu(s) € A. El estado a tiempo n de este proceso es un campo
aleatorio sobre S con fases en A, o equivalentemente un vector aleatorio con valores en
el espacio de estados E = A5, el cual es finito debido a que tanto S como A lo son.

Veamos como un campo aleatorio de Markov con funcién de distribucion de Gibbs

1
n(x) = ze—fm, xEAS (5.60)
puede verse como una cadena de Markov.
Supongamos que dado un campo aleatorio de Markov, existe {X },>0 una cadena
de Markov irreducible y aperiédica sobre un espacio de estados E = AS y con dis-
tribucién estacionaria como en la ecuacién (5.60), entonces podremos usar todos los
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resultados que hemos obtenido en los anteriores capitulos, desde calcular la velocidad
de convergencia hasta acotar al SLEM.

La dificultad radica en encontrar una cadena de Markov irreducible y aperiodica, el
método de muestreo de Gibbs nos ayudard a resolver esto de la siguiente manera:

Definimos una distribucion de probabilidad estrictamente positiva sobre S, diga-
mos (qs,s € S) y la transicion de X,, = x a X,,+1 =y se hace bajo la siguiente regla
"Se actualiza (o no) la fase del sitio s de x dejando todo exactamente igual, esto es
x(S\s) =y(S\'s) y esto lo hard con probabilidad g, entonces y(s) es seleccionado
con probabilidad 7t(y(s) | x(S\ s))"

con esto la probabilidad de transicion de X, = x a X,+| =y estd dada por

PXyi1 =y | Xn = x] = qs(y(s) [ x(S\ $)) L\ 5)=y(s\s)-

Con este procedimiento aseguramos que { X, },>0 es una cadena de Markov irreducible,
aperiodica con distribucion estacionaria 7 definida como en la ecuacién (5.60).

En la practica, los sitios no son actualizados de manera aleatoria sino que como S
es finito podemos definir un ’orden’ por ejemplo S = {sy,s2,...,sn }, y actualizarlos en
ese “orden’, asi cada sitio es visitado periddicamente. Denotaremos por Z, al estado
del campo aleatorio después del n-ésimo ciclo, asi Z, = X,y donde X; denota el estado
antes de la k-ésima actualizacion.

Al tiempo k, el sitio s (s = kmodN) es actualizado, con lo que si X; = x entonces
Xi1 = (y(s),x(S\ s)) con probabilidad 7(y(s) | x(S\ s)), con esto la distribucién 7 es
estacionaria para la cadena {X, },>0.

Asi, si tomamos {Z, },>0, este serd una cadena de Markov irreducible y aperiodica
con distribucién estacionaria 7, la cual en cada transicion se actualizan (o no) todos los
sitios de S, ademds la matriz de transicién de nuestra cadena estd dada por

P = HszlPSk
donde la entrada (x,y) de la matriz Py = {p},}, ,cas estd dada por

e €0/(8) 2(5\s))

Con esto ya podremos pasar un campo de Markov a una cadena de Markov irreducible
y aperiddica, ademds de conocer su matriz de transicion y su distribucion estacionaria,
por lo que ya podemos aplicar todos los resultados de los capitulos anteriores.

Ahora veremos el método de muestreo de Gibbs, aplicado a las redes neuronales de
Hopfield para la actualizacién de cada uno de sus sitios.

En la seccién anterior obtuvimos la funcién de energia para las redes, con lo que
podemos deducir que la distribucién de Gibbs, como en la ecuacién 5.60, es

7(x) = % ¢ Ko Ot x(0)3(6) + s hox(s) e AS
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o bien la especificacion local del sitio s
1
ﬂ(x(s) |X(J‘§)) — ze—():,E%(wm+ws,)x(t)—hs)x(s)7 xe AS

Asi, a tiempo n, el método de muestreo de Gibbs se sitda en el sitio s € S, con
probabilidad gy, y actualiza su fase. Se actualizard la fase por 0 con probabilidad

1
1+ e—():rem(Wts+W.vt)x(f)—hs)

po =
y por consiguiente se actualizard a 1 con probabilidad 1 — pog.

Recordemos que la red de memoria asociativa requiere de un valor inicial y bajo el
método de muestreo de Gibbs se itera la red hasta obtener un estado estable, es decir
que el valor de entrada sea el mismo que el de salida, la cuestién es que desconocemos
el nimero de iteraciones que se deben hacer para recuperar la informacién que desea-
mos es por eso que con ayuda del método de muestreo de Gibbs podemos ver a la red
de Hopfield como una cadena de Markov irreducible y aperiédica en donde podemos
iterar el valor de la cadena, ademas el método también nos da a conocer la matriz de
transicion de la cadena con lo que podemos aplicar todo lo desarrollado en los capitulos
anteriores, esto es podemos usar a P para producir una cota para la convergencia como
la encontrada en el teorema de Perron-Frobenius (ecuacion (2.24))

I 6/P" — 7 [1<| A% | p" ( sup | v;(7) I>

2<<|AS)

e incluso podriamos encontrar mejores cotas como los mostrados en el teorema 3.6 al

cual llamamos la cota 7,

. -TP” < 113
d, (5 ,n)f—ﬂ(i)p

2n—2

y el teorema 3.7 denominado la cota %

t pn 1 l_ﬂ(i) n
d&(&-P,n)sZ( = >p2

estas ultimas cotas solo con vdlidas para matrices reversibles, pero en caso de que
nuestra matriz no sea reversible podemos ocupar el teorema 3.8, que llamamos cota de
contraste, construyendo una matriz auxiliar M = PD~' P'D, donde D = diag(x) y cuyo
SLEM es denotado por y

BSP 7)< 372 (5:7)

donde x?(-;-) es el contraste ? (definicién 3.20).
Ademds, en caso de que se dificulte encontrar al SLEM de P podemos acotarlo
como se hizo en el capitulo 4,

2
12¢(P)§p§méx{ %—1 |,min{l%,1 ‘Pép)}}
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con @?(P) la conductancia de P, K como en el teorema 4.9 y & como en el teorema
4.10.

Una vez que hemos conseguido nuestra cota y la velocidad de convergencia, pode-
mos despejar a n para poder conocer un nimero de iteraciones aproximado que debe-
mos dejar a nuestra red para conseguir el estado estable y recuperar la informacion que
requerimos.
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Matriz elevada a un namero racional

En la matrices cuadradas, al multiplicar una matriz por si misma solemos usar la
notacién de exponentes, por ejemplo A> = AA, estos exponentes usualmente son nii-
meros naturales, aunque si la matriz A tiene inversa, denotada por A~ entonces los
exponentes pueden ser niimeros enteros, por ejemplo A~> = A~'A~! siguiendo esta
16gica podemos seguir extendiendo el conjunto de exponentes y pasar del conjunto de
los niimeros enteros al de los nimeros racionales.

En la siguiente definicion se refleja lo dicho en el parrafo anterior, solo definiremos una
matriz elevada a un nimero racional de la forma %, neN.

Definicion 6.32. Matriz elevada a un niimero racional ( % )
Sean r,n € Ny D € Mpyy(R), si existe B € My (R) de tal forma que

B"=D
. . 1
entonces decimos que B es la matriz D elevada a la % y lo denotaremos por Dn.

Un resultado importante es la existencia de las matrices inversas, la siguiente pro-
posicion nos da la idea de quién es la matriz inversa de una matriz elevada a un nimero
racional de la forma }1, neN.

Proposicion 6.15.
Sean nn € N, n >0y D € M, (R), supongamos que D es invertible y que existe
: . 1 . ; .

B € M, (R) tal que B" = D, es decir, existe Dn, entonces B también es invertible y
. . =

ademds (B_l)" =D~ es decir existe D7 .

Demostracion.

Primero mostraremos que B también es invertible, para ello recordemos que una matriz

cuadrada es invertible si y sélo si su determinante es diferente de cero, ademds de que

para cuales quiera dos matrices cuadradas A, C el determinante del producto matricial

es el producto de sus determinantes, esto es det(AC) = det(A)det(C).
Con estos dos conceptos es facil ver que

(det(B))" = det(B")
=det(D)
#0
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ademds como n > 0 entonces det(B) # 0, por lo tanto B es una matriz invertible.
Sigamos con la demostracién de que (B~!)" = D™!, para ello recordemos que

D7'B"=D7(D)

= ]Irxr

por otro lado

con esto tenemos que
D—an — (B—l)an

ademds, como B es invertible podemos cancelar por la derecha, por lo que
D~!' = (B~1)" y entonces podemos decir que existe D7 . O

Matrices simétricas

Existe un tipo especial de matrices con lo que podemos tener resultados interesan-
tes dentro de la teorfa de eigenvalores y eigenvectores, estas matrices son las simétricas,
pues con ellas podemos garantizar que los eigenvalores son reales y ademds podemos
encontrar una base ortonormal de R”, con r la dimensién de la matriz.

Los resultados mostrados en esta seccién, son usados en el capitulo 2 para crear
una base ortonormal de eigenvectores izquierdos de la matriz de transicion y otra de
eigenvectores derechos, estas bases son usadas para la demostracién de los teoremas
3.6y3.7.

Primeramente definiremos las matrices simétricas.

Definicion 6.33. Matrices simétricas

Sean r € Ny A € My (R) una matriz cuadrada con entradas reales, decimos que A
es simétrica si es igual a su transpuesta o bien si A = (a;j);. jell,..r} entonces para
cualesquiera i, j € {1,...,r} se cumple que a;; = ajj.

Ahora enunciaremos el teorema para las matrices simétricas, cabe mencionar que
no daremos la demostracién del teorema pero podemos encontrarla en [David C. Lay,
Cap. 7].
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Teorema 6.12. Seanr € Ny A € M, (R), supongamos que A es simétrica, entonces

1
2.

A tiene r eigenvalores reales contando multiplicidades.

La dimension de los eigenespacios de cada eigenvalor A es igual a la multipli-
cidad de A como raiz del polinomio caracteristico.

Los eigenespacios son mutuamente ortogonales, en el sentido de que eigenvec-
tores correspondientes a diferentes eigenvalores son ortogonales.

A es ortogonalmente diagonalizable.
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Apéndice B: Espacios métricos

A lo largo de este trabajo usamos la definicién (3.18), distancia en variacién, para
encontrar cotas para la velocidad de convergencia de la matriz de transicién a n pasos,
n € N, de una cadena de Markov irreducible y apériodica con espacio de estados fi-
nito hacia su distribucién estacionaria, en este apartado demostraremos algunas de las
propiedades usadas.

Comenzaremos con la definicién de un espacio métrico

Definicion 6.34. Espacio métrico
Sea X un conjunto no vacio, una métrica para X es una funcion d que va de X x X en
R de tal forma que para cualquier x,y,z € X,

a. d(x,y) >0

b. d(x,y) =0sisclosix=y

c. d(x,y)=d(y,x)

d. d(x,z) <d(x,y)+d(y,z)

entonces decimos que (X ,d) es un espacio métrico.

Proposicion 6.16.

Sea E un conjunto numerable y X el conjunto de las distribuciones de probabilidad
sobre E, ademds sea d, la distancia en variacion definida como en la definicion (3.18),
entonces (X ,d,) es un espacio métrico.

Demostracion.
Sea o, B, v € X, entonces

a. Como | a(i) — B(i) |> 0 para toda i € E, entonces % Yici: | (i) — B(i) |> 0, por lo
que dy(a,B) = 5 Lier | (i) = B(i) |2 0.

b. Observemos que d,(a, ) =0siy s6losi 3 ¥cp | at(i) — B(i) |= 0, pero esta dltima
igualdad es cierta si y solo si paratodoi € E | o(i) — B (i) |= 0, el cual es verdade-
ro siy sélo si paratodoi € E a(i) = B (i), porloque d,(ct, ) =0siy sélosi oo = .

79
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c. Como | a(i) — B(i) |=| B(i) — o (i) |, entonces
a(@.p)=3 ¥ |al) Bl
icE
=3 X 1B() o)

i€k

= dl’(ﬁ» OC)

d. Solo nos falta demostrar la desigualdad triangular, as{
d(e.p)=3 X | ali) - BG)|
icE
= % Y | (@) = () + (v(i) — B(i)) |
icE
<3 (2 i) 76) |+ L1 70) =) )
= 3T lal)—70) | +5 X 170 - B() |
icE icE
- dv(aa ’}/) +dv(Yaﬁ)
por lo que d,(a,B) <d,(c,y)+d,(y,B)

por lo tanto (X,d,) es un espacio métrico.

O

Probaremos otras propiedades que la distancia en variacion tiene, estas propiedades
son formas equivalentes de definir esta distancia.

Proposicion 6.17.
Sea E un conjunto finito y y : E — R una funcion tal que sup;c | y(i) |= 1, ademds
sean Ay B dos distribuciones de probabilidad sobre E, entonces

dy(a,B) = %Sup (Z(a(i)y(i)) - Z(ﬁ(i)y(i))>

icE icE

Demostracion.
SeaA={x€cE|a(x)>p(x)}y definimos

(x) = 1 si x€A
YW= -1 si x¢4A
por la definicién del conjunto A y la de la funcién y, tenemos que para toda x € E

| a(x) = B(x) [= (a(x) = B(x))y(x)
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por lo que

= 2dv<avﬁ>

por lo tanto

dy(a,B) = %Sup <Z(06(i)y(i)) - Z(ﬁ(i)y(i>)>

ick iek

Lema 3.
Sean oy B dos distribuciones de probabilidad sobre un mismo conjunto numerable E,
entonces

dy(a,B) = sup (| (A) — B(A) |)

ACE

donde at(A) :=Ycq a(i)

Demostracion.
Sea A C E, entonces existe B C E de tal forma que

| o(A) = B(A) |= a(B) — B(B) (6.61)
La B de la que nos habla puede ser A 0 A° = E \ A, seglin nos convenga.

Ahora notemos que podemos escribir la diferencia entre o((A) y f(A) como sigue

a(A) = B(A) =} 1a(i) (a(i) — B(7)) (6.62)

icE
Ademds notemos que para cualquier A C E, tenemos que

Y 1AG) (e(i) = B() + Y Lac (i) (i) — B(i)) = Y (a(i) = B(i)) =0 (6.63)

i€cE icE icE

Sea A = {i € E; (i) > B (i)}, entonces el lado derecho de la ecuacion (6.62) se maxi-
miza, ademds usando las ecuaciones (6.62) y (6.63) tenemos que

ai-p0={ 00"y W iga 669
por lo que
Y La() (@) = B(i) = ) 1a(0) | (i) — B(i) | (6.65)

ick ick
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por otro lado

Y, L4(0) (o) B(9) = — X Lc(0) (@(i) ~ B(1) porla ecuacion (6.63)
icE ick
= L i)~ ) =B )
=Y Daci) | ae(i) — B(i) |
iek

_ % (): La() L o() = B(i) | + ) Lae (i) | (i) = B(3) )

icE icE
=3 X o) -B0)|
icE

= dv(avB)
por Io tanto d, (0, B) = supsc (| @(4) — B(A) | 0



Apéndice C: Teorema de
Rayleigh

Para este apéndice trabajaremos con matrices de transicion reversibles, ademas or-
denaremos a los eigenvalores de nuestra matriz de transicién P con respecto al orden
de los reales, es decir 1 = A; > A, > ... > A, > —1, a menos que se indique lo con-
trario. Cabe destacar que este orden es el establecido en el capitulo 4, en donde A, es
el segundo eigenvalor més grande, SLE por sus siglas en inglés, mientras que en los
capitulos anteriores a este A, representa al segundo eigenvalor con mddulo mas grande,
SLEM por sus siglas en inglés.

Antes de enunciar el Teorema de Rayleigh y sus corolarios, daremos algunas defi-
niciones y probaremos algunos resultados que nos seran de utilidad.

Definicion 6.35. Laplaciano de P
Sea P la matriz de transicion de una cadena de Markov con espacio de estados finito,
definimos el Laplaciano de P como la matriz [ — P.

Proposicion 6.18.

Sean r € Ny P la matriz de transicion de una cadena de Markov sobre un espacio de
estados finito E = {1,...,r}, ademds sean A;, los eigenvalores de Py v; un eigenvector
de P asociado a A;, i € E. Sean B;, i € E, los eigenvalores del Laplaciano de P, entonces
paratodai € E B; =1—A; y el eigenvector asociado a B; es el mismo que el asociado
a A, es decir, v; un eigenvector del Laplaciano de P asociado a B;.

Demostracion.
Seai € E, entonces

(err — P) vi =v; — Py;

=V, — 7L,-v,~
= (1 — 7L,')v,'
= Bivi

por lo que para toda i € E, v; es un eigenvector del Laplaciano de P asociado al eigen-
valor f3;. d
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Antes de enunciar el siguiente lema tenemos que recordar la definicion 3.22, la for-
ma de Dirichlet, del capitulo 3 de este trabajo, pues es un elemento importante tanto
para el lema como para las siguientes propiedades.

Lema 4.

Sean r € Ny P la matriz de transicion de una cadena de Markov aperiodica e irreduc-
ble, sobre un espacio de estados finito E = {1,...,r} y sea & su distribucién estaciona-
ria. Sean A1,..., A, los eigenvalores de P ordenados de modo que | A; |>| A; | para todo
1<i<j<r

Supongamos que (P, 1) es reversible, entonces para cualquier x € R”, x no constante

€x(x,x)

>1_
Vars(x) = I— | A | (6.66)

Demostracion.

Como P es irreducible sobre un espacio de estados finito, entonces existe una tnica
distribucién estacionaria 7 con entradas estrictamente positivas, asi usando la distribu-
cién estacionaria de P podemos definir la norma 7 (Definicién 2.16).

SeaV = {v; =1,,...,v,} una base ortonormal de eigenvectores derechos de P (orto-
normal con respecto a la norma 7).

Haremos uso de la ecuacién (2.15) que nos permite representar a un vector z € R” en
términos del producto interior 7 y los elementos de V, también usaremos la ecuacion
(2.17) que nos permite representar el producto de un vector z € R” con P, en términos
del producto interior 7, los eigenvalores de P y los elementos de V.

Sea x € R’, x no constante, entonces por la ecuacién (2.15)

x=Y (x,vi)zvi (6.67)
i€E
y por la ecuacion (2.17)
(L — P)x = Z(l — ) {x,vi) zvi. (6.68)
icE

Ahora podemos obtener una cota inferior de la forma de Dirichlet de x

&r(%,x) = ((Lper — P)x.X) 7

= (Z (1 =2){x,vi)avi, X) z por la ecuacién (6.68)
icE
— Y (1A )
icE
=Y (1—2){x, vi)f, porque A; =1
i=2
ex(x,x) > Y (1= | 4 ) {x,vi)z (6.69)
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Ademds, podemos obtener una ecuacion equivalente de la norma 7 de x

12117 = (x,x)a

= <Z<x, Vi) zVi, Z (X, vj)avj)z por la ecuacién (6.67)
icE jE€E

= Z Z X Vi) e, vi)a(vi,vi) e
i€E jeE

=Y (xvi)z,
icE

con lo que la varianza 7 de x es

Varz(x) = x |7 —(x,1,)7
Z<X, Vi>727: - <x’ ]1r>727:

i€cE

P
= Z(x, v,‘),zr debido a que vi =1,
i=2

Como Varz(x) # 0, debido a que x no es constante, entonces

€x(x,x)

(1= | A ) (x,vidz

Varg(x) Z Yoo vz

"‘7 1- A’i ) i721:

- IR v'?ff (1= A )= (1= 22 )
o (L= [ A | =14 | A2 ) (v, vi)z
—| A
= (1= 22 ])+ e
_ Yol Ao ] — | A [){x,vi)z
B A e
= (1=122])
O
Proposicion 6.19.

Sea P la matriz de transicion de una cadena de Markov irredducible y aperiodica,
sobre un espacio de estados finito E y sea & su distribucion estacionaria. Ademds,
supongamos que (P, Tt) es reversible, entonces

Z (i) pij (x ())2

ljeE
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Demostracion

Ex(x,x) = (I —P)x,x)z

= (x,X)z — (Px,x) 7

=3 (71:(1’)x2(i) -y pijx(j)x(i)”(i)>

icE jeE
=) (Z pim(D (i) = Y Pin(j)X(i)ﬂ(i)>
icE \jeE JjEE
=L (pijm (i) (i) = pijx(j)x(D) 7 (D))
NS
= Y m(@)pijx(i) (x(i) —x(j)
i.jEE
= Z () pjix(i) (x(i) —x(}j)) Por (P, ) reversible.
i.jeE
= ZE (§)pijx(§) (x(j) —x(i)) Invirtiendo los indices.

Por lo que & (x,x) = ¥ jeg #(1)pijx(i) (x(i) = x(J)) = Li jer #(0)pijx(J) (x(J) — x()),
entonces

x(ex) = 5 X w@)pieli) ()~ (7)) + 5 ¥ 7)) (<) i)

i.jeE i,JeE
=3 ¥ 2@pi) () —x() ~ 5 ¥ 7@)pie() (x(0) ()
ijeE ijcE
= LY w0y i) ()
ijeE
& (x,x) = X iep (i) pij (x(J) —x(i)) X
Proposicion 6.20.

Una de las propiedades de la forma de Dirichlet es la siguiente:
&x(x,x) = gz(x —cl,x—cl) para toda ¢ € R.

Demostracion|
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Seace RyxeR"

=g(x—cl,x—cl) = % . Eﬂ:(i)pij ((x(j) —¢) — (x(i) —¢))* Por la proposicién anterior
=3 ¥ 70)p (50) — =2+
2,5k
=3 ¥ wipy i) X ()
i.jeE
= &r(x,x)
cEn(x,x) = gr(x—cl,x—cl) Ve eR X

Uno de los propésitos es acotar al SLEM, el siguiente Teorema nos dard una carac-
terizaci6n de los eigenvalores del Laplaciano de P, es decir de ;. Con ello podremos
dar una cota para A, y A,, asi podremos conseguir una buena cota del SLEM.

Teorema 6.13. Rayleigh

Sea P la matriz de transicion de una cadena de Markov irredducible, sobre un espa-
cio de estados finito E y sea Tt su distribucion estacionaria. Ademds, supongamos que
(P,m) es reversible, entonces

. En(X,X . : :
ﬁj:mf{‘/fn(f—n(x)) | (x,vi)r=0Vie {l,...,]—l},x#O} Vj>2
Demestracion|
Recordemos que podemos escoger al conjunto de eigenvectores derechos, {vy,...,v,}

como una base ortonormal de R”, con lo que podemos usar las ecuaciones (2.17) y
(2.15).

Seax e R"
= (I=P) = Lice Bi(x,vj)av;
Con lo que podemos dar una ecuacién equivalente de la forma de Dirichlet y de la nor-
ma de x bajo

er(x,x) = (I—P)x,x)z
= <§ﬁi<x="j>ﬂ"j=x>ﬂ

= Z ﬁi<x7 Vj>721

icE

ex(x,x) =Y Bilx,v)z (6.70)

ick
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(x,x)r = Z(x, vi)2 (6.71)

i€E
Sea j € {2,...,r}, supongamos que (x,vi); =0 paratoda k € {I,...,j—1}, en-
tonces en particular

Xr=(x, 1)z
- <xa Vl>n’
=0

Como (x)z = 0 entonces Varg(x) =|| x ||>= (x,x)#

£7(x,x) _ Yick Bilx.vj)z

Varg(x) Yice (X, vi)%

er:j <xv vi>}2r
— BB+ Z;:jﬁi<xvvf>3r
! ! ir=j<x7 Vi>727:
Bt 1 (Bi— B, vi)z
- FJ r
Zi=j<xvvi>727:
> Bj Debido a que (B;— ;) > 0Vi> j
Como x es arbitrario, entonces
. Ex (X, X , ;
Bj < mf{%ﬂ(x)) | (x,vi)g=0Vie{l,...,j—1},x# 0} (6.72)
Una observacién importante es que el vector que hace que ézr(;&)) alcance su infimo en

B, es el eigenvector asociado a este, es decir, v;. Como v; # 0 y ademads
(vj,viyr =0Vie {1,...,j— 1}, entonces

inf{ EnlNX) |y ovie {1, j— 1} 0} < M 6.73)

Varz(x) = Varg(v;

Ahora calculemos

ex(vj,vj) = Z Bi(vj,vi)2 Por la ecuacién (6.70)
icE
=Bj(v;,v)% Por la orgonalidad de las v;

=P; Yaque (vj,vj)z =1
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g (vi,v) =B (6.74)
Ademads
Varg(vj) = Z (vjv)2 Por la eciacion (6.71)
i€cE
=1 Por la ortonormalidad de las v;
s Varg(vi) =1 (6.75)

Por lo que usando las ecuaciones (6.74) y (6.75) tenemos que

Sﬂ;(Vj,Vj) . & -

Varg(v;) 1 =hi

:»mf{‘igf;‘(‘g | (e vide =0Vie {1,...,j— 1},x7é0} < “@”“J&ﬁ = B;

. &x(x,x) N . . .
ﬁ]mf{Var,r(x) | (x,vi)zr=0Vie{l,...,j 1},x7é0} Vji>2
X

Usando el Teorema de Rayleigh para 3, tenemos que

B = inf{ £x(x,%) | (X)r =0, x# 0}

Varz(x)
€
=inf 2, ) | x es no constante
Varg(x)
Es facil de ver la igualdad, teniendo en cuenta que el vector que hace que % al-

cance su infimo en f3, es el eigenvector asociado a este, es decir, v,. Y este eigenvector,
por tener media respecto a 7 igual a cero, no puede ser constante.

La fuerza que tiene el Teorema de Rayleigh, radica en los siguientes dos corolarios,
los cuales nos ayudaran a encontrar una cota superior para A, y una cota inferior para
Ar, €sto con el objetivo de acotar al SLEM.

Corolario 1.

Sea P la matriz de transicion de una cadena de Markov irredducible y aperiddica,
sobre un espacio de estados finito E y sea & su distribucion estacionaria. Ademds,
supongamos que (P, ) es reversible. Sea A € R no negativo de tal forma que

Varg(x) < Agg(x,x) para toda x € R", entonces

1
M<l1- 1 (6.76)

con Ay el SLE
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Demostracion|
Como Varyg(x) < Agz(x,x) para toda x € R”, en particular para x € R” que tienen media
respecto a 7t igual a cero y no son el vector cero.

= % < \Zf;();)) VxeR talque (x)y =0y x#0

>k <inf {50 (0 =0, x 20} =

Pero recordemos que §» = 1 — A», entonces % <1l-X

1
A <1——
2= 4

Corolario 2.

Sea P la matriz de transicion de una cadena de Markov irredducible y aperiodi-
ca, sobre un espacio de estados finito E y sea © su distribucion estacionaria. Ade-
mds, supongamos que (P,Tt) es reversible. Sea B € R no negativo de tal forma que
(Px,x)z+ || x||2> B x ||> para toda x € R’, entonces

Ar>—14+B (6.77)
Con A, el eigenvalor mds pequefio

Demostracion
Como (Px,x)z+ || x |2> B || x || para toda x € R, en particular para x = v,

2 2
=(Pvj,vi)at || villz >Bvjlz
=Aj(vj.vj)z+1 > B

l] >—1+B
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