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1.8. Caricatura de un átomo de Rydberg, la esfera de color rojo sólido representa
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1.10. Imágenes de absorción de la dinámica a lo largo de la red cuasiperiódica
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∆/J > 2. La figura fue extráıda de la referencia [20]. . . . . . . . . . . . . . 26

1.11. (a)Esquema del dispositivo experimental usado en [75], un haz de prueba
ingresa a una red desordenada en las direcciones transversales (y y x) pero
invariante en la dirección de propagación (z). (b) Propagación transversal
del haz en ausencia de desorden. (c) Ausencia de difusión transversal del
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fluorescencia que muestran la evolución del estado inicial en ausencia de des-
orden. La columna izquierda muestra imágenes individuales de la distribución
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∆/J , el máximo se localiza en ∆c/J = 2.01±0.005. Los calculos corresponden
a L = 987, β = (

√
5− 1)/2 y φ = π/5. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
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Abstract

Since the discovery of the quantum localization phenomenon due to disorder by P. W.
Anderson, the study of disordered systems has become a very active field of research in
condensed matter physics. The understanding of the effects of disorder is of paramount im-
portance for the description of several phenomena, for instance, quantum transport, the
existence of spin glasses and topological phases, the presence of quantum chaos in both
few- or many-body systems, and the peculiar behavior of certain thermodynamic properties
among others. More than 60 years have passed since the discovery of quantum localization
and although much progress has been made, yet, there are open questions and phenomena
not fully understood. In fact, these phenomena date back to the birth of localization, and
until now are the subject of research and intense debate. A main example of these topics,
which in part motivated the investigation of this thesis, is the understanding of the effects
of both, interparticle interactions and medium interactions in the localization properties. In
particular, in this thesis two main subjects are addressed. The first is related to the study
of the effects of a quasiperiodic medium with power-law hopping on the quantum transport
of pairs, while the second is associated with the persistence of magnetic order in a weakly
interacting Bose mixture confined in a disordered lattice. For the first problem, the exact
diagonalization method was used in order to determine the propagation of two initially loca-
lized hard core bosons. The main result of this analysis was the discovery of a delocalization
transition stimulated by quasiperiodicity. This result is in stark contrast with the general
notion of previous works, where quasiperiodicity always tends to inhibit transport. The time
independent analysis of a pair of bosons in a quasiperiodic lattice with power-law tunneling
exhibited the asymmetric effect of attractive and repulsive interactions on the localization
transition. In particular, the numerical calculations showed that repulsively interacting pairs
are more likely to localize than pairs bounded by attractive interactions. This result highlights
the importance of the sign of the interactions in the pair localization transition, something
that is not discernible in quasicrystals with short-range hops. The second and last problem
was addressed using the mean field approximation, specifically, both the time independent
and time dependent Gross-Pitaevskii equations. Through the numerical solution of these
equations, the persistence in time of a double ferromagnetic domain was tracked. The results
of this investigation characterized how the disorder and the interactions between particles
contribute to the persistence of the magnetic order. The investigation developed of this the-
sis shows that the joint effect between interactions and disorder or quasiperiodicity in the
transport properties of quantum systems is highly energy dependent. When the interactions
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are weak and the dominant energy scale is kinetic, disorder and quasiperiodicity tend to sup-
press the diffusion of the system under consideration. However, as the interaction between
particles becomes the dominant scale, the formation of bound states together with the tun-
neling properties of the medium can give rise to clearly counterintuitive transport regimes.
The results shown are of interest for various quantum simulation platforms, for instance,
ultracold atoms, polar molecules, Rydberg atoms, and trapped ions. Like all research work,
the findings give rise to new and ambitious questions. In particular, to deepen the study of
the effects of bound state formation in the quantum transport of disordered systems with few
bodies, trimer formation, collision of pairs with individual particles in quasicrystals, among
others.
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Resumen

Desde el descubrimiento del fenómeno de localización cuántica debido al desorden por
P. W. Anderson, el estudio de los sistemas desordenados se ha convertido en un campo de
investigación muy activo en la f́ısica de la materia condensada. La comprensión de los efectos
del desorden es de suma importancia para la descripción de varios fenómenos, por ejemplo, el
transporte cuántico, la existencia de los vidrios de esṕın y las fases topológicas, la presencia
de caos cuántico en sistemas de pocos o muchos cuerpos, y el comportamiento peculiar de
ciertas propiedades termodinámicas, entre otros. Han pasado más de 60 años desde el des-
cubrimiento de la localización cuántica y aunque mucho se ha avanzado, existen tópicos que
datan desde el nacimiento de este fenómeno que, sin embargo, continuan siendo objeto de
investigación y debate. Un ejemplo de estos tópicos, el cual en parte motivó la investigación
de esta tesis, es el efecto de las interacciones, tanto entre part́ıculas como entre el medio, en
las propiedades de localización. En particular, en esta tesis se presenta dos temas principales.
El primero concierne al estudio de los efectos de un medio cuasiperiódico con tunelaje de ley
de potencia en el transporte cuántico de pares, mientras que el segundo, está asociado a la
persistencia de orden magnético en una mezcla de Bose débilmente interactuante confinada
en una red óptica desordenada. Para el primer problema, se empleó el método de diagonali-
zación exacta con el propósito de determinar la propagación de dos bosones de núcleo duro
incialmente localizados. El principal hallazgo de este trabajo fue encontrar una transición de
delocalización estimulada por la cuasiperiodicidad, este resultado contrasta con la noción ge-
neral de la gran mayoŕıa de trabajos previos, en donde la cuasiperiodicidad siempre tiende a
inhibir el transporte. El análisis estacionario de un par de bosones en una red cuasiperiódica
con tunelaje de ley de potencia, exhibió el efecto asimétrico de las interacciones atractivas y
repulsivas en la transición de localización. En particular, los cálculos numéricos mostraron
que los pares que interactúan repulsivamente son más proclives a localizarse que los pares
ligados por una interacción atractiva. Este resultado pone de manifiesto la importancia del
signo de las interacciones en la localización de pares, algo que no es discernible en cuasi-
cristales con tunelaje de corto alcance. El segundo y último problema fue abordado usando
la aproximación de campo medio, espećıficamente, las ecuaciones tanto estacionaria como
dinámica de Gross-Pitaevskii. Mediante la solución numérica de estas ecuaciones se monito-
reó la persistencia en el tiempo de un doble dominio ferromagnético. Los resultados de esta
investigación caracterizan como el desorden y las interacciones entre part́ıculas coadyuvan
en la perduración del orden magnético. Ambos trabajos de esta tesis ponen de manifiesto
que, el efecto en conjunto entre las interacciones y el desorden o la cuasiperiodicidad en las
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propiedades de transporte de sistemas cuánticos es altamente dependiente de la enerǵıa del
sistema. Cuando las interacciones son débiles y la escala dominante de enerǵıa es la cinética,
el desorden y la cuasiperiodicidad tienden a suprimir la difusión del sistema en cuestión. Sin
embargo, a medida que la interacción entre part́ıculas se convierte en la escala dominante, la
formación de estados ligados junto con las propiedades del medio pueden dar lugar a reǵıme-
nes de transporte claramente contraintuitivos. Los resultados mostrados son de interés para
diversas plataformas de simulación cuántica, por ejemplo, los átomos ultrafŕıos, moléculas
polares, átomos de Rydberg y los iones atrapados. Como todo trabajo de investigación, los
hallazgos dan lugar a nuevas y ambiciosas cuestiones. En particular, profundizar el estudio de
los efectos de estados ligados en el transporte cuántico de sistemas desordenados con pocos
cuerpos, formación de tŕımeros, colisión de pares con part́ıculas individuales en cuasicristales,
entre otros.
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Caṕıtulo 1

Introducción

En este caṕıtulo, se presenta de forma condensada los conceptos y fundamentos teóricos
del fenómeno de localización de Anderson. En particular, se hace especial énfasis en la mani-
festación de la localización como consecuencia de la naturaleza ondulatoria de las part́ıculas
y el desorden espacial. Enseguida, se exhibe los principales resultados y caracteŕıstica de la
transición metal-aislante de Anderson. En vista de que los sistemas f́ısicos analizados en los
siguientes caṕıtulos están inspirados en las plataformas de simulación cuántica, posterior a
discutir la localización de Anderson, se presenta de forma concisa las nociones esenciales de
los simuladores cuánticos. A continuación se proporciona una descripción general de las ob-
servaciones experimentales asociadas al fenómeno de localización en diferentes plataformas
de simulación cuántica.

1.1. Antecedentes

Uno de los primeros problemas que abordó la comunidad cient́ıfica, porsterior al es-
tablecimiento de la mecánica cuántica, fue el transporte electrónico en los sólidos [1]. En
particular, la dinámica de electrones en sólidos reales, es decir, en presencia de desorden o
impurezas. Con el objetivo de conocer todas las propiedades de un material sólido, el for-
malismo de la mecánica cuántica prescribe en calcular todos los eigenvalores y eigenvectores
del Hamiltoniano que describe al material en cuestión. En términos simples, el Hamiltoniano
fundamental Ĥ de un sólido se compone de la suma de tres Hamiltonianos He, Hn y He-n. El
primero de ellos integra únicamente los grados de libertad de los electrones que componen al
sólido, Hn involucra los grados de libertad de los núcleos atómicos y por último He-n contiene
la interacción Coulombiana entre los electrones y los núcleos atómicos. Cada uno de estos

8



tres elementos está dado de acuerdo a la siguiente expresión:

Ĥ = Ĥe + Ĥn + Ĥe−n,

Ĥe = −
Ne∑

i=1

~2

2m
∇2
i +

1

2

1

4πε0

Ne∑

i,j 6=i

e2

|ri − rj|
,

Ĥn = −
Nn∑

i=1

~2

2M
∇2
i +

1

2

1

4πε0

Nn∑

i,j 6=i

Z2e2

|Ri −Rj|
,

Ĥe−n = − 1

4πε0

∑

i,j

Ze2

|ri −Rj|
,

(1.1)

donde m y e son la masa y carga eléctrica de los electrones, M y Ze2 son la masa y car-
ga eléctrica de los núcleos atómicos, ri y Rj denotan la posición del i−ésimo electrón y el
j−ésimo núcleo, respectivamente. El número de electrones y de núcleos son indicados por
Ne y Nn, respectivamente. Desafortunadamente, el cálculo de todos los eigenvectores y ei-
genvalores del Hamiltoniano en la Ec. (1.1) es, hasta hoy en d́ıa, imposible debido a la alta
complejidad de la ecuación de Schrödinger resultante. Por lo tanto, no hay más opción que
hacer algunas aproximaciones para poder comprender las propiedades de transporte en los
sólidos. Debido a que los electrones y los núcleos están acoplados, la separación de los movi-
mientos electrónicos y nucleares seŕıa de gran ayuda para entender el transporte electrónico.
Este desacoplamiento es proporcionado por la aproximación de Born-Oppenheimer o tam-
bién conocida como aproximación adiabática [2]. Los electrones son mucho más ligeros que
los núcleos atómicos, m ∼ 10−3M , en consecuencia, los electrones en un sólido se mueven
mucho más rápido que los núcleos, por consiguiente, cuando la configuración de los núcleos
cambia, los electrones pueden responder a este cambio casi instantáneamente y, por lo tanto,
permanecer esencialmente en el estado base electrónico con respecto a la nueva configuración
nuclear. Es decir, la dinámica electrónica ocurre a escalas de tiempo mucho más pequeñas en
comparación a la de los núcleos atómicos. Esta discrepancia en las escalas de tiempo carac-
teŕısticas de la dinámica electrónica y nuclear motivan a suponer que los núcleos permanecen
esencialmente en sus posiciones estacionarias cuando ocurre la dinámica de los electrones. A
esta suposición se le conoce como aproximación de Born-Oppenheimer, la cual se describe
a continuación. Sea r = {r1 · · · rNe} y R = {R1 · · ·RNn} la coordenada colectiva de los Ne

electrones y los Nn núcleos atómicos, respectivamente. El desacoplamiento del movimiento
electrónico y núclear de la aproximación adiabática se traduce en que la función de onda
del sólido Ψ(r, R) es el producto de la función de onda de los núcleos φ(R) y de los elec-
trones ψ(r;R), es decir, Ψ(r, R) = ψ(r;R)φ(R). Nótese que la función de onda electrónica
ψ(r;R) depende de las posiciones de los núcleos de forma paramétrica. Dado que Ψ(r, R) es
la función de onda del sólido, satisface la ecuación estacionaria de Schrödinger:

ĤΨ(r, R) = EΨ(r, R),

(Ĥe + Ĥn + Ĥe−n)ψ(r;R)φ(R) = Eψ(r;R)φ(R),
(1.2)
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donde Ĥ es el Hamiltoniano en la Ec. (1.1). La expresión anterior se puede reorganizar de
la siguiente forma:

1

ψ(r;R)
[Ĥe + Ĥe−n]ψ(r;R) =

1

φ(R)
[E − Ĥn]φ(R). (1.3)

Dentro de la aproximación de Born-Oppenheimer se considera que los núcleos atómicos
permanecen en sus posiciones estacionarias, por lo tanto, se puede separar la Ec. (1.3) obte-
niéndose la siguiente ecuación de Schrödinger para los electrones:

[Ĥe + Ĥe−n]ψ(r;R) = E(R)ψ(r;R), (1.4)

donde E(R) es la eigenenerǵıa de los electrones cuando los núcleos atómicos se encuentran
en la configuración R. Al insertar la Ec. (1.4) en la Ec. (1.3) se obtiene lo siguiente:

[Ĥn + E(R)]φ(R) = Eφ(R). (1.5)

Por lo tanto, el movimiento de los núcleos y los electrones se ha separado. Este es un paso
crucial ya que ahora se ha simplificado el problema de resolver la ecuación de Schrödinger del
sólido, en la cual los grados de libertad de los electrones y núcleos están acoplados, en dos
ecuaciones de Schrödinger desacopladas. Aún después de la aproximación adiabática, resolver
el problema electrónico de la Ec. (1.4) continúa siendo impracticable. Por este motivo, se
introduce la aproximación de electrón libre [1], en la cual se descarta la interacción electrón-
electrón, en este escenario la Ec. (1.4) se reduce a la siguiente expresión:

Ne∑

i=1

[
− ~2

2m
∇2
i −

1

4πε0

Nn∑

j=1

Ze2

|ri −Ri|

]
ψ(r) = Eψ(r), (1.6)

donde se ha omitido la dependencia paramétrica de la función de onda. La Ec. (1.6) corres-
ponde a Ne problemas de un sólo cuerpo, en estas circunstancias, únicamente es necesario
resolver el problema de un electrón:

[
− ~2

2m
∇2 +

Nn∑

j=1

U(r−Rj)

]
ψ(r) = Eψ(r), (1.7)

siendo ψ1(r) la función de onda de un electrón, U(r−Rj) el potencial de interacción electrón-
ion y E la enerǵıa de una part́ıcula, la cual obedece la relación E = NeE. Con el objetivo de
estudiar el transporte de los electrones en un sólido dentro de la aproximación adiabática y de
electrón libre, se procederá a estudiar la Ec. (1.7), por simplicidad se omitirá los sub́ındices
n y e. Una manera de buscar soluciones aproximadas al Hamiltoniano en la Ec. (1.7) es
haciendo uso del esquema de amarre fuerte [1], en el cual la función de onda de una sola
part́ıcula se expresa en términos de los orbitales alrededor de cada centro dispersor, los cuales
por el momento se han considerado como iones o núcleos del medio. La ecuación estacionaria
de Schrödinger de una part́ıcula aledaña a un centro dispersor es:

[
− ~2

2m
∇2 + U(r−Rj) + ∆U(r)

]
ψ(r) = Eψ(r), (1.8)
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donde ∆U(r) denota la corrección al potencial del centro dispersor situado en Rj debido a
la presencia de los N − 1 restantes. La función de onda ψ(r) puede desarrollarse como:

ψ(r) =
N∑

k=1

∑

`

ak,`φ`(r−Rk), (1.9)

siendo φ` los orbitales que obedecen la siguiente ecuación:
[
− ~2

2m
∇2 + U(r−Rk)+

]
φ`(r−Rk) = εk,`φ`(r−Rk), (1.10)

al sustituir la expansión en la Ec. (1.9) en Ec. (1.8) se obtiene lo siguiente:

N∑

k=1

∑

`

[εk,`ak,`φ`(r−Rk) + ∆U(r)ak,`φ`(r−Rk)] =

E
N∑

k=1

∑

`

ak,`φ`(r−Rk),

(1.11)

multiplicando por la derecha la ecuación anterior por el factor φ∗ν(r−Rj) e integrando en el
espacio de coordenadas se obtiene lo siguiente:

εj,νaj,ν +
N∑

k=1

∑

`

∫
φ∗ν(r−Rj)∆U(r)ak,`φ`(r−Rk) = Eaj,ν , (1.12)

donde se ha hecho uso de la ortogonalidad de los orbitales:
∫
dr φ∗ν(r)φ`(r) = δν` (1.13)

y se ha despreciado las integrales con la forma:
∫
dr φ∗ν(r−Rj)φ`(r−Rk), (1.14)

con k 6= j, es decir, aquellas integrales que involucran orbitales centrados en diferentes
posiciones. Esta aproximación subyace en la suposición de que cada orbital está fuertemente
localizado alrededor de su respectivo centro dispersor y por ende el traslape entre orbitales
centrados en diferentes centros dispersores es diminuto. Haciendo la definición:

Jjk`ν = −
∫
drφ∗ν(r−Rj)∆U(r)φ`(r−Rk), (1.15)

se consigue reescribir la Ec. (1.12) de la siguiente manera:

εj,νaj,ν −
N∑

k=1

∑

`

Jjk`νak,` = Eaj,ν . (1.16)
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Bajo la suposición de que solamente el primer orbital de cada centro dispersor es ocupado,
la Ec. (1.16) toma la forma simplificada:

εjaj −
N∑

k=1

Jjkak = Eaj. (1.17)

Por último, en la aproximación de amarre fuerte, los coeficientes Jjk decaen exponencialmente
con la distancia que existe entre los centros dispersiones. Por ende, la suma en la Ec. (1.17)
se restringe a los primeros vecinos del centro dispersor situado en Rj. Al recopilar todas las
aproximaciones realizadas, se obtiene el Hamiltoniano que es de interés para los próximos
caṕıtulos:

Ĥ =
∑

j

εj|j〉〈j|+
∑

〈i,j〉
Jij|i〉〈j|, (1.18)

donde 〈i, j〉 indica suma restringida a los primeros vecinos de un centro dispersor.

1.2. Modelo de Anderson

En 1958 P. W. Anderson (ver Fig. (1.1)) estaba inicialmente interesado en entender el
transporte electrónico en medios con impurezas [3], un problema cuya caracteŕıstica princi-
pal es la presencia de aleatoriedad. Por ejemplo, espaciamientos aleatorios entre impurezas,
interacciones aleatorias con el entorno de otras impurezas, enerǵıa por sitio aleatorias, entre
otros. Para este propósito, Anderson estableció el modelo más simple que describe los efectos
de un medio aleatorio o desordenado en la difusión de part́ıculas no interactuantes. Debido a
su importancia en la f́ısica de la materia condensada, este modelo se le conoce como modelo
de Anderson y es descrito por el Hamiltoniano de Anderson:

ĤAL = −J
∑

〈i,j〉
|i〉〈j|+

∑

i

εi|i〉〈i|, (1.19)

donde J es la amplitud de tunelaje a primeros vecinos, εi una enerǵıa por sitio y |i〉 es el ket
que corresponde al estado donde la part́ıcula está localizada en el sitio i. En comparación
con el Hamiltoniano de la Ec. (1.18), el modelo de Anderson toma en cuenta que la amplitud
de tunelaje es idéntica para cada centro dispersor. Cuando εi toma el mismo valor en cada
sitio de la red, el Hamiltoniano en la Ec. (1.19) corresponde a un cristal perfecto. En este
caso el teorema de Bloch [1] es válido y las eigenfunciones son ondas planas:

|k〉 =
1

L

∑

j

eik·j|j〉, (1.20)

las cuales están etiquetadas por el momento de cristal k y se extienden en toda la red de L
sitios. Por ende, los estados en la Ec. (1.20) representan a la fase metálica o conductora. El
desorden en la red es introducido al hacer que las enerǵıas εi tomen valores aleatorios de sitio
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a sitio, este caso es usualmente conocido como desorden diagonal [4]. De manera espećıfica,
Anderson consideró a las enerǵıas {εi} como un conjunto de variables aleatorias extráıdas de
una distribución de probabilidad ρ homogénea sobre el rango −W/2 < εi < W/2, es decir:

ρ(εi) =

{
1 si εi ∈ [−W/2,W/2],

0 en otro caso,
(1.21)

donde W es la magnitud del desorden. Debido a la forma en la cual se distribuyen los valores
εi, se cumple lo siguiente:

〈εi〉 = 0

〈εiεj〉 = δij,
(1.22)

donde 〈·〉 denota el promedio sobre diferentes realizaciones aleatorias de los valores de εi. Las
expresiones anteriores indican que el promedio sobre diferentes realizaciones de las enerǵıas
por sitio es es nulo y además, que de sitio a sitio los valores de εi no están correlacionados.
La f́ısica que describe el Hamiltoniano en la Ec. (1.19) está determinanda por la cantidad
adimensional W/J , este parámetro corresponde a la magnitud del desorden con respecto
al tunelaje o movilidad en la red. Como a continuación se describirá, W/J sintoniza la
naturaleza espacial de las eigenfunciones del Hamiltoniano en la Ec. (1.19).

Figura 1.1: Philip Warren Anderson (1923-2020) f́ısico de origen estadounidense, galardonado
con el premio Nobel en 1977 por sus contribuciones en la teoŕıa de localización, antiferro-
magnetismo y el rompimiento espontáneo de la simetŕıa. Anderson es considerado como una
de las mentes más influyentes del siglo XX.

1.2.1. Orden vs desorden

Previo a continuar con el modelo de Anderson, es importante aclarar a que se refiere
los conceptos de red ordenada y desordenada en este trabajo de tesis. Una red ordenada se
entiende como un arreglo de unidades periódicamente distribuidos en el espacio. Es decir, un
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conjunto de puntos discretos cuya dispoción y orientación se ve exactamente igual desde don-
de se vea. Este último enunciado implica que todos las unidades de la red son idénticas entre
si. Las unidades pueden ser átomos simples, grupos de átomos, iones, trampas ópticas, entre
otros. Un ejemplo de red ordenada es la configuración de las unidades de un sólido cristalino.
Por otro lado, se entiende como red desordenada a una con las siguientes dos caracteŕısticas:
la primera corresponde a que la simetŕıa de equivalencia entre sitios se rompe, ya sea por
que su disposición espacial dejó de ser periódica o por que alguna propiedad de las unidades
cambió de una a otra. La segunda caracteŕıstica se refiere al modo o mecanismo que rompió
la equivalencia entre unidades. Se considera una red desordenada cuando este mecanismo es
de tipo aleatorio, es decir no guarda una correlación entre las diferentes unidades.

1.2.2. Localización de Anderson

Los resultados de Anderson [3] concluyen que para dimensiones espaciales d = 1 o 2
y una magnitud W/J distinta de cero pero arbitraria, se tiene que todos los eigenestados
del Hamiltoniano de la Ec. (1.19), están exponencialmente localizados. En consecuencia, la
difusión electrónica en la red se inhibe por completo. Para el caso d = 3 los eigenestados
del Hamiltoniano en la Ec. (1.19) son extendidos hasta que la magnitud del desorden W/J
supera cierto valor llamado desorden cŕıtico (W/J)c, donde la localización de los eigenestados
ubicados en el centro del espectro de enerǵıa emerge. A los materiales cuya conducción
eléctrica se suprime por el efecto del desorden se les conoce como aislantes de Anderson [4].
Por consiguiente, se dice que el Hamiltoniano en la Ec. (1.19) exhibe la transición metal-
aislante de Anderson.

1.2.3. Localización espacial

La función de onda que representa un estado cuántico localizado está concentrada en una
región del espacio alrededor de algún sitio de la red en cuestión. Formalmente se dice que un
estado cuántico normalizado |ψ〉 está localizado si dada una c < 1, existe un sitio en la red
con ı́ndice j y una longitud l <∞, tal que se cumple la siguiente desigualdad:

j+l∑

i=j−l
|〈ψ|i〉|2 > c, (1.23)

donde |i〉 representa al estado en el cual la part́ıcula está localizada en el sitio i. Si un estado
cuántico no satisface la Ec. (1.23) se dice que es extendido. En la Fig. (1.2) se muestra una
illustración de la densidad de probabilidad perteneciente a un estado extendido (azul) y un
estado localizado (naranja). Como puede notarse, un estado extendido cubre o se extiende
en todos los sitios de la red, mientras que un estado localizado se concentra en una vecindad
alrededor de un sitio de la red.
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Sitios de la red

|ψ
2

Figura 1.2: Ilustración de la densidad de probabilidad de un estado extendido (azul) y un
estado localizado (naranja).

En la fase aislante de Anderson, la localización espacial de los eigenestados es exponencial.
Esto significa que la envolvente a distancias grandes del eigenestado decae exponencialmente
con respecto al sitio j0, donde se localiza, es decir, ψ ∼ e−|x−j0|/ξ, para |x− j0| >> 1, donde
ξ se le conoce como longitud de localización. En la vecindad de la transición Aislante de
Anderson, esta cantidad se comporta como:

ξ ∝ [(W/J)− (W/J)c]
−ν (1.24)

con ν el exponente cŕıtico asociado a la longitud de localización. Como es razonable, ν de-
pende de la dimensionalidad del sistema, trabajos numéricos [5, 6] estiman que en el caso
tridimensional se tiene ν ≈ 1.58. Aún cuando el criterio en la Ec. (1.23) es intuitivo, presenta
múltiples inconvenientes. El principal de ellos está asociado a la evaluación de l para cada
valor de c, esto representa una tarea compleja tanto numéricamente como experimentalmen-
te. Una alternativa es hallar otra cantidad que de cuenta de la naturaleza espacial de los
eigenestados. La razón de participación inversa, también conocido como IPR por su nom-
bre en inglés, ofrece la posibilidad de discernir entre un estado localizado y uno extendido.
Matemáticamente, el IPR se define como:

IPR =

∑
i |〈ψ|i〉|4∑
i |〈ψ|i〉|2

, (1.25)

esta cantidad toma valores nulos para un estado extendido mientras que es finitio para
estados localizados. En esta tesis se utilizó de manera extensiva la razón de participación
inversa para distringuir la naturaleza espacial de los estados.

1.2.4. Bordes de movilidad

Como se hab́ıa mencionado previamente, el modelo de Anderson en tres dimensiones
exhibe estados localizados a partir de una magnitud del desorden (W/J)c. En contraste con
los casos unidimensionales y bidimensionales, en donde todos los eigenestados son localizados
o extendidos, en tres dimensiones existe coexistencia entre estados extendidos y localizados
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en un mismo espectro de eigenfunciones. Sin embargo, los estados se agrupan de acuerdo a su
naturaleza espacial, el valor de la enerǵıa que separa los estados extendidos de los localizados
se le conoce como borde de movilidad [4]. En la Fig. (1.3) se muestra una caricatura de la
densidad de estados como función de la enerǵıa del modelo tridimensional de Anderson para
(W/J) > (W/J)c. En esta representación esquemática de ρ(ε) existe dos bordes de movilidad
que separan los estados extendidos, ubicados en el centro enerǵıa, de los estados localizados
situados a los extremos de la banda.

(
)

Lo
c.

Lo
c.

Ex
te

nd
id

o

Borde de
 movilidad

Borde de
 movilidad

Figura 1.3: Representación de la densidad de estados ρ(ε) como función de la enerǵıa ε para
el modelo de Anderson en tres dimensiones cuando (W/J) > (W/J)c.

1.2.5. Conductores, aislante de bandas y aislante de Anderson

La supresión del transporte de las part́ıculas en un medio desordenado trae como con-
secuencia que el material se comporte como un aislante, el cual formalmente se le denota
como aislante de Anderson para distinguirlo de un aislante de bandas o un aislante de Mott.
Debido a que un aislante de Mott emerge como consecuencia de la fracción de llenado de
part́ıculas en la red y las interacciones, solamente se discutirá las diferencias entre un ais-
lante de Anderson y un aislante de bandas, los cuales son fenómenos que se manifiestan en
ausencia de interacciones. Para enriquecer la exposición, es instructivo comentar brevemente
los conceptos de conductor y aislante de bandas. Un metal o conductor tiene la caracteŕıstica
de tener una conductividad σ distinta de cero a temperatura nula. En contraste, un aislante
de bandas tiene una conductivida nula a la misma temperatura, es decir:

σ(T = 0) =

{
0 Aislante

> 0 Conductor.
(1.26)

De acuerdo a la relación de Einstein para la conductividad [7]:

σ = e2dn

dµ
D, (1.27)
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donde D es la constante de difusión y dn
dµ

es la densidad de estados por unidad de volumen

al nivel de Fermi, un aislante σ = 0 requiere dn
dµ

= 0 o D = 0. Como puede verse en la Fig.

(1.4-b), en un aislante de bandas la enerǵıa de Fermi EF yace entre la banda de valencia y
la banda de conducción, dentro de esta brecha de enerǵıa se tiene dn

dµ
= 0. En contraste, en

un metal Fig. (1.4-a), la enerǵıa de Fermi EF se ubica dentro de la banda de valencia, lo
que trae como consecuencia que esté parcialmente llena dn

dµ
6= 0 y por ende, que cualquier

est́ımulo eléctrico resulte en una corriente eléctrica. Sorprendentemente, en un aislante de
Anderson Fig. (1.4-c) la enerǵıa de Fermi yace dentro de la banda de valencia, al igual que
en un conductor, por ende dn

dµ
6= 0. Sin embargo, como el transporte está suprimido se tiene

σ = 0, lo cual debe implicar que D = 0.

Conductor

EF

(a)

AislanteEF

(b)

Anderson

EF

(c)

Figura 1.4: Esquema de la estructura de bandas en un conductor, un aislante de bandas y
un aislante de Anderson. Los ćırculos azules denotan estados electrónicos ocupados mientras
que los grises representan huecos o vacancias. La ĺınea negra discontinua simboliza la enerǵıa
de Fermi EF .

En otras palabras, en un aislante de bandas la densidad de estados es nula mientras que
en un aislante de Anderson es la constante de difusión la que se vuelve cero [8]. Una forma
gráfica de advertir este comportamiento es a través de examinar el espectro resultante del
Hamiltoniano de Anderson Ec. (1.19). Mediante diagonalización exacta se obtuvo el espectro
de enerǵıa para una red unidimensional con L = 400 sitios, como puede verse de la Fig. (1.5-a)
existen estados energéticamente cercanos. Sin embargo, como se advierte de la Fig. (1.5-b) los
eigenestados asociados a dichas enerǵıas propias están espacialmente lejanos, por está razón
toda integral que involucre el traslape de estos eigenestados está fuertemente suprimida. Esto
no quiere decir que no existan estados propios que se encuentren cercanos espacialmente,
en la Fig. (1.6-b) se muestra el perfil de densidad de dos eigenestados que se encuentran
localizados en sitios aledaños. El traslape significativo de estos estados podŕıa llevar a pensar
que una part́ıcula puede delocalizarse mediante transiciones de eigenestados localizados en
sitios colindantes. Sin embargo, esto no es cierto ya que de acuerdo a la Fig. (1.6-a) las
eigenenerǵıas correspondientes a los estados propios cercanos están energéticamente alejados,
debido a lo cual, la transición de los eigenestados mostrados en la Fig. (1.6-b) está fuera de
resonancia y por ende no tienen lugar. Es importante mencionar que esta caracteŕıstica no
es particular de los estados propios mostrados en la Fig. (1.6-b), sino de cualquier par de
eigenestados cercanos espacialmente.
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Figura 1.5: (a) Eigenestados en el modelo de Anderson unidimensional, el recuadro enfoca
a dos enerǵıas propias aledañas del espectro. (b) densidad de probabilidad asociada a las
eigenenerǵıas (a) identificadas de acuerdo al color.
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Figura 1.6: (a) Eigenestados en el modelo de Anderson unidimensional, el recuadro enfoca
a dos enerǵıas propias asociadas a eigenestados espacialmente adyecentes. (b) densidad de
probabilidad de dos eigenestados aledaños espacialmente cada uno se identifica con (a) de
acuerdo al color.

Recapitulando, estados propios cercanos energéticamente están espacialmente lejanos y
eigenestados cercanos espacialmente se encuentran energéticamente distantes.

1.3. Simuladores cuánticos

Muchos problemas importantes en la f́ısica, especialmente los que tienen lugar a ba-
jas temperaturas o involucran muchos cuerpos continúan siendo poco entendidos porque la
mecánica cuántica subyacente es enormemente compleja. Basta con tomarse el problema de
N esṕınes con valor 1/2 interactuantes para percatarse del rápido crecimiento de Dim(H),
la dimensión del espacio de Hilbert, aún cuando se emplea leyes de conservación, Dim(H)
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continúa creciendo exponencialmente con el número de part́ıculas. Usando toda clase de si-
metŕıas, las computadoras convencionales no son capaces de simular sistemas cuánticos con
más de 30 espines. Dejando aśı fuera de cuestión a la simulación numérica exacta de sistemas
cuánticos con muchos cuerpos.

Figura 1.7: Caricatura de un simulador cuántico, alrededor se muestra los nombres de dife-
rentes plataformas de simulación cuántica. Figura extráıda de la referencia [9].

Otro obstáculo que se presenta en el estudio de los sistemas cuánticos tiene lugar en los
dispositivos experimentales. Por ejemplo, en la materia condensada, un sólido real presen-
ta vibraciones iónicas, desorden, movimiento de electrones, acoplamiento esṕın-órbita, entre
otros factores que dificultan el entendimiento aislado de ciertos fenómenos (superconductivi-
dad, magnetismo, transporte). Además, existe poca o nula posibilidad de modificar los facto-
res internos de un sólido real, como por ejemplo, la interacción entre part́ıculas, la geometŕıa
subyacente, el acoplamiento materia-luz, entre otros. Debido a la complejidad computacional
y experimental mencionadas anteriormente, es necesario el desarrollo de nuevas y mejores
herramientas que permitan comprender el comportamiento de los sistemas cuánticos. Una
alternativa para eludir estos inconvenientes es mediante el uso de los llamados simuladores
cuánticos. De acuerdo a lo propuesto por Richard Feynman [10], un simulador cuántico es
un dispositivo diseñado con el propósito particular de proporcionar información relevante de
un sistema cuántico, el cual es dif́ıcil o imposible de estudiar en el laboratorio o de modelar
en una computadora. El control preciso de las part́ıculas y la capacidad amplia de sintonizar
los parámetros de un simulador cuántico (interacción, geometŕıa) permite desenredar lim-
piamente la influencia de varios factores f́ısicos en el comportamiento de un sistema cuántico
espećıfico. Los avances recientes en la manipulación de part́ıculas cuánticas y del entorno en
el que se mueven han permitido demostranciones de simuladores cuánticos de f́ısica exótica
y de muchos cuerpos. Por ejemplo, la realización de la transición Mott-Superfluido [11], el
cruce BEC-BCS [12–14], la implementación de campos magnéticos artificiales [15, 16] y el
estudio del transporte en sistemas con desorden espacial [17–20]. Las principales plataformas
experimentales de simulación cuántica (ver Fig. (1.7)) son: átomos ultrafŕıos [21,22], molécu-
las polares [23, 24], iones atrapados [25,26], átomos de Rydberg [27, 28], fotones en gúıas de
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onda [29,30], circuitos superconductores [31,32], puntos cuánticos [33,34], cavidades de alta
reflectancia [35, 36], entre otros. La gran cantidad de experimentos que se han producido
usando las plataformas mencionadas sugieren, que la simulación cuántica ha pasado de una
ilusión teórica a una realidad créıble. Este contexto ha desencadenado la emergencia de nue-
vas preguntas y modelos f́ısicos que estén al alcance de alguno de los simuladores cuánticos.
Por ejemplo, en el marco de los sistemas desordenados, ha surgido un gran interés en las
propiedades de localización de uno y muchos cuerpos en presencia de interacciones de largo
y corto alcance [11, 17, 18, 37–39]. Las principales plataformas de simulación cuántica que
son de interés para el estudio de los sistemas desordenados son: átomos ultrafŕıos, moléculas
polares y iones atrapados. En lo subsecuente, se expondrá de manera breve algunas de las
plataformas de simulación cuántica que son de interés particular de este trabajo.

1.3.1. Átomos ultrafŕıos

Probablemente uno de los simuladores cuánticos más conocidos, los átomos ultrafŕıos
captaron la atención de la comunidad cient́ıfica desde la primera realización de un condensado
de Bose-Einstein en 1995 [40]. Los gases ultrafŕıos se han situado como una plataforma de
simulación idónea de diferentes sistemas f́ısicos de la materia condensada [21, 22, 41, 42].
Usando técnicas de enfriamiento láser, śısifo y evaporativo [43, 44] se logra alcanzar las
temperaturas de degeneración cuántica de gases bosónicos y fermiónicos (102−101 nK). Con
la ayuda de trampas dipolares y potenciales ópticos [42,45] es posible confinar a los átomos
en potenciales armónicos o periódicos, los cuales imitan el ambiente experimentado por los
electrones en un sólido cristalino. Con respecto a este último caso, usando átomos bosónicos
se ha logrado materializar el célebre modelo de Bose-Hubbard [46]:

Ĥ = −J
∑

〈i,j〉
b̂†i b̂j +

U

2

∑

i

n̂i(n̂i − 1) +
∑

i

εin̂i, (1.28)

donde J es la amplitud de tunelaje, U la interacción entre part́ıculas, εi un potencial en el
sitio (confinamiento, desorden cuasiperiodicidad) y n̂i = b̂†i b̂i el operador de número. En el
contexto de átomos fermiónicos, es posible confinar tanto gases de Fermi polarizados como
mezcla de dos o más componentes hiperfinas. En una red óptica las propiedades f́ısicas de
estos gases están descritas por el modelo de Fermi-Hubbard [47]:

Ĥ = −J
∑

〈i,j〉,σ
ĉ†i,σ ĉj,σ + U

∑

i

n̂i,↑n̂i,↓, (1.29)

donde por simplicidad se ha tomado el caso de un gas fermiónico con dos componentes
hiperfinas y una interacción en el sitio. La magnitud y signo de la interacción entre los átomos,
que usualmente es de corto alcance, se logra sintonizar mediante campo magnético a través
de las resonancias de Feshbach [41]. Los átomos que usualmente se llevan a la degeneración
cuántica son 87Rb, 7Li, 23Na, 6Li, 39K, 40K, entre otros. Dependiento del experimento en
cuestión se logra tener entre 104 y 102 átomos. Existe una gran variedad de experimentos
que se han realizado con átomos ultrafŕıos, por lo que nombrar todos es una labor compleja.
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Sin embargo, descata la observación de aislantes de Mott [11], el cruce BEC-BCS [12–14],
la localización de una y muchas part́ıculas [17–20], las fases topológicas [48–50], el orden
magnético [51] y la f́ısica de impurezas [52,53], entre otros.

1.3.2. Moléculas polares ultrafŕıas

El campo de las moléculas polares ultrafŕıas está principalmente motivado por el éxito de
los átomos ultrafŕıos. La capacidad de control a nivel cuántico tanto de los grados de libertad
internos (proyección hiperfina) como externos (geometŕıa subyacente, interacciones) en sis-
temas atómicos impulsó a extender este tipo de control a los gases de moléculas polares. Sin
embargo, debido a que las moléculas presentan estructura hiperfina, rotacional y vibracional
representan sistemas con un grado de complejidad superior a los gases atómicos [23, 54, 55].
Por esta razón, la técnicas de creación y control de moléculas polares continúan estándo en
constante desarrollo. Entrar en detalle sobre los procedimientos empleados en la producción
de moléculas polares ultrafŕıas escapa del objetivo de esta sección, por consiguiente solo se
proporcionará un resumen rápido. El proceso comienza con un gas ultraf́ıo de los átomos
que formarán las moléculas, por ejemplo, un gas cuántico degenerado de átomos de 40K y
87Rb. Los átomos están confinados en una trampa dipolar óptica la cual confinará también
a las molécules 40K-87Rb resultantes. Posteriormente, mediante resonancias magnéticas de
Feshbach se consigue que al colisionar un átomo de 40K y uno de 87Rb el producto sea una
molécula 40K-87Rb débilmente unida [55,56]. La molécula se transfiere ópticamente a su es-
tado fundamental rovibracional mediante un proceso Raman adiabático de dos fotones [56].
En comparación con las moléculas incialmente formadas, las obtenidas después del proceso
Raman están fuertemente ligadas. A través del proceso mencionado es posible obtener un
gas con un número de moléculas del orden de N ∼ 103 y tiempos de unos cuantos segundos
τ ∼ 2.5 s [56]. Además, mediante el uso de campos eléctricos es posible sintonizar el momento
dipolar de las moléculas hasta unos cuantos pocos Debyes 0.8− 2.75 D (1 D = 3.336× 10−30

Cm) [56]. Los gases polares han sido empleados para estudiar qúımica ultrafŕıa [57, 58], in-
formación cuántica [59–61] y para realizar nuevas fases cuánticas de la materia [24, 62]. En
particuar, con respecto a esta última aplicación resulta la materialización de sistemas de
esṕın 1/2, por ejemplo en [24] se logró la simulación del siguiente Hamiltoniano:

H =
J

2

∑

i>j

Vdd(ri − rj)(S
+
i S
−
j + S−i S

+
j ), (1.30)

donde J es la amplitud de la interacción, Vdd(ri − rj) = (1 − 3 cos(Θij))/|ri − rj|3 es la
interacción dipolar, Θij el ángulo entre el eje de cuantización y el vector ri−rj, S

+
j y S−j son

los usuales operadores de ascenso y descenso con proyección de esṕın 1/2, respectivamente.
Es importante mecionar que las dos componentes de esṕın son en realidad dos estados rota-
cionales distintos en las moléculas [24]. El Hamiltoniano en la Ec. (1.30) puede mapearse al
de una part́ıcula con un tunelaje que decae como J ≈ 1/|ri − rj|3, nótese que son las exci-
taciones rotacionales las que se propagan de sitio a sitio y no las moléculas. La posibilidad
de tener un tunelaje de ley de potencia con exponente 3 será de relevancia para los modelos
de los próximos caṕıtulos.
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1.3.3. Iones atrapados

Los iones atómicos confinados en una trampa electrodinámica (Penning, Paul [44]) pro-
porcionan sistemas cuánticos individuales cuyos grados de libertad internos y externos pue-
den ser controlados en gran medida por los experimentales. Una fuerte motivación para los
experimentos con iones atrapados es la amplia gama de investigaciones sobre cuestiones fun-
damentales de la f́ısica que se puede realizar. Por ejemplo, en el campo de la información
cuántica [26, 63] y la simulación cuántica [25, 64–66]. Con respecto a este último, destaca la
realización de modelos de esṕın con acoplamientos que decaen como una ley de potencia 1/rα,
y cuyo exponente puede sintonizarse en el rango 0 < α < 3 [64]. Como se mostró en [64],
donde se confinaron iones de 40Ca+ en una trampa de Paul lineal [44], como cada ion puede
estar en uno de los dos estados |S1/2,m = +1/2〉 o |D5/2,m = +5/2〉, el sistema se puede
mapear a uno de esṕın 1/2, es decir, |S1/2,m = +1/2〉 → | ↓〉 y |D5/2,m = +5/2〉 → | ↑〉.
En presencia de interacciones estimuladas por láser [44, 64], el sistema de iones puede ser
descrito por un modelo unidimensional de espines que interactúan de acuerdo al siguiente
Hamiltoniano:

H = ~
∑

i<j

Jijσ
x
i σ

x
j + ~B

∑

i

σzi , (1.31)

donde σβi (β = x, y, z) son las matrices de Pauli de esṕın 1/2 en el sitio i y B es un
campo magnético externo. Los acoplamientos entre espines tienen una dependencia de ley de
potencia J ∝ 1/|i− j|α cuyo exponente α puede sintonizarse. Usando un láser bien enfocado
y imágenes con resolución de sitio [64], se inyectó una excitación localizada | ↓〉 → | ↑〉 y se
le dio seguimiento a la dinámica de la excitación como función de la potencia del tunelaje
α. Los resultados muestran los distintos reǵımenes de propagación de la excitación como
función del rango de la interacción. El Hamiltoniano de la Ec. (1.31) puede mapearse a uno
de una part́ıcula moviéndose con un tunelaje de ley de potencia, es decir, los experimentos
con iones atrapados permiten diseñar modelos de una o más part́ıculas con saltos de corto
o largo alcance. Además de modelos de esṕın los experimentos de iones atrapados han sido
utilizados para crear compuertas lógicas con aplicaciones en la computación cuántica [63] y
realizar modelos relativistas [67].

1.3.4. Átomos de Rydberg

Un átomo de Rydberg no se refiere a un elemento de la tabla periódica sino a un átomo,
en principio de cualquier elemento, que posee un electrón con número principal n grande
(n & 40) [68]. Los electrones con número principal pequeño (n = 1, 2 · · · ) apantallan la carga
total del núcleo, de tal manera que las interacciónes eléctricas entre electrón externo-núcleo
atómico y electrón externo-electrones internos pueden verse, de forma aproximada, como una
interacción efectiva entre un electrón externo y un núcleo con carga +e, en reminiscencia a
la experimentada por un electrón en un átomo de hidrógeno [68]. Cuanto más grande sea el
valor de n, la probabilidad de encontrar al electrón lejos del núcleo es mayor, es decir, el radio
promedio de la nuble electrónica incrementa (∼ 500 nm), en la Fig. (1.8) se muestra una
caricatura de un átomo de Rydberg. Cuando el electrón de un átomo es excitado a un estado
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de Rydberg, se presentan tres propiedades individuales importantes. Primero, el tiempo de
vida escala como τ ∼ n−3 ∼ 200 µs, segundo el radio de la nuble electrónica escala como
〈r〉 ∼ n2 ∼ 500 nm y tercero, se genera un momento dipolar que da lugar a una interacción
con otros átomos de Rydberg con magnitudes en la escala de los MHz [27].

Electrón

Núcleo Electrones
 internos

r 500 nm

Figura 1.8: Caricatura de un átomo de Rydberg, la esfera de color rojo sólido representa
el núcleo atómico, el área sombreada de color rojo transparente ilustra la nube electrónica
interna y la esfera externa de color azul es el electrón de Rydberg.

En los experimentos actuales, conjuntos de átomos individuales son atrapados en redes
ópticas o en arreglos de trampas dipolares microscópicas separadas por unos pocos micróme-
tros [27]. Para hacer que los átomos interactúen a distancias mayores que su separación, se
ilumina a los átomos con luz láser resonante a un estado de Rydberg, el momento dipolar
eléctrico de los átomos excitados conduce a fuertes interacciones dipolo-dipolo entre ellos.
Nótese que, a estas escalas de distancia ∼ µm, solo aquellos átomos en un estado excitado
interactúan. En los experimentos actuales [27], existen dos principales configuraciones en
donde los átomos de Rydberg se utilizan para simular modelos de esṕın. El primer caso
corresponde a un par de átomos en el mismo estado de Rydberg. En este escenario, la inter-
acción dipolo-dipolo conduce a la interacción de van der Waals C6/r

6, con r la separación
entre los átomos y C6 el coeficiente de van der Waals. Mapeando el estado base |g〉 y el estado
excitado |r〉 a un sistema de esṕın 1/2, es decir, | ↑〉 → |r〉 y | ↓〉 → |g〉, el Hamiltoniano de
un conjunto de átomos confinados en una red óptica o un arreglo de trampas dipolares y que
es iluminado por un láser, el cual induce la transición al estado de Rydberg, con frecuencia
de Rabi Ω y desintonización δ es el siguiente:

Ĥ =
~Ω

2

∑

i

σix − ~δ
∑

i

n̂i +
∑

i<j

Vijn̂in̂j (1.32)

donde n̂i es el operador que cuenta el número de átomos de Rydberg en el sitio i, σx es la
matriz de Pauli en x y Vij = C6/r

6 es la interacción entre átomos de Rydberg. El segundo
caso ocurre cuando los átomos pueden ser excitados a dos estados de Rydberg diferentes,
por ejemplo, |1〉 y |2〉. En este escenario la interacción que se induce decae como C3/r

3 con
C3 el coeficiente dipolar [27]. Al mapear los estados de Rydberg a uno de esṕın 1/2, es decir,
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| ↑〉 → |1〉 y | ↓〉 → |2〉, el Hamiltoniano que se puede simular con este arreglo es el siguiente:

H =
∑

i 6=j

C3

R3
ij

(σi+σ
j
− + σi−σ

j
+), (1.33)

que no es más que el modelo de esṕın XY [2]. Hoy en d́ıa, los átomos de Rydberg se han
utilizado para observar experimentalmente fases topológicas [69], modelos de esṕın [70], ondas
de densidad [71], entre otras fases de relevancia actual. Análogamente a los modelos de esṕın
para iones atrapados y moléculas polares, los implementados usando átomos de Rydberg
pueden mapearse a Hamiltonianos de part́ıculas con tunelaje de ley de potencia 1/rα. Usando
los dos esquemas discutidos en esta subsección es posible elegir α = 3 o α = 6.

1.4. Localización en simuladores cuánticos

La importancia del fenómeno de localización en la f́ısica de la materia condensada ha
motivado no solo trabajos teóricos sino también el diseño de configuraciones experimenta-
les, en donde, se pueda discernir las caracteŕısticas esenciales de la localización (arresto de
transporte, localización exponencial, dinámica de enredamiento, emergencia de integrales de
movimiento, etc.). Dado que es un fenómeno ondulatorio, la localización de una o muchas
part́ıculas se ha observado en plataformas experimentales que involucran tanto ondas de
materia [19, 20, 72, 73], electromagnéticas [74, 75], sonido [76], entre otras. En esta sección,
se expondrá de forma breve los principales experimentos de localización en plataformas de
simulación cuántica. Es importante mencionar que no se pretende hacer una revisión exhaus-
tiva de todos los experimentos sino hacer mención de los más relevantes para este trabajo
de tesis.

1.4.1. Átomos ultrafŕıos I

La primera evidencia experimental de localización de Anderson usando átomos ultrafŕıos
fue realizada en 2008 por el grupo de Alain Aspect en el Laboratorio Charles Fabry ubicado
en Francia [19]. En este experimento se empleó un gas de Bose de 87Rb con N ≈ 1.7 × 104

part́ıculas, el gas estaba lo suficientemente diluido como para que los efectos de interacción
sean despreciables [19]. El condensado se confinó en una trampa armónica con frecuencias
ωx = ωy = 2π × 70 Hz y ωz = 2π × 5.4 Hz. Debido al fuerte confinamiento transversal,
la dinámica en las direcciones y y x están para todo propósito práctico congeladas, por
ende, el gas atómico se encuentra dentro del régimen cuasi-unidimensional (ver Apéndice
C). El protocolo del experimento consistió en apagar el confinamiento longitudinal y activar
el potencial tipo speckle (ver Apéndice A) a t = 0, después de un tiempo de propagación, el
gas se fotografió mediante imágenes de fluorescencia. Los hallazgos de este experimento ponen
en manifiesto que en presencia de desorden, la expansión del condensado se ve abruptamente
frenada, en contraste con la expasión libre en ausencia del potencial speckle.
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Figura 1.9: (a) Condensado de Bose-Einstein en una trampa h́ıbrida, que es la combinación
de una gúıa de ondas horizontal que garantiza un fuerte confinamiento transversal y una
trampa longitudinal magnética débil. (b) A t = 0 se apaga el confinamiento longitudinal y
se activa el potencial tipo speckle, el cual produce el arresto de la difusión del BEC. (c-d)
Perfil de densidad de un condensado localizado a t = 1s en escala lineal y semi-logaŕıtmica.
El recuadro en (d) es el RMSD vs tiempo en presencia y ausencia de desorden. La figura fue
extráıda de la referencia [19]

En la Fig. (1.9) se muestran los perfiles de densidad reportadas en [19]. Como puede
observarse, las funciones de onda muestran un decaimiento exponencial, lo cual es una firma
clara de un aislante de Anderson.

1.4.2. Átomos ultrafŕıos II

Una segunda evidencia experimental del fenómeno de localización en el contexto de los
átomos ultrafŕıos fue realizada en el año 2008 por el grupo de Massimo Inguscio en el labo-
ratorio europeo de espectroscoṕıa no lineal en Italia [20]. En este experimento, se consideró
un condensado de Bose-Einstein de átomos de 39K, por medio de resonancias de Feshbach
se sintonizó la longitud de dispersión de onda s a valores diminutos, dando lugar, para todo
propósito práctico, a un gas no interactúante. De manera análoga al experimento anterior,
la dinámica del BEC fue restringida al régimen cuasi-1D por medio de un confinamien-
to armónico anisotrópico. El potencial precursor de la localización consistió de dos redes
ópticas: primaria y secundaria, las cuales están caracteŕızadas por tener peŕıodos inconmen-
surables. El par de redes da lugar al célebre modelo de Aubry-André (ver Apéndice B) [77].
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Figura 1.10: Imágenes de absorción de la dinámica a lo largo de la red cuasiperiódica del
condensado de Bose-Einstein para diferentes valores de la modulación cuasiperiódica (ver
apéndice B). La difusión del BEC se ve suprimida para ∆/J > 2. La figura fue extráıda de
la referencia [20].

Al tiempo t = 0, el confinamiento armónico longitudinal se apagó abruptamente dejando
que los átomos se expandieran a lo largo de la red bicromática unidimensional. Posterior-
mente, como puede observarse de la Fig. (1.10), se fotografió la distribución espacial de los
átomos mediante imágenes de absorción a diferentes tiempos de evolución. En ausencia de
la red secundaria, el grupo de M. Inguscio observó una difusión baĺıstica del gas, mientras
que para magnitudes de la red secundaria mayores a cierto valor umbral (ver Apéndice B),
los resultados arrojaron nula difusión.

1.4.3. Ondas electromagnéticas

En 2007 el grupo de Mordechai Segev en el laboratorio de tecnoloǵıa Technion, Israel
reportaron localización de Anderson de ondas electromagnéticas [75]. La configuración expe-
rimental consistió en hacer incidir un haz de λ = 512 nm sobre un cristal fotónico, mediante
un patrón de speckle en 2D se generó fluctuaciones en el ı́ndice de refracción transversal
del cristal, estas fluctuaciones juegan el papel del potencial aleatorio o desorden en el sis-
tema. Debido a que la amplitud del haz satisface la ecuación de Helmholtz la cual, bajo la
aproximación paraxial, es reminiscente a la ecuación de Schrödinger, se produce la supresión
de la difusión transversal por efecto de las fluctuaciones del ı́ndice de refracción. En la Fig.
(1.11) se muestra el esquema experimental empleado por el grupo de M. Segev y fotograf́ıas
del haz de luz, el cual en ausencia de patrón speckle se propaga transversalmente en la red
con simetŕıa hexagonal mientras, en presencia de desorden, la propagación es únicamente
longitudinal, es decir, en la dirección donde no hay desorden.
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Figura 1.11: (a)Esquema del dispositivo experimental usado en [75], un haz de prueba ingresa
a una red desordenada en las direcciones transversales (y y x) pero invariante en la dirección
de propagación (z). (b) Propagación transversal del haz en ausencia de desorden. (c) Ausencia
de difusión transversal del pulso electromagnético en presencia de desorden. La figura fue
extráıda de la referencia [75].

1.4.4. Átomos ultrafŕıos III

El efecto simultáneo entre cuasiperiodicidad e interacciones en sistemas fermiónicos fue
mostrado por primera vez por el grupo de Immanuel Bloch en el Instituto Max-Planck en
Alemania [17]. Básicamente, el experimento consistió en confinar dos proyecciones hiperfinas
de átomos de 40K en una red óptica bicromática unidimensional. Las profundidades de las
redes ópticas se sintonizaron para que el potencial resultante coincidiera con la modulación
cuasiperiódica del modelo de Aubry-André [77]. En el experimento de I. Bloch se analizó
el desequilibrio o imbalance I, por su nombre en inglés, como función del tiempo. Este
parámetro está dado de la siguiente forma:

I(t) =
ne(t)− no(t)
ne(t) + no(t)

, (1.34)

donde ne y no es la densidad de part́ıculas en sitios pares e impares, respectivamente. Como
su nombre lo indica, la cantidad I es una medida del desequilibro en la densidad de sitios
pares e impares. El estado inicial fue una onda de densidad independiente del esṕın, por
ejemplo | ↑, 0, ↑, 0 ↓, 0, ↑, 0, ↓, 0, ↓, 0, · · · 〉, en donde solamente los sitios pares están ocupados.
En la Fig. (1.12) se muestra la evolución en el tiempo τ = h/(2πJ) del imbalance para
diferentes valores de la cuasiperiodicidad. Como puede observarse, en ausencia de modulación
cuasiperiódica ∆/J = 0 el sistema relaja la condición inicial I → 0. Sin embargo, a partir
de cierto valor cŕıtico de ∆/J , el sistema detiene su transporte y el imbalance tiende a
un valor distinto de cero. Es importante mencionar que, sin duda alguna, los resultados
de este experimento dependen fuertemente de la enerǵıa del estado inicial del sistema. En
particular, la enerǵıa de interacción del estado inicial es nula (a excepción de ciertos errores
experimentales como los doublones), por ende la formación y estabilidad de estados ligados
entre los fermiones está altamente suprimido.
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Figura 1.12: (a) Configuración de onda de densidad inicial en donde los átomos ocupan
únicamente los sitios pares. Figura extráıda de la referencia [17]

1.4.5. Átomos ultrafŕıos IV

Los efectos de desorden en sistemas interactúantes bidimensionales se logran observar
en gases atómicos ultrafŕıos. Como prueba de ello destaca el experimento realizado por el
grupo de Immanuel Bloch en el Instituto Max-Planck en Alemania [18]. La configuración
experimental consistió de un confinamiento armónico longitudinal fuerte, de tal forma que el
sistema sea cuasi-2D, uno transversal con frecuencias (ωx, ωy) = 2π×(54, 60) Hz y la acción de
la red óptica cuadrada. Modulando la profundidad de la red óptica se logró preparar átomos
de 87Rb en la fase aislante de Mott a llenado unitario, posteriormente, se removió la mitad
de los átomos mediante un modulador espacial de luz [18]. La evolución en el tiempo arrancó
al introducir un potencial tipo speckle a los átomos restantes y al disminuir la profundidad
de la red óptica, durante la dinámica se monitoreó la diferencia el entre número de part́ıculas
de la región inicialmente ocupada y la desocupada. Análogamente al experimento anterior
se definió el parámetro imbalance de la siguiente forma:

I(t) =
NR(t)−NI(t)

NR(t) +NI(t)
. (1.35)

Como se observa en la Fig. (1.13), en ausencia de desorden, se encontró que, en promedio,
la difusión de los bosones se encaminaba a homogeneizar el sistema, es decir, I → 0. Sin
embargo, a partir de un valor umbral en la magnitud del desorden, que por supuesto depende
del valor de la interacción entre part́ıculas, el arresto del transporte de las part́ıculas y por
ende del imbalance es claramente notorio. A pesar que se ha cuestionado si la supresión de la
difusión observada en este trabajo es evidencia de localización de muchos cuerpos en 2D [78],
no cabe duda que representa una investigación crucial que coadyuva al entendimiento de los
efectos en conjunto de las interacciones y el desorden.
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Figura 1.13: (a) Un potencial desordenado controlado por un dispositivo de espejo digital
se enfoca en una red óptica que confina átomos bosónicos. (b) Imágenes de fluorescencia
que muestran la evolución del estado inicial en ausencia de desorden. La columna izquierda
muestra imágenes individuales de la distribución atómica, la columna de la derecha corres-
ponde a la densidad promedidada sobre 50 realizaciones de desorden. (c) Igual que el panel
(b) pero en presencia de desorden. La figura fue extráıda de la referencia [18].

1.5. Conclusiones

En este caṕıtulo se estableció los fundamentos básicos del célebre modelo de Anderson, el
cual dio origen al estudio del transporte en sistemas desordenados. Posteriormente, se hizo
una recopilación de experimentos relacionados con el fenómeno de localización en diversas
plataformas de simulación cuántica. Con este caṕıtulo se pretende dar contexto y motiva-
ción experimental a los subsecuentes caṕıtulos de la tesis, los cuales plantean el problema de
localización de una, un par y muchas part́ıculas en el esquema de campo medio. Es impor-
tante mencionar que además de redes desordenadas, en los siguientes caṕıtulos se estudiará
el transporte en redes cuasiperiódicas, concepto que se definirá más adelante. El objetivo de
estudiar tanto redes desordenadas como cuasiperiódicas subyace en el hecho que los experi-
mentos en plataformas de simulación cuántica pueden realizar ambos tipos de redes y que el
fenómeno de localización en ambas puede llegar a tener caracteŕısticas contrastantes.
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Caṕıtulo 2

Localización de una part́ıcula

Desde el trabajo seminal de Anderson [3], titulado “Absence of diffusion in certain ran-
dom lattices”, el estudio de la localización cuántica ha sido un paradigma central en la
materia condensada. Sin lugar a dudas, la localización es uno de los temas más estudiados
en la f́ısica1 que abarca sistemas tan dispares como los electrones en sólidos, excitaciones no
electrónicas (espines, fonones, plasmones, fotones), diferentes tipos de ondas, como electro-
magnéticas, sonido y materia. Como primer paso en la caracterización de los fenómenos de
localización, se requiere de la elección de un modelo efectivo que represente al medio desor-
denado, y luego el uso de técnicas teóricas y numéricas para analizar sus propiedades. En la
literatura actual, existen dos esquemas medulares que capturan la transición metal-aislante
de Anderson en la aproximación de part́ıcula libre: el modelo de Anderson [3], en el cual el
desorden está representado por enerǵıas aleatorias en el sitio y el modelo de Aubry-André (de
manera más precisa, el modelo de Aubry-André-Azbel-Harper) [77, 79, 80], donde el medio
inhomogéneo surge como consecuencia de la superposición de dos potenciales con periodici-
dades inconmensurables entre śı. En este último modelo, la presencia del par de potenciales
periódicos pero inconmensurables entre śı, resulta en enerǵıas correlacionadas por sitio que
rompen poco o mucho, dependiendo de la magnitud de los potenciales inconmensurables,
la periodicidad de la red. Por está razón, al medio inhomogéneo que da lugar el modelo
de Aubry-André, se le conoce también como cuasiperiódico. A las enerǵıas por sitio se les
llama cuasidesorden para distinguirlas del desorden aleatorio en el modelo de Anderson.
En este caṕıtulo se introducirá y estudiará las propiedades de localización del modelo de
Aubry-André y de sus principales extensiones, las cuales son objeto de investigación hoy en
d́ıa [81–83]. En particular, se analizarán propiedades estacionarias y dinámicas que permitan
discernir la transición metal-aislante de Anderson. El estudio del fenómeno de localización
de un cuerpo representa el bloque fundamental que dio lugar al trabajo de tesis.

1Una búsqueda de la palabra localization en la base de datos de revistas de APS arroja más de 40, 000
resultados.
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2.1. Modelo de Aubry-André

Debido a su fascinante caracteŕıstica de tener un ordenamiento espacial intermedio entre
una red periódica y una desordenada, los sistemas cuasiperiódicos unidimensionales han sido
objeto de intensa investigación teórica desde hace más de 40 años [77,79,80,84,86–90]. Uno
de los modelos más populares y consolidados es el modelo de Aubry-André [77, 79, 80]. En
este modelo, se estudia la emergencia del fenómeno de localización de una part́ıcula cuando
se introduce una modulación o potencial cuasiperiódico en una red perfectamente ordenada.
El Hamiltoniano que describe al modelo de Aubry-André (AA) es el siguiente:

Ĥ = −J
∑

〈i,j〉
b̂†i b̂j + ∆

∑

i

cos(2πβi+ φ)b̂†i b̂i, (2.1)

donde b̂†i (b̂i) es el operador de creación (aniquilación) de una part́ıcula en el sitio i, J es la
amplitud de tunelaje a primeros vecinos, ∆ es la magnitud de la modulación cuasiperiódica,
β es un número con cierto grado de incomensurabilidad y φ ∈ [0, 2π) es una fase aleatoria.
Debido a que se está considerando el problema de un cuerpo, no hay necesidad de especificar
la naturaleza estad́ıstica de los operadores b̂†i y b̂i. En el Apéndice B puede encontrarse una
derivación del Hamiltoniano de Aubry-André a partir de la superposición de dos potenciales
con periodicidades inconmensurables entre śı. Cuando ∆ = 0, el Hamiltoniano en la Ec. (2.1)
describe a una red perfectamente periódica, en donde todos los sitios son equivalentes entre
śı. En contraste, para el caso ∆ 6= 0 y β un número con cierto grado de incomensurabilidad,
el potencial cuasiperiódico ∆ cos(2πβi + φ) destruye la equivalencia de todos los sitios en
la red. Debido a que ∆ modula la discrepancia entre una red perfectamente periódica y
una aperiódica, al segundo término en el Hamiltoniano de la Ec. (2.1) se le conoce como
modulación cuasiperiódica o cuasidesorden. En otras palabras, cuando ∆/J � 1, la red es
casi-periódica o cuasiperiódica, mientras que para ∆/J � 1 la red en cuestión es en gran
medida aperiódica. Es importante puntualizar que el rompimiento de la periodicidad emerge
como consecuencia de la desemejanza de la enerǵıa por sitio y no porque la posición de los
sitios en la red se haya modificado. Como en este caṕıtulo se está considerando el problema
de un cuerpo, es conveniente reescribir el Hamiltoniano en la Ec. (2.1) en términos de la base
de sitios |j〉, donde |j〉 indica que la part́ıcula está localizada en el sitio j. En esta base, el
Hamiltoniano de AA se expresa de la siguiente forma:

Ĥ = −J
∑

j

(|j + 1〉〈j|+ |j − 1〉〈j|) + ∆
∑

j

cos(2πβj + φ)|j〉〈j|. (2.2)

Habiendo reescrito el Hamiltoniano de AA, es oportuno exponer su propiedad de autoseme-
janza, la cual puede exhibirse a través de la siguiente transformación al espacio de momentos:

|j〉 =
∑

ks

e−2πiβksj|ks〉, (2.3)

donde |ks〉 indica que la part́ıcula tiene un momento de cristal igual a ks. Al sustituir la Ec.
(2.3) en Ec. (2.2) y después de algo de álgebra directa se encuentra la representación en el
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espacio de momentos del Hamiltoniano de AA:

Ĥk = −∆

2

∑

s

(|ks+1〉〈ks|+ |ks−1〉〈ks|) + 2J
∑

s

cos(2πβs)|ks〉〈ks|, (2.4)

por simplicidad se ha considerado el caso φ = 0. El Hamiltoniano en la Ec. (2.4) tiene una
apariencia reminiscente a la Ec. (2.2), con las diferencias en la amplitud del tunelaje entre
estados vecinos J → ∆/2 y la magnitud de la modulación cuasiperiódica ∆→ 2J . Aubry y
André [77] encontraron que en el punto de autosemejanza ∆ = 2J , en donde las expresiones
matemáticas de Ĥ y Ĥk se ven idénticas, los eigenestados del Hamiltoniano en la Ec. (2.2)
cambian de ser extendidos a localizados. Por este motivo, al punto ∆ = 2J se le denomina
como punto cŕıtico o cuasidesorden cŕıtico de la transición metal-aislante de Anderson.

2.1.1. Aleatoriedad vs cuasiperiodicidad

En el modelo de Anderson [3], el desorden se introduce mediante enerǵıas aleatorias en
el sitio εi, las cuales toman valores de acuerdo a la siguiente distribución:

ρ(εi) =

{
1 si εi ∈ [−W/2,W/2],

0 en otro caso,
(2.5)

donde W es la magnitud del desorden. En contraste, las enerǵıas por sitio del modelo de
Aubry-André [77], están dadas por la siguiente expresión:

εi = ∆ cos(2πβi+ φ). (2.6)

Además de discrepar en las expresiones matemáticas de εi, el potencial inhomogéneo intro-
ducido en los modelos de Anderson y Aubry-André exhiben diferente tipo de correlación
G(j) = 〈〈εiεi+j〉〉, donde 〈〈· · · 〉〉 indica un promedio en el espacio y sobre diferentes realiza-
ciones del desorden. Resultados anaĺıticos [92] revelan las siguientes funciones de correlación:

GA(i) =
W 2

12
δi,0

GAA(i) =
∆2 cos(2πβi)

2
,

(2.7)

donde los sub́ındices A y AA hacen referencia al modelo de Anderson y Aubry-André, res-
pectivamente. De acuerdo a la Ec. (2.7), las enerǵıas en el sitio del modelo de Anderson no
guardan una correlación estad́ıstica, es decir, es una señal de tipo “ruido blanco”. En con-
traste, GAA muestra una correlación oscilante de largo alcance. Las expresiones matemáticas
en la Ec. (2.7) pueden confirmarse de forma numérica, en la Fig. (2.1) se muestran los re-
sultados anaĺıticos y numéricos de GA y GAA como función de i. Para la parte numérica
se consideró una red de tamaño L = 144 y 20 realizaciones de los números aleatorios entre
[−W,W ] o φ dependiendo del modelo en cuestión. Como puede observarse, la concordancia
entre los resultados anaĺıticos y numéricos es bastante satisfactoria.
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Figura 2.1: (a) Función de correlación de εi para el modelo de Anderson. (b) Función de
correlación de εi para el modelo de Aubry-André. En ambos casos los resultados numéricos
corresponden a L = 144 y un promedio sobre 20 realizaciones de desorden.

Otra manera de distinguir las diferencias ente el desorden y la cuasiperiodicidad de los
modelos de Anderson y Aubry-André, respectivamente, es mediante esquemas de color en
escala de grises. En la Fig. (2.2) se muestra dichos esquemas de color para una red con
L = 900 sitios, con el objetivo de mejorar su visualización, el arreglo vectorial de εi con
900 entradas se dispuso en una matrix de 30 × 30. La Fig. (2.2) permite apreciar de forma
pictográfica la disparidad en las correlaciones de εi. Como es claro, en el modelo de AA se
aprecia un patrón en la función de correlación, en el caso aleatorio no existe dicho patrón.
Por esta razón, de forma estricta se dice que las enerǵıas εi del modelo de AA son un
cuasidesorden y no un desorden como en el Hamiltoniano de Anderson.

33



Figura 2.2: Valores de εi en escala de grises para el modelo de Anderson y el modelo de Aubry-
André, se consideró una red de L = 900 sitios y una realización del potencial inhomogéneo
para ambos modelos.

Por último, otra forma de advertir las disimilitudes entre el desorden y la cuasiperiodi-
cidad es mediante histogramas de los valores de εi en una red. Para ello se consideró una
red de tamaño L = 987 y se organizó los valores de εi en un histograma con 10 cajas. Como
puede apreciarse de la Fig. (2.3), mientras que la disposición del potencial inhomogéneo en
el modelo de Anderson se asemeja a una distribución uniforme, la cuasiperiodicidad tiende
a favorecer los valores extremos del potencial.
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Figura 2.3: Histograma de los valores de εi en una red de tamaño L = 987, se consideró una
realización del potencial inhomogéneo para ambos modelos.

En la siguiente subsección se describirá la manera de obtener numéricamente los eigen-
valores y eigenvectores asociados al Hamiltoniano de Aubry-André.
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2.1.2. Diagonalización numérica del modelo de Aubry-André

Para hallar la ecuación de Schrödinger Ĥ|ψ〉 = E|ψ〉 que genera el Hamiltoniano en la
Ec. (2.2), se expande el ket de un estado cuántico |ψ〉 en términos de la base |j〉, tal y como
se muestra a continuación:

|ψ〉 =
∑

j

〈j|ψ〉|j〉 =
∑

j

ψ(j)|j〉, (2.8)

donde los coeficientes ψ(j) representan la amplitud de probabilidad de ocupación del sitio j.
Al sustituir la expresión de arriba en 〈j|Ĥ|ψ〉 = E〈j|ψ〉 con Ĥ en la Ec. (2.2), se obtiene lo
siguiente:

− J [ψ(j + 1) + ψ(j − 1)] + ∆ cos(2πβj + φ)ψ(j) = Eψ(j). (2.9)

La f́ısica que exhibe la Ec. (2.9) depende de un único parámetro el cual, como es usual en
la literatura, es el cociente entre la magnitud del cuasidesorden y la del tunelaje a primeros
vecinos, es decir, ∆/J . En congruencia con esto último, se elige como escala de enerǵıa
al valor del tunelaje a primeros vecinos, por consiguiente, todas las cantidades de interés
con unidades de enerǵıa estarán dadas con respecto a J . Para una red de L sitios, la Ec.
(2.9) puede reescribirse en notación matricial como H~ψ = E~ψ con ~ψ = (ψ(1) · · ·ψ(L))T la
representación vectorial del estado |ψ〉 y H la matriz Hamiltoniana de tamaño L× L:

H =




∆/J cos(2πβ + φ) −1 · · · −1
−1 ∆/J cos(4πβ + φ) · · · 0
...

. . . . . . −1
−1 0 −1 ∆/J cos(2Lπβ + φ)


 . (2.10)

Los valores −1 en la esquina inferior izquierda y esquina superior derecha de la matrix H
indican que se está considerando condiciones periódicas a la frontera, es decir, se resulve una
cadena circular cerrada y no una cadena abierta (ver Fig. (2.4)). El cálculo de los eigen-
vectores y eigenvalores de la matriz Hamiltoniana H puede implementarse usando cualquier
paqueteŕıa de diagonalización disponible.

(a)

Condiciones Periódicas

(b)

Condiciones Rígidas

Figura 2.4: (a) Red unidimensional con condiciones periódicas a la frontera. (b) Red unidi-
mensional con condiciones ŕıgidas a la frontera. En ambos casos los circulos rojos representan
los sitios de la red.
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En la Fig. (2.5) se muestra en escala logaŕıtmica la densidad de probabilidad por sitio
para el estado base, que se obtiene al diagonalizar la matriz en la Ec. (2.10) para ∆/J = 1
(azul) y ∆/J = 3 (naranja). Se consideró un número de sitios de L = 987, una fase φ = π/5
y β = (

√
5− 1)/2. Como puede apreciarse de la Fig. (2.5), los perfiles de densidad muestran

comportamientos diferentes, uno de ellos se extiende sobre toda la red (azul), mientras que
el otro se concentra en algunos pocos sitios (naranja). Se dice que el estado con ∆/J = 1
está extendido en el espacio mientras que el perfil con ∆/J = 3 está localizado.

Δ/J=1

Δ/J=3
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Figura 2.5: Densidad de probabilidad de una part́ıcula en el estado base del Hamiltoniano
de Aubry-André versus el ı́ndice de sitio. La amplitud del cuasidesorden es ∆/J = 1 (azul)
y ∆/J = 3 (naraja).

En contraste con el modelo unidimensional de Anderson, en donde cualquier magnitud
finita del desorden localiza los eigenestados del sistema, en el modelo de Aubry-André las
eigenfunciones conservan la peculiaridad de ser extendidas para una amplitud de la modula-
ción cuasiperiódica finita. Sin embargo, como puede advertirse de la Fig. (2.5), para ∆/J = 3
el estado base está localizado. Esto sugiere, tal y como Aubry y André indicaron [77], la exis-
tencia de un valor cŕıtico del cuasidesorden para el cual la transición extendido-localizado
tiene lugar. Para determinar numéricamente la cuasiperiodicidad cŕıtica ∆c, es necesario in-
troducir una cantidad que sense el grado de localización espacial de las funciones de onda.
Es decir, una cantidad que sea análoga a un parámetro de orden en las transiciones de fase.
Como se verá a continuación, la razón de partipación inversa es el observable requerido para
indagar la naturaleza espacial de las funciones de onda.

2.1.3. Razón de participación inversa

La razón de participación inversa o IPR (inverse participation ratio) por sus siglas en
inglés, es una cantidad que se utiliza ampliamente en la literatura como indicador de la
transición extendido-localizado. En términos simples, el IPR da una medida del inverso
del número de sitios en la red donde una función de onda tiene una amplitud no des-
preciable. Desde el punto de vista matemático, el IPR asociado a un estado normalizado
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|ψ〉 =
∑

j ψ(j)|j〉 se define de la siguiente forma:

IPRψ =
∑

i

|ψ(i)|4. (2.11)

Como puede verse de la Ec. (2.11), para una función de onda homogéneamente distribuida
en toda la red ψ(i) = 1/

√
L, la razón de participación inversa toma el valor de IPRψ = 1/L,

el cual se aproxima a cero en el ĺımite termodinámico L→∞. En contraste, para un estado
localizado en el sitio i0, se tiene ψ(i) = δi,i0 lo que da lugar a un valor del IPR igual a la
unidad. Esta peculiar caracteŕıstica del IPR lo hace idóneo para clasificar perfiles extendidos
y localizados. Para exhibir el comportamiento cuantitativo de la razón de participación
inversa para diferentes valores del cuasidesorden, en la Fig. (2.6-a) se muestra el valor del
IPR del estado de mı́nima enerǵıa del modelo de AA como función de ∆/J . El tamaño de
la red se fijó a L = 987, un parámetro β = (

√
5 − 1)/2 y la fase φ = π/5. El sub́ındice en

IPR0 en la Fig. (2.6) hace referencia al estado base. Como puede apreciarse, el estado de
mı́nima enerǵıa es extendido para ∆/J < 2 y localizado en el espacio para una amplitud
del cuasidesorden de ∆/J > 2. Una forma de estimar numéricamente el valor cŕıtico del
cuasidesorden es mediante la evaluación del punto de inflexión de la razón de participación
inversa. Como IPR0 es una función monótona creciente de ∆, en el punto de inflexión su
derivada dIPR0/d∆ toma su valor máximo. En la Fig. (2.6-b) se muestra la derivada de
IPR0 con respecto a ∆, el cálculo numérico da como resultado ∆c/J = 2.01 ± 0.005. La
incertidumbre está asociada a la mitad de la longitud del grid numérico empleado para
computar la derivada de la razón de participación inversa.
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Figura 2.6: (a) Razón de participación inversa del estado de mı́nima enerǵıa del modelo de
Aubry-André como función de ∆/J . (b) Derivada de IPR0 como función ∆/J , el máximo
se localiza en ∆c/J = 2.01± 0.005. Los calculos corresponden a L = 987, β = (

√
5− 1)/2 y

φ = π/5.

Para concluir la discusión referente a la razón de participación inversa, en la Fig. (2.7)
se muestra el cuasidesorden cŕıtico ∆c/J estimado mediante el punto de inflexión del IPR0,
para la transición extendido-localizado del estado de mı́nima enerǵıa del modelo de AA como
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función del tamaño L de la red. Como puede apreciarse en la Fig. (2.7), el error asociado al
punto cŕıtico disminuye a medida que el tamaño de la red incrementa.
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Figura 2.7: Desorden cŕıtico de la transición extendido localizado para diferentes tamaños
de red. Los cálculos corresponden a β = (

√
5− 1)/2 y φ = π/5.

2.1.4. Rol del parámetro β

En la descripción del Hamiltoniano de AA se mencionó brevemente que β es un número
con cierto grado de incomensurabilidad. La razón por la cual debe ser de esta manera se
explica a continuación. Si β fuera un número entero, es decir, β = n con n ∈ N, el potencial
de Aubry-André Vi = ∆ cos(2πβi+ φ) = ∆ cos(2πni+ φ) es idéntico en cada sitio de la red,
por consiguente, la periodicidad de la red se mantiene intacta, el único efecto del potencial
de AA es introducir un corrimiento en la enerǵıa de todos los eigenestados. Este caso pone de
manifiesto que si se pretende romper la periodicidad de la red en cuestión, es necesario que
el potencial Vi no se repita a lo largo del tamaño del sistema, esto es, Vi 6= Vj ∀i, j ∈ [1, L].
Existen diversas formas de satisfacer este último requerimiento, el más común en la literatura
[91–93] consiste en fijar el tamaño de la red a L = Fn y β = Fn−1/Fn, donde Fn es el n-
ésimo elemento de la sucesión de Fibonacci. En el ĺımite n→∞, el parámetro β converge al
inverso del número áureo ϕ =

√
5−1
2

. En los cálculos numéricos, es usual elegir β = ϕ cuando
L ≥ F13 = 233 ya que para n ≥ 13 se cumple que |Fn−1/Fn − ϕ| < 10−5, en consecuencia,
las diferencias en los resultados al elegir β = Fn−1/Fn con n ≥ 13 o β = ϕ son para
todo propósito práctico despreciables. En los experimentos con átomos ultrafŕıos [17, 20,94]
β = λ2/λ1 (ver apéndice B) con λ2 y λ1 las longitudes de onda de los láseres involucrados
para crear una red bicromática. Debido a la disponibilidad de láseres, no siempre es posible
lograr que β sea el cociente entre dos números de Fibonacci. Sin embargo, mientras que β sea
un número racional cuya expansión decimal sea lo suficientemente pronunciada como para
asegurar que el potencial de Aubry-André no se repita en la longitud de interés, la transición
extendido-localizado tendrá lugar [91,93]. En lo subsiguiente, en todos los cálculos numéricos
se asume β = (

√
5− 1)/2.
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2.1.5. Rol de la fase aleatoria φ

Con el fin de posponer una discusión apropiada del rol de la fase aleatoria φ, la cual está
presente en la modulación cuasiperiódica Vi = ∆ cos(2πβi+φ), en los resultados previamente
mostrados se ha empleado un único valor de la fase (φ = π/5). Un valor dado de φ conduce
a una realización particular de la modulación cuasiperiódica, es decir, a una distribución
espećıfica de las profundidades del potencial de AA. En la Fig. (2.8) se muestra el potencial
resultante en la red para dos ángulos φ diferentes, como puede observarse, la posición de
los mı́nimos del potencial no se ve alterada. Sin embargo, la profundidad de cada mı́nimo
difiere.
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Figura 2.8: Potencial en la red VR normalizado a su valor máximo Vmax como función de
la posición para dos valores de la fase φ. Puede observarse como la profundidad en enerǵıa
de los mı́nimos del potencial se altera cuando φ se modifica. Se fijó una magnitud de la
cuasiperiodicidad de ∆/J = 1.

Para ilustrar el efecto del ángulo φ en la localización de los estados cuánticos, en la Fig.
(2.9) se muestra el módulo cuadrado de la función de onda del estado de mı́nima enerǵıa
del modelo de AA para dos fases φ distintas, la magnitud del cuasidesorden es ∆/J = 2.5.
Como puede advertirse ambos perfiles están localizados, en congruencia con el hecho que
la transición extendido-localizado ocurre en ∆c/J = 2, aunque difieren en el sitio en donde
alcanzan su máximo. Esto se debe a que el punto en donde el potencial de AA toma su valor
mı́nimo se modifica cuando el ángulo φ cambia.
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Figura 2.9: Densidad de probabilidad del estado base del modelo de Aubry-André para dos
diferentes ángulos φ. Se fijó una magnitud de la cuasiperiodicidad de ∆/J = 2.5 y un tamaño
de red L = 987.

Cuando los cálculos numéricos lo permiten, es recomendable promediar el valor de los
observables evaluados sobre distintas fases φ, esto con el objetivo de extraer los principales
efectos del cuasidesorden independientemente de como se distribuya en la red. El número de
realizaciones dependerá de que tan suceptible es el observable en cuestión a la distribución
espacial del cuasidesorden. Por lo general, los observables dinámicos son más vulnerables a
depender de la fase φ en comparación de observables estacionarios, no existe una demos-
tración formal de este último enunciado pero es en cierta forma intuitivo, puesto que, en la
difusión de una part́ıcula, esta va explorando las regiones de la red como función del tiempo.
De igual forma, se conoce que el tamaño de la red influye en el número de realizaciones de
φ necesarias para conseguir resultados confiables. A medida que L disminuye el número de
realizaciones incrementa. Para redes unidimensionales suficientemente grandes L � 102 se
puede omitir el promedio sobre distintas realizaciones. Sin embargo, siempre es recomendable
verificar el rol de φ para cada problema espećıfico.

2.1.6. Ausencia de borde de movilidad

Si bien hasta el momento se han investigado los efectos del cuasidesorden en el estado base
del modelo de Aubry-André, nada nos impide extender el análisis al resto de los eigenestados.
En la Fig. (2.10) se ilustra el valor del IPR como función de la cuasiperiodicidad para todos los
eigenestados que resultan de diagonalizar el Hamiltoniano de AA. La ĺınea roja discontinua
indica el cuasidesorden cŕıtico de la transición metal-aislante de Anderson.
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Figura 2.10: Razón de participación inversa de todos los eigenestados del modelo de Aubry-
André como función de ∆/J . El número de sitios de la red es L = 987. Se promedió sobre 20
realizaciones de la fase φ. La ĺınea roja discontinua indica el desorden cŕıtico de la transición
extendido-localizado.

La Fig. (2.10) pone de manifiesto que en el modelo de Aubry-André todos los eigenestados
son extendidos para ∆/J < 2 y todos son localizados para ∆/J > 2. Es decir, para un
valor dado de ∆/J no existe coexistencia entre estados extendidos y localizados. A esta
caracteŕıstica del modelo de Aubry-André se le conoce como ausencia de borde de movilidad.
Como se verá más adelante, en las redes cuasiperiódicas unidimensionales, los bordes de
movilidad pueden emerger cuando el tunelaje de las part́ıculas se extiende a segundos o más
vecinos. En particular, es de interés de esta tesis el caso en el cual la amplitud de tunelaje
entre los sitio de la red sigue una ley de potencia decayente.

2.1.7. Localización exponencial

Similar a la localización de Anderson [3], en el modelo de Aubry-André [77], los eigenes-
tados están exponencialmente localizados en el espacio, es decir, el perfil de densidad tiene
la siguiente forma:

|ψ(x)|2 ∼ e−x/ξ, (2.12)

donde ξ es la longitud de localización. En la Fig. (2.11) se muestra, en escala logaŕıtmica en
el eje de las ordenadas, el módulo cuadrado del estado de mı́nima enerǵıa del modelo de AA
para ∆/J = 2.5 y φ = π/17, la ĺınea discontinua de color negro corresponde al decaimiento
exponencial del perfil.
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Figura 2.11: Densidad de probabilidad del estado de mı́nima enerǵıa del modelo de AA. El
valor del cuasidesorden es ∆/J = 2.5 mientras que la fase aleatoria se fijó a φ = π/17. La
ĺınea discontinua de color negro muestra el decaimiento exponencial del perfil.

Los trabajos de D. J. Thouless [84, 85] mostraron que la longitud de localización ξ en el
modelo de Aubry-André, es independiente de la enerǵıa del estado y vaŕıa como función de
∆ de la siguiente forma:

a

ξ
= ln

(
∆

2J

)
, (2.13)

siendo a la constante de red. Los pasos para obtener numéricamente la longitud de locali-
zación de un eigenestado ψ fueron los siguientes: primero se ubicó el ı́ndice de sitio i0 en
donde el módulo cuadrado de ψ toma su máximo valor, posteriormente se llevó a cabo un
ajuste lineal b0|i − i0| + b1 del logaritmo natural de |ψ|2. Haciendo este procedimiento se
identifica el inverso negativo de la pendiente del ajuste como la longitud de localización, es
decir, ξ = −1/b0.

En la Fig. (2.12) se muestra la cantidad ξ como función de la magnitud del cuasidesorden
∆/J para el estado de mı́nima enerǵıa, la curva de color azul corresponde al resultado anaĺıti-
co en la Ec. (2.13), mientras que, de color rojo se muestra el resultado de haber realizado el
ajuste mencionado anteriormente para una red de tamaño L = 987. La región de rojo claro
que rodea a la curva numérica corresponde al error asociado a 20 realizaciones aleatorias de
φ. Como puede observarse, cerca de la transición extendido-localizado ∆c/J = 2, el resultado
exacto y numérico difieren considerablemente, esto se debe a que cerca del punto cŕıtico los
efectos de tamaño finito se intesifican. Los errores de tamaño finito pueden reducirse para
valores de L más grande. Sin embargo, una red finita no reproducirá la divergencia de la
longitud de localización. Para ∆/J > 2.8 el cálculo numérico de ξ converge razonablemente
al resultado de Thouless.
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Figura 2.12: Longitud de localización ξ como función de ∆/J . La curva azul corresponde al
resultado anaĺıtico en la Ec. (2.13) mientras la curva roja está asociada al cálculo numérico.
La región de rojo claro que rodea a la curva numérica corresponde al error asociado a 20
realizaciones aleatorias de φ.

2.1.8. Dimensión fractal

Hasta el momento se ha mostrado que el modelo de Aubry-André exhibe estados exten-
didos para ∆/J < 2 y estados localizados cuando ∆/J > 2. Sin embargo, queda inconclusa
la naturaleza espacial de los eigenestados en el punto de transición ∆c/J = 2. Para respon-
der esta incógnita es necesario introducir un parámetro abstracto que lleva como nombre
dimensión fractal y que se denotará como Dq. Esta cantidad es un exponente que cuantifica
la razón entre el espacio que ocupa cierto objeto y el espacio disponible, a medida que este
último crece en escala. En el problema de la localización, el objeto es el perfil de densidad de
la part́ıcula |ψ|2 y el espacio es la red. De manera informal, si Lo es el número de sitios donde
el estado ψ se extiende, entonces la dimensión fractal es una medida del cociente Dq ∝ Lo/L
en el ĺımite termodinámico L→∞. La descripción anterior pone de manifiesto que la razón
de participación inversa y la dimensión fractal deben estar de cierta forma relacionados. Para
exhibir esta conexión es instructivo generalizar la definición del IPR, se define Iq como el
q−ésimo momento de una función de onda, matemáticamente se tiene:

Iq =
∑

j

|ψ(j)|2q (2.14)

Nótese que de acuerdo a la definición de arriba el IPR corresponde al segundo momento, es
decir, q = 2. La literatura establece que los momentos Iq escalan con el tamaño de la red como
Iq ∝ L−Dq(q−1) [81, 99]. Estados localizados están caracteŕızados por una dimensión fractal
nula Dq = 0, estados extendidos cumplen con Dq = 1 y estados multifractales satisfacen
0 < Dq < 1, es decir, las funciones localizadas llenan un conjunto de medida cero de la red,
los extendidos ocupan toda la red y los estados multifractales tienen la propiedad de ocupar
un número infinito de sitios, en el ĺımite termodinámico L→∞, pero manteniendo el cociente
Lo/L estrictamente menor a la unidad. A este rasgo de los estados multifractales se le conoce
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como subextensión porque ocupan siempre una fracción de los sitios de la red [4]. En la Fig.
(2.13) se muestra la dimensión fractal D2 del estado de mı́nima enerǵıa del Hamiltoniano de
Aubry-André. Como puede apreciarse, D2 = 1 para ∆/J < 2, D2 = 0 cuando ∆/J > 2 y
D2 ≈ 0.22 en ∆/J = 2. En conclusión, el estado de mı́nima enerǵıa del modelo de AA en
∆/J = 2 exhibe multifractalidad, esto es, no es ni extendido ni localizado. El análisis de la
dimensión fractal de todos los eigenestados del Hamiltoniano de AA concluye que, no solo
el estado base, sino todos los eigenestados en ∆/J = 2 son multifractales [4].
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Figura 2.13: Dimensión fractal D2 como función de la magnitud de la modulación cua-
siperiódica ∆/J . Se promedio sobre 20 realizaciones del desorden, el error asociado a las
realizaciones es despreciable.

2.1.9. Espectro de enerǵıa

En virtud de que muestra una estructura exótica tanto en los régimenes extendido, mul-
tifractal y localizado, el espectro de enerǵıa que resulta de diagonalizar el Hamiltoniano de
Aubry-André como función del parámetro β ha sido intensamente estudiado [96–98]. Es im-
portante enfatizar que, como se mencionó previamente, solo los valores de β con cierto grado
de inconmensurabilidad conducen a estados localizados. Para los valores de la amplitud del
cuasidesorden por encima y por debajo de la transición extendido-localizado, la organización
del espectro de enerǵıa es completamente diferente de la asociada al punto cŕıtico ∆c/J = 2,
donde se exhibe la aclamada estructura de mariposa de Hofstadter [97]. En la Fig. (2.14)
se muestra el espectro de enerǵıa del modelo de AA como función de β para ∆/J = 1 y
∆/J = 2. El espectro de enerǵıa para el caso ∆/J = 2 está en completa correspondencia
con el que exhibe un electrón moviéndose en una red cuadrada en presencia de un campo
magnético transversal [79].

44



Figura 2.14: Espectro de enerǵıa del modelo de Aubry-André como función de β para dos
diferentes magnitudes de la modulación cuasiperiódica. En el valor del cuasidesorden cŕıtico
∆c/J = 2, el espectro da lugar a la muy popular mariposa de Hofstadter [97].

2.1.10. Desviación cuadrática media

La estructura espacial de los eigenestados de un sistema tiene repercusiones en las pro-
piedades de transporte que exhibe. Tal y como Anderson señaló, una de las consecuencias de
la localización exponencial de los eigenestados es la supresión de la difusión. Por esta razón,
el seguimiento en el tiempo de ciertos observables pueden servir para sondear la presencia
de estados extendidos o localizados. De hecho, los experimentos actuales miden observables
dinámicos del sistema de interés para determinar sus propiedades de localización. En esta
subsección se estudiará la dinámica que exhibe una part́ıcula inicialmente localizada en el
centro de la red. La evolución temporal del estado inicial |ψ(t = 0)〉 está determinada por la
ecuación de Schrödinger dependiente del tiempo:

i~
∂|ψ(t)〉
∂t

= Ĥ|ψ(t)〉, (2.15)

donde Ĥ es el Hamiltoniano de Aubry-André. Para cuantificar la propagación de la función
de onda inicial, se hizó seguimiendo de la ráız cuadrada del desplazamiento medio (RMSD)
por sus siglas en inglés, esta cantidad se define de la siguiente forma:

σ(t) =

[∑

i

i2|ψ(i, t)|2
]1/2

, (2.16)

donde la suma corre sobre todos los sitios de la red en cuestión. El RMSD es una medida de
la porción de la red que es explorada por la part́ıcula durante un intervalo de tiempo dado.
En la Fig. (2.15) se muestra la evolución temporal del RMSD para diferentes magnitudes del
desorden. Se eligió escala logaŕıtmica en el eje de las ordenadas para mejorar la visualización
de las gráficas.
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Figura 2.15: Ráız cuadrada del desplazamiento medio como función del tiempo para diferen-
tes magnitudes del cuasidesorden. Las curvas mostradas son el resultado de promediar 20
fases aleatorias φ, la región sombreada alrededor de cada curva corresponde al error asociado
a las diferentes realizaciones del cuasidesorden.

Como puede observarse de la Fig. (2.15), para el caso sin desorden, la part́ıcula se propaga
baĺısticamente, esto es, σ(t) ∝ t. Debido a que la red es de tamaño finito, la evolución baĺıstica
concluye cuando el RMSD alcanza su valor máximo (τ = Jt/~ ≈ 280). Por esta razón, la
condición inicial se dejó evolucionar en el tiempo hasta que el RMSD alcanzó su máximo
valor para el caso ∆/J = 0. Cuando ∆/J = 3 y ∆/J = 4, la difusión de la condición
inicial se ve suprimida, en acuerdo con la transición de localización. La dependencia en el
tiempo de σ puede ajustarse a una ley de potencia en el tiempo σ ∝ tγ. En la Fig. (2.16) se
muestra el valor del exponente γ como función del cuasidesorden ∆/J , el ajuste fue llevado
a cabo usando las curvas promedio σ̄ de la Fig. (2.15). De los resultado γ vs ∆/J puede
identificarse los reǵımenes de difusión baĺıstica γ = 1, superdifusivo 1/2 < γ < 1, subdifusivo
0 < γ < 1/2, y localizado γ = 0.
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Figura 2.16: Valores del exponente γ de la dependencia en el tiempo del σ ∝ tγ como función
del cuasidesorden ∆/J .
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2.1.11. Probabilidad de detección

Otra observable dinámica que permite discernir entre una fase localizada y extendida, y
que también se puede medir en experimentos actuales es la probabilidad de detección. En
palabras, esta cantidad mide la probabilidad a un tiempo dado de encontrar a una part́ıcula
en una región de la red, usualmente llamada región de vigilancia. Matemáticamente, se define
a la probabilidad de detección de la siguiente forma:

d(t, R) =

R/2∑

i=−R/2
|〈i|e−iĤt/~|ψ(0)〉|2, (2.17)

donde |i〉 es el estado en el cual la part́ıcula está localizada en el sitio i y Ĥ es el Hamiltoniano
de AA. De la definición en la Ec. (2.17) puede observarse que si R = L, la probabilidad de
detección es, para todo tiempo t, igual a uno puesto que el área de vigilancia comprende
toda la red. Por el contrario cuando R < L se esperaŕıa que d(t, R) < 1 para todo tiempo.
Sin embargo, si los eigenestados del sistema están localizados, la part́ıcula no podrá escapar
de una vecindad centrada en su posición inicial y por ende la probabilidad de detección será
igual a la unidad. En la Fig. (2.17) se muestra la evolución en el tiempo de d(t, R = L/2)
para diferentes valores del cuasidesorden. Como puede observarse, para los casos ∆/J = 0 y
∆/J = 1.5, la probabilidad de detección oscila alrededor de 1/2, indicando una fase extendida
ya que la región de vigilancia es igual a la mitad del tamaño de la red. Cuando ∆/J = 3,
el parámetro d(t, R = L/2) es para todo propósito práctico igual a uno, en congruencia con
el hecho que los estados de una part́ıcula están localizados. El área sombreada alrededor de
las curvas con ∆/J 6= 0 representa la desviación estándar de 20 realizaciones de la fase φ.
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Figura 2.17: Probabilidad de detección como función del tiempo. El estado inicial corresponde
a una part́ıcula inicialmente localizada en el centro de la red. El tamaño del sistema es
L = 987, al área sombreada alrededor de cada curva corresponde al error asociado a 20
realizaciones del ángulo φ.
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Para condensar y suavizar la evolución temporal de la probabilidad de detección es útil
calcular el valor asintótico de su promedio en el tiempo, esta cantidad se define de la siguiente
manera:

D(R) = ĺım
t→∞

1

t

∫ t

0

dt′d(t′, R) (2.18)

En la Fig. (2.18) se ilustra el valor asintótico de la probabilidad de detección como función del
cuasidesorden. Como puede observarse, D(L/2) ≈ 0.5 para ∆/J < 2, reflejando el hecho que
la part́ıcula está homogéneamente distribuida en toda la red. Sin embargo, para ∆/J > 2, el
valor asintótico de la probabilidad de detección toma valores cercanos a la unidad, por ende
la part́ıcula es incapaz de abandonar el área de vigilancia.
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Figura 2.18: Valor asintótico de la probabilidad de detección como función de ∆/J . El tamaño
del sistema es L = 987, se promedio sobre 20 realizaciones del ángulo φ.

2.1.12. Desbalance

Para finalizar el estudio de observables dinámicas, se examinó el comportamiento de la
desbalance o imbalance, por su nombre en inglés, en la transición extendido-localizado. Este
parámetro está definido de la siguiente forma:

I(t) =
np(t)− ni(t)
np(t) + ni(t)

, (2.19)

donde np(t) =
∑

i∈par |ψ(i, t)|2 es la densidad de probabilidad en sitios pares, mientras que

ni(t) =
∑

i∈impar |ψ(i, t)|2 corresponde a la densidad de probabilidad en sitios impares. Como
el nombre lo sugiere, I(t) da una medida del desequilibrio en la densidad de sitios pares
e impares de la red. Además de ser un observable medible, la ventaja más significativa de
utilizar I, es que captura indicios de localización en sistemas sin y con interacciones [17,18,93].
Para mostrar el comportamiento dinámico del desbalance, se consideró la evolución en el
tiempo de un patrón similar a una onda de densidad, en el cual sólo los sitios pares están
inicialmente ocupados. Para obtener cálculos significativos, se impondrá el mismo número de
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sitios pares e impares en la red. En lo subsecuente se considera L = 1000. En la Fig. (2.19)
se muestra el parámetro I como función del tiempo para ∆/J = 4. Es interesante notar que
aún a tiempos muy largos el desbalance es distinto de cero, es decir, continúa existiendo una
desproporción en la densidad de sitios pares e impares.
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Jt /ℏ
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Figura 2.19: Evolución en el tiempo del desbalance para una red de tamaño L = 1000 y
∆/J = 4.

Análogamente al caso de la probabilidad de detección, se puede evaluar el valor asintótico
del imbalance de la siguiente manera:

I = ĺım
t→∞

1

t

∫ t

0

dt′
ne(t

′)− no(t′)
ne(t′) + no(t′)

(2.20)

En la Fig. (2.20) se muestra el valor I como función del cuasidesorden ∆/J , la curva corres-
ponde a promediar 20 realizaciones de la fase φ. Ya que para ∆/J < 2, todos los estados son
extendidos, la part́ıcula puede difundirse fácilmente a sitios cercanos, lo que lleva a un valor
nulo del desbalance en unos pocos tiempos de tunelaje. La aniquilación del imbalance debe
interpretarse como un indicio de ergodicidad, ya que el sistema pierde por completo cualquier
información previa asociada al estado inicial. En contraste, para ∆/J > 2, el parámetro I
se estanca en un valor finito, que se vuelve más grande a medida que ∆/J incrementa. Esto
sugiere que el sistema es no ergódico, ya que conserva cierta memoria de la configuración
inicial. El hecho de que el sistema guarde información de su estado inicial a tiempos grandes
ofrece la posibilidad de diseñar memorias cuánticas basadas en sistemas desordenados.
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Figura 2.20: Valor asintótico del imbalance como función de ∆/J . El tamaño del sistema es
L = 1000, se promedio sobre 20 realizaciones del ángulo φ.

2.2. Generalizando el modelo de Aubry-André

El Hamiltoniano de Aubry-André está caracterizado por tener un término de tunelaje a
primeros vecinos por consiguiente, la movilidad de la part́ıcula en la red se debe únicamente a
procesos de la forma |j〉 → |j+1〉 o |j〉 → |j−1〉. Con el objetivo de enriquecer la dinámica de
la part́ıcula en la red, se puede extender el tunelaje a segundo o más vecinos. En particular,
en las siguientes dos subsecciones, se consideran los casos de una red cuasiperiódica con
tunelaje a segundos vecinos y una con tunelaje que sigue una ley de potencia decayente. Se
hará énfasis en cómo la introducción de saltos más allá de los primeros vecinos modifica el
punto de transición metal-aislante de Anderson. Además, en las consecuencias que el tunelaje
de ley de potencia tiene en la dinámica de una part́ıcula en una red cuasiperiódica. Ambas
generalizaciones, segundos vecinos y tunelaje de ley de potencia, son de interés actual de
investigación y pueden realizarse en plataformas de simulación cuántica [25,26,81].

2.2.1. Tunelaje a segundos vecinos

Una extensión natural del Hamiltoniano de AA consiste en incluir el tunelaje a segundos
vecinos, por convención, al modelo cuasiperiódico con tunelaje a primeros y segundos vecinos
se le llama como Aubry-André Extendio ó EAA por sus siglas en inglés. El Hamiltoniano
del modelo de EAA es el siguiente:

ĤEAA = −J
∑

i

|j〉〈j + 1|+ |j + 1〉〈j| − J2

∑

j

|j〉〈j + 2|+ |j + 2〉〈j|

+ ∆
∑

j

cos(2πβi+ φ)|j〉〈j|,
(2.21)

donde J2 es la magnitud del tunelaje a segundos vecinos. El tratamiento numérico del Ha-
miltoniano en la Ec. (2.21) es muy similar al modelo de AA por lo que no se entrará en

50



detalle. En la Fig. (2.21) se muestra la razón de participación inversa del estado de mı́nima
enerǵıa del Hamiltoniano en la Ec. (2.21) para tres valores diferentes de J2.
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Figura 2.21: Razón de participación inversa del estado de mı́nima enerǵıa del Hamiltoniano
en la Ec. (2.21) para J2/J = 0, 0.1 y 0.2. El tamaño del sistema es L = 987, las curvas
corresponden al promedio de 20 realizaciones del ángulo φ.

Como puede observarse, la transición de localización del estado base se mueve a mayores
magnitudes de la cuasiperiodicidad conforme J2 incrementa. Este resultado es de cierta forma
intuitivo puesto que, J2 promueve la movilidad de la part́ıcula y por ende es antagonista de
la localización. En la Fig. (2.21) se muestra la varación del desorden cŕıtico de la transición
extendido-localizado del estado fundamental como función de J2/J .
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Figura 2.22: Desorden cŕıtico de la transición extendido-localizado del estado de mı́nima
enerǵıa del modelo de EAA como función de J2/J . Se consideró L = 987 y 20 realizaciones
de φ.

Los resultados numéricos muestran que el desorden cŕıtico tiende a crecer linealmente
con J2. En contraste con el Hamiltoniano de AA, el modelo de EAA no tiene una expresión
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anaĺıtica para el valor de la modulación cuasiperiódica que conduzca a estados localizados.
Para averiguar el efecto del cuasidesorden en la extensión espacial de todos los eigenestados
del modelo de EAA, en la Fig. (2.23) se muestra el IPR del espectro de eigenfunciones del
Hamiltoniano en la Ec. (2.21) para diferentes valores de la cuasiperiódicidad y el tunelaje a
segundos vecinos.

Figura 2.23: Razón de participación inversa de todos los eigenvectores del modelo de EAA,
la magnitud del tunelaje a segundos vecinos se fijó a J2/J = 0.1(a), J2/J = 0.2(b), J2/J =
0.3(c) y J2/J = 0.4(d). Se promedio sobre 20 realizaciones de la fase aleatoria φ.

A diferencia del Hamiltoniano de Aubry-André, para el modelo de EAA existe coexis-
tencia de estados extendidos y localizados para ciertos valores del cuasidesorden ∆/J . Es
decir, incluir el tunelaje a segundos vecinos trae como consecuencia la presencia de bordes
de movilidad.

2.2.2. Saltos de ley de potencia

La posibilidad de implementar interacciones de corto y largo alcance en plataformas de
simulación cuántica ha coadyuvado al estudio del efecto en conjunto entre la cuasiperiodi-
cidad y el tunelaje que sigue una ley de potencial. Al Hamiltoniano con una modulación
cuasiperiódica idéntica al modelo de AA y una movilidad que sigue una ley de potencia
decreciente, se le conoce como Aubry-André generalizado o GAA por sus siglas en inglés, la
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expresión matemática del Hamiltoniano de GAA es la siguiente:

ĤGAA = −J
∑

i,j 6=i

1

|i− j|α |i〉〈j|+ ∆
∑

j

cos(2πβj + φ)|j〉〈j|, (2.22)

donde α es la potencia del tunelaje, en esta tesis se seguirá la convención de denominar,
en sistemas unidimensionales, largo alcance cuando α < 1 y corto alcance cuando α > 1.
En caso de que α � 1, el Hamiltoniano en la Ec. (2.22) se aproxima al célebre modelo de
Aubry-André. Como se mostró previamente, una manera de averiguar la naturaleza espacial
de los eigenestados es a partir de la dinámica que exhibe una part́ıcula incialmente localizada
en el centro de la red. En particular, para el Hamiltoniano en la Ec. (2.22) se computó la
probabilidad de detección asintótica D en la región (−L/4, L/4) de la red. En la Fig. (2.24)
se muestra un gráfico de densidad de color de D como función de la potencia del tunelaje α
y la magnitud del cuasidesorden ∆/J . Las curvas en color blanco que delimitan las regiones
Localizado y Extendido corresponden al conjunto de parámetros (α,∆/J) en donde única-
mente se halla estados localizados o extendidos, respectivamente. Una observación notable
del la Fig. (2.24) es que la probabilidad de supervivencia asintótica pronostica una transición
suave entre la peculiar estructura del modelo GAA al modelo de AA. Este enunciado se puede
reconocer fácilmente al observar como, los contornos extendidos y localizados se aproximan
al punto ∆/J = 2 para α� 1.

Figura 2.24: Probabilidad de detección asintótica en la región (−L/4, L/4) como función de
α y ∆/J . Se consideró un tamaño de red L = 987 y 100 realizaciones de la fase φ.

Por último, pero no menos importante, son los diferentes reǵımenes que se muestran por
afuera de los contornos Extendido y Localizado. Para α & 1 existen curvas bien definidas
donde la dinámica muestra un comportamiento bimodal, en otras palabras, la part́ıcula esca-
pa parcialmente y permanece parcialmente localizada dentro de la región de vigilancia. Este
comportamiento peculiar señala la presencia de bordes de movilidad, es decir, coexistencia
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entre estados extendidos, que promueven la difusión de la part́ıcula, y estados localizados
que causan la supresión de movilidad. Para los saltos de largo alcance α < 1, la probabilidad
de supervivencia asintótica exhibe un cambio abrupto que trae como resultado una delo-
calización de la part́ıcula. Está modificación del transporte está asociado a la presencia de
estados multifractales [81]. A diferencia de los modelos con tunelaje a primeros vecinos, en
donde los eigenestados muestran una localización exponencial, un cuasicristal con tunelaje
de ley de potencia exhibe estados localizados con decaimiento algebraico |ψ|2 ∝ |i − i0|−γ,
donde i0 es el centro de localización. Modelos con desorden no diagonal también exhiben
localización algebraica [99]. Estudios recientes sugieren que dependiendo del valor del ex-
ponente de decaimiento, los estados localizados algebraicamente pueden ser conductores o
aislantes en el ĺımite termodinámico [100]. Por esta razón, determinar el tipo y exponente de
decaimiento en los eigenestados de sistemas localizados es de crucial importancia. En la Fig.
(2.25) se ilustra, en doble escala logaŕıtmica, el estado de mı́nima enerǵıa para diferentes
valores de α, el valor de la modulación cuasiperiódica se fijó a ∆/J = 4. Usando flechas de
color negro se indica la potencia del decaimiento |i − i0|−γ, como puede observarse, son los
valores extremales o las alas del perfil que se ajustan a un decaimiento algebraico.
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Figura 2.25: Decaimiento algebraico del estado de mı́nima enerǵıa del modelo de GAA para
diferentes potencias de tunelaje. Se consideró L = 987 y una magnitud de la modulación
cuasiperiódica de ∆/J = 4.

2.3. Conclusiones

En este caṕıtulo se introdujo el célebre modelo de Aubry-André, el cual consiste en una
modulación cuasiperiódica y un tunelaje a primeros vecinos, y sus principales extensiones
que incluyen una movilidad a segundos vecinos o tunelaje que sigue una ley de potencia 1/rα.
Para este propósito se presentó un estudio completo y detallado de las propiedades estacio-
narias y dinámicas que permiten caracterizar la transición de localización en función de la
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amplitud de la cuasiperiodicidad. En particular, se empleo la razón de participación inversa
para determinar el cuasidesorden cŕıtico y la dimensión fractal para examinar la naturaleza
espacial de los eigenestados del modelo de AA. Ajustes numéricos posibilitaron el conoci-
miento de la longitud de localización de los eigenestados y su comparación con los resultados
anaĺıticos de D. J. Thouless [84, 85]. El análisis del Hamiltoniano de Aubry-André concluyó
con un estudio de la dinámica de dos estados iniciales diferentes, el monitoreo de observables
dinámicas permiten discernir, en acuerdo con las propiedades estacionarias, que los eigenes-
tados del modelo de AA sufren una transición espacial. En comparación con el modelo de
Anderson (tunelaje a primeros vecinos desorden aleatorio), el Hamiltoniano de AA muestra
la transición extendido-localizado para un valor finito del potencial inhomogéneo. Posterior al
análsis del célebre modelo de AA, se mostró que al incluir tunelaje a segundos vecinos emerge
un borde de movilidad, el cual está ausente en el Hamiltoniano de AA, y que la cantidad de
estados localizados depende de la magnitud de la cuasiperiodicidad. Por último se examinó
las consecuencias de la transición metal-aislante de Anderson cuando se incluye un tunelaje
cuya amplitud decae como una ley de potencia, el seguimiento en el tiempo de la probabilidad
de detección exhibió una dinámica coherente con la presencia de: estados localizados, exten-
didos, coexistencia extendidos-localizados y coexistencia extendidos-multifractales. Además
se mostró que en cuasicristales con movilidad de ley de potencia los estados se localizan
algebraicamente y no exponencialmente como en los modelos con movilidad de corto alcan-
ce. El modelo de Aubry-André describe de forma razonable gases fermiónicos o bosónicos
no interactuantes confinados redes ópticas bicromáticas [17, 20]. Por otra parte, la f́ısica del
Hamiltoniano de GAA puede ser sondeado en moléculas polares ancaladas en redes ópticas
bicromáticas profundas [24, 101], como también en iones atrapados en presencia de cam-
po magnético [25, 26]. El modelo de AA puede extenderse al caso dos dimensional, en este
escenario la modulación cuasiperiódica puede introducirse en cualquier dirección del plano
x − y. Las propiedades de localización son muy similares al caso unidimensional cuando el
potencial cuasiperiódico se introduce en direcciones perpendiculares. Sin embargo, cuando
este no es el caso emerge estados parcialmente extendidos para modulaciones cuasiperiódicas
grandes [102]. Los observables para caracterizar la localización presentados en este caṕıtulo
son de igual forma útil para el tratamiento en dos y tres dimensiones [103]. El estudio fue
de importancia crucial para todo el trabajo desarrollado en esta tesis. Particularmente, po-
sibilitó la generación de intuición f́ısica de resultados más complejos, por ejemplo aquellos
donde la interacción no es despreciable.
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Caṕıtulo 3

Localización de pares de part́ıculas

Si bien es cierto que el comportamiento de la materia involucra la participación de un
gran número de part́ıculas, existen diversos fenómenos cuánticos cuya comprensión subyace
esencialmente en la f́ısica de una o dos part́ıculas. Entre los principales ejemplos de estos
fenómenos se encuentra la condensación de Bose-Einstein, la localización de Anderson, la
superfluidez, la superconductividad, entre otros. Asociado al problema de la localización, el
estudio de las propiedades de transporte de dos cuerpos moviéndose en medios desordenados
ha sido un tema de intensa investigación [82,104–110]. El objetivo principal de estos trabajos
reside en profundizar en el entendimiento de la localización de muchos cuerpos, la cual, aun
cuando se han realizado experimentos excepcionales [17,18,111,112], continúa siendo un te-
ma de amplio debate [78,113–115]. En virtud de la posibilidad de implementar tunelaje que
sigue una ley de potencia en plataformas de simulación cuántica, la comunidad cient́ıfica se
ha interesado en desentrañar no solo el efecto de las interacciones sino también el impacto
simultáneo de interacciones y tunelaje de largo y corto alcance en el transporte de sistemas
desordenados [37,116–119]. En este caṕıtulo se abordará el estudio de la localización de dos
part́ıculas moviéndose en redes cuasiperiódicas con tunelaje que sigue una ley de potencia.
En particular, primero se analizará la dinámica de dos bosones de núcleo duro en el régimen
de altas enerǵıas en el que las part́ıculas pueden formar un estado ligado tipo d́ımero. Poste-
riormente, se determinará la existencia de la transición de localización del estado de mı́nima
enerǵıa de un par de part́ıculas bosónicas. Ambos estudios ponen de manifiesto la relevancia
de la formación de estados ligados en las propiedades de transporte de redes con desorden
espacial.

3.1. Bosones de núcleo duro en una red cuasiperiódica

con tunelaje de ley de potencia

Como punto de partida, se considera dos bosones de núcleo duro moviéndose en una red
cuasiperiódica unidimensional con tunelaje que sigue el inverso de una ley de potencias. El
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Hamiltoniano que describe a este sistema f́ısico es el siguiente:

Ĥ = −J
∑

i,j 6=i

1

|i− j|α b̂
†
i b̂j + ∆

∑

i

cos(2πβi+ ϕ)n̂i

+ U
∑

〈i,j〉
n̂in̂j,

(3.1)

donde b̂i (b̂†i ) es el operador bosónico de aniquilación (creación) en el sitio i, n̂i = b̂†i b̂i es el
operador de número correspondiente, J es la amplitud de tunelaje entre primeros vecinos y
U es la magnitud de la interacción a vecinos más cercanos. La cuasiperiodicidad en la red es
introducida por el segundo término en la Ec. (3.1), como es usual, ∆ modula la magnitud,
β = (

√
5− 1)/2 es el parámetro incommensurable, y φ es la fase aleatoria. La caracteŕısitca

de núcleo duro implica que no se permite la ocupación doble en un sitio, es decir, (b̂†i )
2 = 0.

Sin embargo, los operadores b̂i y b̂†j satisfacen las reglas de conmutación bosónicas [b̂i, b̂j] =

[b̂†i , b̂
†
j] = 0 siempre y cuando i 6= j. Es importante señalar que la restricción de ocupación

doble surge de forma natural en sistemas donde sólo se permite una excitación por sitio.
Por ejemplo, estados de Rydberg en átomos neutros [27], estados rotacionales en moléculas
polares [24] y estados hiperfinos en iones atrapados [25]. Para obtener los eigenestados y
enerǵıas propias del Hamiltoniano en la Ec. (3.1), se empleará el método de diagonalización
exacta [120] para una red con L = 62 sitios con condiciones periódicas a la frontera n̂L+1 =
n̂L. Todos los resultados que se muestran en esta sección son producto de realizar un promedio
sobre 400 realizaciones de la fase φ. La dimensión del espacio de Hilbert H requerido para
diagonalizar el Hamiltoniano en la Ec. (3.1) con L = 62 es Dim(H) = 1891.

3.1.1. Formación y localización del par repulsivo

Para estudiar los efectos de la interacción entre part́ıculas, la cuasiperiodicidad y el
tunelaje de largo y corto alcance en las propiedades de transporte de dos cuerpos, se consideró
la caminata cuántica de un par de bosones de núcleo duro inicialmente localizados en sitios
adyacentes en el centro de la red. En la Fig. (3.1) se muestra una representación esquemática
del la configuración al tiempo t = 0 de los bosones de núcleo duro.

       10x WD 7.0    

Figura 3.1: Representación equemática de la condición inicial. Las esferas de color rojo
indican la presencia de part́ıculas, mientras que las azules son sitios de la red. La lámpara
representa el láser que induce las excitaciones.

La evolución temporal del estado inicial |ψ(t = 0)〉 = b̂†L/2+1b̂
†
L/2|0〉 fue computada por

medio de los eigenestados |φm〉 y sus correspondientes eigenenerǵıas Em obtenidas a través
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de la diagonalización exacta del Hamiltoniano en la Ec. (3.1), por lo que la evolución del
estado inicial será,

|ψ(t)〉 =
∑

m

Cme
−iEmt/~|φm〉, (3.2)

donde Cm = 〈φm|ψ(0)〉 es el traslape entre el estado inicial y el m-ésimo eigenestado de Ĥ.
Para ilustrar los hallazgos más distintivos en la propagación del par de part́ıculas, se eligió
un conjunto de parámetros (U/J,∆/J) y tres valores diferentes de la potencia de tunelaje α
para los cuales emergen efectos de transporte peculiares. Es importante enfatizar que todos
los resultados son producto de promediar 400 realizaciones del cuasidesorden, es decir, de
valores diferentes de φ. En la Fig. (3.2) se muestra la evolución temporal de la densidad por
sitio ni(t) = 〈ψ(t)|b̂†i b̂i|ψ(t)〉 para un cuasidesorden nulo y finito cuando la magnitud de la
interacción entre part́ıculas es de U/J = 8.

Figura 3.2: Evolución temporal de la distribución de densidad ni(t) de dos caminantes inicial-
mente en sitios adyacentes en el centro de la red. Cuasiperiodicidad y potencia del tunelaje
se indica en cada panel. La interacción entre part́ıculas es U/J = 8.

Un resultado interesante de las Figs. (3.2-a) y (3.2-c) es el frente de propagación en forma
de cono que aparece incluso para el caso α = 1/2. Este comportamiento es de cierta forma
inesperado puesto que los tunelajes de largo alcance α < 1 no conducen a una propagación
baĺıstica en el caso de una part́ıcula [121]. Como a continuación se explicará, este comporta-
miento es resultado de la formación de un d́ımero. Para interacciones repulsivas U/J > 0, los
bosones pueden ligarse en un objeto compuesto llamado par ligado repulsivo [30,119,122,123]
o RPB (repulsive bound pair) por sus siglas en inglés. A diferencia de modelos en espacio
continuo, donde los estados ligados surgen únicamente para interacciones atractivas, en una
cadena de sitios los d́ımeros repulsivos aparecen como consecuencia de que el espectro de
enerǵıa de dos part́ıculas en una red está acotado por arriba [122,124,125]. En contraste con
los estados ligados que surgen por efecto de una interacción atractiva, los d́ımeros repulsivos
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no son el estado de mı́nima enerǵıa del par de part́ıculas. De hecho, como establece la lite-
ratura [124, 125], la enerǵıa de los estados de pares repulsivos se encuentra por arriba de la
enerǵıa de los estados no ligados. Tal y como se observa en la Fig. (3.3) el espectro de enerǵıa
del Hamiltoniano en la Ec. (3.1) exhibe esta caracteŕıstica mencionada. La flecha de color
negro en cada panel de la Fig. (3.3) indica la enerǵıa de los pares repulsivos. Es importante
resaltar que debido a la restricción de núcleo duro el estado tipo d́ımero está compuesto por
bosones cuya mı́nima separación relativa es una constante de red. La formación de RBP de
part́ıculas bosónicas fue observada y caracterizada por primera vez en el año 2006, en este
experimento se confinó átomos de 87Rb en una red óptica cuasi-unidimensional [122].
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Figura 3.3: Espectro de enerǵıa del Hamiltoniano en Ec. (3.1) para ∆/J = 0 y U/J = 8. Las
figuras (a), (b) y (c) corresponden a una ley de potencia de α = 3, 1 y 1/2, respectivamente.

El RPB tiene la peculiaridad de desplazarse en la red con ambas part́ıculas en sitios
adyacentes, es decir, los bosones de núcleo duro se propagan en pareja. Sin embargo, cuando
la interacción es débil U/J � 1, tanto los estados tipo d́ımero como los no ligados tienen la
caracteŕıstica de tener al par de part́ıculas en sitios colindantes con probabilidad distinta de
cero. Motivo por el cual, en el régimen débilmente interactuante, dos bosones que inicialmente
están en sitios aledaños pueden desplazarse de manera independiente para tiempos posterio-
res. A medida que la interacción entre part́ıculas se acentúa, la brecha de enerǵıa entre los
estados ligados y no ligados se incrementa, lo cual origina estabilidad dinámica al d́ımero
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puesto que, por conservación de enerǵıa, no puede disociarse convirtiendo la enerǵıa de inter-
acción en enerǵıa cinética. En otras palabras, si inicialmente los bosones se sitúan en sitios
próximos, se progarán en el espacio conservando esta configuración. Consecuentemente, cuan-
do U/J � 1 los estados de Fock más relevantes que participan en la dinámica de los bosones
son aquellos donde las part́ıculas se encuentran en sitios adyacentes, es decir, aquellos estados
de Fock que pertencen al subespacio HU = {|n1 · · ·nL〉 ∈ H : ni = ni+1 = 1 ∀ i ∈ [1, L]} con
H el espacio de Hilbert que contiene todos los estados de Fock con dos bosones de núcleo
duro en una red de L sitios. Con la ayuda de un operador de proyección P̂ , es posible cuanti-
ficar la relevancia de los estados de HU en la dinámica del par de part́ıculas. Una propuesta
inmediata del operador de proyección es la siguiente:

P̂ =
∑

i

n̂in̂i+1. (3.3)

En la Fig. (3.4) se muestra el valor esperado del proyector P̂ , P (t) = 〈ψ(t)|P̂ |ψ(t)〉 co-
mo función del tiempo para U/J = 8. Los paneles superior e inferior corresponden a una
magnitud del cuasidesorden de ∆/J = 0 y ∆/J = 2, respectivamente. Es importante recal-
car que, como se mencionó al inicio de esta sección, la condición inicial es invariablemente
|ψ(t = 0)〉 = b̂†L/2+1b̂

†
L/2|0〉, es decir, dos bosones de núcleo duro en sitios colindantes.
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Figura 3.4: Evolución temporal del valor de esperado del operador de proyección P̂ =∑
i n̂in̂i+1. Panel (a) corresponde a ∆/J = 0 y U/J = 8 mientras que panel (b) considera

∆/J = 2 y U/J = 8. Los valores de α se indican en colores.

Dado que P (t) toma valores cercanos a la unidad, es razonable afirmar que la dinámica
de los caminantes puede describirse satisfactoriamente considerando únicamente los estados
pertenecientes a HU . Tras establecer la relevancia del subespacio HU , para los tres valores de
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α considerados, es conveniente introducir un Hamiltoniano efectivo Ĥeff que actúa únicamente
en los estados pertenecientes al subespacio HU . Como punto de partida, se reescribe el
Hamiltoniano en la Ec. (3.1) como Ĥ = Ĥ0 + V̂ donde:

Ĥ0 = U
∑

i

n̂in̂i+1 = UP̂

V̂ = −J
∑

i,j 6=i

1

|i− j|α b̂
†
i b̂j + ∆

∑

i

cos(2πβi+ φ)n̂i.
(3.4)

Nótese que Ĥ0|Ψ〉 = U |Ψ〉 con |Ψ〉 ∈ HU , por consiguiente, el espectro de Ĥ0 en el subespacio
HU está degenerado y es plausible que la interacción V̂ /U rompa esta degeneración. A
primer orden en la perturbación V̂ /U se tiene la siguiente expresión para el Hamiltoniano
efectivo [126]:

Ĥeff = P̂ (Ĥ0 + V̂ )P̂ (3.5)

Tras algo de álgebra extensa pero directa se obtiene el sugiente resultado para Ĥeff a primer
orden en la perturbación:

Ĥeff = − J

2αU

∑

i

n̂i+1(b̂†i b̂i+2 + b̂†i+2b̂i) +
2∆

U
cos(πβ)

∑

i

cos(2πβi+ ϕ)n̂in̂i+1, (3.6)

donde se ha omitido un término constante puesto que es irrelevante para la dinámica. En
términos de los operadores de los bosones de núcleo duro b̂†i y b̂i, la estructura del Hamilto-
niano efectivo Ĥeff es reminiscente a la del Hamiltoniano de Bose-Hubbard:

ĤBH = −J ′
∑

〈i,j〉
â†i âj + U ′

∑

i

n̂i(n̂i − 1), (3.7)

con las distinciones que el tunelaje a primeros vecinos se ha remplazado por un tunelaje a
segundos vecinos dependiente de la densidad y modulado por el coeficiente J/(2αU), mientras
que la interacción en el sitio se ha sustituido por una interacción a primeros vecinos que
depende del sitio en cuestión y cuya amplitud es el resultado de sumar la contribucción
cuasiperiódica del modelo de AA en sitios adyacentes, es decir, cos[2πβi+ φ] + cos[2πβ(i+
1) + φ] = 2 cos(πβ) cos[2πβi + ϕ] con ϕ = φ + πβ. Curiosamente, el movimiento de los
bosones elude el tunelaje que sigue una ley de potencia, el exponente α de la ley de potencia
únicamente juega un papel en la cantidad J/(2αU). Nótese que a medida que el tunelaje
se vuelve de corto alcance α � 1, el coeficiente J/(2αU) se aproxima a cero. De hecho,
para un modelo con tunelaje a primeros vecinos, este término está completamente ausente
[104,124,125]. En contraste con estudios previos [104,105,124,125], la contribución dominante
en la movilidad del d́ımero emerge de los procesos de salto a primer orden |1i〉|1i+1〉 →
|1i+2〉|1i+1〉 y |1i〉|1i+1〉 → |1i〉|1i−1〉 (véase la representación esquemática en la Fig. (3.5). El
Hamiltoniano efectivo en la Ec. (3.6) da una explicación sólida de los perfiles de propagación
en forma de cono que se muestran en las Figs. (3.2-a) y (3.2-c), ya que los caminantes se
comportan como un sólo objeto compuesto que se mueve en una red sin saltos de ley de
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Figura 3.5: Representación esquématica de la movilidad del d́ımero de acuerdo al Hamilto-
niano efectivo de la Ec. (3.6).

potencia, lo cual, de acuerdo a lo reportado previamente, da lugar a conos de propagación
[121].

En las Figs. (3.2-d) y (3.2-f) se observa una supresión del transporte de los bosones
para ∆/J = 2, como puede observarse de la Fig. (3.4-b), para este valor de la modulación
cuasiperiódica, la dinámica de las part́ıculas continúa concentrada en el subespacio HU , por
ende, se puede sospechar que la supresión del transporte es debido a la localización de los
eigenestados pertenecientes a Ĥeff. Este último enunciado puede confirmarse mediante la
evaluación de la razón de participación inversa de los eigenestados de Ĥeff. Para un estado
propio normalizado |φm〉, su IPR se define de la siguiente manera:

IPRm =
∑

{n}
|〈{n}|φm〉|4, (3.8)

donde |{n}〉 es un estado ket de la base de Fock del subespacio HU . En la Fig. (3.6-a) y
(3.6-c) se muestra el IPR de los eigenestados pertenecientes a Ĥ y Ĥeff (recuadro) en su
base de Fock respectiva cuando (U/J,∆/J) = (8, 2) para α = 3, 1 y 1/2, respectivamente.
De la Fig. (3.6) se puede notar que una fracción de los estados de baja enerǵıa de Ĥ no
están localizados, mientras que sus estados propios del alta enerǵıa muestran una fuerte
localización. Por el contrario, todos los eigenestados de Ĥeff están localizados. Dado que, de
manera efectiva, la dinámica del d́ımero está descrita únicamente por los estados de Ĥeff, su
transporte se ve suprimido pese a que el Hamiltoniano principal Ĥ posee estados extendidos.
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Figura 3.6: Razón de participación inversa de los eigenestados pertenecientes a ambos, Ĥ
y Ĥeff (inset) para (∆/J, U/J) = (2, 8). Figuras (a), (b) y (c) corresponde a una ley de
potencial de α = 3, 1 y 1/2, respectivamente.

Otra observable que nos permite reconocer el movimiento coherente de los caminantes es
la correlación de dos part́ıculas, la cual se define de la siguiente forma:

Γi,j(t) = 〈ψ(t)|b̂†i b̂†j b̂j b̂i|ψ(t)〉. (3.9)

La función de correlación de dos cuerpos proporciona información significativa sobre los
efectos de la interacción entre part́ıculas en la dinámica de los caminantes cuánticos [106,
110,127,128]. En la Fig. (3.7) se muestra Γi,j(t) para un tiempo de Jt/~ = 20 para los valores
de (∆/J, U/J) = (0, 8), (∆/J, U/J) = (2, 8) y los valores de la ley de potencial α = 3, 1 y
1/2. De acuerdo con la restricción de núcleo duro, la diagonal principal de la función de
correlación toma un valor nulo Γii = 0. Sin embargo, se puede notar que las contribuciones
principales emergen de la diagonal superior e inferior de la diagonal principal, esto confirma
la formación y el movimiento coherente del par. En part́ıcular, de acuerdo a las Figs. (3.7-b),
(3.7-d) y (3.7-f) el d́ımero perdura, independientemente del valor de α, para una magnitud
de la modulación cuasiperiódica de ∆/J = 2. No obstante, para este valor del cuasidesorden,
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el transporte del par repulsivo se suprime.

Figura 3.7: Función de correlación de dos part́ıculas Γij(t) a un tiempo de Jt/~ = 20.
El par de bosones de núcleo duro están inicialmente localizados en sitios adyacentes. El
cuasidesorden y el valor de la ley de potencia del tunelaje se indican en cada panel. La
interacción entre part́ıculas es U/J = 8.

3.1.2. Disociación del d́ımero como mecánismo de delocalización

En la subsección anterior se mostró como el transporte del par de bosones de núcleo
duro se efectúa de manera efectiva como un solo objeto compuesto. Asimismo, se exhibió
cómo la modulación cuasiperiodica inhibe el transporte de los bosones, en congruencia con
la imagen habitual en la que el cuasidesorden siempre suprime la movilidad de las part́ıcu-
las. En esta subsección se estudiará la propagación del par de bosones cuando la magnitud
del cuasidesorden compite con la magnitud de la interacción ∆/J ∼ U/J . Es importante
tener presente que la condición inicial es la misma considerada en la subsección anterior
|ψ(t = 0)〉 = b̂†L/2+1b̂

†
L/2|0〉 (ver Fig. (3.1)). En la Fig. (3.8) se ilustra la evolución en el

tiempo del valor esperado de la densidad de una part́ıcula ni(t) = 〈ψ(t)|b̂†i b̂j|ψ(t)〉 para la
pareja de valores (∆/J, U/J) = (4, 8), (∆/J, U/J) = (8, 8) y los tres valores de la potencia
del tunelaje previamente considerados α = 3, 1 y 1/2. Para el caso α = 3, Figs. (3.8-a) y
(3.8-d), la movilidad de los bosones es prácticamente nula, es decir, se pone en evidencia que
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la interacción y la cuasiperiodicidad suprimen la difusión del par de part́ıculas. Sorprenden-
temente, este no es el caso para α = 1 y α = 1/2, Figs. (3.8-b), (3.8-c), (3.8-e) y (3.8-f),
ya que los perfiles de densidad logran expanderse a mayores distancias en comparación que
el caso ∆/J = 2 (ver Figs. (3.2-b), (3.2-c), (3.2-e) y (3.2-f)). Este resultado contradice la
noción general de que el cuasidesorden siempre produce la supresión del transporte. El régi-
men de transporte estimulado por el cuasidesorden es uno de los resultados principales del
trabajo de Tesis. En comparación con investigaciones recientes [129], el modelo expuesto no
requiere de tunelaje todos con todos [130] para que se exhiba el transporte estimulado por
desorden. Adicionalmente, se proporciona un mecanismo microscópico que explica la razón
del transporte mejorado por el cuasidesorden.

Figura 3.8: Evolución temporal de la distribución de densidad de una part́ıcula ni(t) de dos
bosones de núcleo duro que inicialmente ocupaban sitios adyacentes en el centro de la red.
El cuasidesorden y el valor de la ley de potencia del tunelaje se indican en cada panel. La
interacción entre part́ıculas para todos los paneles es de U/J = 8.

Para entender porque la cuasiperiodicidad restablece el transporte de los caminantes,
es instructivo mostrar primero que la imagen de los caminantes moviéndose en par deja
de ser válida. En la Fig. (3.9-a) se muestra el valor esperado del operador P̂ =

∑
i n̂in̂i+1

cuando (∆/J, U/J) = (4, 8) para α = 3, 1 y 1/2, mientras que la Fig. (3.9-b) considera
(∆/J, U/J) = (8, 8) para los mismos valores de α. Nótese que ahora, la contribución de los
estados de Fock pertenecientes a HU en la dinámica de las part́ıculas es menos relevante que
los casos exhibidos en la Fig. (3.4). De hecho, esto es más evidente para el caso ∆/J = 8,
donde el valor esperado de P̂ se desprecia rápidamente como función del tiempo. Por lo
tanto, cuando el cuasidesorden compite con la interacción, el Hamiltoniano efectivo Ĥeff

ya no es adecuado para describir de manera apropiada la propagación de los bosones. En
otras palabras la dinámica de las part́ıculas deja de estar completamente concentrada en el
subespacio HU .
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Figura 3.9: Evolución temporal del valor esperado del operador P̂ =
∑

i n̂in̂i+1. Panel (a)
corresponde a (∆/J, U/J) = (4, 8), mientras que el panel (b) considera (∆/J, U/J) = (8, 8).
El valor de la potencia del tunelaje es α = 3 (rojo), α = 1 (naranja) y α = 1/2 (morado).

Para mostrar el efecto del cuasidesorden en el espectro de enerǵıa, en la Fig. (3.10) se
muestra las eigenenerǵıas del Hamiltoniano en la Ec. (2.1) para (∆/J, U/J) = (4, 8) en las
Figs. (3.10-a), (3.10-c) y (3.10-e), y (∆/J, U/J) = (8, 8) en las Figs. (3.10-b), (3.10-d) y
(3.10-f). Los valores de la potencia de tunelaje α son los mismos considerados previamente,
es decir, α = 3, 1 y 1/2. De la Fig. (3.10) se puede observar que para los valores del cua-
sidesorden considerados ∆/J = 4 y 8, la brecha de enerǵıa entre los estados ligados y no
ligados es insignificante, independientemente del valor α, en comparación con el caso donde
∆/J = 0 (ver Fig. (3.3)). En consecuencia, la dinámica de los bosones ya no se concentra
exclusivamente en el sector de alta enerǵıa, donde se ubican los estados tipo d́ımero, sino
también en los estados de menor enerǵıa.
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Figura 3.10: Espectro de enerǵıa del Hamiltoniano en la Ec. (3.1) para U/J = 8. Los valores
del cuasidesorden y la ley de potencia del tunelaje se indica en cada panel.

Como se observa en la Fig. (3.11), los eigenestados de baja enerǵıa tienen la peculiari-
dad de tener un IPR más bajo que los estados de alta enerǵıa. Es decir, exhiben poca o
nula localización espacial en comparación con los eigenestados de alta enerǵıa. Por lo tanto,
la participación de los estados de baja enerǵıa, donde el d́ımero está disociado mejora el
transporte de los bosones de núcleo duro.
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Figura 3.11: Razón de participación inversa asociado con los eigenestados del Hamiltoniano
en la Ec. (2.1) para U/J = 8. El valor de la cuasiperiodicidad y la ley de potencia del tunelaje
se indican en cada panel.

En la Fig. (3.12) se muestra la función de correlación Γi,j(t) = 〈ψ(t)|b̂†i b̂†j b̂j b̂i|ψ(t)〉 a
un tiempo Jt/~ = 20, para (∆/J, U/J) = (4, 8), (∆/J, U/J) = (8, 8), y los tres valores
de la potencia de tunelaje α = 3, 1 y 1/2. En contraste con las funciones de correlación
mostradas en la Fig. (3.7), las diagonales superior e inferior de la diagonal principal en la
Fig. (3.12) ya no son las contribuciones principales de la función de correlación. Por lo tanto,
los estados donde el par está disociado son los que más contribuyen a la dinámica de los
bosones, permitiendo aśı que las part́ıculas se propaguen a regiones que no eran accesibles
para el caso ∆/J = 2.
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Figura 3.12: Función de correlación de dos cuerpos a Jt~ = 20 para una interacción entre
part́ıculas de U/J = 8. Cuasiperiodicidad y valor de la ley de potencia del tunelaje se indica
en cada panel.

3.1.3. Probabilidad de supervivencia del estado inicial

Después de haber establecido el mecanismo detrás del transporte mejorado por el cuasi-
desorden, en esta subsección se mostrará que dicha transición ocurre para un amplio conjunto
de la tripleta de parámetros (U/J,∆/J, α). Para este propósito, es adecuado encontrar una
cantidad que ayude a detectar el grado de localización de las part́ıculas durante su evolu-
ción temporal. Estudios recientes en sistemas desordenados [131, 132], han mostrado que la
probabilidad de supervivencia proprociona información crucial con respecto al transporte de
sistemas interactuantes [133,134] y no interactuantes [135]. La probabilidad de supervivencia
f(t), se define de la siguiente forma:

f(t) = |〈ψ(0)|ψ(t)〉|2 = |〈ψ(0)|e−iĤt/~|ψ(0)〉|2. (3.10)

La Ec. (3.10) puede reescribirse en términos de las eigenenerǵıas Em y los coeficientes Cm =
〈φm|ψ(0)〉 que cuantifican el traslape entre los eigenestados |φm〉 y el estado inicial |ψ(0)〉:

f(t) = |
∑

m

|Cm|2e−iEmt/~|2. (3.11)
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En términos simples, la cantidad f(t) mide la probabilidad de encontrar el par de part́ıculas
en el estado inicial |ψ(0)〉 al tiempo t. En las Figs. (3.13-a) y (3.13-c) se muestra la evolución
temporal de la probabilidad de supervivencia para U/J = 8 y las potencias de tunelaje de
α = 3, 1 y 1/2, respectivamente.
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Figura 3.13: Probabilidad de supervivencia f(t) para U/J = 8. Paneles (a), (b) y (c) co-
rresponden a una ley de potencial del tunelaje de α = 3, 1 y 1/2, respectivamente. Las
magnitudes del cuasidesorden son ∆/J = 0 (red), ∆/J = 2 (café), ∆/J = 4 (naranja) y
∆/J = 8 (morado).

En general, la evolución temporal de f(t) muestra un decaimiento de su valor inicial
f(0) = 1.0 seguido de oscilaciones alrededor de un valor asintótico. En ausencia de cuasides-
orden ∆/J = 0, se observa que a tiempos largos Jt/~ > 102 la probabilidad de supervivencia
f(t) oscila alrededor del valor 1/L, independientemente de la potencia del tunelaje α. Esto
indica que los bosones puden propagarse a lo largo de toda la red, sin restricción alguna.
Para un valor de la modulación cuasiperiódica de ∆/J = 2, el valor asintótico de f(t) au-
menta con respecto al caso anterior. El incremento de la probabilidad de supervivencia está
en concordancia con la transición de localización del d́ımero encontrada en las subsecciones
anteriores. Todos los valores de α mostrados exhiben una supresión del transporte cuando
se incrementa el cuasidesorden. Sorprendentemente, para ∆/J = 4 el valor asintótico de la
probabilidad de supervivencia decrece. Contrariamente a la intuición general, al aumentar
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aún más la magnitud de la cuasiperiodicidad, el valor de la probabilidad de supervivencia
decrece más para las potencias de tunelaje de α = 1 y α = 1/2, entonces el transporte es
mejorado por el cuasidesorden. Nótese que esto no pasa para α = 3 ya que para ∆/J = 8,
la probabilidad de supervivencia incrementa, tal y como es esperado.

Figura 3.14: Valor asintótico de la probabilidad de supervivencia F (t→∞) Ec. (3.12) como
función de ∆/J y U/J . Paneles (a), (b) y (c) corresponden a un valor de la ley de potencia
del tunelaje de α = 3, 1 y 1/2, respectivamente.

Con el objetivo de suavizar las fluctuaciones en la evolución temporal de f(t), es conve-
niente emplear el promedio temporal de la probabilidad de supervivencia,

F (t) =
1

t

∫ t′

0

dt′ f(t′). (3.12)

En el ĺımite de tiempo largo, F (t) satura al valor asintótico de la probabilidad de supervi-
vencia F (t → ∞). El valor de saturación tiene la peculiaridad de coincidir con la razón de
participación inversa de la condición inicial en términos de los eigenestados del Hamiltoniano
en la Ec. (3.1),

F (t→∞) =
∑

m

|Cm|4 = IPR(0) (3.13)

Es importante notar que la Ec. (3.13) relaciona una cantidad dinámica con la estructura
inherente de los estados propios del sistema de interés. Para establecer los valores de la
modulación cuasiperiódica y la interacción entre part́ıculas para las cuales se produce la
delocalización, en las Figs. (3.14-a) y (3.14-c) se muestra en gráficas de densidad los valores
de F (t→∞) asociados con la competencia ∆/J vs U/J para α = 3, 1 y 1/2, respectivamente.
De la Fig. (3.14-a) se puede observar que para valores de la interacción U/J > 4, los bosones
con α = 3 se localizan para magnitudes pequeños del cuasidesorden en comparación con
los casos α = 1 y α = 1/2. Esto pone de manifiesto que la difusión de las part́ıculas con
α = 1 y α = 1/2 es más robusta al cuasidesorden. Otro aspecto importante de resaltar en
las Figs. (3.14-b) y (3.14-c) es que, dado que las interacciones dan robustez al d́ımero, la
delocalización del par requiere amplitudes de cuasidesorden mayores a medida que aumenta
la magnitud de la interacción.
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Figura 3.15: Valor asintótico de la probabilidad de supervivencia F (t → ∞) como función
de la ley de potencia del tunelaje α. El valor del cuasidesorden es ∆/J = 0 (rojo), ∆/J = 4
(naranja), ∆/J = 8 (morado). Paneles (a) y (b) corresponden a una interacción de U/J = 1
y U/J = 4, respectivamente.

Para mostrar el rol de la potencia del tunelaje α en el transporte mejorado por cuasides-
orden, en las Figs. (3.15-a) y (3.15-b) se muestra el valor asintótico de la probabilidad de
supervivencia como función de α para diferentes magnitudes de la cuasiperiodicidad ∆/J a
una interacción fija. Para la interacción más pequeña U/J = 1, se observa el comportamiento
usual, es decir, el valor de F (t → ∞) incrementa a medida que el cuasidesorden aumenta.
Sin embargo, este no es el caso para U/J = 4 ya que existe un valor de α para el cual
F (t → ∞) disminuye cuando la cuasiperiodicidad incrementa. La región celeste delimitada
por la curvas ∆/J = 4 y ∆/J = 8 indica el espacio de parámetros para los cuales los bosones
se delocalizan y por lo tanto su transporte se ve mejorado por el cuasidesorden. En las Figs.
(3.16-a) y (3.16-b) se grafica el valor asintótico de la probabilidad de supervivencia como
función de α para magnitudes de la interacción de U/J = 6 y U/J = 8, respectivamente.
Tanto la Fig. (3.16-a) como la Fig. (3.16-b) ponen de manifiesto que conforme la interacción
entre part́ıculas incrementa, la región de delocalización se extiende. Es interesante notar que
de acuerdo a la Fig. (3.16-b) la transición de delocalización tiene lugar tanto para tunelajes
de corto α < 1 como de largo alcance α > 1.
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Figura 3.16: Valor asintótico de la probabilidad de supervivencia F (t → ∞) como función
de la ley de potencia del tunelaje α. El valor del cuasidesorden es ∆/J = 0 (rojo), ∆/J = 4
(naranja), ∆/J = 8 (morado). Paneles (a) y (b) corresponden a una interacción de U/J = 6
y U/J = 8, respectivamente.

3.1.4. Dı́meros de núcleo duro

En la sección 3.1.1, se introdujo un Hamiltoniano efectivo para describir la dinámica
de los bosones de núcleo duro dentro del régimen de interacción fuerte. Para mostrar que
la modulación cuasiperiódica induce una interacción a primeros vecinos, se escribió Ĥeff en
términos de los operadores de creación y aniquilación de los bosones de núcleo duro. Sin
embargo, es conveniente definir los nuevos operadores d̂i = b̂ib̂i+1 y d̂†i = b̂†i b̂

†
i+1 que aniquilan

y crean un d́ımero ubicado en los sitios i y i+ 1. Estos operadores heredan la restricción de
núcleo duro de los bosones originales, es decir, (d̂i)

2 = (d̂†i )
2 = 0 pero también adquieren una

restricción a vecinos próximos d̂id̂i+1 = d̂†i d̂
†
i+1 = 0. Adicionalmente, dentro del subespacio

HU , d̂i y d̂†i obedecen las reglas de conmutación bosónicas [d̂i, d̂
†
j] = δij y [d̂†i , d̂

†
j] = [d̂i, d̂j] = 0,

siempre que j 6= {i, i±1}. En términos de los operadores de d́ımero, el Hamiltoniano efectivo
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puede reescribirse como:

Ĥeff = − J

2αU

∑

i

(d̂†i d̂i+1 + d̂†i+1d̂i)

+
2∆

U
cos(πβ)

∑

i

cos(2πβi+ ϕ)d̂†i d̂i.
(3.14)

El Hamiltoniano en la Ec. (3.14) no es más que el conocido Hamiltoniano de Aubry-André
con un tunelaje a primeros vecinos con magnitud J/(2αU) y una modulación cuasiperiódica
modulada por 2 cos(πβ)∆/U . El punto de cŕıtico de la transición extendido-localizado tiene
lugar en:

∆c

J
=

1

2α| cos(πβ)| . (3.15)

En las Figs. (3.17-a) y (3.17-c) se muestra el valor de la razón de participación inversa de los
eigenestados del Hamiltoniano en la Ec. (3.14) como función del cuasidesorden para α = 3, 1
y 1/2, respectivamente. La ĺınea roja horizontal corresponde al cuasidesorden cŕıtico en la
Ec. (3.15).

Figura 3.17: Razón de participación inversa de todos los eigenestados del Hamiltoniano en
la Ec. (3.14) como función de la magnitud de la cuasiperiodicidad. Paneles (a), (b) y (c)
corresponden a una potencia del tunelaje de α = 3, 1 y 1/2. La ĺınea roja discontinua
corresponde al cuasidesorden cŕıtico en la Ec. (3.15)

Para explorar la naturaleza promedio de los eigenestados en el plano α vs ∆/J , es con-
veniente emplear el promedio en el espectro de eigenestados de la razón de participación
inversa, definido de la siguiente forma:

IPR =
1

L

∑

m

IPRm, (3.16)

donde la suma corre sobre los L eigenestados del Hamiltoniano. En la Fig. (3.17) se ilus-
tra el valor de IPR como función de α y ∆/J . La ĺınea roja discontinua corresponde al
cuasidesorden cŕıtico en la Ec. (3.15).
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Figura 3.18: Promedio de la razón de participación inversa como función de el valor de la ley
de potencia del tunelaje α y el cuasidesorden ∆/J . La ĺınea roja discontinua corresponde al
cuasidesorden cŕıtico en la Ec. (3.15)

3.1.5. Conclusiones

En esta sección se ha investigado la dinámica de un par de bosones de núcleo duro que
interactúan y se mueven en una red cuasiperiódica unidimensional con tunelaje de ley de
potencia 1/rα. En particular, al analizar la evolución en el tiempo de la densidad de una
part́ıcula, la probabilidad de supervivencia y la función de correlación de dos cuerpos, se ha
encontrado que, para interacciones fuertes, el transporte se suprime para valores pequeños
del cuasidesorden y luego se restaura a medida que aumenta. Este resultado contrasta fuer-
temente con la noción general de que el cuasidesorden siempre favorece la localización. Para
revelar la f́ısica detrás de la transición de transporte mejorado por cuasidesorden, se definió
un Hamiltoniano efectivo que describe satisfactoriamente la dinámica de los bosones cuando
la interacción entre part́ıculas es la escala de enerǵıa más grande. En este Hamiltoniano efec-
tivo, los bosones se mueven como un objeto compuesto cuya dinámica ignora completamente
el tunelaje de ley de potencia. Como resultado, el d́ımero se localiza para intensidades mo-
deradas del cuasidesorden, como en la imagen habitual de la localización de Anderson. Sin
embargo cuando la cuasiperiodicidad entra en competencia con la interacción, la estabilidad
del par se ve comprometida y la delocalización surge como resultado de la disociación del
par para ciertos rangos del tunelaje. Utilizando el valor asintótico de la probabilidad de su-
pervivencia, se estableció las regiones de parámetros en las que se produce la delocalización
de las part́ıculas. En particular, primero se fijó el valor de la ley de potencia del tunelaje y
se exploró la delocalización como función del cuasidesorden y la magnitud de interacción.
Posteriormente, se precisó el efecto de variar la ley de potencia del tunelaje para valores fijos
de la cuasiperiodicidad y de la interacción. Este estudio saca a luz la relevancia de la forma-
ción de d́ımeros en las propiedades de transporte de sistemas desordenados con tunelajes que
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siguen una ley de potencia. Como se expusó en múltiples gráficas, pueden surgir resultados
sorpresivos en la dinámica cuando se tiene en cuenta la formación de d́ımeros. Esto es de
importancia primordial para fenómenos más complejos que involucran sistemas de muchos
cuerpos. En particular, dentro del contexto experimental, donde la posibilidad de establecer
estados preparados con pares puede conducir a reǵımenes de difusión inesperados.

3.2. Localización de pares en cuasicristales unidimen-

sionales con tunelaje de ley de potencia

Han pasado más de 60 años desde el nacimiento de la localización de Anderson, y aunque
se sabe mucho sobre los sistemas desordenados y cuasiperiódicos, aún quedan cuestiones fun-
damentales que siguien siendo objeto de numerosos estudios teóricos y numéricos. Por ejem-
plo, un problema que ha impulsado un intenso debate [78,136,137], es el efecto en conjunto
entre el desorden o cuasiperiodicidad y las interacciones, a una densidad de part́ıculas finita.
Este tema, también llamado el problema de localización de muchos cuerpos (MBL) enfrenta
importantes dasaf́ıos experimentales y computaciones. Desde el punto de vista numérico, los
métodos de diagonalización exacta están restringidos a sistemas de tamaño pequeño debi-
do al crecimiento exponencial del espacio de Hilbert, algoritmos de redes tensoriales, como
TEBD [138,139] o TDVP [140,141] permiten simular la dinámica de sistemas más grandes,
pero hasta tiempos limitados por la cantidad de enredamiento en el sistema. Por otro lado,
los experimentos actuales están restringidos a varios cientos de tiempos de tunelaje debido
al acoplamiento con el entorno externo [18, 111, 112]. Esta limitación dificulta la extrapola-
ción de los resultados al ĺımite de tiempo infinito, donde un régimen de decaimiento lento
puede distinguirse directamente de la peculiar dinámica congelada de MBL. En vista de la
complejidad de describir sistemas desordenados interactuantes dentro del régimen de muchos
cuerpos, es razonable centrar los esfuerzos en las propiedades de localización de sistemas de
pocos cuerpos. A pesar de su aparente simplicidad, dos part́ıculas acopladas a través de in-
teracciones de corto alcance y que se mueven en redes cuasiperiódicas exhiben una f́ısica rica.
Por ejemplo, el escalamiento de la longitud de localización del par [142, 143], la transición
extendido-localizado [104,144–146], la presencia o ausencia de bordes de movilidad [105,107]
y la naturaleza multifractal del espectro de dos cuerpos [108], entre otros. En esta sección se
estudiarán los efectos de interacciones repulsivas y atractivas en la localización de un par de
bosones que se mueven en un cuasicristal con tunelaje de ley de potencia r−α. En particular,
usando la razón de participación inversa se determinó que los pares atractivos son más robus-
tos a la localización que los pares repulsivos cuando α→ 1. Este resultado pone de manifiesto
la importancia del alcance del tunelaje de la red en la transición extendido-localizado.

3.2.1. Formalismo de función de Green

En esta subsección se considera un par interactuante de part́ıculas moviéndose en una
red cuasiperiódica unidimensional. Al igual que la sección anterior, el tunelaje en la red
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decae como una ley de potencial con exponente α, es decir, como 1/rα. El Hamiltoniano que
describe al sistema de dos cuerpos moviéndose en una red de L sitios puede ser escrito como:

Ĥ = Ĥ0 + Û , (3.17)

con Ĥ0 la componente no interactuante y Û el operador de interacción. La parte ideal de Ĥ
puede descomponerse como:

Ĥ0 = ĤGAA ⊗ Î1 + Î1 ⊗ ĤGAA, (3.18)

siendo Î1 el operador identidad de un cuerpo y ĤGAA el Hamiltoniano generalizado de Aubry-
André de una part́ıcula:

ĤGAA = −J
∑

i,j 6=i

1

|i− j|α |i〉〈j|+ ∆
∑

j

cos(2πβj + φ)|j〉〈j|, (3.19)

donde |j〉 representa el estado en el cual la part́ıcula se encuentra localizada en el sitio j,
J/|i−j|α es la amplitud de tunelaje entre los sitios i y j. Como es usual, la cuasiperiodicidad
en la red está caracterizada por una magnitud ∆, el parámetro incomensurable β = (

√
5 −

1)/2 y una fase aleatoria φ ∈ [0, 2π). Para α � 1, el modelo de Aubry-André generalizado
se aproxima al célebre modelo de AA. Como es bien conocido, todos los eigenestados del
Hamiltoniano de Aubry-André son extendidos para ∆/J < 2, todos localizados para ∆/J > 2
y todos multifractales en el punto de transición ∆/J = 2. En contraste, para α > 1 el modelo
de GAA muestra una plétora de bordes de movilidad que separan estados extendidos de
localizados. Cuando el tunelaje es de largo alcance α ≤ 1, los estados de una part́ıcula
son extendidos o multifractales. El operador Û acopla al par de part́ıculas a través de una
interacción de contacto con magnitud U :

Û = U
∑

j

|j, j〉〈j, j|, (3.20)

siendo |j, j〉 el estado de dos cuerpos en el cual ambas part́ıculas se encuentran en el sitio j. Es
importante mencionar que una interacción de sitio, como la mostrada en la Ec. (3.20), juega
un papel siempre que la función de onda espacial del par sea simétrica ante el intercambio
de las coordenadas de las part́ıculas, en este caso, las part́ıculas pueden ser encontradas en
el mismo sitio con probabilidad distinta de cero. En otras palabras, los resultados de esta
sección son de relevancia cuando el par de part́ıculas son bosones o fermiones con esṕın
opuesto en el estado singlete. La ecuación de Schrödinger para el estado cuántico de dos
cuerpos |Ψ〉 puede ser escrita como:

(E − Ĥ0)|Ψ〉 = Û |Ψ〉, (3.21)

con E la enerǵıa de sistema. La Ec. (3.21) puede resolverse numéricamente con la ayuda de
la función de Green de dos cuerpos que no interactúan Ĝ0. Formalmente este operador está
dado por la siguiente expresión:

Ĝ0(E) =
1

E − Ĥ0

. (3.22)
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En términos de los eigenestados |φl〉 y las eigenenerǵıas εl del Hamiltoniano de GAA, la Ec.
(3.22) puede reescribirse como:

Ĝ0(E) =
∑

m,n

1

E − εn − εm
|φn, φm〉〈φn, φm|. (3.23)

Aplicando Ĝ0 por ambos lados de la Ec. (3.21) se encuentra lo siguiente:

|Ψ〉 = Ĝ0Û |Ψ〉. (3.24)

Proyectando esta última expresión sobre el estado |j, j′〉, se obtiene la siguiente expresión
para las amplitudes Ψ(j, j′) = 〈j, j′|Ψ〉 de la función de onda de dos part́ıculas:

Ψ(j, j′) = 〈j, j′|Ĝ0(E)Û |Ψ〉 = U
∑

i

〈j, j′|Ĝ0(E)|i, i〉Ψ(i, i), (3.25)

donde en la última igualdad se introdujo una identidad de dos cuerpos Î2 =
∑

i |i, i〉〈i, i| entre

los operadores Ĝ0(E) y Û . Además, se hizo uso del hecho que el operador de interacción Û es
diagonal en la representación espacial. La Ec. (3.25) muestra que Ψ(j, j′) está completamente
determinada por sus componentes diagonales Ψ(j, j), las cuales por simplicidad se denotarán
como ψ(j) = Ψ(j, j). Al colocar j = j′ en la Ec. (3.25) se obtiene la ecuación de eigenvalores
deseada:

1

U
ψ(j) =

∑

i

G(j, i;E)ψ(i), (3.26)

siendo G(j, i;E) los elementos de matriz de la función de Green de dos cuerpos que no
interactúan:

G(j, i;E) = 〈j, j|Ĝ0(E)|i, i〉 =
∑

n,m

ψn(i)ψm(i)ψ∗n(j)ψ∗n(j)

E − εn − εm
(3.27)

La complejidad computacional de evaluar directamente la expresión de arriba es O(L4) y,
en contraste con redes con tunelaje a primeros vecinos [104], no puede reducirse a O(L3),
ya que ĤGAA no tiene una representación matricial tridiagonal, de hecho, esta matriz está
densamente llena debido al tunelaje de ley de potencia. Por está razón, los cálculos de está
sección se limitaron a redes con L = 377 sitios. Dado que el movimiento del par se limita a una
dimensión, el estado ligado existe para interacciones arbitrariamente pequeñas. Además, el
problema de valores propios en la Ec. (3.26) admite soluciones para interacciones negativas y
positivas. En el primer caso se denominan pares ligados atractivos y los últimos pares ligados
repulsivos. A diferencia de los pares unidos por una interacción atractiva, un par ligado
repulsivo no es el estado de mı́nima enerǵıa del sistema de dos cuerpos. Sin embargo, debido a
la conservación de la enerǵıa, el par no puede decaer convirtiendo la enerǵıa de interacción en
enerǵıa cinética y, por lo tanto, es dinámicamente estable. La Ec. (3.26) debe ser resuelta de
forma iterativa, es decir, primero se construye la matriz G(j, i;E) utilizando una adivinanza
para la enerǵıa E, se diagonaliza dicha matriz utilizando paqueterias numéricas de álgebra
lineal y se guarda el mı́nimo o máximo eigenvalor λ, dependiendo si la interacción es atractiva
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o repulsiva, respectivamente. Posteriormente, se compara si el eigenvalor guardado es igual a
1/U , si este es el caso, el eigenvector asociado al eigenvalor λ es la función del estado ligado.
En caso contrario, la adivinanza de E se perfecciona utilizando el método de Newton-Rapson,
este nuevo ansatz sirve para volver a calcular la matriz G(j, i;E) y el ciclo se repite. En las
gráficas que se muestran en las siguientes subsecciones se considerará leyes de potencia del
tunelaje mayores a la unidad, es decir, α > 1.

3.2.2. Transición extendido-localizado

En cuasicristales unidimensionales con tunelaje a primeros vecinos, la función de onda
de un estado ligado atractivo con enerǵıa −E describe también un par ligado repulsivo con
enerǵıa E siempre que la fase φ, perteneciente al potencial de Aubry-André, sea desplaza-
da por π. Es decir, mientras que el estado unido por U < 0 se localiza en el mı́nimo de
la modulación cuasiperiódica, la función de onda para U > 0 se localiza en el máximo. El
hecho de que ambos tipos de pares estén representados por el mismo perfil espacial implica
que la transición extendido-localizado no dependa del signo de interacción [104, 105]. Este
resultado deja de ser válido para cuasicristales con tunelaje que sigue una ley de potencia.
Como puede apreciarse de la Fig. (3.19), las funciones ψatt y ψrep pueden mostrar compor-
tamientos espaciales contrastantes. En particuar, mientras que el par atractivo para α = 2
y (U/J,∆/J) = (−2, 2) está extendido, el estado ligado repulsivo para U/J = 2 y mismo
valor de α y ∆/J muestra una fuerte localización. Para α = 6, los perfiles de los pares son
casi idénticos, tal y como se espera de los cuasicristales con tunelaje de corto alcance [104].
Es importante mencionar que los perfiles atractivos y repulsivos mostrados en la Fig. (3.19),
corresponden a diferentes fases φ.
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Figura 3.19: Elementos diagonales del perfil de dos cuerpos ψ(j) = |Ψ(j, j)| como función
del ı́ndice de la red j. Las funciones ψatt y ψrep corresponden a pares atractivos y repulsivos,
respectivamente. La magnitud de la modulación cuasiperiódica es ∆/J = 2 para todos los
paneles.

Un parámetro habitual que se utiliza como medida de la localización es la razón de
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participación inversa, dada una función de onda ψ normalizada, su IPR se define como
IPRψ =

∑L
i=1 |ψ(i)|4. Para estados extendidos, el IPR se anula en el ĺımite termodinámico

como ∝ L−1, mientras que para perfiles localizados es simpre finito. En la Fig. (3.20) se
ilustra la razón de participación inversa de pares atractivos y repulsivos como función de α y
∆/J para diferentes magnitudes de la interacción. Los casos no interactuantes, mostrasdos
en la Fig. (3.20-a) y Fig. (3.20-d) corresponden a los estados de mı́nima y máxima enerǵıa de
la banda de dispersión, respectivamente. Como se puede notar, la interacción entre part́ıculas
favorece la localización de ambos estados ligados. Sin embargo, el IPR muestra una estructura
diferente para U < 0 y U > 0. Por ejemplo, siempre y cuando α . 2, los pares atractivos son
extendidos para cuasiperiodicidasdes grandes ∆/J ≈ 8. Por el contrario, todos los estados
ligados repulsivos están localizados para está región de parámetros. Es interesante notar
que para pares ligados de forma atractiva, la región extendida, donde el IPR es nulo, se
agranda a medida que α disminuye. Por el contrario, la región extendida para pares unidos
repulsivamente se agranda a medida que α aumenta.

Figura 3.20: Razón de participación inversa en función de la potencia del tunelaje α y la
magnitud de la modulación cuasiperiódica ∆/J para diferentes valores de la interacción.
Los casos no interactuantes en los paneles (a) y (d) están asociados con los estados de
dispersión de mı́nima y máxima enerǵıa, respectivamente. Los resultados corresponden a 30
realizaciones de la fase φ.

Para determinar la cuasiperiodicidad cŕıtica ∆c/J , donde tiene lugar la transición de
localización de los pares se empleó el punto de inflexión de la razón de participación inversa.
Esto es, para U y α fijas se evaluó el IPR como función de ∆ y se encontró el punto en donde
la segunda derivada de la curva IPR(∆) se hace cero. La técnica del punto de inflexión se
ha utilizado con éxito en varios trabajos anteriores [104, 105]. En la Fig. (3.21) se muestra
la cuasiperiodicidad cŕıtica ∆c/J como función de la magnitud de la interacción U/J para
diferentes valores de la potencia de tunelaje α. Para α = 6, la magnitud cuasiperiódica
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cŕıtica es aproximadamente simétrica con respecto al signo de la interacción, este hallazgo
está de acuerdo con el resultado obtenido para cuasicristales con tunelaje de corto alcance
[104]. A medida que α decrece se observa el incremento abrupto de ∆c/J para interacciones
atractivas. En contraste, la cuasiperiodicidad cŕıtica disminuye para interacciones positivas.
Este resultado indica que si |U/J | está fijo, los pares repulsivos se localizan a magnitudes
cuasiperiodicas menores iguales que los pares atractivos y además que esta discrepancia se
acentua conforme el tunelaje se hace de largo alcance.
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Figura 3.21: Desorden cŕıtico de la transición extendido-localizado del par como función
de U/J para diferentes valores de la cuasiperiodicidad. Los resultados corresponden a 30
realizaciones de la fase φ.

Para concluir esta subsección, en la Fig. (3.22) se muestra ∆c/J como función de α para
diferentes magnitudes de la interacción. En congruencia con la Fig. (3.22), cuando α→ 1, se
tiene que ∆c/J crece indefinidamente para U/J < 0, mientras que para U/J > 0 se aproxima
a una constante.
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Figura 3.22: Desorden cŕıtico de la transición extendido-localizado del par como función
de la potencia de tunelaje α para diferentes magnitudes de la interacción. Los resultados
corresponden a 30 realizaciones de la fase φ.

3.2.3. Brecha de enerǵıa del par

Como es bien conocido, la enerǵıa total de los pares repulsivos y atractivos se encuentra
por encima y por debajo de las enerǵıas de los estados dispersados de dos cuerpos, respec-
tivamente. La brecha energética EG entre un estado ligado y el estado de dispersión más
cercano es una medida de la enerǵıa requerida para disociar el par. Matemáticamente, EG
se puede defir de la siguiente forma:

ER
G = E − 2εL

EA
G = 2ε1 − E,

(3.28)

donde los supeŕındices R y A estan asociados a pares repulsivos y atractivos, respectivamente,
ε1 es la enerǵıa del estado base de dos part́ıculas no interactuantes, mientras que εL es la
máxima enerǵıa. En las Fig. (3.23) se muestra la cantidad EG como función de la interacción
para un valor de ∆/J = 0, 1, 2 y 3, respectivamente. Los valores de la potencia de tunelaje α
se indica en diferentes colores. Como se ilustra en Fig. (3.23-a), ER

G corresponde a U positiva
y EA

G a valores negativos de la interacción.
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Figura 3.23: Brecha de enerǵıa de las moléculas como función de la interacción U/J para
diferentes valores de la potencia del tunelaje α. EA

G y ER
G están asociadas a las ramas atrac-

tivas y repulsivas. Paneles (a), (b), (c) y (d) corresponden a un valor de la cuasiperiodicidad
de ∆/J = 0, 1, 2 y 3, respectivamente.

Para la red periódica ∆/J = 0, se puede ver una imagen casi especular entre EA
G y

ER
G si α = 6, en acuerdo con el resultado para cuasicristales con tunelaje a primeros ve-

cinos [104]. Sin embargo, a medida que α disminuye, el comportamiento asimétrico en la
brecha de enerǵıa se reconoce fácilmente. En particular, los d́ımeros unidos repulsivamente
exhiben una EG mayor en comparación con los pares atractivos. A partir de las Fig. (3.23) se
puede reconocer que la brecha de enerǵıa para ambos pares, repulsivos y atractivos, aumen-
ta significativamente cuando el potencial cuasiperiódico localiza la función de onda. Esto se
debe a que un perfil localizado robustece los efectos de interacción. Además, debido a una
fuerte localización, la movilidad del par deja de jugar un papel y, por lo tanto, las curvas EB
asociadas a diferentes valores de α colapsan gradualmente a una ĺınea recta.

3.2.4. Conclusiones

En esta sección se han analizado las propiedades de localización estacionarias de un par
de bosones que interactúan y se mueven en un cuasicristal unidimensional con tunelaje de
ley de potencia r−α. Al analizar la razón de participación inversa se mostró que conforme
el rango del tunelaje se incrementa α → 1, la asimetŕıa de las interacciones atractivas y
repulsivas en la transición extendido-localizado del par de part́ıculas se manifiesta. Este
resultado está en contraste con los hallados en cuasicristales con saltos a primeros vecinos
[104]. Un hallazgo principal de esta sección subyace en el hecho que los pares ligados por una
interacción atractiva son más robustos a localizarse en comparación con los pares repulsivos.
En particular, la cuasiperiodicidad cŕıtica para pares atractivos crece abruptamente cuando
α → 1, mientras que para los pares repulsivos está acotada por el valor de la modulación
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cuasiperiódica en ausencia de interacciones, es decir, ∆c/J = 2. Es importante mencionar
que cuando α → ∞, la transición extendido-localizado recupera la simetŕıa con respecto al
signo de la interacción. Los resultados de esta sección son de relevancia para los estudios
relacionados con el transporte de sistemas de muchos cuerpos en cuasicristales, en dondem
la formación de estados ligados y su localización puede dar lugar al arresto abrupto de la
dinámica de estos sistemas. Queda como problema abierto la f́ısca de tres o más cuerpos
interactuantes en un cuasicristal con tunelaje de ley de potencia, de esta forma se podŕıa
averiguar el destino de los estados ligados y su relevancia en el transporte de un sistema
macroscópico.
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Caṕıtulo 4

Localización en el esquema de campo
medio

La descripción f́ısica de la acción mutua entre el desorden y las interacciones en sistemas
cuánticos de muchos cuerpos continúa siendo un gran desaf́ıo para la comunidad cient́ıfica.
Desde la perspectiva computacional, el uso del método de diagonalización exacta se ve se-
veramente limitado debido al crecimiento exponencial del espacio de Hilbert necesario para
describir de forma exacta las propiedades dinámicas y estacionarias de un sistema cuántico.
Los métodos de Monte Carlo Cuántico, ofrecen mayor flexibilidad al número de part́ıculas.
Sin embargo, la presencia de desorden espacial favorece la emergencia de estados metaes-
tables causando un incremento en el tiempo computacional requerido para llevar a cabo
un muestreo apropiado del espacio de configuraciones [147]. A la vista de estos obstáculos
se ha empleado la aproximación de campo medio para poder describir, cuando menos de
manera cualitativa, el comportamiento de sistemas desordenados con muchos cuerpos. Este
método logra capturar los efectos principales del desorden e interacción y además, reproduce
resultados que están razonablemente de acuerdo con los obtenidos mediante métodos más so-
fisticados [148–151]. En este caṕıtulo se estudiará el efecto de desorden estructural aleatorio
en la conservación de dominios ferromagnéticos con polarización opuesta y que inicialmente
se encuentran separados espacialmente (ver Fig. (4.1)). En particular, siguiendo el esquema
de campo medio, se determinó la dinámica en el tiempo de un condensado de Bose-Einstein
de dos componentes, las cuales simulan las polarizaciones opuestas del dominio ferromagnéti-
co. A través del cómputo de la magnetización local y el correlador de la magnetización, se
logró establecer el impacto del desorden y las interacciones en el proceso de degradación del
orden magnético en el condensado. Este trabajo pone de manifiesto la posibilidad de simular
procesos dinámicos que involucran grados de libertad de esṕın, interacciones entre part́ıculas
y desorden espacial en experimentos con átomos ultrafŕıos que son análogos a estudios en la
materia condensada [152–154].
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Figura 4.1: Representación esquemática de dos dominios ferromagnéticos con polarización
opuesta | ↑〉 (amarillo) y | ↓〉 (verde) separados espacialmente.

4.1. Modelo

Para estudiar la dinámica bidimensional de dominios magnéticos en presencia de desorden
estructural e interacciones entre part́ıculas, se considera una mezcla compuesta de dos com-
ponentes hiperfinas | ↑〉 = |F = 1,mF = −1〉 y | ↑〉 = |F = 2,mF = −2〉 de átomos de 87Rb.
El gas bosónico se encuentra confinado por la acción en conjunto de un potencial armónico
isotrópico y una red óptica cuadrada. En el régimen débilmente interactuante y a una tem-
peratura nula T = 0, las propiedades estacionarias y dinámicas del gas pueden describirse
siguiendo la aproximación de campo medio. Dentro de este esquema, la funciónes de onda de
cada componente hiperfina ψ↑ y ψ↓ satisfacen las siguientes ecuaciones de Gross-Pitaevskii:

i~
∂ψ↑
∂t

= [Ĥ0 + g↑↑|ψ↑|2 + g↑↓|ψ↓|2]ψ↑

i~
∂ψ↓
∂t

= [Ĥ0 + g↓↓|ψ↓|2 + g↓↑|ψ↑|2]ψ↓,
(4.1)

donde Ĥ0 = − ~2
2m
∇2
⊥ + Vext(x, y), con ∇2

⊥ = ∂2

∂x2
+ ∂2

∂y2
el laplaciano en dos dimensiones

y m la masa de las dos componentes hiperfinas. En el apéndice C puede consultarse una
derivación de las ecuaciones de Gross-Pitaevskii a partir del Hamiltoniano de muchos cuerpos.
El potencial externo Vext(x, y) tiene la siguiente forma funcional:

Vext(x, y) =
1

2
m(ω2

xx
2 + ω2

yy
2) + V δ

0

[
cos2

(πx
a

)
+ cos2

(πy
a

)]
, (4.2)

con ωx y ωy las frecuencias en el eje x y eje y, respectivamente. Por simplicidad se considera el
caso en el cual ωx = ωy = ωr, es decir, el confinamiento en el plano es homógeno y por ende
está caracterizado por una única frecuencia ωr, llamada frecuencia radial. En la práctica,
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un condensado de Bose-Einstein en dos dimensiones, estrictamente en cuasi-2D, se puede
obtener apartir de un gas en 3D confinado fuertemente en la dirección transversal [155]. En
otras palabras si (ωr, ωz) es el par de frecuencias empleadas para confinar el condensado
tridimensional, el régimen cuasi-2D es posible cuando ωz � ωr. En estás condiciones la
ecuación de Gross-Pitaevskii en tres dimensiones puede reducirse a una bidimensional [155],
más aún, cuando se trata de un gas espinorial, es posible llegar al conjunto de ecuaciones
acopladas como las expuestas en la Ec. (4.1). Una discusión más profunda de la redución
dimensional puede encontrarse en el apéndice C. El segundo término en la Ec. (4.2) modela
el confinamiento de la red óptica, la cual está caracterizada por la constante de red a y
una profundidad V δ

0 = V0[1 + εδ(x, y)] que depende de la posición (x, y). La función εδ(x, y)
representa un desorden aleatorio uniformemente distribuido en el intervalo [−δ, δ], es decir,
la magnitud del desorden está modulado por la cantidad δ. La profundidad aleatoria del
potencial V δ

0 imita un entorno desordenado semejante al introducido por los patrones tipo
speckle [18, 19, 156]. En las Figs. (4.2-a y 4.2-c) se ilustra una representación esquemática
de la red cuadrada cuando δ = 0, δ = 0.01 y δ = 0.1, respectivamente. De las Figs. (4.2-b
y 4.2-c) puede apreciarse que el desorden aleatorio introducido altera el fondo del potencial
óptico y sus alrededores. Además, la forma funcional del desorden garantiza que, aunque se
altere la periodicidad de la red, se conserva la estructura subyacente; es decir, prevalece la
geometŕıa cuadrada y el confinamiento armónico. Como es usual en la literatura, la amplitud
V δ

0 de la red está escalada en unidades de la enerǵıa de retroceso ER = ~2k2
2m

, con k = π/a.

Figura 4.2: Representación esquemática de una red óptica cuadrada cuando el desorden toma
el valor: (a) δ = 0, (b) δ = 0.01 y (c) δ = 0.1.

Los acomplamientos de interacción gσ,σ′ = 4πN~2a2D
σ,σ′/m, con σ, σ′ = {↑, ↓}, se escriben

en términos de la longitud de dispersión bidimensional de onda s, a2D
σ,σ′ y el número N de áto-

mos en el condensado. Debido a que las colisiones entre átomos ocurre en dos dimensiones, la
longitud de dispersión bidimensional a2D

σ,σ′ difiere de la correspondiente al caso tridimensional

a3D
σ,σ′ . En el ĺımite de enerǵıas bajas, a2D

σ,σ′ se relaciona con a3D
σ,σ′ de la siguiente forma (ver

apéndice C):

a2D
σ,σ′ =

a3D
σ,σ′√
2π`z

, (4.3)

con `z =
√
~/mωz la longitud caracteŕıstica del confinamiento transversal. Los valores de las

constantes de acoplamiento gσ,σ′ se pueden variar a través de resonancias de Feshbach [157]
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y, por lo tanto, es posible ajustarlas al caso que es de interés para esta tesis g↑↑ = g↓↓ > g↑↓ =
g↓↑. Es decir, la magnitud de interacción intraespecie es la misma para ambas componentes.
En estás condiciones se satisface el criterio de miscibilidad de las componentes hiperfinas
g↑↓ <

√
g↑↑g↓↓ [158,159], lo cual garantiza que los gases puedan mezclarse y por ende exhibir

una dinámica de esṕın no trivial.

4.2. Preparación del dominio ferromagnético

En la sección anterior se presentó las ecuaciones dependientes del tiempo de Gross-
Pitaevskii, a partir de ellas es posible computar como evoluciona en el tiempo una confi-
guración incial de las funciones de onda que representan a las componentes hiperfinas | ↑〉
y | ↓〉. En vista de que el objetivo es estudiar el efecto de desorden estructural aleatorio en
la conservación de dominios ferromagnéticos con polarización opuesta y que inicialmente se
encuentran separados espacialmente, es indispensable que las condiciones inciales ψ↑(t = 0) y
ψ↓(t = 0) tengan una configuración congruente con el propósito mencionado. Para crear el es-
tado inicial a partir del cual se seguirá el proceso de desmagnetización, primero se determinó
el estado estacionario de la Ec. (4.1), para ello se sustituyen las propuestas ψ↑(t) = eiµt/~φ↑
y ψ↓(t) = eiµt/~φ↓ en la Ec. (4.1), al evaluar la derivada temporal y cancelar el factor expo-
nencial común se obtiene las siguientes ecuaciones estacionarias de Gross-Pitaevskii:

µφ↑ = [Ĥ0 + g↑↑|φ↑|2 + g↑↓|φ↓|2]φ↑

µφ↓ = [Ĥ0 + g↓↓|φ↓|2 + g↓↑|φ↑|2]φ↓,
(4.4)

donde µ es el potencial qúımico de la mezcla. Con la finalidad de obtener numéricamente
los perfiles φ↑ y φ↓ en la Ec. (4.4) se utilizó el esquema de evolución en tiempo imaginario
basado en el método de Fourier en pasos divididos [160–163]. Para mayor detalles técnicos
del método se puede consultar el apéndice C. Los parámetros f́ısicos relevantes utilizados en
la solución numérica de la Ec. (4.4) se muestran en la siguiente tabla:

Nombre Śımbolo Valor
Número de part́ıculas N 600
Masa de 87Rb m 87 amu
Constante de red a 532 nm
Frecuencia de la trampa armónica en la dirección x ωx 2π × 50 rad/s
Frecuencia de la trampa armónica en la dirección y ωy 2π × 50 rad/s
Frecuencia de la trampa armónica en la dirección z ωz 2π × 4000 rad/s
Longitud de dispersión de onda s en 3D a3D

s 100a0

Profundidad de la red óptica V0 4ER
Magnitud del desorden δ 0

Cuadro 4.1: Parámetros f́ısicos utilizados en la solución numérica de las ecuaciones estacio-
narias de Gross-Pitaevskii.
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Donde a0 = 5.29 × 10−11 m es el radio de Bohr. Nótese que los estados estacionarios
φ↑ y φ↓ se obtuvieron para una red óptica sin desorden δ = 0 y que las frecuencias e
interacciones están fijadas a valores congruentes con los utilizados en los experimentos en
sistemas desordenados [18]. En la Fig. (4.3) se gráfica los estados estacionarios obtenidos
mediante el método de evolución en tiempo imaginario.
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Figura 4.3: Estados estacionarios obtenidos al resolver numéricamente las ecuaciones esta-
cionarias de Gross-Pitaevskii (ver Ec. (4.4)). Los parámetros f́ısicos utilizados se encuentran
en la tabla (4.1). La función de onda se especif́ıca en cada panel.

En la siguiente tabla se muestran los parámetros de las simulación numérica utilizados
para obtener los estados estacionarios de las ecuaciones de Gross-Pitaevskii (ver apéndice C
para mayor información).

Nombre Śımbolo Valor
Número de puntos de la cuadŕıcula en la dirección x Nx 512
Número de puntos de la cuadŕıcula en la dirección y Ny 512
Extensión espacial de la cuadŕıcula numérica en la dirección x Lx 40a
Extensión espacial de la cuadŕıcula numérica en la dirección y Ly 40a
Tamaño de paso utilizado en la evolución en tiempo imaginario dτi 0.01

Cuadro 4.2: Parámetros de la simulación numérica utilizados en la solución de las ecuaciones
estacionarias de Gross-Pitaevskii.

Posterior a obtener los estado estacionarios φ↑ y φ↓, se eliminó manualmente las part́ıculas
con componente σ =↑ de la región izquierda de la red mientras que las part́ıculas con σ =↓
se removieron de la región derecha. La expulsión de part́ıculas descrita imita los protocolos
experimentales donde se utiliza un dispositivo de espejo digital para remover ópticamente
los átomos en posiciones espećıficas [18, 78]. En este trabajo, el protocolo de eliminación
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empleado tiene como objetivo diseñar manualmente un estado que muestre dos dominios fe-
rromagnéticos con magnetización opuesta y densidades hiperfinas iguales. Alternativamente,
otra ruta experimental y numérica para lograr dominios magnéticos con la disposición espa-
cial mencionada es mediante el uso de un gradiente de campo magnético [164]. En la Fig. (4.4)
se ilustra la magnetización local en la dirección transversal Mz = |φ↑|2 − |φ↓|2 tras realizar
el protocolo de remoción de part́ıculas, en letras blancas se indica la componente hiperfina
que ocupa la región izquierda ΩI o región derecha ΩD del sistema en cuestión. Nótese que
debido a la eliminación de la mitad de la población, N → N/2, los coeficientes de interacción
gσ,σ′ deben de ajustarse correctamente al nuevo número de part́ıculas. La configuración de
las componentes hiperfinas mostradas en la Fig. (4.4) exhibe el ordenamiento anhelado, es
decir, dos dominios ferromagnéticos con polarización opuesta y separados espacialmente.
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Figura 4.4: Magnetización local transversal Mz = |φ↑|2 − |φ↓|2 posterior al protocolo de
eliminación de part́ıculas. En letras blancas se indica la componente hiperfina que ocupa la
región izquierda ΩI o región derecha ΩD del sistema en cuestión

4.3. Dinámica del dominio ferromagnético

El patrón creado manualmente, es decir, los dos dominios ferromagnéticos mostrados en
la Fig. (4.4), es el punto de partida para estudiar la persistencia en el tiempo del orden
magnético bajo la influencia de desorden aleatorio e interaciones débiles. De manera formal,
la condiciones iniciales de las funciones ψ↑ y ψ↓ que evolucionan de acuerdo a las ecuaciones
dinámicas de Gross-Pitaevskii (ver Ec. (4.1)) son:

ψ↑(x, y, t = 0) = φ
N/2
↑ (x, y)

ψ↓(x, y, t = 0) = φ
N/2
↓ (x, y),

(4.5)
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donde el supeŕındiceN/2 hace referencia a los estados estacionarios posterior a la remoción de
part́ıculas referida en la sección anterior. Similar a los protocolos conocidos como “Quantum
Quenches” [18, 78], al tiempo t = 0 se introduce el desorden no correlacionado en toda la
red. Debido a que el doble dominio ferromagnético no es un estado estacionario de la red
desordenada, exhibirá una evolución en el tiempo no trivial como función del desorden y las
interacciones.
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Figura 4.5: Gráficos de la magnetización local instantánea m(x, y; t) para tres valores dife-
rentes de la amplitud del desorden δ y tres tiempos distintos. Las distancias a lo largo de
los ejes y y x están escaladas en términos de la constante de red a. El cociente entre los
acoplamientos de interacción es de g↑↑/g↑↓ = 0.9.

Para realizar un análisis robusto de las cantidades f́ısicas, se calculó el promedio sobre un
conjunto de 200 realizaciones del desorden para cada valor de la amplitud δ y un valor dado
del cociente entre la interacción intra e interespecies g↑↓/g↑↑. Además del conjunto de reali-
zaciones aleatorias, se consideraron tres diferentes valores del la razón de los acoplamientos
de interacción g↑↑/g↑↓ = 0.9, 0.8 y 0.7. En virtud de que el objetivo principal es investigar
cómo se degrada la magnetización de los dominios ferromagnéticos en función del tiempo, se
estudió tanto la magnetización local izquierda mI como la magnetización local derecha mD,
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estas cantidades se pueden determinar a partir de la siguiente expresión:

mI =

∫ ∫

ΩI

dxdy m(x, y; t)

mD =

∫ ∫

ΩD

dxdy m(x, y; t),

(4.6)

donde m(x, y; t) = |ψ↑(x, y; t)|2 − |ψ↓(x, y; t)|2 es la magnetizacíın total y ΩI , ΩD son las
regiones izquierda y derecha del sistema, respectivamente (ver Fig. (4.4)). A causa de la
elección particular del estado inicial, se tiene que mI(t = 0) = −0.5 y mD(t = 0) = 0.5.
En la Fig. (4.5) se muestra la magnetización total m(x, y; t) para tres valores diferentes de
la amplitud de desorden δ = 0, 0.5 y 0.9, y tres diferentes tiempos τ = ERt/~ = 0, 180 y
360. Cada panel esta asociado a una realización de desorden dada y un valor fijo del co-
ciente g↑↑/g↑↓ = 0.9. Como se puede apreciar de la Fig. (4.5), para δ = 0, las densidades
|ψ↑|2 y |ψ↓|2 permanecen exactamente opuestas mientras que exhiben un comportamiento
asimétrico para δ 6= 0. Se observa también que incrementar el valor de la amplitud del des-
orden conduce a una ralentización de la dinámica de los dominios magnéticos. Es decir, el
estado inicial permanece durante tiempos más prolongados, mostrando aśı una persistencia
del orden magnético durante la evolución temporal. La Fig. (4.5) es representativa del com-
portamiento de la magnetización observada en diferentes tiempos y a distintos valores del
desorden.

En la Fig. (4.6) se muestra la evolución en el tiempo de la magnetización en los lados
derecho mD e izquierdo mI para diferentes magnitudes de la amplitud del desorden δ. La
región sombreada alrededor de cada curva indica la desviación cuadrática media procedente
de las 200 realizaciones de desorden. La dinámica temporal se computó durante un peŕıodo
de tiempo tal que con un desorden nulo y valor dado de las interacciones, la magnetización en
los lados izquierdo y derecho se vuelve nula, es decir, hasta un tiempo en donde en ausencia
de desorden el orden magnético se extinguise por completo. A partir de las Fig. (4.6), se
puede observar que para tiempos cortos ERt/~ < 50, el comportamiento decreciente de la
magnetización es muy similar, independiente de la magnitud δ de desorden. Sin embargo,
para tiempos más grandes ERt/~ > 50 cada curva de magnetización se aparta una de la
otra, revelando aśı los efectos del medio desordenado. Además, a medida que aumenta δ,
el orden ferromagnético en cada domino se preserva más en el tiempo. En particular, para
el mayor valor de la amplitud del desorden considerado, es decir, δ = 0.9, el valor de la
magnetización izquierda y derecha permanece inalterada alrededor de un 50 %. Con respecto
al valor del cociente g↑↓/g↑↑, se observa que en ausencia de desorden, el tiempo para el cual
la magnetización se anula disminuye conforme g↑↓/g↑↑ decrese. Sin embargo, en presencia de
desorden δ 6= 0, a medida que aumenta la razón g↑↓/g↑↑ la anulación de la magnetización se
acrecenta progresivamente con respecto a su valor inicial.
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Figura 4.6: Magnetización en los lados derechosmD e izquierdomI en función del tiempo para
diferentes valores de amplitud del desorden δ. La razón de la interacción intra e interespecie
g↑↓/g↑↑ se indica en los panel izquierdos. Cada punto de las curvas es el resultado de promediar
200 realizaciones de desorden. El área sombreada alrededor de cada curva corresponde a la
desviación estándar de las distintas realizaciones.

La evolución en el tiempo de las magnetización derecha puede ser descrita por el siguiente
ansatz:

mR(τ) ≈ b(δ)τ γ(δ), (4.7)

donde por simplicidad solo se tomará el caso de la magnetización derecha. Las curvas de
los paneles derechos en la Fig. (4.6) se ajustaron a la ley de potencias de la Eq. (4.7) para
tiempos intermedios, donde se desprecia el comportamiento transitorio inicial. Es importante
enfatizar que los coeficientes γ y b también tienen una dependencia en el cociente de los
acoplamientos de interacción g↑↓/g↑↑. En la Fig. (4.7) se exhibe el comportamiento de γ
como función de δ para g↑↓/g↑↑ = 0.9, 0.8 y 0.7. Se observa que al incrementar el desorden, el
exponente disminuye y por lo tanto la disminución del orden magnético se ve suprimido. En
otras palabras, el dominio magnético inicial persiste. Es notable observar que para δ > 0.6,
el exponente de la dinámica toma valores muy similares, independientemente del la razón
entre los acoplamientos inter e intraespecies. Esto indica que el desorden en la red se ha
convertido en la contribución dominante durante la evolución transcurrida. El recuadro de
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la Fig. (4.7) muestra el error del ajuste de ley de potencias en la evolución temporal de la
magnetización.

ℊ↑↓=���ℊ↑↑

ℊ↑↓=���ℊ↑↑
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Figura 4.7: Ajuste de ley de potencia mR(τ) ≈ b(δ)τ γ(δ) para la magnetización derecha en
función de δ, para tres valores diferentes de la relación de la interacción intra e interespecie.
El recuadro muestra el error σ del ajuste.

4.4. Correlación de la magnetización

Otra cantidad que se ha utilizado en varios experimentos y que proporciona información
crucial sobre cómo un dominio magnético cambia en el espacio y el tiempo [165, 166], es la
función de correlación de la magnetización ponderado por la densidad, el cual se define de
la siguiente forma:

G(∆~r, t) =

∫
Ω
m(~r, t)m(~r + ∆~r, t)d~r∫

Ω
ρ(~r, t)ρ(~r + ∆~r, t)d~r

, (4.8)

donde m(~r, t) = mD(~r, t) + mI(~r, t) es la magnetización local total, ρ(~r, t) = |ψ↑(~r, t)|2 +
|ψ↓(~r, t)|2 es la densidad total y Ω = ΩD + ΩI . En la Fig. (4.8) se ilustra la función de
correlación G(∆~r = 0, t) para varios valores de la magnitud del desorden y una razón de las
interacciones de g↓,↓/g↑,↑ = 0.9.
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Figura 4.8: Función de correlación G(∆~r = 0, t) como función del tiempo para diferentes
valores de la amplitud del desorden δ y un cociente de interacción fijo g↓,↓/g↑,↑ = 0.9. Cada
curva es el resultado de promediar 200 realizaciones de desorden.

Nótese que para ∆~r = 0, el correlador ponderado por la densidad coincide con la varianza
de la magnetización. Para t = 0, la cantidad G(∆~r = 0, t = 0) toma su valor máximo, ya
que el estado inicial corresponde a dos dominios totalmente polarizados y con magnetización
opuesta. Para t > 0, la varianza muestra un comportamiento decreciente, que se vuelve menos
pronunciado a medida que aumenta la amplitud del desorden. De hecho, para la máxima
magnitud de desorden considerado δ = 0.9 y a un tiempo de τ = ERt/~ = 360, la disminución
de la variancia es alrededor de 50 % de su valor inicial. En contraste, G(∆~r = 0, t) se vuelve
nula a τ = ERt/~ = 360 en ausencia de desorden. Por consiguiente, el desorden estructural
estimula la conservación de la polarización de los dominios magnéticos.
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Figura 4.9: Función de correlación G(∆~x, τ = 0) previo a iniciar la dinámica. El recuadro
muestra el perfil de la magnetización inicial y el eje, en color rojo, a lo largo del cual se
determinó la variación espacial del correlador.
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Dado que a t = 0 los componentes | ↓〉 y | ↑〉 se encuentran en las mitades izquierdas y
derecha de la red cuadrada, una elección natural para averiguar las variaciones espaciales del
correlador G(∆~r, t) es una ĺınea que cruce perpendicularmente a las mitades de los dominios
magnéticos. Por simplicidad se considera la recta y = 0, de esta manera la dependencia
espacial del correlador se convierte en G(∆~r, τ) = G(∆~x, τ). En la Fig. (4.9) se ilustra
tanto el eje en el que se evalúo el correlador (recuadro) como la dependencia espacial del
correlador a t = 0 para valores positivos de x. La forma de escalera del correlador de la Fig.
(4.9) es debido a que la densidad del condensado en un sitio de la red dado y en la región
que lo rodea permanece esencialmente constante. Para concluir el presente análisis, en la
Fig. (4.10) se muestra la variación espacial de la función de correlación de la Ec. (4.8) para
τ = 180 y τ = 360. A partir de Fig. (4.10), se observa un agotamiento del orden magnético
en el espacio, en congruencia con los resultados previos la reducción del correlador es menos
pronunciada a medida que el desorden incrementa. En el panel superior de la Fig. (4.10) se
advierte que las curvas para desorden distinto colapsan cuando el correlador es nulo, esto
indica la presencia de una pared de dominio reminicente a la del estado incial, la estructura
espacial de los dominios se conserva para τ = 180 a costa de una reducción de la polarización.
Por el contrario, la dinámica a largo plazo, ilustrada en el panel inferior de la Fig. (4.10)
muestra mayores discrepancias para cada valor de la amplitud del desorden. En particular,
para δ = 0.3 y δ = 0.5 el orden magnético se ha extiguido casi por completo, quedando
diminutos dominios en el centro de la red, en el caso δ = 0.7 y δ = 0.9 se observa un dominio
espacialmente extenso pero cuya polarización se ha reducido a casi 50 %, en concordancia
con los resultados de la magnetización derecha e izquierda.
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Figura 4.10: Función de correlación G(∆~x, τ) para τ = 180 (panel superior) y τ = 360 (panel
inferior) como función de ∆~x. El cociente de la interacción inter- e intraespecies se fijo al
valor g↓↓/g↑↑ = 0.9

4.4.1. Conclusiones

En este caṕıtulo se ha estudiado la dinámica de dos dominios ferromagnéticos que evolu-
cionan bajo la influencia de confinamiento desordenado e interacciones de corto alcance. En

96



particular, se consideró el caso en el cual los dominios tienen polarización opuesta, densida-
des iguales y están inicialmente separados. El propósito de tal investigación fue establecer
y caracterizar la conservación del orden magnético bidimensional cuando los efectos del
confinamiento y las interacciones podŕıan llevar al sistema a anular el patrón inicial. Las
polarizaciones opuestas del doble dominio fueron modeladas a través de un condensado de
Bose-Einstein de dos especies de 87Rb, el medio desordenado consistió en una red óptica
cuadrada con desorden tipo speckle, además, en conformidad con los experimentos actuales,
se confinó al condensado mediante una trampa armónica isotrópica. La descripción de la
dinámica del doble dominio ferromagnético se abordó siguiendo el esquema de campo medio,
es decir mediante la solución numérica de las ecuaciones de Gross-Pitaevskii. Para contar con
un análisis confiable de la evolución en el tiempo de las observables medidas, se consideró un
extenso conjunto de cálculos numéricos sobre diferentes realizaciones de desorden. De igual
forma, se evaluó la acción de la interacción en el régimen miscible de las componentes, es
decir cuando ambas densidades hiperfinas pueden coexistir en la misma región del espacio.
Los resultados del estudio de la dinámica de la magnetización muestran que la degradación
del orden magnético inicial, se vuelve cada vez más lenta a medida que aumenta el desor-
den estructural, mientras que, en contraste, los dominos se extinguen más rápido conforme
incrementa el cociente de interacción entre las part́ıculas. Aún más, el análisis de la función
de correlación ponderado por la densidad, reveló también la persistencia del estado inicial
tanto en el tiempo como en el espacio a medida que aumenta la magnitud del desorden. Este
trabajo establece una posible plataforma para el diseño de protocolos espećıficos para estu-
diar los procesos de desmagnetización o lo efectos de frustración asociados con la geometŕıa
de la red y el desorden espacial. La comprensión de la dinámica de dominios magnéticos se
ha convertido en la actualidad en un tema relevante no solo en el contexto de la f́ısica funda-
mental sino también asociado a la aparición de nuevas tecnoloǵıas, como las relacionadas con
el diseño de dispositivos de memoria magnética. Es de notarse que los resultados obtenidos
en este caṕıtulo para la preservación de los dominios magnéticos en presencia de desorden,
son reminiscentes del fernómeno estudiado por P. W. Anderson en 1958 [3], que establece
que bajo el efecto de desorden los estados electrónicos permanecen localizados y por ende
el transporte se suprime. Ciertamente, debe señalarse que a diferencia de ese trabajo funda-
mental, en la investigación aqúı presentada se consideró no solamente el papel del desorden,
sino también el efecto de las interacciones en el régimen débil.
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Caṕıtulo 5

Conclusiones generales

En esta tesis se estudiaron los efectos de desorden y cuasiperiodicidad en el transporte
de sistemas cuánticos con interacciones de corto y largo alcance. Como punto de partida,
mediante el análisis del modelo de Anderson y de Aubry-André se establecieron los funda-
mentos esenciales del problema de localización unidimensional de una part́ıcula. Esto es,
la familiarización de los conceptos y herramientas empleadas para discernir la transición
conductor-aislante de Anderson en los modelos antes mencionados. Además, se ahondó en
las caracteŕısticas principales que distinguen a la fase extendida y localizada. Por ejemplo,
el transporte baĺıstico peculiar en la fase extendida, el arresto de la difusión en el régimen
localizado, la localización exponencial y la dimensión fractal, entre otros. Estos antecedentes,
junto con la motivación de literatura previa y el desarrollo de los experimentos en simula-
dores cuánticos dieron origen a estudiar los efectos del desorden y la cuasiperiodicidad en
novedosos sistemas cuánticos. En particular, el surgimiento de plataformas de simulación
(iones atrapados, átomos en cavidades, moléculas polares, átomos de Rydberg, entre otros)
en donde, el alcance de la movilidad de las part́ıculas puede sintonizarse, posibilitó la emer-
gencia del trabajo de cuasicristales unidimensionales con tunelaje de ley de potencia r−α.
El enfoque de las dos investigaciones, en el contexto de los cuasicristales, fue en el marco
de dos cuerpos, empleándose para su análisis el método de diagonalización exacta. Dentro
de los resultados más notables se pueden mencionar los siguientes. Se encontró que en el
caso de dos bosones de núcleo duro, la posibilidad de la formación de un estado ligado da
origen, para una región extensa de valores de α, a un régimen de transporte en donde la
cuasiperiodicidad restablece la difusión de las part́ıculas. Este resultado está en alto con-
traste con la intución general del impacto de la modulación cuasiperiódica en el transporte
cuántico. El hallazgo mencionado pone de manifiesto que la difusión en sistemas cuánticos
interactúantes es altamente dependiente de la enerǵıa del sistema, puesto que, cuando la for-
mación de estados ligados es plausible, la dinámica exhibida discrepa en gran medida de la
que se obtiene al considerar solamente part́ıculas individuales. Con la ayuda del formalismo
de la función de Green, se obtuvo de manera exacta el efecto de interacciones repulsivas y
atractivas en la transición de localización de un par de bosones. En particular, se encontró
que dicha transición es altamente sensible al signo de la interacción cuando el alcance del
tunelaje de las part́ıculas se incrementa. Este hallazgo no es discernible en cuasicristales con
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tunelaje a primeros vecinos. Los diagramas de fase permitieron concluir que los pares ligados
asociados a una interacción atractiva tienen una mayor prevalencia ante la localización, en
comparación a los pares que son producto de interacción repulsiva.

Tras examinar el problema de localización en sistemas de dos part́ıculas interactúantes,
se prosiguió a realizar el análisis de la persistencia de orden magnético como función del
desorden de un gas de Bose compuesto de dos proyecciones hiperfinas. La motivación prin-
cipal para llevar a cabo el análisis de la dinámica en dicho sistema fué el paralelismo que
dicho sistema tiene con la posibilidad de diseñar memorias cuánticas a partir del arresto de
la dinámica de un sistema debido a desorden estructural. Con el objetivo de caracterizar
el efecto conjunto de interacciones de contacto y desorden, se determinó numéricamente la
evolución en el tiempo de un doble dominio ferromagnético, durante la dinámica se monito-
reó la magnetización local del sistema, este parámetro mostró que la degradación del orden
magnético inicial, se vuelve cada vez más lenta a medida que aumenta el desorden estructu-
ral, mientras que, en contraste, los dominos se extinguen más rápido conforme incrementa las
interacciones entre las part́ıculas. Aún más, el análisis de la correlación de la magnetización
reveló la persistencia del doble dominio ferromagnético tanto en el tiempo como en el espacio
a medida que aumenta la magnitud del desorden.

Si bien los resultados expuestos en esta tesis no dan una respuesta definitiva o completa al
efecto en conjunto entre desorden e interacciones cuando la movilidad de las part́ıculas es de
corto o largo alcance, si se proporciona información relevante sobre las condiciones necesarias
en las que un sistema interactuante arresta su dinámica, cuando el transporte se lleva a cabo
por medio de pares de part́ıculas, cuando las interacciones repulsivas o atractivas coadyuvan
a localizar un par de part́ıculas, entre otros. Existen diversas aristas para profundizar y
extender el análisis elaborado en esta tesis. Por ejemplo, el destino y rol de los estados
ligados cuando el número de part́ıculas se incrementa, rol de formación de trimeros en el
transporte cuántico, y el papel de la geometŕıa en sistemas bidimensionales, entre otros.

Una ruta a continuar es el estudio del transporte cuántico de moléculas polares en redes
ópticas bidimensionales desordenadas. Esta investigación es de relevancia tanto para los expe-
rimentos realizados con moléculas polares [23,24] como también teórico ya que se expondŕıa
los efectos del desorden en sistemas bidimensionales con interacciones que decaen como 1/r3.
De igual forma, el estudio de sistemas con más de dos part́ıculas seŕıa una dirección para
proseguir con el trabajo presentado.
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Apéndice A

Rumbo a la degeneración cuántica

En este ápendice se presenta información básica sobre las técnicas de confinamiento,
enfriamiento y sintonización de interacciones utilizadas en plataformas de simulación cuánti-
ca. Es importante mencionar que no se pretende hacer una exposición exhaustiva sino dar
una idea simple de cómo y porque funcionan estas técnicas. El conocimiento básico de los
procedimientos experimentales permitieron entender desde la perspectiva teórica diversos
experimentos que motivaron los modelos estudiados en esta tesis.

A.1. Técinas de enfriamiento

A.1.1. Enfriamiento Doopler

Como fue sugerido en 1975 por los f́ısicos Hänsh y Schawlow [167], el momento que lleva
un fotón del láser puede ser empleado para modificar la velocidad de un átomo durante
el ciclo de absorción-emisión. Para describir brevemente este proceso se considera el caso
unidimensional. Supóngase un átomo que tiene dos estados |g〉 y |e〉 con una frecuencia de
transición νa, el átomo se mueve con velocidad v en la dirección +x y interactúa con un
haz láser con frecuencia νL que se propaga en dirección opuesta. La frecuencia del láser es
desintonizada de la frecuencia de transición del átomo por una cantidad δ/νa � 1:

νL = νa + δ. (A.1)

En el sistema de referencia del átomo, el láser se mueve hacia él, experimentando un cambio
en la frecuencia debido al efecto Doppler, la frecuencia percibida por el átomo ν ′L es:

ν ′L = νL

(
1 +

v

c

)
= (νa + δ)

(
1 +

v

c

)
≈ νL + δ +

v

c
νL, (A.2)

donde se ha supuesto v/c � 1, siendo c la velocidad de la luz. Eligiendo δ = −(v/c)νa
se consigue que ν ′L = ν0 resultando en la absorción del fotón. Depués de la absorción, el
átomo es llevado a su estado excitado |g〉 → |e〉 que decaerá por emisión espontánea de un
fotón con la misma frecuencia νa pero en una dirección arbitraria. Cada vez que el ciclo de
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absorción-emisión se repite, hay un cambio ∆px = −hνL/c en el momento del átomo, donde
h es la constante de Planck, el signo menos indica que el cambio en el momento es en la
dirección opuesta al movimiento del átomo. Caso contrario al retroceso por la emisión, que
al ser en una dirección arbitraria, tras múltiples ciclos absorción-emisión promedia a cero.
Cuando el átomo es iluminado con rayos láser desintonizados desde los lados izquierdo y
derecho (ver Fig. (A.1)), el escenario es el siguiente: si el átomo está estacionario, la tasa
de absorción y por lo tanto la fuerza de frenamiento de los dos rayos láser es igual. Sin
embargo, si el átomo se mueve hacia la derecha, entonces, por efecto Doppler, el rayo láser
de la derecha está más cerca de la resonancia en comparación con el rayo láser izquierdo.
Como consecuencia, el átomo dispersa más fotones del haz derecho y siente una fuerza hacia
la izquierda. El panorama se invierte para un átomo que se mueve hacia la izquierda, es
decir, el haz izquierdo está más cerca de la resonancia, dispersa más fotones de ese haz y,
por lo tanto, siente una fuerza a la derecha. Recapitulando, la fuerza ejercida por el par
de láseres siempre se opone al movimiento y se comporta como una fuerza de fricción que
produce enfriamiento.

LáserLáser

Átomo

Figura A.1: Esquema de un átomo (circulo azul) en presencia de dos láseres contrapropa-
gantes (ĺıneas rojas).

Un tratamiento semi-clásico del ciclo de absorción-emsión [44] establece que la fuerza total
ejercida sobre el átomo por el par de rayos láseres contrapropagantes puede ser aproximada
como:

F =
4~Ik
Is

kv(2δ/Γ)

[1 + (2δ/Γ)2]2
, (A.3)

donde Γ = 1/τ es el tiempo de vida media del estado excitado, I/Isat es la razón entre la
intensidad del láser y la de saturación [44]. En la Fig. (A.2) se ilustra una caricatura de la
fuerza resultante en la Ec. (A.2). Puede apreciarse como la fuerza cambia de signo cuando la
velocidad cambia de dirección (v < 0 o v > 0), es decir se opone al movimiento y solamente
cuando v = 0 la fuerza es nula. El modelo unidimensional considerado se puede extender
fácilmente a 3D al tener tres conjuntos de haces contrapropagantes en las tres direcciones
ortogonales. Usando enfriamiento Doppler es posible alcanzar temperaturas del orden de
100 µK.

101



-4 -2 0 2 4

-3

-2

-1

0

1

2

3

Velocidad

F
u

e
r
z

a

Figura A.2: Figura representativa de la fuerza en la Ec. (A.2) como función de la velocidad
del átomo v.

A.1.2. Enfriamiento evaporativo

Las temperaturas alcanzados por enfriamiento láser son sorprendentemente bajas (µK),
pero no son suficientes para producir la condensación de Bose-Einstein en gases a las densida-
des que son realizables experimentalmente (nK). En los experimentos realizados actualmente,
la condensación de Bose-Einstein de gases atómicos se logra mediante la técnica de enfria-
miento evaporativo como etapa final. Este método consiste en dejar escapar del confinamiento
a las part́ıculas más energéticas del gas, de tal manera que las part́ıculas que quedan confina-
da tengan en promedio menor enerǵıa, lo que da lugar a un enfriamiento. En la Fig. (A.3) se
ve una representación esquemática del enfriamiento evaporativo, la trampa armónica tiene
una profundidad inicial Vi la cual es reducidad a una profundidad final Vf dejando escapar
a los átomos más energéticos. En la práctica, usando la técnica de enfriamiento evaporatio
es posible alcanzar temperaturas del orden de nanokelvin.

(a)

Vi

(b)

Vf

Figura A.3: Representación esquemática del enfriamiento evaporativo. (a) la trampa armóni-
ca tiene una profundidad inicial Vi. (b) se reduce la profundidad de la trampa dejando escapar
a los átomos.
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A.2. Confinamiento

A.2.1. Potenciales ópticos

En lo subsiguiente se presenta los conceptos básicos del confinamiento de átomos neutros
en potenciales dipolares ópticos que resultan de la interacción con luz. Por simplicidad,
para derivar las ecuaciones principales se considera un tratamiento semi-clásico [45]. Como a
continuación se muestra, la fuerza dipolar óptica surge como resultado de la interacción entre
un momento dipolar atómico inducido y el campo eléctrico que produce el dipolo. Cuando un
átomo es iluminado con luz láser, el campo eléctrico del haz E induce un momento dipolar
atómico p que oscila con la misma frecuencia ω del campo eléctrico:

E(r, t) = êE(r)e−iωt + c.c.

p(r, t) = êp(r)e−iωt + c.c.,
(A.4)

donde c.c indica complejo conjugado, ê es el vector unitario de polarización, p es la amplitud
del momento dipolar el cual se relaciona con la amplitud del campo eléctrico E de la siguiente
forma:

p = αE, (A.5)

siendo α la polarizabilidad compleja del átomo la cual puede depender de la frecuencia ω.
El potencial de interacción del momento dipolar inducido p en el campo eléctrico E es:

Udip = −1

2
〈p · E〉 = − 1

2ε0c
Re(α)I(r), (A.6)

donde 〈· · · 〉 indican promedio en el tiempo sobre los términos oscilantes del campo, I =
2ε0c|E(r)|2 es la intensidad de este último. El factor 1/2 en la Ec. (A.4) es producto de
que el dipolo es inducido por el mismo campo con el que interactúa. La enerǵıa potencial
del átomo en el campo es entonces proporcional a la intensidad I y a la parte real de la
polarizabilidad. Es importante notar que la dependencia espacial de Udip está determinada
por como vaŕıa la intensidad del campo eléctrico. La fuerza dipolar Fdip resulta del gradiente
del potencial de interacción Udip:

Fdip = −∇Udip =
1

2ε0c
Re(α)∇I(r). (A.7)

Con el fin de llevar la expresión del potencial dipolar Udip en terminos de la frecuencia
del láser ω y la frecuencia de transición óptica del átomo ω0, se sustituye la polarización
atómica efectiva del modelo de Lorentz [44]. En este modelo se aproxima al electrón (masa
me y carga elemental −e) como elásticamente ligado al núcleo con una frecuencia ω0. Tras
resolver la ecuación clásica de movimiento del electrón se obtiene la siguiente expresión para
la polarizabilidad:

α =
e2

m2

1

ω2
0 − ω2 − iωΓω

, (A.8)
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donde Γω = e2ω2/(6πε0mec
3) es la tasa de amortiguamiento clásica debido a la pérdida de

enerǵıa por radiación. La Ec. (A.8) puede reescribirse como:

α = 6πε0c
3 Γ/ω2

0

ω2
0 − ω2 − i(ω3/ω2

0)Γ
(A.9)

donde se ha definido la tasa de amortiguamiento clásico en la transición atómica como
Γ = Γω0 = (ω0/ω)2Γω. Al tomar la parte real de la Ec. (A.9) y sustituirla en la Ec. (A.6) se
deriva la siguiente expresión para Udip:

Udip = −3πc2

2ω3
0

(
Γ

ω0 − ω
+

Γ

ω0 + ω

)
I(r). (A.10)

En la mayoŕıa de los experimentos, el láser se sintoniza relativamente cerca de la resonancia
atómica, de tal forma que la desintonización ∆ = ω−ω0 satisface |∆| � ω0. En este escenario
el término con denominador ω+ω0 en la Ec. (A.10) puede despreciarse y se puede establecer
ω/ω0 ≈ 1, estas aproximaciones simplifican la expresión de Udip ha:

Udip(r) =
3πc2

2ω3
0

Γ

∆
I(r). (A.11)

De acuerdo a la última expresión cuando ω está por debajo de la frecuencia atómica (∆ < 0
desintonización al rojo) el potencial dipolar es negativo y por ende los átomos se ven atraidos
al campo de luz. En este caso, los mı́nimos del potencial se encuentran en posiciones donde
la intensidad I es máxima. Cuando ω es mayor que la frecuencia de resonancia (∆ > 0
desintonización al azul) el potencial dipolar repele los átomos del campo de luz y los mı́nimos
de Udip corresponden a los mı́nimos de la intensidad del láser.

A.2.2. Redes ópticas

Una red óptica es un potencial periódico de confinamiento que se genera como resultado
del patrón de interferencia de un par o más de rayos láseres contrapropagantes. La onda
estacionaria que se genera tiene peŕıodo λL/2, siendo λL la longitud de onda del láser, y
de acuerdo a lo establecido la subsección anterior, es capaz de confinar átomos neutros. El
potencial de red óptica más simple posible es el formado por la supersición de dos haces
contrapropagantes. Si se considera que los láseres tienen un número de onda kL = 2π/λL
y frecuencia ωL, entonces el traslape de los campos eléctricos de los haces puede expresarse
como:

E(z, t) = E0 cos(kLz − ωt) + E0 cos(kLz + ωt) = 2E0 cos(kLz) cos(ωt) (A.12)

Tomando el promedio temporal del modulo cuadrado de la Ec. (A.12) se obtiene:

〈|E(z, t)|2〉 = 2E2
0 cos2(kLz). (A.13)
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Como la intensidad es proporcional al modulo cuadrado del campo eléctrico se tiene que el
potencial óptico tiene la siguiente forma funcional:

U(z) = U0 cos2(kLz), (A.14)

siendo U0 ∝ E2 la profundidad del potencial óptico el cual puede variarse al modificar la
intensidad de los láseres. En la práctica, los láseres utilizados en experimentos no son ondas
planas sino que tienen un perfil gausiano en las direcciones ortogonales al vector de onda.
Por este motivo, el potencial que se genera es en realidad el siguiente [41]:

U(z, r) = U0e
−2r2/w2(z) cos2(kLx), (A.15)

donde w(z) es conocido como la cintura del haz. Potenciales ópticos en dos o tres dimensiones
pueden ser creados usando más pares de láseres contrapropagantes. Además, las redes ópticas
se pueden generar con diferentes geometŕıas (triangular, hexagonal, kagome) [11, 41, 42] o
bien, hacer que el confinamiento dependa del esṕın de las part́ıculas [41].

A.2.3. Trampa de Penning

La trampa de Penning fue inventada por el f́ısico Hans Dehmelt con el propósito de
realizar mediciones de precisión del factor g de electrones utilizando un solo electrón atra-
pado. La trampa de Penning utiliza campos eléctricos y magnéticos estáticos para atrapar
part́ıculas cargadas en las tres dimensiones espaciales. Un fuerte campo magnético uniforme
a lo largo del eje z cofina la part́ıcula radialmente, mientras que un débil campo eléctrico
cuadripolar [168] proporciona una fuerza restauradora lineal en la dirección axial [44,169]. El
campo eléctrico hace que las part́ıculas cargadas oscilen armónicamente a lo largo del eje de
la trampa (axial). El campo magnético en combinación con el campo eléctrico hace que las
part́ıculas se muevan en el plano radial con un movimiento que traza una epitrocoide [169].
Debido a que solo se aplican campos estáticos, las trampas de Penning tienen la ventaja de
no exhibir micromovimiento ni calentamiento resultante de las part́ıculas cargadas debido a
campos dinámicos [44].

A.2.4. Trampa de Paul

La trampa de Paul fue inventada por el f́ısico Wolfgang Paul con el principal propósito
de realizar mediciones expectroscópicas de iones atrapados [44]. La trampa de Paul es un
ejemplo ineqúıvoco de estabilización dinámica. Utiliza la misma configuración de campo
eléctrico estático de cuadrupolo de la trampa de Penning. Sin embargo, como no es posible
crear una configuración estática de campos eléctricos que atrape part́ıculas cargadas en las
tres direcciones, la trampa de Paul requiere de un campo oscilante en el tiempo que produce
una fuerza de confinamiento promedio en las tres direcciones. El campo en el centro de la
trampa en presencia de un campo DC es un punto silla, con una fuerza hacia al centro
(fuerza de confinamiento) en una dirección pero fuera de este (fuerza desestabilizadora)
en la dirección ortogonal (ver Fig. (A.4)). No obstante, la part́ıcula cargada puede quedar
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atrapada de manera estable si el punto silla se gira lo suficientemente rápido como para
que la part́ıcula no tenga sufuciente tiempo para escapar, lo que se puede lograr al tener un
potencial oscilatorio. La rotación del punto silla crea un potencial efectivo en el tiempo que
se comporta como un potencial armónico en todas las direcciones.

Figura A.4: (a) Potencial silla de montar creado por un campo eléctrico estable, este confina
a una part́ıcula cargada en una dirección pero deconfina en las dos ortogonales. (b) Potencial
efectivo en el tiempo cuando el potencial de silla de montar en (a) oscila con una frecuencia ω
más grande que el inverso del tiempo caracteŕıstico del movimiento de la part́ıcula cargada.
Figura extradida de [44].

A.3. Potencial speckle

Una forma de crear potenciales desordenados en experimentos con gases atómicos ul-
trafŕıos es mediante el uso de potenciales tipo speckle. De forma concisa, un patrón speckle
se forma usando un rayo láser monocromático, el cual se hace incidir a una placa de vidrio
esmerilado para después ser enfocado al gas atómico por medio de una lente convergente.
La placa de vidrio esmerilado transmite el láser sin alterar de manera significativa su inten-
sidad, sin embargo, imprime una fase aleatoria a cada punto del frente de onda que emerge.
De esta forma, el haz que llega a la lente y por ende a los átomos, interfiere constructiva y
destructivamente, creando aśı un potencial con cimas y valles de forma aleatoria, tal y como
se ejemplifica en la Fig. (A.5).
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Figura A.5: (a) Configuración óptoca de cómo se genera un potencial desordenado mediante
la técnica de speckle. (b) Representación en dos dimensiones de un potencial speckle o
desordenado. Figura extraida de [170].

A.4. Resonancias de Feshbach

De forma general, una resonancia de Feshbach en una colisión de dos part́ıculas courre
cuando un estado ligado en un canal cerrado se acopla resonantemente con el continuo de
estados de dispersión de un canal abierto [41]. Las resonancias de Feshbach se han convertido
en una herramienta crucial para sintonizar la magntiud y signo de las interacciones a través
de la variación de un campo magnético [171, 172]. En lo subsecuente se discutirá de forma
breve la f́ısica detrás de las resonancias de Feshbach. Considerese un par de átomos alcalinos
con el electrón de valencia en el estado de momento angular orbital nulo. La proyección en
el eje de cuantización del electrón de cada átomo se asume opuesta, por lo que los átomos
se pueden denotar como ↑ y ↓. El potencial de interacción de los átomos dependerá del
acoplamiento de su esṕın. Por lo general, se denota con VT al potencial en el estado triplete
y Vs al asociado al singlete. Naturalmente, como se observa en la Fig. (A.6), VT y Vs exhiben
el mismo comportamiento de potencial de van der Waals a largas distancias, pero difieren
considerablemente a distancias cortas, con una profundidad mayor para el potencial singlete
que para el triplete. En concordancia con lo manifestado al inicio de esta subsección, el
acoplamiento en el estado singlete corresponde a un canal de dispersión, usualmente llamado
cerrado, mientras que el acoplamiento en el triplete es conocido como el canal abierto [171,
172]. Nótese que si bien el potencial de interacción depende del acoplamiento del esṕın, este
no lo modifica, es decir, el acoplamiento del esṕın es el mismo antes y después de la colisión.
Para que los canales se mezclen es necesario considerar que cada átomo tiene un núcleo con
esṕın I que interactúa con el esṕın del electrón de valencia via la interacción hiperfina:

Ĥhf =
αhf
~2

Î · Ŝ, (A.16)

donde αhf es la constante hiperfina [41]. Esta interacción hiperfina acopla los estados singletes
y triplete. Además, en presencia de un campo magnético, los diferentes estados internos de
los átomos ↑ y ↓ tienen un cambio de Zeeman diferente. En un experimento con gases
atrapados magnéticamente, la diferencia de enerǵıa entre estos estados es, por lo tanto,
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accesible experimentalmente. Es decir, la diferencia de enerǵıa entre los potenciales Vs y
VT es sintonizable (ver Fig. (A.6)). Juntando las piezas se tiene: dos átomos en el canal
abierto colsionan a enerǵıas muy pequeñas E ≈ 0, a través del campo magnético se ajusta
la profundida del potencial en el canal cerrado, de tal manera que uno de los estados ligados
de este canal este en resonancia con la enerǵıa incidente de los átomos, como estos últimos
tienen estructura interna, durante la colisión pueden modificar su acoplamiento de esṕın
y por ende terminar siendo transferidos a un estado cuasi-ligado. La formación de estado
débilmente ligado, da lugar a una resonacia de tipo Breit-Wigner [44] en la sección eficaz de
dispersión

VT Vs Energía incidente

Distancia

E
n

e
r
g

ía

Sin campo magnético

VT Vs Energía incidente

Distancia

E
n

e
r
g

ía

Con campo magnético

Figura A.6: Potenciales asociados al singlete Vs y el triplete VT en ausencia y presencia de
campo magnético.
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Apéndice B

Deducción del Hamiltoniano de
Aubry-André

El punto de partida es el Hamiltoniano unidimensional que describe part́ıculas bosónicas
con masa m confinadas en un potencial externo Vext(x). La interacción entre los bosones
está descrita por un potencial de contacto, el cual se escribe en términos de la amplitud de
dispersión de onda s. La expresión matemática del Hamiltoniano mencionado es la siguiente:

Ĥ =

∫
dx ψ̂†(x)

(
− ~2

2m

d2

dx2
+ Vext(x)

)
ψ̂(x)

+
1

2

4πas~2

m

∫
dx ψ̂†(x)ψ̂†(x)ψ̂(x)ψ̂(x),

(B.1)

donde ψ̂†(x) y ψ̂(x) son los operadores de campo de creación y aniquilación bosónica, los
cuales satisfacen las reglas de conmutación subsecuentes:

[ψ̂†(x), ψ̂†(x′)] = [ψ̂(x), ψ̂(x′)] = 0

[ψ̂(x), ψ̂†(x′)] = δ(x− x′).
(B.2)

El potencial externo Vext(x) en la Ec. (B.1) está dado por la superposición de dos redes ópticas
Vext(x) = Vp(x)+Vs(x), las cuales se denotarán por princial Vp(x) y secundaria Vs(x). La red
óptica principal Vp(x) = s1ER1 sin2(k1x), se utiliza para crear el entorno de amarre fuerte
donde las part́ıculas se moverán, mientras que la secundaria Vs(x) = s2ER2 sin2(k2x) tiene
el propósito de introducir la cuasiperiodicidad. La superposición de las dos redes ópticas da
lugar al siguiente potencial bicromático:

Vext(x) = Vp(x) + Vs(x) = s1ER1 sin2(k1x) + s2ER2 sin2(k2x)

= s1ER1 sin2(k1x) + s2ER1β
2 sin2(βk1x+ ϕ),

(B.3)

donde ki = 2π/λi (i = 1, 2) son los vectores de onda asociados a la longitud de onda λi
de la red óptica, si es la profundida de la red, ERi

= h2/(2mλ2
i ) es la enerǵıa de retroceso,

ϕ es una fase arbitraria y β = λ1/λ2 es el radio entre las longitudes de onda de las redes
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ópticas. Cuando s2 � s1 y β es un número incomensurable, la red secundaria no altera
considerablemente las posiciones de los mı́nimos que genera la red óptica principal. En su
lugar, la introducción de la red óptica secundaria tiene el efecto de alterar la profundidad
energética de cada sitio. Para el caso de una sola part́ıcula en ausencia de la red óptica
secundaria s2 = 0, los eigenestados del Hamiltoniano en la Ec. (B.1) son funciones de onda
de Bloch [1]. Como es bien conocido, combinaciones lineales de los estados de Bloch dan lugar
a las funciones de Wannier wν(x− xi), las cuales tienen la caracteŕıstica de estar localizadas
en el sitio i de la red. Dado que se considera átomos a temperaturas muy cercanas al cero
absoluto, la suposición de que las enerǵıas involucradas en el sistema son más pequeñas en
comparación con la enerǵıa requerida para permiter poblaciones de segunda y más alta banda
está bien justificada. Esta suposición permite ignorar el ı́ndice de banda ν en las funciones de
Wannier y tener en cuenta solamente poblaciones en la primera banda, es decir en la banda
de mı́nima enerǵıa. Para escribir el Hamiltoniano en la Ec. (B.1) en términos de operadores
de creación y aniquilación de estados de Wannier, es conveniente expandir los operadores de
campo ψ̂†(x) y ψ̂(x) en términos de esta base:

ψ̂(x) =
∑

i

b̂iw(x− xi)

ψ̂†(x) =
∑

i

b̂†iw
∗(x− xi),

(B.4)

Con b̂†i y b̂i los operadores de creación y aniquilación de una part́ıcula en el estado de
Wannier del sitio i, respectivamente. Como se mencionó previamente, cuando s2 � s1 la
red secundaria no altera significativamente la posición de los mı́nimos generados por la red
primaria, esta suposición permite sustituir el desarrollo de los operadores de campo en la Ec.
(B.4) en el Hamiltoniano de la Ec. (B.1). Después de álgebra directa, se obtiene el siguiente
resultado:

Ĥ = −
∑

i,j

Ji,j b̂
†
i b̂j +

∑

i,j

∆i,j b̂
†
i b̂i +

∑

i,j,k,l

Ui,j,k,lb̂
†
i b̂
†
j b̂kb̂l, (B.5)

donde se ha definido las siguientes constantes:

Jij = −
∫

dx w∗(x− xi)
(
− ~2

2m

d2

dx2
+ s1ER1 sin2(k1x)

)
w(x− xj)

∆ij = s2ER1β
2

∫
dx w∗(x− xi) sin2(βk1x+ ϕ)w(x− xj)

Uijkl =
1

2

4πas~2

2m

∫
dx w∗(x− xi)w∗(x− xj)w(x− xk)w(x− xl).

(B.6)

El primer término describe costo energético del átomo para saltar del sitio i al sitio j con
i 6= j. Notese que el término de tunelaje Jij es proporcional al traslape entre funciones de
Wannier centradas en sitios diferentes. En la aproximación de amarre fuerte, este traslape
es esencialmente distinto de cero para primeros vecinos, es decir, cuando j = i± 1. Por esta
razón, se puede despreciar los términos de tunelaje de segundos y vecinos superiores. Dado
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que la red óptica principal es invariante ante traslaciones de longitud a = λ1/2, la cantidad Jij
resulta ser idependiente del sitio i, es decir, Jij = J . El término Jii representa un corrimiento
en enerǵıa el cual adquiere el mismo valor para cada sitio, por tal motivo, se desprecia del
Hamiltoniano. El segundo término en la Ec. (B.6) es el responsable de la cuasiperiodicidad,
para llevarlo a la expresión usual del Hamiltoniano de Aubry-André, primero se hace uso de
la identidad trigonométrica sin2(βk1x+ϕ) = (1−cos(2βk1x+ϕ′)/2) con ϕ′ = 2ϕ. Insertando
esta relación en la segunda igualdad de la Ec. (B.6) se obtiene:

∆ij = −s2ER1β
2

2

∫
dx w∗(x− xi) cos(2βk1x+ ϕ′)w(x− xj), (B.7)

donde se ha despreciado el término constante. Nuevamente, para redes ópticas lo suficiente-
mente profundas, la contribución dominante en la Ec. (B.7) proviene de los términos i = j,
los cuales corresponden a una variación de enerǵıa en el sitio. Debido a que depende de i
no puede omitirse tal y como se hizo con el término constante de sitio a sitio. Haciendo el
cambio de variable y = x− xi, se obtiene lo siguiente:

∆ii = −s2ER1β
2

2
cos(2πβxi + ϕ′)

∫
dy cos(2βk1y)|w(y)|2. (B.8)

Usando la identidad trigonometrica:

cos(2βk1y + 2βk1xi + ϕ′) = cos(2πβi+ ϕ′) cos(2βk1y)

− sin(2πβi+ ϕ′) sin(2βk1y)
(B.9)

y argumentos de simetŕıa para identificar que la integral con sin(2βk1y) se anula se obtiene
el término cuasiperiódico usual:

∆ij = ∆ cos(2πβxi + φ)δij, (B.10)

donde φ = ϕ′ + π y ∆ dado de la siguiente forma:

∆ =
s2ER1β

2

2

∫
dy cos(2βk1y)|w(y)|2. (B.11)

La contribución asociada a la interacción entre part́ıculas también puede ser simplificada
haciendo uso de la aproximación de amarre fuerte. El término dominante en Uijkl corresponde
al caso donde los cuatro ı́ndices son iguales i = j = k = l, el cual da lugar a una interacción
en el sitio donde los átomos solo interactúan cuando se encuentran en el mismo sitio, la
magnitud de la interacción toma la siguiente forma:

U = Uiiii =
4πas~2

2m

∫
dx |w(x)|4. (B.12)

Recopilando todos los paso anteriores se obtiene el Hamiltoniano de Bose-Hubbard en pre-
sencia de una modulación cuasiperiódica,

Ĥ = −J
∑

〈i,j〉
b̂†ibj + ∆

∑

i

cos(2πβi+ φ)n̂i + U
∑

i

n̂i(n̂i − 1), (B.13)
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donde la notación 〈i, j〉 indica suma a primeros vecinos y n̂i = b̂†i b̂i es el operador de número
en el sitio i. Para obtener el Hamiltoniano de Aubry-André se restringe al caso de una
part́ıcula, al considerar U = 0 en el Hamiltoniano en la Ec. (B.13) se obtiene el célebre
Hamiltoniano de Aubry-André:

Ĥ = −J
∑

〈i,j〉
b̂†ibj + ∆

∑

i

cos(2πβi+ φ)n̂i. (B.14)

112



Apéndice C

Deducción de la ecuación de
Gross-Pitaevskii

En este apéndice se presentará una deducción simplificada de la ecuación de Gross-
Pitaevskii y se expondrá de forma breve tanto la reducción dimensional como los métodos
numéricos empleados para solucionar dicha ecuación. Por simplicidad, se considerará primero
el caso de un condensado de Bose-Einstein escalar, posteriormente se mencionan los resulta-
dos concernientes a una mezcla de pseudo-esṕın 1/2. El punto de partida es el Hamiltoniano
en tres dimensiones que describe part́ıculas bosónicas con masa m confinadas en un potencial
armónico Vext(x) = 1

2
m(ω2

xx
2 +ω2

yy
2 +ω2

zz
2) a temperatura nula T = 0. La interacción entre

las part́ıculas está descrita por un potencial de contacto, el cual se escribe en términos de la
longitud de dispersión de onda s denotada por a. La expresión matemática del Hamiltoniano
descrito es la siguiente:

Ĥ =

∫
d3x Ψ̂†(x)

(
−~2∇2

2m
+ Vext(x)

)
Ψ̂(x)

+
1

2

4π~2a

m

∫
d3x Ψ̂†(x)Ψ̂†(x)Ψ̂(x)Ψ̂(x),

(C.1)

donde ψ̂†(x) y ψ̂(x) son los operadores de campo de creación y aniquilación los cuales satis-
facen las reglas de conmutación bosónicas:

[Ψ̂†(x), Ψ̂†(x′)] = [Ψ̂(x), Ψ̂†(x′)] = 0

[Ψ̂†(x), Ψ̂(x′)] = δ(x− x′).
(C.2)

La ecuación dinámica que genera el Hamiltoniano en la Ec. (C.1) se determina a partir de
la ecuación de Heisenberg:

i~
∂Ψ̂(x, t)

∂t
= [Ψ̂(x, t), H], (C.3)

tras algo de álgebra la Ec. (C.3) resulta en la siguiente expresión:

i~
∂Ψ̂(x, t)

∂t
=

(
−~2∇2

2m
+ Vext(x)

)
Ψ̂(x, t) + gΨ̂†(x, t)Ψ̂(x, t)Ψ̂(x, t), (C.4)
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donde se ha definido el parámetro de interacción g = 4π~2a/m. En el esquema de campo
medio, los operadores de campo Ψ̂†(x, t) y Ψ̂(x, t) son aproximados por su valor esperado en
el estado base:

Ψ̂†(x, t) = 〈Ψ̂†(x, t)〉0 = Ψ∗(x, t)

Ψ̂(x, t) = 〈Ψ̂(x, t)〉0 = Ψ(x, t)
(C.5)

Nótese que en las segundas igualdades de la Ec. (C.5), Ψ representa una función y no un
operador. Al sustituir la aproximación de campo medio en la Ec. (C.4), se obtiene la célebre
ecuación dinámica de Gross-Pitaevskii:

i~
∂Ψ(x, t)

∂t
=

(
−~2∇2

2m
+ Vext(x)

)
Ψ(x, t) + g|Ψ(x, t)|2Ψ(x, t), (C.6)

La expresión anterior es una ecuación diferencial parcial no lineal que describe la dinámica
de un condensado de Bose-Einstein débilmente interactuante a temperatura nula. Las condi-
ciones de aplicabilidad de la Ec. (C.6) están fundamentadas en cuatro principales aspectos.
El primero de ellos atañe al número de part́ıculas, el cual debe de ser suficientemente ma-
croscópico para que el concepto de condensación de Bose-Einstein tenga sentido. Segundo,
las interacciones deben ser débiles, este enunciado expresa que si d = n−1/3 = (V/N)1/3 es
la distancia promedio entre las part́ıculas que componen el gas, se debe cumplir que a� d.
Tercero, el gas debe ser diluido, es decir si r0 es el rango del potencial de interacción, entonces
es necesario que r0 � d. Por último, la ecuación de Gross-Pitaevskii es estrictamente válida
a temperatura nula T = 0. La segunda y cuarta condición permiten despreciar las fluctua-
ciones cuánticas y térmicas del gas y por ende poder aproximar el operador Ψ̂(x, t) por la
función Ψ(x, t). La ecuación dependiente del tiempo de Gross-Pitaevskii admite soluciones
estacionarias, donde la función de onda del condensado Ψ(x, t) evoluciona en el tiempo de
acuerdo a la siguiente expresión:

Ψ(x, t) = φ(x)e−iµt/~, (C.7)

siendo µ el potencial qúımico del gas. Al sustituir la Ec. (C.7) en la Ec. (C.6), se obtiene la
ecuación estacionaria de Gross-Pitaevskii:

(
−~2∇2

2m
+ Vext(x)

)
φ(x) + g|φ(x)|2φ(x) = µφ(x). (C.8)

En la práctica, un condensado de Bose en dos dimensiones, estrictamente en cuasi-2D, se
puede obtener a partir de un gas en 3D confinado fuertemente en la dirección transversal.
En otras palabras si (ωx, ωy, ωz) es la tripleta de frecuencias empleada para confinar el con-
densado, el régimen cuasi-2D es posible cuando la frecuencia transversal ωz es mucho más
grande que las frecuencias en el plano ωx, ωy, las cuales por simplicidad se consideran iguales
ωr = ωx = ωy y se denotan por una única cantidad, llamada frecuencia radial ωr. En la Fig.
(C.1-a y C.1-b) se ejemplifica el perfil de densidad de un gas de Bose cuando la tripleta de
frecuencias son iguales y cuando la frecuencia tranversal es mucho mayor que la frecuencia
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Figura C.1: Representación esquemática de un condensado de Bose-Einstein cuando: (a) la
tripleta de frecuencias son iguales y (b) cuando la frecuencia transversal es mucho más grande
que las frecuencias en el plano.

radial, respectivamente. Cuando ωz � ωr, ng � ~ωz y la temperatura del gas T satisface que
~ωz � kBT , el tiempo caracteŕıstico de la dinámica transversal es mucho mayor que el aso-
ciado al movimiento longitudinal [155]. Esta disparidad motiva a emplear una aproximación
de tipo Bohr-Oppenheimer en los grados de libertad del gas bosónico, es decir, considerar
que para los tiempos caracteŕısticos del movimiento longitudinal, la dinámica transversal
está, para todo propósito práctico, congelada. Dentro de está aproximación, la función de
onda tridimensional de un condensado se separa de la siguiente forma:

Ψ(x, y, z; t) ≈ φHO0 (z)Ψ2D(x, y; t), (C.9)

donde φHO0 (z) = (mωz

π~ )1/4e−mωzz2/2~ es el estado base del oscilador armónico en la direc-
ción transversal y Ψ2D(x, y; t) es la función que describe la dinámica del condensado en el
plano. Al sustituir la aproximación anterior en la Ec. (C.6) e integrar los grados de libertad
transversales, se obtiene la ecuación efectiva de Gross-Pitaevskii en 2D:

i~
∂Ψ2D(x, y; t)

∂t
= −~2∇2

⊥Ψ2D(x, y; t)

2m
+

1

2
ω2
r(x

2 + y2)Ψ2D(x, y; t)

+
1

2
~ωzΨ2D(x, y; t) +

g√
2π`z
|Ψ2D(x, y; t)|2Ψ2D(x, y; t),

(C.10)

donde ∇2
⊥ = ∂2

∂x2
+ ∂2

∂y2
es el Laplaciano en dos dimensiones y `z =

√
~/mωz es la longi-

tud natural del oscilador armónico transversal. De la expresión anterior se observa que el
acoplamiento de interacción se rescala de la siguiente forma g → g/

√
2π`z. La ecuación

independiente del tiempo que genera la Ec. (C.10) se muestra a continuación:

−~2∇2
⊥φ2D(x, y)

2m
+

1

2
ω2
r(x

2 + y2)φ2D(x, y) +
g√

2π`z
|φ2D(x, y)|2φ2D(x, y)

= (µ+ ~ωz/2)φ2D(x, y; t) = µ′φ2D(x, y; t),

(C.11)
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Las Ecs. (C.10) y (C.11) corresponden a la reducción dimensional de la ecuación original
de Gross-Pitaevskii, como se mencionó al hacer este proceso el coeficiente de interacción
debe de reescalarse apropiadamente. Para el caso de un condensado de Bose-Einstein de dos
componentes hiperfinas | ↑〉 = |F = 1,mF = −1〉 y | ↓〉 = |F = 1,mF = 1〉 de 87Rb, se
tiene que el Hamiltoniano depende de dos operadores de campo, cada uno asociado a una
componente hiperfina, la expresión matemática de dicho Hamiltoniano es la siguiente:

Ĥ =
∑

α

∫
d3x Ψ̂†α(x)

(
−~2∇2

2m
+ Vext(x)

)
Ψ̂α(x)

+
1

2

∑

α,α′

∫
d3x gα,α′Ψ̂†α(x)Ψ̂†α′(x)Ψ̂α′(x)Ψ̂α(x),

(C.12)

donde ahora los coeficientes de interacción dependen si la colisión es entre átomos con la
misma componente hiperfina g↑,↑ y g↓,↓ o bien entre distinas proyeciones de pseudo-esṕın g↑↓
y g↓,↑. Tras determinar las ecuaciones de movimiento para cada operador de campo, hacer la
aproximación de campo medio y la reducción dimensional 3D-2D, se obtiene las ecuaciones
dinámicas bidimensionales de Gross-Pitaevskii para la mezcla:

i~
∂ψ↑
∂t

= [Ĥ0 + g↑,↑|ψ↑|2 + g↑,↓|ψ↓|2]ψ↑

i~
∂ψ↓
∂t

= [Ĥ0 + g↓,↓|ψ↓|2 + g↓,↑|ψ↑|2]ψ↓,
(C.13)

donde ψ↑ y ψ↓ son las funciones de onda que representan a las componentes hiperfinas | ↑〉
y | ↓〉, respectivamente, Ĥ0 = − ~2

2m
∇2
⊥ + Vext(x, y), con ∇2

⊥ = ∂2

∂x2
+ ∂2

∂y2
el Laplaciano en

dos dimensiones, es la parte no interactuante de la mezcla. Nótese que se ha omitido el
término ~ωz/2 puesto que al ser una constante no tiene un rol relevante en la dinámica.
Adicionalmente, por simplicidad se ha omitido el sub́ındice 2D. De manera análoga al caso
escalar, los acoplamientos de interacción intra e interespecies deben de reescalarse debido a
que las colisiones tienen lugar en un entorno cuasi-bidimensional. El factor de escalamiento
es el mismo que el derterminado en el caso escalar, es decir:

gσ,σ′ =
4π~2aσ,σ′

m

1√
2π`z

, (C.14)

siendo aσσ′ las longitudes de dispersión de la colisión entre átomos con componente hiperfina
σ y σ′. Tras sustituir la propuesta estacionaria (C.7) para la mezcla se obtiene las ecuaciones
estacionarias del gas de Bose de dos componentes:

µψ↑ = [Ĥ0 + g↑,↑|ψ↑|2 + g↑,↓|ψ↓|2]ψ↑

µψ↓ = [Ĥ0 + g↓,↓|ψ↓|2 + g↓,↑|ψ↑|2]ψ↓,
(C.15)

Como puede observarse, el potencial qúımico es el mismo para cada componente hiperfina
ya que se está suponiendo que en todo momento la mezcla está balanceada. Es decir, existe
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un mismo número de átomos de cada proyección de pseudo-esṕın. Las Ecs. (C.12) y (C.14)
fueron resueltas numéricamente para obtener la dinámica de los dominios ferromagnéticos
del caṕıtulo 4. En particular, para encontrar los estados estacionarios de la mezcla se utilizó
el método de propagación en tiempo imaginario [173]. Este método consiste en hacer la
sustitución τ → it en las Ec. (C.13) de donde se obtiene:

~
∂ψ↑
∂τ

= −[Ĥ0 + g↑,↑|ψ↑|2 + g↑,↓|ψ↓|2]ψ↑ = −Ĥ↑ψ↑

~
∂ψ↓
∂τ

= −[Ĥ0 + g↓,↓|ψ↓|2 + g↓,↑|ψ↑|2]ψ↓ = −Ĥ↓ψ↓,
(C.16)

esta ecuación es reminicente a la ecuación de difusión, la cual es utilizada para modelar la
progagación de calor. En el caso que Ĥ0 no dependa expĺıcitamente de τ , la solución formal
de la Ec. (C.16) se escribe como:

ψ↑(τ) = e−Ĥ↑τ/~ψ↑(τ = 0)

ψ↓(τ) = e−Ĥ↓τ/~ψ↓(τ = 0),
(C.17)

donde ψ↑(τ = 0) y ψ↓(τ = 0) son semillas o adivinanzas iniciales del estado estacionario.
De acuerdo a la cerradura de las eigenfunciones de un operado Hermitiano, ψ↑(τ = 0) y
ψ↓(τ = 0) pueden expanderse en términos de los eigenestados de la Ec. (C.15):

ψ↑(τ = 0) =
∑

`

c`↑φ`↑

ψ↓(τ = 0) =
∑

`

c`↓φ`↓,
(C.18)

al sustituir la expansión anterior en la Ec. (C.17) se obtiene lo siguiente:

ψ↑(τ) =
∑

`

c`↑e
−E↑τ/~φ`↑

ψ↓(τ) =
∑

`

c`↓e
−E↓τ/~φ`↓,

(C.19)

de acuerdo a esta última expresión cuando τ → ∞ la única componente que no se suprime
es la asociada al estado de mı́nima enerǵıa, es decir, al propagar en tiempo imaginario la
ecuación dinámica de Gross-Pitaevskii se obtiene la solución de las ecuaciones estacionarias.
Es importante clarificar que al ser una ecuación de tipo difusivo la propagación en tiempo
imaginario no conserva la norma de la función de onda por lo que, al utilizar un método
numérico de propagación se debe, manualmente, imponer o normalizar la función de onda. A
continuación se expondrá los métodos numéricos empleados para resolver la ecuación esta-
cionaria y dinámica de Gross-Pitaevskii. Por simplicidad se expondrá el caso de la ecuación
de Gross-Pitaevskii escalar. Para obtener el estado estacionario φ se utilizó el método de
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paso dividio [160, 161] o también llamado, por su nombre en inglés, split-step. En general,
este método se aplica a ecuaciónes diferenciales con la siguiente forma:

∂Ψ

∂τ
= [L̂+ N̂ (Ψ, τ)]Ψ, (C.20)

donde L̂ es un operador diferencial lineal y N̂ es uno no lineal. Bajo la suposición que tanto
L̂ como N̂ no dependen de τ expĺıcitamente, la solución general de la Ec. (C.16) puede
escribirse como:

Ψ(τ) = e(L̂+N̂ )τΨ(0), (C.21)

siendo Ψ(τ = 0) la condición inicial de la evolución temporal. De la regla de composición,

el operador e(L̂+N̂ )τ puede escribirse como un producto del mismo operador evaluado en
rebanadas de tiempo δτ = τ/N :

e(L̂+N̂ )τ =
N∏

j=1

e(L̂+N̂ )δτ (C.22)

La expresión anterior es exacta y en caso de poder evaluarse no habŕıa necesidad de requerir
métodos aproximados. En el caso particular de la ecuación de Gross-Pitaevskii, L̂ representa
la enerǵıa cinética del gas, mientras N̂ es la no linealidad o interacción efectiva de las
part́ıculas:

L̂ =

(
−~2∇2

⊥
2m

+ Vext(x, y)

)

N̂ = g|ψ(x, t)|2,
(C.23)

dado que no existe una base en común que diagonalize por separado a L̂ y N̂ , el costo compu-
tacional de evaluar la exponenciación de la suma de los operadores es sumamente grande y
en algunos casos imposible. Por tal motivo es necesario recurrir a métodos aproximados. En
el esquema de paso dividido, el operador e(L̂+N̂ )δτ se puede aproximar a segundo orden en
δτ de la siguiente forma:

e(L̂+N̂ )δτ ≈ eδτ L̂/2eδτN̂ eδτ L̂/2 +O(δτ 3), (C.24)

donde O(δτ 3) hace referencia que el error del método es cúbico con respecto a la rebana
temporal. De acuerdo a la Ec. (C.24), la evolución de τ a τ + δτ se puede aproximar como:

Ψ(τ + δτ) ≈ eδτ L̂/2eδτN̂ eδτ L̂/2Ψ(τ). (C.25)

La utilidad de utilizar la aproximación de paso dividido subyace en el hecho que, la evaluación
por separado de los operadores eδτ L̂ y eδτN̂/2 es mucho menos costosa puesto que se conoce
de antemano que el operador eδτ L̂ es diagonal en espacio de momentos, mientras que eδτN̂/2

puede representarse fácilmente en el espacio de posiciones. Ya que se ha establecido el método
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de paso dividido se explicará su aplicación en la práctica. Todos los cálculos numéricos se
realizaron en una malla cuadrada de longitud L = 40a y un número de puntos tanto en la
dirección x como y de Nx = Ny = 512. De esta forma, la función de onda Ψ es representada
por una matriz de tamaño Nx × Ny y cuyas entradas se denotan por Ψi,j. Para indicar el
paso temporal se utiliza el supeŕındice n, de tal forma que Ψn

i,j = Ψi,j(τ = nδτ). La evolución
en tiempo imaginario necesita de una propuesta o semilla inicial de la matriz Ψ0

i,j, en este
trabajo siempre se utilizó como semilla un perfil Gaussiano con ruido aleatorio, en la Fig.
(C.2) puede verse un ejemplo de la semilla Ψ0

i,j. La evaluación numérica del la expresión en
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Figura C.2: Adivinanza de la matriz Ψ0
i,j utilizada para la propagación en tiempo imaginario.

la Ec. (C.25) fue implementada de la siguiente forma:

Ψn+1
ij = FFT −1[e−δτ(k2x+k2y)/2FFT [eδτ(Vij+g|Ψn

ij |2)FFT −1[e−δτ(k2x+k2y)/2FFT [Ψn
ij]]]] (C.26)

De forma textual, primero se calcula la transformada de Fourier del perfil Ψn
ij, posteriormente

se multiplica por la exponenciación de la representación del Laplaciano en el espacio de
Fourier, al resultado de esta multiplicación se le aplica la transformada de Fourier inversa
para regresar al espacio de posiciones. En esta representación se multiplica el resultado previo
por la exponencial de la suma del potencial de confinamiento Vij = V (xi, yj) y la interacción
efectiva g|Ψn

ij|2, enseguida se evalúa la transformada de Fourier de la multiplicación anterior,
nuevamente se aplica la exponencial de la representación del Laplaciano en el espacio de
Fourier, por último se usa la transformada de Fourier inversa para regresar el resultado
al espacio de posiciones. Nótese que de acuerdo con la Ec. (C.25) la exponenciación del
Laplaciano contiene un factor de 1/2 extra. Como se mencionó previamente, la evolución
en tiempo imaginario no conserva la norma de la función de onda por lo que a cada paso
temporal n→ n+1 es necesario normalizar la matriz resultante Ψn+1

ij . El número de pasos en
tiempo imaginario se determina a partir de dos cŕıterios. El primero de ellos está asociado a
la convergencia del potencial qúımico, es decir, en cada paso n se determina µ de la siguiente
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expresión:

µn+1 =
∑

ij

Ψn+1∗
ij

(
−~2∇2

⊥
2m

+ Vij + g|Ψn+1
ij |2

)
Ψn+1
ij × (dxdy) (C.27)

donde dy = L/512 ≈ 0.07 y dx = L/512 ≈ 0.07 son lo elementos diferenciales del grid
numérico en la dirección y y x, respectivamente. Posterior a calcular el potencial qúımico
µn+1, se compara con el calculado con el paso inmediato anterior, es decir, µn y se verifica
si la diferencia es menor a una tolerancia ε:

|µn − µn+1|
|µn+1| < ε ≈ 10−6, (C.28)

si esto se cumple, la evolución temporal se detiene puesto que se tiene una aproximación
razonable al estado estacionario. En caso contrario se continua la dinámica en tiempo ima-
ginario hasta que se satisfaga este criterio de convergencia. El segundo y último criterio de
convergencia está asociado a diferentes realizaciones de la semilla inicial Ψ0

ij, es decir dife-
rente ruido aleatorio en la condición inicial. De manera simultánea se determina la evolución
en tiempo imaginario de dos distintas adivinanzas Ψ0

ij, Φ0
ij, la dinámica concluye cuando se

satisface el siguiente criterio:
||Ψn

ij − Φn
ij||

||Ψn
ij||

< ε ≈ 10−6, (C.29)

es decir, cuando dos condiciones iniciales independientes convergen simultáneamente a una
misma función de onda. La notación || · || denota la norma de Frobenius. Con los criterios
de convergencia mencionados se concluye la discusión de los métodos numéricos empleados
para obtener el estado estacionario de la ecuación de Gross-Pitaevskii.

La evolución en tiempo real se implementó usando Runge-Kutta de cuarto orden, el cual
se aplica a ecuaciones diferenciales de tipo ẏ(t) = f(t, y(t)). De manera análoga al estado
estacionario se expondrá el método de Runge-Kutta para el caso de un condensado escalar.
En este escenario se tiene las siguientes correspondencias:

y → Ψ̇

f(t, y(t))→ −i
[
−1

2
∇2 + Vext + g|Ψ|2

]
Ψ,

(C.30)

donde la notación Ψ̇ denota derivación en el tiempo. De acuerdo a la Ec. (C.30), f no depende
expĺıcitamente de t. Al igual que en el caso estacionario, la función de onda se representa por
una matriz cuadrada de 512× 512 y el tiempo de evolución en rebanadas discretas t = ndt.
De esta forma, Ψ(x, y, t) es representada por Ψn

ij. El esquema de Runge-Kutta de cuarto
orden requiere de la evaluación de las siguientes cantidades:

kn1 = f(Ψn
ij)

kn2 = f(Ψn
ij + kn1dt/2)

kn3 = f(Ψn
ij + kn2dt/2)

kn4 = f(Ψn
ij + kn3dt).

(C.31)
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Una vez que se ha calculado los factores k′s, la evolución en el tiempo se determina por la
siguiente expresión:

Ψn+1
ij = Ψn

ij +
dt(k1 + 2k2 + 2k3 + k4)

6
. (C.32)

El algoritmo se comienza dando la condición inicial de la evolución Ψ0
ij, se evaluan los co-

eficientes k usando un paso temporal de dt = 10−3. El Laplaciano de la función de onda se
computó usando FFT, tal y como se describió en el método para el estado estacionario. Tras
la evaluación de k1, k2, k3 y k4 se sustituye lo obtenido en la Ec. (C.32) para obtener Ψ1

ij. El
procedimiento mencionado se repite hasta llegar al tiempo deseado de evolución tf = mdt
donde m es el número de veces que se itera el método de Runge-Kutta de cuarto orden.
Durante la evolución en el tiempo se monitoreó que en todo momento la norma de la función
de onda se conservara. De igual forma, tras obtener el perfil final Ψm

ij se procedió a calcular
la dinámica en sentido inverso, es decir, de tf = mdt a ti = 0, de esta forma se computó
||Ψ0

ij − Ψ0→m→0
ij ||, donde Ψ0→m→0

ij indica el perfil que se evolucionó dos veces. Si la norma
de Frobenius de la diferencia entre Ψ0

ij y Ψ0→m→0
ij es menor a cierta tolerancia, entonces la

evolución es reversible y por ende se respeta está simetŕıa, la cual está presente en la ecuación
dinámica de Gross-Pitaevskii. Para concluir este apéndice, es importante mencionar que la
implementación de los métodos numéricos expuestos se realizó usando una GPU (Graphics
Processors Unit) Nvidia GTX 1080 de 8 GB. Los algoritmos en paralelo fueron escritos uti-
lizando el ambiente PYCUDA1, una libreria que vincula el entorno de CUDA, escrito en
C++, con el de Python. El uso de de las tarjeta GPU permitió reducir drásticamente el
tiempo total de cómputo. Por ejemplo, un cálculo que demora alrededor de 24 hrs en una
GPU, tardaŕıa de 2 a 3 semanas en un procesador en serie [155].

1La documentación de PYCUDA puede encontrarse en https://documen.tician.de/pycuda/
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Phys. Rev. Lett. 126, 153201 (2021).

[130] G. L. Celardo, R. Kaiser y F. Borgonovi, Phys. Rev. B 94, 144206 (2016).

[131] V. E. Kravtsov, O. M. Yevtushenko, P. Snajberk y E. Cuevas, Phys. Rev. E 86, 021136
(2012).
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[149] D. Johnstone, P. Öhberg y C. W. Duncan, J. Phys. Rev. A: Math. Theor. 54, 395001
(2021).

[150] A. E. Niederle y H. Rieger, New J. Phys. 15, 075029 (2013).

[151] M. Lacki, S. Paganelli, V. Ahufinger, A. Sanpera y J. Zakrzewski, Phys. Rev. A 83,
013605 (2011).

[152] S. van Dijken, Phys. Rev. X 5, 011010 (2015).

[153] F. J. Himpsel, J. E. Ortega, G. J. Mankey y R. F. Willis, Adv. Phys. 47, 511 (1998).

[154] F. J. Himpsel, J. E. Ortega, G. J. Mankey y R. F. Willis, J. Appl. Phys. 91, 8462
(2002).

[155] R. Zamora-Zamora, G. A. Domı́nguez-Castro, C. Trallero-Giner, R. Paredes y V.
Romero-Roch́ın, J. Phys. Commun. 3, 085003 (2019).

[156] A. Maksymov, P. Sierant y J. Zakrzewski, Phys. Rev. B 102, 134205 (2020).

129

https://journals.aps.org/prb/abstract/10.1103/PhysRevB.92.014208
https://iopscience.iop.org/article/10.1209/0295-5075/128/67003
https://iopscience.iop.org/article/10.1209/0295-5075/128/67003
https://journals.aps.org/pre/abstract/10.1103/PhysRevE.102.062144
https://journals.aps.org/prl/abstract/10.1103/PhysRevLett.93.040502
https://journals.aps.org/prl/abstract/10.1103/PhysRevLett.91.147902
https://journals.aps.org/prl/abstract/10.1103/PhysRevLett.107.070601
https://journals.aps.org/prl/abstract/10.1103/PhysRevLett.109.267203
https://journals.aps.org/prl/abstract/10.1103/PhysRevLett.73.2607
https://journals.aps.org/prl/abstract/10.1103/PhysRevLett.76.491
https://journals.aps.org/prb/abstract/10.1103/PhysRevB.54.14896
https://journals.aps.org/prb/abstract/10.1103/PhysRevB.56.12217
https://journals.aps.org/pra/abstract/10.1103/PhysRevA.100.013603
https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S1631070513001333?via%3Dihub
https://journals.aps.org/prl/abstract/10.1103/PhysRevLett.126.110401
https://iopscience.iop.org/article/10.1088/1751-8121/ac1dc0
https://iopscience.iop.org/article/10.1088/1751-8121/ac1dc0
https://iopscience.iop.org/article/10.1088/1367-2630/15/7/075029
https://journals.aps.org/pra/abstract/10.1103/PhysRevA.83.013605
https://journals.aps.org/pra/abstract/10.1103/PhysRevA.83.013605
https://journals.aps.org/prx/abstract/10.1103/PhysRevX.5.011010
https://www.tandfonline.com/doi/abs/10.1080/000187398243519
https://aip.scitation.org/doi/abs/10.1063/1.1453950
https://aip.scitation.org/doi/abs/10.1063/1.1453950
https://iopscience.iop.org/article/10.1088/2399-6528/ab360f
https://journals.aps.org/prb/abstract/10.1103/PhysRevB.102.134205


[157] C. Chin, R. Grimm, P. Julienne y E. Tiesinga, Rev. Mod. Phys. 82, 1225 (2010).

[158] S. B. Papp, J. M. Pino y C. E. Wieman, Phys. Rev. Lett. 101, 040402 (2008).

[159] F. Wang, X. Li, D. Xiong y D. Wang, J. Phys. B: At. Mol. Opt. Phys. 49, 015302
(2015).

[160] P. Muruganandam y S. K. Adhikari, Comput. Phys. Commun. 180, 1888 (2009).

[161] D. Vudragov́ıc, I. Vidanov́ıc, A. Balaz, P. Muruganandam y S. K. Adhikari, Comput.
Phys. Commun. 183, 2021 (2012).

[162] R. Zamora-Zamora, M. Lozada-Hidalgo, S. F. Caballero-Beńıtez y V. Romero-Roch́ın,
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p-Wave Superfluid Phases of Fermi Molecules in a Bilayer
Lattice Array

Gustavo Alexis Doḿınguez-Castro and Rosario Paredes*

The superfluid p = px + ip y phases in an ultracold gas of dipolar Fermi
molecules lying in two parallel square lattices in 2D are investigated. As
shown by a two-body study, dipole moments oriented in opposite directions in
each layer are the key ingredients in our mean-field analysis from which
unconventional superfluidity is predicted. The T = 0 phase diagram
summarizes our findings: stable and metastable superfluid phases appear as
a function of both, the dipole–dipole interaction coupling parameter and
filling factor. A first-order phase transition, and thus a mixture of superfluid
phases at different densities, is revealed from the coexistence curves in the
metastable region. The model predicts that these superfluid phases can be
observed experimentally at 10 nK in molecules of NaK confined in optical
lattices of size a = 532 nm. Other routes to reach higher temperatures require
the use of subwavelength confinement technique.

1. Introduction

Experimental evidence suggests that Cooper pairing in high Tc
superconducting materials, in unconventional superconductors
and in superfluid 3He, is not in the usual zero angular mo-
mentum state, instead, pairs are bound in a d -wave, p-wave,
or higher-order superconducting order parameter.[1–9] Also from
phenomenology, the consensus is that in the particular case of
cuprates and ruthenates, the transport with zero viscosity results
from the formation of Cooper pairs traveling in planes.[10,11] Such
a frictionless transport, characterized by a non-s -wave energy
gap, still remains as an open question because the mechanism
that replaces the usual electronic pairing through phonons is
unknown.
The research for unconventional superfluid phases has at-

tracted the interest of the ultracold Fermi gases community for
more than a decade. As is well known, the existent analogies be-
tween neutral superfluids and charged superconductors make
ultracold atoms and molecules the best candidates to emulate
condensedmatter systems behavior. In particular, ultracold polar
molecules can be used to access the physics of correlated pairs
that form unconventional superfluid phases belonging to a 2D
domain. The long-range character of dipolar interaction man-
ifested in producing a contribution of all partial waves at low
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energies,[12–15] together with its partial
attractiveness, open the possibility of
producing Bardeen–Cooper–Schrieffer
(BCS) pairing. As recently proposed in
refs. [16,17], due to the repulsive core be-
tween dipoles situated in a bilayer array,
the s -wave pairing is suppressed and,
instead, p-wave or higher partial wave
superfluid phases arise in molecules
with rotational moments J = 0 and
J = 1.
Current experimental facilities allow

the design of ad hoc systems in which the
strength and anisotropy of dipole–dipole
interactions can be controlled. For in-
stance, very recently the strongly interact-
ing regime in dipolar 167Er atoms loaded
in a 3D optical lattice has been reached.[18]

In that system, the confinement provided
by the lattice played a fundamental role since associated to it two-
body and three-body inelastic collisions were significantly sup-
pressed. This fact suggests that the superfluid transition must
also be affected by the presence of the lattice structure. Indeed,
within the context of high-temperature superconductors, the role
of lattice confinement is essential for describing the transition to
the superconducting phase as a function of doping.
With the aim of studying p-wave superfluidity, in this

manuscript we consider ultracold dipolar Fermi molecules con-
fined in a bilayer array composed of 2D optical lattices having
square symmetry. As schematically illustrated in Figure 1, the
dipolemoments of molecules are oriented in opposite directions.
The strong tail–tail repulsion between molecules lying in on-site
positions in layers A and B inhibits pairing formation; in con-
trast, Cooper pairing is favoredwhenmolecules locate at different
lattice sites. Thus, superfluidity arises as a consequence of the en-
ergy saving associated with a reduction of the electrostatic repul-
sion. An additional aspect that motivates this investigation is that
themodel proposed here shares similar properties to those exhib-
ited by ruthenate superconductors, which have p-wave phases.[19]

The main analogy is that the frictionless transport of pairs trav-
eling in 2D has the same origin; the strong electrostatic repul-
sion of fermions situated one on top of the other in different lay-
ers together with the attractive interaction of fermions located in
other site configurations. Thus, besides the physics of superflu-
idity that can be addressed, our model can also be used to access
the physics of unconventional ruthenate superconductors.
This paper is organized as follows. In Section 2 we describe the

model, then, based on the analysis for scattered pairs and bound
states presented in Section 3, we work in the BCS mean-field
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Figure 1. Schematic representation of dipolar Fermi molecules situated
in a bilayer array composed of parallel optical lattices in two dimensions.

approach to study unconventional superfluidity in Section 4. As
we shall demonstrate, the proposed model predicts a first-order
phase transition between superfluid phases at different densi-
ties, as a function of the interaction strength. This is obtained
from the stability criteria imposed by the second law of ther-
modynamics, which allows to recognize stable and metastable
phases. The physics of the model is summarized in the phase
diagram at zero temperature. In Section 5 we determine the
superfluid density tensor with the purpose of establishing the
Berezinskii–Kosterlitz–Thouless (BKT) transition temperature.
Finally, we present our conclusions in Section 6.

2. Model

To study the emergence of unconventional superfluidity, we
consider polar Fermi molecules placed in two parallel optical
lattices in 2D separated by a distance L , being the structure
of each layer a square lattice of size a lying in x − y plane,
Vlatt (x, y) = sin2 π

a x + sin2 π

a y. Layers will be labeled as A and
B. The dipoles are oriented perpendicularly to the layers and in
opposite directions in different layers, see Figure 1. As delineated
in ref. [17], this type of configuration can be created by setting
polar molecules with rotational moments J = 0 and J = 1 in
layers A and B, respectively. Then, applying an ac electric field,
oriented perpendicularly to the lattices, gives rise to having
effective dipole moments pointing in opposite directions.[20] In
this scenario, the potential of interaction between two molecules
situated in different layers is

Vdip(r ) = −d2
(r 2 − 2L 2)
(r 2 + L 2)5/2

(1)

where −d2 is the scalar product of the effective dipole moments
in the layers, L and r are the interlayer and intralayer separations,
respectively.[21] Molecules canmove through sites in a given layer,
but they cannot tunnel between layers. Given the arrangement il-
lustrated in Figure 1, several interactions between pairs can arise,
such interactions being essential to define the possible phases or
ordered structures as stripes or checkerboard patterns.[22–26] The
purpose of this work is to study the p-wave superfluidity emerg-
ing from attractive interactions betweenmolecules lying in layers

A and B. Since dipoles are oriented along opposite directions k̂
and −k̂, and due to the discreteness of positions of the dipoles
in the lattices, the election of the interlayer separation is a key
parameter to ensure that on-site dipoles repeal each other, while
being attractive when dipoles in layers A and B are situated at
any other configurations. We notice that for � < 0.5, the inter-
action energy between molecules lying in A and B layers is at-
tractive except for r = 0. In this work we shall consider � = 0.2,
being a dimensionless quantity defined in terms of the lattice
spacing a as � = L/a. In addition to the effective dipole–dipole
interaction strength χ = me f f d2/a�2, withme f f = �2/2ta2 the ef-
fective mass, superfluidity will be analyzed in terms of the filling
factor n.

3. Two-Body Physics

Since the robustness of superfluidity lies on the existence of the
molecule pair formation, one should warrant on the one hand
that such pairs are not bound, but on the contrary, molecules in
each pair belong to states in the continuum, and, on the other
hand, that pairs contributing to the superposition that defines the
many-body superfluid state are energetically favorable, that is, its
electrostatic energy is compatible with the condition imposed by
minimization of energy.
To get insight into the appropriate values for which the effec-

tive dipole–dipole interaction χ tends to form either scattered
pairs or true bound state pairs, we examine the physics of two
molecules. First, we investigate the bound energies EB as a func-
tion of χ . In Figure 2we plot the solutions for the binding energy
given by the following equation:[27,28]

1 = 1
�

∑
q

Vdip(q)
EB − EK,q

(2)

where Vdip(q) is the Fourier transform of the interaction poten-
tial, Vdip(q) = ∑

r Vdip(r)e
−iq·r, with q the relative momentum be-

tween two molecules lying in layers A and B, and � the number
of sites. EK,q = −4t(cos(Kxa/2) cos(qxa)+ cos(Kya/2) cos(qya)),
where K is the center of mass vector in the first Brillouin zone.
As one can see from Figure 2, for values of χ � 0.5 molecules

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

8

8.1

8.2

8.3

8.4

8.5

χ

|E
 | B
/t

Figure 2. Absolute value of the binding energy of a dimer composed of two
dipolar Fermi molecules lying in a bilayer array of squares lattices in 2D.
The binding energy |E B | is plotted as a function of the effective dipole–
dipole interaction strength χ . For χ � 0.5, formation of bound pairs is
negligible.
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Figure 3. Energy spectrum of scattered pairs in 1D for χ = 0.4 and Nx =
60. Each scattered pair is composed of two dipolar Fermi molecules lying
in layers A and B . Notice that the energy has been shifted by 4t to better
appreciate the full spectrum in logarithmic scale.

are not bound, and thus for lower values of χ we are dealing with
purely fermionic physics. Notice that we have plotted |EB|/t and
thus dimeric molecular states exist when |EB| exceeds 8t .
In addition to the examination of the two-molecule binding

energy in 2D, a simple analysis in 1D will allow us to delineate
several conclusions for the scattered pairs, and in particular to es-
tablish which pairsmust be considered in themany-body picture.
For this purpose we solve by exact diagonalization the stationary
Schrödinger equation

H|m〉 = Em|m〉

considering just two molecules, with Hamiltonian

H = −t
∑
〈i, j 〉

(a†i a j + b†i b j + h.c .)+
∑
i, j

Vdip(i − j )a†i b
†
j b j ai (3)

wherem is a simple label to identify the eigenstates, which are lin-
ear superpositions of Fock states |nA

1 , nA
2 , . . . nA

�; n
B
1 , nB

2 , . . . nB
�〉,

being nA/B
i = 0 or 1.

In Figure 3 we plot the energy spectrum for χ = 0.4 and
Nx = 60. To better appreciate the full spectrum, the energy has
been shifted by 4t and plotted in logarithmic scale. As one can
see most of the energies lie in the range [0, 8t ], while a small set
of 60 levels have a large energy E ∼ 200t . The pairs in the first
category are associated with scattered pairs in which one of the
molecules occupies a given site in layer A and the other, placed in
layer B, can be found in a nearest neighbor position (nn), or next
nearest neighbor position (nnn), and so on. By contrast, scattered
pairs having E ∼ 200t correspond to two molecules situated one
on top of the other in layers A and B, that is, they occupy the
same site in both layers (see top of Figure 4). We shall call this
last configurations as on-site. We should stress that the energy
necessary to form these types of pairs is huge compared to that
required to form scattered pairs of type nn, nnn, or other con-
figurations. This is why in the many-body analysis such pairs in
on-site configurationsmust be neglected. This approximation re-
sembles the one-layer homogeneous case where the hard core
repulsive is neglected in the superfluid analysis, but of main im-
portance in suppressing inelastic collisions.[12,29] As expected, the
bottom of the energy spectrum becomes shifted as the value of χ

Figure 4. Probability distributions of scattered pairs of molecules situated
in on-site (r = 0) and not on-site (r �= 0) configurations for χ = 1.8. The
inset represents probability distributions for χ = 0.4.

is increased. In fact, as such effective interaction strength grows,
scattered pairs transform into localized dimers, resembling
bound states. To illustrate that both bound states and scattered
pairs can be formed depending on the value of χ , in Figure 4
we plot a couple of eigenstates of Hamiltonian (3) for χ = 1.8
(main figure) and χ = 0.4 (inset). These eigenstates correspond
to the lowest energy of their energy spectrum. As can be appreci-
ated from the main panel of Figure 4, pair configurations beyond
r = 10 are essentially null for χ = 1.8, while showing that pairs
at larger separations exist for χ = 0.4.
Two main statements can summarize the findings of our two

molecule study. The first is that the BCS superfluid state should
be investigated considering values of the effective interaction
lower than χ < 0.5. The second is that pairs of molecules lying in
on-site configurations must be discarded in the N-body analysis
since the energy cost of these pairs is two orders of magnitude
greater than that associated with pairs in other configurations.
One can also justify ignoring on-site pairs as a condition com-
patible with the minimization energy requirement of the BCS
scheme.

4. Bardeen–Cooper–Schrieffer Superfluidity

Our starting point is the many-body Hamiltonian that repre-
sents the model depicted in Section 2 and considers the pre-
scriptions, established in the previous section, on dipole–dipole
interactions placed in on-site positions. With this in mind, the
effective Hamiltonian of this dipolar Fermi system is given by

H = −t
∑
〈i,j〉

(a†i aj + b†i bj + h.c .) (4)

+
∑
i�=j

Vdip(i− j)a†i b
†
j bjai − μ

∑
i

(a†i ai + b†i bi)

here, the nearest neighbor tunneling strength has been identi-
fied with the usual label t , operators ai (a

†
i ) and bi (b

†
i ) destroy
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(create) Fermi molecules in the lowest band at sites i in lay-
ers A and B, respectively, and μ is the chemical potential. It is
important to notice that the effective Hamiltonian (4) has the
particle–hole symmetry (ai, bi) → (a†i , b

†
i ) and (a

†
i , b

†
i ) → (ai, bi),

where the filling factor transform as n → 1− n, the nearest
neighbor tunneling t → −t , and the chemical potential as μ →
−μ + ∑

i Vdip(i). As described above, due to long-range attractive
interactions, molecules in different layers can form pairs at low
temperatures, particularly p-wave pairing is the dominant sym-
metry as a result of Fermi statistics. To study this superfluid pair-
ing state at T = 0we use the self-consistentHartree–BCS approx-
imation. Due to no interlayer hopping, the Fock contribution to
the decoupling of the interaction term is absent. Assuming pair-
ing between k and−k states, the mean-field Hamiltonian in mo-
mentum representation becomes

H =
∑
k

ξk(a
†
kak + b†kbk)+ �∗

kb−kak + �ka
†
kb

†
−k (5)

where ξk = εk − μ + nVdip(k = 0), εk = −2t(cos kxa + cos kya)
is the band energy, and �k is the superfluid order parameter
given by

�k = 1
�

∑
k′

Vdip(k− k′)〈b−k′ak′ 〉

As standard, a Bogoliubov transformation leads us to obtain cou-
pled equations for the energy gap and the number occupation

�k = − 1
�

∑
k′

Vdip(k− k′)
�k′

2Ek′
tanh

(
βEk′

2

)
(6)

nA = 1
2

[
1− 1

�

∑
k

ξk

Ek
tanh

(
βEk

2

)]
(7)

where the quasiparticle energy spectrum is Ek =
√

ξ 2k + |�k|2
and β = 1/(kBT ), with kB the Boltzmann constant. To calculate
the energy gap as a function of the effective dipole–dipole inter-
action χ and the filling factor n, we consider the physics provided
by the two-body analysis of the previous section. That is, the N-
body problem will be studied for χ ∈ [0, 0.5] and n ∈ [0, 1].
In our calculations we solve self-consistently Equations (6) and

(7), considering that each lattice has � = 121× 121 sites, and
equal filling factors nA = nB in each layer.

4.1. px + ip y Superfluid Pairing

At T = 0 Equations (6) and (7) leads to a gap energy �k that ex-
hibits an antisymmetric behavior characteristic of px + ipy pair-
ing. For illustration purposes in Figure 5 we show the obtained
energy gap parameter for a coupling strength χ = 0.4, and a fill-
ing factor n = 0.16. Solid and dashed lines correspond, respec-
tively, to real and imaginary parts of �k, plotted as a function of
kxa and kya. In the upper figure we plot�k considering kya = 0,
conversely, lower figure corresponds to kxa = 0. As can be ap-
preciated from these figures our model supports an almost pure
l = 1 superfluid phase since �k ∝ sin kxa + i sin kya. As found

Figure 5. Energy gap parameter �k as a function of k for filling factor
n = 0.16, coupling strength χ = 0.4, and T = 0. Upper and lower panels
correspond to ky a = 0 and kx a = 0, respectively.

Figure 6. Chemical potential μ versus filling factor n at T = 0, and inter-
action strength χ = 0.4. Black solid line separates stable frommetastable
p-wave superfluid phases. For values of filling fractions inside the range
indicated with black arrows the superfluid is unstable.

by ref. [30] the solution px + ipy is the candidate for the most sta-
ble p-wave pairing, in contrast to pz symmetry. Even more, the
px + ipy pairing breaks time-reversal symmetry and it is a class
D topological superfluid.[31,32]

When the interaction strength or the filling factor is large
enough, the system becomes unstable toward phase separation.
In order to exmplify this behavior in Figure 6, we plot the chem-
ical potential as a function of the filling factor n for an inter-
action strength χ = 0.4, at zero temperature. Here, we should
point out that, due to the appearance of logarithmic divergences
at half filling, results near n = 0.5 must be taken with some cau-
tion. Our results can be compared with those made for single
layer models[33,34] where the Pauli exclusion principle prevents
particles to occupy the same lattice site. Several conclusions can
be made from the information encoded in Figure 6. Stability
criteria for the compressibility κ = 1/n2(∂n/∂μ) demands κ > 0,
thus, the collection of points having negative derivative in
the curve μ versus n cannot exist. Arrows at maximum and
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Figure 7. Chemical potentialμ as a function of the filling factor n at T = 0.
Dotted curves correspond to different values of interaction strength χ , the
values of this parameter from bottom to top are 0.48, 0.44, 0.38, 0.32,
0.26, 0.2, 0.12, 0.07, and 0.01, respectively. Blue shaded region bounds
metastable and unstable states.

minimum values of μ indicate the range of n for which the sys-
tem is unstable. The phase separation region can be recognized
from the Maxwell construction of equal areas, however due to
the particle–hole symmetry, such a construction simplifies to de-
termine the filling factor n1, which satisfies the following con-
dition, μ(n1) = μ(n = 0.5) = μ(1− n1). Blue shaded region in
Figure 6 illustrates Maxwell construction of equal areas. Solid
black lines separate stable and metastable SF phases, that is,
within the region labeled PS—phase separation—the system be-
comes a mixture of SF phases at different densities.

4.2. Phase Diagrams

In Figure 7 we illustrate several “iso-interaction” curves with
the purpose of establishing the coexistence curve of our model.
That is, values of μ for which the state is composed of super-
fluids at different densities. The blue shaded region bounds
the metastable and unstable states referred before. The iso-
interaction curves allow us to distinguish the first-order transi-
tion. The behavior of the derivative of the chemical potential with
respect to filling factor suggest that a second-order phase transi-
tionmust occur at half filling and χ = 0, however, as we show be-
low, the phase separation region shrinks at half filling andχ → 0,
that is phase separation no longer exists in this case.
In Figure 8we show the phase diagram of ourmodel as a func-

tion of χ and n. There one can observe both, the regions where
stable superfluid phases exist, as well as regionswhere the system
is unstable and consequently the superfluid become fragmented
in superfluid phases having different densities. At a critical inter-
action of χ ≈ 0.494 the phase separation occurs between n = 0
and n = 1. When the interaction is above this critical value the
system becomes a mixture of n = 0 and n = 1 densities, and no
superfluid phases occur since the stable states are the zero par-
ticle or zero hole densities which are the well-known insulating
states.

Figure 8. Phase diagram of the p-wave superfluid phases at T = 0 in
terms of the dimensionless interaction coupling parameter χ and the fill-
ing factor n. Brown shaded regions identify stable superfluid phases, while
the blue surface indicates the values of χ and n for which the system be-
comes phase separated and thus a mixture of superfluids at two densities
coexist.

5. Berezinskii–Kosterlitz–Thouless Superfluidity

As is well known, in 2D systems no long-range order of con-
ventional type emerges, instead, a BKT finite temperature tran-
sition characterized by topological ordering emerges,[35–37] thus
the p-wave superfluid phase predicted by our model must be
of this type. To determine the critical temperature at which the
dipolar Fermi system becomes a BKT superfluid we proceed
as delineated in ref. [38]. By introducing a gauge transforma-
tion on the system Hamiltonian written in the space representa-
tion, (a†i , ai), (b

†
i , bi) → (a†i e

iθ ·ri , aie−iθ ·ri ), (b†i e
iθ ·ri , bie−iθ ·ri ), where

θ = (
θx
aNx

,
θy
aNy

)
, it is possible to recognize that the density sepa-

rates in both, normal and superfluid components. The superfluid
density can be determined as the difference between the normal
and superfluid free energies

ρα,α′ = lim
�→0

1
Nt

F� − F0
�α�α′

= 1
Nt

∂2F�

∂�α∂�α′
, α = {x, y} (8)

then, after performing a series expansion up to second order in θx
and θy one can find the final expression for the superfluid density
tensor

ραα′ = 1
a2�

∑
k

(
n(k)

∂2εk

∂kα∂kα′
− Y(k)

∂εk

∂kα

∂εk

∂kα′

)
(9)

where α, α′ = x, y, n(k) the momentum distribution, and Y(k) =
βsech2(βEk/2)/4 the Yoshida function. Since the off-diagonal
matrix elements of the superfluid density tensor are negligi-
ble, the superfluid density is approximately given by ρ ≈ (ρxx +
ρyy )/2. In order to estimate the critical temperature, one has to
impose the following BKT condition:[35–37]

ρ(TBKT ) = 8
π
kBTBKT (10)

In Figure 9, the blue solid line represents the superfluid den-
sity as a function of temperature obtained from BCS mean-field
scheme, while red dashed line represents the right hand side
of Equation (10). We find that the crossing between blue curve
and red dashed line takes place at kBTBKT = 0.0028t . For dipolar
Fermi molecules of NaK[39] confined in an optical lattice having
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Figure 9. Blue solid line is the superfluid density as a function of tem-
perature obtained from BCS mean-field scheme. The intersection of the
red dashed line and blue curve corresponds to the critical temperature
at which BKT transition occurs for an effective dipole–dipole interaction
strength χ = 0.4 and a filling factor n = 0.16.

Figure 10. BCS and BKT critical temperatures as a function of the interac-
tion parameter χ for a filling factor n = 0.16.

a wavelength λ = 1064 nm and a lattice depth of V0 = 5Er ,[40]

the estimated critical transition temperature is TBKT ≈ 0.6 nK.
One way in which such a low temperature can be raised is by in-
creasing the effective dipole–dipole interaction. This can be done
by externally changing the electric field up to a certain value at
which the dipole–dipole moment saturates, that is, reaches its
maximum value.[41] In Figure 10 we plot the critical tempera-
ture as a function of the interaction parameter for both the BCS
and BKT schemes. Using the same experimental parameters as
above, the critical BKT temperature is TBKT ≈ 10 nK. It is impor-
tant to stress here that the blue curve in Figure 10, associated to
the BCS regime, must be considered with caution since it corre-
sponds to values of the effective interaction above 0.5.
Another route to achieve higher temperatures is by means of

the use of subwavelength lattices,[42–44] where we may have L ≈
50 nm. In this scenario, the critical temperature for a Fermi gas
of NaLi molecules, under the same condition V0 = 5Er is about
TBKT ≈ 4 nK.

6. Final Remarks

We have investigated unconventional p-wave superfluidity in a
model of dipolar Fermi molecules confined in two parallel op-
tical lattices in 2D, separated at a fixed distance. Associated with
the electrostatic interaction of dipolemoments ofmolecules lying
perpendicular to the lattice, and oriented in opposite directions
in different layers, two types of situations arise in our model:

repulsive interactions for molecules situated at the same lattice
site, while attractive interactions are experienced in other cases.
The nature of these electrostatic interactions together with the
possibility of changing the effective interaction strength, are re-
sponsible for the p = px + ipy superfluid phases emerging in our
model. To determine the existence of superfluid phases we first
addressed the two-body physics and demonstrated that, depend-
ing on the value of the effective interaction coupling between
molecules, two-body bound states or scattered states are formed.
The many-body physics analyzed within the Hartree–BCSmean-
field scheme leads us to conclude that resulting from both long-
range and anisotropic characters of dipolar interactions, the
energy gap parameter shows an antisymmetric behavior, char-
acteristic of p = px + ipy phases. The phase diagram at T = 0
shows stable and metastable phases, the latter being a mixture of
superfluid phases at different densities, thus providing evidence
of a first-order phase transition between both superfluids. We
also estimate the BKT transition temperature of the p = px + ipy
superfluid phase. Considering the recent experimental realiza-
tion of dipolar ultracold Fermi molecules of NaK, our model
predicts that the transition can be observed at TBKT = 0.6 nK
for χ = 0.4 while TBKT = 10 nK for χ = 1.0. Using the recently
proposed subwavelength lattice technique yields temperatures
around 4 nK for χ = 0.4. Compared with other p-wave proposals,
the model discussed here represents a genuine candidate to sim-
ulate the physics of the ruthenates, since it contains the strong
on-site repulsion, which is an essential ingredient in unconven-
tional superconductivity of those compounds. In addition, both,
our model and ruthenate compounds, share the peculiarity of be-
ing composed of layered structures. In this context it is important
to highlight that current techniques in lattice measurements[45,46]

offer single site resolution which could be an essential tool in de-
tecting unconventional superfluidity. Finally, we should add that
this work can be generalized to explore Fulde–Ferrell–Larkin–
Ovchinnikov (FFLO) phases as those studied in refs. [47,48] but
with the inclusion of the lattice confinement.
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Abstract
We present a thorough pedagogical analysis of the single particle localization
phenomenon in a quasiperiodic lattice in one dimension. Beginning with a
detailed derivation of the Aubry–André Hamiltonian we describe the locali-
zation transition through the analysis of stationary and dynamical observables.
Emphasis is placed on both the properties of the model and technical aspects
of the performed calculations. In particular, the stationary properties investi-
gated are the inverse participation ratio, the normalized participation ratio and
the energy spectrum as a function of the disorder strength. Two dynamical
quantities allow us to discern the localization phenomenon, being the
spreading of an initially localized state and the evolution of population
imbalance in even and odd sites across the lattice. The present manuscript
could be useful in bringing advanced undergraduate and graduate students
closer to the comprehension of localization phenomena, a topic of current
interest in fields of condensed matter, ultracold atoms and complex systems.

Keywords: localization, quantum mechanics, ultracold physics

(Some figures may appear in colour only in the online journal)

1. Introduction

The understanding of electronic mobility in quasiperiodic or disordered media is one of the
fundamental issues in the condensed matter domain. Structural disorder, together with the
interparticle interactions, intrinsically present in every macroscopic sample, are the respon-
sible ones of the physical behavior and response properties of solids. A material becomes an
insulator as a result of either electron–electron or electron–ion interactions. While the study of
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electron–electron interactions demands the use of a many-body theory and leads to identi-
fication of the Mott insulating phases [1, 2], electron–ion interactions can be addressed,
within the single electron theory, and allow one to discern among several types of insulators.
Among them are band insulators arising from periodicity in the lattice [3], Peierls insulators
associated with lattice distortions [4–7] and Anderson insulators resulting from lattice
imperfections or impurities, also known as lattice disorder [8].

The lattice imperfections referred to above, arising from a variety of sources as, for
example, substitutional impurities, thermal vibrations, grain boundaries and point defects
associated with the formation of the solid, among others, are crucial in determining the
mobility of electrons. From a technical point of view, these irregularities translate into on-site
energetic variations, which in turn determine the nature of the electronic states. Generally
speaking, the wave function of the electrons can be extended or localized. While electron
extended states are such that the wave functions have a significant overlap through the lattice
sites, localized states are characterized, in contrast, by having negligible overlap between
wave functions associated with neighboring sites. Although the localization phenomenon has
been extensively investigated, it is up to now a central topic because it still has many open
questions to be addressed. For example, the interplay between disorder and dimensionality,
and between disorder and interactions. The purpose of this manuscript is to show how the loss
of long range order in a 1D homogeneous lattice leads to localized single electrons, and thus
causes the absence of its diffusion across the lattice. In other words, we shall focus our
attention on the isolated effects that disorder has on producing localization; thus, interparticle
interactions are not discussed in this work.

As a first step, the characterization of localization phenomena requires the election of an
effective model representing the disorder, and then the use of the standard quantum
mechanics techniques to analyze their effects. There are two general schemes from which
localization has been envisaged: the Anderson model [8], in which disorder is represented by
a random amplitude of the on-site energies; and the Aubry–André model [9, 10], where
disorder arises from the superposition of two lattice potentials with incommensurate wave-
lengths. These models capture the metal-insulator transition in disordered lattices and allow
one to characterize such a transition by tracking different properties, as we describe below.
Here, we shall use the Aubry–André model as the hobbyhorse for studying and characterizing
the influence that disorder has in producing localized states. This model, introduced in 1980,
has been shown to be very successful in describing such transitions, not only in the single
electron case but when interparticle interactions are considered [11–15]. Localization in a
lattice can be recognized through several signatures, either of stationary or dynamical char-
acter. What it is important to stress is that localization can be identified as the result of both
destructive interference associated with the multiple scattering process of the wave function
traveling along the disordered medium, and the spectral properties of the Schrödinger
equation [16]. Destruction of wave coherence or loss of mobility can be quantified in terms of
several properties that can be extracted from the wave function. The first distinctive signature
of localization, identified in the seminal work of Anderson, was the localization length that
measures the size of the exponentially localized single particle state as a function of the
disorder strength. Here, we concentrate on analyzing the properties enunciated in the fol-
lowing lines. First, we analyze the properties of the Aubry–André model, and then we
investigate the inverse participation ratio (IPR) and its opposite, the normalized participation
ratio (NPR), that quantify the fraction of sites contributing to the state along the lattice. Next,
we investigate the energy spectrum that also allows monitoring the transition to localization.
As we shall demonstrate, from the energy spectrum structure, signatures of localized or
extended states can be discerned. In addition to these quantities characterizing localization of
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the stationary states, there are dynamical parameters that also allow one to track the evolution
of a given initial state in the presence of disorder. Among them, the spreading of the initial
state and the imbalance between the density probability of even and odd sites in the lattice, as
a function of time.

Current experiments with ultracold neutral atoms realized in the laboratory represent the
ideal scenario where the spatial quasiperiodicity of the Aubry–André model can be recreated.
Optical lattice potentials produced by standing waves resulting from interfering laser fields
confine the atoms, and thus emulate the non crystalline environment seen by electrons moving
across the ion cores. Nowadays, such large ensembles of fermionic or bosonic atoms loaded
in optical lattices offer advantages with respect to experiments performed in real solids. For
example, interparticle interactions in ultracold atoms can be tuned externally from the non-
interacting regime, to weakly and strongly interacting regimes. This experimental versatility
allows one to observe the isolated effects of the lattice seen by the neutral atoms, thus
providing insights into the consequences of the quasiperiodic confinement on the localization
problem [17]. As a matter of fact, ten years ago, the Aubry–André model was experimentally
set in a laboratory for the first time [18].

The aim of the present manuscript is to present a pedagogical description of the Aubry–
André model, to understand and characterize the localization phenomenon in 1D. Advanced
undergraduate and graduate students should be able to follow this article with no difficulty.
Although this material provides the appropriate tools and techniques to address the single
particle localization phenomenon only, we believe that the knowledge of this physics sets the
reference to the many-body localization phenomenon.

The manuscript is organized in six sections. First, in section 2, considering an ultracold
gas of Bose atoms confined in a quasiperiodic potential, we derive the Aubry–André
Hamiltonian model, demonstrating how quasiperiodicity of the potential gives rise to a cosine
function incommensurate with the underlying periodic tight-binding 1D lattice. Then, in
section 3, the properties characterizing the Aubry–André model are delineated, placing
special emphasis on the dual structure of the Hamiltonian in the coordinate and momentum
representations. Sections 4 and 5 account for the analysis of time-independent and time-
dependent properties that characterize the localization transition. Finally, in section 6, a
summary of the results is presented.

2. Model

Our starting point is the 1D Hamiltonian operator, describing an ultracold gas of bosonic
atoms with mass m, confined in an external potential V(x), and interacting via a contact
potential written, as usual, in terms of the s-wave scattering length as,





ò

ò

y y

p
y y y y

= -  +

+

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

ˆ ˆ ( ) ( ) ˆ ( )

ˆ ( ) ˆ ( ) ˆ ( ) ˆ ( ) ( )

†

† †

H x x
m

V x x

a

m
x x x x x

d
2

1

2

4
d , 1s

2
2

2

ŷ ( )†
x and ŷ ( )x are the bosonic creation and annihilation field operators satisfying the usual

commutations relations for bosons, y y d¢ = - ¢[ ˆ ( ) ˆ ( )] ( )†
x x x x, . It is important to stress here

that the Hamiltonian operator Ĥ in equation (1) has been written in the standard second
quantized notation with the purpose of asserting the quantum character of the system under
consideration, and, at the same time, with the aim of emphasizing that the most general
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expression for the 1D Hamiltonian must include both the non-interacting case (first term of
the Hamiltonian Ĥ ), and the interacting contribution associated with particles interacting
between pairs (second term of the Hamiltonian Ĥ ). However, the purpose of the present
manuscript is to deal with the non-interacting case. Thus, after derivation of the single particle
energy Hamiltonian depicted in the next paragraphs, the reader can go directly to the
Hamiltonian (14), describing a particle tunneling between adjacent sites j in a non-periodic
potential, which as a matter of fact is written in the usual Dirac notation.

The external potential V(x) in equation (1) is given by the superposition
V(x)=VT(x)+Vopt(x), in which VT(x) is a slowly varying magnetic harmonic trap and,
Vopt(x) is an optical lattice potential. Figure 1(a) shows a sketch of the resulting potential V(x).
In the presence of disorder, Vopt(x) consists of two optical lattices [19], the main lattice

=( ) ( )V x s E k xsinR1 1
2

11
, which is used to create a tight-binding environment for the atoms, and

a secondary one =( ) ( )V x s E k xsinR2 2
2

22
, which introduces an optical disorder [20]. Super-

imposing both lattices gives rise to the following bichromatic potential:

j

b b j

= + = + +

= + +

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

V x V x V x s E k x s E k x

s E k x s E k x

sin sin

sin sin 2

R R

R R

opt 1 2 1
2

1 2
2

2

1
2

1 2
2 2

1

1 2

1 1

where ki=2π/λi (i=1, 2) are the wave vectors, with λi the wavelength of the lasers fields,
si are the heights of the lattices in units of the recoil energy l j= ( )E h m2 ,R i

2 2
i

is an
arbitrary phase and β=λ1/λ2 is the ratio between the wavelengths. When s s2 1 and β is
an incommensurate number, the secondary lattice does not considerably change the positions
of the potential minima generated by the main lattice [21]. Instead, as shown in figure 1(b), it
has the effect of shifting the local site energy by an amount Δi only.

For single atoms and no net disorder s2=0, the eigenstates of equation (1) are Bloch
wave functions [22]. As it is well known, an appropriate linear combination of Bloch states
yields a Wannier wave function -n ( )w x xi , characterized by large probability amplitude
around the lattice site i, that is a localized wave function at each site i. Since the atoms under
study are at ultracold temperatures, the assumption that the energies involved in the system
are smaller compared to the energy required to allow second and higher band populations is
well justified. This consideration allows us to drop the band index ν in the Wannier functions
and contemplate first band populations only. Having this assumption in mind, it is convenient
to expand the field operators ŷ ( )x and ŷ ( )†

x in the Wannier basis:

Figure 1. (a) A sketch of the confining potential where the ultracold gas of Bose atoms
move V(x)=VT(x)+Vopt(x). It results from adding both the magnetic harmonic trap
VT(x) and the optical lattice potential Vopt(x). (b) A couple of nearest neighbor wells of
(a) in the presence of disorder, the site-to-site energy difference is Δi.
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where b̂i and ˆ†
bi are the annihilation and creation operators for a particle in a Wannier state at

the lattice site i, respectively. It is worthwhile stressing that the sums in equation (3) run over
all lattice sites. As mentioned above, for weak disorder < <s s2 1 the minima of the main
lattice are not remarkably affected and we can safely substitute the latter expansion of the field
operators in equation (1). After some straightforward algebra, one can obtain the following
expression for the Hamiltonian (1):

å å å å= - + + D +ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ( )† † † † †
H J b b b b b b U b b b b , 4
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where we have defined the following constants:
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The first term in equation (4) describes the energy cost for an atom to hop from site i to site j
with ¹i j, see figure 2. Note that the hopping probability Jij is proportional to the overlap
between the Wannier functions centered at different lattice sites. Within the so-called tight-
binding approximation, this overlap is essential only for the nearest neighbors [22], thus we
can neglect the tunneling terms between the next nearest neighbors and beyond. Also, since
the main lattice potential is invariant under translations by one lattice period, a=λ/2, the
hopping parameter Jij becomes a constant J independent of the lattice site. For the case i=j
the Jii term represents an on-site energy shift, which is equal for all sites and thus can be
dropped. Analogously to Jii, the second term òii represents an on-site shift of the energy and
thus can be safely neglected. Regarding the contribution of  ¹i j, one should notice that due to
the fact that the typical size of the frequencies used to confine ultracold atoms ωT, are such
that [23]  w l( )m 2T 1 , the energy variation associated with  ¹i j is essentially the same
as òii, see figure 1(a). Therefore, at the same level of approximation, the contribution  ¹i j can
be neglected. The third term in equation (4) is responsible for the optical disorder in the
lattice. To deal with it, we first use the trigonometric relation

Figure 2. A schematic representation of the hopping of a particle in a lattice.

Eur. J. Phys. 40 (2019) 045403 G A Domínguez-Castro and R Paredes

5



b j b j+ = - + ¢( ) ( ( ))k x k xsin 1 cos 2 22
1 1 with j j¢ = 2 . Inserting this relation into the

third equality of equation (5) and dropping the constant term, we obtain

*ò
b

b jD = - - + ¢ -( ) ( ) ( ) ( )
s E

x w x x k x w x x
2

d cos 2 . 6ij
R

i j
2

2

1
1

Again, for deep enough lattices, the leading contribution of equation (6) is the i=j term,
which corresponds to an on-site energy shift variation. Further, we can make the change of
variable = -y x xi, leading to

ò
b

pb j bD = - + ¢( ) ( )∣ ( )∣ ( )
s E

i y k y w y
2

cos 2 d cos 2 . 7ii
R2

2

1
21

Where in the last equation we have identified x ii , we have used the subsequent
trigonometric identity:

b b j pb j b
pb j b

+ + ¢ = + ¢
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( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

k y k x i k y

i k y

cos 2 2 cos 2 cos 2

sin 2 sin 2 , 8
i1 1 1

1

and symmetric properties to drop the sine integral. Following the above steps we finally get
the usual disorder term [19]:

pb f dD = D +( ) ( )icos 2 , 9ij ij

where f j p= ¢ + and Δ is defined as the following constant parameter:

ò
b
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s E

y k y w y
2

d cos 2 . 10R2
2

1
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The term associated with the interaction energy can also be simplified by taking into account
the tight-binding approximation. The dominant term of the overlap of four Wannier functions
is due to the term i=j=l=v, which corresponds to an on-site interaction, where the atoms
only ‘see each other’ whenever they are in the same lattice site:


ò

p
= = ∣ ( )∣ ( )U U
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s
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2
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Summarizing all the above approximations, we end with the following interacting
Hamiltonian:

å å åpb f= - + D + + -ˆ ˆ ˆ ( ) ˆ ˆ ( ˆ ) ( )
⟨ ⟩

†
H J b b i n U n ncos 2 1 , 12

i j
i j

i
i

i
i i

,

where the notation ⟨ ⟩i j, indicates that the sum runs over the nearest neighbors only and

=ˆ ˆ ˆ†
n b bi i i is the number operator at site i. As mentioned in the introduction, one of the most
outstanding advantages of the experiments with ultracold atomic gases is the possibility of
tuning the strength of the pairwise interactions between atoms, via an external magnetic field.
This procedure, called Feshbach resonance [17], allows the experimentalist to prepare a gas of
atoms with a zero scattering length as, and consequently U=0. Such a non-interacting
system constitutes an experimental realization of the non-interacting Harper [10] or Aubry–
André [9] model:

å å pb f= - + D +ˆ ˆ ˆ ( ) ˆ ( )
⟨ ⟩

†
H J b b i ncos 2 . 13

i j
i j

i
i

,

This model, and also the interacting version, have been realized in experiments with ultracold
atoms in bichromatic optical lattice potentials [18, 24]. Written in the Dirac notation, the
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above Hamiltonian takes the form

å å pb f= - + + D ++ +ˆ (∣ ⟩⟨ ∣ ∣ ⟩⟨ ∣) ( )∣ ⟩⟨ ∣ ( )H J w w w w j w wcos 2 . 14
j

j j j j
j

j j1 1

It is important to emphasize that recent investigations [16, 25] pointed out that the
Hamiltonian in equation (14) is strictly valid in the extreme tight-binding limit of a very deep
main lattice potential.

3. Properties of the Aubry–André model

Having set the Aubry–André Hamiltonian it is worthwhile exposing some basic properties of
this model. Beginning with its duality in space and momentum representations, one can
transform the Hamiltonian (14) written in the Wannier representation to one in the momentum
representation, via the following transformation:

å= p b∣ ⟩ ∣ ⟩ ( )k e w . 15s
j

i k j
j

2 s

After substitution and straightforward algebra, we find the dual Hamiltonian:

å å pb= -
D

+ ++ +(∣ ⟩⟨ ∣ ∣ ⟩⟨ ∣) ( )∣ ⟩⟨ ∣ ( )H k k k k J s k k
2

2 cos 2 , 16
s

s s s s
s

s s1 1

which resembles the Hamiltonian of equation (14), except that the tunneling rate has changed
from  DJ 2 and the disorder strength from D  J2 . Also, for simplicity we set f=0.
One can notice that to fully recover the Hamiltonian (14) one must set Δ/2=J. Now,
according to the Heisenberg uncertainty principle, the Hamiltonian (16) has localized states
where the first Hamiltonian (14) has extended states, and vice versa. Obviously, the transition
from extended to localized states, or from localized to extended states, must take place at the
same set of parameters for both Hamiltonians. Since the two representations share the same
structure, this means that at the transition point the momentum and space representations of
the Aubry–André Hamiltonian look exactly the same. As mentioned above this is
accomplished when Δ/J=2. Furthermore, the localization transition is sensitive to the
value of the parameter β [19]. For example, an integer value β would not display any
localization transition. To observe such a transition, β must have some degree of
incommensurability. One way to achieve this requirement is to choose β as the ratio of
two adjacent Fibonacci numbers -F Fn n1 , with -Fn 1 and Fn being two consecutive elements of
the Fibonacci sequence. Such a procedure approaches the inverse Golden ratio
j = -( )5 1 2 for large enough Fibonacci numbers. Also, one can express β as the
ratio of two relative prime numbers β=P/Q, with P and Q larger than the system size of
simulation [26]. However, in experimental realizations, β is restricted to the available laser
wavelengths. For example, recent experiments [25] were performed with β=532/738.
Summarizing, we can state that β must be selected to ensure that the system remains aperiodic
within the size of interest [16]. If these requirements are accomplished one would observe that
for Δ/J=2, the wave functions, either that associated with the ground state or those
corresponding to the excited states, develop peaks around certain lattice sites; such peaks
become a single peak as the disorder amplitude Δ is increased. To complete this section we
should mention the relevance of the phase f in equation (14). As can be seen from figure 3,
different values of f provide distinct shapes of the confining potential in 1D. Thus, one can
say that a given value of f leads to a particular realization of disorder. However, the main
purpose of our study is to extract the dominant effects of disordered media, independently of
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how the disorder is distributed on the lattice. Hence, to circumvent this apparent difficulty,
one has to average over an ensemble of realizations, namely to consider different values of f,
until convergence is reached.

4. Time-independent results

In this section, we describe some of the most distinctive single particle time-independent
results of the Aubry–André model. In the deep tight-binding approximation, the Wannier
functions are highly localized and thus can be represented by the site basis [22], that is,

∣ ⟩ ∣ ⟩w xi i , where ∣ ⟩xi means that the particle is localized at site i. In this scenario,
equation (14) is reduced to the Schrödinger equation y y=ˆ ∣ ⟩ ∣ ⟩H E , with y∣ ⟩ being an
eigenstate of the one particle Hamiltonian Ĥ :

å å pb f= - + + D ++ +ˆ (∣ ⟩⟨ ∣ ∣ ⟩⟨ ∣) ( )∣ ⟩⟨ ∣ ( )H J x x x x i x xcos 2 17
i

i i i i
i

i i1 1

By expanding the wave function y∣ ⟩ in terms of the site basis y y= å∣ ⟩ ∣ ⟩xi i i and calculating
the product y⟨ ∣ ˆ ∣ ⟩x Hj , we obtain the following difference equation for the coefficients ψi:

y y pb f y y- + +
D

+ =+ -( ) ( ) ( )
J

j
E

J
cos 2 , 18j j j j1 1

where we have divided by J to have dimensionless equations and at the same time to set the
energy scale. It is easy to see that equation (18) can be rewritten in a matrix form y y=

 
H E

J

with y y y y= W


( ), , , T
1 2 being the state vector and H the Hamiltonian matrix:
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-
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

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⎛

⎝
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⎞

⎠

⎟⎟⎟⎟

( )
( )

( )

( )

J
J

J

H

cos 2 1 1
1 cos 4 0

1
1 0 1 cos 2

, 19

where Ω is the number of sites in the lattice. In the following calculations we consider
Ω=987 sites, although similar results are found for larger lattice sizes. At this point, it is
instructive to state two aspects that were considered in our numerical calculations. The first
one is related to the boundary conditions of the problem. As can be seen from the
Hamiltonian matrix (19), we take periodic boundary conditions, which means that the 1D

Figure 3. We illustrate two different realizations of the confining potential for different
values of the phase f in equation (14).
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lattice closes itself. Also, for the subsequent calculations we consider β=610/
987≈0.618 034.

Now, we are left to find the eigenvalues and eigenvectors of the matrix H. In the case of
vanishing disorder Δ/J=0, equation (18) is easily solved with the ansatz y = ej

ikaj, which
displays the energy spectrum of a free particle in a 1D lattice = - ( )E J ka2 cosk [3]. In
figure 4(a) we plot the ground state density y∣ ∣i 2 as a function of the lattice site i for zero
disorder Δ/J=0, and for the nonzero disorder Δ/J=1.5, shown in figure 4(b).

As one would expect, the ground state profile in the absence of disorder is a normalized
constant at each site. This means that the particle is completely delocalized in the lattice. For
the case Δ/J=1.5, the density profile of the ground state displays multiple peaks, which
indicates the presence of different potential depths across the sites. However, the wave
function is still extended over all the lattice.

With the aim of sketching the ground state density for two different values of the disorder
amplitude satisfying Δ/J�2, in figure 5 we exhibit two cases: the left one is associated with
Δ/J=2, and the right one corresponds to Δ/J=4. As can be seen from these density
profiles, Δ/J=2 exhibits the transition from an extended to a localized state, while the case
Δ/J=4 shows that when the disorder amplitude is increased, the localization becomes
sharp.

An important quantity that arises in describing the localization transition, and is widely
used in the literature, is the IPR. For a normalized state y y= å∣ ⟩ ∣ ⟩xi i i , it is defined as

Figure 4. (a) The square of the ground state wave function ψi versus the lattice site
index i for Δ/J=0 and f=π/5. (b) The square of the ground state wave function ψi

versus the lattice site index i for Δ/J=1.5 and f=π/5.

Figure 5. (a) The density profile versus lattice index i for Δ/J=2 and f=π/5. (b)
The density profile as a function of the lattice index i for Δ/J=4 and f=π/5.
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åy y=(∣ ⟩) ∣ ∣ ( )IPR . 20
i

i
4

The IPR gives us the inverse of the number of sites occupied by the wave function. For
example, it approaches zero as 1/Ω, for an extended wave function, while it goes to 1 for a
localized state on a single lattice site.

The great advantage of using the IPR parameter is that instead of looking at the wave
function in each realization, we just have to check a single parameter to confirm the nature of
the wave function. In figure 6 we illustrate the IPR associated with the ground state as a
function of the disorder strengthΔ/J. Each point in this figure corresponds to an average over
ten realizations of the phase f, which is set randomly in the interval fä[0, 2π). As shown,
the IPR parameter becomes different from zero for Δ/J=2 and it approaches unity as the
disorder increases. This peculiar behavior makes the IPR a good parameter for studying the
localization transition. Even though the above definition of the IPR is related to the locali-
zation in real space, one could extend the idea to momentum space or to a more exotic basis
as the Floquet basis in periodic driven optical lattices [27, 28].

Another interesting quantity is the NPR, which plays the opposite role to the IPR
parameter [16]. That is, the NPR parameter remains finite for spatially extended states, while
approaching zero for a localized one. For a given normalized state y y= å∣ ⟩ ∣ ⟩xi i i , the NPR
parameter is defined as follows:

å
y

y
=

W
(∣ ⟩)

∣ ∣
( )NPR

1 1
. 21

i i
4

To illustrate the utility of the NPR parameter, first, one should notice that the above
definitions for the IPR and NPR parameters are related to a single eigenstate y∣ ⟩. However,
one can calculate these two quantities for the full eigenstate spectrum, and display the average
of the IPR and NPR parameters. In figure 7 we plot such averages as a function of the disorder
strength D J . As shown in this figure, for Δ/J<2 we obtain, as expected, IPR=0 and
NPR ¹ 0, while for Δ/J>2, IPR ¹ 0 and NPR=0. This indicates that the spectrum is
either completely delocalized (Δ/J<2) or completely localized (Δ/J>2), but not a
mixture of both localized and extended states.

We should emphasize that this peculiar behavior of the IPR and NPR curves is a direct
consequence of the tight-binding approximation used in deriving the Aubry–André model
[16]. Nevertheless, when hopping to the next nearest neighbors is considered, a noticeable

Figure 6. The ground state IPR as a function of the disorder strength Δ/J. We average
over 10 realizations of the phase f.

Eur. J. Phys. 40 (2019) 045403 G A Domínguez-Castro and R Paredes

10



overlap between both curves emerges [16, 29–31]. In such a scenario extended and localized
states take place in the same spectrum; the value of the energy that separates localized and
delocalized eigenstates is called mobility edge energy. At the transition point Δ/J=2 all the
eigenstates exhibit a multifractal structure [32], a subject which is out of the scope of this
work. Summarizing, we can organize the latter result in the diagram shown in figure 8, which
displays an absence of a mixture between localized and extended eigenstates in the full
spectrum.

To conclude this section, in figure 9 we show the energy spectrum of the Aubry–André
model as a function of the parameter β for two different disorder strengths Δ/J. In our
calculations we used β ä (0,1) such that β=i/Ω with i=1, 2, 3,K, 986. This spectrum has
been studied in numerous works [33–38], since it displays a very rich structure in both the

Figure 7. The IPR and NPR of the full spectrum as a function of the disorder strength
Δ/J. Each point corresponds to the average of the full spectrum over ten realizations of
the phase f.

Figure 8. A diagram of the Aubry–André spectrum as a function of the disorder
strength Δ/J.
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extended and localized regimes. We should stress that strictly speaking only incommensurate
values of β lead to localized states.

For values of disorder amplitude above and below the transition point, the energy
spectrum structure is completely different from that associated with Δ/J=2, where it shows
the Hofstadter butterfly spectrum [35]. The case Δ/J=2 has been widely investigated, since
it describes the quantum physics of an electron moving on a 2D square lattice in the presence
of a transverse magnetic field [10].

5. Time-dependent results

In this section, we discuss the time evolution of a given initial condition, in the presence of
disorder. This is one of the ways in which experimentalists measure how much a system is
apart from an initially delocalized or extended state [18, 25]. First, we briefly summarize
some basic concepts related to the evolution in time of single particle problems. According to
quantum mechanics, the time evolution of a ket y∣ ⟩ is given by the time-dependent Schrö-
dinger equation:

 y y
¶
¶

=∣ ⟩ ∣ ⟩ ( )i
t

H . 22

Again, we expand the ket in the site basis y y= å∣ ⟩ ( )∣ ⟩t xi i i and after substitution in
equation (22), we obtain the time-dependent equation for the coefficients ψi(t):

 åy y= -( ) ( ) ( )
t

t
i

H t
d

d
, 23i

j
ij j

where Hij are the matrix elements of H given in equality (19). Equation (23) represents a
system of Ω coupled ordinary differential equations, which can be easily solved using the
Runge–Kutta 4 (RK4) method:

Figure 9. The energy spectrum of the Aubry–André model as a function of β for two
different values of Δ/J. At the transition, Δ/J=2, the spectrum gives rise to the
Hofstadter butterfly.
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where we have set τ=J t/ÿas our dimensionless unit of time. The advantage of using the
RK4 method resides on one side in its accuracy (Δ τ)4, and on the other side, in the relatively
simple way in which the above equations can be implemented. In our calculations, we set Δ
τ=0.01, which displays conservation of both the norm and the energy within the whole
numerical time evolution.

As is well known, the time evolution of an eigenstate of H would give trivial results.
Nevertheless, the evolution of an arbitrary state can yield signatures of the presence of
disorder. For this reason, we first study the evolution in time of an initially fully localized
state in the middle of the lattice y t = =∣ ( )⟩ ∣ ⟩x0 0 . This initial condition mimics ‘designs’
prepared in current experiments performed with ultracold atoms [18]. In figure 10(a) and
figure 10(b), we plot the initial density profile and the spreading of such an initial state in the
absence of disorder for a time of τ=100, respectively.

To quantify the spreading of the initial wave function, we determine the root mean square
of the displacement (RMSD) in each time step; this latter quantity is defined as

ås t y t=
⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥( ) ∣ ( )∣ ( )i . 25

i
i

2 2
1 2

The RMSD is a measure of the deviation of the position of the particle at time τ with respect
to its initial position. In other words, the RMSD measures the portion of the lattice that is
‘explored’ by the particle during a time interval. In figure 11 we plot the RMSD, in
logarithmic scale, as a function of the time τ for five different disorder strengths. The shaded
area in each curve represents the standard error over ten realizations of random phase f. As
one can observe, for zero disorder Δ/J=0 the wave packet propagates ballistically, that is σ
(τ) ∝ τ, showing that the RMSD grows linearly in time. Due to the system finite size, the
RMSD reaches a maximum value and oscillates around it. For this reason, we let the system
evolve until the RMSD reaches its maximum value for zero disorder.

The time dependence of the RMSD can be fitted with a power law ansatz σ (τ) ∝ τγ.
This fit must be carried out at intermediate times scales, where one neglects the contribution

Figure 10. (a) The initial density profile localized in the middle of the lattice. (b) The
density profile at time τ=100 in the absence of disorder.
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of the transient behavior at short times and the maximum spreading at later ones [28].
Figure 12 shows the exponent γ of the above fit as a function of the disorder strength Δ/J.
This plot allows us to identify the ballistic regime γ=1, the superdiffusive 1/2<γ<1, the
subdiffusive 0<γ<1/2 and the localized one γ=0, associated with the diffusion of an
initially localized wave packet.

Another interesting observable that allows us to discern between a localized and
extended phase, and can also be detected in current experiments [24, 25], is the imbalance

Figure 11. The RMSD σ (τ) as a function of time for different disorder strengths Δ/J.
The shaded areas around each curve represent the standard deviation over ten samples
of the random phase f.

Figure 12. Values of the fitted γ in the time dependence of the RMSD s t tµ g( ) as a
function of the disorder strength Δ/J.
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I(τ). The imbalance parameter is defined as follows:
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where t y t= å Î( ) ∣ ( )∣ne i ieven
2 is the total probability density of the particle on even sites, and

t y t= å Î( ) ∣ ( )∣no i iodd
2 corresponds to the total probability density of the particle on odd sites

of the lattice. As the name suggests, the I(τ) parameter measures the imbalance of the
population occupying odd and even sites of the lattice. To condense the whole time evolution
of the imbalance, we defined I as the asymptotic value of I(τ) [39]:

òt
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For calculation purposes, our numerical simulations were performed until τ=1000, which
corresponds to a real time of t=1000 ÿ/J that is much bigger than the hopping time in the
lattice.

Besides being a measurable observable, the most significant advantage of using the
imbalance parameter as an order parameter for probing localization is that it can also provide
signatures of many-body localization [40], when interactions are present. To show the
dynamical behavior of I(τ), we start by considering the evolution of a density-wave-like
pattern in which only even sites are initially occupied. To obtain meaningful calculations we
have to impose the same number of odd and even sites in the full lattice. Here, we consider
Ω=1000 and the incommensurate parameter β=987/1597. Then, we calculate the value of
the imbalance I(τ) at every time step until τ=1000, at which we observe that the imbalance
oscillates around its asymptotic value. For illustration purposes in figure 13, we plot the
imbalance as a function of time τ for a disorder Δ/J=4.0

In figure 14 we show the asymptotic value of the imbalance as a function of the disorder
strength Δ/J. Since for Δ/J<2 all the states are extended, the particle can easily tunnel to
nearby sites leading to a zero value of the imbalance in a few tunneling times. The vanishing
of the imbalance must be interpreted as an indication of ergodicity, since the system com-
pletely loses any previous information associated with the initial state. However, forΔ/J>2
the imbalance reaches a finite value, which is closer to the initial value as the disorder is
increased. This suggests that the system is non-ergodic as it retains certain memory of the
initial configuration.

Figure 13. Imbalance evolution I(τ) as a function of time τ for a disorder strength of
Δ/J=4.
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6. Final remarks

The main purpose of the manuscript is to introduce the undergraduate and graduate student to
one of the most studied topics in condensed matter: the localization phenomenon. For this
purpose, we have presented a comprehensive and detailed study of a single particle moving in
a disordered lattice in one dimension. In particular, the disorder analyzed here corresponds to
a quasiperiodic one. Considering as a starting point a quantum analog of such a condensed
matter system, namely a weakly interacting ultracold Bose gas confined in a 1D quasiperiodic
lattice, in section 2 we presented a straightforward derivation of the Aubry–André Hamil-
tonian. Then, in section 3 we proceeded to review the essential aspects regarding the 1D
Aubry–André model and the localization transition. In particular, we determined the transition
point by making use of the duality in space and momentum representations of the Aubry–
André Hamiltonian. In section 4, we focused on the introduction and description of the
stationary properties that allowed us to characterize the localization transition as a function of
the disorder amplitude. Specifically, we determined the IPR and its opposite, the NPR, that
provide information of how localized across the lattice a wave function is, as a function of the
disorder amplitude. These parameters were calculated for both the ground state and the full
energy spectrum. Our analysis concluded with the study of the time-dependent properties
presented in section 5. In particular, the transition from extended to localized states was
recognized by following the evolution in time of two different initial states.

All the formalism and techniques used here are at the level of an advanced undergraduate
student or equivalent. We believe that this type of reading brings a student closer to the
comprehension of current research on single particle and many particle localization phe-
nomena. With the tools used in this paper, the interested reader can address the study of
vanguard problems related to the central topic of this manuscript, for example, the depend-
ence of localization on dimensionality, the effects of the next nearest neighbors in the
localization phenomenon and the response of the system in the novel driven disordered
lattices among others.

Finally, in this paragraph we want to briefly summarize some of the reported predictions
of the Aubry–André model. These include spin–orbit coupling effects [41], closed expres-
sions for the energy separating localized and non-localized states [42] and coexistence of
localized and extended states in interacting quasiperiodic systems [43] among others. At the

Figure 14. The asymptotic value of the imbalance I as a function of the disorder
strength Δ/J. The time of evolution was set to τ=1000 ÿ/J and the lattice size
considered is Ω=1000.
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many-body level, localization of the ground state is established rigorously in the weakly
interacting regime for both repulsive and attractive interactions [44] and many-body locali-
zation versus thermalization and onset of equilibrium [45], which can have implications for
quantum devices and quantum computation. All of these phenomena can be analyzed by
means of a generalized Hamiltonian that includes the interparticle interactions. Here, we have
restricted our work to the single particle localization phenomenon.
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Abstract
By exact numerical solutions of theGross–Pitaevskii (GP) equation in 3D,we assess the validity of 1D
and 2D approximations in the study of Bose–Einstein condensates confined in harmonic trap
potentials. Typically, these approximations are performedwhen one ormore of the harmonic
frequencies aremuch greater than the remaining ones, using arguments based on the adiabatic
evolution of the initial approximated state. Deviations from the 3D solution are evaluated as a function
of both the effective interaction strength and the ratio between the trap frequencies that define the
reduced dimensionwhere the condensate is confined. The observables analyzed are both of stationary
and dynamical character, namely, the chemical potential, thewave function profiles, and the time
evolution of the approximated 1D and 2D stationary states, considered as initial states in the 3DGP
equation.Our study, besides setting quantitative limits on approximations previously developed,
should be useful in actual experimental studies where quasi-1D and quasi-2D conditions are assumed.
From a qualitative perspective, 1D and 2D approximations certainly become validwhen the
anisotropy is large, but in addition the interaction strength needs to be above a certain threshold.

1. Introduction

Dimensionality plays a determinant role in the occurrence or not of different physical phenomena inmany-
body systems [1–5]. Bose–Einstein condensation (BEC) in ultracold gases of bosonic atoms, the subject of our
attention here, is not an exception, andmost of the attention and success of the current ultracoldmatter
experiments is directly related to the fact that these systems, composed of amacroscopic number of atoms and
being in the degenerated regime, behave analogously to condensedmatter systems. Evenmore, interparticle
interactions and inhomogeneous potentials of variable dimensionality can be set in those ultracold quantum
fluids bymeans of externalfields to produce particular energy landscapes [6–13]. Such experimental capabilities
allow to explore the physics of awide range of phenomena, for instance phase transitions in inhomogeneous
potentials [14–20], transition to localization induced by either static or dynamic disorder [6], topological defects
such as vortices [21–23] and Skyrmions [24–27], quantum turbulence, formation ofmagnetic domains in spinor
condensates and relaxation to equilibrium versus eigenstate thermalization hypothesis, among others.
Indubitably, as it is observed and predicted, dimensionality and interparticle interactions play a key role in the
occurrence of thementioned phenomena. Therefore, a central aspect to quantum simulate a given scenario is to
establish the range of parameters which support both, experimental and theoretical approaches in 1D and 2D.

Bose–Einstein condensation in ultracold fluids has the peculiarity that, due to atomic interactions and their
spatial confinement by inhomogeneous traps, they can become superfluids in arbitrary dimensions. In those
very low temperatures and diluted regimes, themeanfieldGross–Pitaevskii equation (GP) provides an optimal
scheme to describe those gases confined in inhomogeneous traps in all dimensions, and one canwrite down
correspondingGP equations to describe them. A key and evident observation, however, is that all the
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condensates produced in the laboratory are in 3D space. Thus, the reduction of dimensionality is achieved by
changing the geometry and the spacewhere the atoms are confined,modifying and having a determinant effect
on the effective resulting interactions. Typically, based on simple physical intuition, a reduction of
dimensionality is achieved by constraining the dynamics of the condensate to fewer spatial degrees of freedom.
This is enabled by reducing the spatial extent of themotion of the atoms in one ormore directions. To be
specific, assuming that the inhomogeneous trap is an anisotropic harmonic oscillator with 3D frequenciesωx,ωy

andωz, then, if one or two of those frequencies become too large, themotion occurs in the remaining ones. Thus,
one simply considers the dynamics in those coordinates, writes down the appropriate GP equation, and neglects
the other ones. This procedure, however, requires a theoretical justification that both yields the correct equation
in the reduced dimension and sets their bounds of validity. This theoretical procedure, of how to conduct such a
dimension reduction, has been the subject of several studies [28–38], with themost important result that the
atomic interaction strength becomesmodified in 1D and 2Dwith respect to the original interaction in 3D,
usually being scaled by the length of the oscillator in the constrained direction or directions. In some of those
cases [29–31], however, the reduced equations show a non-linearity different from the usual one inGP
equations. This is certainly interesting and relevant andwe shall also discuss these approximations in the light of
the full 3D solution. The validity, as expected from those asymptotic procedures, should be obtained in the limit
of arbitrarily large anisotropy. However, actual experiments are rarely in those asymptotic limits and, as the
primarymotivation, the purpose of the present study is the realization of a systematic and rigorous numerical
analysis of the ensued 1D and 2D versions comparedwith the actual 3D descriptions of theGP equation
describing a BE condensate at zero temperature.

We proceed by, first, briefly describing the twomain different approaches [32, 34] that deal with the
reduction of dimensionality of the 3DGP equation to 2D and 1D effective equations.While differing in the
precise stepwhere the reduction is enabled, both procedures are based on a variational scheme followed by an
adiabatic approximationwhich assumes that the dynamics is spatially decoupled; in this way, the component of
the gas in the squeezed or small dimension or dimensions stays in its non-interacting ground state, and the
atomic collisions, represented by non-linear terms, take place in the desired reduced dimension. Then,
separately for the 1D and 2D cases, we perform four validity tests, three stationary and one dynamical, to
compare the actual 3D solutionwith the approximated ones. These stationary and dynamical properties are
obtained by an extensive set of numerical calculations as a function of the effective coupling interaction and of
the ratio of the trap frequencies defining the reduction of dimensions in each case. Our calculations are parallel
state-of-the-art computationswithGPUprocessors, for whichwe provide the necessary technical details to
allow for the reproducibility of our results and their practical use. Aswe shall conclude very generally, the true
achievement of physics in reduced dimensions requires not only a large anisotropic confinement but large
enough atomic interaction strengths, andwe provide the required bounds. Somewords of caution, however, are
in order before we embark in those conclusions. The 3DGP equation is a non-linear equation and, as such,
strictly speaking cannot be decoupled in transverse and longitudinal variables, namely, its solution cannot be
factorized into transverse and longitudinal components. The variationalmethods, nevertheless, based on
defining a certain ansatz with variational parameters in the functional energy orHamiltonian, allow to get the
‘effective’ 1D and 2Dordinary differential equations, which describe the corresponding static and dynamic
behavior. In this regard, it is known that variationalmethods do not necessarily guarantee that, say, while the
chemical potential, being a stationary property, is accurately described, the corresponding condensate
wavefunction is also correctly obtained; see [39] for a discussion of variationalmethods inGP equations. In the
light of this observation, it is certainly of interest to study both properties, dynamical and stationary, and
separately assert its validity, being careful of not dismissing partial agreement between the approximated 1D and
2D solutions and the full 3D version. And also, as wewill discuss in the final section of this article, there emerges
an interesting and relevant observation concerning the underlying explanation of the achievement of the
dimension reduction, at least within the framework of theGP formalism, namely, that the interplay between the
effective non-linear interactions and the relative anisotropic confinement allows the dimension reduction rather
than their absolute tightening.

2. From3D to 2D and 1DGross–Pitaevskii descriptions

The 3DGross–Pitaevskii equation that describes a Bose–Einstein condensate ofN atoms confined in a harmonic
potential is
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where a is the -s wave scattering length a of the two-body interaction andm the atommass. The trap frequencies
are labeled asωi along the i=x, y and z directions, respectively. Depending on the size of these frequencies the
cloud of the condensate gas can be either an spheroid in 3D space, a disk lying in 2D, or a cigar shaped cloud in
1D.Aswe shall see in the next subsections, based on reasonable physical assumptions, if one ormore frequencies
along different axes aremuch larger with respect to the others, say,ωx=ωy?ωz, orωz?ωx=ωy, the ‘energy
levels’ along different directions become so separated that, at arbitrarily low temperatures, the systemdecouples
in the sense that the dynamics of the condensate is developed either, parallel to z-axis yielding a quasi 1D
condensate, or in the x−y plane for a 2Ddisk shaped condensate, while the other transverse degrees of freedom
remain in their ‘ground state’. Although the previous reasoning is true in that extreme limit, where frequencies
arewell apart each other, in actual experimental situations such a limit is hard to reach [40]. On the other hand,
aswe shall argue below, this physical picture is not quite simply obeyed by theGross-Piatevskii equation. In any,
case, we follow here the procedure delineated in [32, 34], inwhich by properly choosing the sizes of these
frequencies, the dynamics along different dimensions can be decoupled. This decoupling allows for an adiabatic
approximation such that in the tight direction, namelywhereωx=ωy?ωz, orωz?ωx=ωy, along the axis or
axes where the frequencies are very large, the condensate wave function can be approximated as that of the
ground state harmonic oscillator with the corresponding frequencies. This implies that the non-linear dynamics
occurs solely in the directionswhere the frequencies are small. As briefly discussed below,we consider twoways
inwhich the adiabatic component can be integrated out, one at the level of the energy functional [32], and the
other at the level of theGP equation itself [34]. This leads to a small but noticeable difference in the effective non-
linear coupling constant in the respectively obtained 1D and 2Ddynamical GP equations. In the next subsections
we set the equations describing the condensate restricted to 1D and 2D and, then, in the following sectionwe
evaluate the validity of the approximationsmentioned, by comparing both stationary and dynamicalresults from
the full 3DGP equationwith the corresponding versions in the reduced 1D and 2D.

2.1. Cigar shapedBose–Einstein condensates
Let us assume that the frequencies along x- and y-axes are equal and very largewith respect to the frequency
along the z direction, that is,ωx=ωy=ωr?ωz. Thus, following the derivations in [32, 34], the proposal is that
the condensate order parameter y ( )x y z t, , ,D3 can be factorized as,

y f y»( ) ( ) ( ) ( )x y z t x y z t, , , , , , 2D D
HO

D3 2 1

where f ( )x y,D
HO
2 is the ground state wave function of a 2Dharmonic oscillator in the x−y planewith frequency

ωr, and y ( )z t,D1 is the time dependent wave function describing the dynamics along the z-axis. The
normalization conditions satisfied by these functions are

ò f =∣ ( )∣ ( )dx dy x y, 1, 3D
HO
2

2

ò y =∣ ( )∣ ( )dz z t, 1. 4D1
2

It is evident that the approximation given by equation (2) replaces the actual cigar-shape condensate by a
‘cylindrical’ one and, aswe shall, see this has evident consequences both in their stationary and dynamical
properties.

After the equation for the 2Dharmonic oscillator y ( )x y,D
HO
2 is integrated out (see [32, 34]), the resulting 1D

GP equation that describes the time dynamics in the longitudinal -z axis is,
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where  w=l mr r is the natural in-plane harmonic oscillator length along the tight confinement, and the
factorα in the effective non-linear coupling is eitherα=2 if the integration of the transversemodes is
performed at the level of the energy functional [32], whileα=3 if the integration is done at the 3DGP equation
itself. In the following sectionwewill compare the solution of the above approximated equation, as a function of
coupling constantsNa and the ratio γ=ωz/ωr, with the solution of the full 3DGP.We point out here that the
value of γ ranges in the interval [0.001, 1] in typical experimental situations [40–42].

The stationary solution to the above 1DGP equation is found by assuming a solution of the type

y y= m-( ) ( ) ( )z t e z, 6D
i t

D
s

1 1

where y ( )zD
s
1 is the stationary solution andμ is the chemical potential, not only of the reduced 1D system, but

also of the full 3D gas.We shall return to this point in the comparisons below.

2.2.Disk shapedBose–Einstein condensates
Wenow consider the equations that describe a time dependent Bose–Einstein condensate lying in the x−y
plane. For this purpose we proceed in an analogousway as that described in the previous subsection.Wenow
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assume that frequency along the z-axis is very largewith respect to frequencies in the directions x and y, assumed
equal, w w w w= = x y r z . Then, in this case, the proposal is to approximate the 3D condensate wave function
as

y y f»( ) ( ) ( ) ( )x y z t x y t z, , , , , , 7D D D
HO

3 2 1

being f ( )zD
HO
1 the 1Dharmonic oscillator for the ground state in direction z, having as its natural length

 w=l mz z . The function y ( )x y t, ,D2 describes the time dynamics of a 2Ddisk shaped condensate situated
in the plane x−y. The analogous normalization conditions to the cigar shaped condensate becomenow,

ò y =∣ ( )∣ ( )dx dy x y t, , 1, 8D2
2

ò f =∣ ( )∣ ( )dz z 1. 9D
HO
1

2

Again, after integrating out the 1D stationary contribution, one is left with an effective 2DGP equation that
describes the dynamics of the condensate:

   
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where again,α=2 orα=3, depending onwhether the integration ismade at the level of the energy functional
[32] or the 3DGP equation, following the proposal of [34]. Aswe discuss below, wewill compare the solution of
this approximated 2D equationwith that of the full 3DGP equation, as a function of g and of the frequencies
ratio γ=ωz/ωr. Typical values of this ratio are in the interval [1,10

3] [13, 35, 43, 44]. Also, as in the 1D case, the
stationary 2D solution is given by,

y y= m-( ) ( ) ( )x y t e x y, , , 11D
i t

D
s

2 2

withμ the chemical potential when the gas is in its the ground state, namely, atT=0, both of the reduced 2D
system and of the full 3D gas.

3. Validity tests of dimensional reduction

Themain purpose of this work is to compare the numerically exact solution y ( )tr,D3 to the 3DGP equation (1)
with the approximated ansatz given by equations (2) and (7), respective solutions to the 1DGP equation (5) and
to the 2DGP equation (10), for different values of the ratio γ=ωz/ωr and of the atomic interaction g.We base
our conclusions on extensive numerical calculations with state-of-the-art parallel computations onGPU
processors; see appendix for details of the numerical calculations.

Inwhat followswe use dimensionless units, ÿ=m=ωr=1.With this convention, all lengths are
adimensionalizedwith  w= ( )l mr r

1 2.We note that thewhole problemhas 5 parameters, ÿ,m, a,ωz andωr,
and therefore, with the chosen adimensionalizationwe are left with two free parameters, namely, the anisotropy
ratio γ=ωz/ωr and the dimensionless interaction strength, g=4πNa/lr. Aswe nowdescribe, wemake
comparisons of the following quantities, three of stationary nature and the other a dynamical one. Each quantity
is compared for each value of the pair of parameters (g, γ) and for the two different approaches, namely,α=2
andα=3.

(I)Chemical potential.The chemical potential m D3 of the stationary solution of the 3DGP equation (1) is
separately comparedwith the chemical potential m D1 and m D2 of the corresponding stationary solutions of the
1D and 2DGP equations (5) and (10). It is expected that m mD D1 3 as γ→ 0, while m mD D2 3 as g - 01 .

(II) Stationary transversewavefunction. For the 1D case, we compare the exact stationary 3D solution
y ( )x, 0, 0D3 , evaluated along the transverse direction x, with the product f y( ) ( )x, 0 0D

HO
D2 1 . This is in order to

see if the assumption that the function y ( )x, 0, 0D3 indeed corresponds to that of a harmonic oscillator in the x-
axis. For the 2D case, the analog is the comparison of the stationary y ( )z0, 0,D3 along the longitudinal direction
with f y( ) ( )z 0, 0D

HO
D1 2 .

(III) Fidelity of the approximated 1Dand 2Dwavefunctions.Themain assumption behind the 1D and 2D
wavefunctions ansatz is an adiabatic approximation. That is, that for sufficiently long times, the approximated
wavefunction behave as 1D and 2D solutions when evolved by the full 3DGP equation. To directly test this
assumptionwe take the stationary 1D and 2D solutions, f y( ) ( )x y z,D

HO
D2 1 and f y( ) ( )z x y,D

HO
D1 2 obtained from

the respective 1D and 2DGP equations, and evolve themwith the full 3DGP equation. Then, we calculate the
‘fidelity’, which is the overlap of the initial state with its evolution as a function of t, namely,

* ò y yº( ) ( ) ( ) ( )t x y z x y z t d r, , , 0 , , , , 123
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where y f y=( ) ( ) ( )x y z x y z, , , 0 ,D
HO

D2 1 for 1D, and y f y=( ) ( ) ( )x y z z x y, , , 0 ,D
HO

D1 2 for 2D. If thefidelity
 =( )t 1 for all times, itmeans thatψ(x, y, z) is a true stationary state.

(IV) Stationary longitudinal wavefunction.Herewemake a very important comparison of the stationary
solutions, since this is the direct verification of the stationary solutions of the differentGP equations. In the 1D
case, we compare the exact stationary 3Dwavefunction, along z, namely, y ( )z0, 0,D3 with f y( ) ( )z0, 0D

HO
D2 1 ,

solution of the 1DGP given by equation (5). For the 2D case, due to the x−y symmetry, we compare
y ( )x, 0, 0D3 with the solution of the 2DGP equation (10), f y( ) ( )x0 , 0D

HO
D1 2 .

Our results are summarized in the panels offigures 1 and 2 for the cigar 1D shape, and figures 3 and 4 for the
disk 2D case.

It is interesting to notice that the approximations here considered [32, 34], leads us to recognize that the
effective coupling interaction of the 3DGP equation g∼Na, is replaced by rescaled effective interaction
coupling constants g1D and g2Dwhen the isotropic condensate cloud is squeezed to 1D and 2D respectively, see
equations (5) and (10)where ~g Na lD

r
1 2 and ~g Na lD

z
2 , accordingly. It is important tomention here an

alternative procedure [35] tofind the effective two-body interaction parameter in a 2Dharmonic trap, which
essentially leads to the case of [32], namelyα=2, with an additional logarithmic correction depending on a
momentum cutoff. This would lead to an adjustment of the effective coupling only andwill not change themain
conclusions here presented.

Figure 1. Stationary and dynamical properties for the cigar 1D shape condensate. From left to right, panels correspond to the chemical
potentialμ, the density profile along the transverse x direction y∣ ( )∣x, 0, 0D3

2 (solid lines)normalized to its value at the origin, and the
time dependent fidelity ( )t , associated to approximationsα=2 andα=3. From top to bottomdifferent panels correspond to
dimensionless values of the interaction g=6, 60, 600, 6000which for 87Rb correspond toN=102, 103, 104 and 105, respectively. In
the second column offigures the dotted orange lines correspond to the 2Dharmonic oscillator ground state wave function, while the
blue dashed lines refer to the Thomas-Fermi approximations for the lowest and highest values of γ. The color code for the values of γ is
indicated in the right column.
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4. Comparing the approximated 1D cigar shape BECwith its full 3D solution

For this case, we performed calculations for nearly 20 values in the range γ=0.001 up to γ=1.0, and for four
cases of the dimensionless interaction strength, g=6, 60, 600, 6000, which, when using values of 87Rb,
correspond to approximately a number of atomsN=102, 103, 104, 105.

Referring tofigure 1, looking first at the chemical potential, the first column of the panel, we plot the three
obtained values m D3 , in dimensionless units, the chemical potential of the full 3D solution, and the valuesμα,
α=2 and 3, corresponding to the two versions of the 1D solutions. As expected, in all cases, it is clear that as γ
→ 0, the three of them reach the same value.We observe that for intermediate and small values of the interaction
the value of the chemical potential is in good agreementwith its 3D version for not very small values of γ, the case
α=3 fairing better thanα=2. In particular, for g=6 (N=102), the chemical potentialμ is essentially
independent of the anisotropy γ. The conclusion is that the non-linear term is just a perturbation to an
uncoupled 3Dharmonic oscillator. In other words, dimensionality plays a role only as the interaction is
increased. In this regard, the interesting and notorious observations is that as γ→ 1, namely, reaching the
isotropic case, the expected discrepancy becomes clear as the strength g is increased. This is consistent with the
other tests, as we nowdiscuss.

The next comparison is the transverse part of the normalized condensate density profile, y∣ ( )∣x, 0, 0D3
2

(solid lines), second column in the panel offigure 1.We point out that the ansatz to reduce the dimensionality is
the assumption that in the (x, y) coordinates, thewavefunction is that of the ground state of a 2Dharmonic
oscillator, see equation (2). In allfigures there is a dotted line (orange), labeled (HO), and two dashed lines (blue),
labelled (TF). The former is the plot of the harmonic oscillator density in the -x direction of the ansatz,
normalized to its value at x=0, i.e. f y∣ ( ) ( )∣x, 0 0D

HO
D2 1

2, while the latter are the Thomas-Fermi approximation

Figure 2.Normalized density profiles y∣ ( )∣z0, 0, 2 of condensate wavefunctions along the longitudinal direction z, associated to
different values of the ratio γ and dimensionless coupling interaction g, from top to bottom g=6, 60, 600, 6000, and from left to right
γ=0.001, 0.01, 0.1, 1 respectively. Continuous, dotted and dashed lines correspond to 3DGP solutionψ3D(0, 0, z) and
approximationsψ1D(z) of [32, 34], respectively.
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for the extreme values γ=0.01 and γ=1.0.Herewe recall that the TF approximation is the limit when the
kinetic energy term (proportional to the laplacian) in theGP equations, comparedwith the non-linear term, can
be neglected; this yields, for a generic harmonic potential,

r m w= -⎜ ⎟⎛
⎝

⎞
⎠( ) ( )r

g
m r

1 1

2
13TF

2 2

if the right-hand-side is positive, and ρTF(r)=0 if negative.We note that for g=6, theHOansatz is ‘too’ good
since, in agreementwith the results of the chemical potential, the transverse wavefunction is indeed aHOone,
but for all values of γ, just corroborating that the interaction term is a perturbation. As g is increased, and for γ→
1, the transverse part tends to the TF solution.However, for small γ the approach to theHOprofile is too slow,
deteriorating evenmore for larger values of g. The overall conclusion is that as the interaction is large enough,
g�60, the 2Dharmonic oscillator wave function is a reasonable good approximation for γ sufficiently small,
namely, for g=60, γ�0.1 and for g=600, γ�0.001, and so on. At this stage it is worthmentioning that
there are two other variational approaches that lead to approximated 1D and 2DGP-like equations [29–31]
which show two different regimes, a weakly and a strong interacting ones. The former coincides with the 1D and
2D approaches analyzed here but the latter seemingly describes a different regimewhere interactions aremore
relevant. In such a regime, those approaches lead to transverse profiles close to a Thomas-Fermi one, rather than
to a gaussian shape.Whatwe find, however, with our exact 3D calculations, is that the strong interaction regime
may applywhen the anisotropy is very small only, namely, when γ∼1, since it is in this limit when the TF
approximation for the transverse part is approached. Although those approximations [29–31]may be useful in
some particular cases, it is our conclusion that for condensates nearly isotropic one should remainwithin a
numerical solution of the full 3DGP equation.

The third and fourth columns infigure 1 show thefidelity of the stationary states, forα=2 andα=3,
when evolvedwith the full time-dependent 3DGP equation, equation (1). These results show, again, that for

Figure 3. Stationary and dynamical properties for the disk 2D shape condensate. From left to right, panels correspond to the chemical
potentialμ, the density profile along the transverse zdirection y∣ ( )∣z0, 0,D3

2 (solid lines), normalized to its value at the origin, and
the time dependentfidelity ( )t , associated to approximationsα=2 andα=3. From top to bottom, different panels correspond to
values (in reduced units) g=6, 60, 600, 6000which for 87Rb correspond toN=102, 103, 104 and 105, respectively. In the second
column offigures the dotted orange lines correspond to the 1Dharmonic oscillator ground state wave function, while the blue dashed
lines refer to the Thomas-Fermi approximations for the lowest and highest values of γ. The color code for the values of γ−1 is indicated
in the right column.
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small g thefidelity is better than for large g, corroborating that the non-linear term amounts to a perturbation.
For g=600 and g=6000, the results are not very encouraging, signaling that the adiabatic ansatz is not
satisfactory for all the considered values of γ, it appears that values of γ smaller than 0.001 should be considered.
Atfirst sight, within this test, it seems that the 1D limit is better achieved for g=60 and γ≈0.01. Butwe still
need to cross this conclusionwith the actual longitudinal behavior at 1D, shown infigure 2 below. It is of interest
tomention that thewavefunction y ( )zD1 in the caseα=3 [34] appears a bit better thanα=2 [32], but with no
major differences.We also point out that the oscillations shownby all the time evolutions of thefidelity,
correspond to the frequency of the trap, indicating a kind of ‘revival’ of a better agreement every period of the
oscillations atωr. These oscillations are a breathingmode of the transversemodes induced by the initial
approximation that the shape of the condensate is actually a cylinder than a cigar-like one.

Figure 2 shows comparisons of the 3D condensate density profiles along the longitudinal -z direction,
y ( )z0, 0,D3 with the corresponding 1D solutions f y( ) ( )z0, 0D

HO
D2 1 , forα=2 andα=3, for the same cases of

g as infigure 1, and for the selected values γ=0.001, 0.01, 0.1, 1. Note that infigure 1 the lowest value of γ is
0.01. Oncemore, the best agreement for the order parameter is for the smallest g=6, yet, the 1Dprofiles are
very close to those of a harmonic oscillator. The expectation is that, in order to seeGPbehavior, the profiles
should be close to a TF type of profile. This is certainly corroborated as g is increased, namely, that while the
agreement between the 1D approximations and the full 3D calculationsmay not be very good, all of them tend to
a TF profile. Crossing now the results of this figurewith those offigure 1, onefinds again that for g=60 and
γ=0.01 there is a good agreement with TF behavior, specially forα=2. The purpose of including the very
small value γ=0.001 here, allows us to conclude that a similar agreement is found for g=600 and γ=0.001,
and forα=2. This trend suggests that for g=6000, a very large value, the agreement should be found for

Figure 4.Normalized density profiles y∣ ( )∣x, 0, 0 2 of dimensionless condensate wavefunctions along the direction x, associated to
different values of the ratio γ and coupling interaction g, from top to bottom g=6, 60, 600, 6000, and from left to right γ−1=0.01,
0.1, 1 respectively . Continuous, dotted and dashed lines correspond to 3DGP solutionψ3D(x, 0, 0) and approximationsψ2D(x, 0) for
α=2 andα=3, respectively.
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values near γ=0.000 1. This latter value is beyond any experimental realizations reported.Moreover, as we
indicate in appendix, such a small value of γ cannot be calculated numerically herewith the same accuracy used
for the other calculations. It is important to emphasize that a good approximation of the chemical potential can
be reached for a certain range of the ratio γ even for large values the interatomic parameter g (see thefirst column
infigure 1).

An overall conclusion here, to be further discussed in thefinal section, is that, although the non-linear 1D
behavior is indeed reached for smaller values of γ as g is increased, there is a crossover value belowwhich,
dimensionality plays no role.

5. Comparing the approximated 2Ddisk shapeBECwith its full 3D solution

In this sectionwe now compare theGP solution associated to a disk shaped condensate lying in the x−y plane,
to the solution in 3D space. As in the previous 1D-3D comparison, we consider four cases of the interaction
strength, g=6, 60, 600, 6000, which for 87Rb, correspond to a number of atomsN=102, 103, 104, 105.We also
compare the two approximated versions of the 2DGP equations, equation (10), withα=2 andα=3. Sincewe
keep the same notation for the frequency ratio γ=ωz/ωr, now γ�1, hence, we present our results as a
function of γ−1, ranging from0.01 to 1.We proceed similarly as before discussing stationary and dynamical
properties.

Infigure 3,first column, the chemical potential is plotted as a function of γ−1 and, as expected, as γ−1→ 0
the 3D and the two 2D cases converge to the same value.We note that the values of the chemical potential for the
2D versions are essentially the same, in contrast with the 1D situation. Although the 2D approximation should
only be used as γ−1→ 0, onewould like to see how small should actually be this parameter.We observe that,
even for small g, the discrepancy between 3D and 2D is always clear for γ−1→ 1, becoming evenmore evident as
g is increased, reaching a situationwhere the chemical potential remains almost constant for all values of γ−1.
Hence, according to the chemical potential, 2D approximations can be considered appropriate until
γ−1≈0.01. This is too stringent, with respect to the following tests.

The second column of panels infigure 3 shows the transverse dependence of the density profiles, which in
this case is along the z coordinate, the disk being on the x−y plane. The ansatz equation (7) in both
approximations is, again, the ground state wavefunction of a 1Dharmonic oscillator of frequencyωz. This is
shownwith a (orange) dotted line. The curves plotted correspond to the different 3D calculations of the
wavefunction along the z direction, but all normalized by thewavefunction value at (0, 0, 0) to better appreciate
the differences with respect to the gaussianHOand the TF profiles. The dashed (blue) lines are the Thomas-
Fermi approximation for the γ−1=1.0 and γ−1=0.01 profiles. Similarly to the 1D case, the dependence on g is
clear: for small g∼6,most of the transverse profile approach essentially the gaussian profile, almost
independently of the value of γ−1. That is, TF behavior is never seen, indicating that this system is close to a 3D
uncoupledHO.On the other hand, as g is increased, the profiles are close to the gaussian one for small γ−1 ,
becoming TF as the systembecomes isotropic. A contrast to the 1D case, an reiterated by the tests below, is that
for γ−1�0.1 the transverse dependence along z tends very nicely to the gaussian profile for essentially all values
of g, yielding a good validity to the proposed ansatz.

Another very interesting aspect of the 2D approximations is found in the time evolution of the fidelity,
shown in the third and fourth columns offigure 3, wherewe observe that for small γ−1�0.1, the 2D
calculations, specially forα=3 are quite stationary for all values of g.We recall that in the 1D case this type of
agreement deteriorates as g increased. Putting together the two previous tests, chemical potential and
wavefunction transverse dependence, with the fidelity time evolution, one can conclude that
γ−1∼0.01−0.1 are enough to reach a 2Ddisk condensate, although the 2DGPphysics is better seen as g
increases, just as in the 1D case.

The last test, shown in the panels offigure 4, corroborate the conclusion of the last paragraph, namely, that
γ−1�0.1, and g�60, describe an interacting condensate in 2D. This can clearly be seen in the first and second
columns corresponding to γ−1=0.01 and 0.1, where the 2Dprofiles are very close to the 3Done, specially the
caseα=2 inwhich the dimensional reduction is performed at the level of the energy functional [32].

6. Final remarks

As expressed in the Introduction, physical properties ofmany-body systems tend to have a strong and rich
dependence on dimensionality. Thismotivates the design of experiments that reduce dimensionality, fromour
3Dworld, to test and understand those differences and to explore different physical phenomena. Bose–Einstein
condensation is not an exception and, while theGross–Pitaevskii approximation does not encompass all its
physical behavior since it describes the superfluid at zero temperature only, it serves nevertheless as a tool to test
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the validity of the,many times simply assumed, reduced dimensionality of theGP equation. This is themain
purpose of the present study.

In section 2we briefly presented theGP equations that can be obtained from an adiabatic approximation, in
the limit γ→ 0 in 1D and γ−1→ 0 in 2D [32, 34]. Those procedures differ slightly in theirfinal obtention of the
correspondingGP equations, and the only discrepancy is that the effective 1D and 2D atomic interaction
parameter g are the factors 1/πα in 1D and pa1 in 2D, see equations (5) and (10). There is, however, an
additional subtle point in the dimensional reduction thatwe address now. The physical picture of such a
reduction is that from an interacting Bose gas in a 3Dharmonic potential, one or two of the dimensions are
‘squeezed’ by largely increasing the corresponding trap frequencies. As a consequence, the energy levels along
the squeezed dimensions become so separated that the system remains in its lowest energy state along those
directions, and the non-linear interacting dynamics occurs in the remaining 1Dor 2Ddegrees of freedom. The
point wemake here is that the previous picture is not quite represented by the reduction in theGP equation.
That is, because the equationmathematically hasfive parameters, ÿ,m, g,ωr andωz, three are used for
dimensions, say ÿ,m andωr. Thus, the change in dimensions is obtained by the dimensionless parameter
γ=ωz/ωr, such that γ=1 can be obtained by keeping the value ofωz and increasingωr, namely squeezing the
transverse dimension, or by enlargingωz. But in the latter case the ‘energy levels’ in the transverse directions were
not affected, yet, as γ→ 0 the dimension reduction is obtained. As amatter of fact, in our numerical codewe kept
ωr and reduceωz to keep the same level of accuracy in all the calculations. The obvious conclusion is thatGP is
insensitive to either change in the frequencies and therefore, the physics of the reduction is a different one from
the naive picture. At the level of theGP equation, the answer of the dimension reduction lies in the non-linearity
of the equation, which physically represents the interatomic interactions: the anisotropy of the external
potential, γ→ 0 or g  ¥, results in a decoupling of the interaction in the relatively smaller potential lengths,
independently of their actual value.However, as clearly indicated by the calculation, the true reduction from a
3D to a 1Dor 2D system is not relative, it occurs for values of the interaction larger than g∼10, the transition
being a crossover rather than a sharp one. For smaller values of g, the system is essentially a harmonic oscillator
decoupled in its three dimensions, the non-linear interaction being a perturbation.

Comparing and summarizing figures 1–4, the reduction for 1D ismore delicate than in 2D. Itmay be that
reducing two dimensions is harder than reducing only one. For the 1D case, the best achievement is for g≈60
and γ≈0.01, and the expectation is that an increase in a order ofmagnitude for g requires a decrement in γ for
also an order ofmagnitude approximately, namely g=600 requires γ≈0.001.Nevertheless, considering
purely global properties, such as the chemical potential, the approximation domuch better in 1D than in 2D for
values of the anisotropy parameter γnot so small; this is important to keep inmind as being a typical
consequence of variational approaches. Regarding experiments, it seems that the strong limit γ∼0.001 for
g∼600 are not easily achieved, however, for the 2D reduction, the bounds are better. That is, for
γ−1∼0.01−0.1 and for g�60 all cases are a good 2D system. In particular, a promising candidate is
g=6000 (N=105) and γ−1=0.01, for this is typical of actual experimental scenarios. Regarding the two types
of reductions, it is not definite which one ismore accurate, sinceα=3 is better in the chemical potential and the
fidelity tests, whileα=2 appearsmore reliable in the prediction of the stationary density profile in the reduced
dimensions.
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Appendix: Details of theGPnumerical solutions

Toperform the tests described above, we numerically solve the stationary and time-dependent GP equations in
their 1D, 2D and 3Dversions.We use dimensionless variables ÿ=m=ωr=1, yielding two dimensionless free
parameters γ=ωz/ωr and the interaction strength g. For purposes of potential comparisonswith current
experiments, we use the value of the scattering length of 87Rb, a≈50×10−8 cm. This yields the dimensionless
values that we use, g=6, 60, 600, 6000, which correspond to number of particles,N=102, 103, 104, 105.

The stationaryGP equations are solvedwith themethod of imaginary time evolution [21, 45, 46] and the
time-dependent GP onewith a fourth-order Runge-Kutta (RK-4) evolution [47–49]. The laplacians in the
equations can be calculatedwith finite differences orwith spectralmethods yielding the same results. The codes
are performed in state-of-the-art parallel GPUprocessors.We use a systemwith fourGPUNvidiaGTX1080
with a total amount of 10,240CUDAcores achieving a considerable saving of computing time. To performGPU

10

J. Phys. Commun. 3 (2019) 085003 RZamora-Zamora et al



programming of theGP equations we use Python libraries such as PyCUDA, Scikit-Cuda, pyFFT and Scipy
[50–54].

Themost demanding calculations are those in 3D and in order to keep the same level of accuracy for the
different values of γ, we use cartesian grids in all dimensions, with a constant valueΔ l for every length interval;
this interval typically take the values 0.05, 0.1 or 0.2. Our 3D grids range from512×512×512 for isotropic
clouds up to very elongated ones 64×64×8192 for 1D cigar-shaped condensates and 1024×1024×64 for
very flat disk-shaped ones. The time steps imaginary for the time evolution are dτ=0.002, and 0.001, and for
real time evolutionwe considerΔ t=0.001 and 0.000 1. As expected, we recover analytical solutions for theHO
when g=0. To test the correctness of all stationary states we perform anRK-4 time propagation of each studied
case for t=50 units of time, and verify that the energy and normalization remain constant within a relative
error around 10−5. Furthermore, as a double check, we analyze distinct simulation boxes for some cases,
obtaining the samewave functions and chemical potentials. The sameRK-4 evolution is used for the calculation
of thefidelity overlaps.We point out that the total time evolution of 50 time steps plus relax iterations tofind
stationary states, were equivalent of nearly 100 hours of GPUprocessor. Thus, considering the full set of values
of γ, as well as different numbers ofN analyzed, the total time in the numerical calculations here studied
demanded nearly 3600 hours of aGPUprocessor.
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Persistence of ferromagnetic domains in a disordered two-dimensional lattice
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We investigate the persistence, in time and space, of ferromagnetic domains in two dimensions subjected to
the influence of both the static disorder of variable strength and weak interactions. The domains are represented
by a two-species bosonic mixture of 87Rb ultracold atoms in different hyperfine states, such that initially one lies
on the left half and the other on the right half of a square lattice. The dynamics of the double domain is followed
by describing the two-component superfluid through the time-dependent Gross-Pitaevskii coupled equations,
with values of the intra- and interspecies interaction that guarantee miscibility of the components. A robust
analysis of the magnetization dynamics for several values of the interspecies interaction, reachable in current
experimental setups, and the investigation of the density-weighted magnetization correlator lead us to conclude
that the presence of structural disorder yields a slowdown the process of destruction of the initial ferromagnetic
order. As shown by our numerical calculations, magnetization is maintained up to 50% of its initial value for the
largest disorder amplitude considered.

DOI: 10.1103/PhysRevA.102.033304

I. INTRODUCTION

A vast number of phenomena belonging to condensed
matter remain until now unsolved. In particular, within the
magnetism realm, the dynamics of microscopic spins lying
in ultrathin films, the so-called magnetic domain dynamics,
continue until now as an open question [1–3]. The origin
of the spin-domain dynamics can be attributed to several
factors, among them, the presence of external drivings as
magnetic or electric fields, the existence of spin-polarized
currents inducing the transference of momentum to the do-
main wall [4,5], and the inner dynamics associated with both
the interactions between the microscopic constituents and the
energetic landscape where the constituents move. The purpose
of the present investigation is to analyze the dynamics of the
magnetic domains confined in two dimensions (2D) under the
influence of disorder. As we describe in the next paragraph, a
stylized system is used to address this objective.

Inspired by the remarkable control achieved with large
conglomerates of atoms in their quantum degenerate state,
and in particular by the experimental capacity of preparing
mixtures composed of either Bose condensates in different
hyperfine states [6] or different atomic species [7–11], con-
fined in particular geometries [12–16], we propose here the
design of an ultracold atom device to quantum simulate the
decay of magnetization in magnetic domains in 2D square
lattices subjected to static disorder. Our proposal is based on
previous experiments that explore the many-body localization
phenomenon with 87Rb Bose gases [17,18]. In particular, in
Ref. [17] the dynamics of an initially prepared out-of equi-
librium density pattern confined in a disordered optical lattice
was followed. Such a quantum quench protocol, planned to

*rosario@fisica.unam.mx

track the effects of disorder on the atom flux moving across
the two-dimensional (2D) lattice, together with the possibility
of spatially separating different hyperfine components, is the
basis of our proposal to study the dynamics of the ferromag-
netic domains, particularly their magnetization decay.

To investigate the dynamics of the ferromagnetic domains,
and particularly their magnetization decay, we consider a
two-species Bose condensate as the analog of a double-
spin domain in which each hyperfine component lies in the
halves of an inhomogeneous square lattice, thus setting the
initial configuration that will evolve in a disordered media
(see Fig. 1). This arrangement together with a recent study,
performed at the mean-field level for the stationary states of
a scalar Bose condensate [19], is our starting point to study
the dynamics of the double-spin domain. Although the present
study considers square lattices only, investigation of other
geometrical configurations, like those considered in Ref. [19],
could be of interest in the light of practical purposes such
as the design of spin-based magnetic protocols with complex
configurations.

Here we present the results of an extensive set of numerical
calculations performed at the mean-field level through the
coupled Gross-Pitaevskii (GP) equations to describe the evo-
lution in time of the hyperfine spin components spatially sep-
arated at t = 0 and then allowed to evolve under the influence
of uncorrelated static disorder. Working within the superfluid
regime, corresponding to values of the intraspecies interaction
such that the system is far from the Mott-insulating phases, we
analyze the evolution of the magnetization for a given initial
state, considering different values of the ratio between intra-
and interspecies interaction strengths. Motivated by the analy-
sis performed for the spin texture in a degenerate F = 1 87Rb
spinor Bose gas and in a caesium Bose-Einstein condensate
[20,21], we investigate the density-weighted magnetization
correlator and the magnetization variance. These quantities

2469-9926/2020/102(3)/033304(7) 033304-1 ©2020 American Physical Society
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FIG. 1. Schematic form of the density profile prepared as the
initial state. The left and right sides represent the superfluid density
associated with the hyperfine components ↑ and ↓. Such profiles
correspond to densities at zero disorder amplitude and given values
of the intra- and interspecies interactions amplitudes g↑↑ = g↓↓
and g↑↓.

provide information about the magnetization anisotropy and
the decaying of the magnetization as a function of time,
respectively.

This work is organized as follows. In Sec. II, we present
the model used to describe the dynamics of the initial ferro-
magnetic domains under the influence of disorder. We briefly
explain the construction of the initial state from which the
evolution in time is followed. In Sec. III A, we show the results
of our numerical study concerning the dynamic extinction
of ferromagnetic domains, as a function of the disorder am-
plitude and different interaction strengths. In Sec. III B, we
analyze the behavior of the variance and spatial correlations,
which allows us to follow the process of demagnetization
in time and space. Finally, in Sec. IV, we summarize our
findings.

II. MODEL AND INITIAL STATE PREPARATION

We consider a weakly interacting mixture of two hyper-
fine spin components, |↑〉 = |F = 1, mF = −1〉 and |↓〉 =
|F = 2, mF = −2〉, of ultracold 87Rb atoms confined in an
inhomogeneous disordered square lattice. At zero temperature
and within the mean-field formalism, the wave functions �↑,↓
of the two species ↑ and ↓ obey the following effective GP
equations:

ih̄
∂�↑(�r, t )

∂t
= [H0(�r) + g↑↑|�↑|2 + g↑↓|�↓|2]�↑(�r, t ),

ih̄
∂�↓(�r, t )

∂t
= [H0(�r) + g↓↓|�↓|2 + g↓↑|�↑|2]�↓(�r, t ),

(1)

where H0(�r) = − h̄2

2m ∇2
⊥ + Vext (�r), with ∇2

⊥ = ∂2

∂x2 + ∂2

∂y2 being
the Laplacian operator in 2D and m the equal mass of the
two spin components. The external potential has the following

form:

Vext (�r) = 1

2
mω2

r r2 + V δ
0

[
cos2

(πx

a

)
+ cos2

(πy

a

)]
, (2)

where �r = xı̂ + yĵ ; ωr = 2π × 50 Hz is the radial harmonic
frequency, fixed to a common value used in current experi-
ments; a is the lattice constant; and V δ

0 = V0[1 + εδ (x, y)] is
the potential depth at each point (x, y). The function εδ (x, y)
represents a random disorder uniformly distributed in the
interval εδ (x, y) ∈ [−δ, δ]. Thus, the random depth V δ

0 mimics
a disordered environment like that introduced by speckle
patterns [22]. The amplitude of V δ

0 is scaled, as usual, in units

of the recoil energy ER = h̄2k2

2m , with k = π/a.
The interaction couplings gσσ ′ = 4πNh̄2aσσ ′/m, with

σσ ′ = {↑,↓}, are written, as usual, in terms of the s-wave
scattering length aσ,σ ′ , N being the number of atoms in the
condensate. However, we should point out here that these
interaction coefficients must be rescaled since the dynamics
under study occurs in 2D [23–29]. The effective scattering
length in the plane x-y becomes aσσ ′ → aσσ ′/

√
2π lz, with

lz = √
h̄/mωz, ωz being a common transverse frequency of

condensates [30,31]. In typical experiments the values of the
coupling constants gσσ ′ can be varied via Feshbach resonances
and thus adjusted to have either equal or different values of the
intra- and interspecies interactions, that is, g↑↑ = g↓↓ = g↑↓
or g↑↑ = g↓↓ �= g↑↓. In the present investigation we consider
the interaction couplings g↑↑ = g↓↓ and g↑↓ = g↓↑ that ensure
the miscibility of the hyperfine components g↑↓ <

√
g↑↑g↓↓

[11,32].

Initial ferromagnetic state

To create the initial state from which we follow the de-
magnetization process, we first determine the stationary states
of the coupled equations (1) by means of the imaginary time
evolution τ → it [33–36] for a disorder-free optical lattice
with the lattice spacing a = 532 nm, N = 600 atoms, and a
potential depth of V0/ER = 4 (see the Appendix). After free
energy minimization, we manually remove σ =↑ particles
from the left-half layer and σ =↓ particles from the right-
half layer (see Fig. 1). This removal of particles mimics
experimental protocols in which a digital mirror device is used
to optically remove the atoms at specific positions [17]. Here,
we perform the dismissing of particles in order to manually
design a state that displays two ferromagnetic domains with
opposite magnetization and equal hyperfine densities. Alter-
natively, another experimental and numerical route to achieve
magnetic domains is through a magnetic field gradient [37].

III. RESULTS AND DISCUSSION

In our simulations we consider lattices having ∼30 × 30
occupied sites. As stated in Sec. II, the uncorrelated disorder
is introduced across the whole lattice through the function
εδ (x, y). To perform a reliable analysis of the physical quan-
tities and have meaningful predictions, we take the average
over an ensemble of 200 realizations for each value of the
disorder amplitude δ and given values of the ratio between
intra- and interspecies interactions g↑↓/g↑↑. We note that
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the way in which the disorder has been simulated warrants
that, although the lattice symmetry is altered, the underlying
structure is preserved; that is, the square geometry and the
harmonic confinement prevail. In the following, we identify
the dimensionless time as τ = ERt/h̄.

The time propagation of the double ferromagnetic domain
takes place after introducing the disordered potential and
properly adjusting the interaction coefficients due to the re-
moval of half the population, N → N/2. This pattern created
at hand, that is, the two ferromagnetic domains, is our starting
point to study the time evolution under the influence of static
uncorrelated disorder. We should note here that such an initial
state is nonstationary and, consequently, evolves under its own
dynamics. Interestingly, the protocol planned mimics a quan-
tum quench process since a closed system left in an eigenstate
of a given Hamiltonian at t = 0 evolves dynamically under a
different Hamiltonian. In Fig. 1 we show a schematic plot of
the initial state. Our particular interest is to investigate how the
local magnetization of the ferromagnetic domains degrades
when the weakly interacting 2D Bose mixture evolves in the
absence of other external fields, except for the one produced
from the combination of a speckle pattern and the square
lattice. To this end, in the subsections below we study both
the magnetization as a function of time and the magnetization
correlations in time and space.

A. Demagnetization vs disorder: Magnetization dynamics

The observables to be studied in this section are the magne-
tization mL and mR, in the left and right sides of the lattice, as
a function of time. These quantities are defined in terms of
the local magnetization m(x, y; t ) = ρ↑(x, y; t ) − ρ↓(x, y; t ),
where ρ↑(x, y; t ) and ρ↓(x, y; t ) are the densities associated
with the components ↑ and ↓, respectively. Thus, the magne-
tizations in the left and right sides are as follows:

mL =
∫∫

�L

dxdym(x, y; t ),

(3)

mR =
∫∫

�R

dxdym(x, y; t ),

where �L and �R are the left and right halves of the sys-
tem, respectively. Because of the particular election of the
initial state we have that mL(t = 0) = −0.5 and mR(t = 0) =
0.5. For our analysis, besides the set of random realiza-
tions εδ (x, y) for a given disorder magnitude, we consider
three different values of the ratio g↑↑/g↑↓. The time dy-
namics is followed for a period of time such that at zero
disorder and a given value of the coupling interactions the
magnetization in the left and right sides become null. That
is, the decay of magnetization at zero disorder is differ-
ent for each ratio g↑↓/g↑↑ considered. It is important to
mention here that all of our numerical calculations were
performed ensuring that changing τ → −τ at any temporal
step along the time dynamics allows us to recover the initial
state.

Since the prepared initial state is nonstationary, the hy-
perfine spin populations will evolve under the influence of
both disorder and interactions. Previous analyses of stationary
properties in a single Bose-Einstein condensate component

FIG. 2. Instantaneous density plots of the local magnetization
m(x, y, τ ) in the square lattice for three different values of the
disorder amplitude. Distance along x and y axis is scaled in terms
of the lattice constant a. Left, center and right columns correspond
to three different values of disorder amplitude δ as indicated in the
figure. Upper, middle and bottom rows are associated to τ = 0, τ =
180 and τ = 360 respectively. The ratio of the intra and inter-species
interaction is, g↑↓ = 0.9g↑↑.

confined in disordered lattices have shown that, in the weakly
interacting regime, the net effect of the disorder is to localize
the condensate density in bounded regions [19,38–41]. As a
matter of fact, the size of those bounded regions becomes
shorter and shorter as the amplitude of the disorder strength is
increased. Therefore, what we expect in the case of the two-
component condensate is to have spatially localized densities
of the condensate as the disorder magnitude grows and thus
preservation of magnetic domains.

In Fig. 2 we show snapshots of the local magnetization for
three different values of the disorder amplitude, δ = 0, δ =
0.5, and δ = 0.9 (left, center, and right columns, respectively),
and three different times along the dynamics, τ = 0, τ =
180, and τ = 360. Each plot is a snapshot associated with
a given realization of disorder εδ (x, y) and a fixed value of
the intra- and interspecies interaction ratio, g↑↓/g↑↑ = 0.9.
As one can see from this figure, at zero disorder amplitude,
↑ and ↓ density configurations remain exactly opposite while
showing an asymmetric behavior for δ �= 0. We also observe
that larger values of the disorder amplitude lead to a slowdown
of the dynamics of the magnetic domains. That is, the initial
state remains for larger times, thus showing a persistence of
the magnetic domains during the time evolution. Figure 2
is representative of the magnetization behavior observed at
different times as the disorder is increased for the ensemble
of disorder realizations.

In Fig. 3 we summarize the results of the analysis of this
section. Each plot in this figure corresponds to the average
of the magnetization on the right (left panels) and left (right
panels) sides of the lattice as a function of time for different
values of the disorder amplitude δ. The specific values of δ
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FIG. 3. Magnetization in right and left sides as a function of time
for different values of disorder amplitude δ. The ratio of the intra- and
interspecies interaction g↑↓/g↑↑ is indicated in the left panels. Each
point in these curves is the result of the average over 200 realizations
of disorder for a given value of δ. The shadow area around each curve
corresponds to the root-mean-square deviation.

as well as the intra- and interspecies interaction ratio g↑↓/g↑↑
are indicated in the figures. The curves in each plot are the
averages for a given value of δ, with the shadow area around
each curve indicating its root-mean-square deviation. From
these figures one can observe that for short times, τ � 50,
the general behavior of the decreasing magnetization takes
very similar values, independently of the disorder strength.
However, for longer times, τ � 50, each magnetization curve
departs from each other, thus revealing the effects of the
disordered medium. Furthermore, as the disorder amplitude
is increased, the ferromagnetic order in each domain is pre-
served against depletion. In particular, for the largest value
of the disorder amplitude considered, that is, δ = 0.9, the
value of the magnetization in the left and right sides remains
unaltered around 50%. One can also notice two main out-
comes associated with the value of the ratio g↑↓/g↑↑. One
is that at zero disorder the time at which the magnetization
is annihilated decreases as the ratio g↑↓/g↑↑ is diminished.
In contrast, as this ratio is increased, the reduction of the
magnetization becomes progressively worse with respect to
its initial value.

The time dependence of the left and right magnetiza-
tions are well described by the power-law ansatz mR(τ ) ∝
b(δ)τ γ (δ). We fit the curves of Fig. 3 with such a power-law
ansatz at intermediate-time scales, where one neglects the
transient behavior at short times. We should notice that the
coefficients γ and b also depend upon the ratio between g↑↓
and g↑↑. In Fig. 4 we plot the behavior of γ as a function
of δ. From this figure one can notice how the value of the
characteristic exponent γ is modified as the ratio g↑↓/g↑↑ is
varied. Here it is important to stress that γ is also influenced
by the presence of the harmonic confinement. The value of
this exponent is reduced as δ grows, and thus the magnetiza-

FIG. 4. Power-law fit mR(τ ) ∝ b(δ)τ γ (δ) for the magnetization
on the right side as a function of δ, for three different values of the
ratio of the intra- and interspecies interaction. The inset shows the
error σ of the magnetization fit.

tion extinction becomes slower in time. It is quite remarkable
that for strong disorder strengths δ, the parameters γ take very
similar values, almost independent of the ratio of the inter-
and intraspecies interaction coupling. This can indicate that
the disorder has become the dominant contribution during the
elapsed evolution. The inset in Fig. 4 shows the error of the
magnetization fit.

B. Demagnetization vs disorder: Variance and
magnetization correlator

Another suitable quantity that has been used in various ex-
periments and provides crucial information on how magnetic
domains change in space and time is the density-weighted
magnetization correlator. As established in Refs. [20,21] this
correlator is defined as

G(
�r; t ) =
∫
�

m(�r; t )m(�r + 
�r; t )d�r∫
�

ρ(�r; t )ρ(�r + 
�r; t )d�r , (4)

where m(�r; t ) is the local magnetization defined in the previ-
ous section, ρ(�r; t ) = ρ↑(�r; t ) + ρ↓(�r; t ) is the total density,
and � = �L + �R. In Fig. 5 we illustrate the correlator
G(
�r = 0; t ) for several values of the disorder strength and
a fixed interaction ratio of g↑↓/g↑↑ = 0.9. We should notice

FIG. 5. Correlator G(
�r = 0; τ ), that is, variance as a function
of time for different values of the disorder magnitude. Each curve is
the average over 200 realizations of disorder δ.
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FIG. 6. Correlator G(
�x; τ ) at τ = 0. The inset shows the den-
sity profile prepared as the initial state. The red line shows the axis
along which we determine the correlator G(
�x; τ ).

that for 
�r = 0, the density-weighted correlator coincides
with the magnetization variance. For t = 0, the magneti-
zation variance takes its largest value G(
�r = 0; t = 0) =
1 since the initial state corresponds to fully polarized do-
mains. Then, for t > 0 the variance shows a decreasing
behavior in time, which becomes less pronounced as the
disorder amplitude increases. As a matter of fact, for the
largest value of the disorder amplitude considered, which
is δ = 0.9 and at a time τ = 360, the variance depletion is
around half its initial value. In contrast, the magnetization
variance becomes null at τ = 360 for zero disorder strength.
Thus, one can appreciate that the structural disorder stim-
ulates a deceleration of the polarization of the magnetic
domains.

Since at t = 0 down and up components lie on the left and
right halves of a square lattice, a natural election of the path
on which the spatial variations of the correlator G(
�r; t ) can
be tracked is a line that crosses perpendicular to the halves
of magnetic domains and then G(
�r; t ) becomes G(
�x; t ).
In Fig. 6 we illustrate both the axis in which the correlator
is evaluated and its spatial variations for positive values of x.
The staircase shape of the correlation function on Fig. 6 can
be understood from the observation that the density at a given
lattice site and in the region around it remains essentially
constant.

To conclude the present analysis, in Fig. 7 we illustrate the
spatial variations of the correlation function of Eq. (4) for τ =
180 and τ = 360. As can be appreciated from Fig. 7 (upper
panel), a depletion of the magnetic order is observed, since
this reduction is less pronounced as the disorder decreases.
Interestingly, all the curves get close when the correlation
approaches zero, thus indicating that the domains still pre-
serve information of the initial state. In contrast, the long-term
dynamics illustrated in Fig. 7 (lower panel) shows higher
discrepancies for each value of the disorder amplitude. In
agreement with the previous findings, for δ = 0, the magnetic
order is completely lost. For the cases δ = 0.3 and δ = 0.5, we
observe residual domains that no longer conserve the initial
structure. However, for δ = 0.7 and δ = 0.9, the initial mag-
netic structure stands, with the polarization of the magnetic
domains being reduced.

FIG. 7. Correlator G(
�x; τi ) along the x axis for different values
of the disorder magnitude. The upper and lower panels correspond to
τ = 180 and τ = 360, respectively. Each curve is the average over
200 realizations of disorder δ.

IV. FINAL REMARKS

We have studied the time dynamics of initially localized
ferromagnetic domains evolving under the influence of both
disordered confinement and contact interactions. The purpose
of such an investigation was to establish the persistence
of ferromagnetic order in the domains, namely, spatial re-
gions with definite magnetization, when the competition of
structural disorder and interactions could lead the system,
evolving under their inner dynamics, to nullify such an initial
magnetic pattern. To study such a magnetization annihilation
process as a function of time, we proposed a model system
simulating a double ferromagnetic domain evolving under
static disorder. The model consisted of a two-species 87Rb
Bose-Einstein condensate, whose components labeled as ↑
and ↓ states were placed spatially separated, lying each one in
the halves of a 2D potential resulting from the superposition
of a harmonic potential and a square lattice. The descrip-
tion of the dynamics was addressed within the mean-field
Gross-Pitaevskii approach by solving the coupled equations
associated with different hyperfine components. To have a
reliable analysis of the evolution in time of the magnetization
under the presence of disorder, our analysis consisted of an
extensive set of numerical calculations over different realiza-
tions of uncorrelated disorder having a given amplitude δ and
constant values of the intra- and interspecies interactions g↑↓
and g↑↑, respectively. Regarding the magnitude of the intra-
and interspecies interactions g↑↓ and g↑↑, we worked in the
regime in which the ratio between these coefficients g↑↓/g↑↑
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TABLE I. Physical parameters used in the numerical simulation.

Name Symbol Value

Particle number N 600
87Rb mass m 87 amu
Lattice constant a 532 nm
Trap frequency (x) ωx 2π × 50 rad/s
Trap frequency (y) ωy 2π × 50 rad/s
Trap frequency (z) ωz 2π × 4000 rad/s
Bare s-wave scattering length a↑↑ = a↓↓ 100 a0

Potential depth V0 4 ER

guarantees miscibility of hyperfine components, and we also
considered appropriate coupling interaction strengths away
from the strong interaction effects. Besides the study of the
dynamics of the magnetization in the presence of disorder, we
analyzed the variance and the density-weighted magnetization
correlator to investigate time and spatial magnetization decay,
respectively.

The conclusion from the study of the magnetization dy-
namics is that the degradation of the initial double ferromag-
netic domain, which is the loss of magnetization in definite
regions of space, becomes slower and slower as the structural
disorder is increased, while in contrast increasing the ratio
between inter- and intraparticle contact interactions g↑↓/g↑↑
tends to degrade the initial state. Furthermore, the analysis
for the density-weighted correlator as a function of time and
space reveals also such a persistence of the initial state as the
disorder is increased. We reach these results from a robust
study of the time evolution of the right and left magnetizations
of the quantum system described above. Summarizing, our
study allowed us to recognize that the slow extinction of the
ferromagnetic order is induced by disorder and then enhanc-
ing memorylike effects in the coupled magnetic domains.

This paper sets a platform for the design of specific
protocols appropriate to study demagnetization processes or
frustration effects associated with geometry and energy dis-
order [42–45]. Also, our study aims for the investigation
of the dynamics induced by measurement in the sense that
sources of disorder can be either internal, like those here
considered, or external, like those associated with reservoirs
in contact with assessable quantum systems [46]. Textures or
local magnetization, as referred to in the current literature,
are suitable observables to track the effects of the disorder
media in systems having more that one component and, also,
are accessible physical quantities with single-spin-resolution
techniques [47,48] used in current experimental setups. We
expect that our work will trigger further theoretical analysis
of, for instance, the long-range character proper of the dipole-
dipole magnetic interactions and the homogeneous environ-

ment where the elemental constituents move. Those aspects
still remain as open questions to be addressed. Understanding
the dynamics of magnetic domains has become nowadays a
relevant topic not only within the context of the fundamental
physics but also associated with the emergence of techno-
logical uses. Practical applications of the investigation here
presented are directly related to the design of magnetic logic
and memory devices.
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APPENDIX : NUMERICAL CALCULATIONS DETAILS

In this Appendix we provide additional details related to
the numerical simulations performed in order to obtain the
main results of the paper. As stated in Sec. II, we first obtain
the ground state of the coupled GP equation shown in Eq. (1).
This was achieved by using the imaginary-time propagation
based on the split-step Fourier method [33,34]. The relevant
physical parameters used in the simulations are included in
Table I.

After accomplishing convergence of the ground-state wave
functions, we performed the removal of particles by manually
setting �↑ = 0 in the left halve of the system �L. Anal-
ogously, we fixed �↓ = 0 within the right halve �R. For
simplicity, we normalized the resulting wave functions after
the removal of particles.

The above procedure yields the initial configuration of the
wave functions from which the demagnetization process was
followed. The real-time dynamics was performed by using the
fourth-order Runge-Kutta method. The numerical parameters
used in both, the imaginary-time propagation and the real-time
propagation, are shown in Table II.

TABLE II. Parameters for the numerical simulation.

Name Symbol Value

Number of grid points in the x direction Nx 512
Number of grid points in the y direction Ny 512
Spatial extension of the numerical Lx 40 a

grid in the x direction
Spatial extension of the numerical Ly 40 a

grid in the y direction
Step size used in real-time evolution dτ 0.001
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Abstract. In this manuscript, we discuss the emergence of p-wave superfluidity in a dipolar
Fermi gas confined in a double layer array of parallel optical lattices in two dimensions. The
dipole moments of the molecules placed at the sites of the optical lattices, separated a distance
L and pointing in opposite directions produce an effective attractive interaction among them,
except between those dipoles situated one on top of the other. Such interaction between dipoles
is precisely the origin of the non-conventional superfluid state. We present the analysis for the
ground state of the many-body system within the mean-field scheme. In particular, we study the
stable regions, as a function of the system parameters, namely the effective interaction between
dipoles and the filling factor n, for which the superfluid state can exist. Following the BKT
scheme, we estimate the critical temperature of the superfluid state.

1. Introduction

Several laboratories around the world have gone beyond the realization of quantum degeneracy in
ultracold neutral atoms in both bosonic and fermionic species, and, in recent times, macroscopic
samples of dipolar gases with large electric dipolar moments in its electronic and vibrational
ground states, have been produced. The main motivation behind these efforts is to simulate
novel phases of matter such as supersolids and unconventional superfluids as p−wave or d−wave
phases among others [1, 2, 3, 4]. In particular, ultracold molecular Fermi gases have attracted
the attention of both, theoretical and experimental communities for several years since, because
combined with its fermionic nature, the intrinsic long-range character of its dipolar interactions,
as well as the possibility of confining such molecules in external potentials, these systems
represent suitable candidates to emulate unconventional superfluids. The long-range nature of
dipolar interactions gives rise to have contributions of all partial waves at low energies [5, 6, 7, 8],
thus enhancing the possibility of generating BCS paring of several types. As previously proposed
in Refs. [9, 10], due to the repulsive core between dipoles situated in a bilayer array, the s−wave
pairing is suppressed, however, the p−wave or higher partial wave superfluid phases arise in
molecules with rotational moments J = 0 and J = 1.

With the purpose of studying p−wave superfluidity, in this manuscript we consider ultracold
dipolar Fermi molecules placed in a bilayer array composed of optical lattices in 2D having
square symmetry, such that, as schematically depicted in Figure 1, the dipole moments of
molecules situated at the lattice sites are oriented in opposite directions. The strong tail-tail
repulsion between molecules lying in on-site positions in layers A and B, that is one on top
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of the other, inhibits s−wave pairing, while favoring the formation of Cooper pairs between
molecules located at neighboring sites. Superfluidity of molecule paring in such a model can
arise as a consequence of the energy saving associated with a reduction of the electrostatic
on-site repulsion. In closeness with this aspect of pair formation associated to electrostatic
interactions, other systems exhibiting nonconventional superconductivity, and specifically p-wave
phases, are the ruthenate composes [11], which as a matter of fact still remain not understood.
Particularly the microscopic process responsible for the superconductivity. The main analogy
between this kind of superconductors and molecular superfluids here considered is that the
frictionless transport of pairs traveling in 2D has the same origin; the strong electrostatic
repulsion of fermions situated one on top of each other in different layers together with the
long-range attractive interaction of fermions located in other site configurations. Thus, besides
the physics of superfluidity that can be addressed, our model can also be used to access the
physics of unconventional ruthenate superconductors.

This manuscript is organized as follows. In section 2 we describe our model and present
the relevant parameters of our investigation. Then, by adopting the mean-field BCS scheme
in section 3 we characterize the unconventional superfluidity. In section 4 we determine the
superfluid density tensor with the purpose of establishing the BKT transition temperature, that
is to delineate some conclusions regarding the current investigation with experimental systems.
Finally, we present our conclusions in section 5.

2. Model

We consider polar Fermi molecules confined in two parallel optical lattices in 2D separated by
a distance L. As schematically shown in Figure 1, the layers labeled with letters A and B are
the energy landscape where the molecules are confined. The lattices have a square geometry
with lattice constant a. The dipoles are oriented perpendicularly to the layers and in opposite
directions in different layers. This configuration can be achieved by confined polar molecules
with rotational moments J = 0 and J = 1 in layers A and B respectively [10]. Then, by applying
an ac electric field, oriented perpendicularly to the lattices, gives rise to having effective dipole
moments pointing in opposite directions [12]. In this scenario, the resulting interaction between
the molecules in different layers is:

Vdip(r) = −d2 (r2 − 2L2)

(r2 + L2)5/2
, (1)

where −d2 is the scalar product of the effective dipole moments in the layers, L and r are the
inter-layer and intra-layer separations respectively [13]. Molecules are allowed to move through
sites in a given layer, but not between different layers.

The aim of this manuscript is to study the emergence of p−wave superfluidity as a consequence
of the attractive interaction between dipoles confined in different layers, situated in neighboring
positions one respect to the other. From the expression for the interaction potential, equation (1),
one can notice that for values of the interlayer separation satisfying the condition Λ = L/a < 0.5,
the effective interaction for particles lying in layers A and B is attractive except for r = 0. In this
manuscript, all the numerical calculations were performed with Λ = 0.2 while the dimensionless
dipole-dipole interaction strength χ = meffd

2/ah̄2, with meff = h̄2/2ta2 the effective mass, and
the filling factor n of the lattices were allowed to vary within reasonable experimental values.

3. p-wave superfluidity

Our starting point is the effective Hamiltonian that represents the dipolar Fermi system described
in section 2. To set this model Hamiltonian we should take into account the prescriptions
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Figure 1. Schematic representation of the dipolar Fermi gas confined in a bilayer array of parallel optical
lattices in two dimensions.

imposed by the two-body physics of particles interacting through the potential (1), lying in a
bilayer lattice potential. Namely, the analysis of the microscopic precursors of both, BEC and
BCS states that emerge in the lattice bilayer, associated with the attractive dipolar interaction.
This study, previously addressed in ref. [14], analyzes the formation of bound molecules and
scattered pairs of molecules as a function of the effective interaction strength parameter χ
described above. With this information in mind, we are able to establish the many-body
Hamiltonian that describes the fermionic system. It reads as follows,

H = −J
∑

〈i,j〉
(a†iaj + b†i bj + h.c) +

∑

i6=j

Vdip(i− j)a†i b
†
jbjai − µ

∑

i

(a†iai + b†i bi), (2)

where J is the nearest-neighbor tunneling strength, ai (a†i ) and bi (b†i ) are the operators that
annihilate (create) Fermi molecules at site i in layers A and B respectively, and µ is the chemical
potential. Assuming pairing between k and −k states, the mean-field Hamiltonian in momentum
representation becomes

H =
∑

k

ξk(a†kak + b†kbk) + ∆∗kb−kak + ∆ka
†
kb
†
−k, (3)

here, ξk = εk − µ+ nVdip(k = 0) with εk = −2t(cos kxa+ cos kya) the kinetic energy dispersion
of molecules in the 2D lattice, and ∆k is the superfluid order parameter that must be self-
consistently determined,

∆k =
1

Ω

∑

k′
Vdip(k− k′)〈b−k′ak′〉. (4)

The Hamiltonian in equation (3) can be diagonalized by means of a Bogoliubov transformation
which leads to the coupled equations for the energy gap ∆k and the filling factors nA and nB.
We should point here that since the system under study is a balanced mixture of particles in
layers A and B, we have n = nA = nB. Thus, instead of having equations for nA, nB, and the
energy gap ∆k, the coupled mean field equations are just for ∆k and n,

∆k = − 1

Ω

∑

k′
Vdip(k− k′)

∆k′

2Ek′
tanh

(
βEk′

2

)
, (5)

n = nA = nB =
1

2

[
1− 1

Ω

∑

k

ξk
Ek

tanh

(
βEk′

2

)]
, (6)
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where the quasiparticle excitation energy is Ek =
√
ξ2
k + |∆k|2 and β = 1/(kBT ), with kB the

Boltzmann constant. In our calculations, we numerically solve self-consistently the gap equation
5 and the number equation 6 as a function of the effective dipole-dipole interaction χ and the
filling factor n in a lattice with Ω = 121× 121 sites.

3.1. px + ipy paring

At zero temperature, we find a solution for the energy gap ∆k that exhibits an antisymmetric
behavior, thus resembling the pure l = 1 angular momentum form for the energy gap, that
is, ∆k ∝ sin kxa + i sin kya. For illustration purposes in Figure 2 we show the obtained gap
parameter for a coupling strength χ = 0.4 and a filling factor of n = 0.16. Solid and dashed
lines correspond respectively to the real and imaginary parts of ∆k plotted as a function of kxa
and kya. In the upper figure we consider kya = 0, while in the lower figure its is plotted ∆k as
a function of kya for kxa = 0.
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Figure 2. Gap parameter ∆k as a function of k for a filling factor n = 0.16, an interaction strength χ = 0.4
and a temperature T = 0. Upper and lower panels correspond to kya = 0 and kxa = 0 respectively.

Also, in order to exhibit the full dependency of the gap parameter ∆k as a function of the k
values in the first Brillouin zone, in Figure 3 we show a density plot of ∆k as a function of kxa
and kya. As can be appreciated from these figures, our model supports a solution characterized
by a gap with px + ipy symmetry. As found by [15] the px + ipy solution is the appropriate
candidate for the most stable p−wave pairing, in contrast to the pz symmetry. Moreover, the
px+ ipy pairing breaks the time-reversal symmetry and can be classified as a class D topological
superfluid [16, 17].

A conclusion that we reach directly from our calculations is that the p−wave superfluid
becomes unstable towards phase separation when the interaction strength or the filling factor
is large enough. To illustrate this behavior in Figure 4 we plot the chemical potential µ as
a function of the filling factor n for an interaction strength χ = 0.4 at zero temperature. As
one can notice from the curve µ/t vs n, there is a region in which the chemical potential is a
monotonically decreasing function of the filling factor. Such a behavior exhibits an inconsistency
with the second law of thermodynamics since it that region the compressibility κ = 1/n2(∂n/∂µ)
is negative, thus indicating that the px + ipy superfluid state is dynamically unstable. Precisely,
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Figure 3. Gap parameter ∆k as a function of k for a filling factor n = 0.16, an interaction strength χ = 0.4,
and a temperature T = 0. (a) real part of ∆k (b) imaginary part of ∆k.

the arrows in Figure 4 indicate the range of values of n for which the system is unstable. The
phase separation region can be recognized from the Maxwell construction of equal areas, which,
due to the particle-hole symmetry, give rise to have phase separation regions symmetric with
respect to the half-filling point. In particular, the construction simplifies to determine the filling
factor n1, which satisfies the following conditions, µ(n1) = µ(n = 0.5) = µ(1 − n1). The
orange shaded region in Figure 4 indicates the Maxwell construction of equal areas. Solid black
lines separate stable and metastable SF phases, that is, within the region labeled PS -phase
separation- the system becomes a mixture of SF phases at different densities.

� ��� ��� ��� ��� �
-�

-���

-�

-���

�

μ/�

�� ����

Figure 4. Dimensionless chemical potential as a function of the filling fraction n at zero temperature. Vertical
black lines separate stable from metastable p−wave superfluid phases. Arrows indicate the values of the filling
fractions associated to unstable superfluids (area inside the arrows).

3.2. Phase diagram

In Figure 5 we summarize the full information obtained in our calculations. In particular, in
a T = 0 phase diagram, we show the couples of the effective coupling interaction χ, and the
filling factor n, for which a stable superfluid p−wave phase can exist. Also, the values of χ and
n associated with superfluid phases composed by a mixture of superfluids at different densities
are recognized. In this figure, the stable superfluid phases and those with two definite densities
are plotted in blue and beige colors respectively. At a critical interaction of χ ≈ 0.494, the phase
separation takes place between n = 0 and n = 1. When the interaction is above this critical
value the system becomes a mixture of n = 0 and n = 1 densities, and no superfluid phases
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occur since the stable states are the zero particle or zero hole densities which are insulating
states. On the other hand, when the interaction strength is below the critical value the phase
separation region shrinks giving rise to bigger stable superfluid regions.

� ��� ��� ��� ��� �
�

���

���

�

χ
�� ��

��

Figure 5. Phase diagram of the p−wave superfluid phases at zero temperature in terms of the dimensionless
interaction coupling parameter χ and the filling factor n. Beige shaded regions identify stable superfluid phases,
while blue surface indicates the values of χ and n for which the system becomes phase separated and thus a
coexistence of superfluids at two densities.

4. Critical Temperature of the px + ipy superfluid phase

Since the system under study is a quantum fluid confined in the 2D space, the emergence of the
p−wave superfluid transition necessarily is of BKT type, that is, the interacting gas become a
superfluid via the BKT mechanism [18, 19, 20]. As well established, 2D systems with continuous
order parameter indeed exhibit a transition, which is typically captured by the behavior of the
density-density correlation function that shows an algebraic dependence instead of the classical
exponential decaying associated to systems with no phase transition [18, 19, 20]. As we expose
at the end of this section, once that a proper analysis for the superfluid in terms of χ and n is
done, we will be able of calculating the value of the critical temperature at which the dipolar
Fermi system becomes a BKT superfluid. To determine such a superfluid density, we proceed
as delineated in Ref. [21], by performing a gauge transformation on the operators that create
and annihilate particles at the lattice sites in both layers,

(a†i , ai)→ (a†i e
iΘ·ri , aie

−iΘ·ri)

(b†i , bi)→ (b†i e
iΘ·ri , bie

−iΘ·ri),

being Θ = (Θx/(aNx),Θy/(aNy)). Through this procedure, the system becomes composed of a
mixture of both, the normal and the superfluid components. Then, the superfluid density can
be determined by first constructing the free energy of the system and then, taking the difference
between the normal and superfluid free energies as dictated by the following equations,

ρα,α′ = lim
Θ→0

1

Ωt

FΘ − F0

ΘαΘα′
=

1

Ωt

∂2FΘ

∂Θα∂Θα′
, α = {x, y}. (7)

The explicit expression for the full free energy FΘ is obtained by expanding it up to second
order for the order parameter ∆, and thus incorporating the phase as ∆i = ∆0e

iΘ·ri , being Θ
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a vector with components Θx and Θy written above. The final expression for the superfluid
density tensor is given as follows,

ρα,α′ =
1

aΩ

∑

k

(
n(k)

∂2εk
∂kα∂kα′

− Y (k)
∂εk
∂kα

∂εk
∂kα′

)
, (8)

where n(k) is the Fermi momentum distribution and Y (k) is the Yoshida distribution defined
as Y = βsech(βEk/2)/4. Since the off-diagonal matrix elements of the superfluid tensor are
small, the superfluid density can be approximated as ρ ≈ (ρxx + ρyy)/2. In order to determine
the critical temperature of the superfluid, one has to impose the BKT condition [21, 22, 23]:

TBKT =
π

8kB
ρ(TBKT ). (9)

� ����� ����� �����
�

���

���

���/�

ρ/�

Figure 6. Orange solid line is the superfluid density as a function of temperature obtained from BCS mean-field
description. The intersection of the blue dashed line and orange curve corresponds to the critical temperature
at which BKT transition occurs for an effective dipole-dipole interaction strength χ = 0.4 and a filling factor
n = 0.16

In Figure 6 the orange solid line represents the superfluid density as a function of the
temperature, obtained from the BCS mean-field scheme. The blue dashed line corresponds to
the BKT treatment that behaves linearly with the temperature. We find that the intersection
between both curves takes place at kBTBKT = 0.0028t. For dipolar Fermi molecules of NaK
[2] confined in an optical lattice having a wavelength of λ = 1064 nm and a lattice depth
of V0 = 5Er [24], the predicted critical transition temperature is TBKT ≈ 0.6 nK. Certainly,
such a temperature is up to now not reachable in current experiments with dipolar samples.
However, one way in which such a low temperature can be raised is by increasing the interaction
strength. This can be accomplished by externally tuning the electric field up to a certain value
at which the dipole moment saturates [25]. In Figure 7 we plot the critical temperature as a
function of the dimensionless interaction strength χ for both, the BCS scheme and the BKT
formalism. Using the above experimental parameters, the predicted critical BKT temperature
is TBKT ≈ 10 nK. Another alternative to achieve higher temperatures is by means of the use
of subwavelength lattices [26, 27, 28], where smaller separation of the layers can be achieved.
Considering L ≈ 50 nm, the critical temperature for a Fermi gas of NaLi molecules, under the
same condition V0 = 5Er is about TBKT ≈ 4nK.

5. Conclusions

In this manuscript, we have studied the emergence of unconventional p−wave pairing in a system
of dipolar Fermi molecules confined in two parallel optical lattices in 2D. In particular, we
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Figure 7. Curves for the BCS and BKT critical temperatures as a function of the interaction parameter χ,
considering a filling factor of n = 0.16.

proposed a model in which the attractive long-range interactions between the dipoles situated
in each layer, was guarantied by imposing a proper constant distance between the layers. The
expensive energy cost of having one molecule on top of the other in each lattice, namely molecules
placed at the same lattice in different lattices, gives rise to have forbidden s-wave interactions. In
contrast, the energy saving associated with interactions between dipoles situated in neighboring
sites site is precisely the individual mechanism responsible for the px + ipy superfluid phases
exhibited in our model. Based on previous calculations for the scattered and bound states
molecules presented in Ref. [14], in terms of the effective interaction strength parameter χ, in
this report we determine the presence of p−wave pairing. Specifically, by analyzing the many-
body physics through the BCS mean-field scheme, we determine the parameters for which the
model shows superfluid states. We summarized the whole results of our calculations in a phase
diagram in terms of the effective interaction χ and the filling factor n. Further, we recognize the
superfluid density, by performing a gauge transformation of the original creation and annihilation

fermionic operators in layers A and B, (a†i , b
†
i ; ai, bi), after considering a second order expansion

for the free energy in terms of the order parameter ∆. This procedure allowed us to establish the
link between the BCS prediction with the correct one for systems exhibiting phase transitions in
2D, that is BKT transitions. Considering the recent experimental realization of dipolar ultracold
Fermi molecules of NaK we found that our calculations predicts that the transition takes place
at TBKT = 0.6 nK for χ = 0.4 while TBKT = 10 nK for χ = 1.0. Moreover, by using the
recently proposed subwavelength lattice technique we obtained temperatures around 4 nK for
χ = 0.4. In contrast with other previous p−wave proposals, the model here discussed represents
a natural candidate to simulate the physics behind the ruthenates, since it contains the strong
on-site repulsion, which is a crucial ingredient in unconventional superconductors. In addition,
our model share the peculiarity of being composed of layered structures which are present in
ruthenate compounds and unconventional superconductors.
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Enhanced transport of two interacting quantum walkers in a one-dimensional
quasicrystal with power-law hopping
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We report a robust delocalization transition of a pair of hard-core bosons moving in a one-dimensional
quasicrystal with power-law hopping. We find that in the regime of strong interactions quasiperiodicity first
suppresses the transport, as in the usual Anderson picture, and then, transport is enhanced when the quasiperiodic
modulation is increased. By introducing an effective Hamiltonian, valid for strong interactions, we unveil the
mechanism behind the delocalization transition. Stationary single-particle properties, as well as two-particle
correlations, confirm all of our findings. Extensive numerical calculations lead us to establish the values of
quasiperiodic modulation, interparticle interactions, and power hops for which the delocalization takes place.
Our results are of direct relevance to current experiments of systems with long-range interactions.

DOI: 10.1103/PhysRevA.104.033306

I. INTRODUCTION

Quantum walks, the quantum counterpart of classical
random walks [1], represent optimal platforms for perform-
ing efficient quantum algorithms [2,3], exploring topological
phases [4], modeling certain photosynthesis processes [5,6],
and probing nontrivial dynamics in clean and disordered
media in the presence or absence of interactions [7–13].
The wide range of applications that quantum walkers yield
has driven its experimental realization in several platforms
such as trapped ions [14,15], photons in linear and nonlinear
waveguides [16–18], and ultracold atomic gases confined in
one-dimensional optical lattices [19–21]. As a matter of fact,
due to the high tunability and control that these systems offer,
a comprehensive study of a single or many quantum walkers
is achievable within the current experimental context.

The dynamics of quantum walkers in disordered media has
been widely used for investigating the transport properties of
systems belonging to condensed matter [8–10,12,22–24]. As
revealed by those studies, the spreading of particles is altered
since the disorder breaks the translational symmetry in an
otherwise perfectly periodic lattice. For instance, in the one-
dimensional Anderson model [25,26], any disorder strength
yields the exponential localization of the single-particle eigen-
states and consequently the absence of particle diffusion.
Another widely used model arises in a one-dimensional
quasiperiodic lattice, often called the Aubry-André (AA)
model [27–29] (or more precisely, the Aubry-André-Azbel-
Harper model), where the quasiperiodicity emerges as a
consequence of superimposing two lattices with incommen-
surate periods [30]. To avoid confusion with the uncorrelated
or random disorder, we use interchangeably quasidisorder to
indicate the quasiperiodicity introduced in the AA model.
In the AA model there is a threshold in the quasidisorder

*rosario@fisica.unam.mx

strength that signals the transition between extended ergodic
and localized single-particle eigenstates; therefore, the single-
particle diffusion changes from being ballistic, where the
spread of the walker grows linearly in time, to becoming
null, where the particle is constrained to its initial position
[30]. Both the Anderson and the AA models are charac-
terized by being tight-binding schemes where the tunneling
beyond nearest neighbors (NN) is exponentially suppressed.
This constraint, together with the spatial disorder, reduces
the diffusion of the walkers to the two extreme cases: bal-
listic and null regimes. To enrich the dynamics exhibited by
the walkers, one can replace the nearest-neighbor tunneling
with a hopping whose amplitude follows a power law. This
modification is of particular interest since power-law inter-
actions arise in many important systems, such as trapped
ions [14,15], polar molecules [31,32], Rydberg atoms [33,34],
nuclear spins in solid-state systems [35], photosynthetic com-
plexes [36,37], and atoms in photonic crystal waveguides
[38]. Previous studies of the resulting eigenstates in the AA
model have shown that the inclusion of power-law hopping
induces the appearance of energy-dependent mobility edges
[39,40] and multifractal states [40]. Another relevant result,
within the single-particle scheme, is a recent analysis that
considers all-to-all hopping and random disorder [41]. Ref-
erence [42] revealed a disorder-enhanced transport regime in
a one-dimensional nanostructure. For the two-body case, the
literature has focused on the NN tunneling [43,44].

The purpose of the present paper is precisely the study of
the interplay among quasidisorder, interparticle interactions,
and power-law hopping, on the spreading of two hard-core
bosons initially localized in the middle of a one-dimensional
lattice. In particular, we demonstrate that within the strongly
interacting regime, a delocalization transition arises as the
quasiperiodic modulation increases. This is in stark contrast
to the general knowledge that quasidisorder always results in
transport suppression. To explain this unusual behavior, we
introduce an effective Hamiltonian that describes the motion

2469-9926/2021/104(3)/033306(10) 033306-1 ©2021 American Physical Society
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of the walkers as a bound particle whose dynamics is shielded
from the power-law hopping. The transport of the composite
object is suppressed until the quasidisorder is large enough to
close the energy gap between the bound and unbound states.
Closing the energy gap allows the walkers to dissociate and
delocalize, since unbound states are less prone to show strong
localization. Our results are of relevance in correlated two-
particle studies [45,46], quantum state transfer protocols of
long-range spin systems [47], and quasiparticle propagation
experiments in trapped ions [48,49], among other examples.
Definitely, two-body transport studies can shed light on more
complex phenomena such as the many-body localization of
interacting long-range systems [50–53]. In contrast to pre-
vious studies of quantum walkers moving in a disordered
medium [8–10,12], we demonstrate that the quasidisorder can
enhance the transport of the walkers. Additionally, we provide
a theoretical model that supports our findings.

The manuscript is organized as follows. In Sec. II we
introduce and briefly discuss the model considered to follow
the dynamics of the pair of hard-core bosons. Afterwards, in
Sec. III, we exhibit the delocalization transition and introduce
an effective Hamiltonian that describes the motion of the
walkers within the strongly interacting regime. In Sec. IV, we
employ the survival probability to characterize the delocaliza-
tion transition. Finally, in Sec. V, we summarize and conclude
the manuscript.

II. MODEL

The Hamiltonian that describes two interacting hard-core
bosons moving in a one-dimensional quasicrystal with inter-
site couplings decaying as a power law is given by

Ĥ = −J
∑
i, j �=i

1

|i − j|α b̂†
i b̂ j + �

∑
i

cos(2πβi + φ)n̂i

+ U
∑

i

n̂in̂i+1, (1)

where b̂i (b̂†
i ) is the bosonic annihilation (creation) operator at

site i, n̂i = b̂†
i b̂i is the corresponding particle number operator,

J is the tunneling amplitude between nearest neighbors, and
U is the nearest-neighbor interaction amplitude. Quasiperi-
odicity in the lattice is introduced through the second term
in Eq. (1), in which the parameter � modulates the strength,
β = (

√
5 − 1)/2 is the incommensurable parameter, and φ ∈

[0, 2π ) accounts for a random phase.. The hard-core con-
straint (b̂†

i )2 = 0 implies that no double occupancy is allowed.
However, the operators b̂i and b̂†

j satisfy the usual bosonic
commutation relations when i �= j. Here we should point out
that the double-occupancy restriction emerges naturally in
systems where only one excitation per site is allowed, for
instance, Rydberg states in neutral atoms, rotational states in
polar molecules, and hyperfine states in trapped ions. Periodic
boundary conditions n̂L+1 = n̂1, with L being the number of
sites in the lattice, shall be considered to numerically solve
the model.

Since the aim of this paper is to focus on the two-particle
dynamics, we provide in the next lines a succinct collection of
statements associated with the interacting and noninteracting

FIG. 1. Time evolution of the density distribution ni(t ) of two
walkers initially occupying adjacent sites on the center of the lattice.
Quasidisorder and power-law hops are indicated in each panel. The
interparticle interaction for all panels is U/J = 8.

cases of the Hamiltonian in Eq. (1). While for short-range
hopping, α � 1 and U/J = 0, the well-known AA model
[27–29] is recovered, for arbitrary values of α the Hamiltonian
in Eq. (1) is better known as the generalized-Aubry-André
(GAA) model [40]. The AA model exhibits extended er-
godic single-particle states for �/J < 2, multifractal states
for �/J = 2, and localized states for �/J > 2. Meanwhile,
the GAA model displays a plethora of mobility edges that
splits extended and localized states for α � 1 and multifractal
single-particle states for long-range hops of α < 1 [40]. For
the two-body case with NN hopping, it has been shown that
the interaction enhances the formation of localized pairs [43].
The effects of including power-law tunneling are not yet ex-
plored and it is the aim of this paper to address them.

III. PAIR BREAKING AS A MECHANISM
OF DELOCALIZATION

To unveil the effects of interparticle interactions, qua-
sidisorder, and power-law hopping on the two-body transport
properties, we consider the quantum walk of a pair of inter-
acting hard-core bosons initially localized at adjacent lattice
sites in the middle of a chain having L = 62 sites. The time
evolution of the initial state |ψ (t = 0)〉 = b̂†

L/2+1b̂†
L/2|0〉 is cal-

culated by using the eigenstates |φm〉 and their corresponding
eigenenergies Em obtained from the exact diagonalization of
the Hamiltonian in Eq. (1), that is,

|ψ (t )〉 =
∑

m

Cme−iEmt/h̄|φm〉, (2)

where Cm = 〈φm|ψ (0)〉. To illustrate the most distinctive
findings in the two-particle spreading, we chose a set of pa-
rameters (U/J , �/J) and three different values of α (α =
3, 1, and 1/2) for which peculiar transport effects emerge.
All the calculations for finite quasidisorder were obtained
from the average of 400 random uniformly distributed phases
φ ∈ [0, 2π ). In Fig. 1 we show the time evolution of the
single-particle density ni(t ) = 〈ψ (t )|b̂†

i b̂i|ψ (t )〉 for both null
and finite quasidisorder strength when U/J = 8. A striking
result shown in Figs. 1(a)–(c) is the clearly visible conelike
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FIG. 2. Energy spectrum of the Hamiltonian in Eq. (1) for
�/J = 0 and U/J = 8. Panels (a), (b), and (c) correspond to power-
law hopping values of α = 3, 1, and 1/2, respectively.

propagation front that appears even in the case of α = 1/2.
This is a very interesting result that deserves attention, be-
cause while such a definite cone emerges in the single
quantum walker case for short-range hops [20], in contrast,
long-range hops (α < 1) do not lead to a sharp cone [54,55].
As we shall see, this behavior must be attributed to both
interactions and power-law hopping.

For repulsive interactions (U/J > 0), the particles can bind
together into a composite object called a repulsive bound
pair (RBP), or also termed a bound nearest-neighbor dimer
[56–59]. The energy of the repulsive bound pairs is located
above the energy of the unbound states [59,60]. As can be
seen from Fig. 2, the energy spectrum of the Hamiltonian
in Eq. (1) for �/J = 0, U/J = 8, and α = 3, 1, and 1/2,
has an energy gap that separates unbound and bound states.
The black arrow in each panel indicates the location of the
high-energy states, that is, the repulsive bound pair states.
Given the fact that the energy gap is large enough, the dimer
is dynamically stable and therefore unable of dissociating by
converting the interaction energy into kinetic energy.

The RBP has the peculiarity of moving around the lat-
tice with both particles in adjacent sites; that is, the walkers
propagate as a pair. Consequently, the most relevant Fock
states participating in the dynamics of the walkers are those
where the particles are in adjacent sites, namely, those Fock
states that belong to the subspace HU = {|n1 · · · nL〉 ∈ H :
ni = ni+1 = 1 ∀i ∈ [1, L]}, with H being the Hilbert space of
all Fock states with two hard-core bosons on a lattice with L
sites. As a matter of fact, one can quantify the relevance of
the states belonging to HU on the dynamics of the walkers by

FIG. 3. Time evolution of the expectation value of the projec-
tor operator P̂ = ∑

i n̂in̂i+1. Panel (a) corresponds to �/J = 0 and
U/J = 8, whereas panel (b) considers �/J = 2 and U/J = 8. The
values of α are indicated in different colors and line patterns.

considering a projector operator P̂ acting on the states of HU .
The projector operator P̂ is defined as follows:

P̂ =
∑

i

n̂in̂i+1. (3)

In Fig. 3 we show the expectation value of the operator P̂,
P(t ) = 〈ψ (t )|P̂|ψ (t )〉, as a function of time. Figures 3(a) and
3(b) correspond to quasidisorder strength �/J = 0 and 2,
respectively, both panels are for U/J = 8, and the values of
α are indicated in colors. Since P(t ) takes values close to
unity, it is reasonable to state that the dynamics of the walkers
can be satisfactorily described by considering only the states
belonging to HU .

Having established the relevance of the subspace HU , one
can introduce an effective Hamiltonian Heff acting solely on
HU . By rewriting Ĥ in Eq. (1) as Ĥ = Ĥ0 + V̂ , where

Ĥ0 = U
∑

i

n̂in̂i+1 = UP̂,

V̂ = −J
∑
i, j �=i

1

|i − j|α b̂†
i b̂ j + �

∑
i

cos(2πβi + φ)n̂i,

(4)

and noticing that Ĥ0|�〉 = U |�〉 with |�〉 ∈ HU , then up to
first order in V̂ /U , Ĥeff = P̂(Ĥ0 + V̂ )P̂. After straightforward
algebra, one can show that

Ĥeff = P̂ − J

2αU

∑
i

n̂i+1(b̂†
i b̂i+2 + b̂†

i+2b̂i )

+ 2�

U
cos(πβ )

∑
i

cos(2πβi + ϕ)n̂in̂i+1. (5)

Since P̂ plays no role on the dynamics, it can be safely omit-
ted. Thus, in terms of the hard-core bose operators b̂†

i and
b̂i (see Appendix A), the effective Hamiltonian acquires the
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FIG. 4. Schematic representation of the density-dependent next-
nearest-neighbor hopping of the pair of walkers.

structure of a Bose-Hubbard-like Hamiltonian with the dis-
tinctiveness that the nearest-neighbor hopping is replaced by
a density-dependent next-nearest-neighbor tunneling, modu-
lated by the coefficient J/2αU , while the on-site interaction
is changed for a site-dependent nearest-neighbor interaction
whose amplitude is just the sum of the AA quasiperi-
odic modulation in adjacent sites, that is, cos[2πβi + φ] +
cos[2πβ(i + 1) + φ] = 2 cos(πβ ) cos[2πβi + ϕ], with ϕ =
φ + πβ times the factor 2 cos(πβ )�/U . Interestingly, the
motion of the walkers circumvents the power-law tunneling;
thus, the power α plays a role in the strength of the density-
dependent next-nearest-neighbor hopping J/2αU only. Notice
that as the hopping becomes short-range α � 1, this con-
tribution vanishes; in fact, this term is completely absent
for NN hopping. In contrast to previous studies [43,59,61],
the leading contribution to the mobility of the bound pair
emerges from the first-order hopping processes |1i〉|1i+1〉 →
|1i+2〉|1i+1〉 and |1i〉|1i+1〉 → |1i〉|1i−1〉 (see the schematic
representation of Fig. 4). The effective Hamiltonian in Eq. (5)
gives a clear explanation of the conelike propagations shown
in Figs. 1(a)–(c) since the walkers behave as a single compos-
ite object moving in a lattice without power-law hops.

We now turn to the behavior shown in Figs. 1(d)–(f). When
disorder takes nonzero values, the energy gap between bound
and unbound states reduces, thus jeopardizing the stability of
the pair. However, as shown in Fig. 3(b), the most relevant
Fock states involved in the dynamics of the walkers are still
those that belong to HU when �/J = 2 and U/J = 8 for the
three power-law hops α = 3, 1, and 1/2. In other words, the
dimer endures for �/J = 2.

One can suspect that the suppression of transport shown
in Figs. 1(d)–(f) is due to the localization of the eigenstates
belonging to Ĥeff when �/J = 2. This can be confirmed by
evaluating the inverse participation ratio (IPR) in the Fock
basis of the eigenstates that results from diagonalizing the
effective Hamiltonian. The IPR of a normalized state |φm〉 is
evaluated as follows:

IPRm =
∑
{n}

|〈{n}|φm〉|4, (6)

where |{n}〉 is a state of the Fock basis. In Figs. 5(a)–(c)
we plot the IPR of the eigenstates belonging to both Ĥ and
Ĥeff (inset) in their respective Fock basis when U/J = 8 and
�/J = 2 for α = 3, 1, and 1/2, respectively. From Fig. 5 one
can notice that a fraction of the low-energy states of Ĥ are
not localized, while its high-energy states show strong local-
ization. Conversely, all the eigenstates of Ĥeff are localized.
Since the dimer motion is described by Ĥeff, its transport is
suppressed, even though the original Hamiltonian Ĥ has ex-

IP
R
m

IP
R
m

IP
R
m

FIG. 5. Inverse participation ratio of the eigenstates belonging to
both Ĥ and Ĥeff (inset) for U/J = 8 and �/J = 2. Panels (a), (b),
and (c) correspond to a power-law hopping values of α = 3, 1, and
1/2, respectively.

tended states. In summary, the dimer still persists for �/J = 2
at the price of suppressing its spread.

Another quantity that allows us to recognize the coherent
motion of the walkers is the two-particle correlation 
i, j (t ) =
〈ψ (t )|b̂†

i b̂†
j b̂ j b̂i|ψ (t )〉. This two-body correlation function

provides meaningful information regarding the effects of the
interparticle interaction on the dynamics of quantum walk-
ers [7,9,62]. In Fig. 6 we show 
i, j (t ) after a propagation
time of Jt/h̄ = 20 for the same parameters as before, that
is, (�/J,U/J ) = (0, 8), (�/J,U/J ) = (2, 8), and the three
different values of α = 3, 1, and 1/2. In agreement with
the hard-core constraint, the main diagonal of the correlation
function vanishes. However, one can notice that the leading
contributions emerge from the first diagonal below and above
the main diagonal, thus confirming the formation and coher-
ent motion of the pair. In particular, it supports the above
statement that for �/J = 2, the pair motion is still a suitable
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FIG. 6. Two-particle correlation function at Jt/h̄ = 20 for two
hard-core bosons initially localized at adjacent sites in the middle
of a chain. Quasidisorder and power-law hops are indicated in each
panel; the interparticle interaction is U/J = 8.

picture of the dynamics of the walkers and the only effect of
the quasiperiodicity is to suppress the transport.

We want to illustrate now an unforeseen behavior regarding
the competence between quasidisorder and interactions. In
Fig. 7 we show the time evolution of the single-particle den-
sity ni(t ) for (�/J,U/J ) = (4, 8) and (�/J,U/J ) = (8, 8).

FIG. 7. Time evolution of the single-particle density distribution
ni(t ) of two walkers initially occupying adjacent sites on the center of
the lattice. Quasidisorder and power-law hops are indicated in each
panel. The interparticle interaction for all panels is U/J = 8.

FIG. 8. Time evolution of the expectation value of the projec-
tor operator P̂ = ∑

i n̂in̂i+1. Panel (a) corresponds to (�/J,U/J ) =
(4, 8), whereas panel (b) considers (�/J,U/J ) = (8, 8). The power-
law hopping values are α = 3 (red solid line), α = 1 (orange dashed
line), and α = 1/2 (purple dotted line).

One can notice that, for α = 3, Figs. 7(a) and 7(d) display
a similar appearance; that is, the diffusion of the walkers is
suppressed by interactions and quasiperiodicity. Surprisingly,
this is not the case for α = 1 and α = 1/2, since these pro-
files achieve expansion to greater distances for �/J = 4 and
�/J = 8 than those for �/J = 2 [see Figs. 1(e) and 1(f)], thus
contradicting the general notion that the quasidisorder yields
suppression of transport.

To understand why the quasiperiodicity restores the trans-
port of the walkers when α = 1 and α = 1/2, it is instructive
to show first that the picture of the walkers moving together
breaks down. In Fig. 8(a) we plot the time evolution of P(t )
when �/J = 4 and U/J = 8 for α = 3, 1, and 1/2, whereas
Fig. 8(b) considers �/J = U/J = 8 for the same values of α.
One can notice that now the contribution of the Fock states be-
longing to HU on the dynamics of the walkers is less relevant
than the cases exhibited in Fig. 3. In fact this is more evident
for �/J = 8. Thus, when quasidisorder competes with the
interaction, the effective Hamiltonian Ĥeff is no longer suitable
to describe the spreading of the particles.

To show the effect of quasidisorder on the energy spec-
trum, in Fig. 9 we plot the eigenenergies of the Hamiltonian
in Eq. (1) for U/J = 8 and �/J = 4 [Figs. 9(a), 9(c), and
9(e)] and for �/J = U/J = 8 [Figs. 9(b), 9(d), and 9(f)]. The
values of α are the same used throughout the paper. One can
notice that for the strengths of quasidisorder considered, the
energy gap is now negligible compared to the previous case
(see Fig. 2). Consequently, the dynamics of the walkers is
no longer exclusively concentrated in the high-energy sector,
where dimers states are located, but also in lower-energy
states. However, as one can notice from Fig. 10, the low-
energy eigenstates have the peculiarity of having an inverse
participation ratios lower than those of high-energy states.
Therefore, the participation of low-energy states, where the
pair is dissociated, enhances the transport of the walkers.
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FIG. 9. Energy spectrum of the Hamiltonian in Eq. (1) for U/J =
8. Quasidisorder strengths and power-law hops are indicated in each
panel.

To end this section, in Fig. 11 we show the two-particle cor-
relation function 
i, j (t ) after a propagation time of Jt/h̄ = 20,
for (�/J,U/J ) = (4, 8), (�/J,U/J ) = (8, 8), and the three
different values of α = 3, 1, and 1/2. In contrast with the
correlation functions shown in Fig. 6, the diagonals above
and below the main diagonal in Fig. 11 are no longer the
principal contributions to the correlation functions. Therefore,
states where the pair is dissociated contribute the most to the
dynamics of the walkers, thus allowing the particles to spread
to regions that were not accessible for the case �/J = 2.

FIG. 10. Inverse participation ratio associated with the eigen-
states of the Hamiltonian in Eq. (1) for U/J = 8. Quasidisorder
strengths and power-law hops are indicated in each panel.

FIG. 11. Two-particle correlation at Jt/h̄ = 20 for U/J = 8.
Quasidisorder strengths and power-law hops are indicated in each
panel.

IV. SURVIVAL PROBABILITY

Having established the mechanism behind the
quasidisorder-enhanced transport transition, it is suitable
to find a quantity that senses the degree of delocalization
of the walkers. For this purpose, we employ the survival
probability f (t ), which measures the probability of finding
the system in its initial state |ψ (0)〉 at time t ,

f (t ) = |〈ψ (0)|ψ (t )〉|2 = |〈ψ (0)|e−iĤt/h̄|ψ (0)〉|2. (7)

In terms of the coefficients Cm and the eigenenergies Em, the
survival probability can be written as follows:

f (t ) =
∣∣∣∣∑

m

|Cm|2e−iEmt/h̄

∣∣∣∣
2

. (8)

Previous studies for disordered systems [63,64] have shown
that the survival probability provides meaningful informa-
tion regarding the dynamics of both noninteracting [65] and
interacting systems [66,67]. In Figs. 12(a)–(c) we plot the
time evolution of the survival probability f (t ) for U/J = 8
and α = 3, 1, and 1/2, respectively. In general, the time evo-
lution of f (t ) shows a decay from its initial value followed
by oscillations around an asymptotic value. For long times
in the quasidisorder-free case, the survival probability oscil-
lates around the value 1/L independently of the power-law
hop α, and this indicates that the walkers can spread over
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FIG. 12. Survival probability f (t ) for U/J = 8. Panels (a), (b),
and (c) correspond to power-law hopping values of α = 3, 1, and 1/2,
respectively. Quasidisorder strengths are �/J = 0 (red solid line),
�/J = 2 (brown dash-dotted line), �/J = 4 (orange dashed line),
and �/J = 8 (purple dotted line).

the whole lattice. For a small quasidisorder strength �/J =
2, the asymptotic value of f (t ) increases regardless of the
value of α. That is, for all cases, suppression of transport is
observed, as in the usual Anderson transition. Surprisingly,
when quasidisorder increases �/J = 4, the asymptotic value
of f (t ) decreases, indicating the delocalization mentioned
in the previous section. Even for α = 3, a delocalization is
observed. However, the survival probability takes values close
to unity, which makes it difficult to observe the delocalization
in the density profiles of Fig. 7. Counterintuitively, increasing
even more the quasiperiodicity strength leads, in the long-time
limit, to a lower value of the survival probability for α = 1 and
α = 1/2; thus, transport is enhanced by quasidisorder. Notice
that this is not the case when α = 3 since for �/J = 8 the
survival probability increases as expected.

To smooth the fluctuations in the time evolution of f (t ),
it is convenient to employ the time average of the survival
probability,

F (t ) = 1

t

∫ t

0
dt ′ f (t ′). (9)

In the long-time limit, F (t ) saturates to the asymptotic sur-
vival probability (ASP) [64]. The saturation point is given by
the simple expression

F (t → ∞) =
∑

m

|Cm|4 = IPR(0). (10)

To avoid confusion, we point out that IPR(0) is the inverse
participation ratio of the initial state |ψ (0)〉 in terms of the
eigenbasis |φm〉 of the Hamiltonian in Eq. (1). On the contrary,
the quantity IPRm, used in the previous section, is the inverse

FIG. 13. Asymptotic survival probability F (t → ∞) as a func-
tion of �/J and U/J . Panels (a), (b), and (c) correspond to power-law
hopping values of α = 3, 1, and 1/2, respectively.

participation ratio of the eigenstates in terms of the Fock
basis. Notice that Eq. (10) links a dynamical quantity with
the inherent structure of the eigenstates of the system under
investigation.

To establish the values of the quasiperiodic modulation
and the interaction between particles for which delocalization
occurs, in Figs. 13(a) and 13(b) we condense in a density
color scheme the full information of the ASP associated with
the competition of quasidisorder vs interactions for α = 3, 1,
and 1/2, respectively. From Fig. 13, one can notice two main
characteristics. The first one is that, for values of interaction
strength U/J > 4, the walkers with α = 3 get localized for
small quasidisorder amplitudes, while the diffusion of walkers
with α = 1 and 1/2 is more robust as they localize for larger
quasidisorder amplitudes. The second one is that, since inter-
actions yield robustness to the dimer, the delocalization of the
pair requires larger quasidisorder amplitudes as the interaction
strength increases.

FIG. 14. Asymptotic survival probability F (t → ∞) as a func-
tion of the power-law hop α for quasidisorder strengths �/J = 0
(red circles), �/J = 4 (orange squares), and �/J = 8 (purple dia-
monds). Panels (a) and (b) correspond to an interparticle interaction
of U/J = 1 and U/J = 4, respectively.
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FIG. 15. Asymptotic survival probability F (t → ∞) as a func-
tion of the power-law hop α for quasidisorder strengths �/J = 0 (red
circles), �/J = 4 (orange squares), and �/J = 8 (purple diamonds).
Panels (a) and (b) correspond to interparticle interactions of U/J = 6
and U/J = 8, respectively.

To conclude this section, we unveil the role of the power-
law hop in the delocalization transition. For this purpose, in
Figs. 14(a) and 14(b) we evaluate the ASP as a function of
α for several quasidisorder strengths and interparticle inter-
actions U/J = 1 and U/J = 4, respectively. For the smallest
interaction strength U/J = 1, the ASP increases with the
quasdisorder as in the usual Anderson scheme. However, this
is not the case for U/J = 4 since there is a value of α for
which the ASP decreases with an increase in the quasiperi-
odicity. The blue region bounded by the curves �/J = 4
and �/J = 8 indicates the space of parameters for which the
quantum walkers delocalize and, therefore, perform transport
assisted by quasidisorder. In Figs. 15(a) and 15(b), we show
the ASP as a function of α for interaction magnitudes of
U/J = 6 and U/J = 8, respectively. Figures 14 and 15 re-
veal that, as the interaction between the walkers increases,
the delocalization region enlarges. Interestingly, as shown in
Fig. 15(b), the delocalization transition can take place for
short (α > 1) and long (α < 1) tunneling ranges. In contrast
to the recently disorder-enhanced transport transition found
in a single-particle model with all-to-all hopping [42], here
we unveil the role of a power-law hopping on an interacting
two-body delocalization transition.

V. CONCLUSIONS

We have investigated the dynamics of a pair of interacting
hard-core bosons moving in a one-dimensional quasicrystal
with power-law tunneling 1/rα . In particular, by analyzing
the time evolution of the one-particle density, the survival
probability, and the two-particle correlation function, we
have found that, for strong interparticle interactions, trans-
port is suppressed for moderate values of the quasidisorder
at first, but then is enhanced as it increases. This result is

in stark contrast with the general notion that quasidisorder
always favors localization. To reveal the physics behind the
quasidisorder-enhanced transport transition, we introduced an
effective Hamiltonian that satisfactorily describes the dynam-
ics of the walkers when the interparticle interaction is the
largest energy scale. In this effective Hamiltonian, the walkers
move as a composite object whose dynamics is completely
shielded from the power-law tunneling. As a result, the dimer
gets localized for moderate quasidisorder strengths, as in the
usual Anderson picture. However, when the quasiperiodicity
competes with the interaction, the stability of the pair is jeop-
ardized and the delocalization emerges as a result of the pair
dissociation for certain tunneling ranges.

Using the asymptotic value of the survival probability, we
established the regions of parameters in which the delocal-
ization of the walkers takes place. In particular, we first fix
the power-law hop and explore the delocalization in diagrams
for the strength of the incommensurate potential and the in-
terparticle interaction. To this end, we evaluate the role of
the power-law hop for fixed quasidisorder strengths and in-
teractions. Our two-body study brings to light the relevance
of dimer formation on the transport properties of disordered
systems with power-law hopping. As demonstrated, counter-
intuitive results regarding the spreading of walkers can emerge
when dimer formation is taken into account.

The conclusions here achieved are of primary relevance
to more complex phenomena involving many-body systems,
in particular, within the experimental context, where the
possibility of setting states prepared with pairs can lead to
unexpected diffusion regimes. We hope that our work will
trigger further theoretical analysis such as, for instance, the
determination of the fractal nature of the two-body states
in intermediate and long-range hops by means of projected
Green’s function methods [46], the fate of the quasidisorder-
enhanced transport transition within the many-body regime,
and the role of dimensionality on transport properties, among
others. Our results could be of interest for experiments with
trapped ions, Rydberg atoms, and photons in crystal waveg-
uides where exotic transport phenomena with long-range
interactions are explored.
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APPENDIX: EFFECTIVE HAMILTONIAN

In Sec. III we introduced an effective Hamiltonian to de-
scribe the dynamics of the pair of walkers within the strongly
interacting regime. To show that the quasiperiodic modulation
induces a nearest-neighbor interaction between particles, we
wrote Ĥeff in terms of the creation and annihilation operators
of the hard-core bosons. However, it is instructive to define
the operators âi = b̂ib̂i+1 and â†

i = b̂†
i b̂†

i+1, which annihilate
and create a bound nearest-neighbor dimer located at sites i
and i + 1. These operators inherit the hard-core constraint of
the original bosons, that is, (âi )2 = (â†

i )2 = 0, but also acquire
the nearest-neighbor constraint âiâi±1 = â†

i â†
i±1 = 0. Addi-
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FIG. 16. Inverse participation ratio of all eigenstates of the
Hamiltonian in Eq. (A1) as a function of the quasiperiodic modu-
lation. Panels (a), (b), and (c) correspond to power-hopping values of
α = 3, 1, and 1/2, respectively. The red dashed line corresponds to
the critical quasidisorder in Eq. (A2).

tionally, within the subspace HU , âi and â†
i obey the standard

bosonic commutation relations [âi, â†
j ] = δi j and [â†

i , â†
j ] =

[âi, â j] = 0, provided j �= {i, i ± 1}. In terms of the dimer
operators, the effective Hamiltonian can be written as follows:

Ĥeff = − J

2αU

∑
i

(â†
i âi+1 + â†

i+1âi )

+ 2�

U
cos(πβ )

∑
i

cos(2πβi + ϕ)â†
i âi. (A1)

The above Hamiltonian is nothing more than the well-known
Aubry-André model with the distinction that the effective
tunneling strength is J ′ → J/(2αU ) and the quasiperiodic
modulation is �′ → 2 cos(πβ )�/U . The transition from ex-
tended to localized states takes place at |�′

c/J ′| = 2, which

FIG. 17. Average inverse participation ratio as a function of the
power-law hop α and the quasidisorder amplitude �/J . The red
dashed line corresponds to the critical quasidisorder in Eq. (A2).

yields

�c

J
= 1

2α| cos(πβ )| . (A2)

In Figs. 16(a)–(c), we show the IPRm of the eigenstates of the
Hamiltonian in Eq. (A1) as a function of the quasidisorder for
α = 3, 1, and 1/2, respectively. The horizontal dashed red line
corresponds to the critical quasidisorder in Eq. (A2).

To explore the average nature of the eigenstates on the
α-�/J plane, it is convenient to employ the average inverse
participation ratio IPR = 1

L

∑
m IPRm. In Fig. 17 we illustrate

the IPR, and as in the previous figure, the dashed red line
corresponds to the critical quasidisorder in Eq. (A2).
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