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Introduccion

Con el fin de introducir el objeto de estudio de esta tesis, presentamos un juego cono-
cido como tipo Nim.

Hay dos jugadores y un montén de 12 palillos sobre la mesa. Cada jugador puede
recoger 1 o 2 palillos por turno mientras queden los suficientes para hacerlo. Para ser el
ganador debes dejar cero palillos sobre la mesa.

Una pregunta natural en la mayoria de estos juegos es: ;Hay alguna estrategia para
ser el ganador? La respuesta es si y la analizaremos a continuacién mediante la Teoria de
Digréficas.

Primero presentaremos una digrafica D que asociaremos a nuestro juego.

V(D) =1{1,2,...,11,12}, donde los ntimeros representan el nimero de palillos que se
van dejando en la mesa durante el juego.

A(D) = {(x,y) : puedes ir de x a y quitando uno o dos palillos}.

En la siguiente imagen veremos la digrafica asociada al juego.

12 10

‘QQ'—‘ 600
QJ“F ‘.Q}

P

11 9

Figura 1: Digrafica asociada a juego tipo Nim con doce palillos.



Notemos que para ganar tenemos que dejarle a nuestro contrincante tres palillos, para
que asi, si ¢l toma dos, nosotros tomar uno y ganar, y si él toma uno, nosotros tomar
dos y ganar. Luego, para asegurarnos de poder dejarle tres palillos, nuestro contrincante
tuvo que dejarnos cinco o cuatro, para asi nosotros poder quitar dos o un palillo respec-
tivamente. Es decir, si en un turno anterior nos aseguramos de dejarle seis palillos, para
que asi él termine dejando cinco o cuatro, habremos ganado pues eso nos asegura poder
dejarle tres palillos en nuestra siguiente jugada. Siguiendo con esta légica podemos ver
que el dejar nueve palillos nos deja en posibilidad de ganar, y para asegurarnos de poder
dejar nueve palillos nuestro contrincante debe dejarnos diez u once, es decir, él debe ser el
primero en retirar palillos. Por lo que la estrategia ganadora es convencer al contrincante
que inicie el juego y ti como segundo jugador siempre ir dejando una cantidad de palillos
multiplo de tres, en especifico, en el caso de los doce palillos, la solucion es dejar doce
(es decir, que el contrincante empiece), nueve, seis y por ultimo tres para poder asegurar
agarrar los ultimos.

En el ano de 1944 el matematico von Neumann y el economista Morgenstern publica-
ron el libro “Theory of Games and Economic Behavior”[12] donde introducen el concepto
de “solucion”para juegos cooperativos. Anos después el matematico C. Berge redefinio
dicho concepto en [3] y asi fue como se originé lo que hoy conocemos como “nucleo” que
se define a continuacion.

Sean D una digrafica y N un subconjunto de V(D). Llamamos a N independiente
si para todo subconjunto {z,y} de N ocurre que (z,y) ¢ A(D) y (y,z) ¢ A(D). Lla-
mamos a N absorbente si para todo vértice x en V(D) \ N existe un vértice y en N

tal que (x,y) € A(D). Diremos que N es niicleo de D si N es independiente y absorbente.

A continuacion vemos una digrafica que esta asociada a nuestro juego introductorio y
donde podemos notar que nuestra solucién es un nucleo de la digrafica.
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Figura 2: Estrategia ganadora para el juego de doce palillos.
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La Teoria de Nucleos es de gran importancia debido a sus multiples aplicaciones en
diversas areas como lo son; la Teoria de Juegos, Teoria de Decisiones y Logica, entre otras.

De manera general, determinar si una digrafica tiene o no nucleo es un problema
N P-completo, como lo demostré V. Chvatal en [4]. Debido a la importancia de la Teorfa
de Nucleos, hay algunos trabajos de investigacion donde se han estudiado algunas fami-



lias de digraficas, las cuales ahora sabemos tienen nicleo. Algunos resultados son: toda
digrafica finita simétrica es nicleo perfecta [2]; toda digrafica finita tal que todo ciclo de
longitud impar tiene al menos dos flechas simétricas es ntcleo perfecta [5]; toda digréfica
finita pretransitiva derecha (o izquierda) es nicleo perfecta [5]. También se ha estudia-
do la existencia de nucleos en digraficas infinitas, las cuales resultan ser la unién de
otras dos digraficas con ciertas propiedades. Algunos de estos trabajos son: “Kernels in
quasi-transitive digraphs”[8] y “Kernels in pretransitive digraphs” [7] por Hortensia Galea-
na Sanchez y Rocio Rojas Monroy. Recientemente en “Union of digraphs which become
kernel perfect”[6] Hortensia Galeana Sanchez y Mucuy-kak Guevara mostraron nuevas
condiciones que garantizan la existencia de nucleos en la unién de dos digréficas finitas.
Este ultimo articulo es de gran importancia para nosotros, pues a partir del teorema prin-
cipal de dicho articulo nosotros obtuvimos un resultado que garantiza la existencia de un
nicleo en la unién de dos digraficas, posiblemente infinitas, con ciertas caracteristicas.

En los preliminares se exhibiran definiciones basicas de la teoria de digraficas asi como
resultados que nos serdn de ayuda para el desarrollo de los demas capitulos.

En el primer capitulo se veran algunos ejemplos y datos interesantes sobre ntcleos.
También se abordarda la definicion de lo que es una digrafica ntcleo perfecta y una ca-
racterizacién que nos ayudara en algunos resultados con los que trabajaremos con el fin
de determinar si una digrafica es nucleo perfecta. La mayoria de los resultados estan en-
focados en digraficas finitas, pero al final del capitulo se veran otros que son aplicados
en digraficas infinitas y que seran de gran importancia para el desarrollo del resultado
principal de esta tesis.

En el segundo capitulo trabajaremos con m-coloraciones, definiremos lo que es una
trayectoria infinita exterior monocromatica, lo cual es de vital importancia pues la ausen-
cia de estas estructuras es una hipétesis fuerte en muchos de los resultados con los que
trabajaremos. También vemos lo qué es un “nicleo por trayectorias monocromaticas”, el
cual es una generalizacién del concepto de ntcleo para digraficas con una m-coloracién.
Por ultimo vemos un resultado presentado por Sands, Sauer y Woodrow, el cual da condi-
ciones suficientes para que una digrafica D, 2-coloreada, tenga un nicleo por trayectorias
monocromaticas. Este tultimo teorema ha sido inspiracién para el desarrollo de los traba-
jos que muestran la existencia de nicleos en uniones de digraficas finitas o infinitas.

En el tercer capitulo estudiaremos el articulo “Union of digraphs which become kernel
perfect”de Hortensia Galeana Sanchez y Mucuy-kak Guevara, donde se presentan condi-
ciones suficientes para que la unién de dos digraficas finitas sea nucleo perfecta.

En el cuarto capitulo estudiaremos y presentaremos un resultado original sobre las
condiciones necesarias para que la union de dos digraficas, posiblemente infinitas, resulte
ser nucleo perfecta. Este estudio esta motivado por el hallazgo de contraejemplos en donde
podemos ver que los resultados obtenidos en el capitulo tres no son necesariamente ciertos
para digraficas infinitas.






Preliminares

En este capitulo presentaremos definiciones y resultados basicos de la Teoria de Digrafi-
cas, que nos seran de utilidad a lo largo de todo este trabajo, esto con el fin de que el
lector tenga todas las herramientas en este texto para su mejor comprension.

0.0.1. Definiciones basicas.

Una digrafica D consiste de un conjunto finito y no vacio de objetos llamados vérti-
ces, denotado por V (D), y un conjunto de pares ordenados de vértices distintos de D,
llamados flechas, denotado por A(D).

El orden de una digrafica D es la cantidad de elementos del conjunto V(D); es decir,
|V (D)|. El tamano de D es la cantidad de elementos del conjunto A(D); es decir, |A(D)].
Si una digrafica D es tal que |V(D)| = 1, entonces llamaremos a D digrafica trivial.

Dada una digrafica, digamos D, la podemos representar geométricamente como sigue:
dibujamos un punto por cada vértice de V(D) y una flecha que vaya del punto asociado
a u hacia el punto asociado a v si y sélo si (u,v) € A(D).

Veamos un ejemplo de la representaciéon de una digrafica D. Los vértices de D son
{u,z,y,z} y las flechas de D son {(u,z),(y, 2),(z,u)}. En la figura 3 se exhibe la repre-
sentacion geométrica de la digrafica D.
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Figura 3: Representacion geométrica de una digrafica



Dada una flecha (z,y) de una digrafica D, diremos que x domina a y o que y es
dominado por z. Diremos que la flecha (z,y) es simétrica si (y,x) € A(D). Si ocurre
que (x,y) € A(D) v (y,z) ¢ A(D) entonces diremos que la flecha (z,y) es asimétrica.
Sean D una digrafica y S y K dos subconjuntos de V(D); una SK-flecha es una flecha
(x,y) de D tal que x € Sy y € K. En particular, si S = {z} o K = {y}, entonces solo
escribiremos x K-flecha o Sy-flecha, respectivamente.

Para v en V(D), definimos la exvecindad de v como el conjunto
{u € V(D) : (v,u) € A(D)}, denotado por Nj(v). A los elementos de este conjunto
los conocemos como exvecinos de v. De igual forma definimos la invecindad de v como
el conjunto {w € V(D) : (w,v) € A(D)}, denotado por N, (v). A los elementos de este
conjunto los conocemos como invecinos de v. La vecindad de v, denotada por Np(v),
estd definida como N7 (v) U N5 (v). A los elementos de este conjunto los conocemos co-
mo vecinos de v. De manera similar, para un subconjunto K de V(D) podemos definir
la exvecindad de este conjunto como el conjunto J,., Np (), denotado por Nj(K). Y
la invecindad de K se define como el conjunto |J,., Np (), denotado por N, (K). El
exgrado de v, denotado por 675 (v), estd definido por | N7 (v)|. De igual forma definimos
el ingrado de v, denotado por ¢, (v), como |Np(v)|. Un vértice que no domina y no es
dominado por nadie, y por lo tanto d5,(v) = §5(v) = 0, es llamado vértice aislado.

En la figura 4 tenemos un ejemplo de wuna digrafica D, donde
Np(z) = Ny(z) = Np(z) = {u} y donde d,(x) = d5(x) = 1. Si K = {z,y}, enton-
ces NY(K) ={u,z} y N (K) = {w,y,u}. En esta digrafica, v es un vértice aislado.

Figura 4: Digrafica D



Una digrafica H es una subdigrafica de una digrafica D si V(H) C V(D) y
A(H) C A(D). Si H es una subdigrafica de D tal que V(D) = V(H), entonces deci-
mos que H es una subdigrafica generadora de D.

Sean D y G dos digréficas, la union de las digréaficas D y GG, denotada por D U G,
es la digrafica tal que V(DU G) =V (D)UV(G)y A(DUG) = A(D) U A(G).

Dada una digrafica D definimos su parte simétrica, denotada por Sim(D), co
la subdigrafica tal que V(Sim(D)) = V(D) y A(Sim(D)) = {(z,y) € A(D) : (z,y) es
simétrica}. De igual manera definimos la parte asimétrica, denotada por Asim(D), co-
mo la subdigréfica tal que V(Asim(D)) =V (D) y A(Asim(D)) = {(z,y) € A(D) : (z,y)
es asimétrica}. Una digrafica D la podemos ver como la unién de las subdigraficas Sim(D)
y Asim(D). Sea X un subconjunto de V (D), la subdigréafica inducida por X, denotada
por D[X], es la digrafica tal que A(D[X]) es el subconjunto de todas las flechas de A(D)
que cumplen con tener sus dos extremos en X y V(D[X]) = X. De forma andloga, para
un subconjunto A’ de A(D), la subdigrafica inducida por A’, denotada por D[A], es
la subdigrafica de D tal que V' (D[A']) es el subconjunto de vértices de V(D) donde incide
al menos una flecha de A" y A(D[A’]) = A’. A un subconjunto N de V(D) lo llamare-
mos independiente si para todo subconjunto {x,y} de N ocurre que (z,y) ¢ A(D) y
(y,z) ¢ A(D). Sean D una digrafica y S un subconjunto de V (D), la subdigrafica indu-
cida por V(D) \ S es denotada por D — S.

mo

A continuacién veremos algunos ejemplos de las definiciones anteriores.

Las digraficas H, y Hy son una subdigrafica y una subdigrafica generadora, respecti-
vamente, de la digrafica D de la figura 4.
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Figura 5: Subdigraficas Hy y Hy de D

Las siguientes digraficas son la parte simétrica y asimétrica, respectivamente, de la
digrafica D de la figura 4.



Sim(D) Asim(D)

@

®
w

<o

Figura 6: Parte simétrica y asimétrica de D

Considerando X = {x,y,u,w} y A" = {(u,w), (z,u), (w, 2), (y, 2)}, las subdigraficas
inducidas por X y por A’, respectivamente, respecto a la digrafica D de la figura 4 son
las siguientes.

D/X] D[A7]

U

Figura 7: Subdigrédficas inducidas por X y por A’

Por tltimo, considerando X = {z,y, u, w} y la digrafica D de la figura 4, la subdigrafi-
ca inducida por V(D) \ X es la siguiente.
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Figura 8: D\ X



A una sucesién de vértices W = (zg, x1, 2, . . ., Tp_1, ) tal que (z;, x;,41) € A(D) para
cada i en {0,1,2,...,k — 1} le llamamos camino dirigido, denotado por zyz;-camino
dirigido. La longitud del camino dirigido W se define como el nimero £, denotado
por [(W). Si xg = xx, entonces diremos que W es un camino dirigido cerrado. A un
camino dirigido W = (xg, 1, %2, ..., Tk 1, ;) donde todos sus vértices son distintos lo
conocemos como trayectoria dirigida, denotada por xqxg-trayectoria dirigida. A un
camino dirigido cerrado W = (xg, x1, T2, . .., Tx_1,x) donde los vértices son distintos por
parejas salvo por xg = x; y k > 2 lo llamaremos ciclo dirigido. A una digrafica que no
admite ciclos dirigidos la llamaremos aciclica. De aqui en adelante en lugar de escribir
camino dirigido, trayectoria dirigida o ciclo dirigido omitiremos la palabra “dirigido” y
simplemente escribiremos camino, trayectoria o ciclo, respectivamente.

En la siguiente imagen podemos ver un ejemplo de un ciclo y de una trayectoria, res-
pectivamente, contenidas en la digrafica D de la figura 4.
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=
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Dada una trayectoria 1" = (x,...,x) v dos vértices z; y x;, con i« < j, en V(T),

denotaremos por (z;, T, z,) al camino (x;, iy1,...,Tj-1,2;).

Dado un par de vértices x v y de D, definimos la distancia de x hacia y, denotado
por d(x,y), como min {l(P) : P es una xy — trayectoria}.
Notemos que de la definicién de distancia se tiene que d(x,x) = 0 para cualquier vértice
x, ademas, la distancia definida no cumple de manera general la propiedad de simetria.

Después de las definiciones anteriores veremos algunos resultados que las involucran y
que ademas nos seran de utilidad mas adelante.

Proposicion 0.0.1. Toda digrdfica aciclica tiene al menos un vértice de exgrado cero y
uno de ingrado cero.

Demostracion. Sea D una digrafica aciclica. Supongamos, para llegar a una contradic-
cién, que no existe ningun vértice de exgrado cero. Ahora, sea x; un vértice cualquiera
de D. Como ¢5(x1) > 0, entonces existe un vértice xo en V(D) tal que (z1,x9) € A(D).
Luego, dado que d},(z2) > 0, existe un vértice x3 en V(D) tal que (z,73) € A(D). Si
seguimos con este procedimiento construiremos un camino W = (zq, 29, 23,...) v dado
que el conjunto V(D) es finito, existen ¢ y k en N tales que x; = xy.
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Sea ky = min {k : z; = xp para algin ¢ en {1,2,...,k}}. Luego el camino
W' = (z;,xis1, ..., Tk ) €s un ciclo, lo cual es una contradiccién ya que D es una digrafica
aciclica. Por lo tanto, si D es una digrafica aciclica, entonces D tiene un vértice de exgrado
Cero.

De manera analoga, podemos demostrar que si D es una digrafica aciclica, entonces D
tiene al menos un vértice de ingrado cero, esto considerando un camino de la forma
W = (...,z3,2,21) y bajo los mismos argumentos que usamos para demostrar que existe
un vértice de exgrado cero.

[l

Teorema 0.0.2. Sean D una digrdfica y x yy un par de vértices distintos en D. Si existe
un xy-camino, W, en D, entonces W contiene una xy-trayectoria.

Demostracion. Sea P un xy-camino en D tal que [(P) =min{l(C) : C es un xy — camino
contenido en W}. Es claro que {I(C) : C es un xy — camino contenido en W} # () pues
[(W) es un elemento de este conjunto. Veamos que P es una zy-trayectoria. Procediendo
por  contradiccion, supongamos que P no es una  xy-trayectoria.
Si P=(x = x9,%1,...,%n-1,Tn, = Y), entonces existen un x; y z; en V(P), con i < j,
tales que z; = x;. Luego, (z, P, z;)U(z;, P,y) es un xy-camino, contenido en W, de menor
longitud que P, lo cual contradice la elecciéon de P. Por lo tanto, P es una xy-trayectoria

contenida en W.
]

Teorema 0.0.3. Si D es una digrafica con un camino cerrado de longitud impar, entonces
D contiene un ciclo de longitud impar.

Demostracion. Sea C = (xy,T2,...,Ty_1,T, = 1) un camino cerrado de longitud impar
minima en D. Afirmamos que C es un ciclo. De lo contrario existen un par de vértices
r; v xy tales que x; = zp, con i < ky {i,k} C{1,2,...,n— 1}. Podemos ver a C' como
la unién de dos caminos cerrados: Cy = (21,%2,...,%; = Tj,Tji1, ..., Tp_1,Typ = 1) ¥
Cy = (%, Tig1,...,Tj-1,2; = x;), donde C; y Cy no pueden tener la misma paridad,
ya que de ser asi C' seria de longitud par. Por otro lado, ninguno de estos dos caminos
pueden tener longitud impar, ya que de ser asi encontrariamos un camino cerrado de
longitud impar menor a la de C, lo cual no puede ser por la eleccién de C. Es decir, en C

no existen vértices repetidos, por lo que C' es un ciclo de longitud impar.
]

Dada una digrafica D, decimos que {U;,Us} es una biparticion de V(D) si:
*Ul 7é 0 y U, 7é 0.
*Uy UUy, = V(D).
*Ul M U2 — @
*U, v Uy son conjuntos independientes.
A una digrafica que admite una biparticién la llamaremos digrafica bipartita.

Nota: Sea D una digrafica bipartita. Si GG es una subdigrafica inducida de D, de orden
al menos dos, entonces G también es bipartita. Esto dado que si {Uy,Us} es una bipar-
ticion de V(D), entonces {V(G) N Uy, V(G) N Us} es una biparticion de V(G) siempre
y cuando V(G) N U; # () para cada i en {1,2}. Si V(G) C U; para algin i en {1,2},
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entonces como U; es un conjunto independiente, tenemos que todos lo vértices de V(G)
son aislados, por lo cual cualquier particién de V(G) en dos conjuntos es una biparticién.,

Diremos que una digrafica es transitiva siempre que {(x,y), (y,2)} € A(D) implica
que (z,z2) € A(D). Una digrafica es cuasitransitiva siempre que {(z,y), (y,2)} € A(D)
implica que (z,z) € A(D) o (z,x2) € A(D). Una digrafica es pretransitiva derecha
siempre que {(z,y),(y,2)} € A(D) implica que (x,z) € A(D) o (z,y) € A(D). Una
digrafica es pretransitiva izquierda siempre que {(z,y),(y,2)} € A(D) implica que
(xz,2) € A(D) o (y,z) € A(D).

Lema 0.0.4. ([7]) Sea D una digrdifica pretransitiva derecha o pretransitiva izquierda. Si
(x1,x9,...,2,) es una sucesion de vértices tal que (x;,x;41) € A(D) y (zi1,x;) ¢ A(D)
para toda © € {1,...,n — 1}, entonces la sucesion es una trayectoria y para cada i en
{1,...,n—1} se tiene que (z;,x;) € A(D) y (z;,z;) ¢ A(D), para cada j en {i+1,...,n}.

Demostracion. La prueba procedera por induccién sobre n.
Base de induccion. Para n < 2 el resultado es obvio.

Hipodtesis de induccion. Suponemos que el resultado es verdadero para una sucesion
(1,9, ...,xy,), la cual satisface las condiciones de la hipdtesis del lema.

Paso inductivo. Consideremos una sucesién T = (x1, %2, ..., Ty, Tny1) tal que pa-
ra cada ¢ en {1,...,n}, (z;,2:41) € A(D) v (xi41,2;) ¢ A(D). Como las subsucesiones
(1,...,Tn) y (T2,...,Tyy1) satisfacen la hipdtesis de induccién, tenemos que ambas son
trayectorias y que para cada i en {1,...,n} se tiene que (x;,z;) € A(D) y (z;,x;) ¢ A(D),
para cada j en {i + 1,...,n}. Por lo que solo basta probar que x; # x,,1 para asegurar
que T es una trayectoria y ver que (z1,z,11) € A(D) y (41, 71) & A(D).

Asumamos, para llegar a una contradiccién, que x; = z,.1. Luego de la hipétesis
de induccién sobre la sucesion (x1,xa,...,T,) se tiene que (x1,x,) € A(D) y entonces
(i1, zn) € A(D), contradiciendo la eleccion de T, por lo tanto T' es una trayectoria.
Ahora consideremos las flechas (z1,%,) y (s, Tny1); como D es una digrafica pretransi-
tiva derecha o pretransitiva izquierda, (z,,x1) ¢ A(D) vy (Zn41,2,) ¢ A(D), concluimos
que (1, Zne1) € A(D). Finalmente, suponemos que (x,.1,%1) € A(D); cuando D es una
digréfica pretransitiva derecha consideramos las flechas (x,41,%1) v (21, 2,), y cuando D
es una digrafica pretransitiva izquierda consideramos las flechas (z,,z,11) v (Tny1, 71),
podemos concluir que (z,11,x,) € A(D) o (z,,x1) € A(D), lo cual es imposible.

]

Lema 0.0.5. Si D es una digrdfica pretransitiva derecha o pretransitiva izquierda, enton-
ces todo ciclo contenido en D tiene al menos una flecha simétrica.

Demostracion. Sea C' = (x1,xs,...,%, 1,T, = 1) un ciclo en D. Procediendo por con-
tradiccion, supongamos que C' no tiene flechas simétricas, es decir, (z;11, ;) ¢ A(D) para
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toda ¢ € {1,...,n — 1}, entonces tenemos que C' cumple las hipétesis del lema 0.0.4 por
lo que tendriamos que C' es una trayectoria, lo cual no puede ser. Por lo tanto, C' tiene al
menos una flecha simétrica.

0.0.2. Conexidad.

En una digrafica D, un vértice y es alcanzable desde un vértice x si existe una
xy-trayectoria en D. En particular, un vértice es alcanzable desde si mismo. Una digrafica
D es fuertemente conexa, o usualmente llamada fuerte, si para cada par de vértices x y
y de D existe una zy-trayectoria y una yz-trayectoria. En otras palabras, D es fuerte si se
puede alcanzar a cada vértice de D desde cualquier otro vértice de D. Una componente
fuertemente conexa, o componente fuerte, de una digrafica D es una subdigrafica
inducida de D con la propiedad de ser fuerte y maxima por contencién con dicha propie-
dad. Diremos que una componente fuerte H de D es terminal si N (H) C V(H). Note
que de la definicién de componente fuerte se tiene que si Dy, ..., D; son las componentes
fuertes de D, entonces V(D) UV (D,)...UV(D;) = V(D). Ademas, V(D;) NV (D;) =0
para cada ¢ # j; de otro modo, todos los vértices de V' (D;) UV (D;) son alcanzables entre
si, lo que implica que los vértices de V(D;) U V(D;) pertenecen a la misma componente
fuerte de D, lo cual no es posible. Llamamos a {V (D1),V(D,),...,V(D;)} la descompo-
sicion fuerte de D. La digréfica de condensacién de D, denotada por SC(D), se obtiene
al contraer cada una de las componentes fuertes D;, con i € {1,...,t}, en un vértice v; y
(vs,v;) estda en A(SC(D)) si existe al menos una V(D;)V (D;)— flecha en D. Observe que
la subdigrafica inducida por los vértices de un ciclo en D es fuerte; es decir, los vértices
del ciclo estan contenidos en una misma componente fuerte de D.

Teorema 0.0.6. (/6/) Dada cualquier digrdfica D, se tiene que SC(D) es aciclica.

Demostracion. Sea D una digrafica. Si D es fuerte, entonces SC'(D) es un vértice. En
otro caso, supongamos, para llegar a una contradicciéon, que SC(D) contiene un ciclo
C = (X1, Xs,..., X = X1). Por definicién de SC(D) sabemos que existe un vértice x;
en la componente fuerte X; y un vértice z;,, en la componente fuerte X;;; tales que
(@i, 2, ,) € A(D) para toda ¢ en {1,2,...,k — 1}. Ademads, por ser X; una componente
fuerte, sabemos que existe una xz;-trayectoria contenida en X;, digamos P;, para toda i en
{1,2,...,k—1}.Seany en V(X;) y z en V(X,), para algin i y j con ¢ < j. Dado que X; y
X; son componentes fuertes, también existen las siguientes trayectorias: yx;-trayectoria,
digamos 71, x;z—trayectoria, digamos Th, zxj-trayectoria, digamos T3 y zjy-trayectoria,
digamos Tj. Por lo tanto, T1 U (@, 2} 1) U Pip1 U (Tig1, Tj o) U PioU. . U (251, 25) UTs es
una yz — trayectoria en Dy T3 U (z;, 2%, 1) U Pjy U (2551, 75, 5) U P UL U (Tg—1, 7)) U
PyU (zq,2h)U. ..U (21, x;) UTy es una zy — trayectoria en D. Esto implicaria que y y z
estan en la misma componente fuerte de D, lo cual no puede ser porque las componentes
X, v X; son distintas. Por lo tanto, SC(D) es aciclica. O

Corolario 0.0.7. Toda digrafica finita D tiene al menos una componente fuerte terminal.
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Demostracion. Sean D una digrafica y SC'(D) su digrafica de condensacién. Por el teo-
rema 0.0.6 sabemos que SC(D) es aciclica y por el teorema 0.0.1 concluimos que SC(D)
tiene al menos un vértice v; de exgrado cero. Sea D, la componente fuerte en D asociada
a v;. De la definicién de SC(D) deducimos que N} (D;) C V(D;), lo que implica que D;
es una componente fuerte terminal de D.

]

Teorema 0.0.8. Toda digrafica fuerte, de orden al menos dos, sin ciclos de longitud
impar es bipartita.

Demostracion. Sean D una digrafica fuerte y o un vértice de D. Consideremos los con-
juntos S; = {y € V(D) : d(xo,y) es par} y Sy ={y € V(D) : d(zy,y) es impar}.

Por demostrar: {57, S2} es una biparticién de V(D).

Notemos que S; # () ya que d(xzg,x) = 0, por lo que zy € S;. Ademds, dado que D es
fuerte y tiene orden al menos dos, tenemos que el exgrado de zq es distinto de cero por lo
que existe un y en V(D) tal que (xo,y) € A(D). Puesto que (xg,y) es una trayectoria de
longitud impar, tenemos que y € Sy, demostrando que Sy # ().

Como D es fuerte, es claro que xy debe estar a distancia par o impar de cualquier otro
vértice de D, por lo que S; U Sy = V(D). Ademés, por la definicién de Sy y Sy se sigue
que S; NSy = 0, ya que la distancia de xy hacia cualquier otro vértice no puede ser par e
impar a la vez.

Ahora veamos que S7 y S3 son conjuntos independientes en D). Demostraremos que
S1 es un conjunto independiente. Procediendo por contradiccién, supongamos que S; no
es un conjunto independiente. Entonces existen u y v en S tales que (u,v) € A(D). Pero
como {u,v} C S, entonces existe una rov-trayectoria, digamos P;, y una xqu-trayectoria,
digamos P», ambas de longitud par. Como D es fuerte, existe una wvxy-trayectoria, Ps.
Si P3 es par, entonces P, U (u,v) U Py es un camino cerrado de longitud impar. Si P
es impar, entonces P, U P; es un camino cerrado de longitud impar. En cualquiera de
los casos podemos encontrar un camino cerrado de longitud impar, que por el teorema
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0.0.3 sabemos contiene un ciclo de longitud impar, lo cual no puede ser, pues D no
contiene ningun ciclo de longitud impar, luego S; tiene que ser independiente. De manera

analoga podemos demostrar que Sy es independiente, demostrando asi que {51, S2} es una
biparticién de V(D). O
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Capitulo 1

Nucleos.

En este capitulo trabajaremos en torno a los ntcleos, que es un tema muy estudiado
en la teoria de digraficas y que ademas es de especial importancia para nosotros, pues el
resto de este trabajo estard enfocado al estudio de dicho concepto.

Sean D una digrafica y N un subconjunto de V(D). Llamaremos a N absorbente si
para todo vértice x en V(D) \ N existe un vértice y en N tal que (z,y) € A(D). Diremos
que N es nucleo de D si N es independiente y absorbente. Una digrafica D es llamada
nucleo perfecta si toda subdigrafica inducida de D tiene ntcleo.

En la figura 1.1 tenemos un ejemplo de una digrafica D, donde N = {v;,v3} es un
nicleo de D. Ademads, podemos observar en el ejemplo que el nicleo no es tinico pues
N’ = {vy,v4} también es nicleo de D.

D
Uy Un
q B
O @
v!( ’Uj)

Figura 1.1: Ejemplo de una digrafica con nicleo

Es importante dejar en claro que no todas las digraficas tienen un ntcleo. En la figura
1.2 tenemos un ejemplo de una digrafica que no tiene nicleo ya que todo subconjunto de
dos o mas vértices no es independiente y todo subconjunto de un vértice no es absorbente.
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Figura 1.2: Ejemplo de una digrafica sin nicleo.

A continuaciéon presentaremos algunos resultados que hablan sobre digraficas con cier-
tas estructuras y subestructuras, las cuales garantizan la existencia de nucleos.

Proposicién 1.0.1. (/12]) Toda digrdfica aciclica es nicleo perfecta.

Demostracion. Dado que ser aciclica es una propiedad que se hereda a las subdigraficas
inducidas, basta con probar que toda digrafica aciclica tiene ntcleo. Sea D una digrafica
aciclica. Se procedera a demostrar por induccion sobre la cantidad de vértices de D.

Base de induccioén. Si |V(D)| = 1, entonces V(D) es un ntcleo de D.

Hipétesis de inducciéon. Supongamos que toda digrafica aciclica D, con |V (D)| < n,
tiene un nucleo.

Paso inductivo. Sean D wuna digrédfica aciclica, con |V(D)] = n, y
S = {v e V(D) : 6}(x) = 0}. Por la proposicién 0.0.1 sabemos que S es distinto del
vacio. Si V(D) = S U N, (S), entonces para todo vértice y de V(D) \ S existe un vértice
x en S tal que (y,x) € A(D), por lo que S seria un conjunto absorbente y ademads, por
como se definié S, éste es un conjunto independiente; siendo asi .S un ntcleo de D. En
caso contrario, consideremos a D' = D — (SUN,(.5)). Es claro que D’ es una subdigrafica
inducida de D, por lo que D’ es una digrafica aciclica. Puesto que |V (D")| < |V(D)| = n,
se sigue de la hipétesis de induccién que D’ tiene un nucleo K’.
Ahora veremos que K = K’ U S es un ntcleo de D.

Para probar que K es independiente, dado que tanto S como K’ son conjuntos inde-
pendientes en D y para todo z en S se tiene que 65 (z) = 0, basta ver que en D no hay
flechas (y,x) con y en K’ y x en S; de otra manera, como x € S, entonces y € N (.5),
lo cual no puede ser porque y € K’y K’ C V(D) \ (SU N,(5)). Por lo tanto, K es un
conjunto independiente en D.
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Ahora veamos que K es absorbente en D. Sea z en V(D) \ K. Siz € N, (95), entonces
x es absorbido por algin elemento de S. Si x € V(D') \ K’, al ser K’ nucleo de D’ existe
un y en K’ tal que (x,y) € A(D’). Por lo tanto, K es absorbente.

Asi, K es un nicleo de D, concluyendo que D es nticleo perfecta.
]

Un subconjunto S de V(D) es seminticleo de D si es independiente y si para cada z
en V(D)\ S para el cual exista una Sz — flecha, entonces también existe una 2.5 — flecha.
Notemos que el conjunto vacio cumple con ser semintcleo de cualquier digrafica.

Nota 1.0.2. Note que todo nucleo S de una digrafica D es semintcleo no vacio de D; ya
que para cualquier vértice z en V(D) \ S, exista o no una Sz — flecha, siempre existe una
28 — flecha, por ser S absorbente. Asi, S es un seminicleo no vacio de D.

El siguiente resultado muestra una caracterizacién de las digraficas, posiblemente in-
finitas, nucleo perfectas a partir de semintcleos no vacios.

Teorema 1.0.3. Una digrdfica D es niucleo perfecta si y solo si toda subdigrdfica inducida
de D tiene un seminucleo no vacio.

Demostracion. (<) Sean D una digrafica tal que todas sus subdigréaficas inducidas tienen
un semintcleo no vacio y D’ una subdigrafica inducida de D. Demostraremos que D’ tiene
ntcleo. Consideremos a N un semintcleo maximal de D’ (el cual existe por hipdtesis).
Verifiquemos que N es un ntcleo de D’; como N es un conjunto independiente en D',
entonces solo basta probar que N es absorbente en D’. Procediendo por contradiccién,
supongamos que N no es absorbente en D’, entonces sea K el subconjunto de vértices
de D’ tales que no son absorbidos por N en D’. Consideremos D|K| que, por ser una
subdigréfica inducida de D, tiene un semintcleo no vacio N’. Afirmamos que S = N U N’
es un seminucleo no vacio de D’. Dado que N y N’ son conjuntos independientes en D’
y no existe N'N-flecha en D’ (por definicién de K y porque N’ C K), basta ver que no
existen NN’ — flechas en D'. Ya que en D|K] no hay invecinos de N (por definicién
de K), es claro que no existen NN’ — flechas en D', ya que de existir también existen
N'N — flechas (porque N es seminticleo de D’), lo cual no es posible pues ya vimos que
no existen N'N — flechas en D’. Por lo tanto, S es un conjunto independiente en D’.
Por otro lado, supongamos que existe una Sx — flecha para algin x en V(D') \ S; esto
significa que existe una Nx — flecha o una N'x — flecha en D’. Si existe una Nz — flecha
en D', entonces también existe una N — flecha en D', pues N es semintcleo de D', y
dado que N C S, entonces existe una x5 — flecha en D'. Si existe una N'x — flecha en
D', entonces hay dos casos: si x € K, entonces en este caso existe la xN' — flecha en D’
pues N’ es seminticleo de D[K], y dado que N’ C S, existe una xS — flecha en D'. Si
r € V(D) —(NUK), entonces existe una xN — flecha en D', pues todos los elementos de
V(D) — (N UK) son absorbidos por N, y dado que N C S entonces existe una xS-flecha
en D’. En cualquiera de los dos casos existe una xS-flecha en D’ probando asi que S es
un semintucleo no vacio de D’. Puesto que N C S, obtenemos una contradiccién con el
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hecho que N es un semintcleo maximal de D’. Por lo tanto, N es un conjunto absorbente
en D', demostrando asi que NN es nucleo de D'.

(=) Sean D una digrafica nticleo perfecta y D' una subdigrafica inducida de D. De-
mostraremos que D’ tiene un semintcleo no vacio. Dado que D es nucleo perfecta, D’

tiene un nucleo S, el cual sabemos por la nota 1.0.2 que es un semintcleo no vacio de
D' o

Proposicién 1.0.4. (/2]) Toda digrifica simétrica es nicleo perfecta.

Demostracion. Dado que ser simétrica es una propiedad que se hereda a las subdigraficas
inducidas, basta con probar que toda digrafica simétrica tiene nicleo. Sean D una digrafica
simétrica y S un subconjunto independiente maximal de V(D). Veamos que S es un nicleo
de D. Dado que S es independiente solo tenemos que verificar que .S es absorbente. Sea «
en V(D) \ S, como S es independiente maximal debe existir algun y en S tal que (z,y) o
(y, ) estd en A(D), de lo contrario S U {x} serfa un conjunto independiente que contiene
propiamente a S, contradiciendo la maximalidad de .S. Luego, puesto que D es simétrica,
podemos afirmar que en realidad ambas flechas estdan en A(D), siendo asi S un conjunto
absorbente. Por lo tanto, S es nicleo de D, demostrando que toda digrafica simétrica es
nucleo perfecta. ]

Proposicién 1.0.5. ([5]) Si D es una digrdfica tal que todo ciclo en D tiene al menos
una flecha simétrica, entonces D es nicleo perfecta.

Demostracion. Sea D una digrafica tal que todo ciclo en D tiene al menos una flecha
simétrica. Luego, cualquier subdigrafica inducida de D tendra dicha propiedad, por lo
que basta probar que D tiene niicleo. Para esto, procederemos por induccién sobre |V (D).

Base de induccion. Si |V (D)| = 1, entonces es claro que V(D) es nucleo.

Hipétesis de induccién. Supongamos que toda digrafica D, con |V (D)| < n, que
cumple con que todo ciclo tiene al menos una flecha simétrica, tiene nicleo.

Paso inductivo. Sea D una digrafica con |V (D)| = n tal que todo ciclo tiene al

menos una flecha simétrica. Podemos suponer que D tiene al menos un ciclo, ya que de
ser aciclica, por la proposicién 1.0.1, D tendria nucleo.
Sea S = {z € V(D) : 5;%@)(:1:) = 0}. Si suponemos que S = () tendriamos que para
todo x en V(Asim(D)) se cumple que 5Zsim( py(#) > 0y por la contrapositiva de nuestra
proposicion 0.0.1, se tendria que Asim(D) tiene un ciclo dirigido, lo cual no puede ser
puesto que todo ciclo dirigido en D tiene al menos una flecha simétrica. Por lo tanto, S # ().
Ahora consideremos D[S], que resulta ser una subdigrafica de Sim(D), pues
V(D[S]) = S C V(D) = V(Sim(D)) y si (z,y) € A(D[S]) entonces ¢5(x) > 0 lo
que implica que (y,z) € A(D[S]) (ya que 5Z5im(D)(x) = 0). Dado que Sim(D) es una
digrafica simétrica, por la proposicion 1.0.4 sabemos que es nucleo perfecta, por lo que
D|S] tiene un ntcleo Nj.

Si V(D) = NoU N (Ny), claramente Ny es niicleo de D; de no ser asi, consideremos
D' =D —(NoUN,(Ny)). Al ser D' subdigrafica inducida de D cumple con que todo ciclo
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contiene al menos una flecha simétrica; ademas |V (D’)| < |[V(D)| = n. Por lo tanto, por
hipotesis de induccién D’ tiene un nucleo V.

Afirmamos que N = Ny U N; es nticleo de D.
Verifiquemos que N es absorbente en D. Sea x en V(D) \ N; dado que
{No,N5(No),N1, N5 (Ny)} es una particiéon de V(D) porque Ny es nucleo de D[S] y
Nj es nicleo de D' = D — (No U N, (Ny)) basta con ver los siguientes 2 casos:
* 51z estd en N, (Np), entonces existe un elemento u en Ny tal que (z,u) € A(D);
*Six e N, (Ny), entonces existe un elemento v en N; tal que (z,u) € A(D").
Por lo tanto, N es un conjunto absorbente en D.

Verifiquemos que NN es un conjunto independiente en D. Para esto, dado que Ny y Ny

son independientes en D, basta con verificar que no existen Ny/N;-flechas ni N7 Ny-flechas
en D. Como N; CV(D') =V (D) \ (NoUNp(Ny)), entonces no existen N; Ny-flechas.
Si existiera una NyN;- flecha en D, entonces existe un = en Ny y z en N; tal que
(x,z) € A(D). Dado que x estd en V(D][S]), entonces 5;%@)(33) = 0, por lo que
(z,x) € A(D) (porque (x, z) es simétrica), lo cual no es posible porque no existen Ny Np-
flechas en D. Por lo tanto, no existen Ny/N;- flechas en D. Asi, N es un conjunto inde-
pendiente en D.

De esta manera hemos demostrado que N es nucleo de D, lo que finaliza la prueba.

]
Proposicion 1.0.6. Toda digrdfica transitiva es nicleo perfecta.

Demostracion. Sea D una digrafica transitiva. Veamos que todo ciclo en D tiene al me-
nos una flecha simétrica. Sea C=(xg, =1, T2, ..., Tx_1, T = xg) un ciclo en D, luego
como D es transitiva y {(xg,x1), (x1,22)} C A(D), entonces (zg,x2) € A(D). Puesto que
{(zo,x2), (x2,23)} C A(D), entonces (zg,x3) € A(D). Siguiendo con este procedimiento
podemos asegurar que (g, zr_1) € A(D), por lo que (xg, xx_1) es una flecha simétrica en
nuestro ciclo C. Por lo tanto, como D cumple la hipdtesis del teorema 1.0.5, entonces D
es nucleo perfecta.

[]

Proposicién 1.0.7. ([9]) Sean D una digrdfica y {Uy, Uy} una particion de V(D). Si
toda U Uy — flecha es simétrica y D|U;| es nicleo perfecta para cada i en {1,2}, entonces
D es nicleo perfecta.

Demostracion. Sea D' una subdigrafica inducida de D. Demostraremos que D’ tiene un
semintucleo no vacio. Si D’ estd contenida en D[U;| o D[Us], entonces D’ tiene nicleo, el
cual sabemos que es un semintcleo no vacio (porque D[U;] y D[Us] son nicleo perfectas).
En caso contrario, tenemos que en particular Vi = (V(D') N U;y) # (. Como D'[Vi] es
una subdigrafica inducida de D[U;], entonces D’[V}] tiene un ntcleo S que sabemos es un
semintcleo no vacio de D'[V}]. Veamos que S es un seminticleo no vacio de D’. Dado que
S es un semintcleo no vacio de D'[V;], entonces ya tenemos la independencia, por lo que
solo basta ver que para todo z en V(D') \ S si existe una Sz — flecha en D', entonces
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también existe una xS — flecha en D’. Sea x en V(D’) \ S tal que existe una Sz — flecha
en D'. Six €V} \ 9, entonces es inmediato que la xS — flecha estd en D) ya que S es
seminucleo de D'[V4]. Si x € V(D) N Uy, entonces una Sx — flecha es una U,Us; — flecha,
la cual por hipdtesis es simétrica, por lo que existe la xS — flecha en D’. Por lo tanto,
S es un semintcleo no vacio de D’. Como D cumple las hipdtesis del teorema 1.0.3, se
concluye que D es ntcleo perfecta. ]

Teorema 1.0.8. 5t D es una digrafica bipartita, entonces D es nucleo perfecta.

Demostracion. Demostraremos que toda subdigrafica inducida de D tiene un semintcleo
no vacio. Sea G una subdigréfica inducida de D. Si existe x en V(G) tal que 6" (x) = 0,
entonces {x} es un seminucleo de G. En otro caso, dado que ser bipartita es una propiedad
que se hereda a las subdigraficas inducidas, de orden al menos dos, entonces GG es bipartita;
es decir, existe una biparticién {Uy, Us} de G. Afirmamos que U es un nicleo de G. Sea
y en Us, dado que el exgrado de y es distinto de cero, existe (y,z) en A(G) para algun
x en los vértices de G. Como {Uy, Us} es una biparticién de G, entonces x € U;. Por lo
tanto, U; es un conjunto absorbente en G. Puesto que U; es un conjunto independiente,
se concluye que U; es nucleo de G, lo que implica que U; es semintcleo de GG. Por lo tanto,
se sigue del teorema 1.0.3 que D es nicleo perfecta. []

Proposicién 1.0.9. ([10]) Si D es una digrifica sin ciclos de longitud impar, entonces
D es nicleo perfecta.

Demostracion. Dado que no tener ciclos de longitud impar es una propiedad que se hereda
a las subdigraficas inducidas, basta probar que toda digrafica sin ciclos de longitud impar
tiene nicleo. La prueba se hard por induccién sobre la cardinalidad de V(D).

Base de induccidn. Si |V(D)| = 1, entonces D consiste de un solo vértice, digamos
x. Luego, {x} es nicleo de D.

Hipdtesis de induccién. Supongamos que toda digrafica sin ciclos de longitud im-
par, con |V (D)| < n, tiene ntcleo.

Paso inductivo. Sea D una digréfica sin ciclos de longitud impar, con |V (D)| = n.
Si D es fuertemente conexa, entonces D es bipartita (por el teorema 0.0.8). Luego, por el
teorema 1.0.8 sabemos que D es nucleo perfecta.

Supongamos que D no es fuertemente conexa y sea D’ una componente fuertemente

conexa terminal de D, es decir, no existen flechas de D’ hacia vértices que estén fuera
de D'. Como D’ no tiene ciclos de longitud impar y |V (D’")| < n, entonces D’ tiene un
nicleo S’. Si V(D) = §"U N, (5’), entonces S’ es nticleo de D. En otro caso, sea D" la
subdigréfica inducida por V(D) \ (S" U N5 (5")) que, por hipdtesis de induccién, tiene un
nucleo S”. Sea S = 5" U S”. Veamos que S es un nucleo de D:
* Para ver que S es un conjunto independiente en D, dado que S" y S” son independientes
en D, basta con ver que no existen S’S” — flechas ni 5”S" — flechas en D. Como S’ C
V(D) y D' es terminal, entonces no pueden existir S’S” — flechas en D. Por otro lado,
puesto que D” no tiene invecinos de S’, entonces no hay S”S’ — flechas en D. Por lo
tanto, S es independiente en D.
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* Veamos que S es un conjunto absorbente en D. Para cada vértice en V(D”)\ S” existe
un vértice en S” que lo absorbe; luego para cualquier otro vértice en N, (S’) existe un
vértice en S’ que lo absorbe. Por lo tanto, S es un conjunto absorbente en D.

Asi, S es nicleo de D, demostrando que D es ntcleo perfecta.

]

Teorema 1.0.10. Sea D una digrafica, posiblemente infinita. St todo ciclo y toda trayec-
toria infinita exterior tiene una flecha simétrica, entonces existe un vértice u en V(D) tal
que {u} es un seminicleo de D.

Demostracion. Como {u} es un conjunto independiente para todo vértice u de D, basta
probar que para todo vértice z en V(D) \ {u}, (u, z) en A(D) implica (z,u) € A(D).

Supongamos, para llegar a una contradiccién, que para todo vértice u existe un vértice
v tal que (u,v) € A(D) y (v,u) ¢ A(D). Ahora consideremos algin vértice z; en V(D).
Para x; existe un vértice xs tal que (x1,22) € A(D) y (x9,21) ¢ A(D). Luego para
cada n € N, dado un z,, en V(D) existe un x,,1 en V(D) tal que (z,,z,+1) € A(D) y
(Tnt1,xn) & A(D). Siz; # x; para toda ¢ # j, entonces (2, )nen €8 una trayectoria infinita
exterior asimétrica en D, lo cual es una contradiccion. Entonces, existe 1y j tal que? # j y

x; = x;. Supongamos, sin pérdida de generalidad que i < j, entonces (x;, iy1,. .., T; = ;)
es un camino cerrado asimétrico en D que contiene un ciclo asimétrico C', lo cual es una
contradiccion. N

Corolario 1.0.11. Sea D una digrdafica, posiblemente infinita. Si todo ciclo y toda tra-
yectoria infinita extertor tiene una flecha simétrica, entonces D es nicleo perfecta.

Demostracion. Se sigue del teorema 1.0.10 que toda subdigrafica inducida de D tiene
un seminicleo no vacio. Luego, el teorema 1.0.3 implica que D es una digrafica ntcleo
perfecta. ]

Corolario 1.0.12. Sea D una digrafica pretransitiva izquierda o pretransitiva derecha,
posiblemente infinita, sin trayectorias infinitas exteriores, entonces D es nicleo perfecta.

Demostracion. Se sigue de los lemas 1.0.10, 0.0.5 y del corolario 1.0.11 que D es nucleo

perfecta.
H
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Capitulo 2

Nucleos por trayectorias
monocromaticas.

En este capitulo trabajaremos con un teorema obtenido por Sands, Sauer y Woodrow
n [11], el cual da condiciones suficientes para que una digrafica D, 2-coloreada, tenga un
ntucleo por trayectorias monocromaticas.

El motivo de exhibir dicho resultado se debe a que la prueba de éste ha sido inspi-
racion para la realizacién de diversos trabajos que muestran condiciones suficientes para
que la union de dos digraficas resulte ser nucleo perfecta. Uno de los trabajos méas recien-
tes se encuentra en el articulo “Union of digraphs which become kernel perfect”, escrito
por Hortensia Galeana Sanchez y Mucuy-kak Guevara, el cual es el objeto de estudio del
siguiente capitulo.

Decimos que D es una digrafica m-coloreada si existe una funcién
c: A(D)—{1,2,...,m}.
A una coloracién donde cada arista de A(D) tenga un color diferente la llamaremos co-
loracién trivial. Dada una digrafica D, m-coloreada, decimos que una trayectoria, ciclo
o camino es monocromatico si todas las flechas en cada uno de estos caminos son de un
mismo color.

Una trayectoria infinita exterior monocromatica es una sucesion de vértices
(Tn)nen tal que (x;, x;41) € A(D) para toda ¢ en N y ademads todas estas flechas son del
mismo color.

Para dos vértices distintos z, y de D, escribiremos: x —! y si existe una trayectoria mono-
cromatica de color ¢ de x hacia y. Si S es un conjunto de vértices de D y x es un vértice de
D, x —" S (S —' z) significa que z —' s (s =’ x) para algin vértice s en S. La negacién
de z —' s la denotaremos por  —° s. De igual forma x —°"° s quiere decir que existe
una trayectoria moncromatica de x hacia s. Si S es un conjunto de vértices de D y x es
un vértice de D, x —™" § (S —™"° x) significa que x =™ s (s =™ z) para algin
vértice s en S. La negacién de x —™"° S (S —™"° z) la denotaremos por x ™" S
(S —»mome ).

Dada una digrafica D, m-coloreada, y S un subconjunto de V (D), decimos que S es
un conjunto independiente por trayectorias monocromaticas si para cualesquiera
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mono mono

dos vértices x y y en S se tiene que r - yyy -» x. Decimos que S es ab-
sorbente por trayectorias monocromaticas si para todo vértice z en V(D) \ S se
tiene que z —™°" S. A un conjunto S que cumple con ser independiente por trayectorias
monocromaticas y absorbente por trayectorias monocromaticas se le llama nicleo por
trayectorias monocromaticas.

Notemos que la definiciéon de ntcleo que utilizamos, antes de introducir el concep-
to de m-coloracion, es solo un caso particular del concepeto de ntucleo por trayectorias
monocromaticas cuando tenemos una coloracion trivial. Esto debido a que las trayec-
torias monocromaticas, en una digrafica con una coloracién trivial, son necesariamente
de longitud uno, lo que hace que las definiciones de conjunto absorbente por trayectorias
monocromaticas y conjunto independiente por trayectorias monocromaticas coincidan con
las definiciones de conjunto absorbente y conjunto independiente, respectivamente.

Corolario 2.0.1. Sean D una digrdfica m-coloreada y {u,v} un subconjunto de V(D).
Todo uv-camino monocromadtico en D contiene una uv-trayectoria monocromadtica.

Demostracion. Sea W un uv-camino en D. Por el teorema 0.0.2 sabemos que W contiene
una uv-trayectoria P. Como A(P) C A(W) y todas las aristas de W son de un mismo
color, entonces P es una uv-trayectoria monocromatica. []

Lema 2.0.2. Sean D una digrdfica m-coloreada y (x,)nen una sucesion de vértices de D
tal que x, = Tpi1 Y Tpy1 % T, para cada n en N, entonces D contiene una trayectoria
infinita exterior monocromdtica.

Demostracion. Sea P, una x;_ix;-trayectoria de color a para cada 7 en N.

Afirmacién 1. Sea i en N. V(P;) NV (P;) = () para todo j > i + 2.

Supongamos, para llegar a una contradiccién, que V(P;) NV (P;) # () para algin j con
Jj > i+ 2. Sean z;; un vértice en V(P;) N V(F;), (zij, P, ;) v (zj-1, P}, x;5). Luego
(ZCj_l, Pj, xij) U (ZCZ']', PZ', $Z) U Pi—i—l U PH_Q U...u Pj_g €es un $j_1$j_2—CaminO monocromatico
de color a que, por nuestro corolario 2.0.1, sabemos contiene una x;_;x;_o-trayectoria
monocroméatica de color a, lo cual no puede ser pues por hipétesis x,;_; =% x,;_9. Asi
V(P,)NV(P;) = para todo j > i+ 2. En la figura 2.1 vemos la forma de las trayectorias
P;.
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Figura 2.1: Trayectorias F;

Como V(P1) NV (P,) # (), entonces sea 1 el primer vértice en P; donde hace intersec-
cion con P,. Llamemos W; a la trayectoria (zo, P1,y1) v W a la trayectoria (yi, P, 72),
donde por la eleccién de y; tenemos que Wi y W5 no se intersectan. Ahora tenemos la
sucesion (yi, xq, x3,...). Como xs € V(Wy) NV (P3), entonces sea ys el primer vértice en

W5 donde hace interseccién con P3. En la figura 2.2 vemos la forma de las trayectorias
W1 y WQ.

Figura 2.2: Trayectorias W;

Llamemos W3 a la trayectoria (y1, Wa, y2) v W3 a la trayectoria (ys, Ps, x3), donde por
la eleccién de yo tenemos que Wi y W3 no se intersectan salvo en yo. En la figura 2.3
vemos la forma de la trayectoria W3 y Wi.

X
Xo Yq Xq X, 3
®»

Y2

—_— W,
— W
TWs

Figura 2.3: Trayectorias W/
Ahora tenemos la sucesion (yq, x3, 24, . . .) y procediendo de la misma manera encontra-
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mos un vértice y3 y la trayectoria W3 (ya, W3, y3) v Wy la trayectoria (ys, Py, x4). Siguiendo
este procedimiento, para cada n en N encontramos un vértice y, y una trayectoria W/
definida por (yn_1, Wa,yn) tal que VW) N V(W ) = {ypat y VW) N V(W) =0
para 1 <n — 1.

Afirmamos que T' = UneN\ (0} W' es una trayectoria infinita exterior monocromética, don-
de W] = Wj. Por la construccién de los W/ tenemos que 7' es un camino, y dado que
para todo n en N existe un W, tenemos que es un camino infinito exterior monocromati-
co. Para verificar que T sea una trayectoria es necesario ver que en 1’ no hay vértices
repetidos. Sea x y y dos vértices en V(T'), veamos que = # y. Si x y y estan contenidos
ambos en V(W!) para algin i € N\ {0}, entonces, por ser W’(7) una trayectoria, x # y.
Siz e V(W) yye V(W) conj>i+ 2, entonces, dado que W es una sub trayectoria
de P, para todo [ en N\ {0} y que V(P,) NV (P,) = () para todo z > w + 2, tenemos
que V(W) N V(W;) = 0, por lo que v # y. Si v € V(W) y y € V(W/,,), con x # y;
y y # y; dado que de no ser asi regresariamos al caso en donde ambos vértices estan en
un mismo W/, para algin ¢ en N\ {0}, entonces, dado que V(W) NV (W) ;) = {vi} y
T # y;, Yy # y; tenemos que x = y. Demostrando que 1" es una trayectoria infinita exterior
monocromatica.

]

Teorema 2.0.3. ([11]) Sea D una digrdfica 2-coloreada. Si D no contiene trayectorias in-
finitas exteriores monocromadticas, entonces D tiene nicleo por trayectorias monocromdti-
cas.

Demostracion. Supongamos que la 2-coloracién de la digrafica D utiliza los colores rojo
y azul.

Para dos conjuntos S, T' de vértices de D escribimos S < T' si para todo s en .S existe
un t en T tal que s =t 0 s %% ¢t y t »2%u s En particular, S C T implica S < T.

Afirmacién 1. < es un orden en la coleccion de todos los conjuntos independientes
por trayectorias monocromaticas de vértices de D.

Reflexividad: Es claro que S < S, pues S C S.
Antisimetria: Supongamos que S < T 'y T < S. Veamos que T' = S.

Primero veremos que T' C S. Sea t en T', demostraremos que t € S. Supongamos, para,
llegar a una contradiccion que t ¢ S. Como T'< S y t ¢ S, entonces para t existe un s
en S tal que t =% 5y 5 »7U ¢,

Dado que S < T, existe un ¢’ en T  tal que s =t' 0 s =% ¢t/ y ¢/ »azul g

Sit' = s, entonces estarfamos asegurando que t —%**“ s = ¢'. lo cual no puede ser dado que
T es independiente por trayectorias monocromaticas. Si s — y t' »2%u 5 entonces,
dado que t =% sy s —2u ¢ podemos encontrar una ts-trayectoria monocrométi-
ca, digamos P, y una st’-trayectoria monocromatica, digamos P’. Como P U P’ es un
tt’-camino monocromatico, entonces por el teorema 0.0.2, PUP’ contiene una tt'-trayectoria
monocromatica, lo cual contradice que 1" es un conjunto independiente por trayectorias
monocromaticas. Por lo tanto, concluimos que t € .S, demostrando que 7' C S. La prueba

azul t/
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para ver que S C T es analoga. Luego T' = S verificando la antisimetria.
Transitividad: Supongamos que S <T'y T < ). Veamos que S < Q).

Sea s en S. Demostraremos que existe g en Q tal que s = q o (s =% g y g »%4 g).
Como S < T, entonces para s existe t en T tal que s =1t o (s —azul ¢y ¢ g azul s).

Si s = t, entonces como T < (Q existe g en Q tal que ¢ = s 0 (s =¥ gy q »% ). Si
s —a=ul ¢yt »azul g entonces, como T < (Q, para t existe g en Q tal que t = g o (t %% g
y ¢ »%" t). Sit = g, entonces s =% t y t -»%*% 5 implica que s =% gy q¢ »**" 5. Si
t —2ul g v g »% ¢t entonces s -%% t v t »%% s implica que existe una st-trayectoria
monocromatica de color azul, digamos P, y una tg-trayectoria monocromatica de color
azul, digamos P’. Entonces P U P’ resulta ser un sg-camino monocromatico de color azul
y por el teorema 2.0.1 sabemos que P U P’ contiene una sg-trayectoria monocromatica de
color azul, por lo que s —**" ¢. Por otro lado, no existe una gs-trayectoria monocromética
de color azul, ya que de ser asi, la uniéon de esta con P es un ¢t-camino monocromatico
de color azul que, el cual por el teorema 2.0.1 sabemos contiene una gt-trayectoria mono-

cromética de color azul, lo cual no puede ser pues sabemos que g =% t. Luego q¢ %" s.

Por lo tanto S < @), verificando la transitividad.

Por lo que <, efectivamente, es un orden parcial para la coleccién de todos los con-
juntos independientes por trayectoria monocromaticas de vértices de D.

Sea ¢ la familia de todos los conjuntos S no vacios e independientes por trayectorias
monocromaticas de vértices de D tal que S —"%° y implica que y —™"° S para todo
vértice y en V(D) \ S. Note que ¢ es no vacio, ya que existe un vértice v en D tal que
v —"9° r implica x —"%° v para todo x en V(D); de lo contrario, por el lema 2.0.2, pode-
mos encontrar una trayectoria infinita exterior monocromadtica. Por lo tanto, {v} estéd en ¢.

Afirmacion 2. p tiene un elemento maximal.

Para esto veamos que toda cadena en (¢, <) (subconjunto totalmente ordenado) tiene
una cota superior. Sea ¢ una cadena en (p, <), y definimos: N<(S) ={T" € (: S < T}
vy S® ={selJC:s €T paratoda T en N<(S) y para algun S en (}. Es decir, S
consiste de todos los vértices de D que pertenecen a todos los miembros de ¢ desde algun
punto en adelante.

Afirmacion 2.1 S* es no vacio.

Sean S en (y sen S.Si s ¢ S, existe un Sy en ¢ tal que S; > Sy s ¢ S;. Por lo
tanto, de la definicién de <, debe de haber un s; en S; tal que s %% s y 57 =4 g,
Sis; ¢ S, existe un Sy en ( tal que Sy > S1 v s1 ¢ Se. Por lo tanto, existe un sy en Sy
tal que s; =% 59 v 59 5% 5,. Se sigue del corolario 2.0.1 que s =%% 59 y 59 5% s,
Si s9 ¢ S°° podemos continuar, pero como D no tiene trayectorias infinitas exteriores

azules, el procedimiento es finito. Es decir, llegamos a un S,, en ( y un s,, en S,, tal que
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azul

s =l g 5, »%U sy 5 € 5% Por lo que S es no vacio.

Afirmacién 2.2 5° es cota superior de .

Demostraremos que S*° > S para todo S en (. Sean Sen ( y sen S. Si s € 5%,
entonces encontramos un vértice en S, el mismo s, tal que es igual a s. Si s ¢ 5, existe
un S en ¢ tal que S; > Sy s ¢ S;. Por lo tanto, debe de haber un s; en S; tal que
s =0l 51y 5 »%U 5 Sji 5, € S, entonces ya encontramos un vértice en S tal que
s —*ul g1 v g1 w9l 5 Si s ¢ S existe un Sy en ¢ tal que Sy > S y 51 € S,. Por lo

tanto, existe un sy en Sy tal que s; =% 55 y 59 =% 5,. Se sigue, dado que s —

y 51 »%U s por el corolario 2.0.1 que s =% s, y 59 -5 5. Si 55 ¢ S podemos

continuar, pero como D no tiene trayectorias infinitas exteriores azules, el procedimiento
es finito. Es decir, llegamos a un S,, en ¢ y un s,, en S, tal que s =-%% s, 5, %" 5y
s, € 5. Por lo que S*° > § para todo S en (, demostrando asi que S es cota superior

de C.

azul S1

Afirmacién 3. 5 es independiente por trayectorias monocromaticas.

Sean s y t en S°°. Supongamos que S y T son elementos de ( tales que s € S, t €T,
s € U para toda U en N<(S) y t € W para toda W en N<(T). Por otro lado, dado que
( es una cadena, supongamos sin pérdida de generalidad que S < T, lo que implica que
T € N<(S). Entonces s € T', y como T es independiente por trayectorias monocrométicas
no existen trayectorias monocromaticas entre s y t. Asi, S* es independiente por trayec-
torias monocromaticas.

Afirmacion 4. 5 € ¢.

Supongamos que existen s en S® y y en V(D) \ S tales que s —"%° y. Sea S en
¢ tal que s € S. Luego, por la definicion de ¢ hay un ¢t en S tal que y —™"° t. Si
t € S, entonces acabamos. Si ¢t ¢ S, entonces en particular ¢ # s. Luego y —»"%° ¢
(pues S es independiente por trayectorias monocromadticas y s —"%° y), por lo que si
y —"9° ¢ podrfamos encontrar un st-camino rojo que contendria una st-trayectoria roja
entre dos elementos de S, lo cual no es posible pues S es independiente por trayectorias
monocromaticas. Asi, y =% t, y como S® > S existe un t* en S™ tal que t —*ul ¢
Por lo tanto, la unién de una yt-trayectoria azul y una tt°°-trayectoria azul contiene una
yt>°- trayectoria azul, por lo que y —%% S mostrando que S™ € .

Por lo tanto, probamos que toda cadena en (p, <) tiene una cota superior en ¢ y por
el lema de Zorn, (¢, <) contiene un elemento maximal.

Sea S un elemento maximal de (p, <).
Afirmacion 5. S es un nucleo por trayectorias monocromaticas.

Dado que S es un conjunto independiente por trayectorias monocromaticas, por estar
en o, basta probar que S es un conjunto absorbente por trayectorias monocromaticas.
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Supongamos, por el contrario, que B = {z € V(D) \ S : z -»™" S} £ ().
Afirmacién 5.1 Existe un vértice z en B tal que para todo y en B, si x —"%° y, entonces
y —"090 g,

r0j0 rojo

De lo contrario, para todo x en B existe un vértice y en B tal que x —"7° yy y »"9° z.
Por lo tanto, para un z; en B existe un vértice x4 en B tal que x1 —"%° x5 y 29 »"%° 1.
Luego, para un z en B existe un vértice z3 en B tal que x5 —"%° 23y x5 »"%° 24. De esta
forma, dado z,, en B existe un vértice z,,.1 en B tal que x, —"° Ty 11 Y Tpy1 = T
Por lo tanto, la sucesion (x,,),eny cumple las condiciones del lema 2.0.2 y se sigue de esto
que D contendria una trayectoria infinita exterior monocromatica de color rojo, lo cual
no puede ser pues D no contiene trayectorias infinitas exteriores monocromaticas.

Por lo tanto, existe un vértice x en B tal que para todo y en B, si x —"%° y, entonces
y _>7’OJO T.

T0j0

Notemos que S —-"9° g, ya que si S —"%7° z, entonces x —"°"° S, por el hecho de que
S € ¢, lo cual no puede ser pues por hipétesis x -»""° S.

Sea T ={te S :t-»>l g} asl (siT #S5)S—T —* g Entonces T U {z}
es independiente por trayectorias monocrométicas pues 1" C S, © =™ § T —»o=ul g
y S -»™° g Ademds, T U {x} > S pues para todo s en S se tiene que s € T o si
s & T, entonces existe t en T tal que t —*% z y, dado que z »™"° S, gz —»2u ¢,
Por la maximalidad de S se tiene que T'U {z} no estd en ; es decir, hay un vértice
y en V(D) \ (T U{z}) tal que T U {z} —="° y y y -»"" T U {x}. Notemos que
T U {x} —"7° y implica que y ¢ S pues T' C S, S es un conjunto independiente por
trayectorias monocrométicas y x - S. Si T" —"9° 4 entonces S —"%° y (dado que
T CS),y sesigue de la definicién de ¢ y de y -»""° T'U{x} que y =" S —T. Luego
y "% S — T, porque T —"° y y S es independiente por trayectorias monocromaticas.
Por otro lado, y »%* S—T porque S—T —**" gy y %% z. Por lo tanto, y ™" S—T,
lo cual contradice que y —™°"° S—T. Asi, debe ocurrir que x —"%7° y. Ahora, de z —"%° y
y & —»"%9° S se deduce que y »"%° S. Luego, y »%% S porque S —T =% vy -»%% .
Por lo tanto, y ™" S. Dado que y =" x v y -»"%° x, esto contradice la eleccién de
x. Asi, S es nicleo por trayectorias monocromaticas. ]

Corolario 2.0.4. 5@ D1 y Dy son dos digraficas finitas y transitivas, entonces Dy U Dy
es nucleo perfecta.

Demostracion. Sea H una subdigrafica inducida de D; U Dy. Veamos que H tiene nicleo.
Para (x,y) en A(H) damos la siguiente coloracién: (z,y) es de color azul si (z,y) € A(D;)
o (z,y) es de color rojo si (z,y) € A(Ds) \ A(D1).

Luego, por el teorema 2.0.3, sabemos que H tiene un nicleo por trayectorias monocromati-
cas, digamos V.

Veamos que N es nucleo de H.
N es un conjunto independiente pues de existir una flecha entre dos vértices de N, esto
seria una trayectoria monocromatica, de longitud uno, lo cual no puede ser pues N es
independiente por trayectorias monocromaticas en H.
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N es absorbente ya que para todo xz en V(H) \ S, al ser N niicleo por trayectorias mono-
cromaticas de H, existe un vértice y en N tal que existe una trayectoria monocromatica
de = hacia y en H, digamos (z,z1,...,y), que sin pérdida de generalidad supondremos es
de color azul. De esto se sigue que todas las flechas de la trayectoria estan contenidas en
D;. Dado que Dy es transitiva y {(z, z1), (z1,22)} C A(D), se tiene que (z,x3) € A(Dy).
De la misma manera, {(z,zs), (z2,23)} C A(D;) implica que (x,x3) € A(D;). Siguiendo
con este precedimiento podemos afirmar que (z,y) € A(D;) y a su vez en H, pues H es
una subdigrafica inducida de D; U Dy. Por lo tanto, /N es un conjunto absorbente en H.

Asi1, dado que H tiene ntucleo, podemos concluir que D; U Dy es nticleo perfecta.
]
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Capitulo 3

Condiciones suficientes para asegurar
que la unién de dos digraficas nucleo
perfectas finitas sea ntucleo perfecta.

Como mencionamos en el capitulo anterior, el trabajo realizado por Sands, Sauer y
Woodrow inspiro al estudio de condiciones suficientes para garantizar que la uniéon de dos
digraficas sea nucleo perfecta. Algunos de estos trabajos son “Kernels in quasi-transitive
digraphs”[8] y “Kernels in pretransitive digraphs”[7] por Hortensia Galeana Sanchez y
Rocio Rojas Monroy, donde presentan los dos siguientes resultados:

Teorema 3.0.1. (/8/) Sea D una digrdfica tal que D = Dy U Dy (posiblemente A(Dy) N
A(Dy) # 0), donde Dy es una subdigrdfica quasitransitiva de D que no contiene trayec-
tortas infinitas exteriores asimétricas. Si todo ciclo de longitud tres contenido en D tiene
al menos dos flechas simétricas, entonces D es una digrafica nicleo perfecta.

Teorema 3.0.2. ([7]) Sea D una digrifica tal que D = Dy U Dy (posiblemente A(D1) N
A(D3) # 0), donde Dy es una subdigrdfica pretransitiva derecha de D y Do es una sub-
digrdfica pretransitiva izquierda de D y D; no contiene trayectorias infinitas exteriores
para i € {1,2}. Entonces D es una digrdfica nicleo perfecta.

En el corolario 2.0.4 vimos que la unién de dos digraficas finitas transitivas es ntucleo
perfecta y en la proposiciéon 1.0.6 vimos que toda digrafica transitiva es nicleo perfecta,
por lo que es natural preguntarnos si la uniéon de dos digraficas finitas nuicleo perfectas
siempre resulta ser una digrafica nicleo perfecta y la respuesta es no necesariamente.

En el siguiente ejemplo vemos dos digraficas, D, y Ds, sin ciclos de longitud impar.
De la proposicion 1.0.9 sabemos que ambas son nucleo perfectas.
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Figura 3.1: Digraficas D1 y Do

Ahora, si consideramos D; U Dy obtenemos la siguiente digrafica.

@

Figura 3.2: D1 U Dy
Donde D; U D5 no es nicleo perfecta, mas ain, D no tiene nicleo.

Eisto motivo a Hortensia Galeana Sanchez y a Mucuy-Kak Guevara a estudiar y encon-
trar condiciones suficientes para asegurar que la uniéon de dos digraficas nicleo perfectas
finitas sea nucleo perfecta. En este capitulo presentaremos el trabajo que desarrollaron en
el articulo “Union of digraphs which become kernel perfect”[6].

Solo en este capitulo, de ahora en adelante consideraremos que D es una digrafica finita.

Sean D una digrafica y F' un subconjunto de A(D). Un subconjunto S de V(D) es un
seminucleo de D médulo F' si cumple lo siguiente:
* S es un conjunto independiente en D.
k Para cada x en V(D) \ 5, si existe una Sz-flecha en A(D) \ F, entonces existe una

xS-flecha en A(D).

Notemos que cuando F' = (), un seminucleo de D médulo F' es un seminicleo de D.

Note que todo niucleo S de una digrafica D es semintdcleo no vacio moédulo F' de D
para cualquier F' subconjunto de A(D); ya que para cualquier vértice z en V(D) \ 5,
exista 0 no una Sz — flecha en A(D) \ F, siempre existe una zS — flecha en A(D) por
ser S absorbente. Asi, S es un semintcleo no vacio médulo F' de D.
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Teorema 3.0.3. (/6/) Sean D una digrdfica y Dy una subdigrdfica de D tal que cada ciclo
contentdo en Dy tiene al menos una flecha simétrica en D.

Supongamos que ¢ = {S C V(D) : S es un seminticleo no vacio médulo A(D;) de D}
es un conjunto no vacio, y definamos la digrdfica D. como sigue:
V(D) =¢ y (S1,9) € A(D.) siy solo si para cada vértice x en Sy eziste un vértice y en
Sy tal que x =y o (x,y) € A(D1) y no hay ySi-flecha en D. Entonces la digrdfica D, es
aciclica.

Demostracion. Procedemos a probar por contradiccion. Supongamos que D, tiene un ci-
clo de longitud al menos dos, digamos v = (Sy, St1, - - ., Sm, So) (indices tomados mddulo
m+ 1).

Afirmacion 1. Existe i en {0,1,...,m} tal que S; no es subconjunto de S;.;.
Procediendo por contradiccion, supongamos que para todo i en {0, 1,...,m} se tiene que
S; € Sit1. Entonces, S € 51 C ... C 5, C Sy y por lo tanto, S; = S; para todo ¢ # 7,
lo cual contradice que v es un ciclo de longitud al menos dos.

Considere ig = min{i : S; € Si41}. Dado que S;;, € Si 41, se tiene que existe x;,
en S;, tal que x;, ¢ S;,+1. Como (S;,,Si,+1) € A(D.), entonces se sigue de la definicion
de D, que para x;, existe x;,41 en S;,41 tal que (z;,, ;1) € A(D;1) y no existe una
r;,119;,-flecha en D (en particular (z;,,1,x;,) ¢ A(D)). Observemos que x;,.1 no per-
tenece a S;, ya que x;, € Sy, (T4, Tigr1) € A(D) y S;, es un conjunto independiente en D.

Por otro lado sea iy = min{i : ¢ > ig + 1 y z441 ¢ S;} (donde ¢ es tomado mddu-
lo m + 1); es decir, i; es el primer indice después de ig + 1 tal que x;,,1 no pertenece
a S;. Tal indice existe por que ;11 ¢ ;. Como x;,4+1 € S;,—1 (por eleccién de i),
Tior1 € Sy v (55,-1,5,) € A(D,.), entonces se sigue de la definicién de D. que para
T;, .1 existe x;, € S;, tal que (4,41, 7;,) € A(D;1) y no existe una x;,.5;, 1 — flecha en
D (en particular (z;,,x4+1) ¢ A(D)). Observemos que S;, # S;, va que si S;, = S,
entonces (T;,11, ;) €s una x;,19;,-flecha en D (recordemos que x;; es un elemento de
S;, que estamos suponiendo es igual a S;,) lo cual sabemos no puede existir. Ademés
x;, & Si—1 porque x;,11 € Si_1, (Tia1,74) € A(D1) ¥y Si;—1 es un conjunto inde-
pendiente en D. Sea iy = min{i : i > iy y x;; ¢ S;} (donde i es tomado mddulo
m + 1); es decir, iy es el primer indice después de i; tal que x;, no pertenece a S,.
Tal indice existe porque z;; ¢ S;;_1. Como z;; € S;,_1 (por eleccién de is), x;;, ¢ S,
v (Si,-1,5:,) € A(D.), entonces se sigue de la definicién de D, que para z;, existe
x;,, € S, tal que (x;,z;,) € A(D;y) y no existe una x;,5;,_1 — flecha en D (en parti-
cular (z;,,x;,) ¢ A(D)). Observemos que S;, # S;;_1 ya que si S;, = S;,_1, entonces
(x4, x;,) €s una x;,.S;, _1-flecha en D (recuerde que z;, es un elemento de S;, que estamos
suponiendo es igual a S;,_1) lo cual sabemos no puede existir. Ademas z;, ¢ S;,_1 porque
Ty, € Si, 1, (T4, 1) € A(D1) v Si,—1 es un conjunto independiente en D. Continuando
de esta manera obtenemos una sucesién de vértices (z;,, Ti11, Tiys Tin, - --) de D tal que
{(@ig, Tig+1)s (Tiot15 @iy ), (@iy, Tig )5 - -+ (@4, Ty, )} © A(D1), con | > 1. Dado que D es fini-
to, existe algun iy tal que w; = wx; , para algin j > 0. Por lo tanto,
(T i 1> Tig gy - - - » Tiyy; = Tyy,) €8 un ciclo asimétrico contenido en Dy, contradiciendo la
hipétesis. Consecuentemente, la digrafica D. es aciclica. ]
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De aqui en adelante consideraremos D; y D, subdigraficas generadoras de D, tales
que {A(Dy), A(D2)} es una particion de A(D).

Diremos que una digrafica D tiene la propiedad P; si siempre que:

1. Exista una trayectoria de longitud tres, (x1,x2,%3,74), tal que
{(z1, 22), (w2, 23)} C A(D2) v (x3,24) € A(D;) implica que al menos una de las si-
guientes condiciones se cumple: {(x1,23), (x4, 23)} N A(Dy)  # 0 o
{(x1,24), (22, 21), (T2, 24), (x3,21), (x4, 21)} NA(D) # () (ver figura 1).

Posibles Flechas.

Trayectoria.
® ~@- ~————@
X Ty Ty iy

2. Sisiempre que exista un ciclo de longitud tres, (y1, 2, ¥3, ¥1), con {(y1, ¥2), (y2,y3)} C
A(Ds) y (y3,91) € A(D1), implica que (y2,y1) € A(D) (ver figura 2).

Teorema 3.0.4. (/6/) Sean D una digrdfica, D1 una subdigrdfica generadora de D tal que
todo ciclo en D tiene al menos una flecha simétrica en Dy y Dy una subdigrafica nicleo
perfecta de D. Si D tiene la propiedad P;, entonces toda subdigrdfica inducida H de D
tiene un seminicleo no vacio médulo A(Dy) N A(H).

Demostracion. Sea H una subdigrafica inducida de D. Como Ds[V (H)] es una subdigrafi-
ca inducida de Dy y Ds es nicleo perfecta, entonces Do[V(H)] tiene un nicleo K. Si
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A(D1) NA(D[K]) = 0, entonces K es un conjunto independiente en D, pues resulta que
en K no hay flechas de Dy ni de D (porque K es un conjunto independiente en D).
Por otro lado, K es absorbente ya que D, es una subdigrafica generadora de D. Por lo
tanto, K es un nucleo de H, lo que implica que en particular, K es un semintcleo no

vacio médulo A(Dy) N A(H).

Supongamos que A(D1) N A(D[K]) # 0, entonces T' = {u € K : existe ulK — flecha}
es un conjunto no vacio y K \ T es un conjunto independiente en H por definicién de T,
Sea 7 ={v € T : para toda wen K\ T, (v,u) ¢ A(D)}. Consideremos dos casos sobre 7.

Caso 1. 7 = ().

En este caso afirmamos que K \ T es un semintcleo médulo A(H) N A(D;) de H.

Por la definicién de T, se tiene que K \T es independiente en D, en paticular en H. Por
lo tanto, solo resta demostrar que si existe una (K \ T')y-flecha en A(H)\ (A(H)NA(Dy)),
para algun y en V(H) \ (K \ T, entonces existe una y(K \ T')-flecha en A(H).

Seayen V(H)\ (K\T) tal que existe una (K \ T)y-flecha en A(H)\ (A(H)NA(Dy)).
Sea x en K \ T tal que (x,y) € A(Ds) (porque (A(H) \ (A(H) N A(Dy))) C A(D,)).
Notemos que las flechas entre los vértices de K estan contenidas en D;, pues K es inde-

pendiente en Dy[V (H)].

Por otro lado, y no puede estar en T'; ya que de ser asi, la existencia de (z,y) en A(D-)
implicaria que x estd en T', contradiciendo la eleccion de x. Por lo tanto, y € V(H) \ K.

Como K es nucleo de Dy[V (H)], existe una yK-flecha en D,[V (H)], digamos (y, z).

Si z € (K\T), entonces acabamos.
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Figura 3.3: z € (K \T)

De otra manera, z € T implica que existe una zw-flecha, con w € K \T (porque 7 = ()
y por definicién de T'). Dado que {z,w} C K tenemos que (z,w) € A(D;). Si w # =,
entonces la trayectoria (z,y, z,w), con {(x,y), (y,2)} C A(D3) vy (z,w) € A(D;), por la
propiedad P, satisface una de las siguientes condiciones: {(x, z), (w,2)} N A(D3) # 0 o
{(z,w),(y,z), (y,w),(z,2), (w,z)} N A(D) # (). Como las flechas entre los vértices de K
estan en Dy y {x,z,w} C K, entonces (z,z) y (w, z) no estan en A(D). Luego, por la
definicién de T, y dado que {z,w} C K \ T, tenemos que (x,w) y (w,z) no estan en
A(D). Si (y,x) o (y,w) estan en A(D), entonces existe una y(K \ T')-flecha y habremos
acabado.

Figura3.4: ze T, w#zy (y,z) o (y,w) en A(D)

Si (z,x) estd en A(D), entonces encontramos un ciclo de longitud tres, a saber (z,y, z, x),
con {(z,y),(y,2)} C A(D2) y (z,2) € A(D;), por lo que la propiedad P; implica que
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(y,x) € A(D) y habremos concluido.

Figura 3.5: z € T, w # x y (z,2) en A(D)

Si w = x, entonces ya demostramos que la existencia del ciclo de longitud tres
(x,y, z,x) implica que (y,x) € A(D).

D,[V(H)] D,

Figura 3.6: zeTyw==x
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Caso 2.7 # ).

Observemos que como D; cumple las condiciones del teorema 1.0.5 y DI[r| es una
subdigrafica inducida en D; (dado que 7 C K y K es independiente en Dy[V (H)]), se
tiene que D|7]| tiene un nicleo Ny. Afirmamos que NoU (K \ T') es un seminticleo médulo
A(D;)NA(H) de H.

Veamos que Ny U (K \ T') es independiente en H. N es independiente en H pues Ny
es nicleo de D|r]. Por otro lado, recordemos que (K \ T') es independiente en H. Por
lo tanto, solo resta demostrar que no existen No(K \ T)-flechas ni (K \ T') Ny-flechas en
H. Por la definicién de 7, no existen No(K \ T')-flechas en H. Por la definicién de T, no
existen (K \ T)No-flechas en H. Por lo tanto, Ny U (K \ T') es independiente en H.

Ahora veamos que si existe una (No U (K \ T'))y-flecha en A(H) \ (A(H) N A(Dy)),
para algin y en V(H) \ (No U (K \ T)), entonces existe una y(Ng U (K \ T'))-flecha en
A(H). Sea (x,y) en A(Dy) conx € NgU(K\T)yy e V(H)\(NoU(K\T)). Observemos
que como Ny y K \ T son subconjuntos de K, entonces = € K, lo que implica que y esta
en V(H) \ K ya que todas las flechas entre los vértices de K estdan en D;. Luego, como
K es nicleo de Dy|V (H)], existe una yK-flecha, digamos (y, z), en Ds.

Si z estd en NoU (K \ T), entonces terminamos. Si z estd en K \ (NoU (K \ T)), entonces
consideremos dos casos sobre x.

Caso 2.1 x esta en K\ T.

Si z € 7\ Ny, entonces dado que Ny es nicleo de D]7], existe un vértice w en Ny tal
que (z,w) € A(D;). Como (z,y, z,w) es una trayectoria con {(z,y),(y,2)} C A(Ds) y
(z,w) € A(D;), dado que D cumple la propiedad P;, una de las siguientes condiciones se
cumple: {(z, 2), (w, 2)} N A(Dsy) # 0 o {(z,w), (y,x), (y,w), (z,x), (w,z)} N A(D) # 0.
Como K es independiente en Dy y {z,z,w} C K, entonces (z,z) ¢ A(Ds) y
(w, z) ¢ A(D3). Como z estd en K \ T, entonces por la definicién de T, (z,w) ¢ A(D).
Por otro lado, dado que {w,z} C 7, se sigue de la definicién de 7 que (w,z) ¢ A(D) y
(z,z) ¢ A(D). Por lo tanto, (y,z) o (y,w) estan en A(D) y en ambos casos acabamos.
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Figura 3.7 x en K\T,ze€ 17\ Noy (y,z) o (y,w) en A(D)

Si z € T\ 7, entonces existe un vértice w en K \ T tal que (z,w) € A(D;). Si w # «x,
entonces (z,y, z,w) es una trayectoria con {(z,y), (y,2)} € A(D2) y (z,w) € A(D;). Se
sigue de la propiedad P; que dicha trayectoria cumple una de las siguientes condiciones:

{(z,2), (w, 2)} NA(D2) # 0 0 {(z, w), (y, ), (y, w), (,2), (w,2)} N A(D) # 0.

Dado que {z,z,w} C K y K es independiente en D,[V(H)] se tiene que (z,z) ¢
A(Dy) y (w,z) ¢ A(D3). Dado que {z,w} C K \ T, por definicién de T, tenemos que
(x,w) ¢ A(D) y (w,z) ¢ A(D). Como {z,w} C K \ T, entonces si (y,z) € A(D) o
(y,w) € A(D), terminamos.

Figura3.8: ze T\ 1,w#zy (y,x) € A(D) o (y,w) € A(D)

Si (z,z) estda en A(D), entonces encontramos un ciclo de longitud tres (z,y, 2, x), con
{(z,y),(y,2)} C A(Ds) vy (z,z) € A(Dy), lo que implica que (y,z) € A(D) y acabamos.
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Figura 3.9: ze T\ 1, w#z y (2,z) € A(D)

Si w = x, entonces ya demostramos que para el ciclo de longitud tres (z,¥, z, x), con
{(z,9),(y,2)} € A(Ds) y (2,2) € A(Dy), se cumple que (y,z) € A(D) y habremos fina-
lizado.

D,[V(H)] D,

Figura 3.10: ze T\ 7, w=zy (y,x) € A(D) o (y,w) € A(D)

40



Caso 2.2 x € N,.

Si z € T\ 7, entonces por definicién de 7, existe w en K \ T tal que (z,w) € A(D,)
. Luego (z,y,z,w) es una trayectoria de longitud tres con {(z,v),(y,2)} C A(Dsy) y
(z,7) € A(D1). Dado que D cumple la propiedad P;, una de las siguientes condiciones se

cumple: {(z, 2), (w, 2)} N A(D2) # 0 o {(x, w), (y, ), (y, w), (2, ), (w,2)} N A(D) # 0.

Como K es independiente en Dy y {z,z,w} C K, entonces (z,z) ¢ A(D3) y
(w,z) ¢ A(Ds). Puesto que x € 7y w ¢ 7, entonces se sigue de la definicién de 7
que (z,w) ¢ A(D). Por otro lado, dado que w estda en K \ T, se sigue de la definicién de
T que (w,x) ¢ A(D). Si (y,z) o (y,w) estan en A(D), entonces terminamos en ambos
casos yaque x € Ngyw € K\ T.

D,/V(H)]

Figura 3.11: z € T\ 7y (y,x) € A(D) o (y,w) € A(D)

Si (z,7) estd en A(D), entonces encontramos el ciclo de longitud tres (z,y, 2, x), con
{(z,9), (y,2)} € A(D2) y (z,2) € A(D1), lo que implica que (y,z) € A(D) y habremos
terminado.
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Figura 3.12: z € T\ 7y (z,2) en A(D)

Si z estd en 7\ Ny, entonces dado que Ny es nucleo de D|7|, existe w en Ny, tal
que (z,w) estd en A(Dq). Si w # x, entonces encontramos la trayectoria (z,y, z,w), con
{(z,v),(y,2)} C A(Ds) v (z,w) € A(D;). Dado que D cumple la propiedad P; tene-
mos que alguna de las siguientes condiciones se cumple: {(z,z), (w,2)} N A(D3) # 0 o

{(z,w), (y, 2), (y, w), (2, ), (w, )} VA(D) # 0.

Puesto que {x, z,w} C K, se tiene que (x,2) ¢ A(Ds) y (w, z) ¢ A(D5). Dado que Ny
es independiente en H y {x,w} C Ny, se tiene que (z,w) ¢ A(D) y (w,z) ¢ A(D). Por
otro lado, si (y,x) o (y,w) estan en A(D), entonces habremos acabado.

Figura 3.13: z€ 7\ No, w #z y (y,x) o (y,w) en A(D)

Si (z,7) € A(D), entonces encontramos el ciclo de longitud tres (z,y,z,x), con
{(z,y),(y,2)} € A(Ds2) vy (2,2) € A(D;). Por lo tanto, se sigue de la propiedad P,
que (y,z) € A(D) y habremos acabado.
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Figura 3.14: z € 7\ No, w # z y (2,2) en A(D)

Si w = x, entonces ya demostramos que para el ciclo de longitud tres (z,y, 2, x), con
{(z,y),(y,2)} € A(Ds) v (z,2) € A(Dy), se cumple que (y,z) € A(D) y habremos aca-
bado.

Figura 3.15: z € T\ Ngy w =z

De esta manera hemos probado que NgU(K\T') es un semintcleo médulo A(Dy)NA(H)
de H.
[

Diremos que una digrafica D tiene la propiedad P5 si siempre que:

1. Exista una trayectoria de longitud tres, (z1,z2,x3, x4), tal que (x1,x2) € A(Ds) y
(x3,x4) € A(D;) implica que al menos una de las siguientes condiciones se cumple:

{(x1,23), (x4, 23)} N A(Dsy) £ 0 o
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{(z1,4), (22, 71), (T2, 74), (73, 1), (24, 71)} N A(D) # 0.

Posibles Flechas.

Trayectoria.
® @ o— @
Z Ly Ls :Bf

2. Si siempre que exista un ciclo de longitud tres, (y1,¥2,¥s,v1), con (y1,y2) € A(D-)
v (y3,41) € A(Dy), implica que (y2,y1) € A(D).

A continuacion se presentard el teorema principal del articulo “Union of digraphs
which become kernel perfect”de Hortensia Galeana Sanchez y Mucuy-kak Guevara.

Teorema 3.0.5. (/6/) Sean D una digrdfica, Dy una subdigrifica generadora de D tal que
todo ciclo en Dy tiene al menos una flecha simétrica en Dy y Dy una subdigrdfica nicleo
perfecta de D. Si D tiene la propiedad P», entonces D es nicleo perfecta.

Demostracion. Notemos primero que toda subdigrafica inducida H de D, tal que
AH)N A(Dy) # 0y A(H) N A(Ds) # 0, hereda la propiedad P, utilizando la par-
ticion {A(H) N A(Dy), A(H) N A(D3)}, donde claramente A(H) N A(D;) C A(D;) y
A(H) N A(D9) C A(D5). Por lo tanto, basta probar que D tiene niicleo para poder afir-
mar que D es nucleo perfecta.

Dado el teorema 3.0.4, sabemos que D tiene un seminticleo médulo A(D;) (dado que D
es una subdigrafica inducida de D misma), por consiguiente
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¢ = {S C V(D) : S es un semintcleo no vacio médulo A(Dy) de D} # 0 lo que
implica, por el lema 3.0.3, que la digrafica D, es aciclica.

Sea Sy en V(D) tal que dj, (Sp) = 0 (S existe por el teorema 0.0.1).
Afirmacion 1. S; es nucleo de D.

Como Sp es un conjunto independiente en D, basta probar que Sy es absorbente en
D. Supongamos, para llegar a una contradiccién, que Sy no es absorbente en D. Sean
X ={x € V(D) \ Sy : no existe una xSy — flecha en D} y Ny un seminticleo médulo
A(Dy) N A(D[X]) de D[X] (Vg existe por el teorema 3.0.4).

SeaT = {x € Sy : existe (x,y) en A(Dy) para algin y en Ny}. Veamos que (So\T)UNy
pertenece a D..

Afirmacién 1.1. (Sp \ 7)) U Ny es independiente en D.

Puesto que Ny y Sp \ T son conjuntos independientes en D, basta probar que no exis-
ten (S \ T') Ng-flechas en D ni Ny(Sy \ T')-flechas en D. Por la definicién de T" no existen
(So \ T') No-flechas en A(D;), por otro lado, por la definicién de X y por el hecho de que
So es un semintcleo médulo A(D;) de D se tiene que no existen (S \ 1')No-flechas en
A(Dy). Luego, por la definicién de X no existen Ny(Sy \ T')-flechas en D.

Afirmacién 1.2 Si existe (z,y) en A(Dy) con =z € (So \ T) U Ny y
y e V(D) \ ((So \T)U Ny), entonces existe una y((Sg \ 7') U Ny)-flecha en D.

Sea (z,y) en A(Dsy) con x € (So\T)UNgyy € V(D)\ ((So\T)UNp). Consideremos
dos casos sobre x.

Caso 1. z estd en Sy \ 7T

En este caso y € V(D) \ (SoU X); ya que y no puede estar en T, pues Sy es indepen-
diente en D, y y no puede estar en X \ Ny por la definicién de X y por el hecho de que
Sy es un seminticleo médulo A(D;) de D. Como Sy es un seminticleo médulo A(D;) en
D, existe una ySy-flecha, digamos (y, z), en A(D). Si z estd en Sy \ T', habremos acabado.
En otro caso, z € T implica, por la definicion de T, que existe (z,w) en A(D;), con
w € Ny. Luego la trayectoria (z,y, z,w), con (z,y) € A(D3) y (z,w) € A(D;) implica,
dado que D tiene la propiedad P, que se cumple alguna de las siguientes condiciones:
{(z,2), (w,2)} NA(D2) # 0 o {(z,w), (y,2), (y,w), (2,2), (w,x)} N A(D) # 0. Dado que
So es un conjunto independiente en D y {x,z} C Sy, se tiene que (x,2) ¢ A(Ds) y
(z,2) ¢ A(D). Por la definicion de X y dado que {z, z} C Sy, se tiene que (w, z) ¢ A(D-)
v (w,z) ¢ A(D). Como (Sp\T)UNy es independiente en D, se tiene que (z,w) ¢ A(D). Por
lo tanto, (y,z) € A(D) o (y,w) € A(D), en ambos casos existe una y((So\7T)U Ny)-flecha.

Caso 2. z € N,.
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En este caso consideraremos dos casos sobre y.
Caso 2.1 y € X \ Np.

En este caso, por ser Ny un semintcleo médulo A(D;) N A(D|[X]) en D[X], existe una
yNo-flecha en D[X], lo que implica que existe una y((Sy \ T') U Ny)-flecha en D.

Caso 2.2y € V(D) \ (X USp).

Por la definicién de X, y es absorbido por Sy. Si hay una y(Sy \ T')-flecha en D habre-
mos acabado. En otro caso, sea z en T tal que (y, z) € A(D); luego, por la definicién de T,
para z existe un w en Ny tal que (z,w) estd en A(D1). Si w # x, la trayectoria (x,y, z, w),
con (z,y) € A(Dy) v (z2,w) € A(D;), implica que se cumple alguna de las siguientes
condiciones: {(x, 2), (w,2)} N A(D3) # 0 o {(x,w), (y,x), (y,w), (z,x), (w,z)} N A(D) #
0. Por la definicion de X y dado que {x,w} C X, se tiene que (x,z) ¢ A(D3) y
(w,z) ¢ A(Dy). Dado que Ny es independiente en D y {x,w} C Ny, se tiene que
(w,z) ¢ A(D) y (x,w) & A(D). Si (y,z) € A(D) o (y,w) € A(D), entonces existe una
y((So \ T) U Ny)-flecha y habremos acabado. Si (z,z) estd en A(D), necesariamente
(z,x) € A(Dy), puesto que Sy es un semintcleo médulo A(Dy) de D, z € Sy y = € X.
Luego, el ciclo de longitud tres (z,y, z,z) es tal que (x,y) € A(D3) y (z,x) € A(D;); por
lo tanto, dado que D tiene la propiedad P, (y,x) € A(D), lo que implica que tenemos
una y((So \ T') U Ng)-flecha en D. Si w = z, entonces obtenemos el ciclo de longitud tres
(x,y,2,x), con (z,y) € A(D2) y (2,2) € A(D;), por lo probado anteriormente se concluye
que existe una y((So \ 1) U Ny)-flecha.

Por lo tanto, (So \ T') U Ny estd en D..

Por otro lado, por la definicién de X y T, se tiene que (Sy, ((So \ T) U Ny)) € A(D,),
lo cual es una contradiccion, ya que por elecciéon de So, dgg(So) = 0. Por lo tanto, Sy es

un nucleo de D.
]

En el articulo “Union of digraphs which become kernel perfect”de Hortensia Galeana
Sanchez y Mucuy-kak Guevara, se asegura que si D; es una digrafica transitiva o pre-
transitiva derecha y D, es una digrafica transitiva o pretransitiva izquierda, entonces D
satisface la propiedad P, respecto a las trayectorias de longitud tres. Como resultado de
esta afirmacion, ellas deducen del teorema 3.0.5 lo siguiente:

Corolario 3.0.6. Sean D una digrdafica, Dy y Dy subdigrdaficas generadoras de D tal que
{A(Dy), A(D2)} es una particion de A(D), donde Dy es transitiva o pretransitiva derecha
y Doy es transitiva o pretransitiva izquierda. Sv D cumple la propiedad Ps, respecto a los
ciclos de longitud tres, entonces D es nicleo perfecta.

Lo que encontramos es que si [ es pretransitiva derecha y Dy es transitiva o pre-
transitiva izquierda, la propiedad P, respecto a las trayectorias de longitud tres, no
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se cumple. En la figura 3 observamos a una digrafica D = D; U Dy, con V(D) =
{z1, 29, 23,24}, A(D1) = {(22,73), (73, 74), (T4, 73)}, V(D2) = {71, 22,23, 24} y A(D2) =
{(z1,22)}. Notemos que {A(D;), A(D3)} es una particiéon de A(D), donde Dy es pre-
transitiva izquierda (en particular Dj es transitiva) y D; es pretransitiva derecha. Luego,
se tiene la trayectoria (z1, %2, x3,24), con (x1,22) € A(Ds) y (x3,24) € A(D;); pero

{(xh $3)7 ('CC47 CCS)} ﬂA(D2> - @ y {<$1, $4)7 <:C27 :Cl)a (x27 m4)7 <$37 $1>7 (5647 $1)} OA(D) — @
Por lo tanto, D no cumple la propiedad P, respecto a las trayectorias de longitud tres.

D,

Figura 3.16: D = Dy U Dy

Por otro lado, si D es transitiva y D, es transitiva o pretransitiva izquierda, entonces
D si satisface la propiedad P, respecto a las trayectorias de longitud tres. Para probar es-
to tomamos una trayectoria (x1, za, 3, x4) en D, con (x1,x2) € A(Ds) v (x3,24) € A(D1)
y consideremos dos casos sobre (z, x3):

Caso 1. (z3,x3) esta en A(Dy).

En este caso, dado que D, es transitiva o pretransitiva izquierda, tenemos que
(31, 25) € A(Ds) 0 (w2, 21) € A(Ds), lo que implica que {(z1,75), (n4,75)} N A(Ds) # 0 0
bien {(z1,74), (T2, 71), (T2, ¥4), (¥3,71), (¥4, 71)} N A(D) # 0.

Caso 2. (z9,x3) estd en A(D).

En este caso, dado que D; es transitiva, tenemos que (x2,x4) € A(D1), lo que implica

que {(x1,x4), (2, 21), (X2, x4), (x3, 1), (x4, 21)} N A(D) # 0.

Por lo tanto, si D, es transitiva y D, es transitiva o pretransitiva izquierda, entonces
D satisface la propiedad Ps, respecto a las trayectorias de longitud tres. Por lo que el
corolario 3.0.6 se puede reformular de la siguiente manera:

Sean D una digrafica, Dy y Dy subdigraficas generadoras de D tal que {A(D;), A(D3)}
es una particion de A(D), donde D; es transitiva y Dy es transitiva o pretransitiva iz-
quierda. Si D cumple la propiedad P, respecto a los ciclos de longitud tres, entonces D
es nucleo perfecta.
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Capitulo 4

Digraficas infinitas: ;Cuando la
union de una digrafica nucleo
perfecta y otra digrafica resulta ser
nucleo perfecta?

En el capitulo anterior estudiamos el teorema 3.0.5 del articulo “Union of digraphs
which become kernel perfect”, de Hortensia Galeana Sanchez y Mucuy-kak Guevara que
nos dice lo siguiente:

Sean D una digrafica, D, una subdigrafica generadora de D tal que todo ciclo en D,
tiene al menos una flecha simétrica en Dy y Dy una subdigréfica nicleo perfecta de D. Si
D tiene la propiedad P, entonces D es ntucleo perfecta.

Es importante notar que este resultado es para digraficas finitas. A continuacién vere-
mos un ejemplo de una digréfica infinita D que cumple con todas las hipétesis del teorema

3.0.5 y sin embargo D no es nucleo perfecta, mas aun, D no tiene ntcleo.

Sean D#, Dy y D, digréficas tales que V(D#) = N, A(D%) = {(z,y) : = < y},
V(D1) = V(D¥), A(Dy) = A(D?), V(Dy) = V(D) y A(D2) = 0.

Figura 4.1: Digréfica D¥

Notemos que D no tiene ciclos, por lo cual D; cumple por vacuidad la propiedad
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requerida en el teorema 3.0.5. Por otro lado, Dy es nucleo perfecta pues dada cualquier
subdigréfica inducida B de Dy, V(B) es un ntcleo de B.

De igual forma podemos ver que D cumple con la propiedad P, pues, por la defini-
ciéon de D, no contiene ciclos ni trayectorias del estilo (1, 9, x3,x4) con (x1,x2) € A(D>)
v (x3,74) € A(D1) (recuerde que en este caso todas las flechas estan contenidas en A(Dy)).

Luego, D no tiene nicleo ya que cualquier subconjunto de V(D) con més de un vértice
no es independiente. Y cualquier subconjunto de V(D) con un vértice n no es absorbente,
pues no absorbe al vértice n + 1. Por lo tanto, D no tiene ntcleo.

El hecho anterior motiva este capitulo, donde veremos bajo qué condiciones se cumple
que la unién de una digrafica nicleo perfecta con otra digrafica resulta ser nicleo perfecta
en términos de digraficas infinitas.

El siguiente teorema es una generalizacién del teorema 3.0.4 que nos ayudara con el
teorema principal de este capitulo, donde afirmamos que si D es una digrafica, posible-
mente infinita, que es resultado de la unién de D; y Do, donde V(D) = V(Ds), D,
es una digrafica pretransitiva derecha sin trayectorias infinitas exteriores y Dy es una
digrafica nucleo perfecta de D y ademas D tiene la propiedad P con la caracteristica
extra que siempre que tengamos un ciclo C = (x1,x2,%3,21), con (r1,72) € A(Dsy) y
{(x2, z3), (x3,21)} € A(D;), tenemos que al menos (x, x3) es simétrica en D o (x3,x1) es
simétrica en D. Entonces D es nucleo perfecta.

Teorema 4.0.1. Sean D una digrdafica, posiblemente infinita, D1 y Do subdigrificas ge-
neradoras de D nicleo perfectas. St D tiene la propiedad Py, entonces toda subdigrdfica
inducida H de D tiene un semintcleo no vacio modulo A(Dy) N A(H).

Demostracion. Sea H una subdigrafica inducida de D. Como D,[V (H)] es una subdigrafi-
ca inducida de Dy y Dy es ntcleo perfecta, entonces DoV (H)| tiene un ntcleo K. Si
A(D1) N A(D[K]) = 0, entonces K es un conjunto independiente en D pues resulta que
en K no hay flechas de Dy ni de Dy (porque K es un conjunto independiente en D). Por
otro lado, K es un conjunto absorbente ya que D, es una subdigrafica generadora de D.
Por lo tanto, K es un ntucleo de H, lo que implica que en particular, K es un semintcleo

no vacio médulo A(Dy) N A(H).

Supongamos que A(D1)NA(D[K]) # 0. Entonces T = {u € K : existe uK — flecha}
es un conjunto no vacio y K \ T es un conjunto independiente en H por definicion de T
Sea 7 ={v € T : para toda wen K\ T, (v,u) ¢ A(D)}. Consideremos dos casos sobre 7.

Caso 1. 7 = ().

En este caso afirmamos que K \ T es un semintcleo médulo A(H) N A(D;) de H.

Por la definicién de T, se tiene que K \ T es un conjunto independiente en D, en
particular en H. Por lo tanto, solo resta demostrar que si existe una (K \ T")y-flecha en
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A(H)\ (A(H) N A(Dy)), para algin y en V(H) \ (K \ T), entonces existe una y(K \ T)-
flecha en A(H).

Seayen V(H)\ (K\T) tal que existe una (K \ T)y-flecha en A(H)\ (A(H)NA(Dy)).
Sea z en K \ T tal que (z,y) € A(D2) (porque (A(H)\ (A(H)NA(Dy))) € A(D3)). Note
que las flechas entre los vértices de K estan contenidas en D;, pues K es un conjunto
independiente en DoV (H)].

Notemos que y no puede estar en T'; ya que de ser asi, la existencia de (x,y) en A(D-)
implica que x estd en T, contradiciendo la eleccién de z. Por lo tanto, y € V(H) \ K.

Como K es nucleo de Dy[V (H)], existe una yK-flecha en D,[V (H)], digamos (y, z).

Si z € (K \T), entonces acabamos, ver figura 4.2.

Figura 4.2: z € (K \T)
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De otra manera, z € T implica que existe una zw-flecha, con w € K\T (porque 7 = )
y por definicién de T'). Dado que {z,w} C K tenemos que (z,w) € A(D;). Si w # =,
entonces la trayectoria (z,y, z,w), con {(x,y), (y,2)} C A(Ds3) v (z,w) € A(D;), por la
propiedad P;, satisface una de las siguientes condiciones: {(z, 2), (w,2)} N A(Ds) # 0 o
{(z,w), (y,x), (y,w), (z,z), (w,z)} N A(D) # (). Como las flechas entre los vértices de K
estan en Dy y {x,z,w} C K, entonces (z,z) y (w, z) no estan en A(D;). Luego, por la
definicion de T, y dado que {x,w} C K \ T, tenemos que (z,w) y (w,x) no estan en
A(D). Si (y,z) o (y,w) estdn en A(D), entonces existe una y(K \ T')-flecha y habremos
acabado.

Figura4.3: ze T, w#zy (y,z) o (y,w) en A(D)

Si (z,z) estd en A(D), entonces encontramos un ciclo de longitud tres, a saber (z,y, z, ),
con {(z,y),(y,2)} C A(D2) y (z,2) € A(Dy), por lo que la propiedad P; implica que
(y,z) € A(D) y habremos concluido.
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Figura4.4: z € T, w# x y (2,x) en A(D)

Si w = x, entonces ya demostramos que la existencia del ciclo de longitud tres
(x,y, z,x) implica que (y,x) € A(D).

D,V(H)]
_ =

Figurad.b: ze€eT yw==x
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Caso 2.7 # ).

Observemos que como Dy es ntcleo perfecta y D|[7] es una subdigrafica inducida en D,
(dado que 7 C K y K es un conjunto independiente en Ds[V (H)]), se tiene que D|7] tie-
ne un nicleo Ny. Afirmamos que NoU(K\T) es un seminticleo médulo A(Dy)NA(H) de H.

Veamos que NgU(K \T) es un conjunto independiente en H. Ny es independiente en H
pues Ny es nucleo de D[7]. Por otro lado, recordemos que (K \ T') es independiente en H.
Por lo tanto, solo resta demostrar que no existen No(K \T')-flechas ni (K'\T) No-flechas en
H. Por la definicion de 7, no existen Ny(K \T')-flechas en H. Por la definicién de T, no exis-
ten (K \T)Ny-flechas en H. Por lo tanto, NgU (K \'T') es un conjunto independiente en H.

Ahora veamos que si existe una (No U (K \ T'))y-flecha en A(H) \ (A(H) N A(Dy)),
para algin y en V(H) \ (No U (K \ T)), entonces existe una y(Ng U (K \ T'))-flecha en
A(H). Sea (z,y) en A(Ds) con z € NgU(K\T)yye V(H)\(NoU(K\T)). Observemos
que como Ny y K \ T son subconjuntos de K, entonces x € K, lo que implica que y estd
en V(H) \ K ya que todas las flechas entre los vértices de K estan en D;. Luego, como
K es nicleo de Dy[V(H)], existe una yK-flecha, digamos (y, z), en Ds.

Si z estd en Ny U (K \ T), entonces acabamos. Si z estd en K \ (Nyg U (K \ T)), entonces
consideremos dos casos sobre .

Caso 2.1 x esta en K\ T.

Si z € 7\ Ny, entonces, dado que Ny es nicleo de D], existe un vértice w en Ny tal
que (z,w) € A(D;). Como (z,y,z,w) es una trayectoria con {(x,y),(y,2)} C A(D2) y
(z,w) € A(D;), dado que D cumple la propiedad P;, una de las siguientes condiciones se
cumple: {(z,2), (w, 2)} N A(D2) # 0 o {(z,w), (y, x), (y, w), (2, 2), (w, )} VA(D) # 0.
Como K es un conjunto independiente en Dy y {x, 2z, w} C K, entonces (z,z) ¢ A(Dsy) y
(w, z) ¢ A(D3). Como z estd en K \ T, entonces por la definicién de T, (z,w) ¢ A(D).
Por otro lado, dado que {w, 2z} C 7, se sigue de la definicién de 7 que (w,z) ¢ A(D) y
(z,x) ¢ A(D). Por lo tanto, (y,z) o (y,w) estdn en A(D) y en ambos casos habremos
acabado.
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Figura 4.6: x en K\T,z€ 17\ Noy (y,z) o (y,w) en A(D)

Si z € T\ 7, entonces existe un vértice w en K \ T tal que (z,w) € A(D;). Si w # «x,
entonces (z,y, z,w) es una trayectoria con {(z,y), (y,2)} € A(D2) y (z,w) € A(D;). Se
sigue de la propiedad P; que dicha trayectoria cumple una de las siguientes condiciones:

{(z,2), (w, 2)} NA(D2) # 0 0 {(z, w), (y, ), (y, w), (,2), (w,2)} N A(D) # 0.

Dado que {z,z,w} C K y K es un conjunto independiente en Dy[V (H)] se tiene que
(x,2) ¢ A(Ds9) y (w,z) ¢ A(D3). Dado que {z,w} C K\ T, por definicién de T', tenemos
que (z,w) ¢ A(D)y (w,z) ¢ A(D). Como {z,w} C K\ T, entonces si (y,z) € A(D) o
(y,w) € A(D), finalizamos.

Figura 4.7 ze T\ 1,w#zy (y,x) € A(D) o (y,w) € A(D)

Si (z,z) estda en A(D), entonces encontramos un ciclo de longitud tres (z,y, 2, x), con

{(z,9), (y,2)} € A(D2) y (z,2) € A(Dy), lo que implica que (y,r) € A(D) y habremos
acabado.
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Figura 4.8: z e T\ 1, w# x y (z,2) € A(D)

Si w = x, entonces ya demostramos que para el ciclo de longitud tres (z,y, z, ), con
{(z,9),(y,2)} € A(D3) y (z,x2) € A(Dy), se cumple que (y,z) € A(D), concluyendo el
caso.

D,[V(H)]

Figura4.9: ze T\, w =2y (y,x) € A(D) o (y,w) € A(D)
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Caso 2.2 x € N,.

Si z € T\ 7, entonces por definicién de 7, existe w en K \ T tal que (z,w) € A(Dy).
Luego (z,y,z,w) es una trayectoria de longitud tres con {(z,v),(y,2)} C A(Dy) y
(z,z) € A(D1). Dado que D cumple la propiedad P;, una de las siguientes condiciones se

cumple: {(z, 2), (w, 2)} N A(D2) # 0 o {(x, w), (y, ), (y, w), (2, ), (w,2)} N A(D) # 0.

Como K es un conjunto independiente en Dy y {z, z,w} C K, entonces (z, z) ¢ A(Ds)
y (w, z) & A(Ds). Puesto que x € 7y w ¢ 7, entonces se sigue de la definicién de 7 que
(x,w) ¢ A(D). Por otro lado, dado que w estd en K \ T, se sigue de la definicién de T
que (w,z) ¢ A(D). Si (y,z) o (y,w) estan en A(D), habremos acabado en ambos casos
vaquer € Ngywée K\T.

D,/V(H)]

Figura 4.10: z € T\ 7y (y,x) € A(D) o (y,w) € A(D)

Si (z,7) estd en A(D), entonces encontramos el ciclo de longitud tres (z,y, 2, x), con
{(z,y),(y,2)} € A(D2) y (z,2) € A(D1), lo que implica que (y,x) € A(D), concluyendo.
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Figura 4.11: z € T\ 7y (z,2) en A(D)

Si z estd en 7\ Ny, entonces, dado que Ny es nicleo de D[7], existe w en N, tal
que (z,w) estd en A(D1). Si w # x, entonces encontramos la trayectoria (z,y, z, w), con
{(z,v),(y,2)} C A(Ds) y (z,w) € A(D;). Dado que D cumple la propiedad P; tene-
mos que alguna de las siguientes condiciones se cumple: {(z,z), (w,2)} N A(D3) # 0 o

{(z,w), (y, 2), (y, w), (2, 2), (w, )} VA(D) # 0.

Puesto que {z, z,w} C K, se tiene que (x,2) ¢ A(Ds) y (w, z) ¢ A(D5). Dado que Ny
es independiente en H y {x,w} C Ny, se tiene que (z,w) ¢ A(D) y (w,z) ¢ A(D). Por
otro lado, si (y,x) o (y,w) estan en A(D), entonces habremos acabado.

Figura 4.12: z € 7\ No, w # z y (y,x) o (y,w) en A(D)

Si (z,7) € A(D), entonces encontramos el ciclo de longitud tres (z,y,z,x), con
{(z,y),(y,2)} € A(Ds2) vy (2,2) € A(D;). Por lo tanto, se sigue de la propiedad P,
que (y,z) € A(D) y habremos acabado.
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Figura 4.13: z € 7\ No, w # z y (2,2) en A(D)

Si w = x, entonces ya demostramos que para el ciclo de longitud tres (z,y, z,x), con

{(z,y),(y,2)} € A(Ds3) v (2,2) € A(Dy), se cumple que (y,z) € A(D) y habremos aca-
bado.

Figura 4.14: z€e 71\ Ngy w ==z

De esta manera hemos probado que NgU(K\T') es un semintcleo médulo A(D;)NA(H)
de H.

]

Ya demostrado este teorema podemos avanzar con nuestro teorema principal, para el

cual definiremos la siguiente propiedad que es una extension de la propiedad P, utilizada
en el capitulo anterior.

Diremos que una digrafica D tiene la propiedad Ps siempre que:
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1. D cumple con la propiedad Ps.

2. Si siempre que exista un ciclo C = (x1,29,23,%1), con (x1,x2) € A(Dg) y
{(xo, x3), (3,71)} C A(D1), tenemos que al menos (o, r3) es simétrica en D o
(3, 1) es simétrica en D.

Cliclo.

Iy

T Ls

Luego, el teorema principal de esta tesis nos dice lo siguiente:

Teorema 4.0.2. Sean D una digrdfica, posiblemente infinita, D1 una subdigrafica genera-
dora pretransitiva derecha de D sin trayectorias infinitas exteriores y Dy una subdigrdfica
generadora niucleo perfecta de D tal que D = D1UDsy. St D tiene la propiedad Ps, entonces
D es nucleo perfecta.

Demostracion. Para demostrar que D es nucleo perfecta procederemos a definir un orden
parcial sobre la familia de todos los subconjuntos independientes de V(D) para luego con-
cluir, gracias al lema de Zorn, que el conjunto de todos los semintcleos no vacios maédulo
A(D7) tiene un elemento maximal, el cual es nuestro candidato a nticleo de D.

Para dos subconjuntos independientes S7, Sy de V(D) escribimos S; < Sy si para todo
s1 en Sy existe un s, en Sy tal que s; = s9 0 (81,82) estd en A(Dy) y (S2,81) no esta en
A(D). En particular, S C T implica S < T.

Afirmacién 1. < es un orden parcial sobre la familia de todos los subconjuntos in-
dependientes de V(D).

Reflexividad: Es claro que S; < 54, pues 57 C 5;.

Antisimetria: Supongamos que S; < Sy y So < 51. Veamos que 57 = 9s.

Primero veremos que S; C Ss5. Sea s; en .S7, demostraremos que s; € Sy. Supongamos,
para llegar a una contradiccién que s; ¢ So. Como S; < Sy y 81 ¢ So, entonces para s;
existe un sy en Sy tal que (sq,52) estd en A(D1) y (s2,51) no estd en A(D). Dado que

Sy < Sy, existe un s} en S; tal que so = §) 0 (s9,5]) estd en A(Dy) v (s, S2) no esta en

60



A(D). Notemos que s; # s1 pues (s2,57) € A(D1) y (s2,51) & A(D). Como (s1, S2,57) es
una sucesion de vértices que cumple las hipétesis del lema 0.0.4, en particular tenemos
que (s1,s)) € A(D1), lo cual no puede ser pues S; es independiente en D. Por lo tanto,
concluimos que s; € S,, demostrando que S; C S5. La prueba para ver que Sy, C 57 es
analoga. Luego S; = S5 verificando la antisimetria.

A continuacion se presenta una afirmacién que nos sera de utilidad para demostrar la
transitividad del orden propuesto.

Afirmacion 0. Si (1, 72, x3) es una trayectoria tal que {(z1,z2), (22, 23)} C A(D1) v
{(z2,21), (x3,22)} N A(D) = 0, entonces (x1,23) € A(D1) v (x3,21) ¢ A(D).

Dado que la sucesién (zq, xo, x3) de vértices cumple las hipotesis del lema 0.0.4, tene-
mos que (z1,z3) estd en A(D1) y (x3,x1) no estd en A(D;). También notemos que (z3, z1)
no esta en A(Ds), pues de ser asi, el ciclo C = (x3,21,x9,x3), con (z3,z1) € A(Ds) y
{(x1,x2), (x2,23)} € A(D;) implica, por la propiedad Pj, la existencia de al menos dos
flechas simétricas en C, pero sabemos que ni (x3,21) ni (3, z2) estan en A(D). Por lo
tanto, (x3,x1) ¢ A(D).

Transitividad: Supongamos que S; < S5 y Sy < S3. Veamos que S; < S3.

Sea s; en S7. Demostraremos que existe s3 en S3 tal que s; = s3 0 (s1,s3) estd en
A(D1) v (s3,51) no estd en A(D). Como 57 < S,, entonces para s; existe sy en Sy tal
que s; = S3 0 (81, 82) estd en A(D1) y (s2,51) no esta en A(D). Por otro lado, dado que
Sy < S3 para so existe s3 en Sz tal que sy = s3 0 (82, 83) estd en A(Dq) y (s3,52) no esté
en A(D). Si s; = s, entonces habremos acabado ya que s; = s3 0 (s1, s3) esta en A(Dy) y
(s3,51) no estd en A(D). Si (s1, s2) estd en A(D1) y (s2,51) no esta en A(D), consideremos
dos casos: si sy = s3, entonces habremos acabado, ya que (s, s3) estd en A(Dy) y (s3, $1)
no estd en A(D). Si (so,s3) estd en A(D1) y (s3,82) no estda en A(D), entonces se sigue
de la afirmacion 0, para la trayectoria (si, S2, S3), que (s1,s3) esta en A(D; y (s3,$1) no
estd en A(D).

Por lo tanto, ya encontramos un elemento s3 de S3 tal que s; = s3 o (s1, s3) estd en
A(D1) v (s3,51) no esta en A(D).

Por lo tanto, S; < Ss, verificando la transitividad.

Por lo que <, efectivamente, es un orden parcial sobre la familia de todos los subcon-
juntos independientes de V(D).

Ahora sea ¢ = {5 : S es un seminticleo no vacio médulo A(D;)} que sabemos que es
diferente del vacio, por el teorema 4.0.1 ( tomando H = D). Ademas, por la definicién de

<, (s, <) es un conjunto parcialmente ordenado.

Afirmacion 2. ¢ tiene un elemento maximal.
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Para esto veamos que toda cadena en (¢, <) (subconjunto totalmente ordenado) tiene
una cota superior en (¢, <). Sea ¢ una cadena en (¢, <), definimos:

Nc(S)={Te(:5<T}y
S* ={selJ(:seT paratoda T en N<(S) y para algun S en (},

donde S es nuestro candidato a cota superior perteneciente a g.
Afirmacién 2.1 S* es no vacio.

Supongamos, para llegar a una contradiccién que S = ().

Sean Sy en ( y so en Sp. Como sy ¢ S, existe un Sy en ¢ tal que S} € N<(S5) y
so ¢ S1. Por lo tanto, de la definicién de <, debe de haber un s; en S; tal que (sq, $1)
estd en A(D1) y (s1,S0) no esta en A(D). Dado que s; ¢ S, existe un Sy en ( tal que
Sy € N<(51) y 81 ¢ Sa. Por lo tanto, debe de haber un sy en Sy tal que (s1, $2) esta en
A(Dy) y (s2,51) no esta en A(D). Como sy ¢ S, existe un Sz en ¢ tal que S3 € N<(55)
y So & S3. Por lo tanto, debe de haber un s3 en S3 tal que (s9, s3) esta en A(D1) y (s3, S2)
no estd en A(D). De esta forma, para cada n en N, dado un S, en ( y s, tal que s, € S,
existe un S,41 en N<(S,) tal que s, ¢ S,.1, por lo que existe un s, en S,.1 tal que
(Sns Sna1) € A(D1) v (Sna1,Sn) € A(D). Luego, la sucesion (s,)npeny no puede ser una
trayectoria infinita exterior en D; por hipétesis. Es decir, existen un s; y s;, con ¢ < 7,
tales que s; = s;. Por lo tanto, como la sucesién (s;, Si+1, - - -, Sj—1,5;) cumple las hipotesis
del lema 0.0.4, ésta deberia ser una trayectoria, lo cual no puede ser pues s; = s;. Por lo

tanto, S # ().
Afirmacion 2.2. 5 es un conjunto independiente.

Sean s y t en S°°. Supongamos que S y T son elementos de ( tales que s € S, t €T,
s € U para toda U en N<(S) y t € W para toda W en N<(T). Por otro lado, dado que
( es una cadena, supongamos sin pérdida de generalidad que S < T, lo que implica que
T € N<(S). Entonces s € T, y como T es independiente no existen flechas entre s y ¢.
Asi S es independiente.

Afirmacién 2.3 S es cota superior de .

Demostraremos que S > S para todo S en (. Sean S en ( y s en .S, veamos que
para s existe un vértice s* en S tal que s = s* 0 (s,5°) € A(D;) y (s™,s) ¢ A(D). Si
s € S, entonces terminamos. Si s ¢ S, existe un Sy en ( tal que S; > Sy s ¢ S;. Por
lo tanto, de la definicién de <, debe de haber un s; en Sy tal que (s, s1) estd en A(Dy)
v (s1,5) no estd en A(D). Si s; € S, entonces finalizamos. Si s; ¢ S, existe un Sy en
¢ tal que Sy > S1 vy s1 ¢ Sy. Por lo tanto, debe de haber un sy en Sy tal que (s, $2)
estd en A(Dq) y (s2,51) no estd en A(D). Notemos que (s,$2) € A(D1) v (s2,8) ¢ A(D),
esto por la afirmacién 0 aplicada a la trayectoria (s, s1,$2). Si so € S, terminamos. Si
So & S entonces existe un S3 en ¢ tal que S5 > Sy v so ¢ S3. Por lo tanto, existe un s3
en S3 tal que (s9,s3) estd en A(D1) y (s3,82) no estd en A(D). Ademés, (s, s3) € A(D;)
v (s3,8) ¢ A(D), aplicando la afirmacién 0 en la trayectoria (s, o, s3). Siguiendo con este
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procedimiento, dado un S, en ( y s, en S, tal que s, ¢ S, tenemos que debe existir
un S,11 en N<(S,) tal que s, ¢ S,+1 por lo que, por la defincién de <, existe un s,
en S,.1 tal que (sn,sp01) € A(D1) v (Spa1,Sn) € A(D) v ademas (s,s,11) € A(D1) v
(Snt1,5) ¢ A(D), aplicando la afirmacién 0 a la sucesion (s, s, Sp11). Luego, debe existir
un Sy, en ( y un S, en S, tal que (s,s,) € A(D1) v (Sm,s) € A(D), con s, € S*=.
De otra forma podriamos encontrar una sucesion (S, )nen tal que (s,,s,41) € A(Dy) ¥
(Spi1,Sn) & A(D), la cual no puede ser una trayectoria infinita exterior en Dy por hipdte-
sis. Es decir, existen un s; y s;, con ¢ < 7, tales que s; = s;. Por lo tanto, como la sucesién
(Siy Sit1s- -+, Sj-1, ;) cumple las hipdtesis del lema 0.0.4, ésta deberia ser una trayectoria,
lo cual es una contradiccion pues s; = s;. Por lo tanto, llegamos a un S, en { y un s,, en
S, tal que (s, sp,) esta en A(Dy), (Sm,s) no estd en A(D) y s, € S®. Por lo que S*® > S
para todo S en (.

Afirmacién 2.4. S € <.

Veamos que S es un semintcleo médulo A(D7). Supongamos que existen s en S y
y en V(D) \ S* tales que (s,y) estd en A(Ds), demostraremos que existe una y5>°-flecha
en A(D). Sea S en ( tal que s € S. Luego, por ser S un semintcleo médulo A(D;), hay
un t en S tal que (y,t) estd en A(D). Sit € S, entonces finalizamos. Si t ¢ S°°, entonces
en particular ¢t # s. Ademas, dado que 5> > S existe un s; € S tal que (%, s1) estd en
A(D1) v (s1,t) no esta en A(D).

Luego, dado que (s, y,t, s1) es una trayectoria tal que (s,y) € A(Ds)y (t,s1) € A(D1)
D tiene la propiedad Ps, entonces {(s,t),(s1,t)} N A(Dy) # 0
{(s,81), (y,5),(y,s1) ,(t,s),(s1,8)} N A(D) # 0. Notemos que {(s,t), (t,s)} N A(D) =
pues {s,t} C Sy S es independiente, (s1,t) ¢ A(Ds) pues (s1,t) ¢ A(D). Por otro lado,
por la independencia de S y dado que {s,s1} C S°°, tenemos que (s,s1) ¢ A(D) y
(s1,8) ¢ A(D). Por lo tanto, se cumple que (y,s) € A(D) o (y,s1) € A(D) y en ambos
casos concluimos.

y
0
0

De esta forma demostramos que S es un semintucleo modulo A(D;), es decir, S € .

Por lo tanto, probamos que toda cadena en (¢, <) tiene una cota superior en ¢ y por
el lema de Zorn, (¢, <) contiene un elemento maximal.

Sea S un elemento maximal de (¢, <).
Afirmacion 3. S es nucleo de D.

Dado que S es un conjunto independiente en D, basta probar que S es absorbente en D.
Supongamos, por el contrario, que B = {x € V(D) \ S : no existe una xS — flecha} # 0.

Consideremos la digrafica D[B], que por el teorema 4.0.1 sabemos tiene un semintcleo
modulo A(Dy) N A(D[B]) no vacio, sea N dicho semintcleo.

Ahora notemos que no existen SB-flechas en A(D;), esto por ser S un semintcleo
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modulo A(D;) y por la definicién de B, en particular no existen SN-flechas en A(D,).
Note que si pueden existir SN-flechas en A(D;).

Sea T'={x € S : existe una tN — flecha en A(Dy)}.
Veamos que el conjunto (S \T)U N es un semintcleo médulo A(Dy).
Afirmacién 3.1 (S\ 7) U N es un conjunto independiente.

Dado que S\ T y N son conjuntos independientes en D, solo basta probar que no
existen (S \ T')N-flechas ni N (S \ T')-flechas en A(D).

No existen N (S \ T')-flechas en A(D) pues N C B, (S\T) C Sy, por definicién, B
son los vértices no absorbidos por S.

Sabemos que no existen SN-flechas en A(D5) lo que implica que en particular no
existen (S '\ T)N-flechas en A(D,). También notemos que no existen (S \ T') N-flechas en
A(Dy) por definicién de T'.

Por lo tanto, (S'\ 7)) U N es un conjunto independiente en D.

Afirmacién 3.2 Veamos que si existe una ((S \ 7) U N)y-flecha en A(Ds) con
y € V(D)\ ((S\T)UN), entonces existe una y((S \ T) U N)-flecha en A(D).

Sea z en (S\T)UN tal que (z,y) € A(D>).

Caso 1.z € S\ T.

Sixz € S\T, entonces y ¢ T puesT C Sy S es independiente en D. También tenemos
que y ¢ B\ N pues S es un seminticleo médulo A(D;) y por definicién los vértices de B
no son absorbidos por N. Por lo tanto, y € V(D) \ (B U S) que, por la definicién de B,
sabemos es absorbido por algin vértice en S.

Sea z € S tal que (y, z) estd en A(D).

Caso 1.1 z € (S\T).

En este caso acabamos, pues ya encontramos una y(S \ T)-flecha en D, que es a su
vez una y((S\ 7)) U N)-flecha en D.
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Figura 4.15: x € S\ T,y e V(D)\ (BUSyz€ (S\T)

Caso 1.2z e T.

Entonces, por la definicién de T, existe un w en N tal que (z,w) € A(D;). Por lo
que la existencia de la trayectoria (z,y, z,w), con (x,y) € A(Ds) y (z,w) € A(D;), im-
plica, por la propiedad P5, que al menos una de las siguientes conclusiones se cumple:

{(z,2), (w,2)} N A(D2) # 0 0 {(x, w), (y, ), (y, w), (,2), (w,2)} N A(D) # 0.

Primero, recuerde que (z,w) ¢ A(D-), ya que no existen SB-flechas en A(D,). Por
otro lado, (z,w) ¢ A(D;) pues z € S\ T. Por lo tanto, (z,w) ¢ A(D).

Dado que {z,z} C S y S es un conjunto independiente en D, tenemos que
{(z,2),(z,2)} NA(D) = 0. Como w € By {x,z} C.S, por definicién de B, tenemos que
{(w, 2), (w,x)} N A(D) = (). Por lo que debe ocurrir que (y,z) € A(D) o (y,w) € A(D),
y en ambos casos finalizamos, pues ambas son una y((S \ T') U N)-flecha en A(D).

Figura 4.16: 2 € S\ T,y e V(D)\ (BUS)y ze T
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Caso 2 z € N.

En este caso y ¢ T, pues N C B y por definiciéon de B no existen BT-flechas.

Caso 2.1 y€ B\ N.

En este caso acabamos, pues al ser N un semintcleo médulo A(Dy) N A(D|[B]) de

D|B], la existencia de (z,y) en A(D3) implica que existe una y/N-flecha en A(D) que a
su vez es una y((S \ T') U N)-flecha en D.

Figura 4.17: x € N,y € B\ N
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Caso 2.2y € V(D) \ (BUS).

Siy e V(D)\ (BUJS), entonces, por la definicién de B, y es absorbido por un vértice
zen S.

Caso 2.2.1 z € (S\T).

En este caso ya acabamos pues (y, z) es una y(S \ T')-flecha en A(D) que a su vez es
una y((S\ T) U N)-flecha en A(D).

Figura 4.18: z € N,y e V(D)\ (BUS)y z€ (S\T)
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Caso 2.2.2z¢T.

Si z € T, entonces, por la definicién de T, existe un vértice w en N tal que (z,w) esta

en A(Dy).

Si w = x, entonces el ciclo (x,y,z,x) con (x,y) € A(Ds) y (2,2) € A(D;) implica,
por la propiedad Ps, que (y,z) estd en A(D) lo que es una yN-flecha que a su vez es una
y((S'\T) U N)-flecha.

Figura 4.19: x €e N,y e V(D)\ (BUS),zeTyw==x
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Si w # x, entonces la trayectoria (z,y, z,w) con (z,y) € A(Ds) vy (z,w) € A(Dy),
implica, por la propiedad P35, que al menos una de las siguientes conclusiones se cumple:

{(z,2), (w, 2)} NA(D2) # 0 0 {(x, w), (y, ), (y, w), (2, 2), (w,2)} N A(D) # 0.

Dado que {z,w} C N y que N es un conjunto independiente, tenemos que
{(z,w),(w,z)} N A(D) = 0. Por otro lado, como {z,w} € By z € T tenemos, por
la definicién de B, que {(z, z), (w, 2)} N A(D) = 0. Notemos que (z,x) ¢ A(Ds) pues
z € 8, S es un seminicleo médulo A(D;) y x € B. Si (z,2) € A(D;), entonces ya vi-
mos que la existencia del ciclo (z,y, z,z), con (z,y) € A(D2) y (2,2) € A(D;), implica
la existencia de una y((S \ 7') U N)-flecha en A(D). Si (y,z) € A(D) o (y,w) € A(D),
entonces en cualquiera de ambos casos encontramos una y/N-flecha que a su vez es una

y((S\ T)U N)-flecha en A(D).

Figura 4.20: z € N,y e V(D)\(BUS),ze€eT,w#zy (2,x) € A(Dy)
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Figura 4.21: x € N,y e V(D)\(BUS),ze T, w#zy (y,x) € A(D1) o (y,w) € A(D,)

Por lo tanto, (S'\7T) U N es un semintcleo médulo A(Dy).

Ahora veamos que (S\7T)UN > S, lo cual nos llevaria a una contradiccién por la
eleccion de S.

Afirmacién 3.3 (S\T)UN > S.

Para esto veamos que para todo x en S existe un y en (S \T)U N tal que x = y o
(z,y) estd en A(D1) y (y,x) no esta en A(D).

Sea z en S, si x € S\ T, entonces ya acabamos, pues asi x estd en (S \7T)U N. Si
xr € T, entonces, por definicién de T', existe un y en N tal que (x,y) esta en A(D;) y, al
ser N un subconjunto de B, (y,z) no esta en A(D), por definicién de B.

Por lo tanto, (S\T)UN > S.

Como (S \T)U N es un semintcleo médulo A(D;) tal que (S\T)UN > Sy
(S\T)UN # S, obtenemos una contradiccién, pues por hipétesis S es un seminticleo
modulo A(D;) maximal.

Por lo tanto, B = 0, es decir, S es absorbente. Por lo que S es un nucleo de D.

]

Recordemos que en el capitulo 4 mencionamos que en el articulo “Union of digraphs
which become kernel perfect”[6] de Hortensia Galeana Sédnchez y Mucuy-kak Guevara,
ellas deducen del teorema 3.0.5 el corolario 3.0.6, esto al afirmar que si D es una digrafica
transitiva o pretransitiva derecha y Dy es una digrafica transitiva o pretransitiva izquier-
da, entonces D satisface la propiedad Ps, respecto a las trayectorias de longitud tres. Pero
nosotros encontramos el ejemplo de una digrafica D tal que D; es pretransitiva derecha
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y D5 es transitiva o pretransitiva izquierda y la propiedad P, respecto a las trayectorias
de longitud tres, no se cumple. Por lo que el corolario 3.0.6 no se deduce directamente del
teorema, 3.0.5.

Luego, del teorema 4.0.2 podemos deducir el siguiente corolario:

Corolario 4.0.3. Sean D una digrdafica, D1 y Dy subdigrdaficas generadoras de D tal que
{A(Dy), A(D2)} es una particion de A(D), donde Dy es pretransitiva derecha y Dy es
pretransitiva izquierda. Sv D tiene la propiedad Ps, entonces D es nicleo perfecta.

Demostracion. Se deduce directamente del teorema 4.0.2, dado que todas las digraficas
pretransitivas son nucleo perfectas y al ser D; finita no admite trayectorias infinitas
exteriores.

[l
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Conclusion

Esta tesis fue motivada por el articulo “Union of digraphs which become kernel per-
fect”, el cual a su vez estd inspirado en un teorema publicado en [11], el cual nos da
condiciones suficientes para asegurar que la union de dos digraficas es ntcleo perfecta.

Luego, dado que existen ejemplos de digraficas infinitas que cumplen las condiciones
del teorema principal de [6], las cuales no tienen nicleo, surge la pregunta ;Qué condi-
ciones garantizan que la uniéon de dos digraficas infinitas resulte ser ntucleo perfecta? En
este trabajo, contribuimos con una respuesta a la pregunta anterior dando como resultado
original lo siguiente:

Sean D una digrafica, posiblemente infinita, [D; una subdigrafica generadora de D pre-
transitiva derecha sin trayectorias infinitas exteriores y D, una subdigrafica generadora
nucleo perfecta de D tal que D = Dy U Ds. Si D tiene la propiedad Ps, entonces D es
nucleo perfecta.

Ademads, al estudiar el articulo “Union of digraphs which become kernel perfect”, no-
tamos que el corolario 3.0.6 no se deducia inmediatamente del teorema 3.0.5, ya que en
el articulo afirman que si D; es una digrafica transitiva o pretransitiva derecha y D, es
una digrafica transitiva o pretransitiva izquierda, entonces D satisface la propiedad P,
respecto a las trayectorias de longitud tres. Pero nosotros encontramos un ejemplo de una
digrafica D tal que D, es pretransitiva derecha, D es transitiva o pretransitiva izquierda,
D = D, UD, y la propiedad P,, respecto a las trayectorias de longitud tres, no se cumple.
Por lo que nos dimos a la tarea de agregar condiciones a la propiedad P, y asi definir la
propiedad P3. Lo cual nos permitio llegar al siguiente resultado:

Sean D una digrafica, Dy y Dy subdigraficas generadoras de D tal que {A(D;), A(D3)}
es una particion de A(D), donde D; es pretransitiva derecha y Dy es pretransitiva izquier-
da. Si D tiene la propiedad Ps, entonces D es nucleo perfecta.

Es importante aclarar que la caracteristica extra que le pedimos a la propiedad P, es
para poder demostrar la transitividad del orden planteado en la demostracion del teore-
ma, ya que para nuestra demostracién es parte fundamental tener un orden. Sin embargo,
nos queda la pregunta de si se pueden debilitar las hipotesis o si existe alguna otra familia
de digraficas, posiblemente infinitas, cuya unién resulte en una digrafica nuicleo perfecta.
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