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Introduccion

Dada una funcién f: X — X de un conjunto X en si mismo, es posible pensar que al aplicarla
“se mueve” simultdneamente de lugar a cada elemento en dicho conjunto. Asi, dado cualquier
punto x € X, se puede considerar los distintos lugares por los que se va pasando al aplicar f de
manera reiterada (es decir, iterandola) al formar el conjunto

{z, f(2), f(f(2)),-- -},

llamado la orbita de x. Al respecto uno puede hacerse diversas preguntas, como por ejemplo si
dicho conjunto es finito o infinito, si avanzando hacia adelante en dicha 6rbita en algiin momento
se regresa a algin punto que ya hubiera aparecido antes o siempre se pasa por puntos distintos.

Por otro lado, si X es un espacio métrico (en donde siempre se puede hablar de la distancia
entre cualesquiera dos de sus puntos) como la recta o el plano, o algin subespacio de ellos,
uno puede preguntarse también si tal 6rbita es acotada o no, si es convergente a algin punto o
diverge, si de alguna manera se va acercando cada vez mas a algin subconjunto del espacio o
quizé incluso llegara a ser densa en X.

Finalmente, si mas aun, la funcion f es continua, entonces sucede que “puntos cercanos del
dominio van a puntos cercanos del codominio al aplicarles f”, no obstante lo cual uno puede
preguntarse, entre otras muchas cosas, si las 6rbitas de puntos cercanos siempre se mantendran
cercanas o, a la larga, se podria ir perdiendo tal cercania. Dicha caracteristica de “pérdida de
control”, con ciertas precisiones, es llamada sensibilidad a las condiciones iniciales y es uno de
los elementos que componen la definiciéon de dinamica cadtica dada por Robert L. Devaney.

Es asi que la iteracion de funciones continuas definidas en espacios métricos es la materia
prima en el estudio de los sistemas dinamicos discretos. En tal estudio, multiples disciplinas de
las matematicas tienen un punto de encuentro comin. El céalculo, la topologia, el anélisis y la
variable compleja, pero también el dlgebra y la teoria de graficas, algunas de mucha edad como
la geometria y la teoria de nimeros, y otras mas jovenes como la moderna experimentacion
computacional. Es entonces también un punto de encuentro que conecta distintas épocas en la
historia de las matemaéticas y que, en esta tesis en particular, podria funcionar también como un
puente entre los conocimientos matemaéticos que uno adquiere durante los primeros semestres de
la carrera de matematicas y la época de los experimentos, los dibujos y los juegos de la infancia,
pues por ejemplo hacen aqui su aparicion las curvas del espirografo, ese juguete con el que dando
vueltas y vueltas era posible hacer dibujos tan coloridos y bellos.

Con la experiencia de varios anos como ayudante de profesor en la Facultad de Ciencias en
materias de matematicas de la primera mitad de las carreras de Actuaria, Fisica y Matematicas,
fue muy dificil para mi no escribir esta tesis de otra manera que no fuera como para poder ser
leida y entendida, al menos en su mayor parte, por mis alumnos. Fue redactada con la esperanza
de que aquellos con una buena formacién en las materias de los primeros cuatro semestres estén
en posibilidad de seguir el hilo del material que aqui se presenta y quizd pueda servir incluso
como una motivacion e introduccion al estudio més en forma de los sistemas dinamicos discretos.
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En especifico, el presente trabajo aborda el estudio del sistema dindmico discreto generado
por la funcién F(z) = 22 — 2z en el plano complejo, el cual presenta un comportamiento cadtico
(segun la definicion de Devaney) en distintos subconjuntos invariantes de dicho universo. Se basa
en el estudio previo desarrollado por los profesores Guillermo Sienra, Héctor Méndez y Jefferson
King en su articulo “Some Dynamical Properties of F/(z) = 22—22”, publicado en 2004. Ya antes,
para su tesis de doctorado (publicada dos anos mas tarde, en 2006), el profesor Jefferson King
habia estado trabajando en un estudio més amplio de la familia de funciones F,(z) = 2% + 2a%
con a € C. En el articulo se eligié s6lo una de ellas, la del pardmetro a = —1, para exponerla con
detenimiento, dado que ésta en particular presenta un comportamiento especialmente interesante
e ilustrativo. Ademas, es posible estudiar su dindmica con ayuda, en primer lugar, de un modelo
geométrico intuitivamente facil de entender y, en segundo lugar, de un modelo simbélico algo
mas abstracto, pero de manera que cada uno de ambos modelos aporta lo suyo para comprender
el comportamiento dindmico de la funcién original de forma ciertamente mas transparente que
trabajando directamente con ella.

Asi, considerando la funcién F(z) = 2% — 2z, teniendo en mente el conjunto

A ={z € C: la orbita de z es acotada}
y notando que F(A) CAy F(C\ A) C (C\ A), tres preguntas guian el desarrollo del articulo:
1. ;Quién es exactamente el conjunto A?
2. ;Como es la dindmica de F': A — A?
3. ;Como es la dindmica de F': C\ A — C\ A?

En esta tesis se sigue ese mismo camino, anadiendo una introduccién, no tan pequena, a la
geometria en el plano complejo (capitulo 1) y al tema de los sistemas dindmicos discretos en
el plano (capitulo 2), detallando algunos puntos que en el articulo se presentan de manera mas
bien breve, desarrollando de manera méas amplia el tema de la conjugacién y semiconjugacion
topologicas que justifica el por qué funcionan ambos modelos geométrico y simbdlico y, final-
mente, aplicando todo este conocimiento para analizar mas a fondo la dinamica de la funcion
en ciertos subconjuntos invariantes del plano que resultan ser bastante interesantes (como por
ejemplo uno de ellos que es en esencia un tridngulo de Sierpiriski y que no se menciona en el
articulo original). Este estudio ayuda, por un lado, a comprender mejor la dindmica de la funcion
en todo el plano y, por otro, a contrastar las dindmicas cadticas que se observan en varios de
ellos pero que por ejemplo presentan distinta entropia topolégica (una cierta medida del grado
de caos).

Las etapas de este recorrido son las siguientes:

Capitulo 1. Se da una introduccion acerca del espacio en el que estaremos trabajando: el plano
euclidiano, también conocido como plano cartesiano o plano complejo, dependiendo de con
qué enfoque se esté trabajando. Se presenta en especial la funcién exponencial compleja,
que resulta ser muy tutil para describir curvas como las elaboradas con un espirégrafo
(formalmente llamadas hipotrocoides y que tienen como caso particular las hipocicloides).
Estas curvas tendran mas adelante un papel especialmente relevante, pues una familia de
entre ellas ayudara en el capitulo 3 a determinar con precision el conjunto A de puntos de
orbita acotada.

Capitulo 2. Se presentan, mediante definiciones y ejemplos, algunos conceptos béasicos como:
sistema dindmico discreto; orbita; punto fijo (atractor y repulsor), prefijo, asintoticamen-
te fijo, periddico, preperiddico, asintéticamente periddico; conjuntos invariantes y fuer-
temente invariantes; densidad de puntos periddicos, transitividad topologica, sensibili-
dad a las condiciones iniciales y caos. Se analizan los ejemplos de f(z) = 22, z € R,
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y ¢(z) = 2%, 2 € C, como un primer avance en la comprensién y estudio de nuestra fun-
cion F(z) = 22 — 2z, 2 € C. Finalmente se demuestra el teorema de la contraccién, que
sera utilizado més adelante para demostrar la densidad de puntos periédicos en el modelo
geométrico G: A — A presentado en el capitulo 4.

Capitulo 3. Se estudia hasta cierto punto la manera como nuestra funcion F(z) = 2% — 2z
transforma al plano complejo en si mismo y se muestra que el conjunto A de puntos de
oérbita acotada corresponde con el conjunto X del plano acotado por cierta deltoide A (es
decir, una cierta hipocicloide de 3 picos).

Capitulo 4. Se presenta el modelo geométrico G: A — A (donde A es un cierto tridngulo
equilatero en el plano), util para estudiar la dinamica de la funcién F en el conjunto K
de puntos de orbita acotada de manera indirecta, pero geométricamente mas clara. Se
demuestra que G es cadtica en A, asi como en ciertos subconjuntos invariantes de A, de
entre los que destaca un tridngulo de Sierpiriski 8. Ademés, a lo largo de este proceso,
A es subdividido en tridngulos cada vez maéas pequefios, nombrados cada uno con una
cantidad finita de indices tomados del conjunto {0, 1,2, 3}, lo cual servira de preparacion
para construir el modelo simbolico del siguiente capitulo en el que a cada punto de A se le
asocia uno o varios codigos infinitos de digitos tomados también del conjunto {0, 1,2, 3}.

Capitulo 5. Se introduce el modelo simbdlico o: ¥ — ¥, en el que en lugar de trabajar con
los puntos de A se trabaja con codigos asociados a ellos, que conforman el conjunto ¥ =
{(wy,ws,...) : w, € {0,1,2,3} para cada n € N}; y en lugar de trabajar con la funcion
G se trabaja con la funciéon corrimiento o, tal que o(wy,we,ws,...) = (wa,ws, wy,...).
Tal modelo simbdlico, conceptualmente mas abstracto que el modelo geométrico, ayuda
por un lado a reafirmar lo que ya se ha descubierto con el modelo geométrico y, por otro,
muestra su gran utilidad para responder preguntas que sin él podrian ser muy dificiles de
resolver, como por ejemplo sobre la existencia de puntos de oérbita densa (que en efecto
los hay y que forman ademés un conjunto denso).

Capitulo 6. Se estudian los conceptos de funciones conjugadas y semiconjugadas, esenciales
para mostrar que los principales resultados obtenidos mediante los modelos geométrico y
simbolico son también validos para la funcién F. Para ello, se demuestra que F en K es
conjugada de G en A y semiconjugada de o en U. Ademas se demuestra que F' en C\ int(X)
es conjugada de ¢ en C\ int(D), donde D = {z € C: |z| < 1} es el disco unitario.

Capitulo 7. Se hace una lista con las conclusiones que se pueden obtener acerca del sistema
dinamico generado por nuestra funcién F(z) = 22 — 2 en el plano complejo a partir del
trabajo realizado en los capitulos anteriores. En particular se concluye que F' presenta
una dindmica caotica en X, asi como en otros subconjuntos invariantes de X, como por
ejemplo uno de ellos homeomorfo al triAngulo de Sierpiriski 8. Dichas dinamicas cadticas
difieren en cada caso por presentar una distinta entropia topologica o, en uno de los casos,
por no tener entropia topologica definida.

Y asi como los sistemas dindmicos discretos son un interesante lugar de reunién matematica,
se espera que este trabajo logre convocar a diversos lectores que, ya sea por simple curiosidad
de ver los dibujos, de saber de qué tratan los sistemas dinamicos discretos o por cualquier otro
motivo personal, se animen a abrir sus paginas y formar parte también de este encuentro.
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Capitulo 1

El escenario de esta historia: el
plano euclidiano

El mundo en un trozo de mundo

Una pared adentro de una caverna, el suelo cubierto de arena en una playa a la orilla del mar,
una hoja de papel en blanco... son ejemplos de superficies que, con ayuda de instrumentos
adecuados (pigmentos naturales, los dedos de una mano, plumas de colores u otros articulos
diversos), han permitido al ser humano hacer representaciones del mundo en el que vive (ya sea
de manera efimera o perdurable), reflexionar sobre éste, reestructurarlo e imaginar otros mundos
posibles.

Para tal quehacer sin embargo, dada la imposibilidad de incrustar de lleno tan vasto mundo
en cualquiera de estos limitados soportes, se hace necesario elegir inicamente algunos cuantos
rasgos o cualidades por representar y dejar de lado, al menos momentaneamente, al resto (meca-
nismo de selecciéon conocido como proceso de abstraccion). Podemos entonces intentar recuperar
graficamente uno o varios de entre una amplia diversidad de aspectos: las siluetas, la luminosi-
dad, los colores, las cantidades, las formas, la estructura, o incluso elementos dindmicos como
el movimiento, u otros no visibles, como los sonidos. Todo ello de acuerdo con nuestro interés,
nuestra creatividad, nuestros recursos y también nuestras limitaciones précticas.

Intentar representar, por ejemplo, un gran mamut a tamano natural en la pared més o
menos lisa de una cueva pequena podria ser una tarea técnicamente imposible. En cambio,
sacrificando su tamano real, se lo podria pintar méas pequeno, como mirandolo a la distancia, tan
lejos como fuera necesario para que cupiera adecuadamente en nuestra pared, concentrandonos
bésicamente en preservar su forma. La experiencia nos indicaria que para lograr esto tultimo de
manera efectiva, harfa falta reducir de tamano cada parte del mamut uniformemente (o, dicho
en lenguaje matemético preciso, de manera proporcional). Asi, por ejemplo, si la trompa del
mamut original fuera del triple de largo que la trompa del mamut pintado, algo andlogo deberia
de suceder con los cuernos, y con las patas, y con cualquier parte del mamut, observandose en
general una razén 3 a 1 entre las medidas del mamut a tamano real y las de su representacion
pictorica.

Ahora bien, en un caso mas general, supongamos que cualquier medida del mamut pintado
cupiera c veces en la correspondiente medida del mamut a tamano real. Entonces pasaria que
si tomaramos dos medidas cualesquiera a y [ en la pintura (por ejemplo el alto y el largo del
animal) y sus correspondientes medidas A y L en el mamut a tamaio real se tendria que: A = c-a



2 El mundo en un trozo de mundo

y L =c-1, y de ahi que

A L

a U
Esta igualdad equivale claramente a que

A a

L U

pero esto ultimo significa que las proporciones en el mamut a tamaio real (del lado izquierdo de
la igualdad) también se preservan al transportar nuestra atenciéon a nuestra hipotética pintura
(del lado derecho), y viceversa.

Esta observacion, que pudiera parecer quiza demasiado simple a la luz de la moderna notacion
de fracciones, en realidad nos sirve para presentar una estrategia bésica en el trabajo matematico
cotidiano y que también es un elemento fundamental en este proyecto de tesis. Dicha estrategia
consiste en que para estudiar cierto fenémeno o resolver cierto problema en un universo dado
U, se hace una representacion suya en otro universo U (con cuidado, claro, de que se preserve lo
que queramos preservar) donde quiza por alguna razén es més facil trabajar y, una vez resueltas
ahi las cosas, se emprende el viaje de regreso al universo y al problema originales con una nueva
comprension del fenémeno.

En principio, dicho universo U corresponde mucha veces con el mundo en el que vivimos y
el universo U bien puede ser nuestro propio universo mental (ampliamente dotado de imégenes,
nombres, conceptos, interacciones, ideas...), alguno de los soportes “planos” de los que habla-
bamos al inicio de este capitulo, o incluso en ocasiones, el mismo universo U aunque quiza un
poco modificado. Veamos un ejemplo de esto ultimo, reviviendo en seguida lo que relata una
antigua leyenda matematica.

Se dice del primer matematico en la historia de la Antigua Grecia del que parece haber
registro, ahi por el siglo VI a.C., que ide6 un método para determinar la altura de una de
las piramides de Egipto sin necesidad siquiera de tocarla, inicamente con ayuda de su propio
cuerpo erguido verticalmente en las cercanias de la pirdmide, su sombra asi como la proyectada
por la piramide, y algo de paciencia. Simplemente hacia falta esperar el momento del dia en
que su sombra midiera lo mismo que él, para medir entonces la sombra de la pirdmide. Luego,
considerando que los rayos del sol que bajaban desde el cielo sobre zonas cercanas entre si eran
practicamente paralelos, dicho personaje concluia que los dos tridngulos mostrados en la figura
1.1, tenian la misma forma (es decir, eran semejantes) y sus lados correspondientes eran por lo
tanto proporcionales entre si. Asi, las proporciones entre la altura y la base de cada triangulo
debian ser iguales entre si, es decir valer ambas 1, por lo que la altura de la piramide era igual
a la longitud de su sombra en ese momento del dia.

U
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Podriamos entonces sugerir que nuestro ingenioso personaje utilizé su propio cuerpo y su
propia sombra como representaciones de la piramide y de la sombra de ésta, haciendo coincidir
el universo de representacion y el del problema original, y ddndose cuenta de que al pasar de
uno al otro de la manera en la que lo hacia las proporciones se preservaban.

Asi también el nombre de este pensador, Tales de Mileto, se ha preservado en la historia
hasta nuestros dias, intimamente relacionado con la geometria y las proporciones. También
como precursor de una importante escuela de mateméaticos griegos que, a lo largo de varios siglos,
encontraron en la geometria un campo de estudio de gran interés y fueron brindando cada uno
diversas aportaciones para ir construyendo lo que hoy se conoce como geometria clasica. En este
camino se fue consolidando como principal universo de representaciéon U un espacio de trabajo
al que se comenzé a llamar simplemente el plano.

Distintas visiones del plano

La visiéon euclidiana

Fue Euclides, uno de los integrantes de esta importante escuela de matematicos griegos, el encar-
gado de ordenar y poner por escrito buena parte de los conocimientos geométricos y matematicos
logrados hasta sus dias. En el siglo IIT a.C., en la ciudad de Alejandria y en los tiempos de la
célebre biblioteca que ahi existia, escribio los “Elementos”; su magna obra formada por 13 libros
principalmente enfocados en la geometria, pero que también trataban por ejemplo acerca de
teoria de nimeros. En dicha obra se procuraba organizar de manera logica todos estos saberes,
tomando como punto de partida un conjunto de postulados junto con algunas nociones comunes
acerca de la igualdad (presentados todos en el libro I), asi como una nutrida lista de definiciones
(distribuidas a lo largo de todos los libros, incluyéndose por ejemplo en el primero las de punto,
linea, superficie, angulo, angulo recto, etc.). Y a partir de ahi, y mediante el método deductivo,
se iban justificando toda una diversidad de proposiciones.

Pues bien, los enunciados de los cinco postulados de Euclides, base de la teoria desarrollada
por él en esta obra, eran los siguientes:

1. Por dos puntos siempre se puede trazar

una recta. I .
/ ____-!""-—.—-__--
2. Toda recta es prolongable tanto como se -

quiera en cualquiera de sus dos direccio-
nes

- ISP
3. Cualquier punto del plano se puede usar ( )

\ !
como centro de un circulo (o de un arco AN S I:I:I

de circulo) de radio arbitrario.
4. Todos los dngulos rectos son iguales.

5. Si dos rectas son cortadas por una trans- —
versal y de alguno de los lados de és-
ta la suma de los angulos interiores con
las rectas es menor a dos dngulos rectos,
entonces, si las rectas se prolongan su-
ficientemente de ese mismo lado, se ha-
bran de intersectar.

a+ <1807

Figura 1.2: Ilustracion de los cinco postulados
de Euclides (fuente: Wikipedia en espanol).
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Como el lector podra notar, el ultimo postulado se destaca por tener una formulaciéon algo
méas complicada que el resto. Al respecto también cabe mencionar que las primeras 26 proposi-
ciones del libro I de los Elementos se demuestran ahi utilizando tinicamente los primeros cuatro
postulados (como la proposicion 1.15, que dice que angulos opuestos por el vértice son iguales
entre si). Sin embargo, a partir de la proposicion 1.27, en la que empiezan a abordarse asuntos
que involucran el paralelismo entre rectas, el uso del 5to postulado se vuelve crucial, como por
ejemplo para llegar a las demostraciones de resultados fundamentales como que la suma de los
angulos internos de un triangulo es igual a la suma de dos angulos rectos (proposicion 1.32), del
teorema de Pitagoras (proposicion 1.47) o del teorema de Tales (proposicion VI.2).

Ahora bien, dada por un lado la relevancia del 5to postulado, pero por otro la especial
complejidad de su formulaciéon en comparacién con la de los otros cuatro, una pregunta que
durante mucho tiempo se abordé era si tomando como ciertos sélo los primeros cuatro postulados,
lo que aseguraba el 5to debia cumplirse necesariamente, es decir, si podia demostrarse a partir
de los anteriores. En realidad llevo muchos siglos terminar de responder satisfactoriamente, pero
algunos avances se fueron dando poco a poco en el sentido de descubrir que si bien al omitirlo y
dejar solo los otros cuatro parecian perderse buena parte de los resultados dados por Euclides,
no asi al agregar en su lugar por ejemplo alguno de los siguientes postulados alternativos:

51. Dada una recta y un punto fuera de ella, existe una y sblo una paralela a la recta dada
que contiene al punto dado.
(Postulado de las paralelas)

52. La suma de los angulos internos de un triangulo es igual a la suma de dos dngulos rectos.
(Postulado del triangulo)

53. Las rectas paralelas son siempre equidistantes.
(Postulado de equidistancia)

54. Los angulos correspondientes entre paralelas son iguales.
(Postulado de los angulos correspondientes)

Cualquiera de ellos (o bien el 5to postulado original) implica a los demaés, es decir que son
equivalentes al tomar inicialmente como ciertos los postulados del 1 al 4. Y mas recientemente
en el siglo XX se demostro que también el 5to postulado es equivalente al teorema de Pitagoras
(ver [17]). Es asi que cualquiera de estas versiones alternativas del 5to postulado que se utilice
junto con los cuatro primeros genera los mismos resultados, es decir toda la teoria desarrollada
por Euclides.

Ahora bien, durante los siglos XVII y XVIII se comenz6 a entender que existian otras geo-
metrias que no necesariamente cumplian el 5to postulado ni ninguno de sus equivalentes. Si
pensamos en particular en el postulado 51, podia en realidad cumplirse que:

E. Dada una recta y un punto fuera de ella, no existe ninguna paralela a la recta dada que
contiene al punto dado.

H. Dada una recta y un punto fuera de ella, existe més de una paralela a la recta dada que
contiene al punto dado.

Y asi fueron inauguradas las geometrias no euclidianas. Actualmente se llama. ..
geometria absoluta, a la que parte tinicamente de los postulados 1-4.

geometria hiperbdlica, a la que utiliza los postulados 1-4 y en la que se cumple H.
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geometria eliptica, a la que utiliza los postulados 1-4 y en la que se cumple F.

geometria euclidiana, a la que utiliza los postulados 1-4, asi como el 5to postulado (o
cualquier otro equivalente).

Lo que se hace en este trabajo corresponde al Aambito de la geometria euclidiana, sin embargo
a aquellos que deseen conocer mas acerca de las geometrias no euclidianas, se les refiere al libro
Invitacion a las geometrias no euclidianas de Ana Irene Ramirez Galarza y Guillermo Sienra
Loera (ver [12]).

Y bien, después de todo este recorrido sobre la estructura teérica de la geometria, basta
mencionar que estos cimientos de la geometria euclidiana abren un mundo de posibilidades para
estudiar una inmensa variedad de objetos: figuras geométricas, longitudes, areas, medidas de an-
gulos, proporciones, curvas como las conicas, transformaciones rigidas (reflexiones, traslaciones,
rotaciones), homotecias. .. Algo que podria parecer tan completo y bello que no faltara nada
mas.

La visién cartesiana

No obstante, muchos siglos més tarde comenz6 a abordarse la geometria en el plano también
desde una perspectiva distinta. En su libro La Géométrie, publicado en 1637, René Descartes
introdujo la visién de la geometria analitica. Esta nueva manera de trabajar en el plano consistia
en describir cada punto mediante una pareja de niimeros, sus coordenadas, que representaban
la distancia de dicho punto a dos lineas fijas de referencia (ver figura 1.3).

Figura 1.3: Coordenadas = y y de un punto P en el plano cartesiano.

Con este par de niimeros era posible traducir relaciones geométricas a relaciones algebraicas
y viceversa. Las curvas, por ejemplo, que en la geometria euclidiana eran descritas como el
lugar geométrico de los puntos que cumplian cierta caracteristica, en la geometria analitica se
describian como el conjunto de puntos cuyas coordenadas cumplian determinada ecuacion.

En la actualidad, esta visi6on cartesiana ha sobrevivido esencialmente sin modificaciones,
salvo que por ejemplo en el modelo de Descartes s6lo habia coordenadas positivas, pues los
ntmeros negativos eran vistos con desconfianza en su tiempo; ahora en cambio son mucho
méas comprendidos y aceptados. Ademas, las dos rectas de referencia se suelen dibujar ahora
perpendiculares, mientras que Descartes las dibujaba oblicuas (Maor 2006, pag. 72).

Esta forma de estudiar el plano utilizando como universo de representacion al conjunto de
parejas de niimeros, al que se le comenzé a llamar justamente plano cartesiano, establecia un
camino de ida y vuelta entre la geometria y el algebra de manera que dos preguntas resultaban
naturales: jdados ciertos objeto geométricos, como describirlos mediante ecuaciones algebraicas?
y ;dadas ciertas ecuaciones algebraicas qué objetos geométricos representan? Justamente, en la
materia de Geometria Analitica de bachillerato se suele ver que, si no tienen solucién vacia, las
ecuaciones de primer grado Ax + By + C = 0 se corresponden con rectas y las de segundo grado
Ax? + By? + Cx + Dy + E = 0, con conicas.
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Por ejemplo, de acuerdo con el teorema de Pitagoras la ecuacion z2 + y? = 1 describe la
circunferencia unitaria, es decir una circunferencia de radio 1 con centro en el punto (0,0),
cominmente llamado origen. Ademas, dado un punto P con coordenadas (z,y) sobre la circun-
ferencia unitaria, considerando el angulo que forma con la parte positiva del eje horizontal y
tomando como medida @ de dicho angulo la longitud de la parte de arco que va del punto (1,0)
al punto (z,y), se le llama cos(0) a la coordenada x del punto P y sen(f) a su coordenada y, de
modo que es claro que cos?(f) + sen?() = 1, extendiendo las razones trigonométricas que sélo
estaban antes definidas para 6 € (0,7/2) ahora a cualquier § € R (ver figura 1.4).

Figura 1.4: La circunferencia unitaria y las funciones seno y coseno.

Algo més que es importante mencionar es que mas tarde, indudablemente inspirado por
la fisica, se lleg6 a considerar a las parejas (x,y) no sélo como las coordenadas de un punto,
sino como objetos en si mismos, susceptibles de hacer operaciones con ellos. Se les comenzo a
llamar vectores y al plano, un espacio vectorial. Formalmente eso significa que se puede hacer
las conocidas operaciones de suma y multiplicacién por escalar (ver figura 1.5).

P+Q=(x+uy+v) /
> ‘AP = (\z, \y)

P = (.Z‘,y)

/|
’
’
/

Figura 1.5: Operaciones de espacio vectorial: suma y producto por escalar.

Finalmente, es importante decir que tan sblo para obtener la distancia entre dos puntos
se utiliza el teorema de Pitagoras que, como hemos visto, es equivalente al 5to postulado de
Euclides, por lo que no hemos dejado de movernos en el mundo de la geometria euclidiana.

La visiéon compleja

Le llamamos asi a la manera de entender el plano asociando a cada punto en él un namero
complejo, es decir, un integrante del conjunto

C={z=z+iy:z,y eR},
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donde dichos ntimeros se pueden sumar o multiplicar de manera que si z = x + 1y y w = u + v,
se tiene que:

zHw=(x+u)+ily+v) v zw=(xu—yv)+i(zv+ yu).

Tal operaciéon producto contiene implicitamente la propiedad i2 = —1.

A diferencia del caso anterior en el que la introduccion de las coordenadas (x,y) se hizo para
comprender mejor lo que ocurria en el plano euclidiano, en el caso de los ntimeros complejos en
principio fue al revés. Méas bien fue el plano el que ayudo a comprender mejor a los nimeros
complejos (si bien luego, felizmente, también se dio el proceso contrario). En realidad los nimeros
complejos aparecieron en otro contexto y tuvieron una historia bastante tortuosa (ver el capitulo
5 de [16]) en la que eran descubiertos, pero como no se les veia sentido se les desechaba, pero
volvian a salir y parecian ser muy utiles, por lo que se les usaba aunque con desconfianza.
Hasta que en medio de todos estos estira y afloja se llegd a la conclusion de que el nimero
complejo z = x + iy se podia identificar con el punto del plano con coordenadas (z,y). Esto
es graficamente un procedimiento extremadamente simple: renombrar una cosa por otra (ver
figura 1.6). No obstante, lo aparentemente inocente de esta accion, en la siguiente secciéon se
busca mostrar su gran potencia.

T z=x+1y

7777777777 i

2| 'y
arg(z)
!
Y

7777777777 !

M z Z=x—1y
o= Vg

Figura 1.6: Un namero complejo z, su modulo |z|, su argumento arg(z) y su conjugado Z.

Los ntimeros complejos y el plano

Es posible demostrar que si z = 41y y w = u+ v, entonces hacer el producto zw se interpreta
geométricamente como sumar los angulos de z y w y multiplicar sus modulos (ver figura 1.7).

A

Figura 1.7: Multiplicar nimeros complejos es sumar argumentos y multiplicar médulos.



Los ntimeros complejos y el plano

Esto es en esencia lo que dice el siguiente teorema.
Proposicion 1. Para cualesquiera z,w € C se tiene que:

1. Jzw| = |z||w].

2. arg(zw) = arg(z) + arg(w) (méd 27).

Expresando un ntimero complejo en su forma polar y aplicando el resultado anterior, resulta
claro lo siguiente.

Proposicion 2. Si z = r(cosf + isenf) € C, entonces z™ = r"(cosnb + i sennd).
Y haciendo el camino a la inversa se puede probar este otro resultado.

Proposicion 3. Si z = r(cosf +isenf) € C con z # 0, entonces z tiene exactamente n raices
n-ésimas dadas de la siguiente manera:

0 2 0 2
wy, = {L/;<cos (—l—kﬂ) + isen (—i—k‘ﬁ)), donde £k =0,1,2,...,n— 1.
n n n n

Esto es, podemos obtener una raiz n-ésima de z sacando la raiz n-ésima de su modulo y
dividiendo su angulo entre n y luego las deméas sumando repetidas veces la n-ésima parte de la

vuelta completa hasta llegar de nuevo al punto de partida. Como ejemplo, las tres raices cibicas
de 8 son las mostradas en la figura 1.8.

Figura 1.8: Raices ctbicas de 8.

La funcién exponencial compleja y la descripciéon de bellas curvas

Un resultado conocido de los cursos de célculo en la Facultad de Ciencias es que para todo z € R
se cumple que:
2 .3

c T
e —1+IE+§+§+
y también que:
22zt S
cos(@) =1 -G+ et
x> 25 2T
sen(z) =0 — — + — — — +
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Pues bien, si a semejanza del gran matematico Leonhard Euler, uno hiciera el experimento
de sustituir en la primera de ellas el niimero real  por el nimero imaginario puro ¢y para ver
qué sucede, entonces obtendria que:

4 o )2 ) Gyt (iy)®
iy _ e
e =1+ (iy) + T TR TR -

Luego, recordando que las potencias del niimero ¢ son ciclicas de manera que

it =1, P2 =—1, i3 = —i, it =1,

i° = i de nuevo, y asi sucesivamente... y si ademas uno fuera lo suficientemente osado como

para tratar esta serie infinita de la misma manera que lo haria con una suma finita, entonces
podria llegar a que:

2 4 6 3 5 7

w_ (1Y Y Y LYY
¢ (1 ST TR B e TR TR I

es decir:
e =cosy + iseny.

Esta identidad, que mas adelante se justifica adecuadamente, es conocida justamente como la
formula de Fuler, en honor de su curioso descubridor.

Por otro lado, recordando que para a,b € R se cumple que e®
entonces que para un namero complejo z = x + iy deberia suceder que:

b — %P se podria pensar

e = %" = e*(cosy + iseny).

No obstante, el camino seguido hasta aqui para llegar a tal conclusién atraviesa por diversas
dificultades nada despreciables. Por ejemplo, el hecho conocido del calculo real de que reordenar
los términos de una serie podria cambiar el resultado final o incluso hacer que no converja (y
si asf sucede con los nameros reales, que son una parte de los complejos, entonces también con
estos tltimos).

Sin embargo, como es comdn en el universo mateméatico, uno puede hacer las cosas al revés
si eso conviene; esto es, en este caso por ejemplo, tomar dicha expresion final como la definicion
misma de la funciéon exponencial compleja y averiguar si todo sigue funcionando como se espera.
Esto se hace a continuacion.

Definicion 1. Para cualquier niimero complejo x4+ iy se define la funcion exponencial compleja
como:
et = e"(cosy + iseny).

Observacion 1. A partir de esta definicion puede notarse lo siguiente:

1. La exponencial compleja es en efecto una extension de la funcién exponencial real, puesto
que si z € R:
"0 = ¢%(cos 0 + isen 0) = (1 +i0) = e”.

2. Geométricamente, la expresion e*t% = e%(cosy + iseny) corresponde en coordenadas
polares con el vector de modulo e® € (0,00) y argumento y € (—00, 00).

3. De ahi que la funcién exponencial compleja manda. . .
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rectas horizontales (con y constante) en semirrectas que parten del origen pero no lo
incluyen.

rectas verticales (con x constante) en circunferencias con centro en el origen (recorridas
una infinidad de veces).

(Ver figura 1.9.)
4. Para toda z = x + iy € C: e* # 0, pues |e*| = e” > 0 siempre.

5. La funcién exponencial transforma todo el plano complejo en el plano complejo sin el
origen.

eat+iy 1

1 T »

2 ® O Y2
A Y1

Y1 e’ e’?

Ventana gatuna

L1 T2

Figura 1.9: La funcion exponencial transformando el plano C en C\ {0}.

Es un ejercicio interesante imaginar dinamicamente lo qué sucede con el gato imagen si en
la figura anterior se mueve una o varias de las cuatro lineas que forman la ventana gatuna del
dominio.

Ejemplo 1. ;Qué ntmeros complejos son los siguientes y dénde se ubican en el plano complejo?
1. e con y € R.
2. ¢("%) con n e N.

Solucion:

1. e = 9% = eO(cosy +iseny) = (cosy +iseny), que es el vector de argumento y sobre
la circunferencia unitaria.

2. Del inciso anterior, tenemos por ejemplo que

e0=1, €% =i, €"=-1, F = —i, e =1,
y en general
i sin=1 (méd 4)
Li(ng) _ -1 sin=2 (mdd 4)
—i sin=3 (mdd4)
1 sin=0 (mdd4)
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i Reconoce, lector, esta secuencia de nameros? Si es asi, podra notar que de hecho la
igualdad anterior se puede escribir de manera sintética como:

ez(n%) — Z"n,7

lo cual aritméticamente puede ser algo obscuro, pero geométricamente es bastante claro
) )
,no es cierto?

O

2 = —1, igualdad que puede reescribirse

Dicho sea de paso, para n = 2 se tiene que '™ = 1
como:

e +1 =0,

una formula realmente interesante, jno le parece?... Pues bien, esta igualdad, conocida como
la identidad de Euler es una de las ecuaciones méas apreciadas por su belleza matematica, pues
por ejemplo, en palabras de Eli Maor (2006, pag. 160):

“... conecta las cinco constantes mas importantes de las matematicas (y también
las tres operaciones mas importantes: suma, producto y exponenciacion). Estas cinco
constantes simbolizan las cuatro ramas principales de la matemaética clasica: aritmé-
tica, representada por 0 y 1; algebra, por i; geometria, por m; y anélisis, por e.”

Terminado este breviario cultural pasamos a probar que, en efecto, la propiedad de la ex-
ponencial real de convertir las sumas del exponente en productos sigue siendo valida con la
exponencial compleja.

Proposicion 4 (Propiedad fundamental de la exponencial). Para cualesquiera z,w € C se tiene

que:

ez—i—w — ezew.

Demostracion: Siz =a+iby w = ¢+ id, entonces:

et = elate)tilbrd) — pateleog(h + d) + isen(b + d)]
= %" ¢[(cosbcosd — senbsen d) + i(senbcosd + cos bsen d)]

= e%“(cosb+ isenbd)(cosd + isend) = e“e".

O

Finalmente abordaremos otro aspecto muy importante de la funcién exponencial compleja.
Si llamamos
T — (% cos i (e’ sen
e = y)+i( Y),

S———
fz,y) w(z,y) v(z,y)

tendremos que las funciones u y v son diferenciables en el sentido real para todo (z,y) € R? y
ademas:

ou - ov .
gy (1ry) = € cosy afy(xvy) =e" cosy
ou . v -
yy(x,y) = —e"seny 5y () = ¢seny

(de ahi que se cumplen las ecuaciones de Cauchy-Riemann).
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Esto implica que la funcion exponencial compleja es holomorfa en todo C, y ademas

fla+iy) = 5o (ey) +ig (@) = o,

es decir que la funcién exponencial compleja es derivable en todo el plano complejo y, como en
el caso real, su derivada coincide con ella misma.

Que esta funcién sea holomorfa en todo el plano implica que por lo tanto es conforme en todo
el plano (lo cual en términos simples significa que preserva angulos). Esta notable caracteristica
v la inicialmente inesperada relacion entre las funciones circulares y la exponencial compleja le
dan a esta funciéon un gran poder para describir y estudiar curvas que giran, como veremos a
continuacion.

Circunferencias y rayos
Como ya se menciond, la funcién exponencial compleja transforma el plano como sigue:

rectas horizontales — rayos que parten del origen, sin incluirlo.

rectas verticales — circunferencias con centro en el origen.

Esto ilustra la conformalidad de dicha funcién, puesto que en el dominio las rectas horizon-
tales y las rectas verticales son perpendiculares entre si, y en el contradominio, los rayos y las
circunferencias, en efecto preservan dicha relacion angular.

Por otro lado, queda claro que para la descripcion de circunferencias es muy tutil la funcion
exponencial. Por ejemplo, una forma de parametrizar una circunferencia de radio r con centro
en el origen es aplicando la funcién exponencial al segmento de recta tal que x = logr y
y € (Yo, yo + 27|, obteniéndose la expresion:

et = e"(cosy + iseny) = re'v.

O, utilizando otra variable mas comiin para denotar dngulos y poniendo esta expresiéon como
funcion de una variable (dado que la otra esta fija), esto es:

+(6) = re®,
con € en un intervalo cualquiera de longitud 27 abierto por un extremo y cerrado por el otro
(para lograr que, ademés de todo, dicha funcion del intervalo en la circunferencia sea biyectiva).
Fijando r = 1, la anterior parametrizaciéon no es la tnica que describe a la circunferencia

unitaria. Es un ejercicio ilustrativo identificar a qué forma de recorrerla corresponde cada una de
las siguientes parametrizaciones, y si dos hacen lo mismo, demostrar que en efecto es asi usando

la definicion 1 y la proposicion 4: e, —e=0 =0 ¢if eil0+m) _ (ei‘)), eim=0) ¢i(0+2m)

RYah 7
N\ o

Figura 1.10: Distintas formas de recorrer la circunferencia unitaria.

@

Por ejemplo, e~ = (=9 = cos(—0) + isen(—0) = cos(#) — isen(f) = cosf + isend = €if,
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Espirales

Desde tiempos antiguos las espirales han sido motivo de especial atenciéon para la humanidad,
tal vez basicamente por su singular belleza o quiza también por su sugerente forma de evocar al
infinito. Su estructura se puede reconocer en el mundo biologico, en el mundo fisico y también
en el mundo humano.

En las matemaéticas, las espirales también han tenido un lugar especial. Es opinién del au-
tor de esta tesis que de dicho objeto en el pensamiento pudieron haberse nutrido fuertemente
ciertos conceptos fundamentales de las matematicas como el del infinito, la convergencia y la
divergencia. Lo cierto es que matematicos de gran talla dedicaron una parte importante de su
quehacer a estudiarlas. Arquimedes, por ejemplo, escribi6é un tratado, Sobre las espirales, en el
que se estudia la que tomaria el nombre de espiral de Arquimedes. Jakob Bernoulli por su parte
dedicod parte importante de su trabajo a estudiar otra espiral distinta, la ya nombrada en ese
entonces como espiral logaritmica, que se convirtié en su curva favorita y a la que él rebautizo
como spira mirabilis (espiral maravillosa).

En ambos casos, la manera més natural de describirlas es en términos de coordenadas polares.
La espiral de Arquimedes mediante la ecuacién: r = a + b8 y la spira mirabilis, mediante la
ecuacion Inr = af con a y § ntmeros reales o, equivalentemente, r = e®.

Otras formas espirales también aparecen en las mateméticas, como en la espiral de Teodoro,
que organiza de manera bastante bonita las raices cuadradas de todos los nimeros naturales; la
espiral durea, formada a partir de un rectangulo dureo que contiene una infinidad de rectangulos
semejantes de menor tamano; el conjunto de Mandelbrot, en algunas de sus zonas fronterizas; e
incluso también en la demostracion clasica de Calculo 1 de que algunos conjuntos como Z X Z
tienen tantos elementos como los nimeros naturales.

Pues bien, asi como con ayuda de la funcién exponencial compleja es posible parametrizar de
manera increiblemente sintética a las circunferencias con centro en el origen (simplemente como
re’?), uno podria intentar ahora parametrizar alguna espiral, en la que la distancia al origen no se
mantenga fija como en una circunferencia, sino que vaya aumentando o disminuyendo conforme
se gira. Una manera de buscar el camino es recordando que la funcién exponencial compleja
envia lineas horizontales a circunferencias de distintos radios, por lo que una linea que en el
dominio vaya atravesando las distintas lineas horizontales, se convertira en el contradominio en
una linea que de alguna manera ira atravesando las distintas circunferencias.

La manera més sencilla de comenzar a explorar este comportamiento es analizando lo que
sucede con las lineas rectas no horizontales que pasan por el origen, las de la forma y = mx con
m # 0 (a las que ma$ adelante solo habra que incorporar el eje Y). Veamos qué sucede con ellas
al aplicarles la funcién exponencial.

Tomemos los puntos de una recta con ecuaciéon y = max para m # 0. Aplicando la funcion
exponencial a estos puntos obtenemos que:

e" T = % (cosy + iseny) = e”(cosma + isenma),

que en coordenadas polares corresponde con el vector (r,8) tal que

r=e* y 0=max.

29 es decir, es en realidad

De ahi vemos que si tomamos a = 1/m se cumple que r = e* = e
una spira mirabilis (pues cumple con su ecuacion).

Algo importante de haber hecho esto, ademés de corroborar que en efecto logramos describir
una espiral como habiamos intuido, es la posibilidad de probar de manera muy sencilla una de
las propiedades mas llamativas de esta espiral: el hecho de que cualquier radio vector que parte

del centro de la espiral la corta siempre con el mismo angulo de inclinacion. Esto se debe, de
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nuevo, a la conformalidad de la funciéon exponencial y al hecho de que en el dominio la recta
Yy = mx (que se transforma en la espiral) corta a las rectas horizontales (que se transforman
en los rayos) siempre con el mismo angulo; es dicho angulo el que se mantiene siempre igual
también en el contradominio.

Hipotrocoides: las curvas del espirégrafo

Posiblemente el lector de esta tesis (a semejanza de quién la escribe) haya pasado buenos mo-
mentos de su ninez jugando con un espirégrafo. En tal caso recordara céomo se podia elaborar
asi una multitud de dibujos bastante coloridos y bellos mediante la accién coordinada de las
manos, algunas plumas de colores y esta colecciéon de anillos, circulos y otras figuras con los
bordes dentados (algunas por dentro y otras por fuera) y con algunos orificios en determinados
lugares.

Maravillosamente, para echar a andar este fascinante mecanismo de dibujo uno no necesitaba
entender gran cosa, y sin embargo no podia dudar de que en el fondo algo muy interesante debia
estar sucediendo, pues si se procedia con suficiente cautela, el resultado final solia ser bastante
asombroso.

-
Col oM

A3 e
R :0a &
o < -
_ e C > i <
/‘ee Jov d "sclls,é\\ L)

& 2%

Figura 1.11: Espirografo de madera (imagen obtenida de internet).

Ya con algo de experiencia préactica uno podia quizd comenzar a hacerse algunas preguntas
de tinte cientifico como las siguientes: ;luego de comenzar a dibujar con el espirégrafo una cierta
curva, serd posible unir su final con su principio si uno sigue y sigue dibujando lo suficiente?,
jcudndo si y cuando no?, jen caso de que si, cuantas vueltas serd necesario dar?, ;y en tal
situacion, cuantos puntos extremos (los mas alejados y los méas cercanos a su centro) tendré la
figura resultante?, ;de qué depende todo esto?

Pues bien, en esta seccién, ya con mas elementos tedricos que cuando éramos ninos, con el
ejemplo de Richard Courant y Fritz John (2001, pp. 347-351), y con la herramienta de la funcion
exponencial compleja, abordaremos éstas y otras cuestiones que nos ayudaran a familiarizarnos
con este tipo de curvas cuyo nombre matematico es el de hipotrocoides, y algunas de las cuales de
manera sorpresiva aparecen y son relevantes al estudiar la dindmica de la funcion F(z) = 22 —2z.
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Comenzaremos este estudio analizando un caso particular. Para empezar, una hipocicloide se
define como la trayectoria descrita por un punto P situado sobre una circunferencia (generatriz)
G de radio r > 0 que rueda sin deslizamiento por el interior de otra circunferencia (directriz) D
de radio R > 0.

Figura 1.12: Trazado de una hipocicloide.

Mirando el proceso de trazado de una hipocicloide podemos hacer varias observaciones:

1.

Al ir girando la circunferencia G por el interior de la circunferencia D, el punto P se acerca
y se aleja del centro de D de manera alternada. A los lugares por los que pasa P que estan
més alejados del centro de la circunferencia directriz les llamaremos crestas y a los lugares
por los que pasa que estan mas cercanos al centro les llamaremos valles.

Es geométricamente claro que cuando la circunferencia G pasa de estar en la posicion en la
que se alcanza una cresta a estar en la posicion en la que se alcanza la siguiente, la longitud
del arco de D recorrido debe ser igual al perimetro de G, pues en este movimiento cada
punto de la circunferencia G entr6é en algiin momento en contacto con alguno de dicho
arco de la circunferencia D y tal contacto es por definicion sin deslizamiento.

También es geométricamente visible que cuando la circunferencia G da una vuelta completa
a lo largo de toda la circunferencia D y su centro llega al mismo punto que en el que estaba
al principio, la longitud recorrida coincide justamente con el perimetro de D. Nétese que
no necesariamente la circunferencia G queda en la misma orientacion que en la que estaba
inicialmente (como en el ejemplo de la figura 1.12, en la que el punto P después de esta
vuelta no quedd en el mismo lugar; de hecho, que eso suceda es lo mas probable).

Finalmente, para que la curva pueda cerrar, se necesita que en algiin momento el centro de
G caiga de nuevo donde estaba al inicio (de lo cual se habla en el inciso anterior) asi como
que el punto P caiga de nuevo sobre la circunferencia D, de lo cual se habla en el inciso
previo al anterior). Es decir, que la longitud recorrida sea tanto miultiplo del perimetro de
D como muiltiplo del perimetro de G. Eso equivale a que existan p,q € N tales que

p(2rm) = q(2Rm),

0, lo mismo, tales que

S|
SE k-]
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(es decir, en términos griegos, que los segmentos de longitudes R y r sean conmensurables).
La penultima ecuacion se puede interpretar ademés como que la circunferencia G hizo su
recorrido dando p vueltas (generando entonces p crestas y p valles) y para ello tuvo que
darle ¢ vueltas a D (si bien esto es cierto para cualesquiera ntimeros naturales p y ¢, la
informacion mas precisa, como veremos adelante, se obtiene cuando la fraccion p/q ya esta
simplificada). En la figura 1.12 se tiene por ejemplo que R/r = 14/3.

En seguida, algunos ejemplos mas (ver figura 1.13).

& L0

Figura 1.13: Hipocicloides con razon R/r igual a 3, 4, 5y 5/2.

Ahora bien, para encontrar cémo describir una hipocicloide en el plano complejo, y formular
y demostrar en tal contexto lo que hasta ahora hemos observado visualmente, comencemos
ubicando la circunferencia directriz de radio R con su centro en el origen, la circunferencia
generatriz de radio r internamente tangente a ella del lado positivo del eje horizontal y el punto
P en la intersecciéon de ambas.

Z) rx) \ RO
P/

ras:R9:>x:§9

Figura 1.14: Parametrizacion de una hipocicloide.

Luego de que al girar G su centro S se ha movido un angulo 8, y considerando el punto de
tangencia @ en la figura 1.14, podemos notar que la longitud R del arco PQ coincide con la
del arco P’'Q, por lo que el dngulo central del arco P'Q es %9. Ya con esto es posible calcular
la nueva posicion P’ del punto P al considerar el camino del origen a P’ pasando por S, y con
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ayuda de las parametrizaciones de las circunferencias involucradas en estos dos pasos. Dicha

0—L0)

posicién, tomada en funcion del angulo 6, resulta ser entonces y(0) = (R — r)e®® + reil o,

lo mismo:
i(B=rg

() = (R —1)e' + re i(5570).

Ahora bien, si en lugar de tomar inicialmente el punto P en la orilla de la circunferencia
generatriz G lo tomamos en general a una distancia d > 0 de su centro (a la que llamare-
mos desplazamiento central), lo que se dibuja es una hipotrocoide, con la ecuacion ligeramente
distinta:

7(0) = (R — r)ei? + de "("770),

que coincide con una hipocicloide en el caso particular en el que d = r. Adicionalmente, se le
llama hipotrocoide disminuida cuando 0 < d < r e hipotrocoide aumentada cuando r < d (ver
figura 1.15).

Figura 1.15: Hipocicloide (azul) e hipotrocoides aumentada (rojo) y disminuida ( ).

Suponiendo que 0 < r < R (veremos que basta analizar este caso para comprender también
el caso 0 < R < r), dicha ecuaciéon también se puede escribir como:

7(0) = me' + neﬂ'ke,

con
R—r
r

m=R—r>0, n=d>0 y k= > 0.

Notemos que segun las tres igualdades anteriores, también se puede hacer el proceso a la
inversa. Es decir, si lo que se tiene son los tres parametros m > 0, n > 0y £ > 0, entonces se
obtiene que:

m m
r=—>0, R=—+4+m>r y d=n2>0.
k k
Ademés el cociente del radio de la circunferencia directriz entre el de la circunferencia gene-
ratriz, al que llamaremos razon radial dada su relevancia, se puede calcular como % =k+1.
Algunas propiedades importantes de las hipotrocoides asi descritas se tratan a continuacion.
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Proposicién 5. Dados tres ntimeros realesm > 0,n > 0y k > 0, y la siguiente parametrizacion:
7(0) = me' 4 ne= ™,
se tiene que la hipotrocoide generada por 7(6) al variar 6 € R:

1. Se encuentra acotada en un anillo centrado en el origen de radio menor |m — n| y radio
mayor m —+ n.

2. Toca a la circunferencia mayor si y sélo si

2w

Hzcé\, concparygzm,

y eso sucede en el punto 7(6), al que llamaremos cresta, de médulo m + n y argumento 6.

3. Toca a la circunferencia menor si y sélo si

~ ~ 2
0 =co, concimpary@:%kiil),

y eso sucede en el punto 7(6), al que llamaremos valle, de moédulo |m — n| y argumento
0 sim>n
0+m sim<n

(si por otro lado m = n, 7(0) es el origen, que no tiene médulo definido).

Nota: Las fracciones a la que se iguala 6 en este inciso y en el anterior se pueden simplificar,
por supuesto, pero asi como estdn queda més claro que dividiendo la vuelta total de medida
27 entre el doble del namero k 4+ 1 = R/r y variando ¢ en todos los enteros, la curva va
alternando su paso entre ambas circunferencias una y otra vez infinitamente.

4. Es periodica si y solo si el nimero k + 1 = R/r es racional y en ese caso su periodo es
q(27), donde ¢ es el denominador de la fraccion ya simplificada k + 1 = p/q, con p,q € N
sin factores primos en comin.

5. Es periodica si y solo si el ntimero de crestas y el nimero de valles son finitos, y en ese caso
hay exactamente p crestas y p valles, donde p es el numerador de la fracciéon ya simplificada
k+1=p/q, con p,q € N sin factores primos en comun.

Demostracion:

1. Debemos probar que |m —n| < |7(0)| < m + n. Nombrando

0) = mei? —iko
7(0) = me* +ne ,

4 w
y usando las desigualdades del triangulo
ptw <zl +wly [l = [ w]| < 2= (-,
obtenemos que:
WO < |ml+[n] y  |im] = nl| < (@),

y como m y n son no negativos, se obtiene lo que se queria.
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2. Sabemos que en la primera de las dos desigualdades del triangulo del inciso anterior se da
la igualdad si y sélo si z y w tienen las mismas direccién y sentido y eso sucede si y s6lo
si sus argumentos son congruentes modulo 2, es decir,

= —kf (mdd 27),
es decir si y solo si
0(k + 1) es maltiplo de 2.
Esto es, existe t € Z tal que

T 2
=% ——| =¢c| —— =2t .
[kz—i—l} c {Q(R—i—l)} , conc par

Ademas, en este caso se tiene que 7(f) = z + w tiene el mismo argumento que ambos, es
decir igual a 6.

3. Sabemos que en la segunda de las dos desigualdades del tridngulo usadas en el primer
inciso se da la igualdad si y s6lo si z y —w tienen las mismas direcciéon y sentido, es decir,
si y s6lo si z y w tienen la misma direccién y sentidos contrarios. Esto, en términos de sus
argumentos, significa que

0+m=—k0 (méd 27),

0 lo mismo,
0(k + 1) + 7 es multiplo de 2.

Es decir, existe t € Z tal que

T 2
0=02t—-1 =c , con c=2t— 1 impar.
@0 i) = [z, P
Ademas, en este caso se tiene que si m > n, entonces 7(0) = z+w tiene el mismo argumento
que z, es decir 6; pero si m < n, entonces 7(6) tiene el mismo argumento que w, es decir,
tiene la misma direccién pero sentido contrario que z, es decir, tiene argumento 6 + 7.

4. Comenzaremos probando que
(1) o ~ ~ @)
7 es periddica < 30 € R, con 6 # 0, tal que 7(8) = 7(0) S k+1 € Q.

@ Tenemos que

70)=70) < |7(@)=m+n y arg(r(d)) =0 (mdd 2n).

Por los incisos anteriores, para 0 # 0 eso sucede si y sélo si para algin ¢ par (que no
sea cero)
~ C ~
0=——-2 =0 5d 2m).
LT Ty (méd 27)

Y esto sucede si y solo si para algin (entero) € Z (que tampoco sea cero)

c

2(entero)

(recuerde que k + 1 > 0).
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@ g 7(0) es periédica, por definicion existe 6§ € R, con 6 # 0, tal que 7( + 6) = 7(6)

para todo 8 € R, en particular para 8 = 0.

Y g 7(0) = 7(0), entonces 0 es multiplo de 27 (ver demostracion de @) y para cualquier
0 cR: . ~
7 — 0 i6 —ik0 —ik0 _
7(0 + 0) = me" e +ne e = 7(0).
1 1

Ya resuelta esta parte, veremos que el periodo de 7 es ¢(27), donde ¢ es el denominador
de la fraccion ya simplificada p/qg = k + 1.

Siguiendo la cadenita de implicaciones y retomando algunas partes de las demostraciones
anteriores, tenemos que si 7(6 + 0) = 7(6) para todo 6 € R, entonces 7(0) = 7(0) y luego
existe un (entero) € Z tal que § = 2m(entero). Ademas

2t
P k+1=—""" donde 2=c
q 2(entero)
De ahi que
t
(entero) = —q
p

y como p es primo relativo con ¢, pero divide a tq, entonces p divide a t y el valor minimo
positivo que puede tomar (entero) es cuando ¢t = p, es decir, (entero) = %‘1 = q. Asi, el

periodo de 7 es igual a 0= q(2m).

. Primero veamos que si el niimero de crestas es finito, entonces existen 61, 0> € R distintos,

con
0, =2t 2m 0y = 2ty | —2" 1 t1,ts € 7 distint
= [ = — ara algunos istintos
1 1 2(k+1) y 2 2 2(kz+1) , P g 1,12 s
tales que

01 =0 (méd 2m).

Como el lector podra corroborar, eso implica que en 6 — 01 # 0 se alcanza también una
cresta, de hecho tal que 7(03 —61) = 7(0), por lo que 7 es periddica, segtin la demostracion
del inciso anterior.

A la inversa, si lo que sabemos es que 7 es periddica, entonces como ya vimos, la razén
R/r =k + 1 es racional y la podemos escribir como k + 1 = p/q con p,q € N sin factores
primos en comin. Luego, tenemos que dos 4dngulos 61,605 € R, con §; = 2t;(27/2(k + 1))
para i = 1,2, corresponden con la misma cresta si y solo si 1 = 63 (méd 27), es decir, si
y solo si existe (entero) € Z tal que:

(2t5 — 2t1) [2( 2n

I<:+1)} = (entero)2r.

Esto equivale a que
q(te — t1) = (entero)p.
Luego, p divide a ¢(t2 — t1), pero como p es primo relativo con ¢, entonces p divide a
(ta —t1), es decir
t1 =ta  (méd p).
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Esto es: 61 y 62 corresponden con la misma cresta si y solo si t1 y to estan en la misma
clase de congrencia médulo p. En conclusion hay p crestas distintas, correspondientes a

27
0=2t|——— t 0,1,2,...,p—1}.
| conte 021
Y algo anéalogo ocurre con los valles, aunque para
0= (2t—1)|—" |, conte{0,1,2 —1}
- 2(k+1) ) ) ) 7"'7p M

O

Este teorema nos serd muy util para darnos una idea del aspecto de una hipotrocoide dada
su ecuacién, como se muestra a continuacioén.

Ejemplo 2. Considérese las curvas parametrizadas como
m1(0) = 2" + 70y 7 (0) = e 4 2072,
En ambos casos se tiene que
lm—n|=1, m4+n=3 y §:2ﬂ/2(k—|—l) =7/3,

por lo que ambas curvas estédn contenidas en un anillo de radio menor 1 y radio mayor 3. Segtin
ambas ecuaciones, k + 1 = 3/1, por lo que el periodo de las dos hipotrocoides es 27, y tienen
ambas 3 crestas y 3 valles. Ambas curvas pasan por los puntos de la circunferencia mayor con
argumentos 0, 277/3 y 47 /3. Finalmente, la primer curva, en la que m > n, pasa por los puntos
de la circunferencia menor de argumentos 7/3, 37/3 y 57/3 y la segunda curva, en la que m < n,
pasa por los puntos que resultan de rotar los tres anteriores media vuelta alrededor del origen
(ver figura 1.16).

4(3)

‘7’1 (0) = 2" + 20 ‘ ‘7'2(0) = e 4 207120 ‘

4(5) 5(3)

Figura 1.16: Curvas generadas por 71 y Ts.

Adicionalmente, en cuanto a su construccién mecénica, la primer curva corresponde con una
hipotrocoide de radio directriz R = m/k+m = 3, radio generatriz r = m/k = 1 y desplazamiento
central d = n =1 = r (es decir que es en realidad una hipocicloide). Por su parte, la segunda
curva corresponde con una hipotrocoide de radio directriz R = m/k+m = 3/2, radio generatriz
r =m/k = 1/2 y desplazamiento central d =n = 2.
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. Mas hipotrocoides?

Dados m > 0,n > 0y k > 0 ya sabemos que la parametrizacion
7(0) = me®® + ne=*?

describe una hipotrocoide con determinadas caracteristicas. Pero, uno también puede pregun-

tarse qué sucede con expresiones ligeramente distintas como:

L. v (0) = —me'® — ne=*0,

2. Yo(0) = me®? — ne0,

3. v3(0) = —me®® + ne=tk0,

Cada una de ellas estd compuesta por dos sumandos que de manera independiente generan
circunferencias al variar el angulo 6, s6lo que una girando en un sentido y la otra en sentido
inverso. Esa articulacién de movimientos recuerda la manera de construir las hipotrocoides, asi
que la intuicién podria sugerir que, en efecto, eso sucede en cualquiera de estos casos. Pero,
jsera esto asi?

Veamos qué sucede con 7. Recordando la relacion de los coeficientes m, n y k con las
medidas R, r y d, resulta que cambiar n por —n equivale a cambiar d por —d. Y en el esquema
del que obtuvimos la parametrizacion de las hipotrocoides eso equivale a tomar la posicion inicial
del punto P en un valle en lugar de una cresta, pero la construccion de la hipotrocoide sigue
funcionando. Geométricamente eso equivale a rotar la hipotrocoide original un angulo 6 pero
comenzar a recorrerla con un desface de —6 donde 6§ = 7/(k+1). En efecto, analiticamente todo
cuadra, pues esto ultimo se ve asf:

—~ ~ ~ —~ ~ —~

¢07(0 — 8) = met 0=l | pe—ik(6-0)4ib

me'® + ne—iko i(k+1)0

mez@ + nefzkeem'

= me? —ne k0,
Llegar a 7, a partir de 7 es mucho mas facil, pues basta multiplicar por —1, que equivale a
rotar la figura un angulo 7. Es decir:

™7 (0) = —1(me'? 4+ ne=*?) = —me'? — ne=*?,

Finalmente, ambas estrategias se pueden usar para llegar de 7 a 73 pasando por 7s. Esto es:
la curva descrita por 73 es la misma que la curva generada por vz, pero rotada un angulo 7 (ver
figura 1.17).

Figura 1.17: Hipotrocoides con parametrizaciones parecidas.
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Todo esto puede resumirse de la siguiente manera.
Proposicién 6. Sean m >0,n >0y k>0, 7(6) = me* +ne=* y § = 7/(k + 1). Entonces:
o—ik0

1. y1(0) = —me? —n se obtiene a partir de 7 con rotaciéon de dngulo 7.

2. 7o

3. v3(0) = —me'® + ne=*% se obtiene a partir de 7 con rotacién 8 + 7 y desface —0.

e~ "% se obtiene a partir de 7 con rotacién de angulo 0 y desface —0.

s

) =me? —n

Anélogamente se puede probar que si rotamos 7 un dngulo 26 obtenemos la misma curva, lo
cual es geométricamente claro.

Proposicién 7. La curva 7(0) = me®® + ne~**? es invariante bajo rotaciones de angulo 2§y
desface —26, donde 0 = w/(k + 1).

Demostracion:

61'207_(9 —20) = me'(0—20) ;i20 + ne—k(0—-20) ji20
= me? + ne—ikéei(k+1)2§
— me'? + ne—ik0gi2T

_ mel@ + ne—sz.






Capitulo 2

Sistemas dinamicos discretos en el
plano: un primer vistazo

En este capitulo introduciremos algunos conceptos que son bésicos en el estudio de los sistemas
dindmicos discretos en el plano. Para ello, comenzaremos desde el contexto mas general de
los sistemas dindmicos discretos en espacios métricos y poco a poco nos iremos acercando al
objetivo, pasando también en algiin momento por los sistemas dinamicos discretos en la recta.

Para empezar, un espacio métrico es un conjunto dotado de una forma de medir la distancia
entre cualesquiera dos de sus elementos (también llamados puntos del espacio). Ejemplos de
espacios métricos son: la recta real R, el plano (ya sea visto como el plano real R? o como el
plano complejo C), pedacitos de ellos, o el espacio de simbolos ¥ que veremos mas adelante.

Luego, dado un espacio métrico X se puede formar un sistema dindmico discreto al considerar
en combinacién con dicho espacio a cualquier funcién continua f: X — X y analizar lo que
sucede al aplicar tal funciéon de manera reiterada.

Dindmica de puntos individuales

El estudio de los sistemas dindmicos discretos comienza poniendo atenciéon en las orbitas de
puntos individuales del espacio X. Esto es, si pensamos a f como una funciéon que va moviendo
cada punto x del espacio, la drbita de = es el conjunto de lugares por los que dicho punto va
pasando, es decir, el conjunto

o(x, f) = {z, f(x), f*(2), f*(2),...}.

Aqui, la notacion f™ se utiliza para referirse de manera abreviada a la funciéon resultante de
aplicar n veces seguidas la funcién f, de tal forma que f1(x) = f(x), f2(x) = f(f(x)), f3(x) =
f(f(f(z))), vy asi sucesivamente. Adicionalmente se utiliza la notacion fO para referirse a la
funcion identidad, de modo que f°(z) = x se refiere al primer elemento de la érbita, y con ello
es posible escribir que

O(i, f) = {fn(x) ne NO}v

donde N = {1,2,3, ...} es el conjunto de los niimeros naturales (empezando por 1) y Ng = {0}UN
es el conjunto que incluye también al cero. La 6rbita de cada punto individual del espacio es
entonces una sucesion, que puede comportarse de distintas maneras.

25
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Los comportamientos mas sencillos se dan cuando el punto vuelve en algiin momento a su
posicién inicial, es decir, cuando existe n € N tal que f™(z) = z. En tal caso se dice que x es
un punto periddico de f. Ademas, si n es el primer natural para el que eso sucede, se dice que
x es un punto periédico de f de periodo n y entonces se pueden definir los siguientes conjuntos
importantes:

Per,,(f) = {x € X : z es un punto periodico de f de periodo n} y
Per(f) = {x € X : z es un punto periodico de f},

donde claramente Per(f) = U2, Per,(f).

\ /

(x) (x)
Figura 2.1: Un punto periédico = de periodo n = 5.

Como se puede ver en la figura 2.1, la 6rbita de un punto periddico = de periodo n es
totalmente predecible. Si para cada k € Ny nombramos z;, = f*(z), entonces zj41 = f(zx) v,
dado que z,, = xg, es visiblemente claro que la érbita de x estd compuesta por n puntos que se
repiten una y otra vez:

O(CC,f) = {x07x171‘27~--a$n—17xn =0, Tn+1 = 1'1,.--}.

n puntos que se repiten
De hecho, con mayor detalle:
T == m=k (méd n).
A partir de ahi se pueden obtener ciertas conclusiones.
Observacion 2. Si z € X un punto periddico de periodo n € N, entonces:
1. f*(z) =z & k es maltiplo de n.
2. y € o(f,z) = y es un punto periddico de f de periodo n.

Ahora bien, el periodo mas pequeno y simple posible es n = 1. A los puntos de periodo 1,
es decir, aquellos tales que f(z) = x, se les llama puntos fijos de la funciéon f (pues tal funcion,
pensada en términos de movimiento, los deja siempre en el mismo lugar).

Por otro lado, es importante observar que cualquier punto periédico x de periodo n de
la funcion f, tal que f"(x) = x, es a su vez punto fijo de la funcion f™. Asi, los resultados
relacionados con puntos fijos tendran mucho que ver también con los de los puntos peridédicos
en general.

En los ejemplos que siguen veremos éste y algunos otros tipos de comportamiento de las
orbitas, en primer lugar para puntos individuales y, mas adelante, para conjuntos de puntos.
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El ejemplo de f(x) = 2 en la recta

Consideremos a la funcion f(x) = 22 para # € R. En primer lugar podemos ver que:
flz)=zez(x—1)=0,

por lo que sus puntos fijos son 0 y 1.

Ahora bien, dado que para cualquier z € R sucede que f(z) = f(—=x), entonces las orbitas
de x y de —z son esencialmente la misma a excepcién de su punto inicial. Lo anterior muestra
que basta con analizar el comportamiento ya sea de x o de —x para ver qué sucede con el otro.
Por ejemplo, la 6rbita de —1 coincide con la del 1 a partir de la primera iteracion de f, por lo
que desde ese momento es idéntica a la érbita de un punto fijo:

ol,f)=1{ L,1,1,...}
——
o(—1,f) = {-1,1,1,...}.

Dicho sea de paso, los puntos que no son fijos, pero cuya orbita coincide a partir de cierto
momento con la de un punto fijo se llaman puntos prefijos, como en este caso el —1. Y méas en
general, los puntos que no son periodicos, pero cuya 6rbita a partir de cierto momento se integra
a la de un punto perioédico se denominan puntos preperiddicos.

Siguiendo con el analisis, notemos que si 0 < 2 < 1, entonces 0 < x? < z y, en particular,
f(x) = 2% queda entre 0 y 1, como lo estaba z al principio. De ahf que, aplicando reiteradamente
la implicacién anterior, tenemos que

1>z > f(x) > f2(z) > >0,

es decir que la orbita de x es una sucesion decreciente y acotada inferiormente. Luego, por la
completez de R y de acuerdo con el teorema de sucesiones monoétonas acotadas, dicha érbita
debe converger a algtin L € R. Ahora bien, por la continuidad de f tenemos que si la sucesion
{f™(x)} converge a L, es decir lim,,_,o f™(x) = L, o con otra notacion f™(z) — L, entonces

F (@) — F(L).

Por otro lado, dado que {f"*!(z)} es subsucesion de {f"(z)}, entonces también

"t (z) — L.
Finalmente, como el limite de una sucesion es dnico, concluimos que f(L) = L, lo cual indica
que L debe ser un punto fijo de f. Y como no puede ser 1 (pues 1 es mayor que toda la sucesion
y ésta es decreciente), debe ser entonces 0. Asi,
0<z<1l= lim f*(z)=0.
n—oo

Dicho sea de paso, se le llama punto asintéticamente fijo de la funcién f a cualquiera que
como éstos no es fijo ni prefijo, pero cuya orbita converge a un punto fijo (que claramente no
forma parte de dicha orbita, lo cual muestra por qué se le llama asi). Analogamente se define lo
que es un punto asintdticamente periodico.

La argumentacion anterior se puede ajustar facilmente para demostrar un resultado general.

Proposicion 8. Si f: X — X es una funcién continua en un espacio métrico X y xz,p € X son
tales que f™(x) — p, entonces p es un punto fijo de f.



28 Dinamica de puntos individuales

Ahora analicemos qué sucede si z > 1. En este caso, 22 > z y en particular f(z) = 22 es de
nuevo mayor que 1, como la z. De ahi que:

1< < fz) < f2z) < fPa) <o\

es decir que la 6rbita de x es una sucesion creciente. Ahora bien, utilizando de nuevo el teorema de
sucesiones mondtonas acotadas podemos concluir que esta sucesion no es acotada superiormente,
pues si lo fuera, convergeria a un punto fijo, pero eso no puede ser porque 0 y 1 son menores
que todos los elementos de esta sucesion creciente. De todo lo anterior se puede concluir que de
hecho la 6rbita de x diverge a infinito. Asi, en este caso:
z>1= lim f*(z) = cc.
n—oo

Finalmente, recordando que =z y —z viajan juntos a partir de la primera iteraciéon, hemos
terminamos el estudio de los distintos tipos de 6rbita para esta funcién. Pero vale la pena hacer
un comentario més y es que el 0 y el 1, a pesar de ser ambos puntos fijos de la funciéon f, son
en otro sentido muy distintos: por un lado los puntos cercanos a 0 se acercan cada vez mas a él
¥y, por otro, los puntos cercanos a 1 méas bien se alejan de él (ver figura 2.2). Por tal motivo se
dice que 0 es un punto fijo atractor y 1, un punto fijo repulsor. La definicién precisa, que no es
dificil verificar que se cumple para estos dos puntos a partir de lo anterior, es la siguiente.

Figura 2.2: El 0 es punto fijo atractor y el 1, punto fijo repulsor de f(z) = z?.

Definicion 2. Sean X un espacio métrico, f: X — X una funciéon continua y p € X un punto
fijo de f. Decimos que p es un punto fijo atractor de f si para todo conjunto abierto W tal que
p € W existe algin subconjunto abierto U C W tal que p € U, f(U) C U y para toda x € U
se tiene que lim,, f™(z) = p. Por otro lado, decimos que p es un punto fijo repulsor de f si
existe algin subconjunto abierto U tal que p € U y para cada = € U con x # p existe n € N tal

que f"(z) ¢ U.

El analisis grafico de sistemas dinamicos discretos en la recta

Dada en particular una funcién f: X — X con X C R, el anélisis grafico del sistema dinamico
discreto generado a partir de ella consiste en considerar su grafica junto con la de la funcion
identidad, elegir un punto x del dominio de f y ubicar nuestro punto de partida en la posicion
(z,x); una vez hecho esto, seguir una y otra vez las siguientes dos instrucciones:

V. Moverse verticalmente hasta llegar a la grafica de la funcion f.
H. Moverse horizontalmente hasta llegar a la recta identidad.

Como el lector podra corroborar (ver figura 2.3), el recorrido que vamos haciendo va pasando
por los siguientes puntos:

(@,2)| (2, f(2)) |(f@), f@)| (f(@),f @) |(f*(),f @)
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m € (1,00 m € (—1,0)

m € (0,1) m € (—oo, - )

Figura 2.3: Analisis grifico de la funcion f(x) = z2.

Es decir que nos va revelando cémo se comporta la érbita del punto x. Y basicamente todo
lo que justificamos analiticamente para la funcién f(x) = 22 se puede visualizar ahora aqui de
manera bastante clara. Por otro lado, las cosas se pueden hacer también en el sentido inverso:
explorar el analisis grafico para descubrir qué sucede, y luego, si hace falta, hallar su justificacion
formal pero ya con mas claridad.

Por ejemplo, retomando la funcién f(x) = 22 que acabamos de analizar, algo interesante
puede decirse acerca de su derivada f'(x) = 2. Si consideramos por ejemplo al punto fijop = 1,
se tiene que f’(p) = 2, es decir, la pendiente de la recta tangente a la grafica de f en el punto
(p, f(p)) vale 2. Por otro lado, recordando que la recta tangente es la que “mas se parece” a la
funcion f cerca de dicho punto, podemos indagar qué pasa si momentaneamente sustituyéramos
la grafica de f por la de tal recta tangente. En la figura 2.3 se puede ver con el anélisis grafico que
si la recta tangente en el punto (p, f(p)) tuviera pendiente m = f’(p) con m > 1, entonces dicho
punto p resultaria ser repulsor. Por otro lado, si se tuviera que 0 < m < 1, entonces p resultaria
ser un punto fijo atractor. En el caso particular en el que m = 0 se tendria que empezando
en cualquier punto z, a la primer iteraciéon ya llegariamos a p. Por otro lado, notando que si
m = —1 segun el anélisis gréfico se formaria un cuadrado, variando un poco las cosas se podria
concluir que si —1 < m < 0, entonces p seria un punto fijo atractor y si m < —1, entonces p
seria un punto fijo repulsor. En efecto se puede probar esto que el analisis geométrico sugiere.

Proposicion 9. Sea f: X — X una funciéon continua con X C R y sea p € X un punto tal que
f(p) =py f es derivable en p. Entonces se tiene que:

1. |f'(p)] < 1= p es un punto fijo atractor de f.
2. |f'(p)] > 1 = p es un punto fijo repulsor de f.

3. Si |f'(p)] = 1, no se puede garantizar que p sea atractor ni tampoco que sea repulsor.
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Observacion 3. Un teorema andlogo se puede demostrar también cuando X C C, z € X y
1'(2) representa la derivacion compleja.

Volviendo a nuestro ejemplo, segtin el analisis grafico también es evidente que los puntos
z € [—1,1] son tales que f(x) € [—1,1]. Esto indica que si empezamos con un punto en dicho
intervalo, siempre nos mantendremos ahi. Por eso se dice que dicho conjunto es invariante bajo
la funcién f. Por otro lado, este conjunto corresponde también con el de todos los puntos del
dominio de f cuya orbita es acotada (pues como vimos antes, todos los demas se alejan cada
vez més del origen). En seguida trataremos mas acerca de este tipo de conjuntos invariantes.

Dinamica de conjuntos de puntos

Dado un sistema dinamico discreto generado por una funcion f: X — X de un espacio métrico en
si mismo, muchas veces es posible restringir nuestra atencion a lo que sucede en algin fragmento
del espacio S C X y analizar f: S — S. Para esto altimo solo se requiere que f(S) C S, lo cual
motiva la siguiente definicion.

Definicion 3. Sea X un espacio métrico, f: X — X una funcién continua y S C X un
subconjunto del espacio. Decimos que S es un conjunto invariante bajo f si f(S) € S. Y si,
méas aun, sucede que f(S) =5, decimos que S es un conjunto fuertemente invariante bajo f.

Ademaés del espacio completo, otro ejemplos importantes de conjuntos invariantes son el
conjunto de puntos atrapados y la cuenca de atraccion de infinito, definidos a continuacion.

Definicién 4. Sea X un espacio métricoy f: X — X una funcién continua. Llamamos conjunto
de puntos atrapados bajo f al siguiente subconjunto del espacio

A(f) = {z € X :la orbita de x es acotada}.

Y llamamos cuenca de atraccion de infinito al conjunto de puntos del espacio cuya orbita, en
modulo, diverge a infinito, es decir, al conjunto

Aws(f) = {2 € X 1 |f"(2)] —> oo},

Es facil ver que los conjuntos A(f) y Aso(f) son invariantes notando que la orbita de f(x)
es casi idéntica que la orbita de z, s6lo que empezando un paso después:

—_
o(f(z),f)

De ahi que si la orbita de = es acotada, también la orbita de f(z) lo es. Y anélogamente,
si la orbita de = diverge en modulo a infinito, entonces lo mismo hace la érbita de f(x). De
ambas implicaciones se concluye, respectivamente, que f(A(f)) C A(f) v f(Ax(f)) C Ax(f)
se cumplen siempre.

Por otro lado, dado que las dos implicaciones anteriores valen también en sentido inverso,
si adicionalmente se tuviera que A(f) C f(X), es decir que todos los puntos de orbita acotada
fueran la imagen de algin punto en X, se podria concluir que f(A(f)) 2 A(f) v entonces
A(f) seria fuertemente invariante. Analogamente, si A (f) C f(X), se tendria que A (f) seria
fuertemente invariante.
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El mismo ejemplo de ¢(z) = 2%, pero ahora en el plano

Volvamos a la funcién ¢(z) = 22, pero ahora con z € C en el plano complejo. Tal funciéon cobra
en este universo mas amplio un nuevo significado geométrico, pues obtener el cuadrado de un
numero complejo equivale a duplicar su argumento y elevar su modulo al cuadrado. Ahora bien,
si tomamos z € C y consideramos su 6rbita, dado que |¢(z)| = |2|?, la sucesion formada por los
modulos de los elementos de la orbita de z, es decir {|¢™(z)| : n € Ny}, se comporta segin los
casos que ya se han estudiado en la seccion anterior. De ahi que (ver figura 2.4):

1Lzl <1=|e"(2)] — 0= ¢"(z) — 0.

2. |z =1=|¢"(2)| =1, para todo n € N.

3. |z] > 1= |e"(2)] — oo.

n— oo

int(D)

0D
ext(D)

Figura 2.4: Iterando ¢(z) = 22, los puntos en el interior del disco unitario D convergen al
origen, los de su frontera permanecen ahi y los de su exterior se alejan cada vez més del origen.

Sillamamos D = {z € C: |z| < 1} al disco unitario con su frontera incluida, esto indica que:
A(f)=D y Ax(f) = ext(D).

Por otro lado, 9D es un conjunto fuertemente invariante en el que parece concentrarse la
parte méas interesante de la dindmica de ¢. De hecho, su comportamiento nos servird como
ejemplo de lo que es una dindmica cadtica segin la definicién de Devaney.

Dinamica cadtica segiin Devaney
Veamos primero que ¢p(z) = 22, p?(2) = 2%, ¢?(2) = 2% y en general ¢"(z) = 2%". Luego,
"(2) =z =z 20" -1)=0.

Esto es:
Y () =z 2=002""1=1

Para n = 1 tenemos entonces que los puntos en los que ¢(z) = z, es decir los puntos fijos de
p,son z =0y z=1. Para n = 2 tenemos que los puntos de periodo 2 son las raices ciibicas
de la unidad (a excepcion de z = 1, que mas bien es de periodo 1), que son vértices de un
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tridngulo equilatero. Para n = 3 tenemos que los puntos de periodo 3 son las raices séptimas de
la unidad (a excepcion de nuevo de z = 1), que son vértices de un heptagono regular (ver figura
2.5). Y, en general los puntos de periodo n son las raices de la unidad de grado 2" — 1 (excepto
los que ya hayan aparecido antes con un periodo menor), que son vértices de un poligono de
2™ —1 lados. Pero sean de periodo n o menor, es geométricamente claro que los puntos periédicos
estan por todos lados en 0D. Se puede demostrar con detalle que entonces ¢ cumple la siguiente
caracteristica.

Definicion 5. Sean X un espacio métrico y f: X — X una funcién continua. Se dice que f
tiene densidad de puntos periddicos en X si para todo x € X y cualquier § > 0 existe p € Per(f)
tal que p € Bs(z).

Figura 2.5: Puntos periédicos de la funcion op(z) = 22.

Otra caracteristica importante de esta funcion ¢ en 9D es que al aplicarla a cualquier
segmento de arco v C 9D con angulo central 6 > 0 dicha funcion lo convierte en otro segmento
de arco con angulo central 20. De manera que sin importar qué tan pequeno sea el arco inicial
v, al aplicar ¢ un namero suficiente de veces resulta que existe n € N tal que 2"6 > 27, lo cual
se traduce en que ¢"(v) = 9D (ver figura 2.6).

@2(7)

\
Figura 2.6: Al aplicar ¢ reiteradamente, los arcos se van alargando.

Esta propiedad tiene diversas implicaciones. Una de ellas es que dados cualesquiera dos con-
juntos abiertos no vacios en 9D, al aplicar a uno de ellos la funciéon ¢ repetidamente el suficiente
numero de veces, forzosamente en algiin momento intersectaremos al otro conjunto abierto. Esto
es geométricamente claro porque dicho conjunto abierto no vacio debe contener un arco (sin los
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extremos) que, por mas pequefio que sea, para n suficientemente grande se transforma en todo
0D y este conjunto intersecta a cualquier conjunto abierto en 0D. En términos dinamicos esto
implica que dado un conjunto abierto no vacio, al aplicar ¢ repetidamente, dicho conjunto va
viajando por cada parte del conjunto 0D. La formulacion exacta de esta caracteristica de la que
hablamos es la siguiente.

Definicién 6. Sean X un espacio métrico y f: X — X una funcién continua. Se dice que f
es topoldgicamente transitiva en X si para todo par de conjuntos abiertos no vacios U y V del
espacio X existe n € N tal que f™(U)NV # 0 (es decir, existe z € U tal que f™(z) € V).

Otra consecuencia es la siguiente. Por la continuidad de ¢ sabemos que “puntos cercanos en
0D van a dar, al aplicarles la funcién, a puntos cercanos en 9D”. Sin embargo, al aplicar la
funcion ¢ el suficiente niimero de veces, puede que los puntos que inicialmente estaban cerca se
hayan alejado “mucho” entre si. Esto se formula de la siguiente manera.

Definicién 7. Sean X un espacio métricoy f: X — X una funcién continua. Se dice que f es
sensible a las condiciones iniciales en X si existe algin €9 > 0 tal que para toda = € X y para
cualquier § > 0 existen y € X y n € N tales que

dlz,y) <6 y d(f"(z), f"(y)) = <o
A dicho valor g¢ > 0 se le llama constante de sensibilidad de f.

Esto se cumple para nuestra funcion ¢(z) = 22 en 9D, pues dado cualquier punto z € 9D,
y cualquier bola de radio § > 0 alrededor de él, el arco Bs(x) N 9D a la larga se transforma
en 0D, por lo que hay un punto del arco inicial que bajo ¢", para alguna n suficientemente
grande, va a dar al punto diametralmente opuesto a ¢™(z). Asi, puede tomarse como constante
de sensibilidad en este caso el diametro de la circunferencia 9D, es decir, ¢y = 2.

Finalmente estas tres caracteristicas juntas conforman lo que Devaney llamo6 una dinamica
cadtica, como se establece a continuacion.

Definicion 8. Sean X un espacio métrico y f: X — X una funcién continua. Se dice que f es
cadtica en X si f tiene densidad de puntos periddicos en X, es topoldgicamente transitiva en X
y es sensible a las condiciones iniciales en X.

Por otro lado, para demostrar que una funcién es cadtica, basta por lo general mostrar que
se cumplen las primeras dos de estas caracteristicas, segtn el siguiente teorema de J. Banks, J.
Brooks, G. Cairns, G. Davis y P. Stacey (ver [2]).

Proposicion 10. Sea f: X — X una funcion continua definida en el espacio métrico [no finito]
X. Si f es transitiva y tiene densidad de puntos periodicos, entonces también es sensible a las
condiciones iniciales.

Un poco de dindmica simbélica

Ahora bien, para entender un poco mejor la dinamica de ¢ en otros puntos de D que no
son periodicos (e incluso para reinterpretar el comportamiento de éstos) sirve introducir lo
que llamaremos dinamica simbolica, que esencialmente es dar a cada punto un nombre especial
directamente relacionado con su 6rbita, y que por ello resultaré ser muy conveniente. Un ejemplo
de ello se muestra a continuacion.

Cada z € 9D se puede escribir segtn el angulo que forma con el eje real como z = €'
con v € R, donde el pardmetro v se interpreta entonces como la cantidad de vuelta que damos
a partir del punto 1 4 0i sobre la circunferencia unitaria para llegar a z (en el sentido de las
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manecillas del reloj si v > 0 y al revés si v < 0). Hay asf una infinidad de formas de representar
a tal nimero complejo z, pero sélo una que cumple que v € [0,1). Ademaés ei(0)2m — i(v)2m
y solo si v = v' (mdd 1). Si representamos dicha v € [0,1) en notacion binaria, tenemos que
v = 0.a1a2a3 . .., con a; € {0,1} para toda i € N. Ademés la orbita de z

P e WA
puede pensarse en términos del parametro v asi:
v 20— 4v— 88U .-
y expresado todo (mo6dulo 1) en base binaria, como
0.a1az9as3 ... — 0.a2a3a4 ... — 0.aga4as ... — O0.aqa5a6 ... — - - -

Asi, queda claro que los puntos z = €/ ")2™ con v € Q, que por ello tiene representacion
binaria infinita periédica o eventualmente periddica, son respectivamente puntos periédicos o
9
preperiddicos; y en los que v € R\ Q, cuya representacion es infinita no periddica, su oérbita
pasa siempre por puntos distintos. Como ejemplos pensemos en los puntos

21 = e 2 con v = 0.010001 1011000001 ...
29 = €227 con 4y =0.1010010001 . ..
Por la forma en la que estan construidos v1 y vg (el primero, concatenando todas las posibles

cadenas de un digito, todas las de dos, etc.; y el segundo, intercalando cada vez mas ceros), se
puede verificar que z; tiene 6rbita densa en 0D y z5 tiene orbita no densa en 9D.

Observaciéon 4. También se puede probar los siguientes resultados (vale la pena intentarlos
como ejercicio).

1. La funcion ¢ tiene en 9D puntos periddicos y preperiddicos de todos los periodos.

2. El conjunto de puntos de o6rbita densa en 0D es, a su vez, denso en 9D.

En busca de puntos fijos: el teorema de la contracciéon

2 2

Para las funciones f(z) = 2° con z € Ry ¢(z) = 2 con z € C fue posible determinar con
exactitud sus puntos fijos y en general sus puntos periddicos. Esto no siempre es tarea sencilla
dada cualquier funcién. Sin embargo, al menos la existencia de tales puntos se puede garantizar
para algunas de ellas con ayuda de ciertos teoremas, como el teorema de la contraccion.

Definicion 9. Sean X un espacio métrico y f: X — X una funciéon. Diremos que f es una
contraccion si existe r € R, con 0 < r < 1, tal que para cualesquiera x,y € X se tiene que

d(f(z), f(y)) < rd(z,y).
En tal caso, a la constante r se le llama factor de contraccion de f.

Proposicion 11 (Teorema de la contraccion). Sea X un espacio métrico completo. Si f: X — X
es una contracciéon, entonces f tiene un tnico punto fijo, es decir, existe un tnico p € X tal que
f(p) = p. Ademas para todo z € X: f™(x) — p.

n— oo
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Observaciéon 5. Notemos que, en la proposicién anterior, la hipétesis de que X sea un espacio
métrico completo se puede cambiar por la hipétesis de que X sea un subconjunto compacto
de un espacio métrico completo Y, pues segin un teorema de analisis matematico, esto ultimo
implica lo primero. Esa nueva version de este teorema es la que utilizaremos méas adelante.

Una vez dicho esto, ahora si, la prueba.

Demostracion: Sea f: X — X una contraccion definida en el espacio métrico completo X.
Sea z € X cualquier punto del espacio y consideremos su orbita {z, = f"(z)}nen,. Veremos
que dicha o6rbita es siempre una sucesion de Cauchy en X. Como f es una contraccion, existe
0 < r < 1 tal que para cualesquiera x,y € X se cumple que d(f(x), f(y)) < rd(x,y). Aplicando
esto reiteradamente y llamando ¢ = d(zg, z1) > 0, tenemos que

d(xg,z1) < ¢
d(z1,22) <re,

d(zo,3) < ¢,

A Xy, Tpi1) <7
Luego, tomando n € N fija y cualquier k € N, se tiene que

d(l‘n, -777z+k) < d(l‘n, fEn—&-l) + d(:En+1, 1771,-&-2) +- d(zn—&-k—l; xn—&-k’)

1— k+1 1 k+1
§r"(1+r+~~+rk)cr"<r )cr"c( _r )

1—r 1—-r 1-—7r
c
<7‘”< )
- 1—1r

Pero esta tultima expresion converge a 0 cuando n tiende a infinito, por lo que dado € > 0
existe N € N tal que para cualquier n > N:

Ogr”< ¢ ><5.
1—r

Lo anterior implica que para cualesquiera n,m > N se cumple que

AT, Tm) < &,

es decir, que la 6rbita de x es una sucesiéon de Cauchy. Y como estamos en un espacio métrico
completo, dicha 6rbita es entonces convergente a algin punto p € X que, por la proposicion 8§,
debe ser un punto fijo de f. Finalmente no puede haber otro punto fijo distinto, pues si ¢ € X
es tal que f(q) = q, entonces d(p, q) = d(f(p), f(q)) < rd(p,q), de donde d(p,q)(1 —7r) < 0y eso
s6lo puede ocurrir si p = q.

O






Capitulo 3

Accion geométrica de F(z) = 22 — 22
en el plano

El comportamiento dindmico de la familia de funciones F,(z) = 22 +2aZz con a € C fue estudiado
por el profesor Jefferson King para su tesis doctoral (ver [7]). En tal familia, la funciéon de
parametro a = —1 result6 ser especialmente interesante. Fn este capitulo retomamos su estudio.

Mirando la definicién de la funcién F(z) = 22 — 2z, uno puede visualizar qué es lo que hace
geométricamente con cada nimero complejo individual del plano:

(a) Por un lado, la funcion F toma a z € C, duplica su argumento y eleva su norma al cuadrado
para obtener z2;

(b) por otro lado, refleja a z por el eje real (obteniendo z), lo duplica y lo refleja por el origen
para obtener —2Z;

(c) y finalmente, suma ambos resultados parciales.

F(w)
_2@

7 w =
F(v)

Figura 3.1: F(z) para algunos z € C.
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Por dar algunos ejemplos sencillos, para z = ¢ (que tiene argumento /2, médulo 1 y con-
jugado —i), se tiene siguiendo este procedimiento que F'(i) = —1 + 2i (ver figura 3.1, lado
izquierdo). También, para los nimeros complejos w = em/3) vy = = e "/3) | se tiene que
F(w) = 3¢'?™/3) y F(v) = 3¢~"(>7/3) (ver figura 3.1, lado derecho).

Anélogamente, con z = 1 (cuyo argumento es 0, cuyo modulo es 1, y cuyo conjugado es él
mismo), se tiene que F'(1) =1 —2 = —1; y por otro lado, F'(0) = 0. Esto tdltimo en particular
indica que z = 0 es un punto fijo de la funcién. Por otro lado, si por curiosidad continuamos
aun més la orbita de z = 1, obtenemos que F(1) = —1 (como ya habiamos dicho), F(—-1) =3y
F(3) = 3, con lo cual llegamos a otro punto fijo.

Pues bien, siguiendo la manera usual de estudiar la dindmica de una funcién, busquemos
determinar los demas puntos periodicos de F' y qué podemos decir acerca de ellos.

Cuentas que se complican

Veamos para empezar qué tan sencillo es rastrear los puntos fijos de esta funciéon. Ya encontramos
dos; ;habra mas? Encontrarlos implica resolver la ecuacion F(z) = z. Es decir,

22-92z7—2=0.

Si se tratara de una ecuacién comun y corriente de segundo grado sabriamos que, por el
Teorema Fundamental del Algebra, habria exactamente dos soluciones (si bien, ambas podrian
coincidir, es decir, ser una misma solucion de multiplicidad dos), pero hay por ahi un conjugado
que puede afectar las cosas. Por otro lado, si se tratara de una ecuacién comun y corriente de
segundo grado, o incluso de grado mayor, factorizar la expresion de la izquierda ayudaria mucho
a resolverla o al menos a bajarle algunos grados al problema, pero con ese conjugado no es tan
claro en principio como lograr hacer tal factorizacion.

Algo que ayuda, aunque en un primer momento podria parecer complicar las cosas, es pensar
a la funcién F(z) = 2% — 22 en términos de las partes real e imaginaria de z. Identificando al
complejo z = x + iy con el par (z,y), la version real de la funcion F es tal que:

F(z,y) = (2% — y* — 22,22y + 2y),
y la ecuacién por resolver seria entonces
Fl,y) = (z,9),
que corresponde con el siguiente sistema de dos ecuaciones de segundo grado en dos variables:

2 —y? =20 —2x=0 (1)
2ey+2y—y=0 (2)
Factorizando (2), obtenemos que y(2x+1) = 0, de donde se desprenden dos caminos posibles.
Segun el primero, si y = 0, entonces por (1):

O=z(z—3)<z=00z=3,

que da las soluciones (z,y) = (0,0) y (z,y) = (3,0), correspondientes con los nimeros complejos
que ya habiamos detectado como puntos fijos. Por otro lado, segiin el otro camino, con z = —%,
se tiene por (1) que:
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que da los dos nuevos puntos fijos —1/2 4+ iv/7/2y —1/2 —i\/7/2.

En total hay entonces exactamente 4 puntos fijos y no s6lo 2, como quizé en un primer
momento podria haberse conjeturado. La presencia del conjugado de z tiene algunos efectos un
tanto inesperados como este.

Ahora, si después de esta primer experiencia nos aventuramos a buscar los puntos periodicos
de periodo 2, intentaremos comenzar quizé observando que:

F%(2) = F(F(2)) = (2* — 22)? — 2(22 — 22)
=2 —42%7 + 472 — 272 + 4z,

que se parece a una ecuacion de cuarto grado, pero con algunos conjugados por ahi.
Por otro lado, podria mas bien intentarse trabajar en términos de las componentes = e y de
z = x + iy, de manera que si llamamos F(z,y) = («, 8), tendremos que:

F2(z,y) = F(F(z,y)) = (o® — f* — 20,203 + 28),

con a = 22 —y? — 22y B = 22y + 2y. Y habria que ver cuando eso es igual a (z,y), cuentas que
no seguiremos desarrollando, pero que dan una buena idea de lo complicada que puede ponerse
la situaciéon aun para los periodos pequenos. Baste decir que lo anterior equivaldria a un sistema
de dos ecuaciones de cuarto grado en dos variables, el cual no necesariamente sera sencillo de
resolver.

Esto muestra que, a diferencia de la funcion ¢(z) = 2%, con la que fue posible hacer sin
demasiadas complicaciones todas las cuentas necesarias para encontrar los puntos periddicos,
para la funciéon F(z) = 22 — 2z conviene intentar alglin camino alternativo. Entender lo que
la funcién hace geométricamente no sélo a puntos individuales sino a conjuntos de ellos ayuda
muchisimo a avanzar en ese sentido y a comprender mejor la dindmica de esta funcion.

2

Una familia invariante de curvas

Como ya vimos antes, la funcion F(z) = 22 — 27 se puede entender también como la funciéon
F(z,y) = (2% — y* — 2, 22y + 2y),

donde z = x + iy € C esta representado por el punto (z,y) € R2.
La derivada de esta funcion es:

20 -2 =2

y el determinante de ésta:
|DF(z)] = 4(2® 4+ 3 — 1).

Asi es que el conjunto de los puntos criticos de F' (es decir, en los que el determinante de
la derivada es cero) corresponde con la circunferencia unitaria ¢ = {z € C : |z| = 1}. Dicha
circunferencia, como hemos visto en el capitulo 1, se puede parametrizar como e*’ con 6 € [0, 27].

Luego, el conjunto de valores criticos (es decir, los niimeros complejos a los que van a dar
los puntos criticos bajo la funcion) esta dado por

F(e’ie) _ ei20 . 267i0

= _9i(=0) | g=i2(=0)
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que segn vimos en el capitulo 1 (ver proposicion 6, pag. 23, y figura 1.17), para 6 € [0, 27]
describe exactamente a la misma curva que

i0 |, ,—i20
2e" + e Y,

nuestra deltoide de los ejemplos (aunque comenzada con un desface de +7 y recorrida al revés),
encerrada entre el anillo de radio interior 1 y radio exterior 3 (ver figura 3.2).

Figura 3.2: Conjuntos de puntos criticos (izquierda) y de valores criticos (derecha) de F.

Si llamamos A a dicho conjunto de valores criticos, es decir
A={z=2e" 47" .0 c|0,27]},

resulta algo bastante notable.

Figura 3.3: F(A) = A (recorrida dos veces).

Proposicion 12. El conjunto A es invariante bajo F, es decir: F(A) = A.
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Demostracion: Sea 2¢?? + ¢~2¢ ¢ A. Entonces:

F(Qeie Femi20) = 4ei20 | 4o | om0 yoi0 920
— 9120 4 —idh

— 96i(20) | o—i2(26)

que reconocemos como otra parametrizacion de la deltoide A, s6lo que recorrida al doble de
velocidad y, por ello, recorrida dos veces al variar 6 € [0, 27] (ver figura 3.3). O

Ahora bien, en realidad resulta que A no es la tnica curva que se comporta bastante bien
con la funcion F' (si bien es la que mejor se comporta en cierto sentido), sino que es parte de
toda una gran familia. A continuacion presentamos a cada uno de sus integrantes. Para cada
t € R consideremos la curva

Ay ={z=te 7200 c0,2n]}.

Nuestro estudio previo de las curvas con parametrizaciones de la forma me®® + ne=*? (ver
capitulo 1) nos permite identificar a A; para t > 0 como una hipotrocoide de periodo 27, con 3
crestas y 3 valles de argumentos en el conjunto {0, é, 2@, Sé, 4é, 59} con § = 27 /6, encerrada en
un anillo de radio interior [t — 1| y radio exterior t+ 1. Ademaés se tiene que A_; = A4, y por otro
lado Ao = Ay Ag = C. Finalmente, para t > 2, A; es una hipotrocoide disminuida; para t = 2,
una hipocicloide; para 0 < ¢ < 2, una hipotrocoide aumentada; y para ¢t = 0, una circunferencia.

Sea I' = {A; : t € R}. En la figura 3.4 se presentan algunos elementos de dicha familia, que
resultan tener también propiedades interesantes, como en seguida veremos.

Proposicion 13. La familia I' es invariante bajo la funcién F', es decir, para cada t € R existe

s € R tal que F(A:) = As.

Demostracion: Sean t € R, A, € T' y te'? + =2 ¢ A,. Entonces:
F(tew T efz‘ze) = 26120 4 ope—if | =40 _ o —if _ oi20
— (t2 . 2)6i20 + 671‘46.
Luego, tomando s = 2 — 2 y = 26, tenemos que:
F(teie + e_i%) = g 4 721,

Asi es que F(Ay) = As. O

Observacion 6. Notese que de acuerdo con la demostracién de la proposiciéon anterior:

1. Sit # 0y 6 varfa en el intervalo [0,27], entonces A; se recorre una vez, mientras que
Ay = F(Ay) se recorre dos veces.

2. Sit # 0, tanto las crestas como los valles de A; van a dar bajo la funcion F a las crestas
de As sis >0, 0alos valles si s < 0; esto es consecuencia de que estos puntos importantes
en A se alcanzan para 6 = ¢(27/6), seglin sea ¢ par o impar, mientras que en Ay para
n = 20 = 2¢(27/6) el coeficiente inicial es siempre par (ver proposicion 5, pag. 18).

3. Cuando t = 0, tanto A; como Ay se recorren dos veces al variar 6 € [0, 27].
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Observacion 7. No es dificil ver lo siguiente:

1.

2.

A4 es una curva simple cerrada cuando t > 2; y si 2 < t < s, entonces A; N A, = (.

Segun el teorema de la curva de Jordan, el conjunto C\ A esta formado por dos componentes
conexas abiertas y ajenas X y £, la primera acotada y la segunda no acotada, tales que A
es frontera comin de ambas.

. Todo elemento de £ esta en A; para alguna ¢ € (2, 00).

. Todo elemento de X esta en A; para alguna ¢ € [1,2).

Figura 3.4: Algunos elementos de la familia I' = {A; : t € R}.
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El conjunto X de puntos atrapados por F' y la cuenca de
atraccion de oo
Ahora bien, para entender un poco més este movimiento entre curvas de la familia bajo la

funcion F, conviene analizar la funciéon de cambio de parametro que aparece en la demostracion
de la proposicién 13, es decir, la funcién p(t) = t2 — 2 (ver figura 3.5).

Figura 3.5: Gréfica de la funcion p(t) = t? — 2

Para empezar, esta funcion tiene exactamente dos puntos fijos (repulsores), que son t =2y
t = —1, lo cual indica que ademas de Ay = A, la curva A_; = A; es también invariante bajo F.
Por otro lado, segtin el analisis grafico de p(t), tenemos por ejemplo que si —2 < ¢ < 2, entonces
-2 < p(t) <2;y quesité¢[-2,2], entonces lim,, o, p"(t) = oo. Recordemos que para ¢t > 0,
segun lo visto en el capitulo 1, A; esta contenida en el anillo de radio menor |t — 1| y radio mayor
t+1. De ahi que si z € A; con ¢t € [—2,2], entonces |F™(z)| < 3 para todan € N; y si z € A; con
t ¢ [—2,2], entonces lim, o |F™(z)| = co. Es decir que para cualquier punto z € C, la orbita
de z es acotada si y solo si existe ¢ € [—2,2] tal que z € A;. Esto es, el conjunto A(F') de puntos
de orbita acotada y la cuenca de atraccion de infinito A (F') resultan ser

A(F)={2€C:z€ A; para alguna t € [-2,2]} y
A (F)={z€ C:z € A para alguna t ¢ [—2,2]}.
De hecho notese que, usando la observacion 7y que C =X U A U £, se concluye que:
AF)=XKUA=Xy
A (F) = L.

Como habiamos visto en el capitulo 2, y aqui se observa de nuevo, estos dos conjuntos son
invariantes bajo F'.
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Los conjuntos £ y K transformados por F

Para visualizar como acttia F sobre £ = LUA, notemos que segtin la observacion 6 y lo estudiado
en el capitulo 1, sit > 2y F(A;) = As (con s > 2, como ya vimos), entonces cada cresta o
valle de A; con agumento 6 va a dar bajo la funcion F' a la cresta de Ay de argumento n = 26.
Entonces, para cada i = 0,1,...,5 se tiene que (modulo 6):

F(L;) = La; y F(R;) = Rai U Rajt1,

donde las L; y las R; son, respectivamente, los rayos y las regiones cerradas (incluyendo su
frontera) indicadas en la figura 3.6.

Figura 3.6: F(AUL)=AUL.

También la grafica de cambio de parametro muestra que la funciéon F en £ es dos a uno, pues
dada Ay = A_; con s > 2, sblo existen dos parametros t y —¢ tales que p(t), p(—t) € {s, —s}, es
decir, tales que F'(A¢) = Ay = F(A_;); pero Ay = A_4, asi que en realidad sélo existe una curva
de la familia T' que bajo F se convierte en A;. Ahora bien, por las observaciones 6(1) y 7(1),
dado un punto en A, existen exactamente dos puntos en A; que van a dar a dicho punto bajo
F (el caso s = 2 es un poco distinto, pero se obtiene la misma conclusion).

Por otro lado, para visualizar como actiia F' en X notemos que dada Ag; C Keon0<s< 2,
existen t; y ty con 0 < ty < /2 < t; < 2 tales que F(Ay,) = Ay = A_, = F(Ay,) (ver figura
3.5). De manera anéloga a como lo acabamos de hacer, se puede concluir que cada punto de A;
tiene a lo mas cuatro preiméagenes (aunque pueden ser menos si es que caen en las intersecciones
de las curvas Ay, v Ayy).

Lo anterior y el hecho de que A y € dividen a K en 4 regiones cerradas distintas Ag, A1, As y
Ajs tales que sus fronteras van a dar bajo F a la frontera de X, segtin se ilustra en la figura 3.7,
sugiere fuertemente que F'(A;) = K para cada j = 0,1,2,3. En realidad, notando por ejemplo
que A es el conjunto de valores criticos de F, y que ag =0€ Agy a; = 2eH(=D27/3)) ¢ A (st
j # 0) son tales que bajo la funciéon F' van a dar a 0, con argumentos de topologia diferencial se
puede llegar a la conclusion de que tal sospecha es cierta. Ver (King 2006, seccion 1.4).

Finalmente, hagamos notar que la forma de F' de transformar £ en £ recuerda lo que hace
la funcién ¢(z) = z2. De hecho, méis adelante, en el apéndice del capitulo 6, veremos que la
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F
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Vi

Figura 3.7: F(A;) = X para cada j = 0,1,2,3.

dindmica de F en £ = C\ X = C \ int(X) es en realidad esencialmente la misma que la de la
funcion ¢ en C\ int(D), de la que ya hablamos en el capitulo 2, donde D es el disco unitario
con su frontera incluida.

Por otro lado, la manera de F' de transformar a K en X, a pesar de ser mas dificil de visualizar
tal cual, contiene una cierta simetria muy particular que resulta ser muy tutil para construir un
modelo geométrico simple que ayuda a entender la dindmica de F en X con bastante claridad.
De eso trata el siguiente capitulo.






Capitulo 4

Un modelo geométrico G: A — A
para F: KX —- K

La descripciéon del modelo geométrico

En el capitulo anterior concluimos que el conjunto de puntos atrapados de nuestra funcion
F(z) = 2% — 2% es el conjunto acotado X del plano cuya frontera es la deltoide A. También
vimos que F' transforma en A tanto a A misma como a la circunferencia unitaria C, asi como se
indica en la figura 4.1.

(&Y}
=

Figura 4.1: F transforma a X en Xy a CUA en A.

A partir de lo que sucede con este par de curvas y buscando entender la manera como F
transforma a todo X en X mismo, uno podria (al menos intuitivamente) intentar enderezar un
poco las cosas, representando por ejemplo segmentos de lineas curvas como si fueran segmentos
de recta y obteniendo un diagrama como el de la figura 4.2 (cuya estructura tan simétrica llama
bastante la atencion).
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48 La descripcion del modelo geométrico

Figura 4.2: El aspecto de K si las curvas fueran segmentos de recta.

Aqui, A es el triangulo equilédtero descrito como

A={@y:zel-12 y ?(x—m <y< —?(w—m},

y que estd compuesto por los cuatro tridngulos equilateros siguientes:
[ 1 3 3
Ag={(z,y):x € —1,2} y —g(x—i-l) <y< %(m—f—l)},
Ay ={(z,y):x e

Ay = {(m,y) S 71,5

As = {(x,y) ix € —1,5

Noétese que mediante el procedimiento plastico antes descrito, el conjunto K toma la forma
del tridangulo A y la funcién F, la de una nueva funciéon G. Para nuestra sorpresa, dicha funcién
G parece poder describirse en términos geométricos bastante simples.

Pues bien, siguiendo con la heuristica imaginativa, uno puede pensar el tridngulo A como si
estuviera hecho de algun tipo de papel altamente deformable y descubrir que la funcién G parece
actuar de acuerdo con tres pasos béasicos: doblar (hacia adentro), voltear (horizontalmente) y
estirar (ver figura 4.3).

Esto corresponde con la siguiente expresion de G como una funcién lineal por partes:

(—2z,2y) si (z,y) € Ao,

_ (25#2 2y) si (z,y) € Ay,
Gla.y) = (1—2—V3y,V3+V3z—y) si(z,y)c Ay,
(1—m+\fy, V3 =3z — y) si(x,y) € As.
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Figura 4.3: La funcion G en tres pasos: doblar, voltear y estirar.

En el capitulo 6 se muestra que, maravillosamente, tal funcion G: A — A, a la que llama-
remos modelo geométrico, es topologicamente conjugada con nuestra funcion F: X — K. Eso
indica, como se vera también ahi, que estudiar el sistema dinamico discreto generado por G en
A efectivamente nos ayudara a entender, con bastante nitidez, el generado por F en XK.

Para entender la dindmica de la funcién G: A — A notemos en primer lugar que dividiendo
el triangulo A por los segmentos que unen los puntos medios de sus lados se obtienen los 4
triangulos equilateros més pequenos a los que hemos llamado Ay, A1, Ay v As, y que cumplen
que G(A;) = A para cada i = 0,1, 2, 3. Dividiendo anidlogamente cada uno de dichos tridngulos
en cuatro, se obtienen ahora en total 4% tridngulos equildteros mas pequefios de forma que,
para cada i fija, cuatro de ellos, a los que podemos llamar Ag;, A1, Az y As;, son tales que
Aji €Ay G(Aj,;) = A,. Siguiendo asi, para cada pareja j,i fija existen cuatro tridngulos
equilateros mas pequenios Ag ji, A1 4, Doy v As s tales que Ag i CAry G(Agji) = A
Este procedimiento puede continuarse de manera que si en general para cada n € N consideramos
el conjunto

v, = {w = (w1, Wa, ..., Wp_1,Wy) | w; € {0,1,2,3}},

entonces dado w = (w1, wa, ..., Wy_1,w,) € ¥, existe un tridangulo equildtero nombrado A,
tal que
Ay C Ay,
y G(Aw) = sz,---,wn_hwnv
donde G : Ay = Aw,, . wn_1,w, €8 un homeomorfismo que multiplica por 2 la distancia entre

cualesquiera dos puntos.
Toda esta informacion, aunque con un poco mas de detalles sobre la ubicacion de A, se

puede concentrar en el siguiente teorema, en el que por cierto utilizamos la notacion A — B
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para referirnos a la funcion G: A — B de manera un poco mas grafica.

Proposicion 14. Para cada n € N y para cualquier (w1, ws, ..., W,—1,wy,) € ¥y,:
(a’) Aw17w27~--;wn71;wn g Aw17w2~,---;wn71'

G o .
(b) Awy wrwn10m — Dy, wn 1w, €S un homeomorfismo que multiplica por 2 la distan-
cia entre cualesquiera dos puntos.

Demostracion: Notemos para empezar que por construcciéon siempre se cumple el inciso (b),
pero falta demostrar el inciso (a). Procediendo por inducciéon matemaética, tenemos para n = 1
que si a A, le quitamos el tltimo indice o el primero, obtenemos simplemente A, por lo que

habria que probar que A,,, C Ay Ay, A es un homeomorfismo que cumple lo pedido
para cualquier wy; = 0,1, 2,3, pero esto es cierto por construcciéon y por la definicion de G. La
afirmacion para n = 2 también se cumple por construcciéon, como ya hemos visto. Ahora bien,
si la afirmacion es cierta para algan n > 2 (HI) y consideramos ahora

w = (w17w27 <oy Why, wn+1) € \I/n+17
por construccion, A,, C A, para algin u = (ug,ug,...,Up—1,u,) € ¥, y por otro lado A,, fue
nombrado de manera que
Ay C Ay,

y G(Aw) = Aw21~-7wnawn+l'
Resulta entonces que

Aw - Aul,ug,.. y 1 Awl - Aul N Awl-

HUn—1,
Pero para que esta tltima interseccién no sea Gnicamente un vértice o un segmento de recta (en
cuyo caso no podria contener a A,, como lo hace), debe suceder que u; = w.
Por otro lado,
Ay C Ay = G(A) CGA) " Ay
C C oot 15U,

Pero también
(HI)
G(Aw) = Aw2w~,wn:wn+l - Awmm’wm

por lo que
G(Aw) = Aw2,--~,wn,wn+1 c Au27---1un—17un N Aw2,---,wn'

Y de nuevo para que esta ultima interseccién no sea ni vacia, ni un vértice, ni un segmento de
recta, debe ocurrir que u; = w; para cada ¢ = 2,3,...,n. En conclusién

Aw - Au = Awl,...,wn7

que era lo que faltaba probar. O
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La dindmica cadtica de G: A — A

De acuerdo con todo lo hecho anteriormente, tenemos que para cada n € N y para cualquier
(w1,...,wy,) € ¥, el tridngulo equilatero A, . ., es tal que sus lados miden ¢/2" (donde

¢ = 24/3 es la medida de los lados de A) y que Ay, w, % A es un homeomorfismo que
multiplica por 2™ la distancia entre cualesquiera dos puntos. De ahi se puede concluir, por
ejemplo, lo siguiente (es un buen ejercicio justificarlo con detalle).

Observacion 8. G no tiene ningin punto asintéticamente periodico.

Por otro lado, esta caracteristica de que fragmentos arbitrariamente pequenios de A se con-
viertan a la larga en todo A tiene consecuencias muy importantes en la dindmica de G como
veremos a continuacion. En primer lugar notemos algo que geométricamente es bastante evidente
al ir haciendo subdivisiones de los tridangulos cada vez mas finas.

Lema 1. Dados cualesquiera (z,y) € Ay e > 0, existen n € Ny A,, con w € U, tales que
(Ivy) €A, C Bs(xvy)'

Demostracion: Dado que la mayor distancia entre dos puntos de un tridngulo equilatero se
alcanzan entre dos cualesquiera de sus vértices y dicha distancia es igual a la longitud de sus
lados, en realidad basta con tomar n € N tal que £/2" < ¢ y algan A, con w € ¥, tal que
(z,y) € Ay. Eso garantiza que para todo (z',y’) € A,, suceda que d((z',y'), (z,y)) < £/2" <e,
es decir, se cumple que (z,y) € Ay, C Be(x,y). O

A partir de este lema se puede probar facilmente que la funcién G es caodtica en A en el
sentido de Devaney, es decir que tiene densidad de puntos periddicos, es transitiva y es sensible
a las condiciones iniciales. Esto hacemos a continuacion.

Proposicion 15. La funcion G: A — A tiene densidad de puntos periddicos.

Demostracion: Dados (z,y) € A y € > 0, por el lema 1, existen n € Ny w € U, tales que
(z,y) € Ay C B:(x,y). Por otro lado, A, % A es un homeomorfismo que multiplica por 2"

la distancia entre cualesquiera dos puntos, asi es que A, " A es un homeomorfismo que, por
el contrario, multiplica por 1/2™ las distancias, es decir que se trata de una contraccion. Ahora
bien, como A es un conjunto compacto, por el teorema de la contraccion, existe una tnica pareja
(u,v) € A tal que G™"(u,v) = (u,v), pero esta igualdad se da si y solo si (u,v) = G™(u,v). Asi
es que en Ay, ., existe exactamente un punto fijo de G™, es decir un punto periédico de G
(que, recordemos, puede ser de periodo n o de periodo algun otro divisor de n). O

Lo anterior se puede visualizar bastante bien considerando la figura 4.4, en la que se ilustra
como es que cada tridngulo A, con w = (wy,...,w,) € ¥, se convierten en el tridngulo A
después de aplicar n veces la funciéon G. Si la funcién G la estamos pensando como un doblar,
voltear y estirar, entonces para obtener en esta figura cada paso “hacia atras” se puede pensar
en el proceso inverso: encoger, voltear y desdoblar (nétese que luego de este proceso, el triangulo
A; queda en la misma direccion y orientacion que el tridngulo A).

Ademas en esta figura se puede identificar facilmente las imagenes inversas de los vértices y
de los lados de A bajo iteraciones cada vez mayores de G. Si V = {V;, V5, V3} es el conjunto de
vértices del tridngulo y OA es su frontera, entonces

N=UZ, G (V) v T=U,G"(04)
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Figura 4.4: ImAagenes inversas bajo la funciéon G.

son, respectivamente, el conjunto de vértices y el conjunto de lados de todos los triangulos A,,
con w € ¥, para algin n € N. Y dado que es posible imaginarse esta figura como tejida por una
arafiita muy trabajadora, llamaremos al conjunto T la telarana y a N, el conjunto de nudos.
Es claro que tanto en
N\V comoen T\OA

no hay ningin punto perioédico, puesto que los del primer conjunto son todos preperidédicos, ya
que a la larga su oOrbita cae en alguno de los vértices en V y G(V) = V. Por otro lado, los del
segundo conjunto estén en el interior de A, pero su 6rbita cae en algin momento en JA y nunca
vuelve al interior de A, ya que G(9A) = JA. Esto tiene diversas consecuencias.

En particular se tiene que si (z,y) es un punto periodico de periodo n tal que (z,y) € int(A),
entonces (z,y) ¢ G~1(AA). De hecho o((x,y),G) C int(A)\ G~1(9A).

Luego, como en int(A) \ G1(JA) la funcién G es una expansion lineal por un factor 2,
entonces G es derivable en cada punto de o((x,y), G) y los valores propios A; y Ao de DG™(z,y)
cumplen que |A;| = 2™ = |A2|. Esto implica que cada punto periédico de G que esta en int(A)
es expansivo, es decir, repulsor.

Por otro lado, ya sabemos que en cada uno de los 4 tridAngulos del primer paso hacia atras
de la figura 4.4 hay un punto (x,y) tal que G(z,y) = (z,y), es decir, un punto fijo, pero por la
observacion previa sobre los conjuntos N\'V y T\ 0A, es claro que cada uno de esos 4 puntos no
puede estar méas que en uno de dichos 4 triangulos, es decir, no puede estar en la intersecciéon de
2 o més de ellos. Esto implica que G tiene exactamente 4 puntos fijos. Analogamente se tiene en
el siguiente paso que existen 42 puntos (x,y) distintos tales que G?(x,y) = (z,y), es decir, hay
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a lo méas 42 puntos de periodo 2. En especifico, todos deben serlo a excepcién de los 4 puntos
fijos. Esto indica que hay exactamente 12 = 42 — 4 puntos de periodo 2. En general se tiene
que si p es primo, existen exactamente 47 — 4 puntos periodicos de periodo p (lo cual recuerda
el pequeno teorema de Fermat, que asegura que dicho ntimero es divisible entre p; aqui esto es
claro porque dicha division (4P — 4)/p cuenta el ntimero de érbitas distintas de periodo p y eso
es siempre un nimero entero). Por otro lado, contar el ntimero de puntos periddicos de periodo
n si n no es primo es algo mas complicado, pero més facil es probar el siguiente resultado.

Proposiciéon 16. La funcion G tiene puntos peridédicos de todos los periodos en A.

Demostraciéon: Por lo explicado anteriormente, en A existen 4™ puntos (x,y) distintos tales
que G™(z,y) = (z,y). Estos pueden ser de periodo n o de periodo algan divisor de n. Como
para cada k = 1,2,...,n — 1 se tiene que a lo mas hay 4* puntos de periodo k, entonces en el
peor de los casos, habria que restar todos estos a los 4™ candidatos a ser puntos periédicos de
periodo n. Pero

4n7171 477,71
(4+42+43+---+4”1):4(1+4+42+---+4”2):4(41) <4< 3 ><4n,

por lo que al menos uno de esos 4" candidatos debe ser de periodo n. L

Corolario 1. La funcién G tiene puntos preperidédicos de todos los periodos y ademés forman
un conjunto denso en A.

Lo anterior es inmediato del siguiente resultado, facil de visualizar y de probar.

Observaciéon 9. Dado (z,y) € A, el conjunto U2 (G~ "(x,y) es denso en A.

Proposicion 17. La funcién G: A — A es transitiva.

Demostracion: Dados U,V C A conjuntos abiertos no vacios en el espacio A, existen
(z,y) € Uy e > 0 tales que (z,y) € B:(z,y) N A C U. De acuerdo con el lema 1, existen
n € Ny w € U, tales que (z,y) € A, C B.(x,y) N A. De ahi que A,, C U y entonces
G"(Ay) C G™(U). Pero como A = G™"(A,) y G™(U) € G"(A) = A, entonces G"(U) = A.
Finalmente, como V C A es no vacio, entonces G*(U)NV =V # (. O

Do

Dy

D3

Figura 4.5: Ningtun punto de A esta en el interior de todos los discos D1, Dy y D3 de radio 2.
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Proposicion 18. La funcion G: A — A es sensible a las condiciones iniciales.

Demostracion: Como en la demostracion de las otras dos propiedades, dado (z,y) € Ay
0 > 0, sabemos que existen n € Ny w € ¥, tal que (z,y) € Ay, C Bs(z,y). Ahora, si lla-
mamos 1, Tz v 3 a los vértices de A,,, sabemos que G"(z1), G™(x2) y G™(x3) son, en algan
orden, los vértices de A. Como se ve en la figura 4.5, sin importar en qué lugar de A esté
G"(x,y), se tiene que dista de alguno de dichos vértices, digamos de G™(x;), al menos una dis-
tancia 2. Esa distancia g = 2 > 0 funciona perfectamente como constante de sensibilidad, ya
que d(G™(z,y),G"(x;)) > &o. O

La dinamica de G en subconjuntos invariantes de A

Las estrategias utilizadas en la seccion anterior resultan también de utilidad en el estudio de la
dindmica de G en algunos subconjuntos propios invariantes de A que resultan interesantes. A
su vez, este estudio ayuda a comprender mejor la dindmica de G en todo A.

Para empezar, recordemos un par de definiciones del capitulo 2 y agreguemos una maés.

Definiciéon 10. Sea f: X — X una funcién continua en el espacio métrico X y sea A C X.
Diremos que A es...

1. ... invariante bajo f si f(A) C A.
2. ... fuertemente invariante bajo f si f(A) = A.
3. ... totalmente invariante bajo f si f(A) = Ay f~1(A) = A.

Observacion 10. Notemos que en la tltima definicion, f~1(A) = A se puede sustituir por
fH(A) C A, yaque f71(A) D Asiysolosi f(A) C A, y esto tltimo se cumple pues f(A) = A.

Proposicién 19. Sean f: X — X una funcién continua en el espacio métrico X y =z € X.
Entonces:
o(z, f) es fuertemente invariante < x es un punto periodico de f.

Demostracion: Segun la observacion 2 (pag. 26) del capitulo 2, dado un punto periodico, tam-
bién lo es cualquier elemento de su orbita (y de hecho, su érbita es la misma aunque recorrida
quizé con algin desface), asi que la implicacion de regreso ya se tiene. Para la implicacion de
ida, basta observar que si la orbita es invariante, entonces algtin elemento de la 6rbita va a dar
bajo f al primer elemento, es decir, existe f™(z,y) tal que f(f"(x,y)) = (x,y), pero eso implica
que (z,y) es periodico. O

Las definiciones de conjunto invariante (I), fuertemente invariante (FI) y totalmente inva-
riante (TI), asi como la proposicion anterior y el hecho de que sabemos que en A hay puntos

con Orbitas preperiddicas (por ejemplo los de N\ V) nos permite construir el diagrama de im-
plicaciones de la figura 4.6, en el que las implicaciones que no estan es porque no se cumplen.

1
/7 N\
FIl <———=TI

Figura 4.6: Diagrama de implicaciones de conjuntos invariantes.
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Ahora si, con estas definiciones y con las técnicas desarrolladas en la seccién anterior, pode-
mos dedicarnos a analizar algunos de los conjuntos invariantes que han aparecido hasta ahora,
asi como la dinamica de G en cada uno de ellos. Para esto, es de nuevo muy ttil visualizar las co-
sas en diagramas como los de las figuras 4.4 y 4.7. Este tltimo muestra la apariciéon del tridngulo
de Sierpiniski S. Ir llenando la siguiente tabla puede ayudar a sintetizar toda esta informacion.

Conjunto | I| FI| TI | Ato | Cdo | Cto | DA | DPP | TT | SCI | Caos
una Orbita periddica
A
V={Vi,Va,V5}
oA
N=UpZoG " (V)
T =U2 G "(0A)
O=A\T
8= A\ UG "(int(Ao))

Aqui, cada caracteristica analizada, ya sea del conjunto dado o de la funciéon G restringida
a éste, se abrevia de la siguiente manera: invariante (I), fuertemente invariante (FI), totalmente
invariante (TI), abierto (Ato), cerrado (Cdo), compacto (Cto), denso en A (DA), con densidad
de puntos periddicos (DPP), con transitividad topologica (TT), con sensibilidad a las condiciones
iniciales (SCI), con caos (Caos).

G

/—\VQ

»

Vs

> P

G

Figura 4.7: Quitando int(A) y sus imagenes inversas, aparece un triangulo de Sierpinski.
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En seguida hacemos este anélisis caso por caso.

G en cualquier orbita periodica. Si llamamos B = o((z,y),G) para algin punto (z,y)
periédico dado, por la proposicion 19 se tiene que B es fuertemente invariante. Por otro lado,
por ser finito, B es un conjunto compacto y en G: B — B hay densidad de puntos periddicos y
transitividad topoldgica, pero no hay sensibilidad a las condiciones iniciales. Este es justamente
un ejemplo de que el teorema de los 5 matematicos (proposicion 10, pag. 33 de esta tesis) no se
cumple para conjuntos finitos (lo cual ellos mismos advierten al inicio de su articulo, pero podria
generar confusion puesto que no lo escriben explicitamente como hipétesis en su teorema).

G en el triAngulo A. Tenemos que el conjunto compacto A es totalmente invariante bajo G
y, como ya hemos visto, G es cadtica en A. Por otro lado, hay también algunas otras preguntas
interesantes, como por ejemplo si en A hay puntos de 6rbita densa y si si, en donde estan.

G en el conjunto de vértices V = {V},V5,V3}. Dicho conjunto compacto es fuertemente
invariante bajo G y consiste en una érbita de un punto fijo y una orbita de periodo 2. Ahi sélo
hay densidad de puntos peridédicos, pero ninguna otra caracteristica de la definicién de caos.

G en OA. Dicho conjunto compacto es fuertemente invariante. Por otro lado, mirando con
atencion lo que la funciéon G hace JA, salta a la vista su gran parecido con la funcién op(z) = 22
restringida a la circunferencia unitaria €, en donde ¢ es cadtica. De hecho, se puede emular aqui
la demostracion hecha en ese caso, en el capitulo 2, para probar que G es caodtica en JA. Mas
aun, en el capitulo 6 se mostraréd que esto no es una simple coincidencia, pues las funciones ¢
en Cy G en JA son topologicamente conjugadas.

G en el conjunto de nudos N = U2 ;G "(V). Este conjunto es totalmente invariante, pero
eso es consecuencia de un fenémeno més general que a continuacion se describe.

Proposicion 20. Si f: X — X es una funcién continua y suprayectiva en un espacio métrico X
y A C X es un conjunto invariante bajo f, entonces A= U2 ,f~™(A) es un conjunto totalmente
invariante.

Demostracion: Para comenzar notemos que = € A= U ,f~™(A) se puede interpretar en pa-
labras como que “z estd en A o en algin momento (bajo las iteraciones de f) cae en A”. Con ello
es claro que si z € A, entonces f(z) € A, pues six € A, como A es invariante, entonces f(z) € 4
si en cambio = cayera en A bajo la n-ésima iteracion de f con n = 1, entonces f(z) € A, y con
n > 1, entonces en algiin momento f(z) cae en A (de hecho bajo la (n —1)-ésima iteracién de f.
Esto prueba que f (A) C A. Para la contencion inversa, veamos que si z € A como f es supra-
yectiva, entonces existe Z € X tal que f(Z) = x, pero como x esta en Aoen algiin momento cae
en g entonces 7 en algin momento cae en A (un paso después que z). Hasta aqui, f (Z) = A.
Finalmente, la tltima condicién para que sea totalmente invariante se da puesto que de manera
semejante, si ¢ € X es tal que f(z) € A, entonces = también esta en A. Es decir f~ L(A) C A O

En particular esta proposiciéon prueba que dado que V es invariante bajo G, entonces N
es totalmente invariante. En dicho conjunto no hay densidad de puntos periédicos, pues por
ejemplo todos los puntos en NNint(A) en algin momento van a dar a V y ya no vuelven a caer
en int(A). Por otro lado, si hay transitividad topologica, pues dados dos conjuntos abiertos no
vacios U y V del conjunto N y algtin v € V' C N, por la actividad 9, el conjunto U2 ,G~"(v) es
denso en A. Y como ese conjunto esté contenido en N, eso prueba que existen u € U CNyneN
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tales que G™(u) = v € V. Finalmente, también hay sensibilidad a las condiciones iniciales, pues
dado cualquier punto (z,y) € N siempre se pueden elegir un tridngulo suficientemente pequetio
del cual sea vértice y cualquiera de los otros dos vértices (z’,y’), de manera que bajo el namero
adecuado de iteraciones (z’,y’) ird a dar a un vértice de A distinto al que va a dar (x,y) y dichos
vértices estan a distancia eg = 2V/3.

G en la telarana 7 = U2 ;G "(9A). Usando el mismo resultado que con el conjunto anterior,
se prueba que T es totalmente invariante bajo G, pues G(0A) C JA. Y también, de manera
semejante a la de tal conjunto, se prueba que G no tiene densidad de puntos periédicos en T
pero si es topologicamente transitiva y sensible a las condiciones iniciales (tomando por ejemplo
como constante de sensibilidad la mitad de la £y que funcionaba para el conjunto anterior o bien
Eo = 3)

G en el conjunto de orificios O = A\ T. Este conjunto esta definido como el complemento
del conjunto 7, que ya hemos visto que es totalmente invariante, por lo que también debe serlo
de acuerdo con el siguiente teorema.

Proposicion 21. Si f: X — X es una funciéon continua y suprayectiva en un espacio métrico
X y A es un conjunto totalmente invariante bajo f, entonces X \ A es también un conjunto
totalmente invariante bajo f.

Demostracion: En primer lugar vemos que
JIX\A) S X\ 4,

puesto que si x € X \ A, entonces no puede pasar que f(z) € A ya que al ser A totalmente
invariante, f~!(A4) C A.
Ademas se da también la contencion inversa,

FIXNA) 2 X\ 4,

puesto que si y € X \ A, entonces por ser f suprayectiva, existe x € X tal que f(z) =y, pero no
puede ser que x € A porque eso contradiria que f(A) C A, lo cual se sabe por ser A invariante.
Luego, x € X \ Ay por lo tanto y € f(X \ A).

Finalmente, f~}(X\ A4) C X\ 4, yaquesi x € f~1(X \ A) entonces f(z) € X \ 4, y si ocu-
rriera que x € A, entonces como f(A) C A, se llegarfa a contradiccion, por lo que z € X\ A. O

Otra caracteristica interesante que tienen los subconjuntos totalmente invariantes de A, y
para cuya prueba es importante el teorema anterior, se puede interpretar como que en cada
tridngulo A,, con w € ¥,, para alguna n € N se tiene que A, N A es una “copia” a escala del
conjunto A. En seguida se expresa con precision el enunciado de este teorema.

Proposicion 22. Si A C A es totalmente invariante, entonces para cualquier n € N y cualquier
A, conw € ¥, se tiene que G": A, N A — A es un homeomorfismo.

Demostraciéon: En primer lugar, G™ esta bien definida en dicho dominio puesto que f(A4) C
A. También ahi es continua e inyectiva puesto que G™: A,, — A lo es. Ademas, también es
suprayectiva sobre A, pues dado y € A C A, sabemos que existe z € A,, tal que f(z) = y. Pero
como f~1(A) C A, entonces x € A, N A. Finalmente, G~": A — A,, N A es continua, puesto
que G7": A = A, lo es. O
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Ahora si, volviendo al conjunto de orificios O, que ya se vio que es totalmente invariante, se
tiene ademas que en G: O — O hay densidad de puntos peridédicos, pues éstos son densos en
A y todos los puntos periddicos que estan en int(A) estan en Q. Por otro lado, con ayuda del
lema 1 y esta proposicion que acabamos de enunciar, se demuestra (de manera analoga a como
se hizo con el tridngulo A) que en O también hay transitividad topolégica. Finalmente, también
hay sensibilidad a las condiciones iniciales pues cualquier g < 2 funciona como constante de
sensibilidad (para convencerse de ello es muy util mirar de nuevo la figura 4.5 y tomar en cuenta
la observacion 9). Por lo tanto, en O hay también una dinadmica caotica.

Una dltima observacién es que

0 = AN\ (UpZoGT"(94)) = MiZo(A\ GT(94)),

por las leyes de De Morgan. Es decir que O es la intersecciéon numerable de los conjuntos
U, =A\G ™(0A), cada uno de los cuales es abierto y denso en A. Asi que por el teorema de
Baire tenemos que dicho conjunto es denso en A.

G en el triangulo de Sierpinski § = A\ U2 (G "(int(Ap)). En primer lugar veamos que
dado p € A se tiene que p € 8 si y s6lo o(p, G) Nint(Ag) = 0. A partir de ahi es claro que
G(8) C 8. Por otro lado se tiene que 8§ C G(8), pues dado cualquier p € 8, existe gy € A tal que
G(qo0) = p; si qo ¢ int(Ap), ya acabamos, pues gy € 8, pero si ¢ € int(A), entonces para cada
i =1,2,3 existen ¢; € int(A;) tales que G(g;) = p, y cualquiera de ellos no esta en int(Ag). En
segundo lugar, resulta que G esta acotado y es un conjunto cerrado menos la unién de conjuntos
abiertos, por lo que es compacto. Ademas se cumple algo parecido que lo que dice la proposicion
9, salvo que tal afirmacion no es valida para los triAngulos A, cuyo interior se va quitando,
como Ay, A1, Az, Az, ... Notemos de hecho que los tridngulos que se van quitando son
los A, con w = (wy,ws,...,w,—1,w,) tales que w; = 0 para alguna ¢ = 1,2,...,n. Asi que el
resultado que si se cumple queda formulado de la siguiente manera.

Lema 2. Seann € Ny w = (wy,...,w,) € ¥,. Si w; # 0 para todo ¢ = 1,...,n, entonces
G": A, N8 — 8 es un homeomorfismo.

Demostracion: Ya sabemos que G™: A,, — A es un homeomorfismo. Basta ver que se puede
restringir al dominio y codominio dados. Asi, si tomamos p € A, NS, como 8 es invariante,
entonces G™(p) € 8. A la inversa, si p € 8, sabemos que existe ¢ € A,, tal que G"(q) = p. Para
ver que ¢ € 8 y por lo tanto ¢ € A,, N 8, basta considerar los elementos ¢; = G(q) de la 6rbita
de ¢ y lo que sabemos de ellos:

(%)
—
o q1 --- dn-1 9n Gn+1 dn+2 - --
bo p1 P2 ...
—_——
(%)
Los primeros n elementos (*) de la orbita de ¢ no estan en int(Ag), pues ¢;—1 € A,, para

cada i = 1,...,n y w; # 0 para cada uno de ellos. Y los siguientes elementos (**) de la 6r-
bita de ¢ tampoco estén en int(Ag) porque son los de la 6rbitade py p € 8. Deahique g € §. O

Ya con este lema a la mano, se puede utilizar entonces esencialmente la misma estrategia
que con A para probar que G: 8§ — § es cadtica en 8.



Capitulo 5

Un modelo simbolico o: V — W para
F: X=X

Partiendo de lo estudiado en el capitulo anterior, aqui veremos cémo cada punto del tridngulo
A puede ser convenientemente representado mediante uno o varios codigos formados por una
infinidad de digitos tomados del conjunto {0, 1,2,3}. Esto resultara tan bien que cada codigo
de un punto dado tendra la virtud de describirlo intimamente, asi como lo que el sistema dina-
mico generado por la funciéon G hace con él. Estudiar tales codigos en el espacio en el que se
encuentran y como es que interactiian unos con otros nos permitira mirar desde una perspectiva
privilegiada el sistema dindmico discreto G: A — A, como si lo estuviéramos viendo a través de
un microscopio o con ayuda de una méquina de rayos X, lo cual le dara un significado més rico
a lo que hasta ahora hemos podido entender acerca de él. Mas adelante veremos que tal modelo
simbolico es también aplicable para la funcion F: KX — X.

La descripciéon del modelo simbdlico
Dados p € A y n € N, como sabemos que A = Uyew, Ay, entonces p € A, para al menos algin
w = (wy,...,w,) € U, (ver figura 5.1).

Ademas, segtin lo que vimos en la proposiciéon 14 del capitulo anterior,

pE Aw = Awl,...,wn g Awl,...,wn_l g T g Awl,wQ g Aw1~

()

Figura 5.1: Dado n € N, cada punto de A puede estar en 1, 2, 3 o 6 triangulitos A, con
wev,.

59
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Por otro lado, si tomamos n cada vez mas grande, los 4™ tridngulos distintos de la forma A,
con w € ¥, se van volviendo mas y méas pequetios, por lo que el codigo finito (wq, wa, . .., w,) nos
va dando una informacién cada vez mas precisa de la ubicaciéon del punto p. Parece ser entonces
que si w = (wy,ws,...) fuera un coédigo infinito, el punto p quedaria totalmente determinado.
Y en efecto asi es, pues llamando

U = {(wy,wa,...) | w, €{0,1,2,3} para cada n € N},
tenemos que dado w = (w1, ws,...) € ¥, existe un tnico punto p,, € A tal que

Pw € m;.y,ozlAwl,...,w

n "
Lo anterior se cumple puesto que A es un espacio métrico completo y

Awl 2 Awl,u)g :_) e :_> Awl,wz,...,wn 2.

es una sucesion anidada de conjuntos compactos no vacios en A cuyo didmetro tiende a cero.

Definiciéon 11. Diremos que w = (wi,ws,...) € ¥ es un cddigo del punto p € A o que
representa al punto p si

{p} =M1 Buwy w0, -
Asi, esta probado lo siguiente.

Proposicion 23. Para cada w = (wy,ws,...) € ¥ existe un dnico p € A tal que w es un codigo
de p.

Segun lo hecho hasta aqui, tenemos que cada codigo w = (wy,ws, ...) incluye informacion
completa de la procedencia del punto p en el sentido de que hace referencia a toda una sucesion
anidada de tridngulos cada vez més pequenos a los que pertenece p. Por otro lado, como veremos
a continuacién, también incluye informacién completa acerca del destino del punto p al aplicarle
reiteradamente la funciéon G, es decir, informacién completa acerca de la 6rbita de p.

Proposicion 24. w = (wy,ws,...) € ¥ es un codigo de p € A si y solo si G*~1(p) € A,,, para
todan € N.

Demostracion: Para la implicacion de ida basta notar que si w = (wq,wa,...) € ¥ es un
codigo de p € A, entonces para cada n € N:

pe Awl,...,wn c Awl,...,wn,l c.-.-C Awl,wg - Awla
por la primera parte de la proposiciéon 14; y de acuerdo también con la segunda parte,

G(p) € Awg,...,wn g Awg,...,wn,l g Tt g Awg

G p) € Ay,

Para la implicacion de vuelta supongamos que G"~*(p) € A,,, para todo n € N. Debemos
probar que p € Ay, aws,... w, Paratodan € N. Esto puede hacerse por induccién. En primer lugar
se tiene que p = G171(p) € A,,. Luego, si se tiene que p € Ay, w,.. w, Para alguna n € N,
entonces se debe cumplir que p € Ay, a,,... w0, ,wn i1 PUES de lo contrario, dado que Ay, ow,,... w,
es la union de los cuatro triangulos Ay, w,.... w,,w. con w, = {0,1,2,3} entonces esta en alguno
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(o varios) de ellos. Si suponemos que no esta en el que queremos probar, sino en algtn otro con
Wy 7 Wp41, entonces se tendria que p € Ay ws,..wnw, \ D ws,... wnwnir s PETO como estos dos
tridngulos estan contenidos en Ay, .. w, ¥ la funcion G™: Ay, w,. . w, — A es inyectiva (%),
entonces

Gn(p) G Gn(Awhwz,...,wn,w* \Awl,wg,,..,wn,,wn+1)

(*)
= Gn(Awly'WZ;“'wwvuw*) \ Gn(Awhw27~~~,wn,wn+1)
= Aw* \Awn+17

lo cual contradice la hipotesis de que G™(p) € Ay, ;- O

A partir de lo anterior es inmediato lo siguiente.

Proposicion 25. w = (wy,ws,...) € U es un codigo de p € A si y sblo si (wo,ws,...) € ¥ es
un codigo de G(p).

Y todo esto motiva la definicién de la siguiente funcion.

Definicién 12. Llamaremos funcidn corrimiento (también llamada funcion shift en inglés) a
la funcion o: ¥ — W tal que para cada (wy,ws,ws,...) € ¥:

o(wy, we, ws,...) = (wg, w3, Wy, . . .).

La proposicién 24 nos da, ademas, una manera alternativa para obtener un cédigo de un
punto dado p € A sin necesidad de determinar todos los tridngulos anidados en los que esta
dicho punto, sino simplemente llevando nota de en cuél de los 4 tridngulos A; con i =0,1,2,3
estan p, G(p), G*(p), etc., lo cual es geométricamente mas sencillo de resolver.

Adicionalmente, se tiene el siguiente resultado.

Proposicion 26. Para cada p € A existe al menos un w € ¥ tal que w = (wq,ws,...) es un
codigo de p. Ademés, existen a lo méas seis codigos distintos de p.

Demostracion: Para probar lo primero, sea p un punto en A. Para cada n € N elegimos
w, € {0,1,2,3} de manera que por ejemplo w,, = min{i : G"~!(p) € A;}. De ahi que, por la
proposicion 24, w = (wy,ws,...) € ¥ es un codigo de p.

Para ver que a lo més puede haber seis codigos distintos, notemos que:

1. Para cada k € N: #{i : G*¥~1(p) € A;} € {1,2,3}.

2. Si para alguna k pasa que #{i : G¥71(p) € A;} = 3, entonces G*~1(p) € G~1(V) y para
cada n > k: #{i : G""(p) € A;} = 1.

3. Si para alguna k pasa que #{i : G¥71(p) € A;} = 2, entonces GF~1(p) € G71(0A) y
para cada n > k: #{i : G"1(p) € A;} =1 con a lo més una excepciéon m > k en la que
#{i : G""(p) € A;} puede ser 3.

De ahi, que el nimero de codigos distintos del punto p puede ser a lo mas 6 (de hecho, segun
lo anterior, puede ser 1, 2, 3 0 6). O

En la figura 5.2 se puede ver ejemplos de puntos con distinto nimero de codigos y vi-
sualizar también la validez de la proposicion 25. En esta figura, por simplicidad, cada codigo
(w1, wa,ws, . ..) esta escrito sin paréntesis ni comas y si uno o varios digitos se repiten infinita-
mente a partir de cierto momento, se pone una barrita arriba de ellos (asi como es comun hacerlo
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al representar en notaciéon decimal nimeros con expansion decimal periodica). Finalmente, cada
rectangulo con varios digitos indica que se puede elegir cualquiera de ellos para esa posicion.

G
0l _
1 M\f%&
2

0
0110 1132
211[32 375
3 0]__
1|1/32
3

Figura 5.2: Puntos de A con distinto nimero de c6digos.

Observacion 11. Considerando la divisiéon en casos en la prueba de la proposicion 26 y mirando
los ejemplos anteriores no es dificil notar que dado p € A:

p € V = p tiene 1 cédigo,
p € IAN(N\V) & p tiene 3 codigos,
p € A\ N = p tiene 1 codigo,
p € intA NN < p tiene 6 codigos,
p € intA N (T\N) < p tiene 2 codigos,
p € intA \ T = p tiene 1 codigo.

Notese en particular que si p € A es un punto periddico, entonces debe tener un sélo codigo.
Y lo mismo si p € A tiene 6rbita densa en A.

Codigos cercanos o lejanos en el espacio ¥V de 4 simbolos

Tomando en cuenta que las primeras entradas de los cédigos de los puntos de A tienen que ver
con su origen y las siguientes con su destino y dos puntos estan inicialmente mas cerca si sus
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origenes son semejantes que si sus destinos lo son, se puede definir una métrica en ¥ inspirada
en la métrica en A dando mas peso a las primeras entradas. Esto es, una funcién distancia
d: ¥ x ¥ — RTU{0} tal que si w = (wy,wa,...) y 2 = (21,22,...) son dos elementos de ¥,

entonces:
o |wi — zi
d(w, z) = Z —
i=1

Proposicion 27. La funciéon d: ¥ x W — RTU{0} descrita en el parrafo anterior es en efecto una
métrica en el espacio . Es decir, esta bien definida y cumple que para cualesquiera a, b, c € ¥:

1. d(a,b) =0 a=b.
2. d(a,b) = d(b,a).
3. d(a,c) <d(a,b) +d(b,c).

Demostracion: Para empezar veamos que la funcién d esta bien definida. Dados a,b € U,

recordemos que
(o) n
lai — by ; lai — by
——— = lim —_—.
VA n—oo VA
i=1 i=1

— |a; — b
=)

es una sucesion creciente de nimeros reales no negativos y es tal que para cada i € N: 0 <

b, . . .z . i—bi
% < 23 Por el criterio de comparaciéon de series, Z;’il % converge y

Oo|a¢—bi| 3 > 1
()gZ;TgZ?:?)Z?:s.

i=1 i=1

Ademas se tiene que

-
Il

Esto es, d(a,b) siempre existe y ademas d(a,b) € [0, 3]. Luego, las propiedades 1 y 2 se

demuestran facilmente y la propiedad 3 es consecuencia de que para cada i € N, si llamamos

o = M, Bi = ‘a%bl‘ Y Y= w, entonces se tiene que a; < B; + 7;, de donde para toda

2
n n n
Zai < Zﬂz‘ + Z%‘
i=1 i=1 i=1

n € N:
y como los limites de las tres sucesiones existen, entonces

o o) o0 oo
S ai <Y Bitv)=>_Bi+ > w
i=1 i=1 i=1 i=1

es decir, lo que habia que probar. O

Ahora bien, segin esta métrica, dos puntos estardn mas cercanos entre si en la medida en
que mas de sus primeras entradas coincidan, como a continuaciéon se detalla.

Proposicion 28. Sean a = (a1, az,...),b = (b1,be,...) € ¥. Entonces

1. a; = b; para todai=1,2,...,N = d(a,b) < 5%.
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2. d(a,b) < 2% = a; = b; para todai=1,2,...,N.

Demostracion:

1. Si a; = b; para toda k =1,2,..., N, entonces

> |ai—bi| > |ai—bi| > 1 3
dad) =) === ), —5 <3 ), H=aw
1=1 1=N+1 i=N—+1

2. Si la conclusién no fuera cierta, es decir, si a; # b; para alguna j € Ntal que 1 < j < N,
se tendria que

11 aj—bj| < a; — byl
*ﬁfSTSZT:d(aab%
i=1
lo cual es incompatible con la hipotesis de la implicacion.

O

Una manera de entender mejor esta proposiciéon es a partir del siguiente enunciado, muy
impreciso pero muy tutil: “Dos puntos en ¥ son muy cercanos el uno del otro si y sé6lo si sus
primeras N entradas son iguales para alguna N suficientemente grande”.

Esto se puede aplicar de la siguiente manera: dado un punto en ¥, si queremos encontrar un
punto cercano de él, basta que tenga las primeras entradas iguales. Y a la inversa, si queremos
encontrar un punto lejano de él, basta que tenga las primeras entradas distintas.

Con tal forma de medir distancias en el espacio V¥, resulta claro que puntos cercanos del
dominio se mantienen, bajo la funcion corrimiento, cercanos en la imagen, es decir lo siguiente.

Proposicion 29. La funcién corrimiento o: ¥ — ¥ es continua.

Demostracion: Sean w = (wy,ws,...) € ¥y e > 0 arbitrarios. Sea N € N tal que 2% <ey
sea 0 > 0 tal que 6 < ﬁ Entonces dado a = (a1, az,...) € U, se tiene que

1
d(a,w) <6 < oNTT T G = Wi para todai=1,2,..., N+ 1= d(o(a),o(w)) < oN <€

Proposicion 30. La funcién corrimiento o es caodtica en W, es decir:
1. Tiene densidad de puntos periodicos.
2. Es transitiva.
3. Es sensible a las condiciones iniciales.

Demostracion:

1. Sean w = (wi,ws,...) € ¥ y € > 0 cualesquiera. Sea N € N tal que 2% < €y sea

a = (a1, az,...) € ¥ construido a partir de w de la siguiente manera

w = (W1, W2, ..., WN, WN41, WN42,---)
N——

——
a = (’U)17w2,...,U}N,wl,wQ,...),
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donde a; = w; paratodai=1,2,...,N y a,4+ny = a; para toda ¢ € N.

Lo anterior garantiza que a es un punto periddico bajo o tal que d(a,w) < ¢, y esto
muestra que el conjunto de puntos peridédicos es denso en W.

2. Sean U,V C U dos conjuntos abiertos no vacios. Sean u = (uy,us,...) € U, v =
(v1,v2,...) € V, § > 0y e > 0 tales que Bs(u) C U y Be(v) C V. Sean N,M € N
tales que 2% <dy 2%, < e. Tenemos que

—TN—
u=(ur,uz,...,un,...) vy v=(v1,02,...,00,...).
—— —

La estrategia es construir w € ¥ copiando las partes iniciales de © y v de modo que:
w = (m7 V1,02, UM WN 4 MA1s - -)s
donde después de vy las siguientes entradas pueden ser lo que sea. Entonces se tiene que
oV (w) = (v1,v2, ..., VAL WN LM 415 - - -)-
De ahi que d(w,u) < § y d(o™¥(w),v) < &, y por lo tanto GN(U) NV # 0.

3. Veremos que g9 = 1 funciona como constante de sensibilidad. Sean w = (wq,ws,...) € ¥
y 0 > 0 cualesquiera. Sea N € N tal que 2% < 4. Siempre es posible construir a =
(a1, az,...) € ¥ de manera que a; = w; paratodai=1,2,..., Ny |a; —w;| = 1 para toda

i > N. Entonces d(a,w) < § y d(o™ (a),o™N (w)) =1 > &.
O

Como se puede ver, este modelo simboélico otorga muchisimo control sobre las 6rbitas de los
puntos. Gracias a ello, es posible notar la existencia de 6rbitas con caracteristicas muy especiales.

Proposicion 31. En VU existen puntos de érbita densa. De hecho, el conjunto de puntos de
orbita densa es denso en U.

Demostraciéon: Sea ¢t € U construido de manera que sus coordenadas incluyan todas las
posibles cadenas de longitud 1 formadas por elementos del conjunto {0,1,2,3}, luego las de
longitud 2, las de longitud 3 y asi sucesivamente:

t=1(0,1,2,3, 0,0, 0,1, 0,2, ..., 3,3, ...).
——
Como dado cualquier w € (w1, ws,...,wy,...) € U siempre es posible igualar sus primeras

N coordenadas aplicando a t la funcién o el suficiente namero de veces, entonces la orbita de ¢
es densa en V.

La segunda parte se debe a que se puede insertar al inicio de t cualquier cadena finita de
longitud N para cualquier N € N y eso prueba la densidad del conjunto de puntos de orbita
densa. O

Terminamos esta seccion con un resultado que no es dificil de probar.

Proposicion 32. El codigo de un punto p € A es periddico de periodo n bajo o si y s6lo p es
periédico de periodo n bajo G.

Sin embargo esto es so6lo un preludio de un resultado mas general. En el capitulo 6 se
demuestra que la funcién G' en A (y también la funcién F en X) es semiconjugada de o en W,
por lo que lo que estudiamos en esta secciéon para esta ultima funcion en general seré aplicable
también para las otras.
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Subconjuntos invariantes y sus codigos.

Retomamos en esta secciéon la discusion sobre los subconjuntos invariantes de A analizados en
el capitulo anterior para mirarlos desde la nueva perspectiva que ofrece el modelo simbélico.

Orbitas periédicas. De acuerdo con la obervacion 11, cualquier punto periodico tiene exac-
tamente un codigo. Ademas, segiin la proposiciéon 32 un punto es peridédico bajo G si y sdlo si
su codigo es periddico bajo o y ambos son del mismo periodo. En el capitulo anterior vimos que
hay 4 puntos p € A tales que G(p) = p (uno en cada triangulo A; con ¢ = 0,1,2,3). Segtn el
modelo simbélico es evidente que tales puntos fijos son los que tienen los codigos 0, 1, 2 y 3.
A su vez, los 42 = 16 puntos tales que G?(p) = p son los que tienen los codigos que se pueden
formar tomando dos digitos del conjunto {0,1,2,3} y haciendo un codigo periddico con ellos
que los repita indefinidamente:

00 01 02 03

30 31 32 33

Descartando a 00 = 0, 11 = 1, 22 = 2 y 33 = 3, que en realidad son puntos fijos, los restantes
son los 12 puntos de periodo 2. Y analogamente se puede seguir asi para encontrar los codigos
de los deméas puntos periédicos, que como vimos en el capitulo anterior, los hay de todos los
periodos.

Ahora bien, con tal claridad sobre los cddigos de los puntos periodicos, surge aqui la pregunta
de a exactamente qué puntos del triAngulo A corresponden. Para tratar este asunto, veamos a
continuacién un ejemplo, el del punto fijo cuyo codigo es 2.

En primer lugar, volvamos a la figura 5.2 en la pagina 62, en la que los vértices y los lados de
los distintos tridngulos que ahi aparecen estan marcados de manera que al aplicar la funciéon G,
la imagen de cada uno de ellos es del mismo tipo (puntos triangulares van a puntos triangulares,
lados rojos van a lados rojos, etc.). Notemos entonces las siguientes propiedades que se preservan
cada que damos un paso hacia atras:

1. Si en alguno de los pasos hay algtin punto circular (como por ejemplo el 1), en los siguientes
pasos hacia atras dicho punto aparece también marcado asi (a diferencia de los puntos
marcados con tridngulos o cuadrados, que se van alternando entre s{ cada que regresamos
un paso, como por ejemplo el 23).

2. Los triangulos de cada paso se pueden clasificar en dos: los que podriamos decir que
apuntan a la derecha > (como Aj, Ay y As, y los que podriamos decir que apuntan a la
izquierda < (como Ag). Ademas, los lados de los que apuntan a la izquierda estan recorridos
como las manecillas del reloj y los de los que apuntan a la derecha estédn recorridos en
sentido contrario.

3. En el primer paso hacia atras, en el que el triangulo A aparece formado por los tridngulos
Ao, A1, Ay y Az vemos que el del centro es el 0, el que esté pegado al vértice circular es
el 1, y si partimos de ahi y avanzamos por la frontera de A siguiendo el sentido senalado
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por las flechas, pasamos primero por el tridngulo 2 y luego por el tridngulo 3. Finalmente,
el punto medio del lado opuesto al vértice circular también es circular.

Ya sabemos que si (wy,ws,...) € ¥ es un codigo de p € A, entonces p € Ay, ... w, Para todo
n € N. Las observaciones anteriores nos ayudaran a identificar con precision cada uno de esos
triangulos anidados y, con ello, la ubicaciéon del punto p.

En segundo lugar, notemos que si para cada n € N tomamos ¢, € Ay, . w,, entonces
lim,, o0 gn = p, pues tales tridngulos estan anidados y su didmetro tiende a cero. En particular
servird tomar como g, el centro de gravedad del triangulo Ay, . .., -

Figura 5.3: Cambiando de centro de gravedad.

En tercer y tltimo lugar, veamos que si tomamos un tridngulo equilatero y lo dividimos en
cuatro al trazar los segmentos que unen los puntos medios de sus lados, el gravicentro (centro
de gravedad) del que queda en medio coincide con el gravicentro G del tridngulo original, y
los gravicentros de los otros tres estdn a una distancia d de GG, donde d es la distancia entre
G y cualquier punto medio del tridngulo original. De hecho, Con esos seis puntos alrededor de
G se forma un hexagono regular (cuyo centro es precisamente G), lo cual permite calcular las
coordenadas de todos esos gravicentros a partir de las de G, como se muestra en la figura 5.3.
Para ello recordemos que por el teorema de Pitagoras, si d es el lado de un tridngulo equilatero,
su altura es %\/ﬁ

Ao A

Ay

Figura 5.4: Procedimiento para localizar el punto fijo con cédigo 2.

Después de todas estas observaciones estamos por fin en condiciones de ubicar el punto
p de A correspondiente al cédigo 2. En primer lugar identificamos los tridngulos As, Ago,
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Ao, ... tomando como referencia los puntos marcados con un circulo negro y el sentido en
el que se recorre cada triangulo (que depende de si es del tipo > o <). El recorrido que vamos
realizando (ver figura 5.4) por los centros de dichos triangulos partiendo del centro de A podemos

simbolizarlo como _ en el que se repiten los primeros tres simbolos una y otra

vez, puesto que el cuarto tridngulo esté en la misma posicion y con la misma orientacion que A
y entonces el movimiento se repite, aunque a menor escala cada vez. Finalmente, para hallar las
coordenadas horizontal y vertical del punto p = (z,y) resolvemos las series que corresponden
con tales movimientos, donde d = 1:

(a3 (8) (33 )

—~

= ool oola Nl
— N

“|% o
=9
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+

o
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|

Por lo tanto, p = (—%, % 3) es el punto con codigo 2. Veamos que en efecto es un punto fijo
bajo G (recordar su definicion en la pagina 48), puesto que

6 = (1-(-3) -v3(3v3) va+v3(-1) - 1v3) -

Es un ejercicio interesante determinar también por ejemplo los puntos de A cuyos cédigos
son 0, 1 y 3, y verificar que en efecto son puntos fijos bajo G. Para ello sirve utilizar, como ya

se ha hecho, los stmbolos [ =], , , [<] y para representar el movimiento entre los

gravicentros de los correspondientes triangulos anidados (o el simbolo [o]si no hay movimiento
de un paso al siguiente) y resolver la serie resultante.

Conjunto de vértices V = {V1,V5,V3}. Ya hemos visto que sus codigos son 1, 23 y 32, el
primero es un punto fijo y los otros forman una orbita de periodo 2.

Conjunto de nudos N = U2 G~ "(V). Notemos que p € N si y solo si G"(p) € V para
alguna n € N, y eso sucede si y s6lo si el codigo de p se vuelve periddico en algiin momento y
termina justo como los codigos de Vi, Vo o Vs, es decir con 1, 23 o 32.
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Conjunto frontera OA. En primer lugar veamos que segin la discusion en cuanto a los
distintos nimeros de codigos, si p es un punto en JA, entonces puede tener 1 o 3 codigos. Lo
ultimo sucede so6lo cuando p € AA N (N'\ V), en cuyo caso de esos tres codigos en uno aparece
exactamente una vez el digito 0 y en los otros dos cédigos no aparece nunca. Esto indica que
descartando momentaneamente el digito 0, cualquier punto en A puede expresarse con sus
digitos en el conjunto {1,2,3}. Ahora bien, nombremos los seis lados de los triangulos Ay, Ag y
A3 que estan en la frontera, segiin en cual de dichos tridngulos estédn y su color, como se muestra
en la figura 5.5. Notando que cada punto p € OA esté en uno (o dos) de dichos seis segmentos,
tomando en cuenta a qué lado de A va a dar cada uno de ellos bajo G y dicho lado por cuéles
dos de los seis segmentos esta formado, se observa que los codigos (que no utilizan el digito 0) de
los puntos de A son exactamente aquellos que se pueden formar tomando digitos en {1,2,3}
siguiendo las flechas mostradas en el diagrama adentro del tridngulo A en la figura 5.5. Para
referencias posteriores, a esta forma de construir un cédigo de un punto en JA le llamaremos el
procedimiento X.

G
\,27’\/\(_\ A
1lv
2a
1 o
GIS 1
30 3 (37)

la

3r

Figura 5.5: Orbitas en la frontera.

Un ejemplo es cuando comenzamos en 1v y luego nos movemos infinitamente de ida y vuelta
entre 2r y 3v. Eso nos da el codigo 123, que corresponde con el punto medio de A marcado con
un tridngulo negro. Notemos que también se puede obtener con el procedimiento X otro cédigo
suyo empezando en 2r y luego moviéndose de ida y vuelta entre 2a y 3r, es decir, el codigo 223.
Finalmente notemos que el tercer codigo de este punto (que no se puede obtener mediante el
procedimiento X) se obtiene sustituyendo 123 o 223 por 023. Esto lo podemos sintetizar diciendo

que una cola ﬁ se puede sustituir por la cola @ﬁ para obtener el codigo faltante. Algo

anélogo se puede hacer cambiando una cola 37 por la cola @@ o una cola T por la cola

1.
@ No obstante el aparente éxito para describir simboélicamente el conjunto A, pronto notare-
mos que no es del todo comodo trabajar con el tipo de codigos que aqui aparecen. Mas natural
es considerar la dinamica simbolica de dos simbolos asociada a la funcion ¢(z) = 22 en la cir-
cunferencia unitaria C, lo cual es posible en virtud de que G en A y ¢ en C son funciones
conjugadas, como se demuestra en el apéndice del capitulo 6.

Tridngulo de Sierpiriski S. Este conjunto esta definido como el complemento del conjunto
de puntos de A que estan en int(Ap) o que en algin momento bajo alguna iteracion de G caen
en int(Ap), de los que por lo tanto cualquier codigo forzosamente tendra al menos un digito 0.
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De ahi que los puntos en el tridangulo de Sierpinski (por ser el complemento de los otros) son
aquellos que pueden ser representados por algin cédigo que no utilice ningtn digito 0.

La informacién anterior, junto con otra relativa a los demés conjuntos invariantes que hemos
resaltado en el capitulo anterior, se sintetiza en la siguiente tabla:

’ Conjunto \ Representacion simboélica ‘

A U = {t = (t1,t2,t3,...) | tn € {0,1,2,3} para toda n € N}

Orbita de periodo n Codigo de periodo n

V= {Vi, Vs, Vs} Uy = {1,23,32}
0A Uoa = {t € ¥ | ¢ se pueden formar con el procedimiento X }
N=UX,G (V) Uy = {t € U |t tiene cola 1,23 o 32}
T =U2,G"(0A) Vg = {t € U |t tiene cola en Yya}
O=A\T To =0\ Uy
8§ =A\UX G "(int(Ag)) Vg ={teV|t, € {l,2,3} para cada n € N}

Como vimos en la seccién anterior, muchos resultados que ya se habian probado en el modelo
geométrico pueden probarse ahora desde esta otra perspectiva del modelo simboélico con una
claridad especial. Asi también esta nueva visiéon puede dar lugar a nuevas preguntas y nuevos
resultados, como los siguientes.

Observacion 12.

1. En A hay puntos que no son periodicos y que tampoco tienen érbita densa en A, por
ejemplo el punto asociado al codigo (1,0,1,0,0,1,0,0,0,1,...).

2. En ¥g hay puntos cuya 6rbita bajo o es densa en g, por ejemplo el punto correspondiente
al codigo formado por todas las posibles cadenas de un digito, de dos digitos, de tres digitos,
etc., tomadas del conjunto {1, 2,3}, es decir (1,2,3,1,1,1,2,1,3,2,1,...).

En ambos casos, es interesante preguntarse para qué otros conjuntos de codigos de la tabla
anterior se cumple algo semejante.

Apéndice. Un pequeno toque a la entropia

La entropia topologica de una funcién es un concepto estrechamente ligado al del caos. Fue
originalmente propuesta por Adler, Konheim y McAndrew en su articulo Topological Entropy,
incluido en la bibliografia de esta tesis. Se puede probar que funciones simples como las cons-
tantes o la funcion identidad tienen entropia topologica igual a cero, mientras que funciones
caodticas segun la definicion de Devaney, como la funcion o tratada en este capitulo, tienen en-
tropia topologica positiva. Desarrollar con detalle este tema es algo que escapa de los objetivos
de esta tesis. Sin embargo, dicho concepto es util para contrastar las dinamicas cadticas que se
observan en el tridngulo A, el tridngulo de Sierpiniski 8 y la frontera A del tridngulo A. Con
ese objetivo en mente, es aqui incluido de manera bastante sucinta.

Definicién 13. Sean X un espacio topoldgico compacto y f: X — X una funcién continua. Si
« es una cubierta abierta de X, sea N(«) el ntunero de elementos de una subcubierta finita de «
de menor cardinalidad. Si « y 8 son cubiertas abiertas de X, seaaVf3 = {ANB: A€ ay B € 3}
ysea f71(a) = {f71(A) : A € a}. Para una cubierta abierta o y un ntimero natural n € N, sea

VIS ST @) = av N a) V) Ve v T ()



Capitulo 5. Un modelo simbolico o: ¥ — W para F: X — X 71

7. 1 n—1p—1i
ent(f,a) = nh_)rr;o - log N (Vi=)' f 7 (a)).
La entropia topologica de f se define como
ent(f) = sup{ent(f, @) : @ es una cubierta abierta de X}.

Las propiedades bésicas de la entropia se pueden consultar en el capitulo 7 del libro An
Introduction to Ergodic Theory, de Peter Walters, incluido en la bibliograffa.
Ahora bien, dado n € N, sean

Y, ={t=(t1,ta,t3,...) : tx € {0,1,2,...,n — 1} para toda k € N}
Yy Opn: Xp — X, la funcién tal que

Un(tl,tg,tg, .. ) = (t2,t3,t4, .. )

Analogamente a como se hizo para ¢ = o4 definida en ¥ = ¥,, es posible demostrar que
cualquiera de estas funciones es céotica. Ademaés, se puede probar lo siguiente, que corresponde
con el teorema 7.2 (pag. 177) de [18] y cuya demostracion aparece ahi.

Proposicion 33. ent(o,) = log(n).

En el capitulo siguiente utilizaremos varias veces este resultado. Por lo pronto, tenemos que
la entropia de o en ¥ es igual log(4).






Capitulo 6

De viaje entre tres mundos
distintos: K, A y ¥

En el capitulo 1 se ilustr6, mediante un par de ejemplos, la estrategia para estudiar ciertos
fenémenos de un universo U haciendo representaciones de sus elementos en un universo U (en
donde quiza por alguna razon es mas facil trabajar), buscando ahi la solucion del problema y
volviendo con ella de vuelta al universo U. En los capitulos 5 y 6 también se ejemplifico tal
estrategia al estudiar aspectos de la dinamica de la funcién F: X — K de manera indirecta,
primero mediante el modelo geométrico G: A — A, y luego mediante el modelo simbolico
o: ¥ — WU. En este capitulo se vera que tales caracteristicas dindmicas estudiadas para las
funciones G en A y o en ¥ en realidad muestran bastante bien lo que sucede con la funcién F' en

X, con ayuda de los conceptos de conjugacion y semiconjugacion topologicas y sus propiedades.

Funciones conjugadas y semiconjugadas

Definicién 14. Sean X y X espacios métricos, y f: X — Xy ji: X — X funciones continuas.
Diremos que f es semiconjugada de f si existe alguna funcién h: X — X continua y suprayectiva
tal que el siguiente diagrama conmutas:

>

f
—_—

S

>

—_—

e
>

<)
<)

-
f

es decir, tal que para todo T € X se cumple que

f(h(Z)) = h(f(Z)). (6.1)

Si méas atn se tiene que h es un homeomorfismo (es decir, es en realidad una funcion biyectiva
y su inversa es también continua), entonces se dice que f es conjugada de f.

Visualmente, la funcion & de esta definicién tiene la propiedad de que puede intercambiar

lugar con la funcion f pero sustituyéndola a su vez por la funcion f, o viceversa (ver la igualdad
6.1). De acuerdo con esto, se tiene que

o~ o~

PA(W(@) = F(F(h@) = [(h(]@)) = h(J(F(@) = h(f*@))

73
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Esto también resulta evidente al duplicar el diagrama de la definiciéon y conectar ambas
copias de la siguiente manera:

f f f?
X—X—-X X —X
hT Th ko0 de manera reducida: * Th
X—sX—=X X—=X

f f 7

En general, de hecho, se puede probar inductivamente lo siguiente.

Lema 3. Sean X y X espacios métricos, f: X — X'y f: X — X funciones continuas tales que
[ es semiconjugada de f y sea h la funcion de la definicién 14. Entonces para todo n € N y para
todo T € X se cumple que

FU(h@) = h(f*@)).

Por otro lado, segin estos diagramas, la funciéon h puede pensarse como aquella que nos
permite viajar entre los universos X y X, ayudandonos también a encontrar caminos alterna-
tivos. Por ejemplo, si para algin x € X (esquina superior izquierda del diagrama) quisiéramos
determinar y = f™(x) (esquina superior derecha) pero conocemos mejor f" que f", bastaria
tomar 7 € X (esquina inferior izquierda) tal que h(Z) = x (eso siempre es posible por ser h
suprayectiva), obtener § = ]?"(:?) (esquina inferior derecha) en el universo X v luego volver al
universo X, puesto que

y=["(x) = [*(h@)) = h(]"(@)) = h(G)-

Eso se ve con claridad en el siguiente diagrama:

h

b8
T

f
Sy
ﬁh
—=7
f7L
Con esa misma estrategia es posible deducir algunas caracteristicas dindmicas de la funcion
f a partir de las de la funcion f.

Lema 4. Sean X y ):( espacios métricos, y f: X — Xy f: X - X funciones continuas. Si f
es semiconjugada de fy A C X es denso en X, entonces A = h(A) C X es denso en X.

Demostraciéon: Sean z € X y r > 0 cualesquiera. Como h es suprayectiva, existe T € )A(A tal
que h(Z) = z. Por la continuidad de h, sabemos que existe 7 > 0 tal que para toda p € X se
tiene que si p € By(T), entonces p = h(p) € B,(x). Ahora, como A es denso en X, entonces

existe @ € A tal que @ € Bx(Z). Pero entonces a = h(a) € A = h(A) es tal que a € B,.(z). Por
lo tanto A C X es denso en X. O

Proposicion 34. Sean X y X espacios métricos, y sean f: X — Xy f: X — X funciones
continuas. Si f es semiconjugada de f, entonces:

1. ftiene densidad de puntos periédicos en X = f la tiene en X.
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2. j?es topologicamente transitiva en X = floesen X.

Demostracion:

1. Primero notemos que h(Per(f)) C Per(f). Esto ocurre porque si existe n € N tal que
(@) =z y x = h(Z), entonces, por el lema 3, f*(z) = h(f™(Z)) = x. Luego, por el lema
4, se tiene que h(Per(f)) C X es denso en X y por lo tanto también lo es Per(f).

2. Sean U y V conjuntos abiertos no vacios de X. Como h es una funcién continua y supra-
yectiva, los conjuntos U=h" o)y V=h" L(V) son conjuntos abiertos y no vacios de X.

Luego, como f es topolégicamente transitiva, existen p € U y n € N tales que f"( D) € V.
De ahi que p = h(p) € U cumple que f™(p) € V.

O

Proposiciéon 35. Sean X y X espacios métricos, f: X — X'y fA)? — X funciones continuas
y supongamos que f es semiconjugada de f. Si X es no finito y f es cadtica en X, entonces f
es cadtica en X.

Demostracion: Si f es cadtica en X , entonces en particular tiene ahi densidad de puntos
periddicos y transitividad topologica. Luego, por la proposicion anterior, hereda esas caracteris-
ticas a f. Finalmente, por el teorema 10, f es también sensible a las condiciones iniciales y, por
lo tanto, cadtica en X. O

De manera semejante, recordando la definicion 2 de la pagina 28, se puede probar lo siguiente.

Proposicion 36. Sean X y X espacios métricos, f: X — X'y ]?: X — X funciones continuas
tales que f es semiconjugada de f. Entonces:

1. ¥ es punto fijo atractor de f:> x = h(Z) es punto fijo atractor de f.
2. 7 es punto fijo repulsor de f:> x = h(Z) es punto fijo repulsor de f.

Finalmente, tampoco es dificil probar que la conjugacién entre funciones es una relacién de
equivalencia, como se enuncia en seguida.

Proposicion 37. La conjugacion topologica es una relacion de equivalencia. Esto es, dados
cualesquiera espacios métricos X, X y X, y cualesquiera funciones f: X — X, f: X — Xy
f: X — X, se tiene que:

1. f es conjugada de f. (Reflexividad)

2. f es conjugada de fi fes conjugada de f. (Simetria)

3. f es conjugada de fy fes conjugada de f:> f es conjugada de f (Transitividad)

Lo anterior nos permite decir simplemente que “ f y f son funciones conjugadas” sin necesidad
de decir cudl es conjugada de cuél, pues ambas opciones son equivalentes.
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F en Xy G en A son funciones conjugadas

Notemos que el intervalo [—1,2] C R es invariante bajo la funciéon G. Si llamamos g a la funcion
G/-1,2], entonces:

—2x six -1,1
g(x)z{ X el

20 -2 size [3,2]
Esta definicion trae a la memoria la regla de correspondencia de la funciéon Tienda en el
intervalo [0, 1]:
2x sizelo,t
() = el
2—-2x sixe [571]

Lema 5. Las funciones g y T' son conjugadas.

Demostracion: Consideremos la funcion hy: [—1,2] — [0,1] tal que hy(z) = 2 — f (ver figura
6.1). Entonces se cumple que en dicho dominio hy o g = T o hy, pues:

24 2 i 11 4,2 . i1
hyog(x) = §’+‘;’x 2 S?LL‘E [1172] Tohi(zx) = i 32+3x S?xe [11’2]
F-3e+3 sizel3?] 3 — 5 siz e [4,2]

T h
v~
-1 2 ()\ 1 10 2

-1

Figura 6.1: Graficas de las funciones g, T'y h;.

Por otro lado, el intervalo [—1, 3] es invariante bajo la funcién F. Si llamamos f a la funcion
restringida F|[_; 3], resulta que f(z) = 22 — 22. Consideremos también a la funciéon logistica
L(z) = 42(1 — x) definida en el intervalo [—1, 1].

Lema 6. Las funciones L y f son conjugadas.

Demostracion: Consideremos la funcion hs: [0,1] — [—1, 3] tal que hs(z) = 3 —4x (ver figura
6.2). Entonces se cumple que en dicho dominio hg o L = f o hs, pues

hz o L(x) = 3 — 16z(1 — ) fohs(x) = (3—4x)? —2(3 — 4x)
=3 — 16z + 162°.

O

Por otro lado, recordemos que las funciones 1"y L son también conjugadas segin el homeo-

morfismo
e

ha(z) = sen? (7) )



Capitulo 6. De viaje entre tres mundos distintos: K, A y W 7

Ohf 1 50\t

-1 -1

Figura 6.2: Graficas de las funciones L, f y hs.

de manera que el siguiente diagrama conmuta

0,1 —== [0, 1]

[07 1] T> [07 1]

Reuniendo toda esta informacion se tiene lo siguiente.

Proposicion 38. Las funciones g y f son conjugadas.

Demostracion: Sea h: [—1,2] — [—1, 3] la composicién h = hg o hy o hy, es decir

Entonces para cada x € [—1, 2] se cumple que hog(z) = foh(z). Basta con ver que el siguiente
diagrama es conmutativo de acuerdo con los lemas anteriores.
f
hg h3

[0,1] ——[0,1]

Observacién 13. Utilizando la formula cos(20) = 1 — 2sen?(f), se tiene que

h(z) — 1 =2cos (g(? - 33)) .
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Una vez hecho lo anterior, mostraremos que el homeomorfismo h: [—1,2] — [—1, 3] puede ex-

tenderse a un homeomorfismo H: A — X que mostrara que las funciones G'y F' son conjugadas.
Sea entonces H: A — H(A) dada por

- 2y

H(,y) = (h(x) — 1)e'5V5 +e '35

Notemos lo siguiente:
1. H es continua y H(x,0) = h(x). Luego, si z € [-1,2], H(z,0) € [-1,3].

2. Para cada z € [—1,2] fijo, (z,y) € A se encuentra en un segmento vertical y H(x,y)
estd en un subarco de un miembro de la familia I', en especifico H(z,y) € Ap(y)—1. Esto
es, H mapea el intervalo {z} x [?(m —2), —?(m —2)| en el subarco de Ay(;)—1 que va
del punto Qei%ﬂ(i_m + e~ 2% (*=2) 3] punto 2~ (@=2) 4 eiz%(mf). Estos dos puntos se
encuentran en 0X. De ahi se sigue que H es inyectiva y H(A) = X (ver figura 6.3).

3. Reemplazando h(z) en la formula para H(z,y), tenemos que

.y P2y

H(z,y) = 2cos (g(2 - x)) €33 +e '3va,

De ahi se sigue que en cada punto de int(A), H es un difeomorfismo local.

H

- N

S

Figura 6.3: La imagen bajo H de segmentos verticales en A.

Proposicion 39. El diagrama

=
— R
qu
?ﬁ‘

I

conmuta.
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Demostracion: Sea (z,y) € A. Haremos esta demostracion por casos dependiendo de en cudl
tridngulo A; esté el punto (z,y). Sin embargo, en cualquiera de los cuatro casos se tiene que

FoH(z,y) = (h(x)? - 2h(x) + 1) '35 + 2 (h(z) — 1) 'Ta
+ e 2 (h(a) - 1) e 23

4y

= (h(z)? — 2h(z) — )esf—i—elm.
Caso 1. Si (z,y) € Ay, entonces

s dym

— (h(=2x) —1)e'3% + e '5%%,

Pero como x € [—1, 3] y h tiene la propiedad de que foh = hog, entonces h(x)?—2h(z) = h(—2z).
De ahi y de lo anterior que
FoH(x)=HoG(x).
Caso 2. Si (z,y) € Ay, entonces
HoG(x,y) = H(22x — 2,2y)

4ym

(
= (h(2x—-2)—-1) ¢'5vs +e "33,
) -

—_— o~

Pero como ahora x € [%, 2] entonces h(r)? — 2h(x) = h(2x — 2), por lo que también aqui
FoH(xz)=HoG(x).

Caso 3. Si (x,y) € Ay, llamemos

™ Y
a=—-(14+z—-—2
G (1+e-75)
Y 3
™ Y
=—(1+z2+=).
=5 (14 5)
Entonces

HoG(x,y) = 2cos (g (2 — (1 —x— ﬁy))) el | o120

= 2cos(f) (cos(a) + isen(a)) + (cos(—2a) + isen(—2a))
= 2cos(f) cos(a) + cos(2a) + i (2 cos() sen(a) — sen(2w))
= cos(f + a) + cos(fB — a) + cos(2a)
+i(sen(B + a) —sen(fB — a) — sen(2a)) .
Ahora, notando que 8+ a = 27” (1 +x+ %) yB—a= 34,12}7%7 y escribiendo a = =F(1 + ) y
b= %’T (%), tenemos que
H o G(x,y) = cos(a + b) + cos(2b) + cos(a — b)
+ i(sen(a + b) + sen(—2b) — sen(a — b))
= 2cos(a) cos(b) + cos(2b)
+ i(2sen(b) cos(a) + sen(—2b))

= 2cos(a)e® 4 e,
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Por otro lado, | |
FoG(z,y) = (h(z)? = 2h(x) — 1)e® + 7720,

Y como z € [71, %}, se tiene que
9 ™
h(z)* —2h(x) — 1 =h(—2z) — 1 = 2cos (5(2 + 236)) = 2cos(a).

De ahi que
FoH(z)=HoG(x).

Caso 4. Si (z,y) € Az, llamamos v al mapeo que refleja por el eje horizontal. Esto es v(z,y) =
(z, —y) en R? 0 bien () = z en C. Geométricamente es claro que el siguiente diagrama conmuta:

G
También es facil comprobar que en K se tiene que F oy = yo F y en A se tiene que
~vo H o~y = H. Entonces, dado (z,y) € As, ocurre que
HoG(xz,y) =yoHoyoG(z,y) =70 HoGoy(z,y),
y como y(z,y) € Ag, por el caso anterior

HoG(z,y) =70 HoGoy(z,y)
=~oFoHo~v(x,y)
=FoyoHox(z,y)
=Fo H(z,y).

O
Corolario 2. La funcion F es caotica en X y tiene en dicho conjunto puntos periédicos de
todos los periodos.
F en X es semiconjugada de 0 en ¥

En realidad veremos primero que G en A es semiconjugada de o en ¥. Llamamos h: ¥ — A a
la funcion tal que para cada w = (wy,ws,...) € ¥ se cumple que

h(w) =D € A ~ p € m;.Lo:IAw1,w2,m7wn'

Segun la proposicion 23, esta funcion esta bien definida. Y segun la proposicion 25, el siguiente
diagrama conmuta:
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Ademés, de acuerdo con la proposicion 26, h es suprayectiva y para cada p € A el nimero
de elementos de h=!(p) es menor o igual que 6. Para mostrar que h es una semiconjugacion sélo
falta demostrar que es continua.

Proposicion 40. La funciéon h: ¥ — A arriba definida es continua.

Demostraciéon: Sean w = (wy,ws,...) € ¥y e > 0. Sea N € N tal que QLN < & (donde £ es la
longitud de los lados de A) y sea § > 0 tal que § < 2%, Entonces, por la proposicion 28, se tiene
que si a = (a1,a9,...) € ¥y d(a,w) < §, entonces a; = w; para toda i = 1,2,..., N. Ahora,
por ello y por la definicién de h(a) y de h(w), se tiene que h(a), h(w) € Ay, w,,...wy ¥ dado
que la mayor distancia entre cualesquiera puntos de ese tridngulo es la que se alcanza entre sus
vértices, y los lados del triangulo miden 5%, entonces d(h(a), h(w)) < e. O

_ Asi concluimos que la funcién G en A es semiconjugada de la funciéon o es ¥, y como F' en
X es conjugada de G en A, entonces F' en X es semiconjugada de o en W.
De ahi, y de lo estudiado para o en el capitulo anterior, podemos concluir lo siguiente.

Corolario 3. La funcion F es cdotica en %K, tiene puntos de orbita densa y el conjunto de
puntos de 6rbita densa es denso en XK.

Ademas, se puede hacer uso del siguiente resultado, cuyos primeros dos incisos corresponden
con el teorema 7.2 (pag. 67) de [18], y cuyo ultimo inciso es el teorema 1.8 (pag. 374) de [13].
En dichas referencias se pueden consultar las demostraciones correspondientes.

Proposicion 41. Sean f: X — X'y f: X — X dos funciones definidas en espacios métricos
compactos. Sea h: X — X una funcién continua tal que f o h = h o f. Entonces:

(i) ent(f) < ent(f).

~

(ii) Si h es un homeomorfismo, entonces ent(f) = ent(f).

(iii) Si existe M € N tal que para toda © € X se cumple que # (hil(x)) < M, entonces

o~

ent(f) = ent(f).

Corolario 4. La entropia de G en A, y por lo tanto también la de F' en K, es igual a la entropia
de o en VU, es decir, log(4).

Observacion 14. También se puede probar que la funciéon o: ¥ — U, pero restringida a Ug,
es topologicamente conjugada a la funcién corrimiento o3: X3 — X3, tal que o3(t1,t2,...) =
(ta,ts,...). De ahi que la entropia de o en Vg es igual a log(3) y, por lo tanto, la entropia de G
en el triangulo de Sierpiniski 8 es también log(3).

Apéndice. ¢ en C\ int(D) y F en C \ int(X) son funciones
conjugadas

Como vimos en el capitulo 3, el comportamiento dindmico de la funcion F(z) = 2% — 2% en
el complemento de X se parece mucho al de la funcién ¢(z) = 22 en el complemento del disco
unitario D. En esta secciéon probaremos que de hecho la funcion ¢ en el complemento del interior
del disco unitario D es conjugada con la funcién F' en el complemento del interior de la deltoide
X.
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Para empezar, notemos que el intervalo [1,00) C R es estrictamente invariante bajo ¢, el 1
es ahi el inico punto fijo y las 6rbitas del resto de ellos divergen a co. Por otro lado, el intervalo
[3,00) C R es estrictamente invariante bajo la funcion F, el 3 es ahi el tnico punto fijo y las
orbitas del resto de los puntos de dicho intervalo divergen a infinito. Esto sugiere que se cumple
lo siguiente.

Lema 7. Existe un homeomorfismo h: [1,00) — [3,00) tal que el siguiente diagrama conmuta:

[3,00) £, [3,00)

[L OO) T> [1’ OO)
Esto es, para cada z € [1,00) se cumple que h(x)? — 2h(z) = h(x?).

Demostracién: Tomando z € R y considerando la grafica de ¢(z) = 22 y F(x) = 22 — 2z,
es claro que las restricciones ¢: [1,00) — [1,00) ¥y F': [3,00) — [3,00) son homeomorfismos,
en especifico, funciones crecientes cuyas inversas por lo tanto también son crecientes. Ademas,
cumplen que para cualquier z € (1,00) y para cualquier y € (3, 00):

r<p(@) v y<Fy) (6.2)
Jim ™(z) =00y lim o"(z) =1 (6.3)
Jim F*(y) =o0 y  lim F7"(y) =3 (6.4)

Si tomamos ahora cualesquiera 2y € (1,00) y yo € (3,00) y llamamos z,, = ¢™(xo) ¥
ym = F™(yo) para cualquier m € Z (donde los exponentes negativos se refieren a aplicar la
funcion inversa el nimero indicado de veces), tenemos que:

I<.. <z o<z 1 <axp<T1<T2< ...

3<. . <ya2<ya<yp<ny<yp<...

Como veremos, las orbitas hacia adelante y hacia atras de estos dos puntos nos ayudaran a
construir un homeomorfismo h: [1,00) — [3,00). Esto lo haremos por pasos.

Paso 1. Definimos h en el intervalo [zg,21) de manera que la grafica de h en ese intervalo
sea la de una funcion continua y creciente tal que h(zg) = yo y lim,—,, h(z) = y1, por ejemplo
un segmento de recta entre los puntos (zg,yo) v (21,y1). Hasta aqui, h es un homeomorfismo
del intervalo [zg, z1) al intervalo [yo, y1)-

Paso 2. Si x,, < x < 41 para algin m € Z, se tiene que por ser crecientes tanto ¢ como
su inversa, entonces: Tp, 4k = @ (Tm) < ©*(z) < ¥ (Tme1) = Tmarr1 para cualquier k € Z. En
particular con k = —m se tiene que ¢~ ™ (x) € [zrg,x1); ademas es el tnico valor de k para el
que k() esta en ese intervalo. Por lo anterior, podemos definir (ver figura 6.4)

h(z) = F™ohop ™(x).
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1 X0 1 T Tm+1
. ... .—O DY .—O
<p—m
h
Fm
e - & o - P
3 Yo U Ym Ym+1

Figura 6.4: Definiciéon de la funcion A comenzando con un solo intervalo.

Notemos que tal funcién h es un homeomorfismo del intervalo [2,,,z.,, + 1) al intervalo
[YmsYm+1) ¥ cumple que h(zy,) = Ym y que limy 4, ., h(2) = ymy1. Ademas, variando m € Z,
tenemos que de acuerdo con 6.3 y 6.4, la funcion h esta bien definida para cualquier z € (1, 00)
y es un homeomorfismo del intervalo (1, 00) al intervalo (3, c0).

Paso 3. Definimos h(1) = 3 y entonces h: [1,00) — [3,00) es un homeomorfismo.

Paso 4. Finalmente notemos que si & € [Zy,, Tmy1) y por lo tanto h(z) = F™ o ho ¢~ ™ (x),
entonces ¢(z) € [Tm+1, Tm+2) ¥, por la definicion de h:

h(p(@)) = F"™ o ho ™ (p(x)),
de donde h o ¢(x) = F o h(z). Y la misma igualdad ocurre para x = 1, por lo que h es una

conjugaciéon topologica.
O

Una vez demostrado este lema, a partir de h podemos definir H: C \ int(D) — C \ int(X)
tal que si z = pet¥ con 6 € [0, 27, entonces

H(z) = H(pe") = (h(p) — 1)e" + =%
Otra forma de expresar H es la siguiente:

H(z) = (h(Jsl) = 1) 5 + =

Notese que H convierte circunferencias en hipotrocoides de la familia I'. En particular,
cuando p = 1, es decir para la circunferencia unitaria €, se tiene que H(€) = A. Y dado que
h(p) —1 > 2 para toda p > 1, se sigue que la imagen de la circunferencia pe?’ bajo H (es decir,
la curva Aj(,)—1) es una curva simple cerrada, y entonces H es inyectiva. No es dificil ver que
H es también continua y suprayectiva.

Proposicion 42. El siguiente diagrama conmuta:

C\ int(K) —=C \ int(K)

a £

C\ int(D) —— C\ int(D)
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Demostracion: Sea z € C tal que |z| > 1. Entonces

I
—
>
f—
I
N
[
|
[\
>
fa
IS
N
|
—
S—
S
_|_
/N
I
N—
N

Por otro lado, tenemos que
FoH(z)zF(h(|z)—1)|Z+Z>
2 2% T A N E L E
= (1(D) — 025 + 20000 ~ D52+ (5) =2 (s - 05+ )

= el - 175+ (2) -2

= (h(2? — 20(2l) +1) 2 + (3) - 22

|22

22

= (h(]2])% — 2h(|2])) FE (é) ‘

z

Esto demuestra que ¢ en C \ int(D) es conjugada de F en C \ int(X).

Observacién 15. Notese también que dado que H(C) = A y H(ext(D)) = ext(X), entonces:

1. ¢ en C = 9D es conjugada de F en A = 0K, y

2. p en ext(D) es conjugada de F' en ext(X).

Observaciéon 16. Adicionalmente se puede probar que la funciéon ¢: € — € tal que ¢(z) = 22

para cualquier z en la circunferencia unitaria C es topologicamente semiconjugada de la funcién
corrimiento o9: Yo — Yo, tal que oa(t1,ta,...) = (t2,t3,...). De ahi que la entropia de ¢ en C
es igual a log(2). Luego, la entropia de F en la deltoide A es también log(2).



Capitulo 7

De vuelta al punto de partida
F(z) = z° — 2% en el plano

Nuestro estudio de la dinamica de la funcion F: C — C en distintos conjuntos invariantes
comenzo desde el capitulo 3. Ahi exploramos la manera en la que esta funcion transforma el
plano complejo C en si mismo, el primer conjunto invariante en aparecer. Este, a su vez, esta
dividido en dos subconjuntos invariantes ajenos muy contrastantes: el conjunto X de puntos
de orbita acotada y su complemento £ (que coincide, de hecho, con la cuenca de atraccion de
infinito). En este ultimo conjunto, F' se comporta dindmicamente a semejanza de la funcion
©(2) = 2% en el exterior del disco unitario D, pues en tales dominios son funciones conjugadas
entre si, como se muestra en el apéndice del capitulo 6.

Por otro lado, para estudiar la dindmica de F en X se recurri6 en primer lugar, en el
capitulo 4, al analisis de un modelo geométrico en el que K se ve como un triangulo equilatero
A y la funcion F se ve como una funcién G mas sencilla de trabajar. Ahi hicieron su aparicion,
de manera bastante natural, otros conjuntos invariantes: el conjunto de vértices del triangulo
V = {V1, V2, V3}, las orbitas periodicas en general, el conjunto frontera OA formado por la
union de los lados del triangulo, el conjunto de nudos N = U2 G~ ™(V), el conjunto telarana
T = U2 G (0A), el conjunto de orificios O = A\ T y, finalmente, el tridngulo de Sierpinski
8§ = A\UXZ G~ "(int(Ay)). Por ser tales conjuntos invariantes, pudimos centrar nuestra atencion
en la funcion G restringida a cada uno de dichos conjuntos y analizar su dinamica, resultando
ser también caotica en algunos de ellos.

Luego, en el capitulo 5, a cada punto de A se le puso como nombre (o codigo, como en
realidad ahi le llamamos) una sucesion infinita (o hasta seis de ellas) de digitos tomados del
conjunto {0,1,2,3} (llamando ¥ a la colecciéon de todas las posibles sucesiones asi formadas),
de manera que la funcién corrimiento o, que “borra” el primer elemento de cada una de estas
sucesiones y “recorre” todas las deméas un lugar para llenar el espacio desocupado, describe
detalladamente lo que la funciéon G hace con el punto de A correspondiente a tal sucesion. Este
modelo simbélico nos sirvié tanto para repasar los resultados obtenidos en el capitulo anterior
desde una nueva perspectiva, como para afinarlos y agregar algunos resultados mas como los
relativos a los puntos de 6rbita densa.

Finalmente, en el capitulo 6 se prob6 que, en efecto, lo estudiado para los modelos dinamico
y simbolico es relevante en el estudio de la funcion F en K, puesto que F' en K es conjugada
de G en A y semiconjugada de o en ¥. Asimismo, lo estudiado en el capitulo 2 para la funcién
©(z) = 22 es también relevante puesto que F en la deltoide A = 9K es conjugada de ¢ en la
circunferencia unitaria € = 9D, como se senala en el apéndice del capitulo 6.
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Conclusiones sobre F' en K

Considerando entonces las propiedades que se heredan a partir de tales relaciones, y reto-
mando los resultados de los capitulos anteriores, podemos hacer en seguida una sintesis de lo
que hasta ahora hemos podido deducir acerca de la dinamica de la funcién F en K.

Para ello, nétese que dado cualquier conjunto X C A, hay un correspondiente conjunto
X* = H(X) € X homeomorfo a X, determinado por la conjugacion H: A — X, de la que se
hablé en el capitulo 6, y que es tal que el siguiente diagrama conmuta:

F
—_—

&l
&l

=
—_—
—_—

Iy

I

Por ejemplo, A* :j, (OA)* = 0K = A, y asi también aparecen los conjuntos invariantes
V*N* T, 0%, 8 C K.

Conclusiones sobre F' en K

© N s W

10.

11.

12.
13.

En X hay puntos periédicos (y preperiédicos) de todos los periodos.

En X no hay ningtn punto asintoéticamente periodico.

Los puntos periédicos (y también los preperiédicos) son densos en X.

F es topologicamente transitiva en X.

F es sensible a las condiciones iniciales en K.

F es caotica (segtn la definicion de Devaney) en X.

Existen puntos de orbita densa en X y ademés forman un conjunto denso en X.

Existe un conjunto 8* C X homeomorfo al triangulo de Sierpiniski § C A que es invariante
bajo F' y tal que F es cadtica en 8*.

La funcion F' es también céotica en A.

En los conjuntos compactos 8* y A se cumplen las mismas propiedades que para el conjunto
X descritas en los incisos 1, 2 y 7.

Siendo F caotica tanto en X como en 8* como en A, presenta en cada uno de estos conjuntos
distinto grado de entropia topologica positiva: log(4), log(3) y log(2), respectivamente. Por
otro lado, F' también es caotica en el conjunto no compacto O* y, sin embargo, ahi no tiene
entropia topologica definida.

Los puntos periodicos de F' se encuentran o bien en A o bien en O*.

Los puntos de érbita densa en X se encuentran en O*.
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