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PRESENTA:
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Resumen

Considerando un frente de onda plano incidente, se utiliza la Ley de Snell vectorial
para obtener la ecuación exacta de los rayos refractados a través de una placa plano-
curva sin simetŕıa de revolución, como función de los parámetros de la forma de la
segunda superficie y de los ı́ndices de refracción. Calculando los puntos cŕıticos de
la transformación que va del espacio objeto al espacio imagen se obtienen tanto la
cáustica tangencial como la sagital. Además aplicando el principio de Huygens se
deduce la expresión del frente de onda refractado y propagado a distancias arbitra-
rias. Estos cálculos se aplican para diseñar pantallas nulas para la evaluación de una
placa plano-curva tipo Zernike.

Modificamos el arreglo que se utiliza tradicionalmente en la prueba de pantallas
nulas por refracción, colocando una pantalla plana opaca en la que observaremos los
patrones esperados, en lugar de utilizar un sensor CCD directamente. Esta modifica-
ción permite que los patrones esperados no estén limitados por el tamaño del sensor,
pero agrega la dificultad de utilizar una cámara CCD con una lente para enfocar
adecuadamente las imágenes. Realizamos la prueba considerando distintos tamaños
del patrón esperado y distintas posiciones del plano de detección.

Los resultados cualitativos de nuestra prueba de pantallas nulas indican que la me-
jor posición para evaluar una placa plano-curva tipo Zernike es colocando el plano
de detección a menos de 100 mm de la superficie bajo prueba, debido a que si este
plano se ubica a distancias mayores, la distribución de luz en el plano de detección
es muy particular e impide observar claramente los patrones esperados. Mientras que
los mejores resultados cuantitativos se obtuvieron al reconstruir la superficie bajo
prueba con un patrón de 661 puntos, donde se obtuvo un error RMS=19 µm, que es
equivalente a un error del 5 %, al comparar la superficie ideal con la reconstrucción
experimental.
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Caṕıtulo 1

Introducción

En la actualidad se observa a nivel internacional, un desarrollo de elementos ópti-
cos con caracteŕısticas diferentes a los ya existentes, en particular, los elementos con
superficies arbitrarias o libres, denotados en inglés como superficies freeform. Se pue-
den definir como: Una superficie óptica que aprovecha un tercer eje independiente
durante su proceso de creación para obtener caracteŕısticas asimétricas en su di-
seño [1]. El hecho de contar con una mayor variedad de elementos ópticos permite
no solo incrementar el intervalo de trabajo de los sistemas ópticos complejos, sino
además diversificar sus aplicaciones para satisfacer las necesidades impuestas por el
desarrollo cient́ıfico y tecnológico. Para esto es necesario verificar si las técnicas y
la instrumentación utilizadas tradicionalmente para evaluar las propiedades de los
elementos ópticos son aplicables.

Una superficie de forma arbitraria se representa matemáticamente utilizando ecua-
ciones de dos variables o pequeños segmentos de ecuaciones continuas, como los
SPLINES. Este tipo de superficies se han implementado en sistemas ópticos forma-
dores y no formadores de imagen, ya que tienen la libertad de ser diseñadas para
corregir alguna aberración particular presente en sistemas ópticos complejos, o para
obtener una distribución de intensidad uniforme con una forma geométrica espećıfi-
ca [2]. Las técnicas más comunes para fabricar estas superficies arbitrarias son los
moldes prediseñados, la impresión 3D o utilizando máquinas de control numérico
(CNC) [3].
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Figura 1.1: Superficies de forma arbitraria en iluminación

En el área de óptica no formadora de imagen lo más importante es la distribución
de intensidad de la luz, esto puede aplicarse ampliamente en los campos de ilumi-
nación y concentración solar. Utilizando superficies refractoras de forma arbitraria,
o lentes freeform, se desarrollan fuentes de iluminación homogénea que cubren dife-
rentes necesidades, pueden ir desde construir un LED blanco que brinda iluminación
uniforme [4], hasta el diseño de sistemas de iluminación para ciruǵıas laparoscópicas
in vivo [5]. Mientras que para los espejos freeform una aplicación es la iluminación
arquitectónica, que nos permite obtener entornos visuales apropiados [6, 7]. En la
Fig. 1.1 (a) observamos una lámpara que incluye una lente freeform para mejorar
la iluminación, mientras que en la Fig. 1.1 (b) el elemento freeform es un espejo.
Por otro lado, en el campo de concentración solar, la aplicación más importante es
transformar la enerǵıa solar en otras formas de enerǵıa, principlamente eléctrica.

El sol es una fuente de enerǵıa que envia a la tierra un estimado de 174 PW (peta-
watts), de los cuales sólo 89 PW llegan a la superficie terrestre debido a los distintos
fenómenos atmosféricos. Aún aśı, esta fuente de enerǵıa es prácticamente inagota-
ble comparada con el consumo humano, sólo en México se produjeron 2.447 PW/h
para este propósito durante 2019 [8]. Sin embargo, para aprovechar al máximo esta
enerǵıa que proviene del sol se necesitan concentradores de luz fotovoltaicos cada vez
más eficientes. Se ha propuesto utilizar lentes freeform para aumentar la eficiencia
de estos concentradores. Si la lente se utiliza como la primera superficie del concen-
trador, es decir, cuando la luz proveniente del sol llega a la celda después de ser
refractada por esta lente, Fig. 1.2 (a), es posible alcanzar un factor de concentración
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de 494× [9]. Mientras que si la lente freeform es utilizada como la segunda superficie
del concentrador, es decir, cuando la luz del sol es reflejada por un espejo y des-
pués refractada por la lente freeform antes de llegar a la celda, Fig. 1.2 (b), podŕıa
alcanzarse un factor de concentración entre 800-1000 × [10, 11]. Cabe resaltar que
al utilizar estas superficies arbitrarias la vida útil de las celdas aumenta, ya que la
enerǵıa que reciben es uniforme en toda la celda.

Figura 1.2: Superficies de forma arbitraria en concentración de luz

Tradicionalmente se utilizan vidrios como el BK7 para fabricar los elementos ópti-
cos refractivos. Este material cuenta con una alta homogeneidad óptica, además
de ofrecer una transmitancia mayor al 95 % en un rango de longitudes de onda
λ ∈ [350, 2700] nm. Sin embargo, al momento de fabricar elementos ópticos freeform,
es más común que se utilicen poĺımeros ópticos, ya que estos mantienen propieda-
des ópticas similares a las de los vidrios, pero cuentan con una mejor resistencia
a variaciones de temperatura o condiciones ambientales, por ejemplo, los poĺımeros
ópticos son mas adecuados para utilizarse en concentradores solares, ya que poseen
una mayor resistencia a la radiación UV. Particularmente los poĺımeros como el po-
limetilmetacrilato (PMMA) tienen un costo menor de producción y alcanzan propie-
dades ópticas del mismo orden que el vidrio BK7 para el espectro visible [12]. Otros
poĺımeros que se utilizan comúnmente en aplicaciones ópticas son el poliestireno
(PS), policarbonato (PC) y el polidimetilsiloxano (PDMS), todos estos mantienen
un ı́ndice de refracción alrededor de 1.5 al igual que el vidrio BK7.
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Un caso particular de las superficies arbitrarias son los polinomios de Zernike, éstos
forman una base ortogonal dentro del disco unitario y juegan un papel muy impor-
tante en el modelado del comportamiento de haces de luz a través de un sistema
óptico [13], y se definen en función de su paridad. Los polinomios pares son:

Zm
n (ρ, ϕ) = Rm

n (ρ)cos(mϕ), (1.1)

mientras que los polinomios impares estan determinados por:

Z−mn (ρ, ϕ) = Rm
n (ρ)sen(mϕ), (1.2)

donde n y m son números enteros positivos, con la condición n ≥ m, ϕ es el ángulo
azimutal, ρ es la distancia radial que debe permanecer dentro del disco unitario, es
decir, ρ ∈ [0, 1] y Rm

n indica los polinomios radiales de Zernike. Además, estos poli-
nomios están limitados en un rango de -1 a 1, es decir, |Zm

n (ρ, ϕ)| ≤ 1. En la Fig. 1.3
se muestran las gráficas de los primeros diez polinomios de Zernike.

Figura 1.3: Primeros diez polinomios de Zernike
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Dado que los polinomios de Zernike están definidos dentro de un disco y esta geo-
metŕıa coincide con la forma t́ıpica de los elementos ópticos, estos polinomios pueden
utilizarse en distintas áreas de la Óptica: En fabricación óptica de precisión, se uti-
lizan para caracterizar las deformaciones de orden superior observadas en análisis
interferométricos. En optometŕıa y oftalmoloǵıa, los polinomios de Zernike descri-
ben aberraciones de la córnea o del cristalino con respecto a una esfera ideal. En
astronomı́a visual o infrarroja y en el tratamiento de imágenes satelitales, se utilizan
polinomios de Zernike para compensar la distorsión atmosférica mediante lentes o
espejos deformables.

Tabla 1.1: Equivalencias de los polinomios de Zernike

Zm
n Grado radial Grado azimutal Índice Noll Índice OSA

Z0
0 0 0 1 0

Z−11 1 -1 3 1

Z1
1 1 1 2 2

Z−22 2 -2 5 3

Z0
2 2 0 4 4

Z2
2 2 2 6 5

Z−33 3 -3 9 6

Z−13 3 -1 7 7

Z1
3 3 1 8 8

Z3
3 3 3 10 9

El primero en introducir una equivalencia de ı́ndices en los polinomios de Zerni-
ke fue Noll [14], con lo que pretend́ıa facilitar la operación matemática de estos
polinomios. Él propone que un polinomio de Zernike, Zm

n (ρ, ϕ), tiene una equivalen-
cia en un polinomio de solo un ı́ndice, Zj(ρ, ϕ). Para un ı́ndice j par se tiene que
Zj(ρ, ϕ) =

√
2
√
n+ 1Zm

n (ρ, ϕ), mientras que para un ı́ndice j impar la equivalencia
es Zj(ρ, ϕ) =

√
2
√
n+ 1Z−mn (ρ, ϕ), cuando el ı́ndice m 6= 0. En el caso de que el ı́ndi-

ce m = 0, la equivalencia de Noll es Zj(ρ) =
√
n+ 1R0

n(ρ). Por otro lado la Sociedad

Óptica Estadounidense (Optica, antes OSA) y el Instituto Nacional Estadounidense
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de Estandares (ANSI), proponen una equivalencia distinta a la de Noll para los poli-
nomios de Zernike, donde j = [n(n+ 2) +m]/2, mientras que el programa de diseño
óptico ZEMAX utiliza el sistema de indexación de Fringe [15]. En la Tabla 1.1 se
muestran los primeros diez polinomios de Zernike y sus equivalencias.

Es importante mencionar que la evaluación cuantitativa de superficies freeform, hoy
en d́ıa está muy limitada. Sin embargo, se han establecido algunas técnicas de medi-
ción, las cuales pueden realizarse con respecto a una referencia o sin referencia [16].
Además de clasificarse como “de contacto”, en las que lo más común es utilizar una
máquina de medición de coordenadas (CMM), esta técnica está ĺımitada por la reso-
lución de esta máquina, que puede llegar a ser de algunos micrómetros, pero existe
el riesgo de dañar la superficie durante su evaluación. Por otro lado se consideran
las técnicas “de no contacto”, en donde se encuentran todos los métodos ópticos
de medición. Los interferométricos están ĺımitados por difracción de acuerdo con el
critero de Rayleigh, pero debido a la naturaleza de las superficies freeform en las
que podemos encontrar grandes cambios de pendiente y curvaturas, las franjas de
interferencia son dif́ıciles de observar [17]. Los métodos geométricos están basados
en la óptica de rayos, que tiene buenos resultados al medir variaciones locales de una
superficie, sin embargo, esta limitada por la calibración que requiere el dispositivo
que utiliza para obtener los datos experimentales [18].

La prueba de pantallas nulas es una técnica geométrica que se ha implementado
para evaluar distintos tipos de elementos ópticos, como lentes y espejos. Se utili-
za para encontrar las deformaciones que presenta la superficie bajo prueba y puede
identificar las aberraciones ópticas introducidas por dicha superficie. El principio
básico de esta prueba es diseñar un patrón ordenado, los más sencillos son de franjas
o manchas circulares, que se observarán en un plano de detección predeterminado.
Suponiendo que se conoce la forma del elemento óptico bajo prueba se diseña una
pantalla nula mediante un trazo inverso de rayos [19,20]. La pantalla nula consiste en
un arreglo no uniforme tal que por el proceso de refracción o reflexión, se recupera el
patrón ordenado de forma experimental a través de fotograf́ıas. Las diferencias entre
el patrón de diseño y el recuperado experimentalmente permiten estudiar la calidad
del elemento óptico bajo prueba. Se han diseñado pantallas nulas de diferentes formas
geométricas, como planos y cilindros, que permiten evaluar la calidad de la superficie
de elementos ópticos rápidos, F/# ≤ 1. Para un elemento óptico que se estudia en
condiciones predeterminadas se diseña una pantalla nula. Sin embargo, si alguna de
estas condiciones es alterada la pantalla nula debe calcularse nuevamente [21].
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En este trabajo utilizaremos el concepto de superficies cáusticas, el cual está aso-
ciado con la propagación de rayos a través de superficies ópticas, considerando un
frente de onda plano incidente. El conocimiento de las superficies cáusticas nos per-
mitirá decidir dónde colocar nuestro plano de detección para evaluar superficies ar-
bitrarias (freeform). Existen varias formas equivalentes de definir el significado f́ısico
y geométrico de una cáustica, cada una con al menos un método para calcularla,
además de sus ventajas y desventajas matemáticas. La definición más adecuada pa-
ra este trabajo es: El conjunto de los puntos donde la intensidad de los rayos es
infinita [22]. Para calcular estos puntos se puede utilizar la Teoŕıa de Catástrofes,
en la que es necesario modelar matemáticamente todo el fenómeno y maximizarlo o
minimizarlo en algún punto [23]. Por otro lado también se puede utilizar la Teoŕıa de
Singularidades para calcular la cáustica. En este caso se necesita conocer la transfor-
mación que relaciona a un espacio con otro y calcular sus puntos cŕıticos [24]. Cabe
mencionar que la cáustica tendrá una dimensión menor a la de su transformación
asociada, es decir, si la transformación es en tres dimensiones, la cáustica tendrá solo
dos, por lo que esta cáustica es una superficie. Sin embargo, si la transformación
tiene dos dimensiones, la cáustica será una curva, cuya dimensión es uno [25].

Estudiamos la propagación de los rayos refractados por una placa plano-curva, cuya
segunda superficie es una superficie freeform definida por un polinomio de Zernike.
Proponemos ligeras modificaciones al arreglo experimental de la prueba de pantallas
nulas para evaluar, por refracción, la calidad de esta superficie. En el caṕıtulo 2 de
este trabajo, se obtienen las ecuaciones que describen la propagación de los rayos
refractados por una superficie de forma arbitraria. Además calculamos las superficies
cáusticas que envuelven a estos rayos refractados. Adicionalmente, imponiendo la
condición de longitudes de camino óptico iguales, deducimos la expresión que des-
cribe al frente de onda refractado y propagado a distancias arbitrarias. Mostramos
estos resultados aplicándolos a una placa plano-curva tipo Zernike.

En el caṕıtulo 3 utilizamos las ecuaciones que se obtuvieron en el caṕıtulo 2 pa-
ra diseñar las pantallas nulas que utilizamos en la evaluación de una placa tipo
Zernike. Aśı mismo, diseñamos pantallas tipo Ronchi, que forman arreglos de franjas
verticales, y pantallas de gotas, que pueden formar un patrón de ćırculos con una dis-
tribución cuadrada o de anillos, y mostramos como cambia la forma de las pantallas
nulas cuando queremos observar el mismo patrón de diseño en distintas posiciones
del plano de detección.

En el caṕıtulo 4 realizamos la prueba de pantallas nulas con patrones ordenados
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de franjas y manchas circulares en diferentes planos de observación. En este caso, los
resultados cualitativos son buenos y podemos identificar la mejor posición para el
plano de observación. Además, se muestran los resultados de realizar la prueba con
una pantalla nula que no esta bien alineada. Realizamos diagramas de manchas para
explicar porque algunos de los patrones no se observan completos. Como resultados
cuantitativos, se realiza una reconstrucción experimental de la superficie bajo prue-
ba, utilizando imágenes en las que se recuperan los patrones completos.

Finalmente, las conclusiones y el trabajo a futuro son presentados en el caṕıtulo
5 de este trabajo.



Caṕıtulo 2

Refracción en superficies de forma
arbitraria

2.1. Antecedentes

En este caṕıtulo se obtienen las ecuaciones que describen a los rayos refractados por
una superficie de forma arbitraria. Además, se calcula la forma de las superficies
cáusticas y la evolución de los frentes de onda refractados y propagados a distancias
arbitrarias a lo largo del eje Z, el cual es considerado como el eje de propagación del
frente de onda incidente, debido a que ahora no es posible definir un eje óptico, como
es el caso de lentes convencionales, las cuales tienen simetŕıa de revolución alrededor
de este eje. Cada uno de estos conceptos f́ısicos requiere una teoŕıa diferente para ser
calculado. Sin embargo, las consideraciones iniciales son las mismas.

Para realizar el análisis del proceso de refracción en las placas plano-curvas seguimos
la convención de signos utilizada en [26], que se muestra en la Tabla 2.1, donde todas
las distancias están referenciadas al vértice de la primer superficie refractora.

En la Tabla 2.1, so corresponde a la distancia objeto, fo es la primera distancia
focal, si la distancia imagen y fi la segunda distancia focal. Aśı mismo, en la Ta-
bla 2.1 R corresponde al radio de curvatura de la superficie refractora o reflectora,

12
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Tabla 2.1: Convención de signos

so, fo + a la izquierda del vértice

si, fi + a la derecha del vértice

R + si C está a la derecha del vértice

yo, yi + arriba del eje óptico

mientras que yo e yi son las alturas del objeto y la imagen medidas a partir del eje
de propagación, respectivamente. Algunos parámetros involucrados en el proceso del
trazo de rayos se muestran en la Fig. 2.1.

Figura 2.1: Convención de signos

2.2. Placa plano-curva tipo Zernike

Para realizar el estudio de la refracción en una placa plano-curva consideramos que
la segunda superficie está descrita por una función continua y diferenciable de dos
variables, z = f(x,y). La primera superficie de la placa es un plano paralelo a {X,Y},
mientras que el eje Z atraviesa a la placa por su centro geométrico y es en la inter-
sección del eje Z con el plano {X,Y} donde se impone el origen de nuestro sistema
de coordenadas. En este trabajo la segunda superficie de la placa plano curva está
descrita por un polinomio de Zernike impar [27].
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Z−410 (ρ, ϕ) = t+

[
3∑

k=0

(−1)k(10− k)!

k!(7− k)!(3− k)!
ρ10−2k

]
sen(4ϕ), (2.1)

que es una ecuación en coordenadas polares donde la serie corresponde con una fun-
ción de la forma R4

10(ρ) = ρ4(−35 + 168ρ2− 252ρ4 + 120ρ6). Sin embargo, la Ec.(2.1)
sólo está definida dentro del ćırculo unitario, es decir, cuando ρ ≤ 1. Para simplificar
los cálculos mostrados en este trabajo y con el objetivo de modelar placas de dimen-
siones mayores, se realiza un cambio de variable, ρ = r/R y una transformación de la
Ec.(2.1) a coordenadas cartesianas, sustituyendo de la siguiente manera: x = rcosϕ,
y = rsenϕ y r2 = x2 + y2, de este modo el polinomio de Zernike en coordenadas car-
tesianas y definido dentro de un ćırculo de tamaño arbitrario queda determinado por:

f(x, y) = t+
Axy(x2 − y2)

R2
∗

4∑
i=1

Ci (x2 + y2)i−1

R2i
, (2.2)

donde A es un factor de escala, con unidades de distancia, que modula el polinomio;
R es el semidiámetro de la placa, mientras que los coeficientes Ci tienen los valores:
C1 = −140, C2 = 672, C3 = −1008 y C4 = 480. Además, para la placa plano-curva
completa consideramos un espesor en el centro t y un ı́ndice de refracción nl para
una longitud de onda predeterminada λ.

Figura 2.2: Superficie tipo Zernike: (a) Representación en tres dimensiones. (b) Mapa
de contornos
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En la Fig. 2.2 (a) se muestra la superficie tipo Zernike modelada por la Ec. (2.2),
cuyos parámetros de diseño son A = 0.2 mm, R = 27.4 mm. Por otro lado, en la
Fig. 2.2 (b) se encuentra un mapa de elevación de la misma superficie Zernike, en
donde se aprecia que la distancia pico-valle de esta superficie es del orden de 0.4
mm. Los demás parámetros involucrados en el proceso de refracción son t =1.56 mm
y nl=1.51508 para una λ = 633 nm. El ı́ndice de refracción del medio en el que se
encuentra la placa, na = 1, que es aire.

Tabla 2.2: Parámetros de diseño de la placa tipo Zernike

R [mm] t [mm] A [mm] C1 C2 C3 C4 nl(633 nm)

27.4 1.56 0.2 -140 672 -1008 480 1.51508

La Tabla 2.2 muestra los parámetros de diseño completos de la placa plano cur-
va tipo Zernike que aparece en la Fig. 2.2.

Figura 2.3: Superficies tipo Zernike con diferente factor de escala: (a) A = 0.05 mm.
(b) A = 0.35 mm

En la Fig. 2.3 mostramos las gráficas de contornos de dos superficies tipo Zernike
simuladas que tienen un factor de escala diferente al de la superficie de la Fig. 2.2.
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Para obtener la Fig. 2.3 (a) se utiliza un factor de escala A = 0.05 mm y podemos
apreciar que la forma general de la superficie es la misma. Sin embargo, la distancia
pico-valle es 0.114 mm, mientras que en la Fig. 2.3 (b) el factor de escala es A =
0.35 mm, con el que obtenemos una distancia pico-valle de 0.728 mm. De este modo
podemos observar que al hacer cambios en el valor del factor de escala A, podemos
aumentar o disminuir considerablemente la distancia pico-valle de las superficies tipo
Zernike modeladas con la Ec.(2.2).

2.3. Ecuación del trazo exacto de rayos

Figura 2.4: (a)Proceso de refracción. (b) Rayos refractados por una placa tipo Zernike

Consideramos un conjunto de rayos incidentes sobre la cara plana, que se propagan
paralelos al eje Z, estos no se desv́ıan al cruzar la primera cara de la placa plano-curva
y avanzan hasta llegar a la superficie descrita por el polinomio de Zernike donde son
desviados, Fig. 2.4 (a). Sin pérdida de generalidad, consideramos un solo rayo cuyo

vector director es ~I, este rayo llega a un punto sobre la superficie Zernike indicado
por el vector ~ri = {xi, yi, t + f(xi, yi)}. Para conocer el vector del rayo refractado
utilizamos la forma vectorial de la ley de Snell:

~I × ~N = ~R× ~N, (2.3)
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donde ~R indica el vector director del rayo refractado mientras ~N es el vector normal
a la superficie. Manipulando un poco esta ecuación obtenemos:

(~I − ~R)× ~N = 0.

Entonces, podemos afirmar que el vector ~I − ~R y el vector normal, ~N , son paralelos,
por lo que existe una constante de proporcionalidad, α, tal que:

~I − ~R = α ~N. (2.4)

Recordemos que los vectores pueden expresarse en términos de su magnitud y un
vector director unitario y que las magnitudes del vector de rayo incidente y el vector
de rayo refractado están asociadas a los ı́ndices de refracción:∣∣∣~I∣∣∣ = nl,

∣∣∣~R∣∣∣ = na, (2.5)

mientras que el vector normal unitario se define como:

N̂ =

{
∂xf(x, y)

| ~N |
,
∂yf(x, y)

| ~N |
,

1

| ~N |

}
, (2.6)

donde | ~N | =
√
∂xf(x, y)2 + ∂yf(x, y)2 + 1 se refiere a la magnitud del vector normal,

mientras que ∂i indica la derivada parcial de la función f con respecto a la variable
i = x, y respectivamente. Cabe mencionar que con esta definición el vector normal
apunta en la dirección positiva del eje Z, es decir, hacia afuera de la superficie tipo
Zernike. De este modo podemos escribir la Ec.(2.4) en función de los vectores unita-
rios y los ı́ndices de refracción:

nlÎ − nad̂r = αN̂. (2.7)

Despejamos la dirección del rayo refractado:

d̂r =
nl
na
Î − α

na
N̂ . (2.8)

Sin embargo, aún no conocemos la forma expĺıcita de α. Para resolver esta incógnita
utilizamos la Ec.(2.8) y la multiplicamos por ella misma, reduciendo los términos



2.3. ECUACIÓN DEL TRAZO EXACTO DE RAYOS 18

semejantes se obtiene la siguiente ecuación de segundo grado:

α2 − 2nl

(
Î · N̂

)
α + n2

l − n2
a = 0,

que podemos resolver utilizando la fórmula general de las ecuaciones de segundo gra-
do, para conocer las dos soluciones de α, en función de los vectores que ya conocemos
y los ı́ndices de refracción,

α1,2 = nl

(
Î · N̂

)
±

√
n2
a − n2

l

[
1−

(
Î · N̂

)2]
, (2.9)

sustituimos esta expresión en la Ec.(2.8) y reducimos los términos semejantes, para
obtener la expresión completa del vector unitario que indica la dirección de los rayos
refractados:

d̂r =
nl
na

[
Î −

(
Î · N̂

)
N̂
]
∓ 1

na

√
n2
a − n2

l

[
1−

(
Î · N̂

)2]
N̂ . (2.10)

Construimos la ecuación del vector que indica los puntos sobre cada rayo refractado
a partir de un punto y la dirección del rayo:

~Rr = ~ri +
L

na

(
nl

[
Î −

(
Î · N̂

)
N̂
]
−

√
n2
a − n2

l

[
1−

(
Î · N̂

)2]
N̂

)
, (2.11)

donde hemos utilizado el signo negativo para que los rayos viajen en dirección positi-
va del eje Z para valores positivos de la constante L, que tiene unidades de distancia
a lo largo de la propagación de los rayos refractados e indica la distancia entre el
punto de incidencia sobre la superficie, ~ri, y un punto sobre el rayo refractado. En la
Fig. 2.4 (b), podemos apreciar los rayos refractados por una sección de la superficie
tipo Zernike. Lo primero que podemos decir es que los rayos pueden ser convergentes
o divergentes de acuerdo con la zona por la que cruzan la placa tipo Zernike. Para
apreciar de mejor manera el comportamiento de los rayos refractados, consideramos
una distribución de anillos para los rayos refractados y los cortamos en un plano
paralelo a la cara plana de la placa tipo Zernike. De este modo se obtiene una apro-
ximación a la distribución de intensidad que se observará experimentalmente.
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Figura 2.5: Distribución de los anillos refractados por la placa tipo Zernike
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En la Fig. 2.5 (a) podemos notar un arreglo de puntos distribuidos en 29 anillos y un
punto central, esta distribución de puntos se coloca sobre la superficie tipo Zernike
y calculamos su rayo refractado. La Fig. 2.5 (b) muestra como se han deformado los
rayos al refractarse y propagarse hasta un plano colocado en la posición Z = 60 mm,
delante de la placa tipo Zernike. Se puede apreciar que hay regiones donde los anillos
se separan y otras donde se juntan. Sin embargo, solo dos de estos anillos sobresalen
del tamaño original de la placa. En la Fig. 2.5 (c) el plano se encuentra en Z = 120
mm y podemos apreciar perfectamente cuatro zonas donde los anillos se curvan hacia
el origen y se acumulan con esta curvatura, mientras que en otras cuatro regiones
se curvan alejándose del origen y se separan. Por otro lado en la Fig. 2.5 (d), con
el plano en Z = 180 mm, las zonas donde los anillos convergen y divergen están tan
definidas que podemos distinguir dos estructuras con forma de cruz rotadas 45◦ entre
si. Además el último anillo cafe, que indica como se refracta la luz que incide muy
cerca del peŕımetro de la placa tipo Zernike, presenta auto intersecciones en el cen-
tro de la distribución, mientras que los anillos centrales empiezan a tomar forma de
cuadrados. La Fig. 2.5 (e) nos muestra una distribución de los anillos casi del doble
de tamaño que la placa, además de varias estructuras principales, los cuadrados en
el centro y las tres cruces. Sin embargo, las intersecciones que aparecian en el centro
comienzan a crecer y a alinearse con la cruz que no tiene salientes muy grandes. Fi-
nalmente en la Fig. 2.5 (f), tenemos una estructura muy compleja, pues los cuadrados
comienzan a tener autointersecciones en sus vértices, los anillos más grandes también
se autointersectan creando rizos y las dos cruces son más definidas y empiezan crecer.

Para mostrar el comportamiento de los rayos refractados debido a la asimetŕıa de la
placa tipo Zernike, creamos una malla cuadrada con ĺıneas horizontales y verticales,
la cual refractamos a través de la placa tipo Zernike y observamos en un plano fijo, Z
= 120 mm y giramos esta malla a partir del eje X un ángulo θ, observamos en la Fig.
2.6 y en la Fig. 2.7 que la distribución de las ĺıneas refractadas cambia en función de
este ángulo, pero mantiene un tamaño y una forma constantes.

En la Fig. 2.6 (a) mostramos la malla cuadrada formada por veinticinco ĺıneas ver-
ticales en azul y veinticinco ĺıneas horizontales en rojo. La Fig. 2.6 (b) nos muestra
como se distribuyen estas ĺıneas al ser refractadas por la placa tipo Zernike, se ob-
servan cuatro áreas donde algunos extremos de las ĺıneas crecen formando una cruz
que no está alineada con los ejes, intercalando con estas cuatro zonas, aparecen otras
cuatro en las que las ĺıneas parecen doblarse y regresar hacia el centro de la figura.
Podemos notar que dos de los brazos de la cruz son formados por más ĺıneas azules
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Figura 2.6: Distribución de la malla refractada por la placa tipo Zernike.
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y en los otros dos hay mayor presencia de ĺıneas rojas. Esto indica que la cruz tiene
dos brazos formados casi por puras ĺıneas verticales, mientras que los otros dos son
formados por casi puras ĺıneas horizontales.

Además en la Fig. 2.6 (c) se muestra la malla cuadrada, después de ser girada un
ángulo θ = 15◦, la Fig. 2.6 (d) nos muestra la refracción de esta malla girada, po-
demos apreciar que dos de los brazos de la cruz tienen mayor presencia de ĺıneas
azules, mientras que los otros dos contienen en su mayoŕıa ĺıneas rojas, en las cuatro
zonas en que las ĺıneas regresan al centro tenemos una presencia similar de ĺıneas
azules y rojas. Por otro lado, en la Fig. 2.6 (e) la malla se giró el ángulo θ = 30◦

y su refracción muestra también dos brazos de la cruz en su mayoŕıa azules y los
otros dos en su mayoŕıa rojos, Fig. 2.6 (f). Cabe resaltar que los pocos rayos azules
y rojos que se distribuyen dentro de los brazos de la cruz tienen curvaturas opuestas
a los que aparecen en la Fig. 2.6 (d). En la parte central de la figura se muestra una
distribución casi homogénea de ĺıneas.

Mientras que en la Fig. 2.7 (a) se muestra la malla girada con θ = 45◦. En la Fig.
2.7 (b) observamos la distribución de estas ĺıneas, en los brazos de la cruz aumenta
la presencia de las ĺıneas del color opuesto y parecen un poco más homogéneos, a la
vez que en las cuatro zonas del centro la distribución de ĺıneas empieza a cambiar
dejando dos zonas un poco más azules y las otras dos un poco más rojas. Además
en la Fig. 2.7 (c) apreciamos la malla girada un ángulo de 60◦. En su refracción,
Fig. 2.7 (d), podemos notar que los cuatro brazos de la cruz son casi homogéneos,
en tanto que las cuatro zonas centrales de la figura se dividen casi completamente en
dos azules, es decir, con ĺıneas originalmente verticales y dos rojas con una mayoŕıa
de ĺıneas que eran horizontales antes de la rotación.

Finalmente en la Fig. 2.7 (e) mostramos la malla cuadrada después de ser girada
un ángulo θ = 75◦, la refracción de esta distribución de ĺıneas se muestra en la Fig.
2.7 (f) en la que observamos una cruz con sus cuatro brazos casi con la misma can-
tidad de ĺıneas azules y rojas. Sin embargo, en la parte central observamos que hay
dos zonas de ĺıneas azules que se doblan hacia el centro y dos zonas de ĺıneas rojas
que también se doblan hacia el centro, es decir, estas cuatro zonas se integraron con
un solo tipo de ĺınea en la malla original. Además podemos notar que en todas las
subfiguras las ĺıneas refractadas se curvan del modo adecuado para identificar cuatro
zonas donde los rayos refractados son convergentes y cuatro donde los rayos son diver-
gentes, intercaladas entre si. Este fenómeno es equivalente al observado en la Fig. 2.5.
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Figura 2.7: Distribución de la malla refractada por la placa tipo Zernike.
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En las Figs. 2.6 y 2.7 hemos observado que al cambiar la orientación de una estructura
de luz incidente. La figura que representa a la luz refractada por una placa plano-
curva tipo Zernike y que llega a un plano de observación definido, puede cambiar
drásticamente. De este modo, si queremos observar experimentalmente la refracción
de una distribución de luz incidente en particular. Es necesario que dicha estructura
sea orientada correctamente, con respecto a los ejes coordenados X o Y. De no ser aśı,
el resultado obtenido será muy diferente al esperado. Ya que cuando una estructura
no se refracta en la posición correcta sobre la superficie tipo Zernike. La forma que
obtendrá después de ser refractada y propagada hasta el plano de observación puede
tener posición, orientación o curvaturas diferentes a las que se habian predicho.

Figura 2.8: Refracción de un conjunto de rayos distribuidos en un mismo plano
incidente: (a) θ = 25◦ (b) θ = 65◦

Por otro lado realizamos un trazo de rayos en el que consideramos un conjunto de
rayos paralelos que están distribuidos en un plano incidente con una inclinación de-
terminada por el ángulo θ y son refractados a través de la placa tipo Zernike. En la
Fig. 2.8 (a) se muestra este trazo de rayos para un conjunto de rayos con inclinación
θ = 25◦, mientras que en la Fig. 2.8 (b) los rayos tienen una inclinación de θ = 65◦,
ambos ángulos medidos a partir del eje X. Utilizamos estas dos direcciones porque
son las que muestran cambios más evidentes en la superficie tipo Zernike. Definiendo
un eje Y ′ que sea paralelo al conjunto de rayos incidentes, fijamos el ángulo θ en la
Ec.(2.1) y podemos representar el perfil de la superficie tipo Zernike para realizar el
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trazo de rayos en un plano definido por {Z,Y′}, que mostramos en la Fig. 2.9 (a)
cuando el ángulo θ = 25◦, mientras que en la Fig. 2.9 (b) θ = 65◦.

Figura 2.9: Rayos refractados vistos desde el plano {Z,Y′} (a) θ = 25◦ (b) θ = 65◦

En la Fig. 2.9 (a) podemos identificar tres comportamientos de los rayos refractados.
Los rayos amarillos que atraviesan la placa tipo Zernike por el área central son lige-
ramente divergentes, también se muestran dos zonas de rayos verdes, en las que estos
son convergentes, pero el punto de convergencia no está sobre el eje Z. Además están
los rayos morados que se refractan cercanos a los bordes de la placa tipo Zernike y
son completamente divergentes. Por otro lado en la Fig. 2.9 (b), identificamos tres
grupos de rayos ligeramente divergentes, indicados en amarillo, intercalados con los
grupos amarillos están los dos grupos verdes que son convergentes fuera del eje Z,
en los bordes de la placa los rayos son convergentes hacia el eje Z, pero se vuelven
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divergentes mientras se acercan hacia el centro de la misma, estos rayos los indicamos
con color morado.

Figura 2.10: Rayos refractados vistos desde el plano {Z,X′} (a) θ = 25◦ (b) θ = 65◦

Aparentemente estos rayos refractados se mantienen dentro del plano {Z,Y′}. Sin
embargo, al observar los rayos refractados desde el plano {Z,X′}, que es un plano
ortogonal a los planos mostrados en la Fig. 2.9, comprobamos que los rayos refrac-
tados no se quedan en un mismo plano. En la Fig. 2.10 podemos apreciar que estos
rayos forman triángulos muy delgados en lugar de una sola ĺınea recta, indicando que
los rayos se desvian del eje Z. En la Fig. 2.10 (a) apreciamos los rayos refractados
que incidieron con ángulo θ = 25◦, mientras que en la Fig. 2.10 (b) mostramos los
rayos refractados que incidieron con θ = 65◦. Deteniéndonos en los acercamientos
debemos notar que la distribución de los rayos refractados alrededor del eje Z no es
igual en ambas inclinaciones, aunque los rayos refractados muestran un comporta-
miento idéntico, en general. Cabe resaltar que es posible encontrar orientaciones de
este conjunto de rayos en las que los rayos refractados si permanezcan en un mismo
plano.
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2.4. Obtención de la superficie cáustica

Para calcular la cáustica producida por una placa plano-curva utilizamos la Teoŕıa
de Singularidades, esto implica que debemos conocer una transformación que vaya
de un espacio a otro y calcular sus puntos cŕıticos. La transformación que utiliza-
mos está representada por la Ec.(2.11). En esta ecuación se obtiene un vector ~Rr

a partir del vector ~ri ambos definidos por tres coordenadas, de este modo como la
transformación es en tres dimensiones, la cáustica será de un orden menor, es decir,
debemos encontrar una superficie cáustica. Los puntos cŕıticos se calculan resolvien-
do un determinante, que puede estar expresado en coordenadas generalizadas [28],
en nuestro caso la Ec.(2.11) está expresada en coordenadas cartesianas, por lo que
nuestro determinante tiene la siguiente forma:

det

∂xRr1 ∂xRr2 ∂xRr3

∂yRr1 ∂yRr2 ∂yRr3

∂LRr1 ∂LRr2 ∂LRr3

 = 0, (2.12)

donde {Rr1, Rr2, Rr3} indican las componentes del vector del rayo refractado. Al re-
solver este determinante por menores y reducir los términos semejantes se obtiene
un polinomio de segundo grado para una variable a la que llamamos Lc, como se
muestra con más detalle en el apéndice A. Esta variable indica la distancia medida
sobre cada rayo refractado entre el punto de incidencia y el punto donde la superficie
cáustica es tangente al rayo. Para determinar Lc se debe resolver la siguiente ecua-
ción de segundo grado

aLL
2
c + bLLc + cL = 0, (2.13)

donde los coeficientes se pueden expresar en su forma reducida como la combinación
de los vectores que ya conocemos:

aL = d̂r ·

[
∂d̂r
∂x
× ∂d̂r

∂y

]
, bL = d̂r ·

[
∂~ri
∂x
× ∂d̂r

∂y
+
∂d̂r
∂x
× ∂~ri
∂y

]
, cL = d̂r ·

[
∂~ri
∂x
× ∂~ri
∂y

]
.

(2.14)

Sin embargo, también podemos expresar los coeficientes en función las derivadas par-
ciales de la Ec.(2.11), que pueden reducirse a las derivadas del vector ~ri más otros
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términos, y las componentes de la Ec.(2.10), de la siguiente manera:

aL =
(
∂xd̂r2∂yd̂r3 − ∂xd̂r3∂yd̂r2

)
d̂r1 +

(
∂xd̂r3∂yd̂r1 − ∂xd̂r1∂yd̂r3

)
d̂r2+

+
(
∂xd̂r1∂yd̂r2 − ∂xd̂r2∂yd̂r1

)
d̂r3 ,

bL =
(
∂yri3∂xd̂r2 − ∂xri3∂yd̂r2 − ∂xd̂r3

)
d̂r1 +

(
∂xri3∂yd̂r1 − ∂yri3∂xd̂r1 − ∂yd̂r3

)
d̂r2+

+
(
∂xd̂r1 + ∂yd̂r2

)
d̂r3 ,

cL = −∂xri3 d̂r1 − ∂yri3 d̂r2 + d̂r3 .
(2.15)

En estas expresiones los sub́ındices {1, 2, 3} indican las componentes {x, y, z} de ca-
da vector. Las soluciones de la Ec.(2.13) se determinan utilizando la fórmula general
de las ecuaciones de segundo grado y se sustituyen en lugar de la distancia L en la
Ec.(2.11) para obtener las soluciones de la superficie cáustica

~C± = ~ri +
−bL ±

√
b2L − 4aLcL

2aLna

[
nl

[
Î −

(
Î · N̂

)
N̂
]
−

√
n2
a − n2

l

[
1−

(
Î · N̂

)2]
N̂

]
(2.16)

donde el doble signo nos indica que hemos obtenido en un mismo paso las dos solucio-
nes de la superficie cáustica, la solución C+ indica la superficie cáustica tangencial,
mientras que C− proporciona la superficie cáustica sagital, de acuerdo con [28]. Para
el caso de la superficie tipo Zernike hemos dibujado ambas superficies cáusticas utili-
zando una representación de puntos, ya que estas superficies son muy complicadas de
visualizar. En la Fig. 2.11 (a) se observan ambas superficies cáusticas y apreciamos
que es posible definir una superficie cáustica real y una virtual para cada solución
de la Ec.(2.16). Las superficies cáusticas reales están formadas por los puntos que se
encuentran a la derecha de la superficie refractora, mientras que las cáusticas virtua-
les se forman con los puntos que se encuentran a la izquierda de esta superficie. Las
zonas donde la superficie tipo Zernike es convergente producen superficies cáusticas
reales mientras que las zonas en las que la luz refractada es divergente producen
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superficies cáusticas virtuales [29].

Figura 2.11: (a) Superficies cáusticas. (b) Cáustica tangencial. (c) Cáustica sagital.

En la Fig. 2.11 (b) se muestran la superficie cáustica tangencial, diferenciando su
parte real y su parte virtual, mientras que en la Fig. 2.11 (c) tenemos la cáustica
sagital también diferenciada en sus dos partes, todas estas figuras están graficadas
con unidades de miĺımetros. Desde este punto de vista ambas superficies cáusticas
parecen similares o complementarias y podemos apreciar que son muy grandes en
comparación con el tamaño de la placa tipo Zernike. Mientras que en la Fig. 2.12
observamos una vista desde el plano {X,Y} con la coordenada Z → ∞, de estas
superficies cáusticas.

La Fig. 2.12 (a) muestra la cáustica tangencial, podemos notar que la parte virtual
de esta cáustica, indicada en puntos morados, tiene una estructura muy particular
con formas tipo cruces, además la cáustica es más grande que la superficie refracto-
ra, mientras que la parte real, indicada con puntos en azul, se mantiene concentrada
cerca del centro de la superficie y con una estructura más sencilla en forma de una
cruz. Por otro lado en la Fig. 2.12 (b) está la cáustica sagital que en la parte virtual,
indicada en verde, tiene la estructura más sencilla con la forma de cruz, mientras
que la estructura compleja con forma de dos cruces es la parte real de esta cáustica,
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Figura 2.12: (a) Cáustica tangencial. (b) Cáustica sagital. (c) Cáusticas reales

indicada en amarillo. Es importante notar que ambas cáusticas tienen formas simila-
res, pero con orientación diferente. Además, en la Fig. 2.12 (c) observamos las partes
reales de ambas superficies cáusticas, ya que es importante tener una idea de como
se observaŕıan estas superficies en un trabajo experimental.

2.5. Obtención del frente de onda refractado

Para una onda propágandose con un vector de dirección ~k, el frente de onda o su-
perficie de onda, es el lugar geométrico de todos los puntos donde la fase toma un
valor constante al mismo tiempo, es decir, cuando la fase cumple que:

~k · ~r − ωt = Co, (2.17)

donde Co es un número real constante, lo que indica que para distintos valores de Co
se obtendrá un frente de onda diferente. Además, los frentes de onda se mantienen
ortogonales al vector de dirección ~k, en el caso de medios isotrópicos. Para conocer
el frente de onda refractado por la placa plano-curva tipo Zernike, se identifican los
puntos sobre cada rayo refractado, con la misma longitud de camino óptico, que es
equivalente a la Ec.(2.17) y al mismo tiempo es equivalente al principio de Huygens.

En las secciones anteriores se ha considerado un frente de onda plano incidente, este
frente de onda mantiene su forma hasta llegar al plano Z = zm, que es donde se en-
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Figura 2.13: (a) Longitud de camino óptico. (b) Frente de onda refractado.

cuentra el punto mı́nimo de la segunda superficie de la placa plano-curva. Utilizando
el vector ~ro = {xi, yi, zm} para indicar la posición en la que se encuentra este punto,
la longitud de camino óptico sobre un rayo que atraviesa la placa plano-curva está
determinada por:

LCO = naL = nl (~ri − ~ro) · Î + na

(
~W − ~ri

)
· d̂r, (2.18)

donde el parámetro L corresponde a una distancia arbitraria sobre el rayo refractado
y cada término de la ecuación indica una longitud de camino óptico dentro de los
medios por los que viajan los rayos, ver Fig. 2.13 (a). Despejando el término ( ~W −~ri)
de la Ec.(2.18) y reduciendo los términos adecuadamente se obtiene que la distancia,
medida sobre el rayo, entre el punto de incidencia y el frente de onda es:

‖ ~W − ~ri‖ = L − nl
na
{f(xi, yi)− zm}, (2.19)

sustituyendo esta expresión en lugar de L en la Ec.(2.11) se obtiene la ecuación que
describe al frente de onda refractado.

~W = ~ri +

[
L − nl

na
{f(xi, yi)− zm}

]
d̂r, (2.20)
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donde f(xi, yi) corresponde con la coordenada Z del punto de incidencia de cada rayo
refractado. En la Fig. 2.13 (b) se aprecia un frente de onda refractado y podemos
notar que en esta distancia la superficie tiene una especie de dobleces cerca de los
bordes y vuelve hacia el centro.

Figura 2.14: Frentes de onda propagados

En particular, cuando el parámetro L es igual a la máxima longitud de camino óptico
que la luz viaja dentro de la placa plano-curva, es decir, la luz viaja desde el punto
mı́nimo, zm, hasta el punto máximo de la segunda superficie refractora, zM . Se cum-
ple que Lφ = nl(zM − zm)/na y obtenemos el frente de onda de fase cero, que es el
primer frente de onda que sale completamente de la placa plano-curva, determinado
por:

~Wφ = ~ri +
nl
na

[zM − f(xi, yi)] d̂r, (2.21)

además, en el caso de la superficie tipo Zernike, este frente de onda es tangente a
la superficie refractora en por lo menos un punto. En un caso aún más particular la
ecuación se reduce considerando que la placa se encuentra inmersa en aire, es decir,
cuando na = 1 el frente de onda de fase cero adquiere la forma

~Wφ|na=1 = ~ri + nl [zM − f(xi, yi)] d̂r, (2.22)
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No debemos olvidar que estas ecuaciones de los frentes de onda están únicamente
en función de los parámetros que describen a la superficie refractora y de los ı́ndices
de refracción. En la Fig. 2.14 se observa la gráfica tridimensional de los frentes de
onda refractados por la placa tipo Zernike, se ha utilizado una representación de
puntos para poder apreciar mejor los detalles de los frentes de onda, cada frente de
onda se ha propagado una distancia de 20 mm, a partir del frente de onda de fase
cero. Podemos notar que mientras el frente de onda avanza a lo largo del eje Z la
estructura de estas superficies se vuelve cada vez más compleja, mostrando formas
tipo cruz con cuatro regiones donde los puntos se concentran permitiéndonos iden-
tificar zonas de convergencia del frente de onda. También identificamos zonas donde
aparecen dobleces del frente de onda y apreciamos un efecto de doble superficie.

Además en la Fig. 2.15 aparecen los mismos frentes de onda refractados y propa-
gados a lo largo del eje óptico, ahora proyectados en un plano sagital. En la Fig. 2.15
(a) el plano sagital forma un ángulo con el eje X de θ = 25◦, observamos curvas pla-
nas del frente de onda convexo que es ortogonal a los rayos refractados por los bordes
de la placa tipo Zernike, existe una ligera desviación para mantener la ortogonalidad
en la zona de los rayos convergentes que no se dirigen al eje óptico y en la parte
central el frente de onda refractado y propagado mantiene una forma muy cercana a
un plano. Por otro lado, en la Fig. 2.15 (b) se proyectan los frentes de onda sobre el
plano con θ = 65◦, en esta gráfica el frente de onda refractado se mantiene casi plano
en la parte central de la superficie tipo Zernike y crece conforme los rayos refractados
son divergentes, hasta llegar a un punto donde los rayos ahora son convergentes y se
dirigen al eje óptico, alĺı el frente de onda cambia a una curvatura convexa que se
mantiene detrás de la sección casi plana, dando la apariencia de una doble superfi-
cie, esta zona convexa crece mientras el frente de onda se propaga a lo largo del eje
óptico. También es posible apreciar zonas de rayos refractados convegentes hacia un
punto fuera del eje óptico, sin embargo no se aprecia claramente el cambio de forma
de los frentes de onda en estas regiones.

Podemos aproximar la distancia pico valle que tiene cada frente de onda propagado
que aparece en la Fig. 2.14, al restar la coordenada Z del punto máximo con la misma
coordenada en el punto mı́nimo. De este modo el frente de onda de fase cero tiene
una distancia pico valle de 0.1817 mm. Mientras que el frente de onda propagado una
distancia L15 = 300 mm, que es el frente más alejado de la superficie tipo Zernike
en la Fig. 2.14, tendŕıa una distancia pico valle de 5.7293 mm aproximadamente.
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Figura 2.15: Frentes de onda propagados vistos desde el plano {Z,Y′}. (a) θ = 25◦

(b) θ = 65◦

Estas distancias aparentan ser pequeñas, pero si quisieramos medir estos frentes de
onda utilizando métodos de interferencia, sólo podemos compensarlos en distancias
del orden de unas cuantas longitudes de onda. En nuestro caso utilizamos un láser
He-Ne cuya longitud de onda es 633 nm. Entonces nuestras aproximaciones de la
distancia pico valle son de 287 λ para el frente de onda de fase cero y de 9051 λ para
el frente de onda propagado a 300 mm, podemos intuir que es muy dif́ıcil realizar una
prueba en la que podamos hacer interferir algún frente de onda refractado por esta
superficie. Por esta razón en los siguientes caṕıtulos de este trabajo desarrollamos
una prueba geométrica para evaluar esta superficie tipo Zernike.



Caṕıtulo 3

Diseño de pantallas nulas por
refracción

3.1. Antecedentes

En la prueba de pantallas nulas por refracción se diseña un patrón ordendado, que se
observará en un tamaño predeterminado por un sensor CCD (Charge Coupled Devi-
ce) que se coloca después del elemento óptico bajo prueba para grabar las fotograf́ıas
experimentales. En esta prueba las pantallas son planas y pueden imprimirse sobre
acetatos fotográficos transparentes o en moduladores espaciales de luz por transmi-
sión [30]. Estas pantallas se colocan cerca del elemento óptico bajo prueba y tienen
las dimensiones de la pupila de entrada, que puede estar limitada por reflexión total
interna. Existen dos tipos principales de pantallas nulas, las pantallas de franjas y
las pantallas de manchas circulares. Con ambos tipos pueden realizarse pruebas cua-
litativas y cuantitativas [31,32].

En este trabajo se diseñan pantallas nulas para ser utilizadas en la evaluación por
refracción de una placa plano-curva y comprobar la calidad de la segunda superficie,
que está descrita por un polinomio de Zernike. Utilizando los resultados obtenidos
en el Cap. 2, hemos definido una nueva condición para las pantallas nulas que se
utilizan en este trabajo. La placa tipo Zernike no concentra los rayos refractados
en una región pequeña donde se colocaŕıa un sensor CCD, por lo que se define un
área de detección dentro de un plano, en la que se observará el patrón ordenado.
Por otro lado, como las superficies cáusticas producidas por la placa tipo Zernike

35
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son muy grandes, debemos considerar que el plano de observación estará dentro de
ellas [33]. Diseñamos varias pantallas nulas que producen el mismo patrón ordenado
en diferentes posiciones del plano de observación.

3.2. Pantallas nulas para una placa plano-curva

Para diseñar las pantallas nulas, utilizamos el mismo sistema de referencia que en
el Cap. 2 y lo primero que debemos determinar es la posición sobre el eje Z en la
que debe ser colocado el plano de detección y el tamaño del área de observación,
estas condiciones son tan libres como queramos pero limitarán la pupila de entrada
y el área de evaluación sobre la superficie bajo prueba. Una vez establecidas estas
dos longitudes podemos definir los patrones de diseño y calcular las pantallas nulas
mediante un trazo inverso de rayos, el cual se obtiene utilizando la ecuación:

{xd, yd, zd} = {xi, yi, zi}+ Lid̂r, (3.1)

donde {xd, yd, zd} definen los puntos que forman el patrón esperado dentro del plano
de detección, ubicado en la coordenada zd que es medida desde el origen de coor-
denadas definido en la cara plana de la placa tipo Zernike. De la Ec.(3.1) debemos
resolver las variables {xi, yi} que indican la posición sobre la superficie refractora por
la que pasa un rayo de luz que llega al plano de detección. Como no hay refracción en
la cara plana de la placa estas coordenadas pueden proyectarse hasta cualquier plano
antes del origen de coordenadas que es donde se ubicará la pantalla nula. Además
resolvemos Li que nos indica la distancia sobre el rayo refractado entre cada punto
de la pantalla nula y su correspondiente punto en el plano de detección.

En la Fig. 3.1 se mantiene fija la coordenada Z del plano de detección en zd = 50 mm,
mientras se cambia el tamaño del área de detección. En la Fig. 3.1 (a) esta área es
un cuadrado de 20 mm por lado. Se puede apreciar que al resolver el trazo inverso de
rayos los puntos sobre la superficie quedan cercanos al centro de la misma, por lo que
en una prueba experimental no se puede evaluar una gran parte de la superficie. En
la Fig. 3.1 (b) el área de detección mide 50 mm por lado y se puede cubrir gran parte
de la superficie bajo prueba, aunque aparecen las soluciones múltiples de la Ec.(3.1),
es decir, dos o más rayos refractados pueden llegar al mismo punto en el plano de
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Figura 3.1: Trazo inverso de rayos para distintas áreas de detección: (a) l = 20 mm.
(b) l = 50 mm. (c) l = 80 mm.

detección. Además, existen puntos cerca de las esquinas que no tienen solución a es-
ta ecuación, implicando que no podemos utilizar toda el área de detección. Por otro
lado en la Fig. 3.1 (c), con un área de detección de 80 mm por lado, se puede notar
que son más los puntos que no tienen solución a la Ec.(3.1), por lo que un área de
detección tan grande no se aprovecha completamente en una prueba experimental.

Figura 3.2: Trazo inverso de un área de detección circular (a) plano de observación
en zd = 60 mm. (b) plano de observación en zd = 120 mm
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Antes de presentar los distintos diseños de los patrones esperados en la prueba de
pantallas nulas, debemos analizar como se comporta el peŕımetro del área de detec-
ción, ya que esto nos ayudará a identificar las múltiples soluciones del trazo inverso
de rayos [34]. Definimos el área de detección como una circunferencia de diámetro ld
y realizamos el trazo inverso de rayos de esta circunferencia resolviendo la Ec.(3.1).
En la Fig. 3.2 se muestra la solución obtenida. Podemos notar cinco estructuras
bien definidas por lo que es posible afirmar que pueden existir hasta cinco soluciones
diferentes a la Ec.(3.1). Además, en las gráficas se agregó una circunferencia que
representa el tamaño de la placa tipo Zernike que vamos a evaluar. En la Fig. 3.2 (a)
se resolvió la Ec.(3.1), para un ćırculo de diámetro ld = 50mm colocado en un plano
ubicado en zd = 60 mm. Podemos notar que las cuatro estructuras exteriores no se
cierran y tienen un lado con muchas irregularidades. Esto se debe al error numéri-
co asociado a los métodos que utilizamos para resolver el trazo inverso. También
notamos que la estructura central es muy parecida a un cuadrado con las esquinas
redondeadas. Además, al restringir la solución al tamaño de la placa tipo Zernike,
podemos notar que las regiones alargadas contribuyen muy poco a la información
que llegaŕıa al plano de detección bajo estas condiciones.

Por otro lado, en la Fig. 3.2 (b) utilizamos el mismo tamaño para el área de detec-
ción, un circulo de diámetro ld = 50mm, pero el plano de observación está colocado
en zd = 120 mm, es decir, más alejado de la superficie bajo prueba. En este caso
podemos apreciar que las cuatro estructuras externas están bien definidas y tienen
la misma forma pero diferente orientación, mientras que la estructura central ya no
es tan suave, en los lados que eran casi rectos ahora se muestran curvas suaves cuyo
vértice va hacia el centro de la estructura. Restringiéndolos al tamaño de la placa
Zernike, podemos identificar que mientras más alejamos el plano de detección las
soluciones exteriores aumentan su contribución a la información que llega al mismo.
Sin utilizarse completamente, la región central sigue siendo la que tiene una mayor
contribución.

3.2.1. Patrón tipo Ronchi

El patrón tipo Ronchi consiste en un arreglo de franjas horizontales o verticales que
se alternan con una franja blanca, que se verá iluminada y una franja obscura, que
obstruirá la luz. Además imponemos la condición de que el patrón inicia y termina
con una franja blanca. Esto permite que obtengamos una franja brillante en el centro
del patrón tipo Ronchi, con lo que se obtiene un mayor control durante el experi-
mento. Para diseñar el patrón Ronchi de franjas verticales, primero consideramos el
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tamaño del área de detección ld y lo dividimos en un número impar, P , de partes
iguales a lo largo del eje X en el plano de detección. De este modo en cada partición
podemos definir ĺıneas verticales equidistantes con una separación ∆ = ld/P , que
serán cortadas con el ćırculo de diámetro ld. La ecuación que describe a esta familia
de rectas es:

xi =
(2i− P)∆

2
, yi ∈

[
−∆

√
(P − 4i)i

2
,∆

√
(P − 4i)i

2

]
, (3.2)

donde el sub́ındice i es un entero positivo en el intervalo [0,P ]. Sin embargo, para
formar las franjas del patrón tomamos i ∈ [1,P − 1], ya que en los extremos, cuando
xi = ±ld/2, la coordenada yi no está definida. La primer franja se une con el seg-
mento de ćırculo al que intersecta dos veces igual que la última franja, mientras que
las franjas centrales se integran de dos ĺıneas rectas y los dos segmentos de ćırculo
que se encuentran entre ellas, como podemos ver en la Fig. 3.3 (a), donde además
utilizamos un código de colores para identificar las ĺıneas que pertenecen a la misma
franja brillante. Este diseño utiliza un número P = 9, su tamaño es ld = 50 mm, con
lo que se obtiene un espesor de las franjas de ∆ = 5.555 mm.

Figura 3.3: Diseño de pantallas nulas tipo Ronchi: (a) Patrón esperado. (b) Solución
al trazo inverso de rayos. (c) Pantalla nula.

Una vez completado el diseño, que debe incluir el peŕımetro del patrón esperado,
fijamos la coordenada del plano de detección que en este caso es zd = 90 mm y resol-
vemos la Ec.(3.1) utilizando métodos numéricos, para conocer la distribución tanto
de las ĺıneas rectas, como del ćırculo que las limita, antes de ser refractados por la
placa plano-curva tipo Zernike. En la Fig. 3.3 (b) se muestra el resultado completo
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de este proceso. Podemos identificar las cinco regiones similares a la Fig. 3.2 que
están relacionadas con el peŕımetro del patrón esperado, es decir, todo lo que quede
dentro de estas cinco regiones forma parte de nuestra pantalla nula. Además, para
integrar la regiones blancas de la pantalla nula unimos dos ĺıneas del mismo color
con los segmentos del peŕımetro que quedan entre ellas. De este modo resaltamos
con colores las regiones que nos interesan. Por otro lado, podemos apreciar que esta
figura es de dimensiones mayores al tamaño de la placa tipo Zernike, aśı que utili-
zamos una segunda restricción: sólo la información que está dentro del ćırculo color
gris forma parte de la pantalla nula. En la Fig. 3.3 (c) se aprecia la pantalla nula
completa, cuyo tamaño corresponde con el de la placa tipo Zernike que evaluaremos
y podemos observar que en la región central tenemos las cinco figuras blancas que
formarán las franjas de nuestro diseño, mientras que existen contribuciones fuera de
éstas que sólo aportan información a unas partes del patrón esperado, ya que en las
cuatro regiones externas no aparecen cinco figuras.

En la Fig. 3.4 (a) mostramos un patrón Ronchi con P = 9, franjas totales. El número
de franjas brillantes de este tipo de patrones queda determinado por:

Q =
P + 1

2
. (3.3)

Figura 3.4: Pantallas nulas tipo Ronchi, Q = 5, que forman el mismo patrón en
diferentes planos de detección: (a) Patrón de diseño. (b) zd = 30 mm. (c) zd = 60
mm.

Entonces, en la Fig. 3.4 podemos identificar Q = 5 franjas brillantes con un espesor
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∆ = 5.55 mm, ya que este patrón es el mismo que aparece en la Fig. 3.3 con el
que explicamos el diseño de una sola pantalla nula. En la Fig. 3.4 (b) se muestra
la pantalla nula calculada para obtener el patrón de cinco franjas brillantes en un
plano de detección colocado en zd = 30 mm. Podemos apreciar que la contribución de
las cuatro regiones externas tiene unas dimensiones considerables, pero solo aporta
información a una sola franja, mientras que en la región central aparecen las cinco
figuras blancas con muy pocas deformaciones si comparamos con las franjas ideales.
Mientras que la pantalla nula de la Fig. 3.4 (c) forma el patrón esperado en el plano
zd = 60 mm, en esta pantalla podemos apreciar que las figuras están más deforma-
das y la información en las regiones externas ahora contribuye a formar dos franjas,
aunque las figuras sean de dimensiones pequeñas.

Figura 3.5: Pantallas nulas tipo Ronchi, Q = 5, que forman el mismo patrón en
diferentes planos de detección: (a) zd = 90 mm. (b) zd = 120 mm. (c) zd = 150 mm.

Utilizando la pantalla nula de la Fig. 3.5 (a) se observará el diseño de cinco franjas
brillantes, en un plano de detección ubicado en zd = 90 mm. En esta pantalla se ob-
servan figuras más deformadas que incluso tienen regiones donde se vuelven angostas
y otras donde son más anchas. La Fig. 3.5 (b) muestra la pantalla nula que produce
el patrón esperado en el plano con coordenada zd = 120 mm. En las regiones exter-
nas de esta pantalla nula, las figuras blancas empiezan a alejarse del peŕımetro de la
pantalla, y por ende son más angostas que en los casos anteriores, a la vez que las
figuras del centro son muy asimétricas teniendo curvas con diferentes orientaciones.
Por otro lado, la pantalla nula de la Fig. 3.5 (c) está diseñada para producir el patrón
esperado en un plano con coordenada zd = 150 mm, al ser el plano más alejado que
utilizamos se puede notar que la pantalla nula muestra deformaciones ligeramente



3.2. PANTALLAS NULAS PARA UNA PLACA PLANO-CURVA 42

diferentes al compararla con las anteriores.

Figura 3.6: Pantallas nulas tipo Ronchi, Q = 9, que forman el mismo patrón en
diferentes planos de detección: (a) Patrón de diseño. (b) zd = 30 mm. (c) zd = 60
mm.

Además en la Fig. 3.6 (a) podemos identificar un patrón tipo Ronchi con Q = 9 fran-
jas brillantes, las cuales tienen un espesor ∆ = 2.941 mm y están limitadas por una
circunferencia de diámetro ld = 50 mm. En la Fig. 3.6 (b) se aprecia la pantalla nula
calculada para obtener el patrón de nueve franjas brillantes en un plano de detección
colocado en zd = 30 mm, podemos apreciar que, al igual que con el patrón de cinco
franjas, la contribución de las cuatro regiones externas es muy pequeña, a la vez que
en la región central aparecen las nueve figuras blancas con muy pocas deformaciones
si las comparamos con las franjas ideales. La pantalla nula de la Fig. 3.6 (c) forma
este patrón esperado en el plano zd = 60 mm, en esta pantalla podemos apreciar que
las figuras están más deformadas y la información en las regiones externas es mayor,
ya que tenemos más figuras blancas, aunque sean de dimensiones pequeñas.

Para observar nuestro diseño de nueve franjas brillantes dentro de un ćırculo de 50
mm de diámetro, en un plano de detección ubicado en zd = 90 mm, se debe utilizar
la pantalla nula de la Fig. 3.7 (a), en la que se aprecian formas más deformadas que
incluso tienen regiones donde se vuelven angostas y otras donde son más anchas.
Mientras que la Fig. 3.7 (b) muestra la pantalla nula que produce el patrón esperado
en el plano con coordenada zd = 120 mm. En las regiones externas de esta pantalla
nula, las figuras blancas empiezan a ser tan angostas que podŕıamos tener problemas
de resolución para imprimirlas correctamente, en tanto que las figuras del centro son
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Figura 3.7: Pantallas nulas tipo Ronchi, Q = 9, que forman el mismo patrón en
diferentes planos de detección: (a) zd = 90 mm. (b) zd = 120 mm. (c) zd = 150 mm.

muy irregulares y asimétricas teniendo curvas con diferentes orientaciones. Por otro
lado la pantalla nula de la Fig. 3.7 (c) está diseñada para producir el patrón esperado
en un plano con coordenada zd = 150 mm, al ser el plano más alejado que utilizamos,
podemos apreciar un comportamiento similar al del patrón de cinco franjas. Pode-
mos afirmar que si alejamos el plano de detección, manteniendo el tamaño del patrón
esperado fijo, las pantallas nulas son figuras cada vez más complejas, que formarán
el mismo patrón ordenado.

3.2.2. Patrón tipo Hartmann

Para este patrón construimos una distribución cuadrada de circunferencias equidis-
tantes del mismo tamaño. Cabe resaltar que esta distribución debe quedar dentro
del ćırculo de diámetro ld. Para este diseño consideramos el eje Y como la dirección
principal a partir de la que definimos el patrón esperado y nuevamente utilizamos
el número impar P , que ahora representa el número de circunferencias que habrá
en el eje vertical de nuestro diseño. La condición de que P sea impar nos permite
tener una circunferencia en el centro del patrón, con lo que será más fácil alinear
la pantalla nula, además de mantener la condición de que existe una circunferencia
brillante en cada extremo del patrón de diseño. El radio de las circunferencias está
determinado por:

rd =
ld

4P − 2
. (3.4)
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La separación entre estas circunferencias es ∆ = 2rd, de modo que entre dos circun-
ferencias contiguas cabe una tercera circunferencia. Aśı podemos escribir la ecuación
que describe a la familia de circunferencias dentro de un área cuadrada de lado ld
como:

[
xd −

(2i− P)ld
2P − 1

]2
+

[
yd −

(2j − P)ld
2P − 1

]2
= r2d (3.5)

donde los ı́ndices i, j son enteros positivos en el intervalo [0,P − 1]. Para mante-
ner las circunferencias dentro del ćırculo de diámetro ld eliminamos del patrón todas
aquellas cuyo centro tenga una magnitud mayor a ld/2− rd, de modo que las circun-
ferencias más alejadas del centro son tangentes al ćırculo que limita el tamaño del
patrón.

Figura 3.8: Diseño de pantallas nulas tipo Hartmann: (a) Patrón esperado. (b) So-
lución al trazo inverso de rayos. (c) Pantalla nula.

En la Fig. 3.8 (a) observamos un patrón de P = 7 circunferencias en el eje Y, dentro
de un ćırculo de diámetro ld = 70 mm. Este patrón tiene un total de Q = 29 cir-
cunferencias cuyo radio es rd = 2.692 mm y una separación entre ellas de ∆ = 5.384
mm. Por otro lado en la Fig. 3.8 (b) mostramos la solución obtenida al resolver la
Ec.(3.1) para cada una de las circunferencias del patrón tipo Hartmann, ubicado en
un plano de detección con coordenada zd = 60 mm. En este caso podemos ver que
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al incrementar el tamaño del patrón esperado su solución al trazo inverso de rayos
ahora es una sola figura con cuatro concavidades intercaladas con protuberancias.
De este modo solo necesitamos que la solución esté dentro del ćırculo gris para con-
siderarla parte de la pantalla nula. Además, en la Fig. 3.8 (c) obtenemos la pantalla
nula que producirá este patrón esperado. Sin embargo, debemos notar que hay gotas
de la pantalla nula que son muy pequeñas y además están muy cerca de los bordes
y es probable que estas gotas no contribuyan sustancialmente al patrón esperado en
una prueba experimental.

Figura 3.9: Pantallas nulas tipo Hartmann, P = 7, que forman el mismo patrón en
diferentes planos de detección: (a) Patrón de diseño. (b) zd = 30 mm. (c) zd = 60
mm.

En la Fig. 3.9 (a) se muestra el mismo patrón Hartmann con P = 7 de la Fig.
3.8 con la diferencia de que ahora está binarizado y representa lo que observaŕıamos
durante el trabajo experimental. Mientras que en la Fig. 3.9 (b) mostramos la pan-
talla nula que formará este patrón en el plano zd = 30 mm. Observando con atención
la ĺınea vertical central podemos identificar solo cinco gotas, en lugar de siete, por
lo que en este plano se ha perdido información de los extremos del patrón esperado.
Además cerca del peŕımetro de la pantalla nula tenemos solo tres figuras, cuando en
el patrón esperado hay cinco circunferencias, de modo que la perdida de información
no se limita a los extremos solamente. En la Fig. 3.9 (c) tenemos la pantalla nula que
forma el mismo patrón esperado en zd = 60 mm. En esta pantalla nula ya aparecen
las gotas que hacian falta en el plano anterior, pero son muy pequeñas y podŕıan no
contribuir de manera ideal al patrón esperado durante el trabajo experimental.
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Figura 3.10: Pantallas nulas tipo Hartmann, P = 7, que forman el mismo patrón en
diferentes planos de detección: (a) zd = 90 mm. (b) zd = 120 mm. (c) zd = 150 mm.

Por otro lado, en la Fig. 3.10 (a) tenemos la pantalla nula que se utiliza para ob-
servar el patrón de la Fig. 3.9 (a), en el plano zd = 90 mm. Podemos ver que hay
gotas alargadas y gotas que tienen una cintura muy angosta, lo cual indica que en
planos posteriores estas gotas pueden separarse en dos. Además, en la Fig. 3.10 (b)
se muestra la pantalla nula necesaria para observar el patrón esperado en el plano zd
= 120mm. El último caso es la pantalla nula de la Fig. 3.10 (c) que forma el patrón
ordenado en el plano zd = 150mm. Estas dos últimas pantallas muestran gotas con
formas cada vez más alargadas, al grado de que algunas aparentan ser una ĺınea y
otras que podŕıan empezar a reducir su tamaño en el centro.

Figura 3.11: Pantallas nulas tipo Hartmann, P = 13, que forman el mismo patrón
en diferentes planos de detección: (a) Patrón de diseño. (b) zd = 30 mm. (c) zd = 60
mm.
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La Fig. 3.11 (a) muestra un patrón tipo Hartmann con P = 13 circunferencias en
el eje, que está inscrito en un ćırculo de diámetro ld = 60 mm, este patrón tiene
un total de Q = 113 circunferencias cuyo radio es rd = 1.2 mm y están separadas
una distancia ∆ = 2.4 mm entre śı. Mientras que en la Fig. 3.11 (b) mostramos la
pantalla nula que formará este patrón en el plano zd = 30 mm. Sin embargo, viendo
de cerca la ĺınea vertical central podemos observar solo once gotas, en lugar de trece,
por lo que en este plano se han perdido las cuatro circunferencias de los extremos del
patrón esperado. Además en la Fig. 3.11 (c) tenemos la pantalla nula que forma el
mismo patrón esperado en zd = 60 mm, en esta pantalla nula ya aparecen las gotas
asociadas a las circunferencias de los extremos, pero al igual que con el patrón de
siete gotas en el eje, son muy pequeñas y podŕıan no contribuir de manera ideal al
patrón esperado durante el trabajo experimental.

Figura 3.12: Pantallas nulas tipo Hartmann, P = 13, que forman el mismo patrón
en diferentes planos de detección: (a) zd = 90 mm. (b) zd = 120 mm. (c) zd = 150
mm.

Para observar el patrón de la Fig. 3.11 (a), en el plano zd = 90 mm, se utiliza la
pantalla nula de la Fig. 3.12 (a) en la que podemos ver que hay gotas alargadas y
gotas que ya se han separado, además de que ya aparecen las contribuciones de los
extremos. Mientras que en la Fig. 3.12 (b) se muestra la pantalla nula necesaria para
observar el patrón esperado en el plano zd = 120 mm. El último caso es la pantalla
nula de la Fig. 3.12 (c) que forma el patrón ordenado en el plano zd = 150 mm.
En general, podemos observar que al incrementar el tamaño del patrón de diseño,
las gotas que corresponden a los bordes del patrón no aparecen cuando el plano de
detección se encuentra en distancias cercanas a la superficie bajo prueba, mientras
que al alejar el plano de detección las pantallas nulas tienen formas cada vez más
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complejas y aparecen las gotas asociadas a los bordes del patrón esperado.

3.2.3. Patrón semi angular

Este patrón se define de forma muy similar al de la sección anterior, iniciamos de-
finiendo la circunferencia de diámetro ld y el número impar P , que indica el total
de circunferencias que obtendremos en el eje Y. La distancia entre dos de estas
circunferencias colocadas sobre el eje es ∆ = 2rd, mientras que el radio de dichas
circunferencias también está determinado por la Ec. (3.4).

Para definir los anillos concéntricos de circunferencias utilizamos sólo las circun-
ferencias que se encuentran por encima del eje X, es decir, las que tienen coordenada
yd > 0, los centros de estas circunferencias definen ćırculos cuyo radio es:

Ri = 4rdi = 2∆i (3.6)

donde el ı́ndice i es un número entero positivo en el intervalo ∈ [0, (P − 1)/2],
cuando i = 0 se obtiene el ćırculo central del patrón. Las circunferencias que se
encuentran fuera del eje Y, serán colocadas sobre cada uno de los anillos determinados
por Ri, para determinar la separación angular entre circunferencias colocadas en el
mismo anillo debemos conocer la razón entre el semi peŕımetro del anillo Ri y la
circunferencia de diámetro ∆, esto es:

τ ji =
jπ[
πRi

2∆

] =
jπ

[iπ]
, (3.7)

en esta expresión el ı́ndice j proporciona valores discretos en el intervalo [0, 2[iπ]−1],
mientras que el ı́ndice i, nos indica el número de anillo en el que nos encontramos. Se
han utilizado corchetes, [], para indicar la función “Redondeo al entero más cercano”,
ya que esta función nos permite incluir más circunferencias en el patrón esperado,
que las que obtendŕıamos en un patrón con separación angular constante. De este
modo la familia de circunferencias distribuidas en anillos está descrita por:(

xd −Risenτ ji
)2

+
(
yd −Ricosτ ji

)2
= r2d (3.8)

donde los anillos se recorren en dirección de las manecillas del reloj. Además todas
las circunferencias del anillo final son tangentes al ćırculo de diámetro ld que define
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el tamaño del patrón esperado. El número total de circunferencias en este patrón
semi angular está determinado por:

Q = 1 +

P−1
2∑
i=1

2[iπ], (3.9)

donde nuevamente el ı́ndice i, indica el número de anillos del patrón de diseño.

Figura 3.13: Diseño de pantallas nulas tipo Hartmann semi-angulares: (a) Patrón
esperado. (b) Solución al trazo inverso de rayos. (c) Pantalla nula.

En la Fig. 3.13 (a) se muestra un patrón semi angular con P = 11 circunferencias
en el eje Y, que definen cinco anillos más el ćırculo central y de acuerdo con la
Ec.(3.9) se obtienen Q = 95 circunferencias totales, de radio rd = 1.19 mm, inscritas
en un ćırculo de diámetro ld = 50 mm colocado en el plano con coordenada zd = 90
mm. Mientras que en la Fig. 3.13 (b) se muestra la solución de la Ec.(3.1) para este
patrón, podemos notar que existen gotas en las cinco regiones azules, pero en las
exteriores son cortadas por las dimensiones f́ısicas de la superficie bajo prueba, sin
embargo, en la región central todas las gotas formarán parte de la pantalla nula.
Finalmente en la Fig. 3.13 (c) aparece la pantalla nula que forma el patrón esperado,
en esta pantalla podemos identificar cuatro regiones donde no hay gotas, además de
gotas grandes que deberán enfocar la luz para formar ćırculos y gotas pequeñas que
deberán expandir la luz que las atraviesa para formar los ćırculos del patrón esperado.

En la Fig. 3.14 (a) podemos ver el patrón de la Fig. 3.13 (a) binarizado. A la vez que
en la Fig. 3.14 (b) se muestra la pantalla nula necesaria para observar este patrón
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de diseño en el plano zd = 30 mm. Podemos notar que las gotas de la parte central
tienen ligeras deformaciones con respecto al patrón esperado. Además, aunque son
solo doce gotas, existen las contribuciones de las regiones exteriores de la pantalla
nula. En la Fig. 3.14 (c) observamos la pantalla nula que produce nuestro patrón
esperado en el plano zd = 60 mm. En esta pantalla se observan gotas con formas
alargadas y aparecen unas cuantas gotas más en las cuatro regiones externas.

Figura 3.14: Pantallas nulas tipo Hartmann semi-angulares, P = 11, que forman el
mismo patrón en diferentes planos de detección: (a) Patrón de diseño. (b) zd = 30
mm. (c) zd = 60 mm.

La Fig. 3.15 (a) muestra la pantalla nula que forma el patrón de diseño de la Fig.
3.14 (a) en el plano de detección zd = 90 mm, donde podemos ver que las gotas de las
cuatro figuras externas han incrementado su número, pero son pequeñas, mientras
que en la región central tenemos gotas alargadas y otras más estrechas e identifica-
mos cuatro zonas de la región central donde no hay gotas. Por otro lado, en la Fig.
3.15 (b) se muestra la pantalla que forma el patrón esperado en zd = 120 mm. En
esta pantalla aparecen gotas tan alargadas que prácticamente son una ĺınea en las
regiones exteriores, en tanto que en la region central aparecen pequeñas gotas en dos
de las zonas donde no hab́ıa gotas en el plano anterior. En la Fig. 3.14 (c) aparece la
pantalla nula que utilizamos para observar el patrón de diseño en el plano zd = 150
mm. Esta pantalla nula tiene gotas bastante pequeñas en las cuatro regiones exter-
nas, mientras que en la región central tenemos gotas alargadas grandes y pequeñas.
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Figura 3.15: Pantallas nulas tipo Hartmann semi-angulares, P = 11, que forman el
mismo patrón en diferentes planos de detección: (a) zd = 90 mm. (b) zd = 120 mm.
(c) zd = 150 mm.

Además en la Fig. 3.16 (a) podemos ver un patrón de circunferencias con distribu-
ción semi angular inscrito en un ćırculo con ld = 50 mm de diámetro. Este patrón
tiene P = 29 circunferencias en el eje vertical, el cual sustituimos en la Ec.(3.9) para
obtener que el número total de circunferencias en el patrón de diseño es Q = 661 y
su radio es rd = 0.438 mm. En la Fig. 3.16 (b) se muestra la pantalla nula necesaria
para observar este patrón de diseño en el plano zd = 30 mm. Podemos notar que
esta pantalla nula consiste de gotas que tienen ligeras deformaciones con respecto
al patrón esperado y que las gotas ubicadas en las regiones exteriores son pocas en
comparación con las que se encuentran en la parte central. En la Fig. 3.16 (c) ob-
servamos la pantalla nula que produce nuestro patrón esperado en el plano zd = 60
mm. En esta pantalla se observan gotas con formas muy alargadas, además de que
aparecen más gotas pequeñas en las cuatro regiones externas.

Por otro lado en la Fig. 3.17 (a) tenemos la pantalla nula que forma el patrón de
diseño de la Fig. 3.16 (a) en el plano de detección zd = 90 mm, donde podemos ver
que las gotas de las cuatro figuras externas son cada vez más pequeñas, mientras
que en la región central tenemos gotas muy alargadas y otras más estrechas. Por
otro lado, en la Fig. 3.17 (b) se muestra la pantalla que forma el patrón esperado
en zd = 120 mm. En esta pantalla aparecen gotas tan alargadas que tienen una leve
cintura y hay gotas que ya están separadas, ya que en el plano anterior eran una
gota alargada y ahora son dos. Mientras tanto en la Fig. 3.17 (c) aparece la pantalla
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Figura 3.16: Pantallas nulas tipo Hartmann semi-angulares,P = 29, que forman el
mismo patrón en diferentes planos de detección: (a) Patrón de diseño. (b) zd = 30
mm. (c) zd = 60 mm.

nula que utilizamos para observar el patrón de diseño en el plano zd = 150 mm, esta
pantalla nula tiene gotas bastante pequeñas en las cuatro regiones externas, mientras
que en la región central tenemos casi todos los casos anteriores de tipos de gotas.

Figura 3.17: Pantallas nulas tipo Hartmann semi-angulares,P = 29, que forman el
mismo patrón en diferentes planos de detección (2): (a) zd = 90 mm. (b) zd = 120
mm. (c) zd = 150 mm.

Hemos observado que dado un tamaño, ld, del patrón de diseño. La pantalla nula
mantiene su estructura general, sin importar los cambios en la posición del plano de
detección. Para los patrones de ld = 50 mm se mantienen las cinco estructuras que
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contienen la información de la pantalla nula. Mientras que para ld = 60 mm y ld
= 70 mm, solo existe una estructura que contiene a la pantalla nula. Por otro lado,
cuando cambiamos la posición del plano de detección, los elementos en la pantalla
nula aumentan o disminuyen su tamaño. En la prueba experimental esto es de suma
importancia, ya que los elementos muy pequeños producirán manchas muy tenues,
debido a que la luz debe distribuirse en una mancha de mayores dimensiones. En
el caso contrario, los elementos que aumentan de tamaño, dejan pasar tanta luz a
través de ellos que forman manchas muy brillantes en el plano de observación. Enton-
ces, podemos afirmar que para obtener buenos resultados en la prueba de pantallas
nulas, no solo necesitamos una iluminación uniforme en el plano de detección, tam-
bién es conveniente utilizar pantallas nulas cuyos elementos no difieran mucho en su
tamaño.



Caṕıtulo 4

Desarrollo experimental

4.1. Antecedentes

La prueba de pantallas nulas por refracción tiene la ventaja de ser sencilla de im-
plementar experimentalmente y no requiere un análisis matemático muy complejo
de los resultados. Sin embargo, la precisión de esta prueba depende en gran medida
del número de ĺıneas o manchas circulares en el plano de observación, mientras se
observen más elementos en este plano, la precisión mejorará. No obstante, tampoco
es posible aumentar el número de elementos en el plano de detección arbitrariamente,
ya que éstos deben ser grabados utilizando un sensor CCD y la resolución de este
sensor limita el tamaño del objeto más pequeño que puede registrar. Por otro lado,
al incrementar el número de elementos en el plano de observación se espera que el
número de elementos en la pantalla nula se incremente al menos en la misma canti-
dad. En este caso una pantalla nula que tiene unas dimensiones determinadas deberá
cubrir su área con elementos cada vez más pequeños que estarán limitados por la re-
solución de la impresora con que se imprimen las pantallas de acetatos transparentes
o por la resolución del modulador de fase por transmisión, según sea el caso.

En este trabajo se utiliza un plano de detección en lugar de un sensor CCD di-
rectamente. Suponemos que toda la información que se muestra en este plano se
observará completamente en el sensor de una cámara CCD colocada detrás. De es-
te modo el montaje experimental difiere del que se utiliza tradicionalmente en esta
prueba [35–37], y tiene la configuración que se muestra en la Fig. 4.1.

54
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Figura 4.1: Esquema del arreglo experimental

4.2. Montaje experimental

Implementamos una prueba de pantallas nulas por refracción siguendo el esquema de
la Fig. 4.1. Lo primero que necesitamos es alinear el láser JDS Uniphase con longitud
de onda 633 nm polarizado en dirección vertical. Para esto utilizamos dos puntas de
acero colocadas sobre una misma dirección y a la misma altura, una cerca del láser y
la otra alejada. De este modo cuando el haz de luz pasa por ambas puntas metálicas
el láser queda alineado.

Figura 4.2: Montaje experimental: Frente de onda plano

Colocamos la placa plano-curva tipo Zernike dentro de la región que delimitan las
dos puntas de alineación, lo más centrada posible para que el haz láser que la atra-
viesa por su centro geométrico no sea desviado, además de mantener la orientación
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correcta. Entre la placa tipo Zernike y el láser se coloca un riel mecánico que nos
permite mover dos lentes. La primera es un doblete acromático negativo con distan-
cia focal f = -50 mm y diámetro D = 12.7 mm, mientras que la segunda lente es un
doblete acromático positivo con distancia focal f = 400 mm y diámetro D = 76.2
mm. Estas lentes forman un sistema telescópico que nos permite obtener un haz de
luz colimado con el tamaño adecuado para iluminar toda la superficie bajo prueba.
Además incluimos un filtro espacial colocado entre el láser y la lente negativa. Este
filtro consiste en un objetivo de microscopio de 20× y un pinhole con diámetro de
20 µm con lo que obtenemos una distribución de enerǵıa uniforme y al combinarlo
con el arreglo telescópico obtenemos una fuente de luz láser colimada, es decir, los
frentes de onda que produce esta luz son planos. Para comprobar esto utilizamos
un autocolimador en el cual, al momento de observar un arreglo de ĺıneas de igual
espesor se garantiza la planicidad del frente de onda. Este tipo de frente de onda
incidente fue considerado en los cálculos de los Caṕıtulos 2 y 3. También se coloca
un polarizador entre el láser y el filtro espacial. Este elemento se utiliza únicamente
para disminuir la intensidad de la luz que llega a la cámara CCD y evitar saturarla.
En la Fig. 4.2 se observan estos elementos que utilizamos para producir el frente de
onda plano.

Figura 4.3: Montaje experimental: Prueba de pantallas nulas

Por otro lado, colocamos un riel óptico frente a la placa tipo Zernike, sobre el que
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va montada la pantalla opaca que utilizamos como plano de detección. Paralelo al
riel óptico incluimos un segundo riel mecánico que nos permite mover un arreglo
de dos platinas lineales en la dirección de propagación del haz, obteniendo aśı una
combinación de elementos que nos permite mover la cámara CCD en las tres direc-
ciones ortogonales del espacio. La cámara CCD que utilizamos tiene acoplada una
lente de distancia focal f = 16 mm y un número F/# variable entre F/1.8 ∼ 16,
que hemos corregido por distorsión, ver Apéndice B. Finalmente las pantallas nulas
se colocan entre el doblete acromático positivo y la superficie bajo prueba. No existe
una posición definida para colocar las pantallas nulas a lo largo del eje óptico. Sin
embargo, cuando la orientación rotacional alrededor de este eje no es adecuada, la
pantalla nula no forma el patrón esperado. Esta parte del montaje experimental se
observa en la Fig. 4.3.

4.3. Evaluación cualitativa

Antes de analizar los resultados experimentales que hemos obtenido, vale la pena
observar las condiciones de iluminación que tenemos durante el experimento ya que
la superficie bajo prueba redistribuye la intensidad de la luz incidente en formas
muy particulares. En la Fig. 4.4 observamos la distribución de intensidad de la luz
refractada por la placa plano curva tipo Zernike en cada uno de los planos donde
realizamos la prueba de pantallas nulas. Podemos observar que en el primer plano,
ubicado en zd = 30 mm, la iluminación es casi uniforme, Fig. 4.4 (a), salvo por
una pequeña región del centro, además la luz queda contenida dentro de una forma
aparentemente circular. Con el plano de detección en zd = 60 mm, podemos notar
que la forma general de la región que contiene la luz ya no aparenta ser un ćırculo
pues cerca de los bordes vemos secciones que son más obscuras y otras más brillantes
alternadamente, Fig. 4.4 (b), que deforman la figura general.

Por otro lado en la Fig. 4.4 (c), observamos con el plano de detección colocado en
zd = 90 mm, donde podemos decir que el peŕımetro de esta distribución de intensi-
dad aparenta ser un cuadrado con esquinas redondas. Además podemos notar áreas
brillantes con forma de una cruz sólida en el centro y otra que solo está delineada
con diferente orientación. Las zonas obscuras son grandes y están divididas por estas
regiones brillantes. En la Fig. 4.4 (d), el plano de detección está ubicado en zd = 120
mm, donde además el diafragma de la cámara CCD está abierto lo suficiente para
que observemos claramente las zonas brillantes, identificando algo que parece un cua-
drado con las esquinas redondas y aristas con concavidad hacia el centro, además de
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Figura 4.4: Distribución de intensidad en los distintos planos de detección: (a) zd = 30
mm. (b) zd = 60 mm. (c) zd = 90 mm. (d) zd = 120 mm. (e) zd = 150 mm.

las dos cruces que observamos en la imagen anterior, mientras que podemos observar
ocho zonas obscuras, cuatro que coinciden con las esquinas y otras cuatro en los
brazos de la cruz más grande. En la Fig. 4.4 (e), observamos la luz que llega al plano
colocado en zd = 150 mm, donde identificamos cuatro zonas obscuras en las esquinas
de la forma general, mientras que en el centro aparecen cuatro triángulos brillantes
que podemos asociar con los focos aparentes de la superficie, también observamos
cuatro ovalos con peŕımetros brillantes donde la luz parece tener un doblés hacia
el centro de la figura. Aśı mismo, en algunas imágenes de la Fig. 4.4 se aprecian
anillos brillantes alrededor de la figura central, estos anillos son producto de efectos
de difraccion ocacionados por el borde de la superficie tipo Zernike ya que el área en
la que esta definida dicha superficie es menor al tamaño de la placa completa, como
se observa en la Fig. 4.3.

Evaluamos las diferencias entre los patrones recuperados durante el experimento
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y los que hemos diseñado, empezando con el patrón tipo Hartmann. En la Fig. 4.5
(a) se muestra el patrón esperado que contiene 7 circunferencias en el eje vertical,
sin embargo, en ninguno de los planos de observación aparecen las 7 manchas que
esperamos. La Fig. 4.5 (b) muestra el patrón recuperado en zd = 30 mm, podemos
notar una ligera rotación de la pantalla nula, además de una región iluminada que
nos impide ver las circunferencias cercanas a este borde de forma completa. En la
Fig. 4.5 (c) observamos en zd = 60 mm, aún tenemos una región con iluminación casi
uniforme, pero no podemos apreciar el patrón esperado completo y aparecen ligeras
variaciones de intensidad en algunas de las manchas más alejadas del centro.

Figura 4.5: Resultados experimentales. Patrón Hartmann, P=7: (a) Patrón esperado.
(b) zd = 30 mm. (c) zd = 60 mm.

Colocando el plano de detección en zd = 90 mm, observamos la Fig. 4.6 (a), en la que
nuevamente se aprecia una ligera rotación en la pantalla nula, además la luz que pasa
por las gotas más cercanas a los bordes de la pantalla nula parece producir patrones
de difracción al interactuar con los bordes de la placa plano-curva tipo Zernike. Por
otro lado cuando cambiamos el plano de detección a la coordenada zd = 120 mm te-
memos la Fig. 4.6 (b), en esta imagen comenzamos a tener problemas de iluminación,
debido a que las estructuras con forma de cruz comienzan a ser visibles y el área de
observación ya no está iluminada uniformemente, esto se puede ver en las manchas
del borde, que son mucho más tenues que las del centro. En la Fig. 4.6 (c) tenemos
el patrón Hartmann recuperado en zd = 150 mm, donde debido a la distribución de
intensidad algunas manchas luminosas que véıamos en los planos anteriores ya no se
ven, pues llega muy poca luz a estas áreas.
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Figura 4.6: Resultados experimentales. Patrón Hartmann, P=7: (a) zd = 90 mm. (b)
zd = 120 mm. (c) zd = 150 mm.

En la Fig. 4.7 mostramos los resultados obtenidos al evaluar la placa plano curva con
una pantalla nula que forma el patrón tipo Hartmann de 13 circunferencias en el eje,
Fig. 4.7 (a). En la Fig. 4.7 (b) podemos ver el resultado de la prueba con el plano de
detección ubicado en zd = 30 mm, debemos notar que el patrón no aparece completo,
más bien está delimitado por algo que aparenta ser una circunferencia, al grado que
podemos encontrar manchas de luz cortadas a la mitad y también aparecen otras
manchas con poca intensidad, que pueden ser dobles imágenes producidas por las
pantallas nulas o patrones de difracción producidos por las gotas que se encuentran
muy cerca de los bordes de la pantalla nula. Mientras que en la Fig. 4.7 (c), obser-
vamos el patrón esperado en zd = 60 mm, notando que la pantalla nula tiene una
rotación que deforma las manchas de la periferia y no recuperamos manchas circu-
lares, vuelven a aparecer manchas cortadas por la mitad en el borde que también se
deforma y ya no aparenta ser un ćırculo.

Observando el patrón esperado en la coordenada zd = 90 mm obtenemos la Fig.
4.8 (a) en la que apreciamos una ligera rotación de la pantalla nula que deforma
las circunferencias cercanas a los bordes, además aparecen manchas que tienen un
incremento ligero en su intensidad. Por otro lado, en la Fig. 4.8 (b) realizamos la
prueba con el plano de detección ubicado en zd = 120 mm, en esta imagen además de
tener manchas más brillantes cerca del centro y algunas cortadas en los bordes de la
imagen, podemos notar que algunas de las manchas cercanas al borde son dif́ıciles de
observar. Finalmente en la Fig. 4.8 (c) observamos que el borde del patrón muestra
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Figura 4.7: Resultados experimentales. Patrón Hartmann, P=13: (a) Patrón espera-
do. (b) zd = 30 mm. (c) zd = 60 mm.

una estructura de cruz que corta a las manchas circulares que queremos ver, además
aparecen manchas muy brillantes cerca del centro y algunas cerca de los bordes.

Figura 4.8: Resultados experimentales. Patrón Hartmann, P=13: (a) zd = 90 mm.
(b) zd = 120 mm. (c) zd = 150 mm.

Para explicar lo sucedido en estas pruebas realizamos una simulación que nos in-
dique como es la iluminación del patrón esperado en los planos de detección, aśı
sabremos si los rayos refractados por la placa tipo Zernike llegan a las manchas del
patrón esperado que se encuentra dentro del ćırculo con diámetro ld = 70 mm para
el patrón de 7 manchas en el eje, lo anterior también se conoce como un diagrama de
manchas para una superficie freeform. Consideramos un conjunto de rayos incidentes
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muy denso, fijando la coordenada z del vector de rayo refractado, ~Rr resolvemos la
Ec. (2.11) para conocer los puntos dentro del plano a los que llega cada rayo inci-
dente. Realizamos el mismo proceso para cada posición del plano de detección en
el eje Z. En la Fig. 4.9 (a) observamos como se distribuyen los rayos refractados al
llegar al plano de detección en zd = 30 mm esta distribución es casi uniforme, por lo
que al incluir el patrón esperado podemos ver que las manchas centrales dibujadas
en color negro tienen muchos puntos dentro de ellas, aśı que estarán bien ilumina-
das, sin embargo podemos identificar doce manchas que no quedan completamente
cubiertas por los rayos refractados y esto puede explicarnos porque estas manchas,
indicadas en color azul, no se observaron en el trabajo experimental. En el caso que
el plano de detección se ubica en zd = 60 mm, Fig. 4.9 (b), podemos observar que
las zonas de menor densidad de puntos comienzan a crecer, además la zona central
deja de tener iluminación casi uniforme, pues identificamos unas pequeñas áreas de
concentración de rayos refractados. Aunque el patrón de iluminación es diferente y
un poco más grande en tamaño, sigue sin cubrir completamente alguna de las doce
manchas azules, por lo que en este plano tampoco se observan estas manchas durante
el experimento.

Figura 4.9: Diagrama de manchas con el Patrón Hartmann, P=7: (a) zd = 30 mm.
(b) zd = 60 mm. (c) zd = 90 mm. (d) zd = 120 mm. (e) zd = 150 mm.
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En la Fig. 4.9 (c) observamos que los puntos comienzan a formar una estructura prin-
cipal que tiene la forma de un cuadrado con esquinas redondeadas, pues en las cuatro
zonas donde hay pocos puntos estos están cada vez más separados y son dif́ıciles de
observar a primera vista, esto ocurre con el plano de detección colocado en zd = 90
mm. Por el lado del patrón esperado observamos que de las doce manchas indica-
das en azul en el plano anterior, cuatro se han cubierto completamente de puntos,
por lo que solo quedan ocho manchas que no seŕıan observables en el experimento.
Podemos observar que incluso en los casos que realizamos el experimento más ale-
jados de la superficie bajo prueba, zd = 120 mm y zd = 150 mm para el plano de
detección podemos notar que la mancha de luz no crece lo suficiente para cubrir las
ocho manchas azules, mientras que en las manchas centrales aparecen variaciones
de intensidad pero ninguna que impida que estas manchas si sean observadas, como
podemos ver en las Figs. 4.9 (d) y 4.9 (e) respectivamente.

Figura 4.10: Diagrama de manchas con el Patrón Hartmann, P=13 (a): zd = 30 mm.
(b) zd = 60 mm. (c) zd = 90 mm. (d) zd = 120 mm. (e) zd = 150 mm.
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Cuando simulamos la iluminación que llega al patrón Hartmann de 13 gotas ob-
servamos los mismos comportamientos que en la Fig. 4.9, sin embargo al tener un
patrón más pequeño, en este caso ld = 60 mm y con manchas más pequeñas, las
condiciones de iluminación de cada una cambian. En la Fig. 4.10 (a) podemos iden-
tificar tres tipos de manchas: Las manchas en color negro son aquellas que tienen
un número considerable de puntos dentro de ellas, por lo que podemos decir que
estarán bien iluminadas y se observan durante el experimento. Las manchas en azul,
que son dieciséis, aunque hay puntos que corresponden a rayos refractados, estos no
cubren toda el área de la mancha por lo que no están completamente iluminadas y
no es posible observarlas durante el experimento. Además indicamos con color verde
otro tipo de manchas, en este caso las manchas se encuentran en las regiones donde
hay poca densidad de rayos refractados, es decir con iluminación tenue, por lo que
aunque hay luz en toda la mancha existe la posibilidad de que esta mancha no se
observe durante el experimento.

Cambiando la posición del plano de observación a las cinco ubicaciones que utiliza-
mos en el trabajo experimental podemos notar que ninguna de las manchas cambia
su condición, es decir, las manchas negras no dejan de estar bien iluminadas aunque
haya variaciones de intensidad entre ellas, las manchas azules no se iluminan comple-
tamente y las manchas verdes no aumentan su iluminación. De este modo en ninguna
de las sub figuras de la Fig. 4.10 observaremos el patrón esperado completo, pues
las condiciones de iluminación nos lo impiden, como también observamos durante la
prueba experimental, Fig. 4.7 y Fig. 4.8.

Figura 4.11: Resultados experimentales. Patrón Ronchi, P=5: (a) Patrón esperado.
(b) zd = 30 mm. (c) zd = 60 mm.



65 4.3. EVALUACIÓN CUALITATIVA

En el caso de los patrones tipo Ronchi, en la Fig. 4.11 (a) tenemos el patrón esperado
con 5 franjas brillantes, a diferencia de los patrones Hartmann, este patrón Ronchi
tiene un tamaño ld = 50 mm que nos permite obtener los patrones completos, como
podemos observar en la Fig. 4.11 (b) en la que tenemos las 5 franjas brillantes con
deformaciones muy pequeñas ubicando el plano de detección en zd = 30 mm. Mien-
tras que con el plano de detección colocado en zd = 60 mm, obtenemos la Fig. 4.11
(c) en la que también se recuperaron las 5 franjas brillantes, con una ligera rotación
en la pantalla nula y algunas deformaciones pequeñas en las franjas de los extremos.

Figura 4.12: Resultados experimentales. Patrón Ronchi, P=5: (a) zd = 90 mm. (b)
zd = 120 mm. (c) zd = 150 mm.

Para el caso en que el plano de detección se ubica en zd = 90 mm, Fig. 4.12 (a), em-
pezamos a observar diferencias de intensidad en las 5 franjas, pero la forma general
se mantiene con pocas deformaciones. En la Fig. 4.12 (b) el plano de detección está
ubicado en zd = 120 mm, aqui empezamos a tener problemas con la intensidad en
las franjas y poco contraste, pues los espacios entre franjas no son tan obscuros como
en los planos anteriores, además aparecen variantes de intensidad en cada franja que
incluso llegan a atenuar zonas de la misma. No logramos obtener franjas lo suficiente-
mente derechas, pero las deformaciones parecen ser simétricas, lo cual puede deberse
a que la alineación de la pantalla nula no es suficiente o a una pequeña deformación
en la superficie bajo prueba. Por otro lado en la Fig. 4.12 (c) observamos el patrón
esperado en el plano zd = 150 mm, podemos notar que las franjas de los extremos no
se distinguen bien, ya que la distribución de intensidad hace que en su mayor parte
estas franjas sean muy tenues, mientras que en las franjas centrales aparecen dos
zonas muy brillantes, no pudimos encontrar franjas tan derechas y uniformes como
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en los primeros dos planos de observación.

Figura 4.13: Resultados experimentales. Patrón Ronchi, P=9: (a) Patrón esperado.
(b) zd = 30 mm. (c) zd = 60 mm.

En la Fig. 4.13 (a) tenemos un patrón Ronchi con 9 franjas brillantes, que observamos
experimentalmente en el plano zd = 30 mm, Fig. 4.13 (b), donde recuperamos las 9
franjas con unas ligeras deformaciones, en particular del lado derecho de la imagen,
además de una pequeña rotación de la pantalla nula. Mientras que en la Fig. 4.13 (c)
observamos el patrón esperado con el plano de detección en zd = 60 mm, donde las 9
franjas brillantes están ligeramente deformadas y tenemos pequeñas áreas obscuras
en el borde de la imagen.

Figura 4.14: Resultados experimentales. Patrón Ronchi, P=9: (a) zd = 90 mm. (b)
zd = 120 mm. (c) zd = 150 mm.
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Colocando el plano de detección en la coordenada zd = 90 mm, podemos observar
diferencias de intensidad en cada franja, además de algunas pequeñas deformaciones
en las mismas, en especial las franjas de los extremos son las que menos se parecen
al patrón de diseño, ver Fig. 4.14 (a). Por otro lado en la Fig. 4.14(b) observamos
el patrón Ronchi en el plano de detección con coordenada zd = 120 mm, en este
plano empezamos a tener problemas de contraste con las zonas obscuras además de
las diferencias de intensidad en una misma franja, efecto que podemos ver en casi
todas ellas, particularmente las franjas de los extremos terminan siendo muy tenues
con una mancha muy brillante dentro de ellas. En el último ejemplo de este patrón,
colocamos el plano de detección en zd = 150 mm, que es la Fig. 4.14 (c), donde
podemos observar una estructura muy brillante con forma de cruz que atenua todas
las franjas brillantes, limitando el contraste en nuestra imagen, además las franjas
están ligeramente deformadas y con variaciones de intensidad.

Figura 4.15: Resultados experimentales. Patrón semi angular, P=11: (a) Patrón es-
perado. (b) zd = 30 mm. (c) zd = 60 mm.

En la Fig. 4.15(a) podemos observar el patrón semi angular con 11 circunferencias en
el eje vertical, éste produce 6 anillos contando el punto central. Cuando recuperamos
este patrón con el plano de detección en la coordenada zd = 30 mm obtenemos el
patrón completo con un buen contraste, como se ve en la Fig. 4.15 (b). Mientras que
en la Fig. 4.15 (c) recuperamos el patrón esperado ubicando el plano de detección
en zd = 60 mm, en este plano también recuperamos el patrón completo pero hay
unas manchas que son más tenues, para compensarlas utilizamos el diafragma de la
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cámara CCD, aśı se aumenta la intensidad en las manchas del centro, sin saturar la
cámara. En el caso de que el plano de detección se encuentra en zd = 90 mm ya no es
posible compensar la intensidad de las manchas utilizando el diafragma de la cámara
CCD, por lo que en la mejor posición obtenemos cuatro conjuntos de manchas que
son más tenues, todas ubicadas en el último anillo.

Figura 4.16: Resultados experimentales. Patrón semi angular, P=11: (a) zd = 90
mm. (b) zd = 120 mm. (c) zd = 150 mm.

Además esta imagen, Fig. 4.16 (a), muestra un ligero descentramiento en la pan-
talla nula, pues los anillos no son completamente circulares. Colocando el plano de
detección en zd = 120 mm obtenemos la imagen de la Fig. 4.16 (b), en la que apre-
ciamos los 6 anillos completos con las regiones tenues en el último, además hay una
ligera rotación en la pantalla nula pues las manchas en el eje vertical están inclina-
das. Por otro lado al ubicar el plano de detección en la coordenada zd = 150 mm
se obtiene la Fig. 4.16 (c), en esta imagen podemos notar que las manchas circula-
res tienen unas diferencias de intensidad muy grandes entre si, el anillo más grande
no se observa completo y hay algunas manchas que tienen una diferencia de inten-
sidad muy grande dentro de ellas que da el efecto de que están cortadas por la mitad.

Por otro lado en la Fig. 4.17 (a) se muestra el patrón con 29 circunferencias en el eje
vertical, que al distribuirlas en el arreglo semi angular forma 15 anillos, incluyendo
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Figura 4.17: Resultados experimentales. Patrón semi angular, P = 29: (a) Patrón
esperado. (b) zd = 30 mm. (c) zd = 60 mm.

el ćırculo central. Este patrón se recuperó completo al colocar el plano de detección
en zd = 30 mm, como podemos ver en la Fig. 4.17 (b), debido a las diferencias de
intensidad algunas manchas parecen más pequeñas que otras. Mientras que en la Fig.
4.17 (c) recuperamos el patrón de diseño colocando el plano de detección en zd = 60
mm, en la que ya comenzamos a perder algunas de las manchas del último anillo
debido a la forma de la iluminación en este plano.

Figura 4.18: Resultados experimentales. Patrón semi angular, P = 29: (a) zd = 90
mm. (b) zd = 120 mm. (c) zd = 150 mm.

Cuando colocamos el plano de detección en la coordenada zd = 90 mm, Fig. 4.18
(a), podemos notar que el último anillo ya no aparece completo y algunas manchas
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del centro comienzan a ser más brillantes formando una cruz, además estas manchas
se ven más grandes que las demás, aunque todas son del mismo tamaño. En la Fig.
4.18 (b) apreciamos un patrón que está ligeramente deformado por un pequeño des-
centramiento en la pantalla nula, además son muy evidentes las zonas más brillantes
con manchas más grandes si las comparamos con manchas de las zonas obscuras, que
hemos visto al colocar el plano de detección en zd = 120 mm. Por otro lado en la Fig.
4.18 (c) podemos apreciar que para esta pantalla nula, la intensidad de luz que llega
al plano ubicado en zd = 150 mm, nos impide observar de manera correcta el patrón
esperado, pues tenemos cuatro regiones externas en las que ya no distinguimos las
manchas, mientras que las manchas brillantes son demasiado evidentes y tenemos
pérdidas de contraste cerca de ellas.

Figura 4.19: Desalineaciones de la pantalla nula: (a) Inclinación respecto al eje X.
(b) Rotación de la pantalla nula .

Lo más importante de estos resultados cualitativos es notar como la distribución de
intensidad de la luz refractada por la placa tipo Zernike que llega al plano de de-
tección es tan particular que puede afectar los resultados de la prueba de pantallas
nulas, impidiéndonos observar claramente los patrones experimentales, en particular
cuando el plano de detección está más alejado de la placa. De acuerdo con los re-
sultados del Cap.2 mientras la distancia entre el plano de detección y la superficie
bajo prueba crece, es decir, si la coordenada zd tiene un valor creciente, observare-
mos los resultados experimentales cada vez más dentro de las superficies cáusticas.
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Sin embargo, se puede encontrar el plano donde la distribución de intensidad sea lo
suficiente uniforme y no afecte demasiado las imágenes experimentales, como pueden
ser las imágenes que observamos en los planos colocados antes de 90 mm.

Figura 4.20: Desalineaciones en los patrones tipo Ronchi: (a) z′d ≈ 149 mm. (b)
ϕx ≈ 23◦ (c) θx ≈ 10◦.

También mostramos las desalineaciones más comunes que podemos encontrar duran-
te la prueba de pantallas nulas y estan esquematizadas en la Fig. 4.19. Para este
ejemplo utilizamos los patrones que se recuperaron completos, es decir, las franjas
verticales y los anillos de manchas circulares. En la Fig. 4.20 y en la Fig. 4.21, uti-
lizamos las pantallas nulas tipo Ronchi que forman su patrón esperado cuando el
plano de detección está ubicado en la coordenada zd = 90 mm. Sin embargo, en la
Fig. 4.20 (a) observamos el patrón esperado en la coordenada z′d ≈ 149 mm, por lo
que no recuperamos las cinco franjas brillantes ordenadas, mientras que en la Fig.
4.21 (a) el plano de detección está colocado en z′d ≈ 58 mm, en este caso la figura
que vemos se parece mucho a la pantalla nula.

Por otro lado en las Figs. 4.20 (b) y 4.21 (b) hemos introducido una inclinación en el
eje horizontal de la pantalla nula, de este modo el lado izquierdo de la pantalla nula
está más cercano a la superficie bajo prueba que el lado derecho, de acuerdo con el
esquema de la Fig. 4.19 (a), en la Fig. 4.20 (b) el ángulo de inclinación es ϕx ≈ 23◦,
mientras que en la Fig. 4.21 (b) el ángulo es ϕx ≈ 40◦. Además en las Figs. 4.20 (c)
y 4.21 (c) introducimos una rotación de la pantalla nula dentro de su mismo plano,
utilizando el ángulo θx como se observa en el esquema de la Fig. 4.19 (b), de este
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Figura 4.21: Desalineaciones en los patrones tipo Ronchi: (a) z′d ≈ 58 mm. (b) ϕx ≈
40◦ (c) θx ≈ 43◦.

modo en la Fig. 4.20 (c) observamos una pantalla nula que está rotada un ángulo
θx ≈ 10◦, mientras que en la Fig. 4.21 (c) el ángulo es θx ≈ 43◦, podemos ver que las
franjas se deforman debido a las asimetŕıas de la superficie bajo prueba.

Figura 4.22: Desalineaciones en los patrones semi angulares: (a)z′d ≈ 134 mm. (b)
ϕx ≈ 20◦ (c) θx ≈ 17◦.

En la Fig. 4.22 y en la Fig. 4.23 observamos las mismas desalineaciones pero utili-
zando las pantallas semi angulares que forman los patrones ordenados con el plano
de detección colocado en zd = 90 mm. En la Fig. 4.22 (a) observamos el patrón
de seis anillos con el plano de detección en z′d ≈ 134 mm, por lo que podemos ver
las manchas deformadas y acumulándose en algunas zonas de la imagen, mientras
que en la Fig. 4.23 (a) el plano de detección está ubicado en z′d ≈ 48 mm, donde
apreciamos una figura similar a la pantalla nula. En el caso de las pantallas nulas
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con una inclinación a lo largo del eje horizontal, que sigue el esquema de la Fig. 4.19
(a), tenemos que en la Fig. 4.22 (b) el ángulo es ϕx ≈ 20◦ mientras que en la Fig.
4.23 (b) el ángulo es ϕx ≈ 40◦, en estas figuras podemos apreciar que debido a esta
inclinación de la pantalla nula las manchas que idealmente son circulares adquieren
forma de elipses. Por otro lado en la Fig. 4.22 (c) hemos utilizado una pantalla nula
rotada dentro de su propio plano, de acuerdo con la Fig. 4.19 (b), un ángulo θx ≈ 17◦,
mientras que para la Fig. 4.23 (c) introducimos un ángulo de θx ≈ 22◦, además esta
imagen incluye un evidente descentramiento.

Figura 4.23: Desalineaciones en los patrones semi angulares: (a)z′d ≈ 48 mm. (b)
ϕx ≈ 40◦ (c) θx ≈ 22◦.

4.4. Evaluación cuantitativa

Existen al menos dos formas en las que podemos obtener resultados cuantitativos
mediante la prueba de pantallas nulas. Una de estas es considerar que las diferencias
entre el patrón esperado y la imagen experimental se deben a diferencias en el ı́ndice
de refracción del elemento óptico bajo prueba y obtener este valor a partir de las
imágenes de la sección anterior, ver Apéndice C. La otra manera es aquella en la que
más se ha explorado la capacidad de esta prueba, que es comprobar la calidad de la
superficie bajo prueba [38–42]. En esta sección realizamos una reconstrucción expe-
rimental para comprobar si la superficie que evaluamos se parece o no al polinomio
de Zernike indicado en la Ec.(2.2).

Con el objetivo de explorar algunas variantes en las condiciones de la prueba, utili-
zamos tres imágenes experimentales: la Fig. 4.15 (b) y la Fig. 4.15 (c), que forman
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el mismo patrón ordenado pero en distintos planos de observación, y la Fig. 4.17
(b) que, a diferencia de las anteriores, contiene más puntos en el patrón esperado
pero fue obtenida en el plano más cercano a la superficie. Es más sencillo trabajar
con puntos geométricos que con las imágenes y unidades en ṕıxeles, por lo que ne-
cesitamos obtener los centroides experimentales asociados a cada mancha de luz que
aparece en estas imágenes. El primer paso para obtener los centroides es transformar
cada imagen a escala de gris.

Figura 4.24: Fotograf́ıas en escala de gris: (a) Patrón de 6 anillos observado en zd = 30
mm. (b) Patrón de 6 anillos observado en zd = 60 mm. (c) Patrón de 15 anillos
observado en zd = 30 mm.

En la Fig. 4.24 (a) observamos el patrón ordenado de 6 anillos y podemos notar
que todas las manchas tienen casi la misma intensidad. Mientras que en la Fig. 4.24
(b) también tenemos el patrón de 6 anillos, pero al estar en un plano de detección
diferente, las manchas tienen una iluminación menos uniforme, pues en el centro
son prácticamente blancas mientras que en el último anillo encontramos manchas
más tenues. Por otro lado en la Fig. 4.24 (c) observamos que al tener tantas man-
chas dentro del patrón ordenado, algunas de ellas aparentemente son más pequeñas
que las demás debido a la intensidad que tienen, aunque podemos identificarlas todas.

Después de obtener las imágenes en escala de gris se elimina el ruido de fondo,
aplicando un filtro de umbralización para obtener sólo las manchas de luz que for-
man parte del patrón esperado, Fig. 4.25. Se calcula el centroide experimental de
cada mancha utilizando la siguiente expresión, que es similar al cálculo del centro de
masa [43]:
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xc =

∑L,M
i,j xiIi,j∑L,M
i,j Ii,j

, yc =

∑L,M
i,j yiIi,j∑L,M
i,j Ii,j

, (4.1)

donde los sub́ındices i, j indican la posición del ṕıxel mientras que el término Ii,j se
refiere a la intensidad de luz registrada por el ṕıxel, además los ĺımites superiores de
la suma, L,M indican el tamaño de cada mancha a la que se calcula su centroide
experimental. En la Fig. 4.25 podemos observar los centroides experimentales de los
tres patrones que estamos analizando.

Figura 4.25: Imágenes sin ruido de fondo: (a) Patrón de 6 anillos observado en
zd = 30 mm. (b) Patrón de 6 anillos observado en zd = 60 mm. (c) Patrón de 15
anillos observado en zd = 30 mm.

Los centroides experimentales se encuentran contenidos en el plano del sensor de la
cámara CCD, ver Fig. 4.1, por lo que sus coordenadas están expresadas en ṕıxeles.
Para colocarlos en el plano de detección y que sus coordenadas tengan unidades de
distancia, se debe realizar una transformación que involucra al tamaño de ṕıxel en el
sensor CCD, en nuestro caso es 3.45 µm, la amplificación transversal, que calculamos
como ld/7.07, es decir, el tamaño del patrón esperado entre el lado menor del sensor
CCD. Además como utilizamos una lente en nuestra cámara CCD debemos consi-
derar la corrección de distorsión para esta lente, que se muestra en el Apéndice B.
Después de realizar esta transformación y la corrección de distorsión, los centroides
experimentales quedan contenidos en el plano de detección y podemos compararlos
con su posición ideal.
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Figura 4.26: Centroides experimentales y su posición ideal: (a) Patrón de 6 anillos
observado en zd = 30 mm. (b) Patrón de 6 anillos observado en zd = 60 mm. (c)
Patrón de 15 anillos observado en zd = 30 mm.

En la Fig. 4.26 (a) observamos que en el plano zd = 30 mm, hemos recuperado los
95 centroides experimentales que corresponden con las 95 posiciones ideales, además
hay desviaciones muy pequeñas entre ambos conjuntos de puntos. La espiral nos
indica el orden en que acomodamos los puntos, iniciando en el centro del patrón y
terminando en la parte superior a la izquierda del eje Y. Por otro lado en la Fig.
4.26 (b) también recuperamos todos los centroides experimentales, es decir, los 95
puntos. Sin embargo, las desviaciones que estos muestran de su posición ideal, en
particular en el último anillo, indican un ligero descentramiento durante la prueba.
Además en la Fig. 4.26 (c) observamos los centroides del patrón de 15 anillos, estos
son 661 puntos, cada uno asociado a su posición ideal. Debemos notar que además
de un posible descentramiento identificamos una pequeña rotación en los centroides
experimentales, ya que los puntos que debeŕıan mantenerse sobre el eje Y se desvian
mientras nos alejamos del centro.

Cada centroide ideal sobre el plano de detección tiene asociado al menos un punto
sobre la superficie bajo prueba, como podemos ver en la Fig. 4.27. Para conocer esta
relación se utiliza la Ec.(3.1), donde debemos utilizar el valor de zd correspondiente
al plano en que capturamos la imagen experimental, además de sustituir los valores
de diseño de la superficie tipo Zernike, recordando que la cara plana de nuestra placa
no afecta este cálculo. Una vez conocidos los puntos sobre la superficie, que también
son ideales, procedemos a calcular los rayos refractados experimentales. Para esto
obtenemos el vector que une cada punto en la superficie con su respectivo centroide
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experimental, ~Ve. En la Fig. 4.27 utilizamos ĺıneas amarillas para indicar estos rayos.
Sustituimos los vectores ~Ve en la Ec.(2.4) y despejamos el vector normal, de este mo-
do obtenemos el conjunto de los vectores normales experimentales, estos vectores son
ortogonales a una superficie que no conocemos y corresponde con la reconstrucción
de nuestra superficie bajo prueba. Para obtener esta reconstrucción debemos resolver
una integración numérica y ajustar una superficie a los datos.

Figura 4.27: Vectores normales experimentales

Para realizar la integral numérica que nos permite obtener la forma de la superficie
experimental necesitamos calcular caminos que inician en un mismo punto y lo unen
a los demás puntos sobre la superficie que tienen un vector normal experimental aso-
ciado. Diseñamos estos caminos utilizando una aplicación de la teoŕıa de gráficas que
se conoce como “El problema del camino más corto” [44,45]. Buscamos la trayectoria
más pequeña para ir de un punto a otro, pasando por algunos puntos intermedios.
Para aplicar los algoritmos que ya existen dentro del software “Mathematica” y di-
señar nuestros caminos debemos construir un “Grafo”, que es una representación
en la que los ćırculos o vértices indican los puntos sobre la superficie, mientras que
las ĺıneas o aristas que los unen nos indican como están conectados los puntos para
construir un camino. Cabe resaltar que utilizamos aristas pesadas por la distancia
geométrica (distancia Euclidiana) entre los puntos que conecta.

En la Fig. 4.28 se muestran los tres esquemas que hemos construido para cada con-
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Figura 4.28: Grafos asociados a los puntos sobre la superficie: (a) Patrón de 6 anillos
observado en zd = 30 mm. (b) Patrón de 6 anillos observado en zd = 60 mm. (c)
Patrón de 15 anillos observado en zd = 30 mm.

junto de datos experimentales. Es importante resaltar que en estos tres casos los
conjuntos de puntos sobre la superficie tienen la misma cardinalidad que los cen-
troides experimentales, es decir, al resolver la Ec.(3.1) obtuvimos una relación uno a
uno. De este modo es posible notar que los grafos construidos para ambos conjuntos
de 95 puntos, Figs. 4.28 (a) y 4.28 (b), son similares salvo un cambio de orientación,
mientras que en la Fig. 4.28 (c) tenemos el grafo construido con 661 puntos, además
observamos áreas donde los puntos son más cercanos y pueden conectarse entre si,
mientras que en zonas con pocos puntos hay menos conexiones, pues tenemos puntos
que sólo se unen con uno o dos más. Aplicando la instrucción de busqueda del camino
más corto, apoyada del algoritmo de Dijkstra [46, 47], calculamos los caminos que
unen a cada uno de los puntos con el punto central y que utilizamos como trayecto-
rias de integración.

Utilizando los puntos sobre la superficie asociados a cada centroide experimental y
sus vectores normales experimentales, se realiza una integración numérica utilizando
el método del trapecio para datos que no son equidistantes [48].

zm = zo −

[
m−1∑
i=1

(
nxi
nzi

+
nxi+1

nzi+1

)
xi+1 − xi

2
+

(
nyi
nzi

+
nyi+1

nzi+1

)
yi+1 − yi

2

]
, (4.2)

donde el ı́ndice i indica un elemento en la trayectoria de integración, {x, y} co-
rresponden con las coordenadas de este elemento, mientras que {nx, ny, nz} son las
componentes del vector normal experimental asociado a cada punto de la trayectoria.
Además, el valor inicial de la integral lo igualamos con el espesor en el centro de la
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placa tipo Zernike, zo = t =1.56 mm. En la Fig. 4.29, se muestran los puntos sobre
la superficie y las trayectorias de integración para cada uno de nuestros ejemplos.

Figura 4.29: Trayectorias de integración: (a) Patrón de 6 anillos observado en zd = 30
mm. (b) Patrón de 6 anillos observado en zd = 60 mm. (c) Patrón de 15 anillos
observado en zd = 30 mm.

Podemos observar que las trayectorias de la Fig. 4.29 (a) no son las mismas que en la
Fig. 4.29 (b), pues aunque ambas figuras tienen 95 puntos, estos están distribuidos
de diferente manera sobre la superficie experimental y ese ligero cambio altera las
trayectorias. Por otro lado en la Fig. 4.29 (c) observamos las trayectorias diseñadas
para el conjunto de 661 puntos. Notamos que muchos cambios de dirección son en
90 grados, salvo en las zonas donde tenemos acumulación de puntos y hay cambios
de dirección con otras orientaciones. Una vez resuelta nuestra integral numérica, se
obtiene una nube de puntos en tres dimensiones a la que se le ajusta la siguiente
ecuación de dos variables utilizando un método no lineal de mı́nimos cuadrados [49]:

f(x, y) =

T + B(x− xo) + E(y − yo) + G
[
(x− xo)2 + (y − yo)2

]
+

+ J
[
(x− xo)2 + (y − yo)2

]2
+
H
R2
∗

4∑
i=1

Fi [(x− xo)2 + (y − yo)2]i−1

R2i

(4.3)

donde H = (x− xo)(y − yo) [(x− xo)2 − (y − yo)2)], {xo, yo} son las coordenadas de
un posible descentramiento, T indica un desplazamiento en altura de la superficie,
B representa una valor de inclinación en dirección del eje X, E indica inclinación en
el eje Y, Además agregamos dos coeficientes de deformación radial, G nos indica si
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la superficie está deformada como si fuera una parábola y J indica una deformación
de cuarto orden. Los coeficientes Fi están asociados al polinomio de Zernike. En las
siguientes tablas indicamos como “Ajuste 1” a la prueba de 95 puntos colocada en
zd = 30 mm, “Ajuste 2” se refiere la prueba de los 95 puntos con el plano de de-
tección en zd = 60 mm y el “Ajuste 3” corresponde a la prueba con 661 puntos en
zd = 30 mm. Para el Ajuste 1 obtuvimos un coeficiente de correlación R2 = 0.9995,
mientras que para el Ajuste 2 es de R2 = 0.9998 y para el Ajuste 3 de R2 = 0.9994,
por lo que podemos decir que todos los ajustes son suficientemente buenos. Sin em-
bargo, debemos analizar tanto los coeficientes recuperados como las diferencias entre
la superficie ideal y las superficies reconstruidas. En la Tabla 4.1 se muestran las
desalineaciones y deformaciones que se recuperaron en cada ajuste y corresponden
con los coeficientes de la Ec. (4.3).

Tabla 4.1: Coeficientes de desalineación y deformación

Ajuste1 Ajuste 2 Ajuste3

xo [mm] 0.9092 0.2154 0.1701

yo [mm] 0.2141 0.0928 0.0250

T [mm] 1.5573 1.5596 1.5627

B -1.0469∗10−3 3.1992∗10−4 -6.2882∗10−4

E 2.7512∗10−3 1.1929∗10−3 2.8462∗10−3

G [mm−1] -9.0857∗10−5 -1.1348∗10−4 1.1116∗10−5

J [mm−3] -1.0155∗10−7 4.9918∗10−8 8.4839∗10−8

Podemos notar que el Ajuste 3 tiene un descentramiento más pequeño que los ante-
riores, lo que nos permite decir que incrementando el número de puntos en el patrón
esperado se mejora la alineación de la prueba. Además los coeficientes T son muy
cercanos al valor del espesor ideal, indicando que tanto la placa tipo Zernike como
el plano de detección están colocados muy cerca de sus posiciones ideales. También
los coeficientes de inclinación, que se mantienen en los ordenes de 10−3 y 10−4 son
lo suficientemente pequeños para considerar que el sistema placa tipo Zernike plano
de detección, no están inclinados entre si. Cuando los coeficientes G son negativos,
como en los Ajustes 1 y 2, indican que el centro de la superficie bajo prueba estaŕıa
desplazado hacia adelante, con respecto de los bordes, pero si G es positivo son los
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bordes los que se encuentran delante del centro de la superficie. Los coeficientes que
obtuvimos indican un desplazamiento de los bordes de la superficie entre -76 nm y
8 µm con respecto al plano del espesor de la placa. Por otro lado, los coeficientes J
indican una deformación similar, pero que es más evidente en los bordes. Los valores
obtenidos indican que los bordes se han desplazado entre -57 µm y 47 µm. Sin em-
bargo, como estos últimos coeficientes no son totalmente independientes, es posible
que la deformación real sea mayor o menor.

Por otro lado en la Tabla 4.2 aparecen los coeficientes que corresponden a la su-
perficie tipo Zernike, tanto los ideales como los obtenidos en cada uno de nuestros
ajustes, además incluimos los errores asociados a las diferencias entre la superficie
ideal y las reconstrucciones obtenidas en cada ajuste.

Tabla 4.2: Coeficientes experimentales para la superficie tipo Zernike

Diseño Ajuste 1 Ajuste 2 Ajuste 3

A [mm] 0.2 0.1068 0.0827 0.1070

C1 -140 -131.47 -134.46 -138.47

C2 672 644.37 663.37 671.26

C3 -1008 -1022.05 -1023.46 -1012.70

C4 480 522.25 497.78 483.521

Error RMS[mm] – 0.041 0.026 0.019

Error % – 10.25 6.5 4.75

Observamos que el método de ajuste no es el mejor para recuperar el coeficiente
A, pues tenemos desviaciones entre 46 % y 59 %, siendo el Ajuste 2 el que tiene ma-
yor error. Sin embargo, al momento de recuperar los otros coeficientes que describen
a la superficie tenemos buenos resultados, pues para el Ajuste 1 las desviaciones están
entre 1 % y 9 %, mientras que para el Ajuste 2 se encuentran entre 1 % y 4 %. De este
modo las ligeras desviaciones en los puntos sobre la superficie que se producen al ale-
jar el plano de detección ayudan a mejorar los resultados, posiblemente porque estos
puntos se encuentran más cercanos a las áreas donde la superficie tiene pendientes
más pronunciadas. Por otro lado, en el Ajuste 3 obtuvimos desviaciones porcentuales
entre 0.4 % y 1.1 %. Entonces, el incremento de casi siete veces el número de datos
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sobre la superficie, comparado con los otros ajustes, nos permite obtener de manera
adecuada los coeficientes de la superficie bajo prueba. En la Fig. 4.30 podemos obser-
var las tres superficies experimentales que hemos recuperado, junto con los datos que
se obtuvieron de la integral numérica una vez que eliminamos las desalineaciones.

Figura 4.30: Superficie experimental: (a) Patrón de 6 anillos observado en zd = 30
mm. (b) Patrón de 6 anillos observado en zd = 60 mm. (c) Patrón de 15 anillos
observado en zd = 30 mm.

Lo primero que hacemos para comparar la superficie de diseño con las reconstruccio-
nes experimentales es graficar la coordenada Z para cada uno de los puntos que se
utilizaron durante la integración. En la Fig. 4.31 podemos observar estas gráficas con
los puntos ideales en azul y los experimentales en rojo. Para el Ajuste 1 obtenemos
la Fig. 4.31 (a) en la que podemos ver que ambos conjuntos de puntos se encuen-
tran alrededor de 1.56 con una mayoŕıa de los puntos por debajo de este valor. Sin
embargo, algunos puntos experimentales se encuentran muy alejados de su punto
ideal correspondiente. Restando cada par de puntos y promediando estas diferencias
obtenemos que ∆z = 0.0058 mm. Para el Ajuste 2 se obtuvo la Fig. 4.31 (b) en la
que podemos notar mayor simetŕıa de los puntos alrededor de 1.56. Calculando el
promedio de las diferencias entre estos puntos obtenemos ∆z = 0.0090 mm. En el
caso del Ajuste 3, podemos observar que en la Fig. 4.31 (c) los primeros puntos se
mantienen cercanos entre si, pero al momento de acercarnos a los que se encuentran
en la periferia de la superficie estos pares de puntos se separan, brindándonos un
valor de ∆z = 0.0060 mm. Estas diferencias promedio pueden compensarse entre
si, pero sirven para darnos una idea de que tan cercanas pueden ser nuestras dos
superficies.
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Figura 4.31: Diferencias punto a punto en la coordenada Z: (a) Ajuste 1. (b) Ajuste
2. (c) Ajuste 3.

Otra comparación entre la superficie ideal y las recontrucciones, está hecha grafi-
cando los perfiles de cada superficie a lo largo del eje Y′. Esta idea es similar a las
gráficas del Cap. 2, en este caso utilizamos dos orientaciones. En la Fig. 4.32 (a),
este eje tiene un ángulo θ = 22.5◦. Podemos observar que los ajustes tienen la misma
forma general que la superficie ideal, pero no la misma amplitud. Iniciando desde el
eje Z hacia la izquierda notamos que en el primer valle el Ajuste 2 es el menos pro-
fundo de todos mientras que el Ajuste 1 y el Ajuste 3 son similares entre śı. Cuando
pasamos a la primer cresta notamos que ahora el Ajuste 1 es el más alejado de la
superficie ideal, debido a que no cruza el eje Y′ en un punto cercano a los otros,
mientras que el Ajuste 3 es el que se acerca más y el Ajuste 2 queda en medio de
ambos. Pasando al segundo valle encontramos que el Ajuste 1 comienza a subir en
dirección del eje Z mucho antes que todos y vuelve a ser el más alejado de la super-
ficie ideal, mientras que el Ajuste 2 y el Ajuste 3 intercambian posiciones, ya que el
más cercano al valle ideal es el Ajuste 2 pero cuando la curva sube el Ajuste 3 vuelve
a quedar más cercano a la curva ideal.

En la Fig. 4.32 (b) utilizamos un ángulo θ = 46◦, este perfil es cercano a la orienta-
ción en que la superficie ideal es un plano, por lo que los valles y crestas ideales son
pequeños en comparación con los de la Fig. 4.32 (a), además el orden es diferente.
En este caso iniciamos con una cresta en la que el Ajuste 1 y el Ajuste 3 se parecen
entre si y se acercan más a la curva ideal que el Ajuste 2. Cuando pasamos al valle
tenemos que el Ajuste 1 es el menos profundo mientras que el Ajuste 3 es el que más
se acerca a la curva ideal y el Ajuste 2 queda entre el Ajuste 1 y el Ajuste 3. Pasando
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Figura 4.32: Diferencias entre la curva ideal y los ajustes a lo largo del eje Y′ con
diferentes orientaciones: (a) θ = 22.5◦. (b) θ = 46◦.

a la segunda cresta, el Ajuste 1 sube antes que todos y después es el primero en
bajar, lo que lo aleja de la curva ideal al final del eje Y′, mientras que el Ajuste 2 es
más cercano a la curva ideal que el Ajuste 3 dentro de la cresta y cuando comienzan
a bajar intercambian posiciones, siendo el Ajuste 3 el que más se aproxima a la curva
ideal en el final de esta.

En la Fig. 4.33 mostramos las gráficas de contorno de las superficies obtenidas al
restar la superficie ideal de cada uno de los ajustes. En general, estas gráficas tienen
una forma similar al polinomio de Zernike, con valles y crestas alternados, debido a
que los ajustes tienen valles no tan profundos y crestas menos altas que la superfi-
cie ideal. Lo importante a resaltar es que mientras la superficie de diseño tiene una
distancia pico-valle de 0.4mm aproximadamente, en las gráficas de diferencias, esta
distancia es menor.

En la Fig. 4.33 (a) podemos ver las diferencias entre la superficie ideal y el Ajuste
1. En esta gráfica identificamos el disco central con cuatro crestas y cuatro valles
alternados, además de dos estructuras de anillos también con sus respectivos valles
y crestas. Esta superficie tiene una distancia P-V = 0.286 mm, que es menor al valor
de la superficie ideal, mientras que el error RMS asociado a estas diferencias es de
0.041 mm. Al restar la superficie ideal del Ajuste 2 se obtuvo la Fig. 4.33 (b) en
la que volvemos a distinguir el disco central con cuatro valles y cuatro crestas. En
particular este disco es un poco más grande que el de la gráfica anterior. Además,
ahora aparecen tres anillos, donde el anillo de en medio es más angosto con valles y
crestas muy suaves mientras que el último tiene valles y crestas tan pronunciados que
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Figura 4.33: Diferencias entre la superficie ideal y los Ajustes. (a) Ajuste 1 (b) Ajuste
2. (c) Ajuste 3.

las ĺıneas de contorno se juntan mucho entre śı. Esta superficie tiene una distancia
P-V = 0.26 mm y un RMS = 0.026 mm. Por otro lado en la Fig. 4.33 (c) mostramos
las diferencias entre la superficie ideal y el Ajuste 3, donde tenemos la estructura del
disco central más los tres anillos, en particular podemos ver que los valles y crestas
son menos pronunciados en comparación con los casos anteriores. La distancia P-V
de esta superficie es de 0.194 mm mientras que el error RMS es de 0.019 mm.



Caṕıtulo 5

Conclusiones y Trabajo a futuro

5.1. Conclusiones

Considerando un frente de onda plano incidente se aplicó la ley de Snell vectorial
para deducir las ecuaciones que permiten trazar los rayos refractados por una placa
plano-curva. Estas ecuaciones están en función de la forma de la segunda superficie y
de los ı́ndices de refracción, tanto de la placa como del medio en el que está inmersa.
En particular utilizamos estos resultados para graficar los rayos refractados por una
placa plano-curva cuya segunda superficie está modelada por el polinomio de Zernike
Z−410 (x, y)

Utilizando el hecho de que la ecuación del trazo de rayos funciona como una transfor-
mación entre dos subconjuntos del espacio R3, utilizamos la Teoŕıa de Singularidades
para deducir la ecuación de la superficie cáustica a partir de los puntos cŕıticos de la
transformación. En el caso de la placa tipo Zernike obtuvimos que tanto la cáustica
tangencial como la cáustica sagital tienen una parte real y una virtual y además son
muy grandes en comparación con la superficie refractora.

Imponiendo la condición de longitudes de camino óptico iguales, que es equivalente
al Principio de Huygens, se dedujo la ecuación del frente de onda refractado y propa-
gado a distancias arbitrarias por una placa plano-curva. Este frente de onda depende
de la distancia de propagación y de la forma de la segunda superficie. En particular,
cuando el frente de onda refractado se propaga la distancia Lφ = nl(zM − zm)/na,
obtenemos el frente de onda de fase cero, que es el primero en salir completamente
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de la superficie refractora.

Se diseñó una prueba de pantallas nulas para evaluar por refracción una placa plano-
curva tipo Zernike. Como esta superficie no enfoca todos los rayos en un área pequeña
se reemplazó el sensor CCD que se utiliza en el arreglo tradicional con una pantalla
opaca que define un plano de detección y una cámara CCD equipada con una lente
de f = 16 mm corregida por distorsión.

A partir de un trazo inverso de rayos se calcularon pantallas nulas tipo Ronchi y
Hartmann que producen los patrones esperados en distintas posiciones del plano de
detección y con tamaños diferentes del patrón esperado. Se obtuvo que la posición
más adecuada para evaluar la placa tipo Zernike es antes de los 100 mm, debido a
que para planos de detección colocados a más de 130 mm de la placa tipo Zernike, la
distribución de intensidad que se observa es muy particular y complica el análisis de
la prueba de pantallas nulas. Por otro lado, el tamaño más adecuado para el patrón
esperado es ld = 50 mm, ligeramente más pequeño que la placa que evaluamos cuyo
diámetro es 54.8 mm.

Utilizando las imágenes en que se recuperó el patrón esperado completo, se obtu-
vieron los resultados cuantitativos resolviendo una integral numérica con el método
del trapecio y reconstruyendo una superficie experimental constituida del polinomio
de Zernike más términos de desalineación y deformación. Se comprobó que utilizando
más puntos en el patrón esperado la prueba estará mejor alineada, ya que con un
patrón de 661 puntos obtuvimos un descentramiento de 0.17 y 0.025 miĺımetros en
las direcciones X y Y respectivamente, mientras que con un patrón de solo 95 puntos
el descentramiento fue de 0.909 y 0.214 miĺımetros respectivamente, cuando ambas
imágenes se tomaron en las mismas condiciones experimentales.

Por otro lado para patrones iguales recuperados en distintos planos de observación,
obtuvimos mejores resultados cuando la distancia entre la superficie bajo prueba y
el plano de observación es mayor. En este caso el error asociado a los coeficientes del
polinomio experimental es del orden de 10 % con la imagen experimental obtenida
en el plano zd = 30 mm, mientras que con la imagen obtenida en zd = 60 mm, este
error es del orden de 5 %.

El método de ajuste que utilizamos fue eficiente para recuperar los coeficientes del
polinomio de Zernike. Sin embargo, como queremos recuperar al mismo tiempo el
factor de escala A, que aparece en la Ec. (2.2), tenemos errores asociados del orden



5.2. TRABAJO A FUTURO 88

de 55 %, por lo que este método no es el mejor para obtener este coeficiente. Debido a
este error nuestras superficies ajustadas tienen la misma forma general que la super-
ficie ideal, pero diferentes amplitudes. Calculando los errores RMS en las diferencias
entre cada ajuste y la superficie ideal obtenemos valores del orden de decenas de
micrómetros, donde el más pequeño es 19 µm para la prueba con 661 puntos.

5.2. Trabajo a futuro

Como ejercicios que pueden refinar y/o ampliar los resultados de este trabajo se
propone realizar un análisis de como cambian las superficies cáusticas y los frentes
de onda en función del ı́ndice de refracción, lo que implica utilizar una longitud de
onda incidente distinta a la que se utilizó en este trabajo (633 nm)

En la parte experimental se propone implementar platinas de desplazamiento au-
tomatizadas para obtener un mejor control sobre la posición del plano de detección
a lo largo del eje óptico y reducir esta fuente de error. Además, si la pantalla nula o
la superficie bajo prueba se montan en una base con un grado de libertad angular,
será más sencillo encontrar la orientación correcta entre ambas antes de tomar las
fotograf́ıas experimentales y obtener los valores de tolerancia para esta desalineación.

Con respecto a la obtención de las imágenes, se debe estudiar más a fondo la re-
lación entre el área de detección y la resolución de la cámara CCD, para encontrar
un número maximo de elementos en el patrón de diseño que puedan ser resueltos por
el sensor CCD, aśı como un tamaño adecuado, ld, para el patrón de diseño que esté
en función del tamaño o resolución del sensor CCD.

Por otro lado, se puede estudiar si cambiando las trayectorias de integración y/o
utilizando un método de integración numérica diferente al método del trapecio ob-
tendremos mejores resultados. También se puede refinar el ajuste realizado a los
datos después de la integración para obtener por separado el factor de escala A y
los coeficientes de la superficie. De este modo, se pueden obtener resultados más
cercanos al valor ideal de este parámetro y al mismo tiempo disminuiŕıan los errores
RMS en las diferencias entre la superficie ideal y el ajuste.

Como la placa tipo Zernike esta construida con un poĺımero, podemos realizar un
estudio del comportamiento de este material al interactuar con luz polarizada, lo que
nos permitirá conocer otras propiedades del material y aśı realizar algunos ajustes a
la prueba de la superficie si es necesario.



Apéndice A

Desarrollo de la Ec.(2.12)

La Ec.(2.12) indica que debemos calcular el determinante de la matriz Jacobiana o
de derivadas parciales de la transformación indicada por la Ec.(2.11). Resolviendo
este determinante por menores obtenemos la siguiente expresión:

∂xRr1 [∂yRr2∂LRr3 − ∂yRr3∂LRr2]− ∂xRr2 [−∂yRr3∂LRr1 + ∂yRr1∂LRr3] +

+∂xRr3 [∂yRr1∂LRr2 − ∂yRr2∂LRr1] = 0.

(A.1)

Debemos recordar que en su forma más sencilla, el vector del rayo refractado se
expresa como: ~Rr = ~ri + Ld̂r, de este modo las componentes de este vector son
{~ri1+Ld̂r1, ~ri2+Ld̂r2, ~ri3+Ld̂r3}, por lo que las derivadas que aparecen en la Ec.(A.1)
en su forma expĺıcita son:
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= dr3,

(A.2)

de este modo, al sustituir todas las expresiones de la Ec.(A.2) en la Ec.(A.1) se ob-
tiene una combinación de términos que se pueden agrupar en función de la variable
L, para obtener el siguiente polinomio:
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(A.3)

que es la misma expresión de la Ec.(2.13), ya que los términos entre corchetes y el
término independiente se pueden reducir a la Ec.(2.14) utilizando las definiciones de
los productos escalar y vectorial. Mientras que las derivadas del vector ~ri tienen la
forma:

∂~ri
∂x

=

{
1, 0,

∂f(x, y)

∂x

}
,

∂~ri
∂y

=

{
0, 1,

∂f(x, y)

∂y

}
, (A.4)

de modo que sutituyendo las componentes que valen cero y uno en la Ec.(A.3),
reducimos los coeficientes a las expresiones que aparecen en la Ec.(2.15).



Apéndice B

Corrección de Distorsión

B.1. Antecedentes

Al estudiar los fenómenos ópticos con un trazo exacto de rayos podemos observar al-
gunas incongruencias con respecto a la descripción paraxial. Estas diferencias reciben
el nombre de aberraciones y pueden clasificarse en dos tipos principales: Las aberra-
ciones cromáticas, que tienen su origen en el hecho de que el ı́ndice de refracción, n,
es una función de la frecuencia o longitud de onda. Mientras que las aberraciones de
forma se presentan aún cuando la luz es altamente monocromática.

La óptica paraxial está completamente basada en que la aproximación senϕ ≈ ϕ
se cumple. Sin embargo, esta afirmación ya no se cumple cuando se consideran los
rayos más cercanos a la periferia de los elementos ópticos. Tomando en cuenta los
dos primeros términos de la serie de la función seno:

senϕ = ϕ− ϕ3

3!
+
ϕ5

5!
− ϕ7

7!
+
ϕ9

9!
− ϕ11

11!
+ ... (B.1)

nuestros cálculos estaŕıan en el régimen de la “Teoŕıa de Tercer Orden” y las diferen-
cias que se aprecian con respecto a la teoŕıa paraxial quedan incluidas dentro de las
cinco aberraciones primarias, de las cuales la aberración esférica, coma y astigmatis-
mo deterioran la imagen haciéndola confusa, mientras que la curvatura de campo y
la distorsión deforman la imagen.
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B.2. Tipos de Distorsión

Figura B.1: (a) Malla cuadrada ordenada. (b) Distorsión positiva. (c) Distorsión
negativa.

La distorsión se produce cuando las diversas áreas de una lente poseen distancias
focales y amplificaciones diferentes entre si, por lo que sin la presencia de otras abe-
rraciones, la distorsión se manifiesta como una deformación de la imagen completa, a
pesar de que cada punto se encuentra bien enfocado. El origen de esta aberración ra-
dica en el hecho de que a tercer orden la amplificación transversal, Mt, cambia de ser
una constante a una función de la distancia de un punto en la imagen al eje óptico, ri.

En la Fig. B.1 (a) podemos apreciar una distribución de ĺıneas horizontales y ver-
ticales que forman una malla cuadrada ideal cuyo centro queda indicado por la in-
tersección de las ĺıneas negras. Si observamos esta imagen a través de un sistema
óptico con distorsión positiva o de corset, la imagen se deforma y obtendŕıamos algo
similar a la Fig. B.1 (b). En este caso cada punto de la imagen se aleja del centro de
forma radial, de modo que Mt(ri) es una función creciente, por lo que los puntos más
alejados del centro de la imagen se desplazan una distancia mayor a la que lo hacen
los puntos cercanos. Por otro lado, si el sistema óptico presenta distorsión negativao
de barril, la malla ideal se deforma como en la Fig. B.1 (c), en donde los puntos
sobre la imagen se desplazan hacia el centro de la misma, pues la función Mt(ri) es
decreciente.
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B.3. Corrección de Distorsión

Para corregir la distorsión introducida por la lente que requerimos durante la prueba
de pantallas nulas, ver Cap. 4, seguimos el procedimiento indicado en [50]. Utilizamos
una placa de vidrio con una distribución cuadrada de puntos equidistantes. Coloca-
mos la cámara CCD a una posición tal que en el lado menor del sensor quepan todos
los puntos que corresponden con el tamaño del área de observación que necesitamos.
En nuestro caso queremos observar una distancia de 50 mm, por lo que en la cámara
CCD veremos diez puntos en el eje vertical, considerando que tenemos medio punto
en la parte superior y medio en la inferior, ya que éstos están colocados cada 5 mm.
En la Fig. B.2 (a) se muestra este sencillo arreglo experimental, mientras que en
la Fig. B.2 (b) aparece la imagen que se observa en la cámara CCD cuando todo
está en la posición correcta. Utilizamos la imagen en la Fig. B.2 (b) para corregir la
distorsión.

Figura B.2: (a) Arreglo experimental para corregir distorsión. (b) Placa de vidrio con
arreglo cuadrado de puntos.

Una vez que se ha obtenido la imagen experimental, realizamos el procesamiento de
la misma para obtener los centroides experimentales que corresponden con los puntos
obscuros, siguiendo el mismo procedimiento que realizamos en la sección 4.4. La Fig.
B.3 (a) nos muestra la imagen procesada junto con los centroides experimentales,
mientras que en la Fig. B.3 (b) aparecen los centroides experimentales en rojo y sus
puntos ideales correspondientes en azul ya ubicados en el mismo plano, que corres-
ponde al de la placa de vidrio. Podemos notar que nuestra lente está introduciendo
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una distorsión negativa o de barril muy ligera. Además, calculando las diferencias de
posición entre estos conjuntos de puntos obtenemos un error RMS = 0.201 mm.

Figura B.3: (a) Centroides experimentales. (b) Centroides ideales y experimentales
en el plano de observación.

Calculamos la distancia al origen de cada centroide ideal, ro y su correspondiente
centroide experimental ri, para construir una gráfica de dispersión donde los puntos
tienen coordenadas {ro, ri}, como se muestra en la Fig. B.4 (a). A estos puntos se
les ajusta una función de la forma:

ri(ro) = Mtro ± Er3o (B.2)

donde Mt representa una ligera corrección a la amplificación transversal en la imagen
y la constante E nos indica el coeficiente de distorsión. Durante el ajuste se obtuvo
un coeficiente de correlación R2 = 0.99994, además encontramos un valor de Mt =
1.00213 para la amplificación transversal, mientras que para el coeficiente de distor-
sión tenemos E = -1.067478×10−5. En la Fig. B.4 (b) se muestran los centroides
ideales y los centroides experimentales corregidos a partir del ajuste. Podemos no-
tar que los centroides experimentales están más cercanos a los ideales, teniendo un
error RMS = 0.075 mm en la distancia entre los centroides ideales y los corregidos
por distorsión. Como se puede ver, hemos reducido estas diferencias en un orden
de magnitud al realizar esta corrección. Adicionalmente, graficamos las diferencias
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entre las coordenadas x y y de cada centroide ideal con su correspondiente centroide
experimental corregido por distorsión. En la Fig. B.4 (c) observamos en color verde
las diferencias en la coordenada x y en color morado las diferencias en la coordenada
y. Debemos notar que las diferencias ∆x se encuentran entre -0.085 mm y 0.165 mm.
Mientras que las diferencias ∆y se ubican entre -0.126 mm y 0.132 mm. Esto indica
que la corrección por distorsión tiene mejor simetŕıa en el eje Y.

Figura B.4: (a) Gráfica de dispersión y ajuste. (b) Centroides experimentales corre-
gidos. (c) Diferencias en cada coordenada



Apéndice C

Medición del Índice de
Refracción

C.1. Antecedentes

Presumiblemente, el primero en utilizar el nombre “́ındice de refracción”fue Thomas
Young, en 1807 [51], quien además indico que el valor del poder refractivo es un solo
número y no una proporción o relación entre dos números, como hacian Newton o
Hauksbee [52, 53]. Sin embargo, Young no utilizó un śımbolo para indicar esta pro-
piedad, pero a través de los años el śımbolo que prevaleció es “n”.

En la actualidad se define el ı́ndice de refracción como n = c/v, donde c indica
la velocidad de la luz en el vacio y v la velocidad de fase de la luz propagándose
en un medio. Esto implica que este ı́ndice puede escribirse como una función de la
frecuencia o de la longitud de onda de la luz, lo que permite explicar por qué la luz
blanca se separa en colores cuando se refracta.

El ı́ndice de refracción determina cuánto se desvia la trayectoria de la luz al en-
trar en un material, lo cual podemos calcular utilizando la Ley de Snell, Ec.(2.3).
Cuando un rayo de luz cruza una interfaz entre dos medios con ı́ndices de refracción
n1 y n2, éstos determinan la cantidad de luz que se refleja al llegar a la interfaz,
aśı como el ángulo cŕıtico para la reflexión total interna, su intensidad mediante
las ecuaciones de Fresnel y el ángulo de Brewster. Además se pueden clasificar los
diferentes materiales por su valor de ı́ndice de refracción [54].
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C.2. Ecuación del ı́ndice de refracción

Suponiendo que las desviaciones entre los centroides ideales y los centroides experi-
mentales obtenidos durante la prueba de pantallas nulas se deben a variaciones en
el ı́ndice de refracción, podemos realizar una medición de este ı́ndice a partir de los
datos obtenidos en el Cap.4 de este trabajo. Sin embargo, primero debemos calcular
una expresión que relacione nuestros datos experimentales con el ı́ndice de refracción
del elemento bajo prueba, para lo que necesitamos ajustar la Ec.(2.10). El vector d̂r
cambia por V̂e, que indica la dirección para ir desde los puntos sobre la superficie que
aparecen la Fig. 4.29 hacia los centroides experimentales colocados en su respectivo
plano de detección. Esta nueva ecuación, que indica la dirección del rayo refractado
experimental, está determinada por:

V̂e =
nl
na

[
Î −

(
Î · N̂

)
N̂
]
− 1

na

√
n2
a − n2

l

[
1−

(
Î · N̂

)2]
N̂ , (C.1)

donde el vector normal N̂ está determinado por la Ec.(2.6), es decir, la superficie
es la de diseño, el ı́ndice de refracción del medio en que se encuentra el elemento
bajo prueba es na y el vector que indica la dirección de los rayos antes de ser re-
fractados es Î. Debemos despejar el ı́ndice de refracción del elemento bajo prueba
nl. Este procedimiento es largo e implica eliminar la raiz cuadrada que aparece en
esta ecuación. Para esto debemos multiplicarla por si misma y en algún momento
elevar al cuadrado la expresión. Además, no debemos olvidar que todos los vectores
son unitarios. Una vez reducidos todos los términos semejantes se obtiene la siguente
ecuación de cuarto orden:

n4
l

[
1−

(
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)2]
+ n4

a

[
1−

(
V̂e · N̂

)2]
= 0.

(C.2)

Para resolver esta ecuación realizamos el cambio de variable X = n2
l , aśı reducimos

en dos el orden de la ecuación y podemos resolverla utilizando la fórmula general de
las ecuaciones de orden dos. De este modo obtenemos las soluciones para X :

X1,2 =

n2
a

[
2−

(
V̂e · N̂

)2]
± n2

a

(
V̂e · N̂

)2
2

[
1−

(
Î · N̂

)2] . (C.3)
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Considerando la primera solución, que corresponde al signo positivo, y reduciendo
los términos semejantes obtenemos la expresión

X1 =
n2
a

1−
(
Î · N̂

)2 ,
que es una solución puramente matemática, ya que no incluye al vector V̂e. Por otro
lado, considerando sólo el signo negativo y reduciendo la Ec.(C.3), se obtiene:

X2 =

n2
a

[
1−

(
V̂e · N̂

)2]
1−

(
Î · N̂

)2 , (C.4)

que es una solución que śı tiene sentido f́ısico ya que aparecen los tres vectores que
definen el proceso de refracción. Sustituyendo de nuevo el cambio de variable y cal-
culando la ráız cuadrada obtenemos que la expresión para el ı́ndice de refracción es:

nl = na

√√√√√√1−
(
V̂e · N̂

)2
1−

(
Î · N̂

)2 . (C.5)

Utilizando los datos obtenidos en el Cap.4 podemos construir los vectores experi-
mentales asociados a cada una de nuestras pruebas de pantallas nulas y sustituirlos
en la Ec.(C.5) para calcular el ı́ndice de refracción local de la placa plano-curva tipo
Zernike, suponiendo que las desviaciones entre los centroides ideales y los centroides
experimentales se deben a pequeños cambios en el ı́ndice de refracción de la placa y
no a deformaciones en la superficie.

En la Fig. C.1 se muestran las gráficas del ı́ndice de refracción obtenidas para cada
una de las pruebas de pantallas nulas con las que hicimos una evaluación cuantitati-
va. Con los datos de la Fig. C.1 (a) obtenemos un ı́ndice de refracción promedio nl
= 1.51445 que tiene un error asociado de 0.04 % con respecto al valor ideal, mientras
que con los datos de la Fig. C.1 (b) el ı́ndice de refracción promedio es nl = 1.53628
con un error de 1.39 %. Por otro lado, utilizando los datos de la Fig. C.1 (c) se obtuvo
un ı́ndice de refracción de nl = 1.64879 cuyo error asociado es de 8.82 %. De este
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Figura C.1: Índice de refracción: (a) Patrón de n = 95 puntos observado en zd = 30
mm. (b) Patrón de n = 95 puntos observado en zd = 60 mm. (c) Patrón de n = 661
puntos observado en zd = 30 mm.

modo es posible medir el ı́ndice de refracción de un elemento óptico utilizando los
datos obtenidos con el método de pantallas nulas, siempre y cuando la calidad de la
superficie de dicho elemento esté comprobada.



Apéndice D

Trabajos publicados durante el
periodo de investigación
doctoral

D.1. Trabajos en extenso

Figura D.1: Póster presentado en el Design and Fabrication Congress en 2019.
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Figura D.2: Presentación oral presentada en el Design and Fabrication Congress en
2019

D.2. Art́ıculos de investigación

Figura D.3: Art́ıculo publicado en la revista Applied Optics en 2019
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Figura D.4: Art́ıculo publicado en la revista Optics Express en 2021
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[37] M. C. López-Bautista, M. Avendaño-Alejo, and G. Castillo-Santiago, “Im-
plementing Hartmann type null screens to test cemented doublet lenses,” in
Optical Design and Fabrication 2019 (Freeform, OFT), OSA Technical Digest
(Optical Society of America, 2019), paper JT5A.14.

[38] A. Estrada-Molina, M. Campos-Garćıa, and R. Dı́az-Uribe, “Sagittal and
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