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Introduccion

El movimiento browniano describe un movimiento aleatorio e irregular de las particulas
pequenas suspendidas en un medio fluido (liquido o gas), como resultado de choques contra
las moléculas de dicho fluido. Este fenomeno fue observado primeramente por el botanico
escocés Robert Brown en 1827, quien descubrié a través de su microscopio, el movimiento
erratico de particulas de polen en suspension en el agua, sin embargo, no fue capaz de
determinar la causa de este movimiento. Fue hasta el ano 1905, que Albert Einstein publicé
un articulo donde explicé que el movimiento observado por Brown era resultado de colisiones
aleatorias con las moléculas de agua; y estudié el fenémeno browniano donde se dio cuenta,
entre otras cosas, del efecto fisico que tiene la temperatura, la viscosidad del fluido y el
tamano de la particula. El estudio fue proseguido por los fisicos de tanto renombre como
Smoluchowski, Fokker, Planck, Ornstein y otros.

Desde el punto de vista matematico, el primer modelo del movimiento browniano fue
desarrollado por Norbert Wiener, quien inici6é en 1918 el estudio del movimiento browniano,
puso la teoria en una base matematica firme, y origin6 el desarrollo de la teoria de los
procesos estocasticos. Bajo la influencia de Wiener, Andrei Kolmogoérov, Paul Lévy y la de
Kiyosi 1t0, la teoria se desarrollé rapidamente.
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Figura 1: Ejemplo de de 4 particulas en movimiento aleatorio bi-dimensional.

Hasta hoy en dia, el movimiento browniano ya se ha estudiado durante mas de cien anos,
y ha adquirido gran influencia en numerosos areas de las ciencias puras y aplicadas como
la fisica, la quimica, la biologia, la economia y la sociologia; entre ellos muchos fenéme-
nos pueden describirse por el movimiento browniano: tales como el movimiento aleatorio
de bacterias pequenas, las fluctuaciones de los mercados de acciones, las particulas de hu-
mo suspendidas en el aire, etc. Aunque se lleva mas de cien anos de investigacién con el
movimiento browniano (lo abreviaremos por MB), el estudio de los movimientos aleatorios
representado por el MB sigue siendo de interés. Por ejemplo, se interesan los movimientos

vil



viii INTRODUCCION

aleatorios en el plano bidimensional, en las superficies curvadas o en las variedades de alta
dimensién ([Hsu02]). En particular, nos interesa el movimiento browniano en la superficie
de una esfera, que sea de dimensién 2 o de dimensién mayor.

. Por qué el movimiento en la esfera? Por ejemplo, como los elefantes marinos, que reco-
rren a grandes distancias y son rastreados, debido a que los bidlogos se interesan en describir
sus rutas. Los animales buscaran alimentos a lo largo del camino, es decir, se apartaran de
la ruta directa desde el origen hasta el destino, y esto puede modelarse como una fluctua-
cién estocdstica ([Bri97]). Ademds, la proteina de una membrana celular que siempre hace
movimientos irregulares sobre la membrana; y el movimiento de una bacteria en el liquido
giratorio, etc. En la naturaleza no existen solamente superficies suaves, sino también otros
tipos de superficies curvadas, por lo que, el estudio del movimiento browniano en las super-
ficies tiene su importancia en la aplicacion a la vida real.

El objetivo principal de la presente tesis es presentar las bases necesarias para entender
el movimiento browniano en la esfera unitaria S9! del espacio euclidiano R? de dimensién
d > 2, y tomando como base el articulo de [MMUB20] para la simulacién computacional de
muestras exactas del incremento de un MB en la esfera.

En el Capitulo 1, introducimos el teorema de Arquimedes en la teoria de la probabilidad,
donde se establece que la proyeccién ortogonal de la esfera unitaria S? C R? en cualesquiera
de sus coordenadas se preserva la distribucién uniforme, y en la seccion 1.2 se estudia la
distribucién uniforme en la esfera S¢~! y en la bola unitaria B¢, en donde vemos que la
distribucién uniforme en la esfera es la inica medida invariante bajo rotaciones. Asi, con la
definicion de distribuciones uniformes en la esfera y en la bola, se dan los algoritmos para
la simulacién de muestras de puntos uniformes en S ! y en B¢, y la implementacién de
algoritmos (ver Apéndice A) nos permite visualizar el teorema de Arquimedes en términos
probabilisticos y su generalizacién a la esfera S~! de dimensién d > 3 ([AM13], [CDH17]).
También se presentan algunas propiedades probabilisticas de la proyeccion ortogonal de una
distribucién uniforme en la esfera S?! sobre la bola B™ para m < d, para posteriormente
en el Capitulo 4 verificar que la caracterizaciéon de la distribucién uniforme como la medida
invariante para el movimiento browniano en la esfera, se preserva bajo proyeccion ortogonal.

En el Capitulo 2, revisamos la definicién y las propiedades importantes del movimiento
browniano en el espacio euclidiano, y se estudia su parte radial como un proceso de Bessel
en la seccién 2.2, con su funcién de densidad de transicién dada explicitamente ([RY99]).
Ademas, se obtiene un algoritmo para simular muestras exactas de una trayectoria del
proceso de Bessel. Por otro lado, al considerar la esfera S%~! como una variedad rotacional-
mente simétrica e inmersa en el espacio ambiente R?, que el movimiento browniano en la
variedad es un proceso tipico de Markov a tiempo continuo, y la simple definicién es: Sea
M una variedad riemanniana, entonces el movimiento browniano en M es un proceso de
difusién Z con espacio de estado el espacio de trayectorias W(M) en la variedad M, y con
generador £A,/, donde Ay es el operador de Laplace-Beltrami en M ([Hsu02]). Concre-
tamente, en el Capitulo 2, se define al movimiento browniano en la esfera como solucién
Unica a una ecuacion diferencial estocastica llamada la representacion de Stroock para el
movimiento browniano esférico. Finalmente, se estudiara la descomposicion skew-product
del movimiento browniano en R?, y andlogamente, el movimiento browniano Z en la esfera
también tiene una descomposicién skew-product en coordenadas polares (r, @) (cf. [IM65],
[RW00], [Hsu02]). Presentamos la demostracién completa de estos dos resultados usando la
técnica del articulo de [MMUBI18] para la descomposicién skew-product de una difusién que
vive en la bola unitaria.

Sin embargo, como la transformacién de coordenadas polares z = (r,0) € ST ! en
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coordenadas cartesianas estd dada por z = ((senr)@T,cosr)’ € R? entonces, podemos

expresar el movimiento browniano Z en términos de las coordenadas polares por Z =
((senr)@" cosr)". Sea Z¢ = cosr la tltima coordenada de Z, bajo una trasformacién li-
neal g(z) = 152 para Z9, se lleva a un proceso de difusion de Wright-Fisher neutral con
mutacion ([MMUB20]); esto es, el proceso que introducimos su definicién en el Capitulo 3,
como un modelo genético que describe la evolucion de frecuencia alélica en una poblacion
a lo largo de generaciones, vemos que esta definida como una cadena de Markov, y por la
aproximacién de difusion, se entiende que un proceso de difusion de Wright-Fisher con mu-
tacion es la unica solucion fuerte a una ecuacion diferencial estocédstica y con sus valores en
el intervalo [0, 1]. Como la difusién de Wright-Fisher neutral con mutacién tiene la densidad
de transicién explicita ([GS10]), y el articulo de [JS17] present6 un algoritmo para la simu-
lacion de muestras exactas de la densidad de transicion de una difusion de Wright-Fisher
con mutacién, asi también el algoritmo para la simulaciéon de muestras de la distribucion
del proceso puro de muerte A?_. Revisaremos estos algoritmos en la seccién 3.3, y se realiza
la implementacién del algoritmo para generar muestra de trayectoria de una difusién de
Wright-Fisher, con lo que se puede analizar y visualizar las propiedades de sus fronteras y
su distribucién estacionaria.

Por 1ltimo, en el Capitulo 4, primero revisamos los resultados principales del articulo de
[IMMUBI18] sobre la proyeccién del movimiento browniano esférico. Donde se entiende que la
caracterizacién de la distribucién uniforme en S~! como, la inica medida invariante para el
movimiento browniano en la esfera se preserva bajo proyeccion ortogonal; y se establece que
el proceso X obtenido de la proyeccién del movimiento browniano Z en la esfera S"+—!
sobre la bola B" tiene una descomposicion skew-product anédloga a la del MB en R”, y su
norma al cuadrado es una difusién de Wright-Fisher con mutacién. Con estos resultados,
como se presenta en la seccién 4.2, se puede expresar a Z en sus primeras (d— 1) coordenadas
X junto con su tultima coordenada Z¢, donde X tiene una descomposicién skew-product
con su parte radial como transformacién de una difusién de Wright-Fisher con mutacion
Y, y su parte angular es un movimiento browniano ¢ en la esfera S?2 con escala de
tiempo cambiado en funcién de la difusién de Wright-Fisher ), que es estacionario (i.e., ¢y
distribuye uniformemente en la esfera S?~2 para todo t > 0) cuando Z tiene valor inicial
en el polo norte o = (0,---,0,1)" € 8?1 0 en el antipodal —o, el polo sur, de acuerdo
a las propiedades de fronteras de la difusién de Wright-Fisher con mutacién. Esto es, otra
presentacion de la descomposicion de skew-product del movimiento browniano Z en la esfera
S41 ([MMUB20]). Y retomamos la descomposicién skew-product del movimiento browniano
Z = (r,0) en 84! estudiado en la seccién 2.3.3, con la transformacién sobre su componente
radial: g(r) = #, y transformada en coordenadas cartesianas, podemos llegar a la misma
representacion skew-product como dada en [MMUB20]. Con esta representacion, revisamos
el algoritmo para la simulacion exacta de incrementos del movimiento browniano Z que se
presenté en [MMUB20], ademds, realizamos la implementacién del algoritmo.




Capitulo 1

El teorema de Arquimedes

1.1. Introduccion

El matematico E. T. Bell en su libro Men of Mathematics ([Bel37]) dice lo siguiente
sobre Arquimedes: “Cualquier enumeracién de los tres matematicos ‘mas grandes’ de la
historia, incluiria el nombre de Arquimedes. Los otros dos que se asocian con él de ordinario
son Newton y Gauss. Considerando la relativa riqueza o pobreza de la ciencia matematica
y la fisica en las respectivas edades en que estos gigantes vivieron, y estimando sus logros
en el contexto de su época, pondria a Arquimedes en el primer lugar.”

Arquimedes (cerca de 287-212 a.C.) fue un fisico, matematico, ingeniero y astrénomo
griego, nacié en Siracusa, Sicilia de la Antigua Grecia; y estudiéo en Alejandria, Egipto
cuando era joven. El principio de Arquimedes y sus numerosas aplicaciones practicas son
muy conocidos actualmente, y uno de sus trabajos importantes en la mecdanica es la ley de
la palanca escrita en la obra On the equilibrium of plans, en donde exclamé: “{Denme un
punto de apoyo y moveré el mundo!”, una exclamacién de Arquimedes que se ha conservado
a través de los siglos.

Arquimedes también se conoce como “el gran gedémetra” en la historia de la ciencia,
estudio la obra Elementos de FEuclides, e hizo un uso mas refinado el método exhaustivo, y
este método tuvo su origen por el sofista Antifén (480-411 a.C.) y el matemético Eudoxo de
Cnido (408-355 a.C.), para demostrar teoremas sobre dreas y volumenes, el cual se realizd
en sus obras de On the sphere and cylinder. En donde se encuentra uno de los resultados
famosos (Proposicién 34 de la obra On the sphere and cylinder, Book I (cf. [Arc02])):

“El volumen de cualesquiera esfera es igual a cuatro veces del cono que tiene base como
el circulo maximo de la esfera y tiene altura igual al radio de la esfera.”

Y el corolario de esta proposicion es el siguiente famoso resultado sobre el area y volu-
men entre la esfera y el cilindro circunscrito:

“El volumen de cualquier cilindro que tiene base como el circulo maximo de una esfera
y tiene altura igual al didmetro de esta esfera, es igual al % del volumen de la esfera; y su
superficie junto con sus bases es igual al % de la superficie de la esfera.”

Este quiza fue el resultado més importante para Arquimedes, y lo apreciaba tanto que
a su muerte pidié que este resultado junto con la figura de un cilindro circunscrito a una
esfera fuera esculpida en su tumba (Fig. 1.1(a)). De acuerdo a la versién més recurrente
de la muerte de Arquimedes, en un ataque sorpresa a Siracusa, el consul romano Marcellus
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ordendé que no matara a Arquimedes, pero un soldado ignoré las o6rdenes, quien con su
espada quitd la vida al célebre matematico. Al final, Marcellus construyé una tumba de
acuerdo con la voluntad de Arquimedes, en donde gravaba la figura simbdlica y este famoso
teorema, el descubrimiento mas orgulloso para él.

(a) b
Figura 1.1: (a) Figura simbdlica del teorema de Arquimedes; (b) La proyeccién ortogonal de la superficie lateral del cilindro
tiene la misma area como la de la esfera.

De este resultado, Arquimedes también demostré que el drea de la superficie de una
esfera 2-dimensional es igual al drea de la superficie lateral del cilindro circunscrito. Més
aun, el area de la superficie de la region de la esfera determinada por cualesquiera dos planos
horizontales es igual al area lateral de la superficie determinada por estos dos planos. En
otras palabras, el teorema de Arquimedes dice que la proyeccion ortogonal de cualquier
region medible en una esfera en el cilindro circunscrito a la esfera preserva el area, como
muestra en la figura 1.1(b), el area de las superficies A; y As son iguales: Ay = Ay = 27rh.

Recientemente, se han hecho investigaciones sobre la generalizacién del teorema de Ar-
quimedes mencionado anteriormente a las esferas en el espacio euclidiano de dimensién d > 3
(cf. [AM13] & [CDH17]): si consideramos la esfera unitaria S9! C R%, donde

Sd—lz{meRd: x| = x%—l—---—i-w?l:l};

y sea C?! el cilindroide de dimensién d — 1 circunscrito a esta esfera.

El 4rea de la superficie de la esfera S ! es igual al 4rea de la superficie lateral del
cilindroide C4! circunscrito. También el drea de la superficie de la zona de la esfera S¢!
determinada por cualesquiera dos hiperplanos horizontales es igual al area de la superficie
de la zona en el cilindroide C?~! determinada por tales hiperplanos ([AM13], Thm. 3 y 4).
En términos de la proyeccién, si P : S¥ ! € R? — R92 es una proyeccién ortogonal de
codimensién 2 en R? restringido a S?~!, se tiene que el rango de P es la bola unitaria B2
de dimensién d — 2, donde B4? = {& € R*? : ||z|| < 1} (cf. [CDH17]). Més ann, por
el principio de momento-volumen ([AM13]), se tiene que para cualquier conjunto medible
U C B2 Vol(P(U)) = 2w Vol(U), donde Vol(U) denota al volumen de U.

Al final de este capitulo, veremos que en la teoria de la probabilidad, la generalizacién del
teorema de Arquimedes nos dice que la proyeccién ortogonal de S9! en la bola B2 preserva
la medida, esto implica que una distribucién uniforme en S? ! induce una distribucién
uniforme en la bola B42. Por lo que en la siguiente seccién, primero damos la definicién de
distribuciones uniformes en la esfera S4~! y en la bola B.
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1.2. Distribucién uniforme en la esfera S ! y en la
bola B¢

Para definir una medida de probabilidad en la esfera unitaria S? !, consideremos a
84! ¢ R? como una variedad riemanniana M junto con la métrica riemanniana g inducida
del espacio euclidiano R? ([dC92], Chap 1.); y esta métrica induce una medida volumen en
la variedad, donde un elemento de volumen, do en M esta dada por:

do(x) = +/det(g(x)) dz.
Definicién 1.1. Sea (©2,.%#,P) un espacio de probabilidad. Una variable aleatoria en la

variedad riemanniana (M, Z(M))! es una funcién Borel medible X : Q — M. La variable
aleatoria X admite una funcién de densidad px () si

P(X € M) = /M px(@)do(@) =1, y PXed)= /A px(@) do(z) > 0,

para todo A € B(M).

En particular, una distribucién uniforme en la esfera unitaria S¢! tiene funcién de

densidad dada por (cf. [Pen04]):

1 1
x) = = , VeSSt 1.1
pX( ) fgd—l do ,527(3‘1_1) ( )
donde &7 (8%71) es el ‘volumen’ de la esfera S%!; es decir, el drea de la superficie de la esfera
S%1 vy la férmula para ésta es conocida:

vl

(st = 2T (1.2)

()

donde I'(+) denota la funcién gamma dada por I'(t)

NIy

[e.e] — —
Jo 2 e ™ dx, t > 0.

Para la existencia de una distribucién uniforme en la esfera S!, se tiene el siguiente
resultado.

Proposicién 1.2. Sean X1, Xs,--- , X4 variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas como una normal estindar; es decir, X = {Xy,--+,Xq} ~ Ny(0,1), donde
0 el vector de ceros en R? e I denota a la matriz de identidad de dimension d x d. Sea
R =||X||, entonces el vector aleatorio definido por U = % tiene una distribucion uniforme
en la esfera S¥1 C R

Demostracién. Notemos que |[U|| = 1 c.s.?, entonces U tiene una distribucién en la esfera
unitaria S ! ¢ R?%. Ahora verificamos que U est4 distribuida uniformemente en S,

En efecto, sea f : S*' C R? — R una funcién medible, y considerando f(U) = f (%)
como funciéon de X, tenemos que

E[f(U)] = /Rdf (=2 (2m) fe "5 da
:(%)g/mdf(_,... ,_> e 7 da. (1.3)

Usando las coordenadas polares y el siguiente resultado:

L %(E) denota a la o-algebra de Borel generada por los subconjuntos abiertos de FE.
2 c.s. := casi seguramente; un evento E en el espacio de probabilidad (£2,.%,P) ocurre casi seguramente
siP(F) = 1.
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Teorema 1.3 ([Fol99], Thm. 2.49). Si x € R?\ {0}, las coordenadas polares de  son

r=|lz| € (0,00), u=— €8 (1.4)

Existe una tnica medida de Borel o = 04_1 en S tal que p, = p X 0 es una medida de
Borel en (0,00) x 8L, Si f es una funcién medible no negativa o Lebesque integrable en
R?, entonces

» f(x)dx = /000 - flru) r*™ do(u)dr (1.5)

Notemos que esta tinica medida de Borel o en S ! es la llamada medida de superficie y
coincide con la medida de volumen en la variedad riemanniana S¢~! definida anteriormente.
Asi, se tiene la esperanza de la ecuacién (1.3) en coordenadas polares,

(V]IS

B[] =0t [ [ Fwe T o

=K [ [(u)do(u),
Sd—1

> &0 d—1
donde K = (2m)% / r e 2 dr = (2m) 7% / (20f) erenia
0 0
o0 d
= 2‘17r‘§/ te et gt = F(i)'
d
0 2m2
Por (1.2), tenemos que K = %(Sldfl) = 9(32,1). Asi, para cualquier A C 8% conjunto

medible y considerando a f como la funcién caracteristica de A, i.e., f = x4, la esperanza

E[ fu )] corresponde a la probabilidad ]P’(U € A), y se obtiene

1
P(U = — d
( € A) (ST /Sdl xa(u)do(u)
1 o(A)
—— [ 4 =7 1.
A [, 70 = s o)
Por lo tanto, U sigue una distribucién uniforme en la esfera S¢1. ]

En la proposicién anterior, notemos que X es un vector aleatorio con una distribucién
normal multivariada en R? con distribucién Ny (0, I), entonces para cualquier matriz ortogo-
nal B de dimensién d x d, la transformacion lineal BX sigue una distribucion multivariada
Nu(BO, BIB") = Ny(0,1). Es decir, BX es idénticamente distribuida como X . Por consi-
guiente, para U = \é—”’ BU = % = % tiene la misma distribucion que U. Esto es, U
es invariante bajo rotaciones en la esfera S 1.

Por otro lado, notemos que la esfera S9! es invariante bajo el grupo de rotaciones SO(d),
y el grupo SO(d) es un grupo de Lie compacto ([CCL99], Chap. 6), entonces existe una tinica
medida de Haar que es el elemento de volumen para el grupo ([Pen04], Sec. 3). Ademsds,
como el grupo SO(d) actia transitivamente sobre S¥! que preserva el drea de la esfera, y
también la medida de volumen o en la esfera S?! define una distribucién uniforme que es
invariante bajo rotaciones, entonces por el teorema para medidas invariantes ([Kal21], Thm.
3.12), o es la tinica medida hasta una normalizacién en S%~!, e invariante bajo rotaciones.
Por lo tanto, la distribucién uniforme en la esfera S%! es la tinica distribucién en la esfera
invariante bajo rotaciones.
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Ahora, consideramos a una bola unitaria B* C R%, que equivale a una esfera unitaria
S471 junto con su interior, como conocemos la relacién entre el volumen de la bola Vol(B%)
y la superficie de su frontera o7 (S%71) dada por (ver [AM13]):

A (ST 12 7t
d T (¢+1)

2

Vol(BY) = (1.7)

Asi, podemos definir una distribucién uniforme en la bola B¢ en términos de una distribucién
uniforme en la esfera S%1.

Proposicién 1.4. Sea U una variable aleatoria uniformemente distribuida en la esfera
S definida como en la Proposicién 1.2 y sea U ~ U(0,1) independiente de U, entonces
el producto T = UYU tiene distribucion uniforme en la bola B?.

Demostracion. Primero, notamos que U ~ U(0, 1) tiene densidad dada por fy(u) = Ij1j(u);
sea R = UY? entonces por el teorema de cambio de variable (T.C.V.), la densidad de R
esta dada por

1 d—1
N v 11.
d (1/d)ul/d—1 ar, re [O’ ]

) = fu) g = 345

Ahora consideremos a las coordenadas polares como en el Teorema 1.3, y considera la

funcién @ : R4\ {0} > = — (r,u) € (0,00) x S continua y biyectiva, con la inversa

®~Y(r,u) = ru. Si E es un conjunto boreliano en S, para 0 < a < 1, sea
Ea:q>_1<(0,a) X E) ={ru:0<r<a, uekFE}

Asi, como U ~ U(8%!) con densidad dada en (1.6), se obtiene la probabilidad de T en E,:

P(T € E,) =P(®"'(UY",U) € E,) =P(U"" € (0,a),U € E)

=P(R€(0,0))P(U € E) = (/Oad.rdl dr) (@Lda(u))
— %/gaér“da(u)dr: VO&BC[) /Oa/Erdlda(u)dr. (1.8)

Notando que sia = 1y E = 8% !, entonces £, = B, y se tiene que

d o(8¥1) -1

P(T € BY) = (5T y

=1.

Por tanto, T admite una densidad en la bola B? y se distribuye uniformemente por (1.8). O

Ejemplo 1.5. Consideramos el caso cuando d = 1 y denotamos por ||z|| := |z|, para x € R,
entonces, la esfera S¢~! = S° consiste en un par de puntos {—1, 1}, que son puntos limites
de la bola B!, i.e., el intervalo [—1,1]. Luego, una distribucién uniforme U en la esfera S°
tiene funcién de densidad P(U = w) = 311 13(u).?

Sea U ~ U(0, 1), entonces T = UYU = UU y toma valores en el intervalo [—1, 1]. Para
verificar que T tiene distribucién uniforme en la bola B!, se tiene que para t € [—1,1],

P(T < t) =P(UU < t|U = ~1)P(U = —1) + P(UU < t{U = )P(U = 1)

314 : € = {0,1} denota a la funcién caracteristica de un subconjunto A C &£ que esté definida por:
Ta(x)=1sice Ay La(x)=0six#A.
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- %(P(—U <H+PU <)) = %(P(U > 1)+ P(U <1)),

notemos que si 0 <t < 1, P(U < t) =ty PU > —t) = 1;s1i =1 <t < 0, tenemos
que P(U < t) =0y P(U > —t) = 1—(—t) = 1+ t. En ambos casos se tiene que
P(U > —t)+P(U < t) =t+ 1. Por lo tanto,
t+1 t—(-1)
P(T <t) = = , Vitel[-1,1].
2 2
Esto es, T se distribuye uniformemente en el intervalo [—1, 1]. O

1.2.1. Simulacién de puntos uniformes en S¢! y en B¢

Por la Proposicion 1.2 y la Proposicion 1.4, es posible simular muestras de puntos uni-
formes (i.e., puntos que se distribuyen uniformemente) en la esfera S~ y en la bola B¢,
El procedimiento para la simulaciéon de cada uno de ellos se resume en el Algoritmo 1 y en
Algoritmo 2, respectivamente.

Algoritmo 1: Simulacién de puntos uniformes en la esfera unitaria S%1

Init: Dimension d > 0,

1 Simular: X, -+, Xz ~ N(0,1).

2 Calcular: R = /3% X2,

3 return U = (X,,--- , X,)/R

[ 100
0.5

0.4

0.31

—0.50
0.2

2
3 ¥ —1.00 011
1.00
0.50 004
cLeo o 0.00 -1.00 -0.75 -0.50 -0.25 000 025 050 075 100
0.00 —0.50

0.50
a) Lo ~100 )

Figura 1.2: (a) Simulacién de 5,000 muestras usando el Algoritmo 1; (b) Distribucién de la proyeccién ortogonal sobre la
primera coordenada de las muestras generadas en (a).

Al implementar el Algoritmo 1 (ver Apéndice Alg.1), obtenemos una muestra de puntos
que se distribuye uniformemente en la esfera 82, como se ilustra en la Figura 1.2(a) para el
caso d = 3. La distribucion de la proyeccién ortogonal sobre la primera coordenada de esta
muestra de puntos estd presentada en la Figura 1.2(b), vemos que se distribuye de manera
uniforme en el intervalo [—1,1] c.s.. Esto es, el teorema de Arquimedes en el caso d = 3.

Usando el Algoritmo 1, también podemos implementar el Algoritmo 2 (ver Apéndice
Alg.2) y generar una muestra de puntos uniformes en la bola B¢, para todo d > 1.
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Algoritmo 2: Simulacién de puntos uniformes en la bola unitaria B%

Init: Dimension d > 0,
1 Simular: Xy, -, Xy ~ N(0,1).
2 Simular: U ~ U(0,1).
3 return T = UV4U

> Alg.1

o]
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Figura 1.3: Distribucién de ||T'||, con T puntos uniformes en B¢ de una muestra generada usando el Algoritmo 2, comparando
contra la distribucién de beta Be (d/2,1) ( ), parad € {1,---,6}.

En la Figura 1.3 se ilustra la distribucion de la norma de T', puntos uniformes en la
bola B¢ de una muestra generada usando el Algoritmos 2 para distintos valores de d > 1, y
comparando contra la distribucién beta Be(d/2,1) (ver Sec. 1.3).

Por otro lado, también se tiene el siguiente resultado que nos dice la distribucion de la
norma de las primeras d coordenadas de una uniforme en la esfera S9! es exactamente la
distribucién beta Be(d/2,1), esto es:

Lema 1.6 ([HL10], Lem. 1; [CHS81)). Sea X = (X1, X3) ~ Ny(0,1), donde la dimensidn
de X1 esm (1 <m<d), ysea U= (X1,X2)/||X]|| = (U1,Us). Entonces U distribuye
uniformemente en la esfera S*' por la Proposicion 1.2.

Ademas, Uy & R,U[*, donde R, = || X1 / || X || es independiente de U] = X,/ || X1]|, de
manera que R2, ~ Be(Z2, =) y Ul ~U(S™ ).

Por consiguiente, la distribucién beta se relaciona con la distribucién uniforme en la bola
B¢ y la distribucién de la proyeccién ortogonal codimensién 1 de una distribucién uniforme
en la esfera S9!, Esto es el teorema de Arquimedes via algebra Beta-Gamma y lo veremos
en el siguiente apartado.

1.3. Teorema de Arquimedes via algebra Beta-Gamma

Como se mencion6 anteriormente, el teorema de Arquimedes expresada en la teoria de
la probabilidad es: la proyeccién ortogonal de S?~! en la bola B¢~2 preserva la medida; por
lo tanto, una medida uniforme en S%! induce una medida uniforme en B?2. Para esto,
primero recordamos la definiciéon de la distribucién gamma y la de beta:

4@ significa ambos lados de la igualdad tiene la misma distribucién.
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Definicién 1.7. Una variable aleatoria continua V' tiene una distribucion beta, y lo deno-
tamos por V ~ Be(q, 5), con pardmetros a > 0y [ > 0, si su funcién de densidad estd
dada por

_ P4 B) amrgg e L ey .
- T'(a)D(B) (1 ) (1 ) 0<v<l, (1.9)

donde B(-,-) denota a la funcién beta, dada por B(a, 8) = fol 7 Y1 — 2)P~ld.
Una variable aleatoria continua W tiene una distribucion gamma, y lo denotamos por
W ~ &a(a, B), con pardmetros o« > 0y 3 > 0, si su funcién de densidad estd dada por

pw(w) = F’EZ‘) w e P, Vw > 0. (1.10)

Se tiene el siguiente resultado sobre las propiedades de la familia de distribuciones gamma
y la de beta, y asi, la relacién entre la distribucién beta y la distribucién uniforme en [0, 1].

Proposicién 1.8. Sea X = (X1, , Xgi2) ~ Ngi2(0,1) y escribe X = (X1, X3), donde
X corresponde a las primeras d coordenadas de X, y Xy sus ultimas 2 coordenadas. Sean

X =X = Z?:1 X7 yY = 1 X.|° = Z?;rjﬂ X?, entonces

[ljs%

X d X 2
Sl () e o

Demostracion. Por la relacion entre la distribucion normal estdandar y la chi-cuadrada, y la
relacion entre la distribuciéon chi-cuadrada y la gamma, tenemos que

d 1 1
X ~3d), Y ~X*2), = Xwﬁa(é,é), Y~Q5a<1,§>

ademads, por la independencia de las variables X;’s, X es independiente de Y, y tiene den-
sidad conjunta f(x,y) = px(x)py(y), donde px y py son funciones de densidad de una
distribucion gamma con parametros (g, %) y (1, %) respectivamente.

Ahora, consideramos a las variables S = XLH, y Z = X +Y, afirmamos que S y Z son
independientes con S ~ ‘Be (%l, 1) y 4 ~ Ba (% +1, %)

En efecto, sea g: (0,1) x (0,00) — (R")? una transformacién dada por g(s, z) = (sz, (1—
s)z), entonces g es la inversa para (X,Y) tal que ¢(S,7) = (X,Y). Por lo tanto, para
cualquier conjunto medible B € % ((R+)2), se tiene que

P((S.2) € B) = P(¢ ' (X.Y) € B) = P((X.Y) € g(B)) = | PP ) dady

:/g(B)f(x,y) dmdy:/Bfog(SaZ)

z
—z 1—s

detJ,(s, 2)

ds dz,

donde J,(s,2) = (

) es el jacobiano de la transformacién con detJ,(s, z) = z > 0.
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Luego, sustituyendo la densidad f(z,y) en el integrando de la integral anterior, se obtiene

fog(s,z)‘detjg(s,z)‘ =7 (g) (Sz)%flef% {r(%l) ((1 B 5)Z>1_1e(1_25)2:| .

_ (%) 41 1-1,(4+1)-1 -2
ICEURRRI
_ I (g + 1 41 1-1 (%)g-H d41)-1,-2

Esto es el producto de dos densidades, por lo que integra 1 en el espacio (0,00) x (0, c0),
entonces (5, Z) admite una densidad f'(s,z) = fi(s)f5(z), donde f¢ es la densidad de una
distribucion beta Be (g, 1) y [, es la densidad de una distribucién gamma &a (%l +1, %)

Por lo tanto, S es independiente de Z con S = XLJFY ~ Be (%l, 1) y Z ~ Ba (%l +1, %)

Por otro lado, sea h: (0,1) 3 s — st € (0,1) invertible, y para U = h(S) = S%, por el
T.C.V., se obtiene la densidad de U:

ds fa(s F(d+1) 55!
o =re] =8l T ey
s=h~1(u) u=h(s) (5) ( ) (d/2)$2
d
Spara 0 < u < 1. Por lo tanto, tenemos que 5% = (XLJFY)? ~U(0,1). O
d
Observacion 1.1. De la proposicién anterior, como (XLH,)E ~ U(0,1), tenemos que si U ~

U(0,1), entonces

=

U

(D) X 1 X1 | (
=/ — . 1.12)
X+ 1 X]|

Asi, podemos demostrar el teorema de Arquimedes generalizado a la esfera S ! de
dimension d > 3 en términos de la teoria de la probabilidad y teniendo el siguiente resultado.

Teorema 1.9. Sea U un vector aleatorio con distribucion uniforme en la esfera ST de-
finido como en la Proposicién 1.2, y sea P : S — B2 una proyeccion ortogonal de

codimension 2 en R? restringido a S41. Entonces T = P(U) tiene distribucion uniforme
en la bola B2,

Demostracion. Sea X = (Xy,---,X4) ~ Ny(0,I), entonces U = (Xy,---, Xq)/ | X]|| ~
U(SY). Denotamos a X = (X, X3), donde X corresponde a las primeras d — 2 coorde-
nadas de X y X, sus ultimas 2 coordenadas. Sin pérdida de la generalidad, supongamos
que la proyeccién ortogonal P es simplemente quitar las tltimas dos coordenadas del vector
en R%. Entonces, usando el Lema 1.6 para m = d — 2, se tiene que

(D) X X2\ D HX1H X,
r—r0) 2 () &
| X|] | XC]] [ X | X ]

O .1 Xy

— o S

12X

donde U ~ U(0,1) y la tdltima igualdad se obtiene por (1.12) con s 2 | X1l /11X ]
Como X/ || X1|| se distribuye uniformemente en S¥~% C R42, entonces por la Proposicién
1.4, concluimos que T se distribuye uniformemente en la bola B2 ]

® Por propiedades de la funcién gamma: I'(ao + 1) = al'(a) y ['(1) = 1.
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Observacion 1.2. Notemos que el Teorema 1.9 establece que la proyeccién ortogonal de la
esfera S en la bola B%2 preserva la medida uniforme, por lo que una medida uniforme
en S ! induce una medida uniforme en B2

Para finalizar este capitulo, consideramos a la proyeccién ortogonal de la esfera S%1
en la bola B™ con 1 < m < d — 1, y nos interesa la funciéon de densidad conjunta de las
primeras m coordenadas de una distribucién uniforme U ~ U(S%™!); en efecto, se tiene el
siguiente resultado como consecuencia del Lema 1.6.

Proposicién 1.10. Sea U un vector aleatorio con distribucion uniforme en la esfera S4!
definido como en la Proposicion 1.2, sean 1 < m < d yY denota a las primeras m coorde-
nadas de U, entonces el vector aleatorio Y admite la densidad

fly) = F,;II:(—(%)_WL)O — “y”2) _2m_1’ VyeB™ (1.13)

Demostracién. Por la Proposicion 1.2, sea X = (Xy,---, Xy) ~ Ny(0,1), entonces U =
X/ || X|| ~U(S4 1), y sean X1y Y que denotan a las primeras m coordenadas de X y U,

respectivamente. Por el Lema 1.6, se tiene que Y D R,Y' donde R, = || X4|| /|| X]| es
independiente de Y’ = X1/ || X1]|, con R%, ~ Be (2, E2) y Y' ~US™ ).
Sea V = R?, entonces por el T.C.V., se obtiene la funcién de densidad para R,

_ (QT’)F (g) Tm_2(1 . rz)d_Tm_l

i1 — ) S Vre(0,1).

Sea fy(y') la densidad de Y’ ~ U(S™!), y se tiene que fy(y') =T'(2)/(2r?) por (1.1).
Notemos que R,, = ||Y'|| y por la independencia de R, y Y’, bajo las coordenadas polares
para la variable Y, se obtiene la funcién de densidad para Y dada por:

r(z)  2r(s)

2 2

W) = 5o vy (B

) e p—
= 1- m 1 m-1,
W%F(d;m)( i)z T Vre(0,1),y €S

Entonces, por el Teorema 1.3 y el cambio de coordenadas dada en (1.5), se obtiene la

densidad de Y con respecto a la medida de Lebesgue en R™, la cual estd dada por (1.13). O

Observacion 1.3. En el caso cuando m = d — 2, tenemos que

r(¢) SO T(B241)
)=~ <;_(d_2)>(1—uyu2) - = = e

2
T 2

Es decir, la distribucién de Y que denota las primeras d — 2 coordenadas de U ~ U(S971) es
una distribucién uniforme en la bola B?~2. Esto es, el teorema de Arquimedes y el contenido
del Teorema 1.9.



Capitulo 2

El movimiento browniano en R y en
la esfera S9!

El movimiento browniano surgié primeramente para explicar el fenémeno del movimiento
incesante e irregular de las particulas pequenas suspendidas en un liquido, que fue observado
por el botanico escocés R. Brown en 1827. Sin embargo, el modelo matematico més preciso
para el movimiento browniano fue desarrollado por N. Wiener (1918), y asi, el movimiento
browniano también se denomina proceso de Wiener. Es uno de los procesos estocasticos mas
conocido y el primero que se ha investigado a fondo en la historia (cf. [RY99], [Ok03], [KT75],
[Kal21], [IW89], [Fol99], etc). Hasta hoy en dia, el movimiento browniano ha resultado ser
de suma importancia en la teoria de probabilidad y en diversas areas tanto de la ciencia
pura como de la aplicada: fisica, biologia, economia, estadistica matematica y entre otras.

En este capitulo, estudiaremos el movimiento browniano en el espacio euclidiano de
dimensién d; entenderemos el proceso de Bessel como la parte radial de un movimiento
browniano; y al final, investigaremos al movimiento browniano en la esfera unitaria S ! y
su relacion con el movimiento browniano en el espacio euclidiano.

2.1. El movimiento browniano en R?

El modelo matematico para el fenémeno del movimiento browniano es un proceso es-
tocastico a tiempo continuo, interpretado como la posicion en tiempo ¢ de una particula w.
Un proceso estocastico se define como una familia de variables aleatorias indexada por el
tiempo T, aqui consideraremos el tiempo continuo, i.e., T' = [0, 00), y las variables asumen
valores en R,

Definicién 2.1. Un proceso estocdstico es una coleccién de variables aleatorias (X¢)i>o
parametrizada por el conjunto de tiempo T = [0, 00), definida en un espacio de probabilidad
(Q2,.Z,P) y con valores en el espacio medible (R¢, %), donde % es la o-algebra de Borel en
el espacio euclidiano R?. M4s atin, el proceso X = (X});> se dice adaptado a una filtracion'
(Z)i>0 (denotado por (.F#;)-adaptado) si para cada t > 0, la variable aleatoria X; :  — R?
es Z#,-medible.

Observacion 2.1. Un proceso estocdstico X = (X;),s, también puede definirse como una
variable aleatoria definida en el espacio de probabilidad (€2,.%,P) y con valores en el espacio

! Una filtracién completo (.%)¢>
a todos los eventos nulos de .7 y %
completo filtrado.

o es tal que para cada t > 0, %#; es una sub-o-dlgebra de .# que contiene
=Neso Ftre; ¥y (0, F, (Ft)i>0,P) se llama un espacio de probabilidad

11
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de trayectorias (W2 Z(W9)), es decir, X: Q — W es .F /B(W?)-medible; donde W< es
el espacio de todas las funciones continuas w : [0,00) > t — w(t) € R? y B(W9) es la
o-algebra generada por los conjuntos cilindricos de Borel en W¢ ([IW89], Chap. 1.4).

Definicién 2.2. Sea p una medida de probabilidad en el espacio medible (R %4). Un
proceso estocdstico B = (B;);> adaptado a una filtracién (.%;);>o con valores en (R, %) se
denomina un movimiento browniano de dimension d con distribucion inicial p si se satisfacen
las siguientes propiedades:

(i) P(Bye A) = u(A), VAe%

(ii) Las trayectorias ¢ — By son continuas, c.s., V¢ > 0;

(iii) Para cualesquiera s,t > 0, el incremento By, — By tiene distribucién normal multi-
variada de dimensién d con media 0 y matriz de covarianza tl;

(iv) Para cualquier conjunto finito de tiempos 0 < ¢; < ty < .-+ < tj, los incrementos
B,, - B, B, — By,,--- ,B;, — B;,_, son variables aleatorias independientes con
distribuciones dada en (iii).

La distribucién de probabilidad de B en el espacio medible (W9, Z(W%)) se llama la medida
de Wiener con la distribucion inicial p y denotada por P,,.

La condicién (ii) de la definicién afirma que el movimiento browniano es un proceso
continuo, y las condiciones (iii) y (iv) postulan que el desplazamiento del movimiento brow-
niano By, — By, s,t > 0 es independiente del pasado, y tiene distribuciéon Ny (0, t1;), sélo
depende de la longitud del intervalo de tiempos. Asi, el movimiento browniano es un proceso
continuo con incrementos independientes y estacionarios.

Observacion 2.2. En la definicién del movimiento browniano, si la medida inicial es® p = 4,
decimos que B es un movimiento browniano de dimensiéon d que con valor inicial en x;
cuando * = 0 c.s., le decimos a B un movimiento browniano estindar de dimension d,
ademas, le denotaremos por MB(R?).

Observacion 2.3. Notemos que si By = (B}, .-+, B#), t > 0 es un movimiento browniano de
dimensién d, entonces los procesos unidimensionales (Bf) 50" 1 < k < d son movimientos
brownianos independientes de dimensién uno. También le diremos movimiento browniano
escalar al movimiento browniano de dimensién uno.

La existencia y unicidad del movimiento browniano X, dada la distribucion inicial p, se
tiene por el siguiente teorema.
Teorema 2.3. Para cualquier medida de probabilidad p en (RY, %), existe una tinica me-
dida de Wiener P, en el espacio de trayectorias (W? B(W%)) con la distribucion inicial
I
Demostracion. Para demostrar la existencia, primero consideremos el caso u = 9, para
algin € R? y definimos

llyll

p(t,y) = (2mt)"2e” B, t>0,yeRY, (2.1)

donde [|-|| denota la norma euclidiana en R%, y ||z|| := |z|, para x € R en el caso d = 1.
Para cada conjunto finito de tiempos 0 < t; < t5 - - - t, se define una medida de probabilidad
Vi, .. 1, en el espacio medible (R*, %) dada por

I/tl,"',tk<F1 X e X Fk) :/

5x(da:)/ p(ti, 1 —x) p(te — t1, 2 — 1)
R4 Fy XX Fy,

oo p(ty — tee1, T — Tp—r) dxy - - - dxy,

2§, denota una medida de Dirac en (R?, #¢) y definida como §,(A) = 14(x), p.a. x € R,V A € 59,
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donde F;, € %% paratodoi=1,--- k.
Luego, extendemos esta definicién para toda sucesién finita de tiempos de manera que

Vtw(l)v"'vtw(k)(Fﬂ-(l) X X Fﬂ'(k)) = th,m,tk(Fl X+ X Fk), (22)

para m cualquier permutacién en {1,2,--- ,k}. Ademés, paracada0 <u < s<tyx,y,z €
R?, notemos que

o (ort=0) o { -t} ot ) oo {42

:(2#(15 — u)>_§ exp {— H;é;j'; } = Jpap(t —s,y —x)p(s —u, @ — z) de,

[NJisY

IS

donde la primera igualdad se obtiene usando el siguiente resultado:
(x —a)'A(x—a)+ (x—b) B(x —b) = (a—b)"A(A+ B)"'B(a — b)
T
+ [w ~(A+B) M (Aa + Bb)} (A + B) [:13 —(A+B) Aa + Bb)] ,

para A, B matrices simétricas invertibles de dimensién d y x,a,b € R?; y por p(t,y) es la
densidad de una distribucién normal multivariada, entonces fRd pt,y—2z)dy=1,Vt>0
v y,z € R% asi, para todo m € N,

(Fi - X Fy x RT x -« x R%). (2.3)

th,-",tk<F1 X X Fk) = Vb btk 1 thgm
+ +

Entonces, (2.2) y (2.3) afirman que la medida v, ... ;, cumple las dos condiciones del teorema
de extension de Kolmogorov ([Wk03], Thm. 2.1.5), y asi la existencia de un espacio de
probabilidad (2, #,P,) y un proceso estocastico X = (X;),., definido en él con X;: Q —
R? tal que -

P (X, € Fr,-- , Xy, € Fy) = / p(ti, 1 — x) dfﬂl/ p(te — t1, 2 — 1) day

F1 F2
. / p(tk — tk:—la Ly — d,‘k_1> dazk, (24)
Fy,
para 0 =ty < t; < --- < t;. Por lo tanto, las variables X;, — Xy, --,X;, — X;, , son

mutuamente independientes y cada uno tiene distribucién normal multivariada. Ademas,
notemos que P, (X, =x) = 1.
Ademas, para cualesquiera tiempos 0 < s < t, es facil demostrar que

E[| X, — X,||'] = d(d +2)[t — s]*.

Entonces por el teorema de continuidad de Kolmogorov ([k03], Thm. 2.6), existe un proceso
B = (B;),~, con trayectorias continuas tal que para cada t > 0, X; = B; c.s..
Por tanto, la distribucién de probabilidad P, de B en el espacio (W% 2(W9)) es una medida
de Wiener con la distribucién inicial §,. En general, para cualquier medida de probabilidad
pen (RY, 2%, yV Ae BW), Pu(A) = [paPe(A)pu(de) define una medida de Wiener con
la distribucién inicial p.

Finalmente, la unicidad de la medida es inmediata de la definicién y es consecuencia del
teorema de unicidad de extensiéon para medidas ([Fol99], Thm. 1.14). O

Una propiedad simple de un movimiento browniano B = (B),-, en R? es la siguiente:
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Proposicién 2.4. Sea H una transformacion ortogonal en R, entonces H(B) = {H(By) :
t > 0} también es un movimiento browniano en RZ.

Demostracion. Como B es continua en el tiempo t, para todo ¢ > 0, c.s., entonces H(B)
también lo es. Por otro lado, como H(Bs,;) — H(Bs) = H(Bs;; — B;) sblo depende de
B, ., — B, entonces por la independencia de incrementos de B, los incrementos de H(B)
también son independientes. Y como B,.; — B, tiene distribucién normal multivariada
Ny(0,t1,) con la funcién caracteristica dada por

Elexp{i(y, Boyi — By)} 7] = exp{—(y, y)t/2}, y € R,

donde (-, -) denota al producto punto, y sabemos que el producto interior es invariante bajo
transformaciones ortogonales, utilizando la ecuacién anterior y por H~! también es una
transformacién ortogonal, obtenemos

E[exp{i(y, H(Bs—l-t - Bs)>}|§s} - E[eXp{i<H_l<y>v Bs+t - Bs)Hy\s]
=exp{—(H '(y), H ' (9))5} = exp{—(y,y)t/2}.

Por lo tanto, H(Bs;:) — H(B;) también tiene distribucién normal multivariada, esto es,
H(B) también es un movimiento browniano de dimensién n. O

Notemos que en la demostracion del Teorema 2.3, la densidad conjunta del movimiento
browniano B = (By),s, para 0 < t; < --- < t; estd dada por (2.4). Y sea f: R — R
una funcién acotada y continua (lo denotaremos por f € %,(R%)), definimos el operador de
transicién P, como sigue:

Pi@ = [ fn@wd, 10 ayeRs (2.5)

donde py(x,y) := p(t,y — x) es la densidad de transicién dada por (2.1) para el movimiento
browniano B. Luego, es inmediato por la definicién del movimiento browniano que B cumple
la siguiente propiedad de Markov:

E [f(Bt)Lg\s] = Ptfsf(Bs% Vs < t? f € (ga(Rd>' (26)

Esto es, el movimiento browniano B es un proceso de Markov (tiempo homogéneo).
Més ain, si definimos Py = I, el operador identidad y por la definicién de (2.5), se puede
demostrar ficilmente que la familia (/%) forma un semigrupo por:

Pt—l—s:PsPt:PtPs; S,tZO, (27)

llamada la ecuacién de Chapman-Kolmogorov. Asi, la familia (F7;),., se denomina un semi-
grupo de transicion browniano, y satisface las siguientes propiedades.

Proposiciéon 2.5. Sea (Pt)tzo el semigrupo de transicion para el movimiento browniano
B = (B,),-,, entonces se cumple las siguientes propiedades:

(1)- 1Pf oo < f oo 1Pill < 1, donde || £l = sup |f(y)], para | € C,(RY).

yeRd

(2). P6y C 6y para cada t > 0, donde 6y := {f fE€C(RY) y lim f(x) = O}.

]| —o0

(3). Si f € €, entonces lir% |Pf — fll,=0.
—



Capitulo 2. El movimiento browniano en R? y en la esfera S ! 15

Demostracion. (1) Es claro por la definicién de P, f dada en (2.5).
(2) Primero supongamos que f es una funcién acotada, entonces

1f 1l e {2} — e { iy,

Rf() = Pif@o)| < o

. . , ly—=q |
Notemos que el integrando tiende a cero cuando & — xq y estd acotada por g(y) = e~ i

con ¢(y) integrable, entonces el teorema de convergencia acotada afirma que la parte derecha
de la desigualdad tiende a cero cuando & — xy; asi, P, f(x) es continua.
Ahora, para f € 65y N > 0, se tiene que

ri@| < [ e {5 )y

1 2
_ly==l?) 4
- Hf(a:)\|oo/ny”<N CILE exp{ 5 } v,

como f € % es tal que se hace cero en el infinito, entonces para todo € > 0, existe N = N,
suficientemente grande tal que la primera integral es menor que §; entonces fijo N, la
segunda integral corresponde a la funcién de distribuciéon de una normal multivariada, y
cuando ||z|| — oo, tenemos que ésta integral es menor que §, por lo que lim P, f(x) =0,

l|l||—o0
es decir, P,%, C %o.
(3) Para © € R? se tiene que

(Bif = i) = Rd f(y)Wexp {—%}dy ~ /(@) /Rd (27T1)d/2 6_%dy
- [ Ve +9) - @) e {4} o

Como f € %, es continua y acotada, entonces Ve > 0, 36 > 0 tal que para todo & € R, se
tiene que |f(x +1y) — f(x)| < 5 si ||y[| < J, por lo tanto,

1Pf ~ fl <sup[/|y”< of ] @+ 9)— @) Gz en {14} ay

2

€
. — - d
+ 2|/l /y||>5 (%t)dﬂexp{ %} Yy

[\]

en donde, cuando t — 0, vemos que la segunda integral de la ultima igualdad es menor que
£, entonces se concluye que 11_{% [P.f = fllo = 0. Esto es, el semigrupo (1), es fuertemente

continuo en el espacio 6. (]

Observacion 2.4. Cualquier semigrupo de funciones de transicion P, ¢ > 0 en %, que
satisface las condiciones 2.5(1)-2.5(3) se conoce como funcion de transicion de Feller; un
proceso de Markov que tiene una funcién de transicion de Feller se denomina un proceso de
Feller (ver [RY99]). Por lo que un movimiento browniano también es un proceso de Feller.

Por la proposicién anterior, vemos que el semigrupo (F),-, asociado con un movimiento
browniano B = (B;),~, es un semigrupo fuertemente continuo en el espacio €, entonces se
puede definir el generador infinitesimal del semigrupo en el espacio de Banach (%, ||-||.)-
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Definicién 2.6. Sea f € %, y denotamos por

Af:zlimptf_f,
tl0 t

(2.8)

cuando el limite existe (convergencia uniforme), sea Z4 = {f; f € 6o vy Af € 6o}, entonces
el operador A: P4 — %, definido por (2.8) se llama el generador infinitesimal del semigrupo
(Pt)t20 , v denotado por (A, Z4).

Mientras que el operador A tiene las siguientes propiedades (ver [RY99], Chap. 7).

Proposicién 2.7. Sea f € D4, entonces
(i) P.f € Du y SP.f = AP,f = P,Af, para todo t > 0.

(ii) Pof — f = [y PAAfds = [, AP,f ds.

En particular, el generador infinitesimal del movimiento browniano B = (B),s, estd
relacionado con el operador de Laplace.

Teorema 2.8. Sea f € 63(R?).> Entonces,

d
1 Pf(x) 1
Af() =5 ) =557 =50 (@), (2.9)
i=1 i
donde © = (x1,--+ ,24) € RY, y A es conocido como el operador de Laplace.

Demostracion. Para f € %, sea y = « + \/tz, entonces

1 _lly==)? 1 =12
PI(@) = G [t FW)dy = G L F raevima @)

Si f € 63 (RY), por la expansién de Taylor, se tiene que

Loof@) |t K Pflx) |t 02f(x)  2f(x)
flx+Vtz) =f(x) +\/i; gy 21;::1 4 i, + 2”-2:1 2% [8@8@3 ~ Dwidn; |

donde x’ es algiin punto en el segmento [x, x + v/tz]. Entonces sustituyendo en (2.10), y es
facil de mostrar que

2 z||2 2 2
/ 67”22H Zlgf(w)dz = 07 / 67%2.26 f(m) dz = (277')%6 f(w) Vi= 17 T 7d7
Rd Rd

oz, b0x? ox?
_= P f(e) .
y /Rde Zizjaxﬁxjdz_o’ Vi # g,
obtenemos que
t t 1
Pi(@) = f(@) + §AN@) + § () (2.11)

d /
donde J(t, x) :/ e'% Z 2i%; [82f(ac) - 82f(ac)] dz. Sea

Rd =1 6:3163:3 al'zaa?j

~

*f(x)  0°f(=)
8@8% 8@895]

F(x, z,t) = méx

L. )
]

362 (RY) := { [ f € 6y es dos veces continuamente diferenciable con sus derivadas parciales de primer
y de segundo orden en %0}.
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entonces, para cualquier R > 0, se tiene que
|J(t, )| < / o Ed E Z"Q ZJQF( t)dz = d/ g 2 1% F( t)d
T 2 T,z z = ; 2 T,z z
) [— Rd 6 . 2 ) ) Rd 27, e ) b

/ 122 e dz
==k

Por la continuidad uniforme de la segunda derivada parcial para f € €Z(R?), cuando t — 0,
I; — 0 uniformemente en @, entonces para cualquier R > 0, se tiene que

2|2 a
Sd/ Iz|> e "% F(z, 2,1) dz + 2d max
l2l<R

= I1(R) + I1(R).

{ <
lgloflsgpln](t,w)l < I(R),

de donde se tiene que I5(R) — 0 cuando R — oo, por lo tanto, ltl’iél sup |J(t, )| = 0.

En consecuencia, por (2.11), obtenemos

i Rf—f 1
m || ———— — —
tl0 t 2

ar| =o.

para cualquier f € GZ(R?). O

Por la definicion de un generador infinitesimal, podemos considerar un movimiento brow-
niano B como solucién a un problema de martingala. Antes de ver este resultado, tenemos
la definicién de una martingala y martingala local.

Definicién 2.9. Sea X = (Xt)tZO un proceso estocastico definido en el espacio de proba-
bilidad filtrado (2, .#, (%#)t>0,P) que es continuo y (.#;)-adaptado.
(1) X se llama una martingala con respecto a (%),5, (denotada por (F;)-martingala)

si X; es integrable para todo t > 0 y satisface:

E[X:| %] = X, c.s.  V0O<s<t (2.12)

(2) Una variable aleatoria 7 : Q — [0,00) U {oo} se denomina un (:%;)-tiempo de paro si

para cada t > 0, {w: 7(w) <t} € F.
(3) X es una (#;)-martingala local si existe una sucesién no decreciente de tiempos de
paro {7 }2,, tal que limgyoo 7 = 00, c.s., y para cada k, el proceso parado definido por

X} = Xinr, — Xo, Vi=>0,
es una (#;)-martingala; donde ¢ A 74, := min{¢, 7. }.

Observacion 2.5. Para B un movimiento browniano estandar de dimensién d, por las pro-
piedades 2.2(i) y 2.2(iii), B; ~ Ny(0,t1y), se tiene que B, es integrable para todo t; y si
definimos® FB = (N .o0({Bs: s < t+e€}), Vi >0, por las propiedades 2.2(iii) y 2.2(iv),
B, — B, ¢s independiente de #ZB V0 < s < t, es decir,

E|B - B)|7F| =0, cs. = E|B|FF| =B, cs. Vo<s<t
yB

Asi, B es una martingala con respecto a ( i )tzo'

Yo(By) = {B;(A): A€ B}, es la o-dlgebra generada por la variable By, t > 0.
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Notacion. Si para una filtracién (.%;);>0 en el espacio de probabilidad completo (£2,.%,P)
donde estd definido el movimiento browniano B es tal que B es una martingala con respecto
a (Ft)i>0, le decimos a B un (.%;)-movimiento browniano.

Proposicién 2.10. Sea B = (By),-, un (:%;)-movimiento browniano en R? con distribucién
inicial u = 6., para algin © € RY; y con el generador (A, P4) dado en (2.9). Entonces el
movimiento browniano B es una solucién al siguiente problema de martingala; es decir,
para todo f € Dy,

M = (B - f(Bo) - [ GAfB.) ds (2.13)

es una (F)-martingala, donde f(By) = f(x).

Demostracion. Primero notemos que por el Teorema 2.8, f v Af estan en %y, son funciones
acotadas, entonces Mtf dada por (2.13) es integrable para cada t. Asi, para demostrar Mtf
es una (%;)-martingala, debemos demostrar que para cualesquiera 0 < s < t,

E[M/|Z,] =M!, cs. < E[M -M!/|Z]=0, cs.
Como se tiene que

t1

Mf =M = f(B) - £(B) ~ [ 5Af(BL)du

s

Entonces, por la propiedad de Markov del movimiento browniano (2.6), tenemos

“1

B[] - MJ|%] =B Lf(B)IF] - EU(BIZ] B | [ A7)

asi, por la propiedad (ii) del operador A = %A en la Proposicién 2.7, la 1dltima igualdad de
la ecuacién anterior se hace cero. Es decir, E[Mtf — M/ }?s] =0. [

Observacion 2.6. Notemos que por la independencia de incrementos del movimiento brow-
niano, en la proposicién anterior, Mtf es una (.%#;)-martingala es equivalente a que E, [Mtf } =
0, para cualquier € R? y t > 0; es decir,

B[] = f(o)+E. | [ JarBas]. 214

donde E,[] corresponde a la esperanza con respecto a la distribucién P, del movimiento
browniano con punto inicial en .

Finalmente, concluimos que un movimiento browniano B = (B;),., es un proceso de

Markov y es a la vez un proceso de difusién por la siguiente definicién ([RY99]).

Definicién 2.11. Un proceso de Markov X = (X}),-, definido en el espacio de probabilidad
filtrado (Q, .7, (%;)>0, P) con valores en R? y distribucién inicial P, se denomina un proceso
de difusion con generador A si
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i) X tiene trayectorias continuas, c.s.
ii) para cualquier z € Ry f € €,

B[] = flw)+E. | [ AF(X.) ok

donde A es un operador diferencial de segundo orden dado por

d o f d .
Z ( )+Zb¢(w)8f(.)

para a;;: R — Ry b;: R — R funciones Borel medibles y localmente acotadas, i,j =
1,---,d; ademés, para cada x, la matriz (a;;(x)) es simétrica y definida positiva de dimen-
sién d x d.

Observacion 2.7. La propiedad (ii) anterior es equivalente a decir que el proceso X es una
solucién a un problema de martingala con distribucion inicial P, es decir, P,(Xo =) =1
y para cualquier f € €2, el proceso

M= (X)) — f(Xo) — /Af (2.15)

es una martingala local con respecto a la filtracion incompleta (#) = (0(X,, s < t)).
En general, un generador A de un proceso de difusion X; se define como:

Definicién 2.12. Sea (X;),5, un proceso de difusién (tiempo homogéneo) en R?, el gene-
rador infinitesimal A de X; estd definida como

Af(x) = lfim E,[f(X))] — f(=)

, x € R
t10 t

Se denota por Z4(x) al conjunto de funciones f : R? — R tales que el limite existe en x; si
el limite existe para todo € R?, lo denotamos por Z4.

Observacion 2.8. En consecuencia, por (2.14), un movimiento browniano B = (By),, €s
un proceso de difusién con generador A = A = %A.

Casos mas generales de los movimientos brownianos son los que toman valores en una
superficie de dimensién d; en particular, nos interesa el movimiento browniano en la esfe-
ra S !. Como hemos mencionado en la Seccién 1.2 que podemos considerar a la esfera
84! c R? como una variedad riemanniana junto con la métrica riemanniana inducida del
espacio euclidiano R?. Y también se puede definir el operador de Laplace de manera similar
sobre ella, llamado el operador de Laplace-Beltrami, que lo denotaremos por Ag. Luego,
un movimiento browniano B = (By),, en la esfera 8971 es solucién de un problema de
martingala con generador —AS Se vera la definicién precisa en la Seccién 2.3.
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2.2. La parte radial del movimiento browniano

Un movimiento browniano en R? tiene descomposicién en coordenadas polares con su
parte radial y la parte angular, conocida como la representacién skew-product (cf. [IM65],
[PY81], [RW00]), y lo veremos con detalle en la siguiente seccién. Mientras en esta seccién,
veremos que la parte radial de un movimiento browniano es un proceso de Bessel con la
propiedad de Markov, y satisface una ecuacién diferencial estocastica.

Definicién 2.13. Sea B = (By),-, un (.%;)-movimiento browniano en R?, el proceso es-

tocdstico R = (R;),, definido por

Ri= Bl = [(B? 4+ (BY] 7, 120

es no negativo y continuo con valores en [0,00), se denomina la norma del movimiento
browniano o el proceso de Bessel de dimension d y se denota por BES(d).

Para verificar la propiedad de Markov de un proceso de Bessel BES(d), se tiene el
siguiente resultado ([RW94], Chap. 1).

Lema 2.14. Sean (E,&) y (E',&") espacios medibles, y supongamos que ®: (E,&) —
(E',&") es una funcion medible sobreyectiva, (P;),, es un semigrupo de transicion de Mar-
kov en (E,&) y (Qi),~o €s una coleccion de kernels de probabilidad® en el espacio (E',&")
de manera que, para toda f € €,(E'),

Fi(fo®)=(Quf) 0@, t>0. (2.16)

Entonces (Q1),>o €s un semigrupo de transicion de Markov. Ademds, si X es un proceso de
Markov con semigrupo de transicion (P,),s,, entonces ®(X) es un proceso de Markov con
semigrupo de transicion (Qt),q-

Demostracion. Por (2.16) y usando la propiedad de semigrupo de (F),, se tiene que

(Qt+sf)oq):pt+s(foq)) :Ptps(foq)> :Pt((st)OCI)) = (Qt@sf)oq)7 37t>0

como ® es sobreyectiva, entonces Quisf = QiQsf; es decir, (Q¢),~, €s un semigrupo de
transicién. Para demostrar que ®(X) es un proceso de Markov, sea X un proceso con
distribucién inicial d,, para algin @ € F, tomamos 0 = tg < t; < --- < t;, y para cada
i=1,---k,sean s; =t; —t;_1, f; € €,(E'), por resultado de la Prop. 1.4, Chap. 111, [RY99],
se tiene que

. | TLA®0)| = (Palfio 0Pl 0 8)-- P (o 8)) o)
2 ((Quf)(@uatfo) + (Qui)) (@(@)).

Entonces, se concluye que (X)) es un proceso de Markov. O]

Asi, aplicando el Lema 2.14 para el movimiento browniano y la funcién ®(x) = ||z||, se
tiene que el proceso de Bessel en la Definicién 2.13 es un proceso de Markov.

°Un kernel de probabilidad Q en (E’, &) es tal que Q: E' x & — [0,1], donde Q(z,-) es una medida de
probabilidad para cada x € E', y Q(-, A) es medible para cada A € &”.
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Proposicién 2.15. Sea B = (By),~, un (:%;)-movimiento browniano en R? con distribucion
inicial 0, para algin x € RY. La parte radial del movimiento browniano R, = | By, t > 0,
es un proceso de Markov; con semigrupo de transicion (Qy),~, dada por las densidades de
transicion -

T Y\ 2 2?2 + Ty
Qt('xay) = ; (5) eXp {_ 2 Id/?*l (7) , > 07 xr,Yy > Oa (217)
donde I,(z) es la funcidn de Bessel modificada de orden v dada por
2/2 2k+v
> -1 . 2.1
k:'rk:+u+1) vz-1,2>0 (2.18)

Demostracion. Aplicando el Lema 2.14, tenemos que el semigrupo de transicion (P),., es
el semigrupo de transicién del movimiento browniano B con densidad de transicién dada
por (2.1) y (2.5), y la transformacién ®: R? 5 = — ||| € [0, oo) es medible y sobreyectiva.

Cuando d = 1, se tiene que ®(-) = ||; 31 definimos Q. f(x) = [pa @, y)f(y) dy, para

todo f € €.(R"), y como I_%(z) — V/2(mz)"2 cosh z ([Wat44]), entonces ¢;(z,y) tiene forma

x2—|—y2

2t

q(w,y) = (2mt) 7% exp {— } 2 cosh (%) = pi(2,y) + pe(2, —y),

donde p;(z,y) es la densidad de transicién para el movimiento browniano escalar. Por lo

tanto Py(f o @) = (Q¢f) o P

Por otro lado, cuando d > 2, para f € €,(R"), tenemos

. 2
;%mrwamp{—MLgfi}fUWMdy

Usando coordenadas polares y por (1.5), sean ||x|| = x y ||y|| = vy, entonces

Rrot)@) @ [ emy e | d_lexp{—w}da(&)yd—lﬂy)dy

*% 0 2 2
(:)/0 (27t) /2 /Sd_lexp{_x +y 22txycos(¢1)} do (&) v f () dy

— /0 Oo(zm)—d/%—“zﬁy?y 1 (y) /S exp{w} do(&)dy.  (2.19)

Pfo®)(@) = [ niaw)f(@w)dy = [

R

Al desarrollar la integral sobre la esfera S, hacemos la transformacién en coordenadas
esféricas por G: (0,7)%2 x (0,27) — S471, tal que G(¢1, -+ ,Pa_2,0) = (&1, -+ ,&) =
¢ € 8!, donde el jacobiano de la transformacién estd dada por J = HZ;? sen® g1y (cf.
[Fol99], Sec. 2.7), sea z = Z, entonces

d—3

Luﬂﬁ“w@=[1H

k=1

/ sen%dlkd(bdlk] df / e* @) send=2 ¢, dep,
0 0

~
integral sobre la esfera S92

— O_(SCl—Q)/ 6zcos(qh) Send—Z ¢1 del
0
Qw(d_l)/Q " z cos v
= m/ e (@1) sen2 ¢1 d¢1 (I/ = %l — 1) (220)
2 0

*¢ eS8l ey = (1,0,---,0) € RY
** 1 es el angulo entre £ y eq, y para € en coordenadas esféricas.
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Como se sabe que la representacion integral de la funcién de Bessel modificada [, estd dada
por (ver [Wat44], Sec. 3.71)

_ =y " tacost o
I,(z) = T+ )T () /0 et7es 0 sen? 9 dp, (2.21)

donde la parte real de v, Z(v) > —3. Asi, sustituyendo (2.21) en (2.20), se obtiene

/Sdl ¢ do(g) = %r (u + %) r (%) (g)yf,,(z)
;0\ 4/2-1 -
= (2m)"? (_> Ly (_y) : (usando I (1) = /7)

zy t
Y sustituyendo esta tltima igualdad en (2.19), obtenemos

P(fo®)(x) = /Om(Qﬂt)d/zex?tyQ ¥ f(y) [(27T>d/2 <i> e Id/2—1 (%)] dy

Ty

S e e (F) s =)

Entonces, P,(fo®) = (Q¢f)o®, y asi por el Lema 2.14, concluimos que R; = || B;|| = ®(B;),
t > 0 es un proceso de Markov con semigrupo de transicién (Qt)tzoa y las densidades de
transicién dada por (2.17). O

En lo siguiente, veremos que el proceso de Bessel es solucién a una ecuacion diferencial
estocastica (lo abreviaremos por EDE), primero se tiene las siguientes definiciones.

Definicién 2.16. Dado (2, .%, (%#:)i>0,P) un espacio de probabilidad completo filtrado,
definimos a #?(Q, R¥) como la clase de funciones f(t,w): [0,00) x  — R* tales que
(1) f: (t,w) = f(t,w) es 2 /B(R¥)-medible; donde & es la minima o-4lgebra generada
por los subconjuntos en [0, 00) x €2 de forma: (s, t]|x F', F' € F,y {0} x I} con Fy € .Zy.
(2) para cada t >0, f(t,w) es (%)-adaptado.
(3) para todo t >0, [ f(t,w)?dt < oo c.s..

Observacion 2.9. Sea X = (X}),~, un proceso estocéstico continuo de dimensién d y definido
en el espacio (Q,.7, (%)i>0,P) tal que podemos considerarlo como una funcién X,(w) =
X (t,w): [0,00) x Q — R% Si X cumple la condicién (1) de la definicién anterior, se dice
que X es un proceso (.%;)-predecible. Y retomando la notacion W¢ (Sec. 2.1) para el espacio
de funciones continuas de [0, 00) en R?, se tiene que X € W¢.

En la definicién anterior, si identificamos a € como el espacio W9, sea &; = o(w(s) :
0 < s<t),donde w € W Entonces f: [0,00) x W? — R que satisface (1) si es predecible
con respecto a la filtracién (22),., como un proceso definido en W<

Definicién 2.17. Sean 0 = (0y;): [0,00) x R — R¥>" b = (;): [0,00) x R? — R?
funciones tales que para cada i = 1,--- ,d, j = 1,--- ,n, 0;; es de la clase A/ 2(W? R), b;
es predecible como un proceso con valores en R tal que fg |b;(s, )| ds < oo c.s. para todo
t > 0. Una solucion a la ecuacion diferencial estocdstica EDE(0,b) es la pareja (X, B) de
procesos definidos en un espacio de probabilidad filtrado (2,.%, (%#;)i>0, P), donde B es
un (%;)-movimiento browniano estandar de dimensién n, y X es un proceso continuo y
(:#;)-adaptado tal que para cada i =1,---d,

t
0

nooag
xi= X0+ [(oute xgani+ [ b Xis 22)
j=1
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donde X, € F, el valor inicial; la primera integral es la integral de Ité y la segunda es la
integral de Riemann-Stieltjes (mas detalle sobre la integral de Ito, ver e.g. [Wk03], [RY99)).
En forma vectorial y diferencial, se tiene que

dXt = O'(t, Xt) dBt + b(t, Xt) dt (223)
El proceso X que satisface la EDE (2.23) se denomina un proceso de Ité6 de dimension d.

Definicién 2.18. (1) Una solucién (X, B) a una ecuaciéon EDE(o, b) se dice solucidn fuerte
si dado un espacio de probabilidad filtrado (2, %, (%;)t>0,P) y B, un (#;)-movimiento

. . , —B .,
browniano definido en ¢l de manera que X es adaptado a (.%, , la filtracién natural y
t>0

completa generada por B, que fue completada con todos los conjuntos de medida cero bajo
P. Por el contrario, una solucién que no es fuerte se dice una solucion débil.

(2) La unicidad por trayectorias o fuerte de soluciones a la ecuacién (2.22) se cumple
si para cualesquiera dos soluciones (X, B) y (X', B’) definidas en el mismo espacio de
probabilidad filtrado con Xy = X'y B = B’ c.s., entonces implica que X y X' son
indistinguibles, i.e., para todo t > 0, para casi toda w € 2, X;(w) = X' (w).

(3) La wnicidad en ley o débil para (2.22) es tal que para cualesquiera dos soluciones
débiles (X, B) y (X', B’), se tiene que X y X' son iguales en distribucién.

Observacion 2.10. La existencia y unicidad de soluciones a una EDE(o, b) requiere condi-
ciones particulares sobre los coeficientes o y b. En particular, los teoremas clasicos para
ecuaciones diferenciales estocasticas piden que los coeficientes o (¢, x) y b(t, ) definidos en
R* x R? son funciones medibles y Lipschitz continuas en la variable € RY, y ¢ es local-
mente acotado para afirmar la existencia y unicidad fuerte de solucién a la EDE(o, b) (ver
[RY99], [@k03]). En particular, tiene la siguiente definicién de la difusion de Ité:

Definicién 2.19. Si las funciones o y b en la hipotesis de la definicién 2.17 son tales que
o(t, X;) = o(X;) y b(t, X;) = b(X;) definidos en R?, son predecibles y Lipschitz continuas;
es decir, V x,y € R, existe alglin K < oo tal que

lo(@) — b()|* + l|o (@) — o(y)|* < K |l —y]*,

donde ||-|| es la norma euclidiana, tal que para a € R¥>" se define ||| =

Dado B un (.%;)-movimiento browniano de dimensién n definido en el espacio de proba-
bilidad filtrado (2, .#, (%:)i>0, P), el proceso estocastico X continuo y (%;)-adaptado que
satisface la ecuacion

T

se llama una difusion de Ité (en tiempo-homogéneo) con coeficiente de difusion o 0 a = oo
y coeficiente de deriva b.

Proposicién 2.20. Sea X una difusion de Ito que satisface la EDE (2.25). Si f € 63(R?),
entonces [ € D4 en el sentido de la Definicion 2.12 y

d d

.Af(a:) = % Z (O'O'T)ij(m)%aij + Z bz<CE> gi (2.26)

Este resultado es la aplicacion directa de la siguiente famosa férmula de Ito.
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Teorema 2.21 (Férmula de It6, [0k03], Thm. 4.2.1). Sean X una solucion a la ecuacion
(2.23) de dimensién d y g(t,x): [0,00) x R — RP una funcién de clase €**?([0, 00) x RY),
entonces el proceso Y (w) = g(t, Xi) = (9:1(¢, Xy), -+, 9,(t, X)) es solucion de una ecuacion
diferencial estocdstica dada por

3gk

YF=YF
t 0+0 a

2
89’“ DdXit - Z/ 09k (s S dXidx?,

83:@:5]

zy 1
(2.27)

para cada k = 1,--- ,p; donde dBi!dB] = 6;;dt, dBidt = dtdB! = 0.

Demostracion de la Proposicién 2.20. Sea Z, = f(X;), t > 0y aplicando la férmula de Ito,
se obtiene

d
7 82f 7 j
7, — § : 8% (X)) dX! + - §  Fer, I (xy) dxtdx)

—Z of (X0 [5(X) di + (o(X)dB) | + 5 #(Xg{(U(Xt)dBt)i(dXt)dBt)j].

Por simplificacién, denotamos por o, = o (Xy), v by = b;(X;). Como

(O’ dBt)z . (O’ dBt)j = (Z Oik dBf) (Z (o] dBé) = Z Uikgjl 5k:l dt
k=1 =1

k=1

— (Z aikgjk) dt = (oo ") dt, (2.28)
k=1

por lo que la EDE anterior en forma integral:

d
0% f
X,) = b N —=2—(X,)| d
1) = 106+ [ |30 x z o iz (50
" / 3 ) dB!.
i=1 k=1
Al tomar la esperanza a la ecuacion anterior dada la condicién inicial Xy, = @«; como

E.[f(x)] = f(x), entonces

Eo[f(Xy)] = f(x) + E

¢/ d of L oy
A (; bza_xz(Xs) + 5 Z(UUT)UW(XS)) d3]

3,j=1

t d
/O Z;O-Zka_l‘i(XS) st

Por hipoétesis, o es Lipschitz continua, entonces es acotado en conjuntos compactos; y f €
€2 (R?Y) implica que cada derivada parcial g—i es una funcién continua y acotada que tiene
valor 0 en el infinito.

Asi, si g es una funcién Borel medible y acotada tal que |g| < M para algin M > 0, y
B; es un (%;)-movimiento browniano escalar; para cada N € N, sea t A N := min{t, N},

tenemos que
tAN
E, V g(X,) dB’“}— V Liyseny(s,w)g(Xs) dBE | =0,
0

. (2.29)
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ya que g(X) y Liws<(s,w) son Fy-medibles; y B, es una #,-martingala. Mas ain,

( /0 g(X.)dB, /0 MNg(XsMBs) _E, [ /t:NgQ(XSM%

SMQEI[t—(t/\N)} — 0, cuando N — oo.

2
Ey

Asi, por el teorema de convergencia dominada,

t tAN
E, { [ ox) st} - I B, { | e dBS} 0
0 0 0

En consecuencia, podemos cancelar el tltimo término de (2.29), obteniendo

i B KNS _ L [ / e ds] |

t10

donde Af estd dada por (2.26). Aplicando el teorema de Fubini al lado derecho de la
igualdad, y notando que X, tiene trayectorias continuas c.s., y @ — Af(x) es continua,
entonces el teorema de convergencia dominada implica la continuidad de s — E, [Af(X})],
s > 0, por el teorema fundamental de calculo, se obtiene

i BV XN @) o0 g ar0x0)] ds = Es [AF(X0)] = Af(@).

tl0 t tl0 t 0

Esto es, si f € 62(R?), entonces [ € Z4 y el generador de X estd dado por (2.26). O

Ejemplo 2.22. Sea B un movimiento browniano definido en (Q, %, (%#;):>0,P) y con valor
inicial By € R, notemos que B es una solucién fuerte a la EDE(c,b), donde o = I, la
matriz identidad; y b = 0, el vector cero. Aplicando la férmula de It6 al proceso Ry = || By||,
t > 0, considerando a la funcién g(t,z) = ||z||, la cual es de clase €2 en R?\ {0}.

Como el punto origen es polar para el movimiento browniano en B en R¢ (d > 2); es
decir, la probabilidad de que B, regrese al origen en tiempos positivos es cero ([RY99],
Chap. V, Prop. 2.7). Por lo que, R; > 0 c.s. para t > 0 si d > 2; entonces podemos aplicar
la férmula de It6 para la funcién g en el caso d > 2, donde %(t, x) =0, gxg (t,x) = o Y
9%g

5t x) = m B ”3, para todoi=1,--- ,d, y se obtiene

d t i d ¢ i\2
B ] 1 (B)
R, =qg(t, B;) = || B —Z2dB' + = — ——=\|d
B =] 0“*;21/033 s*zziﬂ“fzs Ri] i
d t pi t
B 1 d—1
=R =2 dB' + - ds.
0+iz:;/0 RS S+2/O Rs i

Sea B, = Z / 5idBi |y calculamos su variacién cuadratica

t_Z/B;Bséwd_Z/  ds—t

2,7=1
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entonces por el teorema de caracterizacion de Lévy ([RY99], Chap. IV, Thm. 3.6), B, es
un (.%#;)-movimiento browniano escalar. Por lo tanto, el proceso de Bessel de dimensién d
(d > 2) satisface la siguiente EDE,

2R,

t
Rt = Ro + Bt + / dS, Rt > 0 c.s. (230)
0

Asi también, el proceso R = (R;),», es un proceso de difusién con generador

Afr) =3 ) + 2 g, (2.31)

Por otro lado, el otro punto de vista del proceso de Bessel es mediante el cuadrado del
proceso de Bessel dado por la siguiente definicién.

Definicién 2.23. Para cada 0 > 0y Zy = z > 0, la tnica solucion fuerte a la ecuacion
t
Zy = Zo+ 2/ \/ ZsdBg + 0t, Z;y>0cs.,¥Vt>0 (2.32)
0

se le llama el proceso cuadrado de Bessel de dimension 6 que comienza en z, y se denota
por Z ~ BES?(§).

Observacion 2.11. Observemos que el coeficiente de difusién en la ecuacién (2.32), o(x) =
2¢/x no es una funcién de Lipschitz en R*, aunque el coeficiente b(x) = § si lo es. Por lo que
los teoremas clésicos para la existencia y unicidad de soluciones fuertes no se aplican (Ob-
servacién 2.10). Sin embargo, b(z) y o(x) son funciones continuas, el teorema de existencia
de Skorokhod para EDE afirma la existencia de soluciones débiles a la EDE (2.32) ([IW89],
Thm. 2.3, p.173 & [Dur96], Sec. 8.4). Més atin, como |\/_— \/§| < V] —y|, Y,y >0,

entonces

2|VIal = Vi) < 2y/ll2l =l <2Vle =yl = plle —yl),  VayeR
con p(u) = 2y/u, claramente se tiene que [ p(u) > du = [; 1= du = co. Asi, los coeficientes
b(x) =06 y o(x) = 24/x satisfacen las condiciones del siguiente criterio cldsico de Yamada-
Watanabe para la unicidad por trayectorias de una EDE uni-dimensional ([RW00], Chap.
V, Thm. 40.1):

Proposicién 2.24 (Yamada-Watanabe para la unicidad de trayectorias). Supongamos que
los coeficientes o y b de una EDE (2.25) en R' son medibles y satisfacen las condiciones:

(1) b es Lipschitz, i.e., |b(x) —b(y)| < C|z —y|, para algin constante C >0, V z,y € R,
(46) para todo z,y € R, |o(z) — a(y)| < p(jz = yl),

donde p: RT — R* es una funcidn estrictamente creciente con p(0) =0y [ p~(u) du = oo
para todo € > 0. Entonces se cumple la unicidad por trayectorias para la EDE (2.25).

Por lo que existe una tnica solucién fuerte a la ecuacién (2.32); entonces estd bien
definido el proceso BES?(6).

Observacion 2.12. Notemos que si 6 = d > 1 es un entero y B = (B',---,B%) es un
movimiento browniano de dimensién R?, entonces con la aplicacién de la férmula de Ito,
el proceso R? = ||B,|” = (B})? + - -- + (B%)? satisface la EDE (2.32), es decir, el proceso
cuadrado de Bessel de dimensién d (ver [RY99], Chap. XI).



Capitulo 2. El movimiento browniano en R? y en la esfera S ! 27

Si denotamos por Q% a la distribucién de Z ~ BES?(§) en el conjunto de funciones
continuas en R, se tiene que las distribuciones de proceso cuadrado de Bessel tiene la
siguiente propiedad aditiva ([RY99], Chap.XI, Thm. 1.2).

Teorema 2.25. Para cualesquiera 6,6 >0 y z, 2 >0,
5 8 6+8
Qz * Qz’ - Qz+z"
Esto implica que Z es un proceso de Markov y se puede obtener su funcion de densidad
de transicion.

Corolario 2.26. Sea 6 > 0, la densidad de transicion para un proceso cuadrado de Bessel
de dimension 0 esta dada por

1 5 z+y
Bl y) = (E)Qe—ify(—”y), vy >0, (2.33)

2t t

donde v =13 —1 y I,(z) es la funcidn de Bessel modificada de orden v dada por (2.18).
En particular, cuando x = 0, se tiene que

1 Yy g_l Y
)
0, :-————<—) % 0. 2.34
09 =g (3) 234

Demostracion. Si escribimos E[f(Z)] por Q%(f(X)) para Z ~ BES2(6), con f una funcional
del proceso y X representa el proceso de coordenada de Z. Entonces tenemos la transformada
de Laplace para el proceso Z, dada por

E[e 4] = Q) () = 6(x,9).
El teorema anterior implica que para todo x,x’,9,6" > 0,
dlx + 2,0 +08) = o(x,0)p(x', ).

En particular, se tiene que ¢(z + 2/,0) = ¢(x,0)p(2’,0), entonces dado ¢(0,0) = 1, vemos
que ¢(x,0) = o, para algiin o > 0. Andlogamente, obtenemos que ¢(0,§) = 3°, para algtin
£ > 0. Por lo tanto,

¢($’ 5) = ¢<x> 0)¢(07 5) = azﬁ(s-
Ahora para encontrar los valores de o y 3, consideramos 0 = 1, y sea B = (By),5, un
movimiento browniano de dimensién uno con punto inicial By = \/z. Asi, se obtiene

¢(z,1) = E[B_)\B?] = (2At + 1)~ 2 exp {— 2>\t+1
Por lo que, en general, tenemos

3(2,8) = (2\ +1)"2 exp {5225 (2.35)

Notemos que si x = 0y § > 0, el factor exponencial es igual a 1, y la transformada de
Laplace es en realidad la transformada de una distribucién Gamma con parametros g y %,
esto es, su densidad de transicién estd dada por (2.34).

Por otro lado, cuando z,§ > 0, si consideramos a Y7 una variable aleatoria Poisson con
pardmetro x, entonces la mezcla de la distribuciéon Gamma Y ~ &a(v+Y; +1,1), con
v > —1 tiene funcién de densidad dada por

[e.9] _
ke 1 k

v X 5+
v+k e Y — (z+y) ()2
W Tw+k+1)) —c <> E;MFV+k+D

) =

k=0
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— o (@+y) <g> 2 I,(2\/zy).
Zz

Sabemos que la transformada de Laplace para la distribucién Gamma &a(a, 1) es igual a
(A4 1)7°, entonces se obtiene la transformada de Laplace para 2" (y):

00 oo X k, —x 1
(v) efAy dy = / re l/+kefy€7)\y d
/0 L2 )e ™ dy = | }; K T(v+k+1)? Y

(o] k
_ L€ —(v+k+1) _ —(v+1) ,—x (z/(A+1))
= (A+1) =(A+1) e E -

k=0 ’ k=0

Haciendo el cambio de variable, reemplazando z,y por 5. y & en fé”)(y) y asi en la trans-
formada de Laplace, se obtiene la densidad ¢} dada por (2.33) y la transformada de Laplace
¢(z,0) dada por (2.35), respectivamente; donde v = g — 1.

Por lo tanto, para x,6 > 0, la densidad de transiciéon para el proceso cuadrado de Bessel

estd dada por (2.33). O

Definicién 2.27. Sean 6 > 0, x > 0y Z ~ BESig(é). El proceso R; = v/Z; se llama el
proceso de Bessel de dimension § que comienza en z y se denota por R ~ BES,(6).

Observacion 2.13. Observemos que, para § > 0, por el cambio de variable, reemplazando x
ey por \/z y \/y en la densidad de transicién (2.33), vemos que la densidad de transicién
del proceso de Bessel BES,(0) estd dada por (2.17), con d = 4.

Luego, se puede obtener la existencia y unicidad de solucién fuerte a la ecuacién (2.30)
para el proceso de Bessel por el siguiente resultado, los detalles se pueden encontrar en
[Che00] y [RY99], Chap. XI.

Proposicién 2.28. Sean § > 2 y Ry > 0, el proceso de Bessel de dimension § es la unica
solucion fuerte a la ecuacion

bo—1
R, = Ry + B + / ds, R, > 0 c.s. (2.36)
0 2R

y se cumple con la unicidad fuerte. Sin embargo, cuando Ry = 0 o 1 < 0 < 2 se tiene la
no unicidad de soluciones a la ecuacion (2.36); ademds, si 6 =1, el proceso BES(1) no es
solucion a la ecuacion (2.56).

Por consiguiente, en lo sucesivo nos restringiremos a los procesos de Bessel de dimensiéon
mayor o igual a 2 si no se especifica la dimensién del proceso.

2.2.1. Simulacion exacta del proceso de Bessel

Sea Z = (Z);» ~ BESZ(d) un proceso cuadrado de Bessel con z > 0y § > 0, y se
tiene su densidad de transicién estd dada explicitamente en el corolario 2.26. Como vimos
en la demostracion de este corolario, esta densidad de transicién se puede considerar como
la densidad de una mezcla de distribucién Poisson/Gamma:

1 , x )
th(’5a(u+Y+1,2—t>, donde Y~P01sson<2—t>, y:§—120, t>0.
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Por lo tanto, podemos simular muestras exactas de la trayectoria de un proceso cuadrado
de Bessel a través de la distribucion de Z;. Esto es, considera cualquier particiéon de tiempo
0=ty <ty <- -+ <ty =s,dado Zy =z > 0, generamos una muestra Z = (Zy, Z1,- -+ , Zn)
en cada punto de tiempo de la particion con 7, = 7, ,Vn=0,1,--- ,N. Asi, Z forma un
esqueleto de la trayectoria de un proceso cuadrado de Bessel en el intervalo de tiempo [0, s].
En el Algoritmo 3 se presenta este procedimiento con detalle.

Algoritmo 3: Simulacién exacta del proceso cuadrado de Bessel BESZ:(6)
Init: Zg=2>>0,v=2-1>0, N >0.

1 for n < 1to N do

Y,, ~ Poisson (L>

[

2(tn 7tn7 1)

Zn~®a(Yn+u+1 ;>

) 2(tn*tn—l)

w

end for
return (Zy, Z1,- -+, Zn)

[S N

Asi mismo, por la Definicién 2.27 para el proceso de Bessel y utilizando el Algoritmo
3, también podemos simular muestras exactas de la trayectoria de un proceso de Bessel
R ~ BES,(6) simplemente haciendo R, = v/Z;, para t > 0. Esto es, el Algoritmo 4.

Algoritmo 4: Simulacién exacta del proceso de Bessel BES, ()
Init: Zg=2>>0,v=2-1>0, N >0.
Simular: (Zy, Zy,- -+ , Zn) ~ BESZ:(9) > Alg.3
for n <1 to N do
‘ Calcular: R, =+/Z,
end for
return (Ro, Ry, , Ry)

[ B U VN

0 1 L 3
(b)
Figura 2.1: Muestras exactas de trayectoria de un proceso de Bessel BES; (d) simuladas usando el Algoritmo 4 para distintos

valores de (a) § > 2y (b) § € (0,2), en el intervalo de tiempo [0, 3], con punto inicial x = /2.

3
(a)

Al implementar el Algoritmo 4 (ver Apéndice Alg.3 y 4), podemos obtener muestras
exactas de la trayectoria de un proceso de Bessel como se muestra en la Figura 2.1, en un
intervalo de tiempo [0, 3] para distintos valores de § > 0. Observando los comportamientos de
las trayectorias de un proceso de Bessel simulado en la Figura 2.1 tanto para ¢ € (0, 2) (Fig.
2.1(a)), como para 6 > 2 (Fig. 2.1(b)), podemos notar que estas muestras de trayectoria
siguen los siguientes hechos sobre las trayectorias de procesos de Bessel BES(9) (ver [RY99],
Cap.XI, Pag.442):

(1) para 0 < ¢ < 2, el punto 0 es punto de reflexién, que el proceso se mueve instantédnea-
mente del punto; méds atn, para § = 0, el punto 0 es absorbente (i.e., se queda en el
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punto 0 por siempre una vez el proceso llegue al punto);
(2) para 6 <1, el punto 0 es alcanzable c.s.;
(3) para 0 > 2, el punto 0 es inalcanzable;
(4) para 6 > 3, el proceso BES(0) es transitorio, y es recurrente para 6 < 2.

2.3. El movimiento browniano en la esfera S !

En esta seccién, estudiaremos el movimiento browniano en la esfera unitaria S%! ¢ R¢,
para d > 2. Veremos que el movimiento browniano en S es un proceso de difusién que
es la unica solucion fuerte a una ecuacion diferencial estocastica llamada la representacion
de Stroock para el movimiento browniano esférico ([Hsu02]).

También, veremos que un movimiento browniano en el espacio euclidiano R? tiene una
descomposicién en coordenadas polares, conocida como la representacion skew-product (en
inglés), donde su parte radial es una difusién, el proceso de Bessel; y su parte angular es
un movimiento browniano en la esfera S¢~1 con un cambio de escala de tiempo ([Gal63],
[IM65], [PY81]). Ademds, presentamos una demostracién en este trabajo distinta a aquellas
referencias mencionadas, y usando la técnica que se utiliza en [MMUBI18] para la demostra-
cién de la descomposicion skew-product de un proceso como resultado de la proyeccion de
un movimiento browniano en la esfera (ver Sec. 4.1).

Por otro lado, el movimiento browniano tiene descomposicién skew-product en diferentes
tipos de variedades ([PR88], [RW00], [Hsu02]). En particular, aqui consideraremos a la esfera
S9! como una variedad riemanniana M con la métrica inducida del espacio euclidiano R, el
movimiento browniano en la esfera S~ es una difusién generada por el generador %As, con
Ag el operador de Laplace-Beltrami en la esfera S?~!; por su representacién en coordenadas
polares, se puede construir el movimiento browniano en la esfera mediante su representacién
skew-product ([IM65]), [PR88], [Hsu02]). Hacemos su demostracién con la misma técnica
como se utiliza en la demostracién de la representacion de skew-product del movimiento
browniano en R? que se dada en la Seccién 2.3.2.

Ejemplo 1. El movimiento browniano en el circulo unitario S!

Primero consideremos el caso d = 2, es decir, el movimiento browniano en el circulo
unitario S'. Sea B = (B;),~, un movimiento browniano de dimensién uno con valor inicial
By =,y considera a la funcién g: R 3 z +— ¢ = (cos(z),sen(x)) € R% Entonces aplicando
la férmula de It6 (Thm. 2.21) a Y; = (Y1, Y;?) = (cos(B;),sen(B;)) = g(B;), se tiene que

dY,! = —sen(B;) dB, — 1 cos(B) dt dY,! = —Y?dB, — 1y} dt
dY? = cos(By,) dB, — § sen(By) dt dY? =Y dB, — Y dt

Esto es, en notacién matricial, Y; satisface la EDE:
dY; = o(Y;)dB, + b(Y,)dt, Y,e S,

donde o(y) = (—y2,41)" v b(y) = —3y, es claro que son funciones acotadas con |y| = 1.
Entonces por la proposicién 2.20, Y = (V}),5, es una difusién con generador

1 , 0? 5> , O? len 0
At) = 5 (0 gy~ 2+ 5 ) 1) = 5D g @)
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2 52 2
Ffly) 1 0f(y) _
2:: : -3 ;yi 9y lyll =1,

Yy,

l\DI»—t

para f € 65°(S'). El proceso Y asf obtenido se dice el movimiento browniano en el circulo
unitario S*.

Ejemplo 2. El movimiento browniano en la esfera unitaria S, d > 2

Sea B = (B),5, un movimiento browniano en R? est4 definido en el espacio de proba-
bilidad completo filtrado (2, #, (#4),5,,P) y con valor inicial By = x.
Como el movimiento browniano B en R? es transitorio si d > 3 ([0k03], Ex.7.4.2),

entonces consideramos a la funcién g(z): R\ {0} 5> = — 5: € S, es de clase € y

para cada 1 < k < d, sea gi(x) = ”%“” y se tiene que

O | TS I8

Asi, aplicando la férmula de 1t6 para Y; = g(B;), y se obtiene

vk = Z 8gk’(Bt)de L1 Z 0? gk<Bt)dt

— ox;

1 . , 1 d—1
= S —YVEYdBl — ——— YV dt Vk=1---.d 2.37
HBtH ;( k t t) t HBtH2 9 t ) s ) ( )

Esto es, en notacion matricial,

1 1
o(Y)dB, + — bV dt, Yo= eS8, (2.38)

dyY, =
B | B, ||

cono(y)=I;—yy' ybly) = —d%y, V y € 841, Si definimos una nueva escala de tiempo:

t o ds

S TN

notemos que [(t,w) > 0 c.s. y es (%)-adaptado, entonces t — [;(w) es estrictamente
creciente y su inversa 7, = inf{s : [y > t} es continua con 7y = 0 y de manera que
T(ljyw) = l(1,w) =t, YVt >0y para cada w € Q.

Entonces para la EDE (2.38) en el tiempo 7; y en forma integral:

Tt 1 Tt 1
Y, =Y, +/ —a(YS)dBSJr/ ——_u(Y,) ds. (2.39)
’ 0 ”BSH 0 HBSH2

Como por el teorema fundamental de calculo, se tiene que I} = donde [} denota la

HB 1B:]*
derivada con respecto al tiempo t; y haciendo el cambio del tiempo s = 7,, entonces
r =1

ls=u = lds=du = Z5=du y l,=u=U71,=1=71,=1I_

2
X = [1B-.["-

Por lo que:

Tt 1 t
b(Y. ds:/bYTu du,
| P = )
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y por la férmula de cambio de tiempo para integrales de It6 ([Wk03], Thm. 8.5.7),

t Y,)dB, / Y. )\/7.dB, / (Y. )dB,,
/0 1B || IIBTUII W

donde B, = N 1B ”dB es un (.%,,)-movimiento browniano en R%.

Sea Z; = Y,, para todo t > 0, entonces Z; es una (%;)- martmgala por el teorema de
muestreo opcional de Doob ([Kal21], Thm. 9.12), donde ¢, = .%.,, t > 0.
Ademas, Z satisface la EDE:

dZ, = (I — Z,Z,)dB; — 51 Z, dt, Zy = & € S, (2.40)
donde I = I; es la matriz identidad de dimensién d x d.
Notemos que las funciones o(z) = I — zz" y b(z) = —%z, z € 8% son acotadas, vy
como 2"z = ||z||* = 1, entonces
0(2)o(z)' =(I —22"Y I —22") =T —22" —z2z" +22'22" =1 — 22",
En consecuencia, Z es un proceso de difusién con generador
d d
1 0*f(2) d—1 If(z)
Af(z) =5 | 20— =zl g = =) mp = llzl=1 (24)

ij=1 i=1

Asi, el proceso Y; = después de un cambio de escala de tiempo conveniente, es igual a

||B Il
un proceso de difusién Z = (Z;),, que vive en la esfera unitaria S4~*. Como el movimiento

browniano B es invariante bajo transformaciones ortogonales en R, y para H una matriz
ortogonal de dimensién d x d, se tiene que

o(Hz)=1—-Hz(Hz)' =1 - Hzz"H' = Ho(2)H',
entonces
d(HZ) = HdZ; = H[J(Zt) B, — =17, dt
= Ho(Z)H"HdB, — 5 HZ, dt = o(HZ,)d(B;) — S5L(HZ,) dt,

por lo que Z es una difusién en la esfera S~! invariante bajo rotaciones, i.e., un movimiento
browniano en la esfera.

Definicién 2.29. Sea Z: Q — W(S ) un proceso estocastico definido en un espacio de
probabilidad (£2,.%,P) con d > 2 y sea u = Po Z; ' su distribucién inicial. Z se llama un
movimiento browniano en la esfera S¥1 si Z es un proceso de difusién con generador %AS,

donde

d 52 g
Agf(z) = i;(@j—zizj)az{ 5(92 —(d—l)izlzi giz) (2.42)

para todo f € €2(8%7!). Denotaremos al movimiento browniano en S4~! por MB(S8471).

Observacion 2.14. Veremos en la siguiente seccion que el operador Ag es en realidad el
operador de Laplace en la esfera S%!.

Observacion 2.15. La ecuacion diferencial estocéstica (2.40) se conoce como la representa-
cion de Stroock para el movimiento browniano esférico (ver [Hsu02], p.83 & [Ito75]), y la
tinica solucién fuerte (Z, B) a la EDE (2.40) es un movimiento browniano en la esfera S4-1.
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2.3.1. El operador de Laplace-Beltrami en S%!

Sea M una variedad riemanniana de dimension d junto con una métrica riemanniana
g, v la denotaremos por (M, g); en donde g es una forma bilineal en M que es simétrica y
definida positiva tal que para cada punto p € M, la forma bilineal g(p) define un producto
escalar (-,-), en el espacio tangente T, M. Si (z1,---,24) es un sistema de coordenadas

0 ..
Oz’

tangente en todos los puntos de U. Asi, se obtiene una matriz simétrica y definida positiva
9 = (gij) por

locales en un conjunto abierto U C M, entonces ( . %) es una base para el espacio

9i(p) = <aiza 6(3:] >p7 pel. (2.43)

El operador de Laplace, también llamado el operador de Laplace-Beltrams en la variedad
riemanniana (M, g), y lo denotamos por Ay, estd definido como la divergencia del gra-
diente en funciones f € €*>°(M), donde (M) es el conjunto de funciones f: M —
R infinitamente diferenciables. En un sistema de coordenadas locales (U, (z;)) en M, el
operador de Laplace-Beltrami estd expresada en términos de la métrica g por

d

Auf= Z ai ( g” gi) , feE>M) (2.44)

donde (¢") es la matriz inversa de g = (g;;) y G = det(g).

Para ver méas detalles sobre el operador de Laplace-Beltrami en una variedad rieman-
niana, consultar [dC92], [Jos11], [Shu01].

Por ejemplo, en el espacio euclidiano R? con su métrica estandar, i.e. 9= 14 es la matriz

de identidad; por (2.44), obtenemos el operador de Laplace Af = ZZ 1 g . en RY.

Considerando a la esfera S' C R? como una variedad riemanniana con la métrica
inducida por la métrica estandar en R? y un operador de Laplace-Beltrami correspondiente,
que lo denotamos por Ag.

Definicién 2.30. Sea f € €°(S% ) y define f : R?\ {0} — R por f(z) = f <ﬁ)

El operador de Laplace-Beltrami en S¢! estd definido por
Asf:AﬂS[H, o bien Af(x)=r QASf(uacH) (2.45)

donde r = ||z||, € € RY y A es el laplaciano en el espacio de ambiente R.

El operador de Laplace A en coordenadas polares

Sea © € R\ {0}, como las coordenadas polares de & son & = (r,u) conr = ||z|| € (0, c0)
yu =€ € ST1 Sean f € €((0,00)), g € (81 y h(r,u) := f(r)g(u), entonces
por la regla producto del operador laplaciano:

A(f(r)g(u)) = (Af)g+ f(Ag) +2(Vf) - (Vg) = (Af)g + f(Ag),  (2.46)

en donde V denota al gradiente y (Vf) - (Vg) =0, ya que V[ estd dirigida a lo largo del
vector radial y Vg estd dirigida a lo largo del vector tangente.

2
Al calcular Af(r), como 88;" ="y % = % — fg,, por la regla de la cadena,

o or 0 z; O

8$i N 3371 87“ B 7%7
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9 _ 0 (zd\_z0 (0 _(%‘)282+ 1_a\ o
dx2  Oxy \ror) ror\ror) \r/) or? r 3 ) or

()

2

d
a0 =3 540 =2 [(3) 5a+ (1 -5) )i = o+ S

Entonces por la definicién del operador de Laplace Ag en la esfera S junto con (2.46),

se tiene que ,
0 d—10 1
A= or? N roor  r?
Como las combinaciones lineales de funciones de tipo f(r)g(u) son densos en el espacio de
funciones >°(R? \ {0}), la férmula (2.47) se cumple para cualquier funcién h € €>°(R?\
{0}). Por otro lado, con la parametrizacién & = ru € RY, y considerando f(x) = f(r,u) €
€>(R%\ {0}), se puede obtener Ag explicitamente, y estd dado por (2.42). Por lo que el

movimiento browniano en la esfera es una difusién generada por el generador %As.

Ag. (2.47)

El operador de Laplace-Beltrami Ag en coordenadas polares

En la Definicién 2.30 del operador de Laplace-Beltrami Ag en la esfera se considerd a
la esfera S ! C R? como una variedad riemanniana con la métrica inducida de la métrica
estandar de R?. Otra manera de expresar el operador Ag es en coordenadas polares, conside-
rando a la esfera S4~! como una variedad rotacionalmente simétrica. Esto es, si 0 € S es
el polo de la esfera; sin pérdida de la generalidad, supongamos que o = (0,---,0,1)", el polo
norte de la esfera. Entonces se puede determinar las coordenadas polares (r,0) € RT x §42
en S\ {0, —o} alrededor de 0. De manera que para cada € S\ {0, —0}, x tiene su
descomposicién en coordenadas polares: = (r(x),8(x)) € (0,7) x S¥2, donde la funcién
radial r(x) = dist(o, x) estd definida como la distancia geodésica del punto o a x en la
esfera S?71; es decir, r(x) = arccos({o, x)), la colatitud en la esfera S¢~1. En este caso, se
tiene que la transformacién de coordenadas polares a coordenadas cartesianas en S es
x = ((senr) @' cosr) € 81 (c.f. [PR8S]). Ademds, S\ {0, -0} = (0,7) x S 2 tiene

una métrica riemanniana en coordenadas polares dada por

1 0 . 1 _1 1 0
9ir,e) = 0 sen2r )/’ Yy Su 1nversa 9 =Y,0 = 0 1 7

sen? r

donde sen?r v —~— en —1 representan las submatrices diagonales de dimensién
Y senZr (r,0)

(d —2) con sen?r y —4— en la diagonal principal, respectivamente.

sen? r

Asi, por la representacién (2.44) del operador de Laplace-Beltrami en coordenadas lo-

cales, sustituyendo det(g) = (sen2 r) d_2, y ¢~ dado por anterior, se obtiene el operador de
Laplace-Beltrami en la variedad M = 8%~ !\ {0, —o} bajo coordenadas polares:

19 a2 0 1 &0 a2 1D
Bs = (senr)d=2 dr ((sen ") E) * (senr)d=2 ; 00; <(sen ") sen27"8_9i)

02 0 1
o Acas 2.4
or? (d = 2)cot "or T sen? T‘AS ’ (2.48)

donde Agi—> = Zf:_f % es el operador de Laplace-Beltrami en S%2.

Para ver mas detalle sobre el operador de Laplace-Beltrami en coordenadas polares,
consultar [Hsu02], Pag. 83 y [PR8S].
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2.3.2. Representacién skew-product del MB(RR?)

En esta seccién, veremos que el movimiento browniano (B;),., en R? (d > 2) a través
del operador de Laplace en coordenadas polares, tiene una descomposicién en coordenadas
polares B, = (R, U,), conocida como la representacion skew-product del movimiento brow-
niano; donde R es su parte radial y U es su parte angular. Esto es, el siguiente resultado:

Proposicién 2.31. Sea B = (Bt>t20 un movimiento browniano en RY, d > 2, con valor
inicial By = x # 0. Sea Ry = || By|| un proceso de Bessel BES,(d). Entonces,

Bt == Rt0lt, t Z 0, (249)

donde l; = fo R %ds y Ot)t>0 es un movimiento browniano en la esfera S¥' con valor
inicial 8y = 35 e independiente del proceso (Rt)>0-

Demostracion. Supongamos que el movimiento browniano B; esta definido en el espacio de
probabilidad completo filtrado (Q, 7, (F4),5¢, P).

Como By =« # 0y d > 2, entonces B; > 0 c.s., y recordemos que para x € R?\ {0},
sus coordenadas polares son: r = |[z|| € (0,00), w = 77 € S471; asi, la transformacién
P :RIN{0} >z (r,u) € (0,00) x S es continua y biyectiva, con la inversa ®~*(r, u) =
ru. Entonces por el Lema 2.14, ®(B;) = (R;, U;) es un proceso de Markov; més ain, es un

proceso de difusién, y calculamos su generador.
Sea h(r,u) = f(r)g(u) tal que f: (0,00) = Ry g: S¥ ' — R son funciones de clase 6.

Aplicando la férmula de It6 para f(R;) y g(U;) con Ry = | By|| y Uy = %, respectivamente,
donde sabemos que R; = || By|| es un proceso de Bessel que satisface
dR, = dp, + $ dt, (2.50)

con B, =3¢, Ot gg dB! = fot U, dB, un movimiento browniano escalar (ver Ejem. 2.22).

También, por (2.37), U} satisface la EDE:

AU} = ;

d ‘ ‘
ét\\ ]; (6r; — UFU}) dBf — HBll‘g LUidt, paracadai=1,---,d.
Asi, con el mismo comentario de la seccién 2.3.1, la parte del operador de Laplace en
coordenadas polares, se obtiene el generador para (R, Uy),

Af)g() = 3 { s+ T+ s 10w

esto es, el generador —A con A el operador de Laplace en R? y en coordenadas polares.
Como las comblna(nones lineales de funciones de tipo f(r)g(w) son densos en el espacio
de funciones 6502((0, 00) X Sd’l), el generador anterior se cumple para cualquier funciéon
h € %02((0, 00) X Sd_l). En consecuencia, esta bien definido B; = R,U;, un movimiento
browniano en R¢.

Por otro lado, vimos en el Ejemplo 2 del movimiento browniano en la esfera S, si
definimos [; := fo 2 ” f(f R;2ds y {1} su inversa, entonces el proceso 6; = U,,, t > 0 es

un movimiento browniano en la esfera S que satisface la EDE:
6, = (I — 6,0, )dB; — 16,4, (2.51)

donde B, = f " 1dB, es un (%,)-movimiento browniano y %, = .%,,, t > 0.
Por lo que 6;, = Ut, y B, = R:0,,t>0.
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Ahora demostramos la independencia de los procesos Ry 6.

Primero modificamos el movimiento browniano B en la EDE (2.51) de manera que si
extendemos el espacio de probabilidad para definir un movimiento browniano escalar B
independiente de B ([RY99], Chap.V, Sec.1), y definimos una martingala local continua

Tt 1 Tt 1 ~
W,= | —({-UU/)dB, —U, dp..
= | gu-vuhass [ v
Notemos que para cada 1 < 4,5 < d, se tiene (W' W), = §;;t, entonces por el teorema de
caracterizaciéon de Lévy ([RY99], Chap. IV, Thm. 3.6), W; es un (%;)-movimiento browniano.
Ademas, como
(1 -0 [ -], £U.| = [£(1-v07),0],
usando la férmula de cambio de tiempo para integrales estocésticas ([RY99], Chap.V, Prop.

1.4), obtenemos que

por lo que @ es un movimiento browniano en la esfera S4!,

Luego, verificamos la independencia de los procesos 5 y W. Si definimos & = 3, =
fOTt U/ dB;, asf que ¢ es una (%;)-martingala local y se obtiene que (W* &), = 0 para
cada 1 < i < d, y (&), = 7, con su inversa ;. Entonces, por el teorema de Knight
([RY99], Chap.V, Thm. 1.9) para el cambio de tiempo multidimensional, tenemos que W
v (&,)i>0 = (Bt)i>0 son independientes. Y por lo tanto, se sigue la independencia de R y 6.

En efecto, si (X, E’) es una solucién fuerte a una EDE, entonces existe una transfor-
macién medible ® tal que X = ®(B)c.s. (c.f. [Che00], [YWT1]). Asi, podemos encontrar
las transformaciones @1, ®, tales que R = ®1(8) y 8 = $o(W), y en consecuencia, la

independencia de R y 0 se sigue de la independencia de Sy W. [

Observacion 2.16. Por la proposicién anterior, podemos construir un movimiento brow-
niano en R? como el producto de un proceso de Bessel (R;),-, y un movimiento browniano

independiente (6;),, en la esfera S9! en el tiempo acelerado [; = fot R;?ds.

2.3.3. Representacién skew-product del MB(S9!)

De manera ansloga al movimiento browniano en el espacio euclidiano R?, el movimiento
browniano en la esfera S '(d > 3) también tiene una representacién skew-product, y
tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 2.32. Sea X = (X),», un movimiento browniano en la esfera S (d > 3)
con valor inicial Xy ¢ {0, —o0}, entonces X tiene una representacion skew-product

Xt = (Tbgolt)a 13 Z 07
donde 1 = (1), es un proceso de difusion en [0,7] con generador

1 02 d—2 0
:§w+ 5 cotrg, 0O<r<m, (2.53)

A

... t —92 . . .
y con walor inicial 0 < ro < 7, l; = [/ (senry)?ds y (¢,),5 s un movimiento browniano
en la esfera SY2 independiente del proceso (Tt)tzo- Donde r se denomina la parte radial de
X (el proceso radial) y ¢ su parte angular (el proceso angular).



Capitulo 2. El movimiento browniano en R? y en la esfera S ! 37

Demostracion. Supongamos que el movimiento browniano X esta definido en el espacio de
probabilidad completo filtrado (2,.7, (.%;)i>0, P) y satisface la EDE

donde B es un (.%;)-movimiento browniano en R¢.
Como X, ¢ {0,—o0}, entonces X; ¢ {0,—o0} c.s. y la funcién radial r := r(x) =
dist(o, ) = arc cos({(o, x)) toma valores en (0, 7); ademds, como o = (0,--- ,0,1)", entonces

para el movimiento browniano X en 847!, sea Z; = X # +1, la d-ésima coordenada de
X;, t > 0, tenemos que r(X;) = arccos(X?) = arccos(Z;) := g(Z;). Donde

@ =t aean e =T et

Nl

8md

y g—;(w) = 8223;7_ () =0, para todo i # d o j #d.
Entonces, aplicando la férmula de It para ry = r(X), se obtiene

3
2

t L 1 t
Ty =710 — / (1—22)"2dZ, — 5/ Z,(1 = Z2)72(dZ,)?, (2.55)
0 0

donde Z, satisface la ecuacién dZ, = ZZ=1 (5kd —Xst) dBk — %ZS ds por (2.54), y
(dZs)* = (1 — Z?) ds. Sustituyendo en (2.55) para obtener

d
~1
rtzro—/ (1-22) é[Z(ékd—szs) dB;f—dTZSds
0 =

k=1

t d t
d—2
:ro—/o (1— 272 %Ej(ékd—Xst) dB§+2/OZS(1_z§)—§d5_

k

1 t
—Z/Zﬂ—zb%a—ﬁMS
0

—_

Sea ]
t
B, = — /1—22 )2 (0ka — XEZ,) dBE,
0 k=1

por simples célculos y se obtiene que (3, 3); = t, entonces por el teorema de caracterizaciéon
de Lévy, B; es un (%#;)-movimiento browniano escalar.
Como 1, = arccos(Z;), entonces Z, = cosry, (1 — Z2)~2 = (senry)~! y por lo que

d—2 [*
TtZT‘o+5t+T/ cotryds, 0<mr <m. (2.56)
0

Entonces, la parte radial del movimiento browniano X es un proceso de difusion generada
por el generador A, dado en (2.53).
Ahora nos fijamos en el proceso angular. Recordemos que el operador de Laplace-
Beltrami en la esfera S*! y en coordenadas polares (r,0) € (0,7) x S¥2 tiene la forma
0? 0 1

Ag=—+(d—2)cotr— + ——
s 87’2+( ) co T8r+sen2r

Aga . (2.57)

Como el movimiento browniano X en la esfera S~! es una difusién generada por el genera-
dor %AS, i.e., X es solucién a un problema de martingala. Sea f(r,0) = f(0) € €2(5¢7?),
entonces

_ foL [t
760 = f60) + M + 5

2
0 Sen®rg

Agi2f(8,)ds, (2.58)
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para Mtf una martingala local. Si definimos una nueva escala de tiempo

t
ds
I, =1(t,w) = , 2.59
=il = [ (2.59)
entonces la funcién ¢ +— [, es estrictamente creciente y sea {7} la inversa de {l;} con
70 = 0. Evaluando la ecuacién (2.58) en el tiempo 7;, como I(7,,-) = u, entonces 7, =
I'(1y,-)~! = sen?r,,. Haciendo el cambio de la variable s = 7, as{ ds = 7/ du = sen®r,, du,

"L Agaaf(8,)ds = [} Aga2f(0s,)du. Sea ¢, = 0., entonces

0 sen?rg

1 t

flod = 1leg) + M+ 5 [ Asvaf(p)du (2:60)
0

Ademads, como para cada t, 7, es un (.%;)-tiempo de paro, entonces por el teorema del

muestreo opcional de Doob ([Kal21], Thm. 9.12), M/, ¢ > 0 es una (.%,,)-martingala local.

Por lo tanto, vemos que el proceso ¢, = 0,,, t > 0 es un movimiento browniano en la esfera

872 que satisface la EDE

dep, = (I — pup/) dﬁ;t - d?Q‘Pt dt, (2.61)

donde W es un (%;)-movimiento browniano en R con %, = Z,,, t > 0.
Entonces, hemos demostrado que el movimiento browniano X en S%! tiene una repre-
sentacion skew-product X, = (¢, ¢y, ).

Ahora demostramos la independencia de los procesos (7¢),5¢ ¥ (4¢)>0-

Con la misma idea en la demostraciéon de la proposicién anterior, demostraremos la
independencia de los movimientos brownianos que derivan de las EDEs (2.56) y (2.61) res-
pectivamente. Con el mismo procedimiento de la demostracién anterior, primero extendemos
el espacio de probabilidad para definir un movimiento browniano escalar 8 independiente
de B en la EDE (2.54). Sea B, := (B},--- , B&™), las primeras (d — 1) coordenadas de B,

entonces B es un (.%;)-movimiento browniano en R?~! y definimos una martingala local

Tt 1 " Tt 1 e

W, = / (I —6,0])dB, +/ 0, dj;, (2.62)
0 senrg 0 senrg

donde para cada 1 < 4,5 < d — 1, se obtiene (W', W7), = d;t, y por el teorema de

caracterizacién de Lévy, el proceso W es un (%;)-movimiento browniano en R4~!. Ademas,

se tiene que

senrg 7 senrg senrsg

(1 - 0,6]) [ (1= 0.60), 51-0.] = [ (1 - 0.60).0]
entonces por el teorema de cambio de tiempo ([Dk03], Thm.8.5.7), tenemos que

dp, = (I — @up/ ) AW, — T2, dt.

Por otro lado, definimos & = 8, = [[" —— S (Oka — X5Z,)dB¥. Como se tiene que

senrs

la transformacién de coordenadas polares a coordenadas cartesianas en la esfera S (Sec.
2.3.1) es tal que X; = ((senr;)0," ,cosr;)", es decir,

XF=0Fsenr,), k=1,---,d—1, v X%=cosr, Vit>0.

Entonces,

Tt d—1 ~ Tt Tt . Tt
& = / cosry > 0% dB* — / senr, dBY = / (cosr,)8! dB, — / senr,dBY, t>0.
0 0 0 0

k=1
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Por lo que ¢ es una (%;)-martingala local con (W &), = 0 para cada 1 < i < (d — 1),y
(&,&)r = 1, con su inversa [;. Entonces el teorema de Knight ([RY99], Chap.V, Thm.1.9) para
el cambio de tiempo multidimensional afirma que W'y (&,),5¢ = (0t),50 son independientes.
En consecuencia, se sigue la independencia de los procesos ¢ y r. ]

Observacién 2.17. Por la proposicién anterior, podemos construir un MB(S%7!) como un
producto deformado. Sea (r;),., un proceso de difusién generado por A, dado en (2.53),
también se le llama el laplaciano radial de Ag, y sea (¢,),~, un movimiento browniano en
S92 independiente de 7. Se define el cambio de tiempo | como en (2.59), entonces el proceso
t = X; = (14, ;,) es un movimiento browniano en la esfera Sd-1.

Observacion 2.18. Por otro lado, como la transformacion de coordenadas polares a coor-
denadas cartesianas en la esfera S9! es mediante £ = ((senr) 0", cosr) € S 1. Sea X
un movimiento browniano en la esfera S, y (r;),5, €l proceso radial. Como f(r) = cosr
es una funcién de clase €°, entonces aplicando la férmula de Ito para Z; = XI = cosry,
vemos que Z tiene valor inicial Zy = X¢ € (—1,1) y satisface la EDE:

-2 1
dZ, = —senr; (dﬁt cot 1y dt) —3 cosry dt

— 1
costydt = —\/1 — Z2dB; —

5=, ¥ aplicando nuevamente la

= —senr df; — Zt dt. (2.63)

Maés ain, si consideramos a la transformacién lineal ¢g(z) =

férmula de Ito para Y; = 1’222 se tiene que

dY, = [ V11— Z2dB, —

Yy (1= Yo)dB, + 5 [%(1 ~Y) —

=

d—1 1—x¢

2

Yt} dt,  Yo= (2.64)

—1

Esto es, un proceso de difusion de Wright-Fisher con pardmetros de mutacion 6; = 6, = T'

Veremos la definicion precisa en el siguiente capitulo.

Como veremos en el Capitulo 4, la representacién skew-product del movimiento brow-
niano en la esfera X tiene una relacion con la difusién de Wright-Fisher Y, podemos expresar
X en términos de Y (ver [MMUB20]). Ademads, es posible dar una descomposicion skew-
product para la proyeccién de un movimiento browniano MB(S%1) en la bola B” con n < d.
Se puede consultar el [MMUBI18] para ver los detalles, y también citaremos sus resultados
principales en el Capitulo 4.



Capitulo 3

La difusion de Wright-Fisher

Por lo que se mencion6 en el final del capitulo anterior, a través de una serie de trans-
formaciones sobre la parte radial del movimiento browniano en la esfera MB(S?) se da a
un proceso de difusion de Wright-Fisher. Ademas, veremos en el siguiente capitulo que la
proyeccién de MB(SY) en sus primeras k < d coordenadas tiene una relacién con la difusién
de Wright-Fisher (cf. [MMUBI18], [HJT17]).

Asi, en este capitulo, estudiaremos el proceso de difusiéon de Wright-Fisher empezando
con el modelo de Wright-Fisher como un modelo genético que describe la dinamica es-
tocastica de frecuencias alélicas en una poblacién bajo efectos de mutacién y/o seleccion;
especificamente, aqui sélo tratamos con el modelo neutral con mutacién (para otros casos,
ver [Eth11]). El modelo original de Sewall Wright y Ronald A. Fisher trabajaron con una
poblacién finita y en tiempo discreto; en la seccion 3.1, veremos que la evolucion de la fre-
cuencia alélica en una poblacion finita a lo largo de las generaciones n € N (¢/s efecto de
mutacién) se puede representar por una cadena de Markov (i.e., un proceso de Markov en
tiempo discreto con t = n € N que toma valores en un espacio de estado finito o numerable).
Especificamente, la siguiente definiciéon:

Definicién 3.1. Sean (Q2,.%,P) un espacio de probabilidad y £ un conjunto finito o nume-
rable. Una sucesiéon de variables aleatorias

(X,) {(X,: Q=& n=0,1,2---}

neN =

se llama una cadena de Markov con espacio de estado £ si satisface la condicién de Markov;
esto es, para todon > 1y g, - ,Tp 1,2,y € &, se cumple

]:P)(Xn—&—l = y|X0 = Zo, " " )Xn—l = Tn—-1, X, = ZC) = ]:P)(Xn—&—l = y|Xn = I)

Para todo z,y € £, n € N, se le llama a P, , = P(X,,11 = y|X,, = ) las probabilidades de
transicion; y P = (Pyy)syee se denomina la matriz de transicion para la cadena (X,,)nen.

En la seccion 3.2, veremos que la difusion de Wright-Fisher con mutacién es la tnica
solucion a una ecuaciéon diferencial estocastica, y este resultado se obtiene mediante la
aplicacion de la convergencia de cadena de Markov a un proceso de difusién para el modelo
de Wright-Fisher con mutacién (cf. [Dur96].

Finalmente, basado en el trabajo de Jenkins y Spané ([JS17]), presentamos en la seccién
3.3 un algoritmo para simular exactamente la densidad de transicién de la difusion de
Wright-Fisher neutral con mutacién, y asi también, implementamos este algoritmo al final
de esta seccion.

40
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3.1. El modelo genético de Wright-Fisher

El modelo de Wright-Fisher es el modelo genético mas simple que fue introducido por
Sewall Wright y Ronald A. Fisher de manera independiente en la década de 1930. En esta
seccion, empezamos con la descripcion del modelo en su forma mas simple, se considera
una poblacién haploide (i.e., cada individuo de la poblacién con un sélo gen se reproduce
asexualmente reproduciendo “hijas” genéticamente idénticas a su “madre”) de tamano fijo
y constante N que evoluciona en generaciones discretas, y los N individuos estan divididos
en dos tipos de alelos: tipo A y tipo B. Ademas, supongamos que la poblacién es neutral,
i.e., el éxito reproductivo de un individuo no depende de su tipo, y esa reproduccién es
aleatoria.

En el modelo de Wright-Fisher neutral, la nueva generaciéon se modela de la siguiente
manera: la generacién (n+1) se forma escogiendo N genes uniformemente de la generacién n
de manera aleatoria y con reemplazo; esto es, cada individuo de la generacién (n+ 1) escoge
a su “madre” de manera aleatoria e independiente de aquellos presentes en la generacion n,
copiando su tipo ([Eth11], Chap.2). Como nos interesa la distribucién de la proporcién de
cada tipo de alelos en el proceso de evolucion, definimos

X2 := el niimero de alelos tipo A en la generacién n, n € N.
Entonces, (X),en define un proceso a tiempo discreto y se tiene el siguiente resultado.

Proposicién 3.2. Para todo n € N y para todo i,5 € {0,1,--- | N},

P(Xp =J|X0 =i) = (‘;V) (%)] (1 - %)N_j- (3.1)

Demostracion. Por definicién, para todo n € N, la variable XY toma sus valores en el
conjunto {0,1,---, N}; también por definicién, es claro que P(X},, = 0[XY =0) =1, ¢
igualmente P(X2, = N|XY = N) =1.

De manera mds general, sea i € {1,---, N — 1}, y supongamos que en la generacién n,
la poblacién consiste en i alelos de tipo A y (N — i) alelos de tipo B. Es decir, X = i,

y la proporcién de alelo A en la generaciéon n es p; = %, mientras que la del alelo B es
G = % =1- % Como en el modelo de Wright-Fisher, cada gen de la generacién (n+ 1)

escoge a su “madre” aleatoriamente e independiente de aquellas presentes en la n-ésima
generacién; esto es, corresponde a una seleccién con reemplazo. Entonces, dado XY = i,
el nimero de individuos del alelo A en la (n + 1)-ésima generacién sigue una distribucién
binomial Bin(N, p;). Por lo tanto, deducimos (3.1). O

Observacion 3.1. De acuerdo con la proposicién anterior, como & (XflVH\X,]LV = z) =
Bin(N,p;), 1 € {0,1,--- , N}, entonces

var<X;§H\XgLV - z) - Var<XflV+1 ~XN|XN = z) = Np(1—p;) =i (1 - %) _
Y es inmediato el siguiente resultado.

Teorema 3.3. En el modelo de Wright-Fisher, el proceso X~ = (XN),en es una cadena
de Markov en tiempo discreto con el espacio de estado finito y es una martingala discreta
acotada. La matriz de probabilidades de transicion P = (P;;) de la cadena estd dada por

N\ /i)’ i\V
P = — 1— — ] 1,---,N}. 2
. <j> <N) < N> , para todo 1,7 € {0,1,--- N} (3.2)
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Los estados 0 y N son dos estados absorbentes para la cadena XN .

Demostracién. Por definicién, el proceso XV = (X),cn toma sus valores en el conjunto
finito {0,1,---, N'}. Ademds, notemos que la distribucién de X}, | dado los valores de X},
0 < m < n, sélo depende de XY, entonces el proceso X” define una cadena de Markov; y
por la Proposicién 3.2, la matriz de probabilidades de transicion para la cadena estd dada

por (3.2).
Por otro lado, para cada n € N, denotamos por %, a la o-algebra generada por las
variables XV, XV, .-+ XNy con los cdlculos de la observacién 3.1, tenemos

N N
E[XN| 7] = Z (X = J1F) =Y J P(X0L, = 4]X)Y)
j:

S0 ) e

Por lo tanto, el proceso XV es una martingala c.r.a. (Zn)pen ¥ acotado por N.
Observemos que FPyo = Py n = 1, ya que una vez la poblacién con puro alelos de tipo

A (XY = N) o de tipo B (XY = 0), por definicién del modelo, la siguiente generacién

sigue siendo de alelos puros del mismo tipo. Por lo tanto, 0 y N son estados absorbentes

de la cadena X (mds detalles sobre clasificacién de estados de una cadena de Markov, ver
[CRUBV04]). O

Observacidn 3.2. Por el teorema anterior, el proceso (XY),cy es una (%, )-martingala acota-
da, por el teorema de convergencia de martingalas ([RY99], Chap.2, Thm.2.2), (X,,) converge
casi seguramente a una variable aleatoria X% cuando n — co. Ademas, como (X2),en es
una cadena de Markov con espacio de estados finito, si i € {1,--- ;N — 1} y por la Propo-

sicién 3.2, tenemos que
Py =P (XY = NIX) =i) = ()" >0,

esto es, del estado i se puede acceder al estado N, pero el estado i no es accesible desde el
estado N, ya que N es un estado absorbente; analogamente, lo mismo ocurre para el estado
0. Entonces los dos estados absorbentes {0, NV} son estados recurrentes y los demas estados
son transitorios (c.f. [CRUBV04]). Por lo tanto, XY toma sus valores en {0, N}.

Si definimos al tiempo de fijacion de uno de los dos tipos de alelos en la poblacién por

TZ:HH/D{TLEOIXT]LV:N 0 XfLV:O},

asi, 7 es un tiempo de paro c.r.a. (.%,) y acotado c.s., y por el teorema de la parada opcional
([RY99], Chap.2, Prop. 1.4), tenemos

=E[X{|X) =i =E[XJ|X) =i] = NP(XJ = N|X) =1i) +0, i€{l,---,N},
por lo tanto, ]P’(XO]X = N|XY = z) = %; es decir, la probabilidad de que se fija el alelo tipo

A en la poblacién, dado que se inicia con ¢ individuos de este tipo en la poblacién, es justo
su frecuencia inicial +
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3.1.1. El modelo de Wright-Fisher con mutacién

Ahora supongamos la presencia de mutaciéon durante la reproduccion; es decir, antes de
la formacion de la nueva generacion, cada gen tiene la posibilidad de sufrir la mutacion,
esto es, transformar un gen al otro tipo. Especificamente, supongamos que para cada gen, la
mutacién del alelo A al alelo B ocurre con probabilidad « y del alelo B al alelo A ocurre con
probabilidad . Asi, en este caso, si la “madre” es de alelo A, el individuo hereda el alelo A
con probabilidad (1 — «) o muta y transforma al alelo B con probabilidad «; andlogamente,
si la “madre” es de alelo B, el individuo hereda el alelo B con probabilidad (1 — ) o sufre
la mutacion y porta el alelo A con probabilidad . Entonces la probabilidad de producir
un individuo tipo A en la (n + 1)-ésima generacién dado que hay i individuos tipo A en la
n-ésima es

. 1 N —1
by = N(l —a)+ N

Al igual que en el caso del modelo neutral sin mutacién, supongamos que cada individuo
tiene la misma ventaja selectiva y la “madre” de cada individuo en la nueva generacién
siempre se elige uniformemente de la generacion anterior, de manera independiente y alea-
toria. Sea X la variable aleatoria que describe al nimero de alelos A en la generacién n,

para todo n € N, tenemos en este caso que

B, ie{0,1,--- N} (3.3)

g(XrJLVJrl‘Xr]LV:Z):%ln(Nup:)? 26{0717 >N}
Como dado el presente {X}Y = i}, el futuro {X).; = j} es independiente del pasado
(XY, -+, XN}, vemos que la sucesiéon (XY),cy es una cadena de Markov con matriz de
transicién

N . .
P :IED(X;V+1 :j|X7§V =) = <j>p;”(1 —p)N, Vi, je{0,1,--- N} (3.4)

En este caso, notemos que si @« > 0y S > 0, no hay posibilidad de tener fijacion en la
poblacién para alguno de los dos alelos. Ya que con la matriz de transiciéon P = (P;) para la
cadena de Markov (X,,),en dada por (3.4), y como la cadena tiene soporte finito, entonces es
irreducible y recurrente positiva, por lo que existe un tinico vector de probabilidad invariante
no trivial 7 = (mg, my, -+, mx) tal que

SN m=1, y SN TPy =7, para todo 7,7 € {0,1,--- ,N}.

Esta distribucién de probabilidad 7 también se conoce como una distribucion de la frecuencia
alélica en estado estable.

Observacion 3.3. Para ver otros casos del modelo de Wright-Fisher con efecto de seleccion
o con mas de dos tipos de alelos, puede consultar [KT81] y [Eth11].

3.2. La difusion de Wright-Fisher con mutacién

En esta seccion consideramos al modelo de Wright-Fisher de haploide con 2-alelos que
involucra el efecto de mutacién como se mencioné en la seccion anterior. Sabemos que el
proceso (XT]LV )n oy que describe el nimero de alelos tipo A a lo largo de generaciones n € N,
es una cadena de Markov con probabilidades de transicién dadas por (3.4). Con la aplicacion
de la convergencia de cadenas de Markov a procesos de difusién, si hacemos el tamano de la
poblacién N — oo, se puede aproximar las frecuencias alélicas a un limite llamado proceso
de difusion. Para esto, llamamos al siguiente resultado para la convergencia de cadenas de
Markov al proceso de difusién (cf. [KT81], Chap.15, p.168 y [Dur96], Sec.8.7).
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Lema 3.4. Supongamos que XN) = (XT(LN))nGN es una sucesion de cadenas de Markov en

tiempo discreto con espacio de estado confinado a un intervalo 9 C R, acotado y cerrado.
Sea hy una sucesion de numeros positivos que tiende a 0 cuando N — oo tal que los
siguientes limites existen um’formemente:

Aim VE[XT) - XM XM = 2] = b(x),
1 (N) — 2] =
Jim p B (X = X)X = 2] = afa),
1 () (N) =] = in k>
Y Nh_r)nooh IEI[(XHJrl |X ] 0, para algin k > 3.
Entonces los procesos a tiempo continuo definidos por YV = {Y(N) = X[(t]/vfz itz 0}1

convergen en distribucion al proceso Y = (Y),~o, donde Y es un proceso de difusion con
generador

1
Afy) = 5a(y)["(y) +0(y) [ (y). f€€(2).
Asi, para el modelo de Wright-Fisher neutral con mutacién, consideremos al proceso
1
YN = NX[]]VW], t>0.

Esto es, el proceso YV = (YtN ) >0 Tepresenta a la evolucién de la proporcion de alelos A en
unidades de tiempo de tamano de la poblacién. Supongamos que la frecuencia del alelo A
en la generacion 0 es Y¥ = yo € [0, 1] y sean

= %7 B = %7 Y1572 > 07 (35)
es decir, la tasa de mutacioén es constante por unidad de tiempo para el proceso Y; donde
v1 = aN es la intensidad de mutacién del alelo A al alelo B, mientras que v, = BN es la
intensidad de mutacién del alelo B al alelo A.

Sea At = % y se tiene que

1 1
Y;HrAt YN N <X[]ZVV(t+At)} - X[JJVVt]> = N (X[jzvvt X[Nt])

VY = XN =

Para calcular los momentos condicionales, notemos que N Y}/JX A =X []]V\,ﬂ +1
i ~ Bin(N,p}), donde p; = +[(1 — a)i + (N — )], entonces

YNH}

1
E {(Y?Xm =) [y = ﬂ E {Ytﬁm

y

2 1 2 1 7
E {(thm =V = ﬂ =E [(Yme) v - ﬂ ~2E [Y#Xm

1 i 2 i \2
Npi(l — N? 2—_p* ) = —pf (1 — «_
NQ[ p;(1—p)+ (pz)] sz+<N) Npl( pz)Jr(pz N)

o 0-8) o (D)

! [z] denota a la funcién parte entera de z > 0, i.e., [z] = méx{k € N|k < z}.
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donde O(%) es de orden a lo mas % Haciendo ﬁ — ¢ cuando N — o0, como 0 <7 < N,

entonces 0 < £ <1y las ecuaciones (3.6) y (3.7) resultan

o1
Altlig+ N [(YtﬁAt—YtN) ‘YtN =€] =-n{+7(1-9),

1
y Jim CE[(va - YY) VY =¢] = -9,

(3.8)

donde la convergencia es uniforme para 0 < ¢ < 1. Ademas, por un calculo directo y usando
los momentos de la distribucién binomial se obtiene

, 1 4
e (AN [

En consecuencia, se obtiene el siguiente resultado:

Proposicién 3.5. Bajo la hipdtesis de mutaciones (3.5), si ~X{ converge a Yy € [0,1]

en distribucién cuando N — co. Entonces los procesos (YN )iso = (%X[]]V\,ﬂ convergen

)tZO
en distribucion al proceso Y = (Y}),5q, con (Y, B) la unica solucion fuerte a la ecuacion

diferencial estocastica

t t
K:%+/\WM—KM&+/(ﬁM+%O—K0® (3.9)
0 0

donde B = (Bi),5, es un movimiento browniano escalar y Y; € [0,1] para todo t > 0, c.s..

Para més detalles sobre la demostracion de la Proposicién 3.5, se puede consultar [KT81],
p.177-p.179; [Mell6], Chap.6 y [Alf15], Chap.6.

Observacion 3.4. Notemos que los coeficientes en la EDE (3.9), b(x) = —yz + (1 — )
y o(x) = y/xz(1l —x) son tales que, b es Lipschitz continua y ¢ es Holder continua con
exponente % Entonces el criterio de Yamada-Watanabe para la unicidad de trayectorias a
las EDEs (Prop. 2.24) afirma la existencia de la unica solucién fuerte a la ecuacion (3.9).

Observacion 3.5. En general, se escribe la ecuacién (3.9) en la forma diferencial

aY, = VY= V) dB + |[~mYi + (1= V)| dt. Yoy e 0,1, (3.10)

donde 71,7 > 0; y ¥, € [0,1],Vt >0 c.s..

Observacion 3.6. La solucién YV = (V;),5, a la EDE (3.10) es un proceso de Markov que
tiene distribucion estacionaria 1 = Be (272, 271), de manera que si Yj tiene distribucién 1),
entonces Y; tiene distribucién ¢ para todo t > 0 ([Eth11], Sec. 3.6, & [KT81], Pag. 221).

Observacion 3.7. Cuando 0 < 27, < 1 (y/o 0 < 2y, < 1), el estado {0} (y/o {1}) es una
frontera regular, de manera que la difusién Y; puede entrar y salir del estado {0} (y/o {1})
para todo ¢t > 0. Cuando 27 > 1 (y/o 271 > 1), el estado {0} (y/o {1}) es una frontera
de entrada, i.e., no es alcanzable para el proceso Y; desde el intervalo (0,1) para ¢ > 0 al
menos con valor inicial en 0 (o en 1) ([KT81], Chap. 15, Pag. 240).

Definicién 3.6. Si Y = (Y}),5, es solucién a la EDE (3.10), entonces le decimos a Y un
proceso de difusion de Wright-Fisher neutral con mutacion, con parametros de mutacién 7y,
72 > 0, y lo denotaremos por Y ~ WF, (272, 2v;) de acuerdo a su distribucién estacionaria

= Be (2792,271)-
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3.3. Simulacién exacta de la difusion de Wright-Fisher
con mutacioén

Vimos en la secciéon 2.2.1 una simulacién exacta del proceso de Bessel mediante su
densidad de transicién, de la misma manera, como un proceso de difusion de Wright-Fisher
neutral con mutacién que satisface el modelo (3.10) tiene una representacién probabilistica
de la funcién de densidad de transicion ([GS10], [JS17]), la que nos permite simular el
proceso de Wright-Fisher neutral con mutacién a partir de su densidad de transicion. El
procedimiento de la simulacién exacta se presenté con detalle por Jenkins y Spané ([JS17])
y en esta seccidn, revisamos brevemente la idea principal sobre la simulaciéon exacta de la
difusion de Wright-Fisher neutral con mutacion.

Consideremos al proceso Y = (Y3),, que satisface la EDE

1
1Y = VY=Y dB,+ 5| 0h(1-Y) = 0:Yi| dt. Vo= € 0,1] (3.11)

donde 6y,60, > 0; es decir, Y ~ WF,(0;,6,)% En donde Y tiene una representacién proba-
bilistica de la densidad de transicién dada por ([GS10], [JS17]):

flzy) =Dl ()Y Bin(l;m, z) Be (y; 01 + 1,65 +m — 1), (3.12)

m=0 =0

donde 6 = 6, + 05, Bin(+) es la funcién de probabilidad de una variable binomial y Be (-)
es la funcién de densidad de una variable beta que estan dadas por

Bin(l;m, x) = (7)xl(1—x)ml, [=0,1,---,m,
L6 +62) o, 021
Be (y;01,05) = ———— <y (1 —y)” 0<y<l;
y e(:gv 1 2) F<91)F(92) Yy ( y) ) Yy 3
ademds, ¢? (t), m = 0,1, - - son funciones de transicién de un proceso de muerte puro A?_(t)

con frontera de entrada en el infinito, y lo veremos mas adelante.

La estrategia de simulacién de muestras de la densidad de transicién f;(z,y) para la
difusién de Wright-Fisher con mutacion es inmediata de la representacion (3.12), se resume
el procedimiento en el Algoritmo 5 ([JS17], Algorithm 1), y es el método que apareci6
primero en [GL83] para una poblacién con K alelos.

Algoritmo 5: Simulacién de muestras exactas de la densidad de transiciéon f;(z, )
para la difusién de Wright-Fisher neutral con mutacion WF, (6, 6,)

Init: 6,0, >0,0=0,+0,; Yo =12 € [0,1], t>0
1 Simular M ~ A? (t) de la distribucién de {¢% (t) : m =0,1,---}. > Alg.6 o 6’
2 Dado M = m, simular L ~ Bin(m, z).
3 Dado L =1, simular Y ~ Be (61 + 1,0, + M — ).
4 return Y

Cabe mencionar que el modelo Beta-Binomial que describe en [MW09] (Sec. 5) como
la representacion de la transicion del modelo de Wright-Fisher, es uno distinto de la repre-
sentacién (3.12), con la diferencia en la funcién de probabilidad ¢? () del proceso ancestral

A? (t).

2 Usamos la notacién de [JS17] para la difusién de Wright-Fisher, en donde se difiere de (3.10) por un
factor de 2 y con los pardmetros de mutacién 6 = 2y, 0 = 2.
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Asi mismo, la carga computacional en el Algoritmo 5 es en el paso 1, en donde se
requiere las funciones de probabilidad {¢? (t) : m = 0,1,---}, y los cuales no tienen una
forma cerrada. Pero se demostré por Jenkins y Spand ([JS17]) que es posible de simular
muestras exactas de esta distribucién del proceso ancestral A% (t), que es el proceso dual a
la difusién de Wright-Fisher ([GS10]), y lo describimos brevemente en el siguiente apartado.

Simulacién exacta del proceso puro de muerte A?

Bajo el modelo de Wright-Fisher neutral con mutacién para la evolucion genética de una
poblacion descrito en la Seccion 3.1.1, el proceso ancestral empieza con una muestra de n
genes en el tiempo presente (o bien, con n linajes en el tiempo ¢ = 0), y hacia el tiempo
atras, se trazan los linajes ancestrales de la muestra hasta el ancestro comin maés reciente.
Donde un linaje en una generacién particular en el tiempo pasado esta representado por un
individuo cuyo genoma contiene material directamente ancestral a uno o mas de la muestra.
Tal proceso se puede representar por un arbol coalescente ([Gri06]).

Si A%(t) denota al niimero de linajes ancestrales no mutantes en el tiempo ¢ hacia atrés
en el proceso de coalescencia con mutacién y A%(0) = n, el nimero de linajes que pasa de
m a m — 1 por coalescencia con tasa () = m(m — 1)/2 o por mutacién con tasa mf/2;
donde 0 = 6, 4+ 605 con ; > 0 y 65 > 0 son parametros de mutacion definidos anteriormente.
Luego, para cada n € N, {Afl(t) tt > 0} es un proceso de Markov puro de muerte que
comienza en el estado n y pasa al estado n — 1, y asi hasta el estado 1 o0 el 0 (0 es un estado
absorbente, ya que eventualmente, se desaparece el linaje debido al efecto de muestreo y
mutacién). Para cada m = 1,2, -, n, las Unicas transiciones del proceso es pasar el estado
m al estado m —1 con tasa m(m+60—1)/2 (esto es, se pierde la arista en el rbol coalescente
por coalescencia o por mutacién) (cf. [Gri06], [Tav84]).

Cuando n = oo, el proceso coalescente también se conoce como el coalescente de King-
man con mutacién ([Eth11]), y A% (¢) es un proceso puro de muerte con frontera de entrada
en oo c.s; sea ¢4, (t) = im0 P(A%(t) = m), entonces ¢%(t) es la funcién de probabilidad
de A? (t) y tiene una expansién en serie alternante infinita ([Gri80], [Tav84]):

a0, (t) = IED(AH = Z )k T’Ll)/,(f’(’7)(7n)7 m=0,1,2,--, (3.13)
k=m
1 sim=k=0
donde b0 (1) = )
e ) (TIZ) (9+%€_1) (QJE;”J:;?) D e—k(k+6-1)t/2 o otros casos con m < k.

Cuando 0 = 0, A (t) es el nimero de aristas en tiempo ¢ hacia atras en el arbol coalescente
de Kingman, y la férmula anterior sigue cumpliendo para ¢% (t) = P(A.(t) = m), mientras
que ¢j(t) = 0, ya que en este caso, siempre existe al menos un linaje en la poblacién.

Notemos que la probabilidad ¢, (t) no tiene una expresién de forma cerrada, sin embargo,
podemos simular muestras exactas de la distribucién discreta de la variable A% (¢) mediante
un método de series alternantes como se describe en [JS17]. En donde se requiere la sucesién
de los coeficientes de ¢’ (t) dada por (3.13) tal que b,(f’a) (m) | 0 cuando k — oo para cada
m; aunque tal condicién no siempre se cumple, pero la Proposicién 1 de [JS17] afirma que
si se define

C = inf{i > 0: 000, (m) < o5 (m >}, (3.14)

(t,0)

entonces C? < oo para todo m, y ol — g para todo m > D , donde

DI .= inf {k > (% - 9%) (0 + 2k + e~ T3 < 1} (3.15)
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ademds, la sucesién b,(f’g) (m) } 0 cuando k — oo, para todo k > m + Cc9)

Luego, para cada M € N, existe k,, € N para cada m € {0,1,---, M}, y denotamos al
vector k = (ko, ky, -+ , ky) € NMHL tal que
M 2k,+1 2k p
SeO) = 35 ) Hm) < 3 ) < 50 S () m) = SED), (3.16)

Maés atin, se tiene que

limsup S, (M) =P(A%(t) < M) y hmlnf SE(M) =P(A%(t) < M),
k— (00, ,00) k— (00, ,00)
y tanto S, (M) como S (M) se pueden calcular a partir de un ntimero finito de muchos
términos. Entonces, dado U ~ U(0,1), podemos encontrar un vector k € NM*! con ele-
mentos kY tal que para cada m € {0,---, M},

@Q:mﬂ%eNugm@>U<hﬁm@<U}

Ahora, si k° es tal que S.,(M) > U, la cantidad

M

M = inf{M eEN: Y b (t) > S, (M) > U}
m=0

estd distribuida exactamente de acuerdo a {¢? : m = 0,1,---} por el método de la trans-

formada inversa; esto es, M ~ A% (t).

Asi, resumimos el procedimiento de la simulacion exacta del proceso puro de muerte
A% (t) en el Algoritmo 6 ([JS17], Algorithm 2). En la seccién 3.2 de [GPHK19] se incorpo-
raron algunas consideraciones que mejoran este algoritmo en reducir el tiempo de computo.
Sin embargo, en el momento de la implementacién del algoritmo ([GPHK19], Algorithm 3),

ocasionalmente queda indefinido un ciclo por el signo negativo (ver Apéndice B).

Algoritmo 6: Simulacién exacta de muestras de ¢? (¢), funcién de transicién del
proceso puro de muerte A? ()

Init: M « 0, ko < 0, k < (ko)

Simular U ~ U(0, 1).

=

2 repeat

3 for all m € {0,--- ,M} do

4 ‘ ko < [O37 2] > Ec.(3.14)°
5 end for

6 | while S, (M) <U< S (M)do

r | ke ke > Ec. (3.16)
8 end while

9 if S, (M) > U then

10 return M

11 | else if S (M) < U then

12 k(—(k‘o,kﬁl,"',k]\/[,())

13 M+~ M+1

14 end if

15 until false

®[z] denota a la funcién techo para z € R, i.e., [x] = min{k € Z|z < k}.
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Una observacion sobre la practica de la implementacién del Algoritmo 6, es que el Al-
goritmo 6 falla en los casos cuando t < 0.05, y por lo tanto, no es conveniente aplicar el
Algoritmo 6 para el paso 1 del Algoritmo 5 cuando el tiempo ¢ sea muy pequeno. Sin embar-
go, A% (t) tiene una distribucién normal asintética ([Grig4], [JS17]), de manera que cuando
t — 0, el proceso A? (t) converge en distribucién a una distribucién normal N (9 o®9)),
siempre y cuando ¥ = 1(6 — 1)t estd acotada por arriba. En donde

2 e+ 0)* (14 525 —2n), 9 A0,
pt =Ly (o) = {tf ) o~ 7 (3.17)
3t ¥ = 07
donde n = 6,919_1 si # 0y n=1en otros casos.

Por lo tanto, podemos aplicar esta aproximacién en la implementacion del Algoritmo
5 cuando t sea muy pequeno (en particular, ¢ < 0.05), esto es, reemplazar el paso 1 del
Algoritmo 5 cuando t < 0.05 por ([JS17], Sec.4):

Alg. 6. Simular A? (t) ~ N (u®? 5®9) vy 1o redondea al entero no negativo més cercano.

Al implementar el Algoritmo 5 usando las consideraciones anteriores (ver Alg.5), po-
demos obtener muestras de la trayectoria de un proceso de difusién de Wright-Fisher con
mutacion mediante su densidad de transicion. Siguiendo el mismo método para la simula-
ci6én de trayectoria del proceso de Bessel (Sec. 2.2.1), y aplicando el Algoritmo 5 para cada
punto de la particién de un intervalo de tiempo [0, ], se generan muestras de la trayectoria
de una difusién de Wright-Fisher y se obtiene un esqueleto para la trayectoria en [0, ¢].

1.00
0754
0.501 (a)
0.25
1.00
0754
Vi 050 (b
0.254
0.00
1.00
0.75
0.50 (c)
0.25
0.00+ : ; : ; :
0.0 05 1.0 15 2.0

t
Figura 3.1: Muestras de trayectoria de una difusién de Wright-Fisher Yz, ¢t € [0, 2] (At = 0.002) simuladas usando el Algoritmo
5 con pardmetros y valor inicial: (a) 01 =4, 02 =1y ¢ =0.05, (b) 61 =0.5,02 =13y x =09y (c) 1 =02=05y z=0.

(@) (b) ()

0 = II

0.00 025 0.50 0.75 100 000 025 0.50 075 100 000 0.25 0.50 075 1.00
t

Figura 3.2: Distribucién de la muestra de trayectoria Y; que corresponde a cada uno de los casos de la Figura 3.1, comparando
contra la distribucién estacionaria Be (01, 02) ( ).

En la Figura 3.1 se presentan muestras de trayectoria de Y ~ WIF,(6;,05), simulada
usando el Algoritmo 5, en donde representan la frecuencia del alelo A durante el tiempo
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t € [0,2], con distintos pardmetros de mutacién 6,02 > 0 y distintos valores iniciales
x € [0, 1]. Mientras que en la Figura 3.2, se ilustra la distribucién de muestra de trayectoria
simulada en cada caso de la Figura 3.1 y contra la distribucién estacionaria Be (6;, 0s).

Observacion 3.8. Observamos cada caso de la Figura 3.1, la trayectoria toma valores en [0, 1]
y durante la mayor parte del tiempo, contiene al valor medio pu = 91?92 de la distribucion
estacionaria Be (61, 6,).

Observacion 3.9. Por la Observacién 3.7, para una difusién de Wright-Fisher Y ~ W, (61, 65),
tenemos que cuando #; > 1, una muestra de trayectoria de Y; nunca toca a 0 parat >0y
nunca toca a 1 cuando Ay > 1. La propiedad que podemos notar en la Figura 3.1.




Capitulo 4

Proyeccion del movimiento browniano
MB(S%1)

Por el teorema de Arquimedes y su generalizacién en las esferas unitarias en el espacio
euclidiano de dimension d > 3, vimos en el Capitulo 1 que la proyecciéon ortogonal P de
la esfera unitaria S4~! en la bola B4~? preserva la medida uniforme (Thm. 1.9). Ademas,
como la distribucién uniforme en la esfera S?~! es la inica distribucién en la esfera invariante
bajo rotaciones, y asi, es una medida invariante para movimientos brownianos en la esfera.
El trabajo de [MMUBI18] investigé el proceso X obtenido de la proyeccién del movimiento
browniano MB(S™"**~1) en la bola B", y tal proceso tiene una descomposicién skew-product
analoga a la del movimiento browniano en R? que vimos en la Seccién 2.3.2. Adem4s, con
tal descomposicion skew-product, es posible dar la medida invariante para el proceso X, y
veremos en la Proposicién 4.1 que esta medida invariante admite la densidad igual a la de
la distribucién uniforme U(S™*~1) proyectada en la bola B™ que vimos en el Capitulo 1,
Proposicién 1.10. Citaremos estos resultados principales de [MMUBI18] en la Seccién 4.1.

También, el movimiento browniano Z en la esfera S%! tiene una descomposicién skew-
product que vimos en la Seccién 2.3.3 esta expresada en coordenadas polares (r, 8). Con la
transformacién a coordenadas cartesianas, se tiene que Z = ((senr)@",cosr), y vimos que
con una transformacién lineal, la ultima coordenada de Z se relaciona con la difusién de
Wright-Fisher. Veremos en la Seccién 4.2 que se puede dar la descomposicion skew-product
para Z en términos de una difusién de Wright-Fisher y un movimiento browniano en S%2.
Y esta descomposicion es igual a la dada en [MMUB20], en donde se utilizaron los resultados
de la proyeccién del movimiento browniano esférico en [MMUBIS].

Finalmente, con esta descomposicion skew-product del movimiento browniano Z en
la esfera S9! expresada en términos de la difusién de Wright-Fisher y del movimiento
browniano en S% 2, y usando la simulacién exacta de muestra de la difusién Wright-Fisher
dada en el Algoritmo 5, es posible simular muestras exactas de un movimiento browniano Z.
En la Seccion 4.3 revisamos el procedimiento de simulacion exacta del movimiento browniano
Z presentado en [MMUB20] y finalmente, implementamos el algoritmo para la simulacién
de las trayectorias.

4.1. Proyeccion del movimiento browniano esférico

Supongamos que Z = (Zt)tzo es un movimiento browniano en la esfera S"**~! que
satisface la EDE (ver Seccién 2.3 y (2.40)):

_ k—1
iz, = (I — 2,2])dB, — %Zt dt. Zy € SHHL (4.1)

51
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donde n, k € Z*, I denota la matriz identidad de dimensién adecuada y B es un movimiento
browniano en R"™*. Si X = (X;),, es el proceso obtenido aplicando la proyeccién ortogonal
Pr: S"H=1 5 Bn de codimensién k sobre el movimiento browniano Z , entonces X satisface
una ecuacion diferencial estocastica en la bola unitaria B™. Es decir, el siguiente resultado:

Proposicién 4.1 ([MMUBI18], Prop. 1.1). Si denotamos por X a las primeras n coorde-
nadas de Z. Entonces, existe un movimiento browniano B en R" tal que la pareja (X, B)
satisface la EDE

k-1
iX, = o(X,) dB, — %Xt dt,  Xo=(Z},--- .70 € B, (4.2)

donde la funcion matricial o(x) con valores en R"*" estd dada por

o(x)=1- (1 —4/1— ||a:||2) %ﬂ{”ww}, x e B". (4.3)

La solucion (X, B) a la ecuacion (4.2) es unica por trayectorias, y X es un proceso de
Markov fuerte con una unica medida invariante que admite la densidad
(n_+k) ) |

2 (1 e ) , Ve B (4.4)

7 (h)

Mids ain, Y = | X||* satisface la EDE

flx) =

dY, = 2/Yi(1 = Yo df + [n(1 = V) = kY] dt, Yo = Xo|* € (0,1, (45)

donde B es un movimiento browniano escalar. Esto es, Y es una difusion de Wright-Fisher
neutral con mutacidén.!

Observacion 4.1. La funcién matricial o(x) definida por (4.3) es acotada y continua en la
bola B", ademas, por simples célculos, se obtiene o(x)o(x)" = I — zx " para todo = € B".

Demostracion. Se puede encontrar la demostracion rigurosa de la proposicién en el trabajo
de [MMUBI1S], a continuacién se da la idea general.

Primero, para llegar a la EDE (4.2) a partir de la EDE (4.1) para Z, denotemos por X’
a las dltimas k coordenadas de Z, y analogamente escribimos a B = (él, §2) que separa
en sus primeras n, y sus ultimas k£ coordenadas. Entonces el proceso B dado por

t t
_ 1 B T 2\~ 3 T 2
Bt_/o o(X,) dB! +/0 < XX (- IXF) gy ) + Xoz ]1{”X31}> iB?,

es un movimiento browniano en R”, donde z € S¥~! es un vector unitario arbitrario.
En efecto, notemos que || X[ = [|Z,||* — || X.||” = 1— || X,||*, v consideremos a la matriz
de dimensién n x (n + k):

A= |o(Xy), =X X, (1= 1X0%) L gyx, <1y +thT]l{”Xt”:1}} =t |0(Xy), D).

La eleccién del vector constante z no es relevante en la definicion de A;, como veremos que
el tiempo en que X toca a la frontera de la bola tiene una medida de Lebesgue cero.

L Es diferente de la EDE para la difusién de Wright-Fisher con mutacién dada en (3.11) por un factor 2,
pero puede llegar a la misma forma por un cambio de tiempo acelerado ¢ — 4t¢.
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Como o(X;)? = o(X;)o(X;)"T = 1 — X, X,[, y también se obtiene D;D] = X;X," por
simples calculos matriciales, entonces A;A] = o(X;)o (Xt) + D;D/] = I. Usando la nota-
cién de A; y se tiene que B estd definido por B; = fo A, st, lo cual es una martingala

local con variacion cuadratica <BZ, BJ Y= fo ASAD@] ds = 0;;t, entonces por el teorema de
caracterizacion de Lévy, concluimos que B es un movimiento browniano de dimensién n.

Como otros calculos muestra que o(X;)D; = —XtXt’T]l{0<HXt||<1}, y por la definicién
de Z dada en (4.1), se obtiene la EDE que satisface por X:
n+k—1

dX, = (I - X,X,)dB} — X, X' dB? — X, dt

2
_ _ ~1
— o(X,)?dB! + o(X,)D; dB? — %xt dt
_ 1 1
= O'(Xt)At dBt — %Xt dt = O'(Xt) dBt — %X,ﬁ dt

Luego, para la unicidad de solucién fuerte a la ecuacién anterior y las ultimas afirmacio-
nes de la proposicion, se requieren los siguientes resultados sobre la caracterizaciéon de un
proceso X con valores en la bola B" que satisface una EDE de tipo (4.6):

Teorema 4.2 ([MMUBI18], Thm. 1.5). Sean n > 2 y X wuna solucion a la EDE

dX; = v(|| X))o (Xy) dBy — g(]| X)) X dt, Xo=x € B", (4.6)
donde 7y: [0,1] — (0,00) y g: [0,1] = R son Lipschitz continuas que satisface 2((1)) >
Toma s € [0,00), y suponga que s >0 0s =01y Xy # 0. Sea R := || X|| el componente

_ Xne
LNON

browniano en la esfera S"~' con valor inicial VE) = X,/Rs e independiente de R, donde
t

Ss(t) = WQI(%—}%T“) du es un cambio de escala de tiempo que satisface tlg(r)lo Ss(t) = o0, y con

radial de X, entonces el proceso V = (V;)t>0 dada por Vt = es un mouvimiento

S
la inversa Ty : [0, 00) — [s,00).
Por lo tanto, el proceso X tiene una representacion skew-product dada por

Xt = RtVSS(t), t 2 S.
Mads atin, si Xy = 0, entonces V; estd distribuida uniformemente en S"' para cualquier
t > 0 y en consecuencia, es un movimiento browniano estacionario en la esfera.

Corolario 4.3 ([MMUBI18], Corol. 1.6). La unicidad en ley se cumple para la EDE (4.6).

Teorema 4.4 ([MMUBI18], Thm. 1.7). Si 92(1) — 2l > 2 — 1 &~ 04142, entonces la

unicidad por trayectorias se cumple para la EDE (4.6).

Lema 4.5 ([MMUBI18], Lem. 2.1). Sea X wuna solucion a la EDE (4.6) con
Entonces el proceso Y = || X||* satisface la EDE

1) 1
= 2

0¥, = 50TV do+ 70 (1= v - (203 = - 1) ¥i) e @)

donde g(y) :== g(\/y),7 := 7(\/_), y B es un F-movimiento browniano escalar definido por

Bt Z/ ]l{wYu>0}(u w) dBZ / ]l{wY 0}(“ w) d,,

donde & es un movimiento browniano escalar independiente de B.

Paran > 2, el proceso Y nunca toca al 0 y si g(()) > ”Tfl + 1 se cumple para r alrededor

de 1, entonces Y nunca toca al 1.
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Observacion 4.2. Como la norma euclidiana ||-|| es Lipschitz continua, y también lo son
las funciones 7(-) y g(-) por definicién, entonces y(||-||) v g(||||) en la ecuacién (4.6) son
Lipschitz continuas. Ademads, como o(x) es acotada y continua en la bola B", se tiene que
los coeficientes de la EDE (4.6) son continuas y por lo tanto, se cumple la existencia débil
de solucién a la EDE ([IW89], Chap. IV, Thm. 2.3).

Observacion 4.3. La condicién 2((1)) > == es necesaria para que una solucién a la ecuacién

(4.6) quede en la bola unitaria B".

Observacion 4.4. El Teorema 4.2 dice que el proceso X disfruta una descomposicion skew-
product andloga a la del movimiento browniano en R™ (ver Sec. 2.3.2). La demostracién esté
dada detalladamente en [MMUBI18], y hemos usado las mismas técnicas para la demostracién
de la descomposicién skew-product del movimiento browniano en R? (Prop. 2.31) y en la
esfera ST! (Prop. 2.32).

En el caso cuando Xy = 0, i.e., Ry = 0, se tiene que 1ir£1+ Ss(t) = oo para cualquier

t >0 ([MMUBI18], Lem. 2.3), esto significa que la muestra de trayectoria del proceso X; que

entra desde 0 viene en spinning, y la parte angular ‘/}t de X; tiene que ser una distribucién
uniforme en la esfera para cualquier ¢ > 0 ([IM65], Sec. 7.16, Pag. 275).

Observacion 4.5. Por el Teorema 4.2, el proceso X puede expresarse en su descomposicion
skew-product como una funcional medible de una pareja de procesos independientes (R, V)
con distribuciones dadas, por lo que es inmediato el Corolario 4.3 de la unicidad débil de
solucién a la ecuacién (4.6).

Observacion 4.6. Como la funciéon o es localmente Lipschitz solamente en el interior de la
bola B", entonces por el teorema clésico para la unicidad de solucién fuerte a las EDEs (ver
[IW89], Chap. IV, Thm. 3.1), la unicidad por trayectorias de solucién a la EDE (4.6) se
cumple para X hasta su primer tiempo de golpe a la frontera. Sin embargo, por el Lema
4.5, si se cumple g(r) > 2= 4 1 para r suficientemente cercano a 1y || Xo[| < 1, X nunca
v1(sll)tara a la frontera de la bola B", entonces se cumple la unicidad por la trayectoria. Si
g n

20 %, entonces después del primer tiempo de golpe a la frontera, X se comporta

como un movimiento browniano en la esfera S"~! en una escala de tiempo-cambiado, por lo
tanto, también se cumple la unicidad por trayectorias. Si n = 1, la EDE (4.6) se simplifica a
dX}! = v(1X})/1 — (X})2dB! —g(|X}|) X} dt, entonces se sigue la unicidad por trayectorias
por el criterio de Yamada—Watanabe (Prop. 2.24).

Para otros casos, como se establece en el Teorema 4.4, la unicidad de solucién fuerte a
la ecuacién (4.6) es mas complicada, y se puede consultar la Seccién 2.2 de [MMUBI18] para
su demostracion completa.

Observacion 4.7. La ecuacion (4.7) es la aplicacién directa de la férmula de It6 (Thm. 2.21)
al proceso Y = || X||* para la funcién diferenciable f(x) = ||«||*. Considerando un cambio
de escala de tiempo que no afecta en las propiedades de entrada en la frontera, definiendo

t
Iy = / 4 (| Xul) du, v suinversa 7, := inf{u >0:1, > t}.
0

Entonces 17} =Y, satisface la EDE

dY, = \/Yi(1 - Y,) B, + i <n<1 ~Y;) - (fg; —(n— 1)) ?> dt, (4.8)

donde f; = o 2y(1 X df, también es un movimiento browniano escalar. Como el coefi-
ciente de deriva es Lipschitz continua, y el coeficiente de difusién es Holder continua con
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exponente = 3, por el criterio de Yamada-Watanabe (Prop. 2.24), se obtiene la unicidad de
solucién fuerte a la EDE (4.8). Por otro lado, notemos que la EDE (4.8) se parece a la de
la difusién de Wright-Fisher (3.11) con la tunica diferencia en el término de la deriva. Por lo
que, si denotamos

o omdy (20W)
M = yrél[%i{] (Wg(y) (n 1)) >0,
y aplicando el teorema de comparacién para EDEs ([RY99], Chap.IX, Thm. 3.7), se tiene
que la solucién de la EDE (4.8) siempre es mayor que WF, (2, 5 ) con el mismo valor inicial
x. Por las propiedades de una trayectoria de la difusién de Wright-Fisher (Observacién 3.7),
notemos que sin > 2, los procesos Y y Y nunca toca a 0 para t > 0. Similarmente, si se

cumple E")) > 1=l 1 1 cerca de 1, entonces podemos usar el teorema de comparacién por lo

menos localmente (cerca de 1) para demostrar que Y es menor que WIF, (5, 1) con el mismo

valor inicial x, y por lo tanto, Y y Y nunca toca a 1 para t > 0.

Ahora, regresamos a la Proposicién 4.1, notemos que la ecuacién (4.2) es un caso especial

de la EDE (4.6) con v = 1y g = =L vy se tiene que 52(2) = 2=k para todo r €

1) n—=1 __
[0,1], entonces 555 — "5

5 = g > /2 — 1 para todo k > 1. Asi, por el Teorema 4.4, se
cumple la unicidad de solucién por trayectorias a la EDE (4.2). Por otro lado, el Lema
4.5 afirma que Y = || X||* satisface la EDE (4.5), ademds, es un proceso de difusién de
Wright-Fisher WIF(2, 5) en el tiempo cambiado por t — 4t. Y sabemos del Capitulo 3
que la medida invariante para una difusion de Wright-Fisher WF(Q, 2) esta dada por la
distribucién Be (2, %). Asf, cuando n > 2, el componente radial R = || X|| de la solucién X

a la EDE (4.2) tiene una medida invariante con densidad
n+k

2 ("5*)

n k
YONG
Entonces, si suponemos que la distribucién inicial del proceso X tiene la densidad f dada
por (4.4), usando las coordenadas polares (ver Thm. 1.3) y la descomposicién skew-product
de X del Teorema 4.2, vemos que la densidad de Ry es h, y por ser la densidad invariante
para R, R; tiene la misma densidad h para todo ¢ > 0. Y como el movimiento browniano
en la esfera en el tiempo cambiado sigue teniendo la medida invariante uniforme, ya que
el cambio de tiempo es independiente del movimiento browniano. Luego, del sistema de
coordenadas polares a cartesianas, se demuestra que X; tiene densidad f para todo t > 0.
Es decir, f es la densidad de la medida invariante para el proceso X.

Para el caso cuando n = 1, tenemos que X! es un proceso con espacio de estados [—1, 1]
que satisface la EDE dX/} = /1 — (X})2dB} — le dt,i.e. X1 es un proceso de difusiéon con

coeficiente de difusién o%(z) = (1 —x ) y de derlva b(z) = —£x, luego es posible calcular su
distribucion estacionaria (ver [KT81], Chap. 15, Sec. 5), obteniendo la densidad estacionaria

h(r) = rH (1 - 7“2)%71, vVrelo,1].

f(x)z%(l—ﬁ)g_l, Vael-1,1]

la cual es igual a (4.4) para el caso n = 1. O
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4.2. Representacién skew-product del MB(S?!) y su
relacion con la difusion de Wright-Fisher

En esta seccién, consideramos a la representacion skew-product del movimiento brow-
niano en la esfera S¥! que ya se mencioné anteriormente en la Seccién 2.3.3. El resultado
principal de [MMUB20] es una nueva versién de descomposicion skew-product del movimien-
to browniano en la esfera que se relaciona con la difusién de Wright-Fisher WF(M, %),
y el cual se obtiene a partir de los resultados de [MMUB18] sobre la proyeccién del mo-
vimiento browniano S"**~! en la bola B”, es decir, los resultados que se mencionaron en
la seccién anterior. Sin embargo, la representacion skew-product del movimiento browniano
Z = (r,0) que estudiamos en la Seccién 2.3.3 estd dada en coordenadas polares, por la
transformacién a coordenadas cartesianas Z = ((senr)@", cosr)'. Haciendo la transforma-
cién lineal para el componente radial =" usando la férmula de It6, podemos obtener la
difusién de Wright-Fisher WF(41, ¢-1) (Observacién 2.18).

En consecuencia, primero retomamos el resultado de la representacién skew-product del
movimiento browniano en la esfera S?! de la Seccién 2.3.3:

Sea Z = (Z;),5, un movimiento browniano en la esfera 841 y definido en el espacio de
probabilidad completo filtrado (€2,.7, (.%;)i>0, P) que satisface la EDE

-1

dZ, = (I - Z,Z]) dB, — Z, dt, Zy e 8“1\ {o, -0}, (4.9)
donde B es un (:Z;)-movimiento brownianoen R¢, y o = (0,--- ,0,1)", —o = (0,--- ,0,—1)"
son el polo de la esfera S?! y su antipodal, respectivamente.

Por la Proposicién 2.32, Z tiene una representacion skew-product Z; = (r, 6;), donde
7 = (1¢);50 ©s un proceso de difusién en [0, 7] y 6; = ¢, con ¢ = (¢,)r>0 un movimiento
browniano en la esfera S4=2 e independiente de 7, en el tiempo cambiado I, = fot (senr,)~2ds.

Como se demostré en la Proposicién 2.32, rg = arccos(ZJ) y r es un proceso de difusién
que satisface la EDE

d—2 [*
rt:r0+5t~|—T/ cotrgds, 0<r<m, (4.10)
0

_1 ~
donde B, = — [1(1 — (Z29)%) 2 S0_, (6ka — Z¥Z%) dB* es un (F,)-movimiento browniano.
Ademas, existe un (%;)-movimiento browniano W en R?~! e independiente de 3 tal que la
pareja (¢, W) satisface la EDE

dp, = (I — @] ) AW, — 2 2, dt, (4.11)

donde ¥, := .%,, paratodot > 0y 7, := inf{s > 0 : [; > t} es la inversa de [;. Es decir, ¢
es un (%;)-movimiento browniano en la esfera S%2.

Como se menciono en la Observacién 2.18, la transformacion en coordenadas cartesianas
estd dada por z = ((senr) @7, cosr)" € STt por lo que Z¢ = cosry, donde Z¢ = (Zd)t>0
denota a la ultima coordenada del proceso Z y X; := (senr;) gol representa a sus primeras

(d — 1) coordenadas. Luego, si consideramos al proceso ) := =2 por la férmula de Ito,

vemos que Y ~ WF(dT, T) y satisface la EDE

e~ —1 d—1 1—-2z¢
dyt yt 1 - yt dﬁt (1 - yt> 2 yt dt, yo = 2 0 3 (412)

donde S es el mismo movimiento browniano escalar en la EDE (4.10) para el proceso r.
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Por lo tanto, Z¢ =1 —2) = cosr, y se obtiene

senr = V1 —cos2r = /1 — (242 =2/Y(1-)). (4.13)

Asi, para el cambio de tiempo [; = fot(sen ry) 2ds =

fo 437(1—de como d > 3, y por las

propiedades de trayectorias de una difusién de Wright-Fisher, para J ~ WF(6;,65) con
parametros de mutacién 6; = 6, = % > 1, el proceso ), nunca alcanza a 0 ni a 1 para

_7d
todo ¢ > 0. Méas atin, como Z, ¢ {0, —o}, entonces Z¢ ¢ {1, —1},y Yy = 220 ¢ {0,1}. Por
lo tanto, [; esta bien definido y es estrictamente creciente con th l; = 00, que tiene inversa
— 00

72 [0, 00) = [0, 00).
Asi, expresando el proceso X; = (senr;) ¢, en términos de la difusién de Wright-Fisher

Y, tenemos
Xt = 2\/ yt<1 — yt>(Plt, t Z 0. (414)

Notemos que el movimiento browniano ¢ en escala de tiempo [; =

fo 43’(1—de es inde-
pendiente de ), ya que los movimientos brownianos Wy 8 que derivan de las EDEs (4.11)
y (4.12) para los procesos ¢ y ) respectivamente son independientes. Consecuentemente,
la representacion skew-product en coordenadas cartesianas del movimiento browniano Z

expresada en términos de la difusién de Wright-Fisher ) esta dada por

Z, = ((senry) c,oth, cosrt)T = (2 V(1 — yt)goz, 1-— Qyt)T, t>0.

Esto es, el siguiente resultado sobre la representacion skew-product del movimiento brow-
niano en la esfera S¢! y estd dado en [MMUB20]:

Proposicién 4.6 ([IMMUB20], Prop. 2.1). Sean d > 3 y Z una solucién de la EDE (4.1)
conn=d—1yk=1. Tomes € [0,00) y suponga que s >0 0s =0y Z, ¢ {o,—o0}.

Sea X = (Z',--+ ,Z )T que denota a las primeras (d — 1) coordenadas de Z. Entonces
R:= || X| =2V —=Y) y el proceso ¢ = (p¢)i>0 dado por @, = )]g;—‘“‘((:; es un movimiento

browniano en la esfera S=2 con wvalor inicial py = X,/Rs, independiente de Y. Donde
Se(t) == f mdu es un cambio de tiempo que satisface lim;_,o, Ss(t) = oo, y tiene

inversaT() [0,00) — [s,00), para todo 0 < s < t.
Por lo tanto, obtenemos la descomposicion skew-product para el proceso Z :

Z, = 2V = V)pl s 1 —20)" t>s. (4.15)

Mas ain, si Zy € {0,—0} (i.e., Ry = 0), entonces @, estd distribuida uniformemente en
S%2 para cualquier t > 0 y por lo tanto es un movimiento browniano estacionario en la
esfera.

Observacion 4.8. Hemos demostrado este resultado anteriormente a partir de la representa-
cién skew-product de un movimiento browniano en la esfera S~! dada en la Seccién 2.3.3,
y para el caso cuando Z; ¢ {0, —o}.

Demostracion. El método que se usa en [MMUB20] para demostrar esta proposicién es
utilizar los resultados de la proyecciéon del movimiento browniano esférico de [MMUB18],
i.e., los resultados presentados en la seccién anterior, en donde se hace uso del Teorema 4.2
para obtener la descomposicion skew-product del proceso X obtenido de la proyeccion Py
al proceso Z ~ MB(8971) en la bola B!, y utiliza la Proposicién 4.1 para obtener una
EDE para la ultima coordenada de Z.
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Esto es, sea Z un movimiento browniano en la esfera S~! dado por la EDE (4.9) con
valor inicial Z, € S%* incluyendo los puntos {0, —o0}. Si X = (X;),-, es el proceso que
denota a las primeras (d — 1) coordenadas de Z, usando la Proposicién 4.1 con n = d — 1,
k =1, tenemos que X es la unica solucion fuerte a la EDE

d—1
AX; = 0(X;)dB, — ——X,dt, X, = (Z§,---, 28 e B, (4.16)

donde B es un movimiento browniano en R~ y o(z) es una funcién matricial con valores
en RE@Dx@=1) definida por (4.3). Ademés, Y = || X||* satisface la EDE

dY, =2/Y,(1=Y)dB, + [(d—1)(1 =Y) = Y] dt,  Yo=|Xol*€[0,1],  (4.17)

donde B; = ZZ; f(f \)/(—;%]l{ys>0}dB§ + fot Liy,—0ydés es un (F;)-movimiento browniano con
¢ otro movimiento browniano escalar independiente de B. Sea R := || X el componente
radial de X, y notemos que || X || = /1 — (Z4)2, entonces Ry = /1 — (Z)2, aplicando la
férmula de It6 para R = VY, obtenemos

dR Yi(1—Y)dp, + [(d—1)(1 - V) — V] dt}+1 (—Mdt)

1
=19
t 9 /_}/;f{ 2 4Y1;3/2

= RO R+ S [0 R - R 1 e

= /1 — R%dB, + [(dQ;%z) - (d; 1>Rt} dt. (4.18)

Por otro lado, consideramos a la tltima coordenada Z¢ del proceso Z, por la simetria
de la esfera unitaria S¢~!, supongamos que la proyeccién del proceso Z en su ‘primera’
coordenada es Z? y por la Proposicién 4.1 con n = 1, k = d — 1, vemos que el proceso
Z4 = (27),., satisface la EDE

t>0
d—1
dZ¢ = /1 — (ZH2dy, — thd dt, (4.19)

t t
donde y, = / R,dB? +/ [—%Xgllﬂzgkl} + 222715021y |dB es un (F;)-movimiento
0 0

browniano escalar, en donde B = (B, - , B4!) denota a las primeras (d — 1) coordenadas
de B de la EDE (4.9), y 2 € 842 es un vector unitario arbitrario. Luego, aplicamos la

_Tth, se muestra que ) satisface la EDE (4.12) con el mismo valor

inicial pero con el movimiento browniano escalar § = —y. Mas aun, usando nuevamente la
férmula de Ito6 para la transformacién Y = 21/)Y(1 — ), vemos que ) cumple la misma

férmula de Ito para Y, = *

EDE (4.18) y con el mismo valor inicial, esto es, los procesos Ry Y son iguales, y se tiene
que R = 2,/Y(1 —=Y). Como d > 3, cualesquiera muestra de trayectoria de ); no toca
a 0 ni a 1 para todo t > 0, por lo que 0 < R, < 1 (i.e, th| < 1) para todo t > 0,
entonces {(t,w) : |Z3| = 1} tiene medida de Lebesgue cero, por lo que, podemos omitir el
ultimo sumando de la definicion de x y por simples calculos, se demuestra que el movimiento

browniano 3 que deriva de la EDE para ) = %,

t XT R t -
Be=—x, = / (1-2Y.) 7 dB, - / R,dB%,  t>0 (4.20)
0 S 0

es exactamente el mismo § de la EDE (4.12), i.e., es igual a la EDE (4.10).
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Ahora, consideramos a la parte angular: sea 6, := > X 7 bara todo t > s, y definimos la
funcién g(x): B&1\{0} > = — o € € 8972 que es de clase € y paracada 1 < k < (d—1),
sea gi(x) = Tay» entonces

Ogr(x) _ Oik ||:13H2 — T X 02 g () _ 3wy djki + Oik; + 03T
Oz [k Oz;0z; 1R l]*

Como o(x)o(x)" = I — xa', y la covariacién cuadrdtica d(X’, X7), = (o0 ");;(X})dt,
aplicando la férmula de 1t6 para 68, = g(X;), obtenemos

— X) (X)) i
doF = Z—a‘M Jaxi+ Z aag’“a Y dxidx;
; : x;0;

1 d—1 ‘ d—1 ‘ d—1 A

i=1 j=1
d— . . . .
1 3XIXIXF 8. X0+ 0, X] + 6, XF
5200 ngt t t5t_Jk t T kt3+ ikt 2 I 1
= [ Xl [ Xl
= g1l
= (0 — 0;67)03;(X1) dB] — —— > (0u—0,07)0,dt +
[ Xl 2= 2 &=
i,j= =
1 & . A A
+ TEAE > (6 — Xix)) (39%95 — (05u0; + 0 + 51‘3“95)) dt,
g 5=1

sustituyendo 0;j(x) en la ultima igualdad, podemos mostrar que el primer sumando es igual
||x T Z ( Hﬂek) ng, por la definicién de 0, se tiene que X} = 0! || X,||, y el tltimo

sumando es igual a () 9"3 dt. Es decir, 8 = = % satisface la EDE

2HX II* ||

th ([ 0,59 )dBt — ]%2 3 Ht dt tZ S.

f; mdu y su inversa
Ts(t) : [0,00) — [s,00), con el mismo método como se hizo en el Ejemplo 2 de la Seccién

2.3, podemos demostrar que el proceso ¢, = O7,;), t > 0 satisface la EDE

Considerando el cambio de escala de tiempo Ss(t) := fst ardu =

de, = (I — pyp] ) AW, — S22, dt,

donde W, = fSTS(t) R;'dB; es un (¢/)-movimiento browniano en R*™ y &/ := Zr, ;) para
todo t > 0. Esto es, ¢ es un (%/)-movimiento browniano en la esfera S%2,

Finalmente, verificamos la independencia entre ¢ y ), v esto se sigue de la indepen-
dencia de los movimientos brownianos que derivan de las EDEs para los procesos ¢ y )V
respectivamente (c.f. [Che00], [YWT1]). En particular, como el movimiento browniano 5 que
se deriva de la EDE del proceso Y estd dado por (4.20), es el mismo de la EDE (4.10) para
el proceso r. Entonces, si seguimos el procedimiento en la demostracion de la Proposicién
2.31 y de la 2.32, definimos la martingala local continua W = (Wt)tzo en R?! dada por

Ts(t) 0

R Ts(t) 1 - R NP

donde J es un (.%,)-movimiento browniano escalar independiente de B.
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Notemos que (I —007)(I —007)" =1 — 00", y para cada 1 < i,j < d — 1, calculamos

o I A i TR Ty (t) 6i;
la covariacién cuadratica de W dada por (W', W7), = [ -0 Frdu = 04, entonces por el
u
teorema de caracterizaciéon de Lévy, afirmamos que W' es un (%;)-movimiento browniano

en R?!. Ademads, se tiene que
(T—6,8]) |- (1 - 0,0, R%ﬁu] - [RLM(I —6,07),0|,
por el teorema de cambio de tiempo ([Dk03], Thm. 8.5.7), obtenemos
dp, = (I — pp[ ) AW, — 432 dt.

Como la independencia de ¢ y Y se sigue de la independencia de los movimientos brownianos
w y B, en donde ambos movimientos brownianos corren en diferente escala de tiempo, y
notemos que la propiedad de Markov implica que W es independiente de .%,, ya que el
proceso depende de ¥ = .#; solamente para W en el tiempo 0, i.e., W, = 0. Por lo que
W es independiente de (5;)cpo,s- Entonces, es suficiente probar que W es independiente de
(/8t+8 - Bs)tzo' - _
En efecto, si definimos 1, := B, — s = fSTS (t)(l —Qyu))é—f: dBu—fSTS ®) R, dB% para todo
t > 0, entonces 7 es una (%/)-martingala local, y es fécil de calcular la covariacién cuadratica
(W, €); = 0 para cada 1 < i < (d — 1), y la variacién cuadrética (n,1); = Ty(t) — s, como
Ss(t) es la inversa de T;(t), entonces (n,n)s,14+s) = t+5—s =t para todo ¢ > 0. Entonces el
teorema de Knight ([RY99], Chap.V, Thm. 1.9) para el cambio de tiempo multidimensional
afirma que 1% y (nSS(HS)) >0 = (Bi+s — Bs)y>o son independientes. En consecuencia, se
concluye la independencia de los procesos ¢ y V.

Maés atin, cuando el proceso Z tiene valor inicial Zy, € {0, —o0}, es decir, Xg = 0 y la
evolucién del proceso X estd dada por (Ri¢s,),t > s), donde R es una solucién a la EDE
(4.18) y ¢ es un movimiento browniano en la esfera S¢~2 e independiente de R con valor
inicial ¢9 = X;/Rs. Por la propiedad spinning (i.e., Slir(r)l+ Ss(t) = o00) del proceso X, la

parte angular ¢; de X, tiene que ser un vector distribuido uniformemente en la esfera para
cualquier ¢ > 0 (cf. [IM65], [MMUB18]). O

4.3. Simulacién exacta del MB(S?!)

La Proposicién 4.6 establece que el movimiento browniano Z en la esfera unitaria S%1
tiene una representacion skew-product dada por (4.15), donde su parte angular es un mo-
vimiento browniano en la esfera S%2 y es el mismo de la parte angular de X, las pri-
meras (d — 1) coordenadas de Z, mientras que su parte radial es la transformacién lineal
de la difusién de Wright-Fisher. En particular, cuando el valor inicial de Z es el polo
o=(0,---,0,1)T € 841 el componente angular de Z en cualquier instante ¢ > 0 es una
distribucién uniforme en S¢=2. En [MMUB20] se present6 un algoritmo de simulacién exac-
ta de incrementos del movimiento browniano Z en la esfera basado en su descomposicién
skew-product usando la Proposicion 4.6, y el procedimiento se resume en el Algoritmo 7
([MMUB20], Algorithm 1).

Sea Z un movimiento browniano en la esfera S~ con valor inicial z € S\ {0}, la
idea del Algoritmo 7 es usando la descomposicién skew-product (4.15) suponiendo que el
valor inicial de Z es el punto del polo norte o, y después por una transformacion ortogonal
O(z) que lo transforma al punto z.
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Algoritmo 7: Simulacién de muestras exactas del incremento de un movimiento
browniano en la esfera S%1
Init: Dimensién d > 3, valor inicial z € S41\ {0}, ¢t > 0

1 Simular el componente radial: Y ~ WF, (%2, $1). > Alg.5

2 Simular el componente angular: X ~ U(S972). > Alg.1
3 Seau:= (0—2)/||lo— z| y calcula O(z) := I — 2uu'.

areturn Z =0(2)(2,/Y(1-Y)X ', 1 - 2Y)T
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Figura 4.1: Muestra de trayectoria de un movimiento browniano Z en la esfera S2 C R3 de N incrementos con tamaifio de

tiempo 0.00001 en cada paso usando el Algoritmo 7, donde (1) es resultado con N = 500, (2) con N = 1000, (3) con N = 2500
y (4) con N = 5000.

La transformacién O(z) en el paso 3 del Algoritmo 7 es una matriz ortogonal de R%*¢,
la cual representa la reflexién de & € S? ! con respecto a un hiperplano que pasa por el

origen y con el vector normal u = Hg:zll € 841, y se obtiene

0(2)0(z)" = (I —2uu")(I —2uu’)" =1, y O(z)o= (I —2uu')o = z,

donde esta ultima propiedad es la clave para conducir a una muestra exacta del incremento
del movimiento browniano en la esfera S
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En efecto, si suponemos que O;(z) y Oy(2) son matrices ortogonales de R™*? que cumplen
las propiedades anteriores, entonces O;(z)' Os(z)o = O1(2)"z = o, i.e., una reflexién en
R? que fija al punto o, por lo que el producto O;(z)" Os(2z) es idéntico a una transformacién
ortogonal O(z) de R@1x(=1) ¢n ¢l complemento ortogonal {o}+ en R%. En consecuencia,
O0y(2) 2V/Y(T=Y)XT,1-2Y) = 0,(2)(2/Y1 = Y)(0(2)X)T, 1-2Y) ", como X es
uniforme en la esfera S?~2 e invariante bajo transformaciones ortogonales en la esfera, por
lo que

Ox(z)(2/YA-V)XT, 1-2Y) 2 0,(2) 2VY(1I - V)X T, 1-2v)".

En particular, la férmula de O(z) en el paso 3 en el Algoritmo 7 se escogié por su simplici-
dad ([MMUB20]).

La implementacion del Algoritmo 7 esta dada en el Apéndice Alg. 7, y con este algoritmo,
generamos una secuencia de muestras exactas de incrementos (Zy = Zy,, Zy,, - -+ , Zy,,) de
un movimiento browniano Z en la esfera S!, donde para generar el valor Z;,, 1 <n < N,
se toma Z,;, , como el valor inicial en el algoritmo, y asi, obteniendo la trayectoria de Z en
la esfera de N desplazamientos. En la Figura 4.1 se presenta una muestra de trayectoria del
movimiento browniano en la esfera para el caso d = 3 como resultado de implementacién del
Algoritmo 7 con el tamano de tiempo 0.00001 en cada incremento y después de (1) N = 500,
(2) N =1000, (3) N =2500y (4) N = 5000 pasos. Como podemos observar, después de un
lapso de tiempo, el movimiento browniano visita a cualquier lado de la esfera uniformemente.
En efecto, en la figura 4.2(a) se muestra la distribucién de la primera coordenada de estas
muestras de incrementos de Z después de N = 50000 pasos, en donde vemos que tiene una
distribucién uniforme en el intervalo [—1,1]. Esto es, por el hecho de que la distribucién
uniforme en 8! es la medida invariante para el movimiento browniano en la esfera y el
teorema de Arquimedes aplicado para la distribucién uniforme en la esfera S* (ver Figura
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Figura 4.2: (a) Distribucién de la primera coordenada de las muestras del movimiento browniano Z en la esfera S4~! simulados
usando el Algoritmo 7 con d = 3; (b) y (c) son distribucién de || X||?, con X las primeras n = 3 coordenadas de Z en S¢—!
para d = 5y d = 8, respectivamente, comparando contra la distribucién beta Be (n/2,(d —n)/2) (- - -).

Por otro lado, en las figuras 4.2(b) y 4.2(c) se ilustran la distribucién de || X||*, donde
X denota a las primeras n = 3 coordenadas de una muestra de trayectoria del movimiento
browniano Z en la esfera S*! de N = 2000 pasos con tamafio de tiempo 0.0005 en cada in-
cremento, para d = 5y d = 8, respectivamente; y comparando con respecto a la distribucién
Be(2,41). Mds atn, para verificar que la muestra resultante de || X |* sea consistente con
la distribucién ‘Be(g, d_T”), realizamos la prueba de Kolmogorov-Smirnov (K-S) para una
muestra aplicada a || X|*. En la Tabla 4.1 se muestra el p-value de la prueba K-S para la
muestra de la primera coordenada de Z generados usando el Algoritmo 7 en el casod =3y

n = 1 contra la distribucién uniforme en [—1,1]. Y para los otros casos, son p-values de la
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Tabla 4.1: Tabla del tiempo de cémputo* necesario (en segundos) para la simulacién de N muestras de la trayectoria del
movimiento browniano Z en la esfera S%~1 en el intervalo de tiempo [0, 1] usando el Algoritmo 7 y el p-value de la prueba de
K-S aplicada a || X||? comparando contra la distribucién Be (2, d— "), donde X denota a las primeras n coordenadas de Z.

N = 1000 N = 2000 N = 5000 N = 10000

tiempo 51.61 100.88 246.56 641.89

d=3 n=1" 0.0643 0.0631 0.4578 0.1175
n=-2 0.2859 0.8765 0.0016 0.1134

tiempo 48.49 90.71 233.95 457.31

n= 0.044 0.6548 0.6397 0.2986

d=5 n=2 0.1947 0.4883 0.0651 0.4947
n=3 0.3181 0.011 0.3553 0.0586

n=4 0.882 0.6694 0.5165 0.5445

tiempo 43.01 86.16 197.64 567.64

n = 0.9833 0.868 0.0029 0.9728

d=38 n=4 0.6408 0.398 0.048 0.4838
n = 0.2583 0.943 0.3645 0.4004

n= 0.477 0.1752 0.5996 0.2934

prueba K-S para la muestra de || X ||* contra la distribucién Be(2,%42), donde X denota a
las primeras n coordenadas del movimiento browniano Z en la esfera S
Observamos de la tabla que con un ntumero suficientemente grande de muestras de la
trayectoria de Z en el intervalo de tiempo [0, 1], i.e. NV suficientemente grande, el p-value
de la prueba K-S es mayor que 0.05 en todos los casos, es decir, se puede considerar que la
muestra de || X ||* pertenece a la distribucién Be(2, %5 ") para todos los casos enlistados.
n d—n

En efecto, la distribucién %e(— T) es la dlStl“lbUCIOIl estacionaria de la difusién de

Wright-Fisher WF (%, 42), es decir, la distribucién estacionaria del proceso || X 1> (ver
Prop. 4.1). Sin embargo, también sabemos del Capitulo 1 que la distribucién de la norma
al cuadrado de las primeras n coordenadas de una distribucién uniforme en las esfera S%1
es una distribuciéon beta ‘Be(” dzn) (ver Lema 1.6). Por lo que la caracterizacién de la
distribucion uniforme en la esfera como medida invariante para el movimiento browniano

en la esfera se preserva bajo proyeccion ortogonal.

* Caracteristica del equipo de cémputo: sistema operativo Windows 8 64-bit, procesador Core i5, me-
moria RAM de 6GB, velocidad de procesador 1.70GHz de 2 niticleos.

** p-value de la prueba K-S para las N muestras de Z; contra la distribucién uniforme en [—1, 1], donde
Z1 es la primera coordenada de Z.






Apéndice A

Implementacion de algoritmosjf

Alg. 1: Simulacién de puntos uniformes en la esfera S?!

runif_sphere <- function(d, nsim){
# d = dimensidon del espacio
# nsim = numero de muestras que se genera

# 1. Generar msim normales independientes de dimension d
X = matrix(rnorm(d+*nsim, 0,1), ncol = d)

# 2. Calcular la norma de cada muestra de mormal

library(wordspace)
R = rowNorms(X, method = "euclidean", p = 2)

# 3. U= X/R
return(X/R)

Alg. 2: Simulacién de puntos uniformes en la bola B¢

runif_bola <- function(d, nsim){
# d = dimension del espacio
# nsim = numero de muestras que se genera

# 1. Generar U uniforme en la esfera
U = runif_sphere(d, nsim)

# 2. Generar u ~ unif(0,1)
u = runif(nsim, 0,1)

# 3. T =u"(1/d)U
return((u~(1/4d))*U)

t La implementacién de algoritmos del presente trabajo se realizé en el lenguaje de programacién R.

65



66 Apéndice

Alg. 3 y 4: Simulacién exacta del proceso cuadrado de Bessel y

del proceso de Bessel

BESQ <- function(x, N, nu, max.t) {
# Z_0 =x > 0: el wvalor iniceal
# N: nimero de muestras que va a generar
# nu>=0: la dimensién del proceso cudrado de Bessel
# maz.t = s
Y = Z = rep(NA, N+1)
Z[1] = x
t = seq(0, max.t, length.out = N+1)

for (n in 2:(N+1)) {
Y[n] = rpois(1, Z[n-1]/(2*%(t[n] - t[n-11)))
Z[n] = rgamma(l, Y[n] + nu + 1, 1/(2*(t[n] - t[n-11)))

R = sqrt(Z) # El proceso de Bessel

return(list (BESQ = Z, BES = bes))

Alg. 5: Simulacién exacta de muestras de la distribucién de la
difusion de Wright-Fisher

SamWF <- function(t, thetal, theta2, x=0) {
## t>0 : el tiempo del proceso
## thetal, theta2 : pardmetros de mutacion
## = : el valor inictal del proceso
## msim : nidmero de muestras que va a generar

theta = thetal + theta?2

if (t >=0.05) {
# Cuando el tiempo t >= 0.05, se usa el método de Jenkins & Spand de Alg.6
An = Alg.JS17(theta, t)
telse if(t < 0.05) {
# Cuando el tiempo t<0.05, se utiliza la distridbucidon aproximada de Alg.6
An = Alg.normal (theta, t, 1)

}
L = rbinom(1, An, x)
Y = rbeta(l, thetal + L, theta2 + An - L)

return(list(An = An, Bin = L, WF = Y))
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Alg. 6: Simulacién exacta de muestras de la distribucién del pro-

ceso ancestral A’ (t)

#### 1. Definir la funcidn para generar términos b_k(m) ####
## Los b_k(m) son los términos de la sertie alternante para las funciones
## de probablidad del proceso ancestral
b_k <- function(t, theta, k, m) {
## t >0 : tiempo
## theta >= 0 : pardmetro de mutacion, con theta = sum(theta_i), con
## los theta_i son parametros de mutaciones entre alelos
## k >= m = 0 son términos en la suma

if (m == 0 &% k== m && theta > 0){

# Caso 1. m = k = 0, theta !=0
result = 1

telse if (m >= 0 && k > m && theta > 0){

# Caso 2. k > m >= 0, theta >= 0

A = choose(k, m)

B = (theta + 2*k-1)/(factorial(k))

C = gamma(theta+m+k-1)/gamma(theta+m)
D = exp(-k*(k+theta-1)*t/2)

result = A*B*CxD
telse if (m > 0 && k >= m && theta > 0){

# Caso 3. k >=m > 0, theta >= 0

choose(k, m)

= (theta + 2xk-1)/(factorial(k))
gamma (theta+m+k-1) /gamma (theta+m)
exp (~k* (k+theta-1)*t/2)

O w=
|

result = A*B*C+D
}else if (m == 0 && k >= m && theta == 0){

# Caso 4. k >=m = 0, theta = 0
result = 0

}else if (m > 0 && k >= m && theta == 0){

# Caso 5. k >= m >0, theta = 0

choose(k, m)

= (theta + 2xk-1)/(factorial(k))
gamma (theta+m+k-1) /gamma (theta+m)
exp (~k* (k+theta-1)*t/2)

O QW=
|

result = A*BxCx*D
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telse {
result ="Error: No se cumplen las condiciones."

}

return(result)

#### 2. Definir la funcion para generar valores de C_m ####

## Los walores C_m estdn definidas para probar la descendencia de
## los términos b_k(m). Es el walor minimo de los © en donde

## se walida b_{i+m+1} < b_{i+m}, y si m > D_0O, entonces C_m =0
C_m <- function(t, theta, m) {

#t > 0: el tiempo
# theta >= 0: pardmetro de mutacion total
# m >= 0: estados del proceso ancestral

## 2.1. Considerar a la funcion D_e
D=0
epsilon = 0O
A =1/t -(theta +1)/2
B = (theta+2*D+1)*exp(-(2*D+theta)*t/2)

while(!(D >= A && B < (1l-epsilon)) && !(D >=0 && B < (1-epsilon))){

if(D > m{
break
}
D = D+1
B = (theta+2*D+1)*exp(-(2*D+theta)*t/2)

}

if ((theta !'=0) [| (m !'=0)) {
if(m <= D){

## Stempre y cuando m <= D = D_0, se obtiene que los coefictentes
## b_k(m) va decrectiendo a partir de algun momento

i=20
A = b_k(t, theta, k=i+m+1, m)
B = b_k(t, theta, k=i+m, m)

while(!(i >= 0 && A < B)){
if (is.infinite(A) || is.infinite(B)){

i = Inf
break

i=i+l
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A = b_k(t, theta, i+m+1, m)
B = b_k(t, theta, i+m, m)
}
telse{
## Cuando m > D = D_0, se asigna a C_m = 0
i=0
}
}else{
## Cuando theta = m = 0, asigna a C_m = 0
i=20

}

return(i)

#### 3. Definir la funcidn para generar sumas sup Yy sumas inf
## Sumas superiores e inferiores a la distribucion del proceso ancestral
sumas <- function(k, M, t, theta) {
## M: el valor que esperamos generar de la distribucion del proceso ancestral
## k=(k[m]): el wector con valores naturales de dimension M+1,
## conm=20, 1, ..., M
## t > 0 : el tiempo del proceso ancestral
## theta >= 0: pardmetro total de mutacion

if (length(k) == (M+1)) {

M1
Bm

length(k)
list()

for (m in 1:M1){
Bm[[m]] = rep(NA, (2*xk[m]+2))

for (i in 1:(2xk[m]+2)){
Bm[[m]][i] <- ((-1)"(i-1))#*b_k(t,theta, k=(m+i-2), m=(m-1))
}
sumas_inf = lapply(Bm, sum)
sumas_sup = lapply(Bm, function(x) sum(x[-length(x)]))

sum_inf = sum(unlist(sumas_inf))
sum_sup = sum(unlist(sumas_sup))

if (is.nan(sum_inf) || is.nan(sum_sup) ||
is.infinite(sum_inf) || is.infinite(sum_sup)) {
# Esto pasa cuando t sea muy pequefio
return(c("Error:la suma es infinito!"))
telse{
return(list(sum_inf = sum_inf, sum_sup = sum_sup))
}

}else{
print ("Error: dimensién de k es diferente de (M+1)")

}
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#### 4. Implementacion del algoritmo 6 ####
#### 4.1. El algoritmo de JSI17 ####
Alg.JS17 <- function(theta, t){
## Paso 1. Stmular el numero U ~ unif(0,1)
U <- runif(1, 0,1)

kO =0 ## Asignar el inicial con el wvector k = 0 en la suma
M=0 # Inicializa con M = 0
k <- c(k0) # k.0 =0
repeat{
M1 = length(k)
for(m in 1:M1){
## Asignar el wvalor a cada elemento del wector k

k[m] = ceiling(C_m(t, theta, (m-1))/2)
}

## Calcular la suma infertor y la superior
suma = sumas(k = k, M = (M1-1), t, theta)

if (class(suma) != "list"){
return(c("Error: el tiempo t es muy pequefio!"))
break

sum_inf = suma$sum_inf
sum_sup = suma$sum_sup

while(sum_inf < U && U < sum_sup){
k <- k + rep(1l, length(k))

# Actualiza la suma cada vez actualiza el vector k
suma2 = sumas(k, (M1-1), t, theta)

if (class(suma2) != "list"){
return(c("Error: el tiempo t es muy pequefio!"))
break

sum_inf suma2$sum_inf

sum_sup = suma2$sum_sup

if (sum_inf > U){
return(M)
telse if (sum_sup < U){

k <- C(ky O)
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M <- M+1

telse{
print("Falso")
break

### 4.2. Simulacion exacta’ mediante la distridbucion normal asintdtica ###
Alg.normal <- function(theta, t, nsim = 1) {

beta = (theta-1)*t/2
if (beta != 0){
eta = beta/(exp(beta) - 1)
telse{ eta = 1 }

mu = 2*eta/t ## La media de la distribucion mormal

## La varianza de la distribucion mormal
if (beta != 0){
sigma2 = (2*eta/t)*(eta + beta) 2*(l+eta/(etatbeta)
- 2xeta)*(beta” (-2))
telse{
sigma2 = 2/(3*t)

}

## Simular A ~ Normal(mean = mu, sd = sqrt(sigma2))
Anc = rnorm(nsim, mean = mu, sd = sqrt(sigma2))
Anc = round(Anc) ## Tomar el entero mds cercano
for(i in 1:nsim)

if (Anc[i] <0){
Anc[i] = 0

return(Anc)
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Alg. 7: Simulacién exacta de muestras del incremento de un mo-

vimiento browniano en la esfera S¢!

SamMB <- function(d, z, t) {

thetal

## d >= 3: dimension de S~{d-1} \subset R"d
## z \neq 0: walor inicial de Z
## t >0: el tiempo

= theta2 = (d-1)/2
o = matrix(c(rep(0, d-1), 1)) # El polo de la esfera
u = (o-as.matrix(z))/norm((o-as.matrix(z)), type = "2")
0 = diag(d) - 2x(u %*% t(u))

## Paso 1. Simular el componente radial —-----
Y = SamWF(t, thetal, theta2, x=0)3$WF

## Paso 2. Simular el componente angular --———-
X = runif_sphere((d-1), nsim = 1)

## Paso 3. Salida del MB —-——--
Z = as.vector(0 %*% matrix(c(2*sqrt(Y+(1-Y))*X, 1-2%Y)))

return(Z)
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Sobre la simulacion exacta del
proceso ancestral’

El algoritmo para la simulacién exacta del proceso ancestral A% (t) descrito en la Seccién
3.3 y dado en [GPHK19] es el siguiente Algoritmo 8, en donde se incorporaron algunas
modificaciones que mejoran el Algoritmo 6 para la reduccion de tiempos de cémputo.

Algoritmo 8: Simulacién exacta de muestras de ¢’ (t), funciones de transicién del
proceso ancestral A% (t) ((GPHK19], Algorithm 3)

Init: M < Gmoa, k < (0,---,0),j <1

Simular U ~ U(0,1).

=

2 repeat

3 for all m € {0,--- , M} do

" ko < [ /2] > Ec.(3.14)
5 end for

6 | while S, (M) <U < S (M) do

7 k—k+(1,1,---,1) > Ec.(3.16)
8 end while

9 if S, (M) > U then

10 return M

11 | else if S (M) < U then

12 M < Guog + (—1)7 (%W

13 if 7 impar then

14 k(—(k‘o,"',k’]y[)

15 else if j par then

16 k« (k,0,---,0)

17 end if

18 end if

19 j+—J+1

20 until false

1 El algoritmo 3 de [GPHK19].

73



74 Apéndice

Una modificacion mas destacada entre el Algoritmo 6 y el Algoritmo 8 es: en lugar de
inicializar la variable M en 0, se inicializa con el nimero entero més cercano alrededor
de la media de una cierta distribucién que sirve como una estimacion de la moda §,,.q de
¢’ (t). En particular, se puede tomar el valor Gmeq = [¢"?], donde ("9 es la media de la
distribucién normal asintética N (u®9, ot9)) de A? (¢) dada por (3.17).

Ademads, cuando M se inicia en 0 en el Algoritmo 6, el vector k se actualiza cada vez
mas, i.e., se agrega un elemento al vector en cada iteracién nueva donde M ha crecido por
una unidad. Pero en el Algoritmo 8, M se actualiza de manera telescopica, esto es, para
cada nueva iteracion 7, M mueve del valor ¢,,,q por una unidad alternativamente para arriba
o para abajo, y esto implica la actualizacion de los correspondientes M + 1 elementos del
vector k, haciendo el nimero de elementos de k crecientes o decrecientes en cada iteracién.

Sin embargo, al implementar el Algoritmo 8, ocasionalmente arroja error por la actua-
lizacién telescépica. Especificamente, cuando el niimero de iteraciones j es impar y excede
de 2¢m04, esto implica que M es negativo en el paso 12, y resulta que no puede tomar M
elementos negativos del vector k. Por lo que implica el error del algoritmo.

El siguiente programa es la implementacion del Algoritmo 8 en el lenguaje de progra-
macion R, en donde se utilizan las funciones b_k, C.m y sumas definidas en Alg. 6 para la
implementacién del Algoritmo 6.

#### Implementacion del algoritimo de GHK19 ####
Alg.GHK19 <- function(theta, t){
## Paso 1. Stmular el numero U ~ Unif(0,1)
U <- runif(1, 0,1)
kO =0 ## Asignar el wvalor inicial con k = 0

## Usar la media de la distribucion normal asintdtica
## para aprozimar la moda de q
vtheta = (theta-1)*t/2

if (vtheta != 0) {
eta = vtheta/(exp(vtheta) - 1)
telse{
eta =1

}

mu = 2*eta/t ## La media de la distribucion
## Toma q_mod como la moda para la distribucion q,
## es el entero mas grande y menor que mu

g_mod = abs(round(mu))

## M inicializa con el valor de g_mod

M = gq_mod
k = rep(k0, (M+1))
j=1

repeat{

M1 = length(k)

for(m in 1:M1){
k[m] = ceiling(C_m(t, theta, (m-1))/2)
}
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suma = sumas(k, (M1-1), t, theta)

if (class(suma) != "list"){
return(c("Error: t es muy pequefio!"))
break
}
sum_inf = suma$sum_inf

sum_sup = suma$sum_sup
while(sum_inf < U && U < sum_sup){

k <- k + rep(1, length(k))
suma? = sumas(k, (M1-1), t, theta)

if (class(suma2) !'= "list"){
return(c("Error: t es muy pequefio!"))
break
}
sum_inf = suma2$sum_inf

sum_sup = suma2$sum_sup

}
if (sum_inf > U){
return(M)
}else if (sum_sup < U){
M <- gq_mod + ((-1)"j)*ceiling(j/2)
if((G %% 2) '=0) { ## cuando j es impar
k <= k[1: (M+1)]
telse if((j %% 2) == 0){ ## cuando j es par

k <- c(k, rep(0, (M - length(k) + 1)))

}
telse{
print("Falso")
break
}
3=
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