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Resumen

En este trabajo estudiamos la dindmica colectiva de dos dtomos de 87Rb interactuando me-
diante el modo fundamental HE;; de una nanofibra éptica considerando explicitamente su
funcién dieléctrica. Este proceso se vuelve no markoviano debido a los efectos de retardo en la
interaccidn entre los dtomos, asi como de los tiempos de correlacién del campo. Calculamos las
funciones de correlacion del modo fundamental para diferentes valores de la distancia entre los
atomos a lo largo del eje de propagacién de la fibra y de su radio, los cuales encontramos que
son los pardmetros relevantes del sistema cuando los efectos no markovianos son apreciables.
Resolvemos numéricamente las ecuaciones de evolucién atémica en el régimen no markoviano
y estimamos la modificacién de los ritmos de decaimiento colectivos de estados inicialmente
super y subrradiantes, utilizando dos funciones dieléctricas para poder contrastar los resultados.
Estos muestran una modificacion de entre el 0.5 % y 4 % dependiendo de la funcién dieléctrica
utilizada; ademas, debido al acoplamiento no despreciable de los 4tomos con una fraccién de
los modos de la nanofibra, encontramos que el fenémeno subrradiante perfecto es en principio
imposible en esta plataforma.

Abstract

We study the collective dynamics of two two-level 87Rb atoms interacting via the funda-
mental guided mode HE1; of an optical nanofiber (ONF) whose dielectric function is explicitly
taken into account. The process is rendered non-markovian due to the effects of retardation and
finite correlation times of the field. We accomplish this by calculating the field correlation fun-
ctions for several values of the atoms’ separation along the propagation axis of the ONF and it’s
radius, which are found to be the relevant parameters when we look for non-markovian effects
in this system. We solve numerically the evolution equations of the atoms and estimate how the
collective decay rates of initial super and subradiant states are modified when non markovian
effects are relevant. In order to compare our results, we employ two toy model dielectric fun-
ctions of the ONF, one based on the Drude-Lorentz model and a naively approached function
in which we assume that all frequencies experience the same refractive index. Our results show
that the collective decay rates are modified between 0.5 % and 4 % depending on the dielec-
tric function employed and that, as a consequence of the atoms’ non-negligible coupling with a
variety of frequencies, a perfect subradiant process in this plataform is in principle impossible.
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Capitulo 1

Introduccion

El uso de estructuras nanofoténicas en el logro y control de la interaccion entre dtomos y
fotones ha dado paso a una comprensién mads profunda y rica de los fenémenos previamente
observados en configuraciones en el vacio, asi como en la definicién de nuevos paradigmas de
interaccion entre radiacién y materia. Por un lado, la estructura energética de los dtomos (parti-
cularmente la de los alcalinos) los ha convertido en el ingrediente principal de un vasto conjunto
de experimentos en fisica atémica y 6ptica cudntica, pues son las fuentes de luz no cldsica por
excelencia [1], [2]. Por otra parte, antes de la llegada e implementacién de las estructuras na-
nofoténicas a estas dreas (aproximadamente a inicios del siglo XXI [2]), ya existia un amplio
catdlogo de esquemas convencionales de interaccion eficiente entre dtomos y fotones mediante
arreglos macroscépicos en el vacio. De entre ellos, vale la pena mencionar los siguientes:

» Electrodindmica cudntica en cavidades (Cavity QED). En este esquema se tienen dtomos in-
dividuales dentro de una cavidad de Fabry-Perot de alta calidad interactuando con un
solo modo, el cual es practicamente resonante con la frecuencia de transicion atémica.
La figura de mérito de esta configuracion es la cooperatividad C = g?/ky [3], [4], donde
g = d-E/# es la frecuencia de Rabi, y es el ritmo de decaimiento espontineo del dto-
mo y k el ritmo de decaimiento del campo fuera de la cavidad. La cooperatividad es, en
esencia, una medida de la competencia entre el acoplamiento del dtomo con el campo
y los procesos disipativos del sistema. Con el uso de estas cavidades ha sido posible la
observacion experimental de las oscilaciones de Rabi reversibles entre dtomos y fotones,
la demostracién del efecto Purcell, asi como la produccién y preparacion bajo demanda
de luz cuyas propiedades estadisticas son no clasicas [1[],[4].

s Ensambles atémicos. En esta aproximacion se aprovecha el uso de conjuntos grandes de
atomos, generalmente dentro de una trampa magnetoéptica (MOT), para maximizar la
probabilidad de que interactien con fotones. La correspondiente figura de mérito de este
sistema es la profundidad éptica OD = Ny0¢/A o, donde N, es el nimero de dtomos con
seccion eficaz transversal og = 3)&% /27wy Acg es el drea efectiva de los modos del campo.
La profundidad éptica caracteriza el grado de atenuacién exponencial de un campo que
atraviesa el ensamble. Mediante esta técnica ha sido posible producir gases atémicos de
tres niveles que exhiben transparencia inducida electromagnéticamente (EIT), a partir de
la cual se obtienen otros efectos épticos no lineales interesantes tales como el frenado de



luz dentro del medio, el mezclado de cuatro ondas y la generacién de suma de frecuencias,
entre otros [5]. Una de las desventajas del uso de este esquema radica en que, a medida que
se aumenta el nimero de dtomos, la respuesta del sistema se vuelve lineal, disminuyendo
asi la posibilidad de generar campos de luz no cldsica.

s Gases de Rydberg. Una manera de darle la vuelta al problema de la respuesta lineal en
ensambles atémicos consiste en el uso de dtomos de Rydberg. En este caso, utilizando
dos ldseres fuera de resonancia es posible transitar al dtomo coherentemente del estado
base a uno de Rydberg |r), generando una respuesta no lineal de tercer orden efectiva
en el medio similar a aquella que se produce en un sistema de tres niveles en el esquema
de escalera interactuando con dos campos externos [5]]. Asi, los fotones emitidos en el
decaimiento espontdneo del estado de Rydberg al base poseen las propiedades no cldsicas

deseadas [2], [5].

A pesar del gran éxito alcanzado por los acercamientos arriba descritos, las técnicas de en-
friamiento y atrapamiento de dtomos empleadas en el vacio fueron migradas a diferentes es-
tructuras nanofotdénicas tales como la nanofibra éptica y las guias de onda y cavidades de cristal
nanofoténico, entre otras [2],[3]],[6]. Entre los diferentes motivos se encuentran la necesidad
de maximizar la probabilidad de interaccién entre fotones y dtomos explotando la capacidad
que tienen las estructuras para confinar campos en regiones menores a su longitud de onda, su
eficiencia en la recoleccién de los fotones emitidos por 4dtomos a un nivel comparable con el de
la emisién hacia el vacio, asi como la posibilidad establecer interacciones a largo alcance entre
los dtomos debido a la estructura particular de los campos.

De todas las estructuras nanofoténicas empleadas, la nanofibra éptica es, probablemente, la
mas sencilla de todas. Esta consiste en una guia de onda dieléctrica cilindrica (tipicamente de
vidrio de diéxido de silicio SiO5 [7],[8]]), 1a cual es adelgazada en su parte central hasta obtener
radios de unos cuantos cientos de nanémetros mediante la aplicacién de calor y estiramiento
[3]. Este procedimiento las vuelve monomodales para un rango amplio de frecuencias e im-
plica que el drea transversal de los modos del campo se aproxima al limite de difraccién para
frecuencias en el visible A g o< A2. Esto resulta en que una fraccién no despreciable de la luz se
propague como un campo evanescente fuera de la nanofibra, dando paso a una alta probabilidad
de interaccién entre un dtomo en la vecindad de su superficie y un modo guiado resonante con
su frecuencia de transicién. Esto lo podemos apreciar en la profundidad 6ptica, la cual es una
de las figuras de mérito de este esquema OD = A stomo/A et ~ 1/2 en el limite de difraccion.

Otras ventajas que ofrecen las nanofibras épticas como una plataforma para hacer experi-
mentos en éptica cudntica son los avances de la ingenieria en telecomunicaciones alrededor de
las fibras épticas, asi como su versatilidad de en términos de conectividad con otros dispositivos

(31, [7].



La riqueza de los campos de las estructuras foténicas han dado paso también a nuevos para-
digmas de interaccion entre dtomos y fotones, los cuales no necesariamente poseen una analogia
directa con las configuraciones en el vacio. De forma muy breve, podemos clasificar la variedad
de fenémenos que emergen del uso de las estructuras nanofoténicas en tres partes [2]:

» Disipacion coherente, asociada con la realizacién de estados colectivos atémicos super o
subrradiantes.

» Fendmenos quirales y de muchos cuerpos, los cuales surgen de la polarizacién longitudinal de
los campos generados por las estructuras.

» Fendmenos en la banda prohibida, los cuales se dan cuando la frecuencia de transicién at6-
mica se encuentra igual o por debajo de la frecuencia de corte del campo generado por la
estructura.

Generalmente, estos fenémenos se estudian desde la perspectiva de sistemas cudnticos abier-
tos, en los cuales los diferentes modos de los campos de las estructuras nanofoténicas actian
como reservorios de los d@tomos. Las aproximaciones de Born y Markov juegan un papel cen-
tral en estos sistemas, pues nos permiten reducir las ecuaciones de evolucién del subsistema
pequefio, cuya estructura generalmente es complicada, a ecuaciones maestras que podemos re-
solver analiticamente para una variedad de casos [1]], [9], [10]. Ambas aproximaciones estan
justificadas con base en argumentos fisicos razonables tales como el acoplamiento débil entre
el subsistema pequefio y el reservorio, asi como la amplia diferencia entre el tiempo de corre-
lacion del reservorio y el de evolucién apreciable del subsistema.

En este trabajo buscamos explorar cémo se modifican las propiedades colectivas de dtomos
de 37Rb interactuando a través de una nanofibra éptica en situaciones que van mads alld de la
aproximacion markoviana. Las razones detrds de esto son, primeramente, que la nanofibra 6p-
tica tiene la capacidad de propagar eficientemente los campos a lo largo de grandes distancias,
por lo que es indispensable tomar en cuenta los efectos de retardo en la dindmica colectiva de los
atomos cuando interactiian mediante este mecanismo. Adicionalmente, la posibilidad de que
en esta plataforma los dtomos disipen colectivamente igual que en el vacio para ciertas configu-
raciones espaciales resulta de suponer que los dtomos se acoplan exclusivamente con el modo
del campo que es resonante con su frecuencia de transicién ([10], [11], [12], por ejemplo). Es
interesante entonces explorar cémo se modifican estos resultados si consideramos explicita-
mente el acoplamiento de los dtomos con las demds componentes en frecuencia del campo.

Concretamente, los objetivos de este trabajo son:

» Calcular y analizar las funciones de correlacién de la nanofibra éptica en presencia de
los dtomos en el caso en que sélo consideramos la accién de los modos guiados de la
fibra. Utilizamos dos funciones dieléctricas para modelar la respuesta en frecuencias de
la nanofibra.

» Investigar para cudles pardmetros de los dtomos y la nanofibra las funciones de correlacion
indican un comportamiento no markoviano, el cual se determina a partir de la forma y
la anchura de las funciones de correlaciéon.



= Resolver numéricamente las ecuaciones de evolucién del sistema atémico cuando los
efectos no markovianos son apreciables y estimar la modificacién a los ritmos de de-
caimiento colectivo.

Con este fin, nos centramos en el caso de dos dtomos preparados en estados stiper o subrra-
diante con a lo mds una excitacién, pues es la situacién mds sencilla de estudiar y capaz de
mostrar un comportamiento no trivial. Adicionalmente, con el fin de obtener una intuicién
mads profunda acerca de en cudles situaciones la dindmica del sistema no es markoviana, estu-
diamos el caso en que la separacién entre los dtomos es comparable con la longitud de cohe-
rencia de un fotén emitido por un dtomo independiente propagdndose dentro de la nanofibra
lcoh = Vg(wo)/y ~ 1 m, como originalmente se plantea en el articulo [13].

Los resultados de este trabajo indican que los ritmos de decaimiento colectivo de los dto-
mos se modifican entre 0.5 % y 4 % con respecto a la aproximacion de Markov dependiendo de
la funcién dieléctrica empleada. Los efectos no markovianos sobre la evolucién de los dtomos
son mads apreciables cuando el radio de la nanofibra es menor a aproximadamente 4 veces la
longitud de onda asociada a la frecuencia de transicion de los dtomos y cuando estos estdn sepa-
rados a menos de la mitad de la longitud de onda. Como consecuencia del acoplamiento de los
dtomos con una fraccién no despreciable de los modos de la nanofibra, encontramos que, con-
trario a la prediccién markoviana, no existe alguna separacion entre los dtomos (salvo d = 0)
para la cual se dé un comportamiento subrradiante perfecto yg,p, = 0, lo cual sugiere que este
efecto no es posible bajo este esquema en principio. Obtuvimos ademads que la evolucién de los
atomos es cualitativamente independiente de la funcién dieléctrica empleada.

Cuando estudiamos el caso en que los dtomos estdn separados a una distancia comparable
con la longitud de coherencia, encontramos que es necesario considerar la accién de un ndmero
considerable de términos en la suma que compone a la amplitud de probabilidad colectiva de
los dtomos con el fin de obtener resultados fisicamente consistentes. Esto resulta en un decai-
miento superradiante 2.2 veces mayor al de un dtomo independiente, lo cual es mds moderado
con respecto a los resultados publicados en la referencia [[13]], donde se encontré que el ritmo
de decaimiento superradiante llega a ser hasta 4.6 veces mds grande comparado con el de un
atomo independiente. Nuestros resultados fueron discutidos y corroborados por uno de los au-
tores del articulo, quien amablemente nos indicé desde el principio la existencia de un error en
los resultados que aparecen en el articulo.

El contenido de esta tesis estd dispuesto de la siguiente manera: en el capitulo 2 presenta-
mos los aspectos generales de la teoria de los modos guiados de la nanofibra éptica junto con
un esquema de cuantizacion sencillo basado en la teorfa de cuantizacién de las ecuaciones ma-
croscépicas de Maxwell y desarrollamos las funciones dieléctricas que caracterizan la respuesta
de la nanofibra. En el capitulo 8 discutimos la estructura de los dtomos alcalinos y su relevancia
en la aproximacion de dos niveles; estudiamos la dindmica de un par de dtomos de 3’Rb que se
acoplan con el campo de la nanofibra mediante transiciones dipolares eléctricas en el régimen
markoviano y calculamos las cantidades relevantes tales como los ritmos de decaimiento colec-
tivo para ambos estados super y subrradiante. En el capitulo 4 presentamos las ideas propuestas
en el articulo [[18] adecuadas al contexto de dos dtomos macroscépicamente separados interac-



tuando a través de una nanofibra éptica, asi como la comparaciones de nuestros resultados con
los publicados.

Los resultados originales de esta tesis se presentan en los capitulos 5 y 6, los cuales consisten
en el andlisis y detalles en el cémputo de las funciones de correlacién de la nanofibra éptica y
la solucién numérica a las ecuaciones de evolucién fuera del régimen markoviano cuando los
dtomos estdn separados a unas cuantas longitudes de onda, respectivamente. Finalmente, en el
capitulo 7 presentamos las conclusiones de este escrito, asi como las perspectivas a futuro a lo
largo de esta linea de trabajo.



Capitulo 2

Campos electromagnéticos guiados de
una nanofibra éptica

Desarrollamos los aspectos generales de la teoria de propagacién de campos electromag-
néticos guiados en una nanofibra éptica desde la perspectiva de la solucién a las ecuaciones
macroscépicas de Maxwell como un problema de eigenvalores. Deducimos las relaciones de
ortogonalidad de las soluciones, asi como el andlisis de los valores y funciones propias de la
ecuacion de onda como funcién de las componentes en frecuencia de los campos que busca-
mos que se propaguen en la fibra. Los valores y vectores propios de la ecuacién de onda los
asociamos con las frecuencias de corte de la fibra y con la estructura de los campos respectiva-
mente. Encontramos que existe un modo, denominado fundamental, para el cual la frecuencia
de corte (la cual corresponde al limite inferior de las frecuencias que pueden propagarse en
forma de modos guiados) es nula y obtenemos expresiones explicitas para las amplitudes de los
campos asociados a esta estructura, pues es con la que trabajamos a lo largo de este escrito.

Discutimos brevemente las condiciones necesarias de los regimenes operativos monomo-
dal y multimodal de la fibra y desarrollamos un esquema sencillo de cuantizacién de los mo-
dos guiados de la fibra basado en la cuantizacién de las ecuaciones macroscépicas de Maxwell
cuando los efectos dispersivos y de absorcion son despreciables. Finalmente proponemos para
nuestro andlisis dos modelos para la respuesta en frecuencias de la fibra a campos eléctricos
externos.

2.1. Teoria general de la propagacién de ondas electromagnéticas en
una guia de onda dieléctrica

En electromagnetismo, el término guia de onda se refiere al conjunto de estructuras capa-
ces de sustentar y propagar ondas electromagnéticas de forma altamente eficiente (esto es, con
pérdidas minimas de potencia debidas a la atenuacién por parte del medio que las sustenta o
por efectos de radiacién) a lo largo de una o mds direcciones preferenciales. Estamos interesa-
dos en estudiar la propagacion de ondas electromagnéticas en medios dieléctricos en una sola
direccién, por lo que modelamos a la guia de onda como un cilindro dieléctrico con perfil trans-
versal arbitrario S y de una longitud L, la cual es mucho mayor comparada con cualquier escala
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espacial relevante en nuestra discusion.

El medio dieléctrico estd caracterizado por su permitividad eléctrica e(x, @) y permeabili-
dad magnética pu(x, w). En su forma mds general, estas son cantidades tensoriales que acoplan
las diferentes componentes de los campos que interactdan con el medio y que se construyen a
partir de considerar las interacciones entre los diferentes constituyentes del material; ademds,
el principio de Neumann [14] garantiza que ambas cantidades heredan todas las simetrias aso-
ciadas a las celdas unitarias que resultan del proceso de formacién del mismo. En nuestro caso,
suponemos que el medio es homogéneo y que los campos de desplazamiento D(x, t) y auxiliar
H(x, t) estdn relacionados con los campos eléctrico y magnético E(x, 1), B(x, t) de la siguiente

forma [[15]]

D(x,w) = e(w) - E(x, w), (2.12)
H(x, 0) = [u(w)] !Bk, ). (2.1b)

Finalmente, suponemos que el medio es isotrépico, de tal manera que toda la informacién con-
tenida en la permitividad y permeabilidad se condensa en dos funciones escalares e(w), u(w) —

(@), (w).

Comenzamos nuestro andlisis escribiendo las ecuaciones macroscépicas de Maxwell para
las componentes de los campos en la base de Fourier para el tiempo usando la convencién de
la referencia [15]

F(x,t)z\/% / doF(x, w)e " (2.2)

Las ecuaciones de Maxwell para las componentes de Fourier de los campos dentro de la guia
toman la siguiente forma

V. Ex,w) =0, V x E(x,w) = iwB(x, w), (2.3)
V- -B(x,w) =0, V x B(x,w) = —iwueE(x, w), (2.4)

donde hemos asumido que no hay distribuciones de carga y corriente libres y omitimos la
dependencia en frecuencia de la permitividad y permeabilidad. Desacoplamos las ecuaciones
y como consecuencia de la homogeneidad del medio obtenemos que los campos dentro de la
guia satisfacen la ecuacién de onda

(V2 + o2ue) | " | o, (2.5)
B(x,w)

Debido a que existe una direccién preferencial de transmision (que por convencién toma-

remos como el eje Z del cilindro), separamos la variacién espacial de los campos en la direccién
de propagacién y proponemos que los campos tengan la siguiente forma

F(x,0) = F(x;)etPzei0t (2.6)

11



donde el subindice ¢ se refiere a las coordenadas transversales a la direccién de propagacion.
Descomponemos al campo en sus partes paralela y transversal F(x, w) = F;(x, w) + F;(x,w)Z,
con F; = (Z xF) x Z, y al sustituir en las ecuaciones de Maxwell obtenemos que las compo-
nentes transversales pueden ser escritas en términos de las paralelas E,, B,

E/(x,0) = #[iﬂvt E; —w(: x V;B)], 2.7)
B,(x.0) = #[ﬂ:ﬁwz + ope(E x V,E2)). 2.8)
y? = w’pe — g2, (2.9)

donde V; se refiere al gradiente respecto a las variables transversales. Asi, una vez que hemos
resuelto la ecuacién de onda para las componentes paralelas al eje de propagacién de la guia de
onda

[V7 + v ()] Baboo)) 0, (2.10)
B, (x,w)

el resto de las componentes quedan automaticamente determinadas.

2.1.1. Propiedades algebraicas de las soluciones y convenciones

La ecuacion [2.10] junto con las condiciones a la frontera definidas por la guia de onda y
el medio que la rodea definen una ecuacion de eigenvalores para los campos cuyo espectro de
valores y funciones propias {y,,F;|A € N} conocemos como los modos de la guia [15]. Dado
uno de los eigenvalores de la solucién de la ecuacion obtenemos el valor para el nimero

de onda

Br = Ve - Jo? - o3, (2.11)

YA
= ; 2.12
w), N ( )

la cantidad w; es conocida como la frecuencia de corte del A-ésimo modo de la guia y determina

la cota inferior en las componentes de Fourier de los campos que pueden propagarse en forma
de ondas a lo largo de esta. Para ver este comportamiento, notamos que para ® > wy, B € R
y por tanto el modo se propaga como una onda, mientras que para ® < wy, B, € Cy las am-
plitudes de los campos decaen exponencialmente a medida que se alejan de su fuente dentro

de la fibra.

Por otro lado, las funciones propias constituyen una base completa para representar las
componentes de Fourier de un campo dentro de la guia

1

N
Fx.o)= Y Y ap(w. [IFs(xe. fle/Przeion (2.18)

f=—1A=1
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donde la suma en A corre sobre los N diferentes modos asociados a la frecuencia w, f = +1 se
refiere a las direcciones paralela y antiparalela al eje de propagacion de la guia 'y ay (w, f) es el
factor de peso que acompafia a cada modo. El hecho de que los modos formen una base lineal -
mente independiente nos permite construir una ortogonal una vez que definimos el producto
interno en el espacio de funciones. En este trabajo deducimos la ortogonalidad de los modos
en términos de la idea de reciprocidad en electromagnetismo, la cual estd relacionada con el
concepto de operadores hermiticos [7], [16].

Dadas dos distribuciones de corriente libre, J1, J2, contenidas en un volumen ¥V no mag-
nético (4 & o) pero con permitividad con dependencia arbitraria en la frecuencia e(w) € C,
definimos el campo T(x, w) = E; x B} + E3 x B generado por las distribuciones y calculamos
el flujo a través del volumen V

/V-TdV:/dS[ElxB§+E§xB1]-ﬁ,

v S (2.14)

:iuoa)[e(a))—e*(a))]/ El-E;dV—uO/ [El-J;—i-EZ-Jl]dV.
Vv Vv

En el caso en que el volumen sea muy poco absorbente a las componentes de Fourier de los
campos con frecuencia @ (una situacién de primera necesidad en una guia de onda) y en au-
sencia de distribuciones de corriente libre, la ecuacién se reduce a

S

la cual es una de las diferentes formas del teorema de reciprocidad de Lorentz [16],[7]. Para el
caso de una guia de onda, tomamos a7 = Z y a S como la superficie en la que estdn conteni-
das las componentes transversales a la direccién de propagacion; para definir la ortogonalidad
de los modos, notamos de las ecuaciones y que tenemos la libertad, ya sea de tomar
la componente transversal de los campos real y la paralela puramente imaginaria o viceversa
sin cambiar ninguno de los resultados que hemos obtenido. Para nuestro escrito, tomamos la
siguiente convencion

F,eR®> < F,€i R, (2.16)
en cuyo caso, obtenemos la siguiente relacién para las componentes de los campos asociados a

la propagacion paralela y antiparalela en el eje Z (denotados con los superindices + y - respec-
tivamente)

E_; = [E;]*, (2.17)
=E - Ef:,

B_, = —[B,]", (2.18)
=-B + B} :.

Si derivamos la ecuacion|2.15|con respecto a z para los casos (1 — j,2 > k)y (1 — j,2 — —k),
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donde j, k se refieren al j-ésimo y k-ésimo modo de la guia a frecuencia w obtenemos

[N}
|
L

(ﬂj—ﬂk)/SdS[Ej x B} + Ef xBj]-2

[\
|
L

(,Bj +ﬂk)/SdS [Ej XBik —i—Eik XBJ’]- 4

= B; /SdS [Ej x Bk] 2 =0, (2.19)
Bi /S dS[Ej xBf]-2 =0; (2.20)

puesto que, en general, B, # 0, el teorema de reciprocidad se cumple sélo si
/SdS[E;ka]-zzfsds[EjxB;;]-z:o<:>j7ék,; 2.21)

estas son las relaciones de ortogonalidad con las que trabajaremos a lo largo de este escrito.
Estas relaciones nos permiten no solo discriminar los diferentes modos de la guia sino ademas
trabajar con una base ortonormal definida como

£ (x, w) = &JN_A“” (2.99)
N; = % /Sds [Ex xBj]-Z|. (2.23)

la cual es una expresion util para la cuantizacion de los modos guiados del campo generado por
una guia de onda.

Habiendo presentado algunas herramientas y propiedades bdsicas de los campos propagan-
dose en guias de onda dieléctricas, estamos en posicién de discutir con detalle el caso especifico
de la nanofibra éptica.

2.2. Modos guiados de una nanofibra éptica

En general, una fibra éptica consiste en un cilindro circular dieléctrico de radio a (habi-
tualmente llamado ncleo [7]) y no magnético de vidrio de disxido de silicio [3], SiO,, cuyo
indice de refraccién, para frecuencias en el régimen dptico, tiene valores entre 1.4 y 1.5 [17].
Una de las caracteristicas importantes de las fibras épticas en general es que el nicleo estd re-
cubierto por materiales con diferentes propiedades dispersivas y absorbentes. Las razones son,
primeramente, proveer soporte estructural a la fibra para evitar efectos de distorsién y esparci-
miento de los campos que se propagan dentro de la fibra; mucho mds importante para nuestra
discusion es, como veremos mds adelante, que la relacién entre los indices de refraccién del
nucleo y el recubrimiento resultan criticos en aspectos tales como el régimen operativo de la
fibra, las velocidades de propagacién de los campos y la determinacién de la cota superior de la
frecuencia para la propagacién de los campos en forma de modos guiados.
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Las nanofibras épticas poseen radios tipicos de unos cuantos cientos de nanémetros [3];
como resultado del proceso de adelgazamiento del vidrio, una nanofibra éptica carece del re-
cubrimiento de algin otro material, por lo que los campos son enteramente guiados con aire o
vacfo actuando como recubrimiento (Ver Figura[2.1) .

£ N

>~

B>
e
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

AN /

Figura 2.1: Esquema de una nanofibra dptica. En coordenadas cilindricas (r, ¢, z), tomamos el
eje Z como la direccion de propagacion de los modos guiados. La nanofibra éptica carece
de recubrimientos que la separen del medio circundante y tiene un radio a junto con una
Juncion dieléctrica €1(w). El medio que la rodea posee una funcion dieléctrica muy cercana
a la del vacio €3 (w) =~ €.

2.2.1. Estructura general de los campos guiados

Como demostramos en la seccién anterior, resolver la ecuacién de onda para las compo-
nentes de los campos en la direccién Z determina también sus componentes transversales; en
coordenadas cilindricas, donde

x=(r¢,2), (2.24)

~1

la ecuacion de onda[2.10]para cualesquiera componentes paralelas con la siguiente estructura

F(xs.0) = A(@)g(r)e''® | 1€, (2.26)

toma la siguiente forma
0 =x%02g(x) + xdxg(x) + (x> = [?)g(x), (2.27)
x=y)-r (2.28)
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la cual es la ecuacién diferencial de Bessel para la funcién radial g (x). Tomamos las soluciones a
esta ecuacion de tal manera que los campos satisfagan las condiciones a la frontera: parar — 0,
las soluciones deben ser finitas y para r — oo, F, — 0. Entonces, para r < a (con a el radio de
la fibra) tomamos las funciones de Bessel del primer tipo y de orden I, J;(yr) y las componentes
de los campos eléctrico y auxiliar H de la fibra son

EL = 4J;(hr)e''?, (2.29)
El = —hiz -AhﬂJl’(hr) n i“"r”lBJ,(hr)]eW, ElL = —h’;z -A?Jl(hr) - Buoa)th/(hr)i|e”¢,
H! = BJl(f_zr)eild’, ] (2.30)
H! = —h’;z —Bﬂth’(hr) - iA@Jl(hr)}e”‘ﬁ, Hj = —hiz —iBng(hr) + Aweth/(hr)]ei“f’,

donde el subindice en la susceptibilidad €1 (w) se refiere a la regién r < a y la cantidad  estd
definida por la relacién

h? = o€ (0)po — B, (2.31)
=ki - B>,

w
k1 = nl(w)?,

Para la region r > a, las funciones de Hankel del primer tipo, H l(l)(i x), decaen exponencial-
mente a 0 a medida que x crece y son finitas Vx # 0. De esta manera (omitiendo el superindice
(1) para denotar a la funcién de Hankel de primer tipo pero queddndonos clara su identidad),
los campos fuera de la fibra son

Eé = CH,(iqr)e'?, (2.32)
E} = —qiz —CﬂqH/(iqr) + DMOTMHz(iqr)]e”“’, Ej = _qiz _CgHz(iqr) - Duoqul’(iqr)]e”"’,
HZI = DHl(_iqr)eil¢, ) (2.33)
Hrl = _qlz _D,Bqu/(iqr) — Cwizl Hl(iqr):|eil¢, qu) = _q% _Dng(iqr) + Cwequl/(iqr):|e”¢;

de manera similar, el subindice en €; se refiere a los posibles medios que recubren a la fibra
(para el caso de una nanofibra, consideraremos al vacio Vr > a) y la cantidad ¢ estd definida
por
2 2 2
q° = B~ —w e (w)po. (2.34)
2 2
=B — k2’
o)
k2 = I’lz(a))—.
c
Determinamos las amplitudes de las componentes paralelas en todo el espacio imponiendo

las condiciones de continuidad de los campos en la interfase de la nanofibra y el medio que la
recubre

i x (B — B} )lr=a = 0, i (Hl2 —H})l=a =0, (2.35)
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conn = (¢, f), los vectores normales transversales. Aplicando estas condiciones obtenemos

un sistema homogéneo de cuatro ecuaciones para las amplitudes

[ Ji(ha) 0 _H(iqa) 0 174
2B Ji(ha) 1242 J](ha) %Hl(iqa) ~“00H(iqa) | | B | _ . ©.36)
0 Ji(ha) 0 —H;(iqa) C
| —i %t J] (ha) %J;(ha) %Hl/(iqa) %Hl(iqa) 1 LD
cuyas soluciones son
C = AM, D = BM, (2.37)
Hj(iqa) Hj(iqa)
h J/(ha)H; (i +iheyJy(ha)H (i
B —i4"4e [6161 j(ha)H;(iqa) + ihex Ji( ‘f) ,(lqa)]’ R (2.38)
! wpo(er — €2)pJi(ha)H(iga)

Estas son las formas mds generales de los campos que se propagan en la nanofibra para una
sola componente de Fourier. A continuacién estudiamos las posibles formas particulares de los
modos guiados de la nanofibra, asi como el comportamiento del nimero de onda, ambos como
funciones de la frecuencia w.

2.2.2. Andlisis de los modos guiados de la fibra y estimacion de las frecuencias de
corte

Dada una componente de Fourier con frecuencia w, notamos de las expresiones para las
amplitudes de los campos, y que la tnica cantidad que resta por determinar es el
numero de onda B, el cual queda fijo al imponer que el determinante de la matriz en la ecuacién
sea nulo. De esta forma, el nimero de onda queda definido implicitamente en términos
de la siguiente ecuacién de eigenvalores

F(w,B) =0, (2.39)

Ji-1(ha) ni+n3 Kj(qa) 1
[ an? | (anl(qa)) t (ha)? + R(w.B) . (2.40)

halJ;(ha) B
e o | [(B=m3) (K \T L [(BY. (1 . LT
(w,B) = an? ’ (anl(qa)) + [(E) - ((ha)2 * (qa)2)} ’

K)(x) = %il“Hl(l)(ix),

Fw.p) =

donde K;(x) es la funcién modificada de Bessel del segundo tipo de orden /. La determinacién
de la estructura de los modos y la estimacién de las frecuencias de corte estdan directamente
relacionadas, por lo que haremos un andlisis unificado de ambas, el cual sigue minuciosamente
aquel presentado en la referencia [8, Cap. 8]. Utilizando las diferentes relaciones de recurrencia
para las funciones cilindricas, reescribimos la ecuacién de eigenvalores F(w, ) como

(eJT—H)JT—H )+ (eJT—H")(J —H7)=0, (2.41)

17



cone =€1/exy

1 Jyi1(ha) _ 1 Ji_1(ha)

+ 1+1 -1

= - thd) . A 9.49

ha Jy(ha) ha Jj(ha) ( )

g+ - _ L Hivilgqa) g - L Hi-1lga) (2.43)
qa H(iqa) qa H(iqa)

La forma en que determinamos la estructura y frecuencias de corte de los modos de la fibra a
partir de la ecuacién es aproximando en series de Taylor a las cantidades J*, H* para
los casos limites en que B se aproxima a sus valores de corte dentro (¢ — 0)y fuera (h — 0) de
la fibra y analizando los valores que deben tomar los argumentos de las funciones de Bessel tal
que se satisfaga la ecuacion de eigenvalores.

Brevemente, a medida que B se aproxima a su valor de corte fuera de la fibra (es decir
g — 0), los términos H¥ tienen el siguiente comportamiento para [ # 0

21

lim H* = — , I eN, (2.44)
4—0 (aq)?
1
it T= [ =2,3,--- 2.45
450 20— 1) 245)
; _ Ia
Im H™ = —ln(—), I =1; I ~1.7816, (2.46)
q—0 2
mientras que para el caso en que & — 0 tenemos,
1
limJtT = ———, [ eN, 247
P 20+ 1) © 2.47)
lim J~ 2 l eN (2.48)
1m = —, . .
h—0 (ha)?

Sustituyendo las aproximaciones en la ecuacion[2.4 1]y considerando cada valor de /, obtenemos
las estructuras y valores de corte para los diferentes 6rdenes de las funciones de Bessel. En la
tabla[2.Tmostramos los posibles resultados; puesto que B queda fijo a través de la ecuacion[2.40}
el valor de corte en la tabla[2.1] %, en los argumentos de las funciones de Bessel de primer tipo
que hacen cumplir la ecuacién de eigenvalores corresponde al valor de la frecuencia de
corte w, asociada a la componente de Fourier de los campos.
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Estructura y valores de corte de modos guiados de la fibra

Nombre de la estructura Abreviacion Valor de corte /. Ordenes [, m
Transversales eléctrico/magnético | TE,,, TM,, Jo(hea) =0 [=0,meN
HE“ hca =0 [ =1
Hibridos
eléctricos HE1m hea = Zpm #0 Il=1,meN
HE;,, (e + DJy(hea) = heady(hea)/(L—1) | 1 =2,3,---
Hibridos magnéticos EH;,, hea = Zjm 0 I,meN

Tabla 2.1: Estructura y valores de corte de los modos guiados de una fibra éptica. El término
he se refiere al valor de la cantidad h en la ecuacion para el cual se satisface la ecuacion
de eigenvalores consistente con las ecuaciones de continuidad de los campos en la interfase.
La cantidad Zj,, corresponde al m-ésimo cero de la funcion de Bessel del primer tipo de
orden [, Jj.

Notamos que, en general, los campos dentro de la fibra 6ptica son tales que sus tres com-
ponentes espaciales son no nulas, lo cual da paso a una mayor riqueza en su estructura en
comparacion con situaciones mds familiares tales como los modos soportados por guias metd-
licas huecas, cavidades resonantes o medios homogéneos infinitos. Particularmente, el hecho
de que exista la componente no nula paralela al eje de propagacién, F,, implica que los campos
también estdn longitudinalmente polarizados. A partir de la ley de Gauss

F, = ilEV, .F,. (2.49)

observamos que la componente longitudinal de la polarizacién estd desfasada por +m/2 res-
pecto a las componentes transversales. Para el orden [ = 0 en las funciones de Bessel, notamos

que en las expresiones para las amplitudes de los campos dentro y fuera de la fibra y

s6lo es posible mantenerlas finitas si

h_Ji(ha) . Hi(iqa) _
q Jo(ha)+ Ho(iqga)
qJiha) | Hiliqa) _
h Jo(qa)  Hol(iga)

A=0 << (2.50)

B=0 < ¢ (2.51)

Los campos que resultan a este orden son los transversales elécirico v magnético (incluido, por
supuesto, el transversal electromagnético TEM) respectivamente, pues alguna de las compo-
nentes longitudinales de los campos es nula.

Para 6rdenes mayores a 0, en vista de que ninguna componente estd obligada a ser nula, los
nombres asignados a las estructuras de los campos son los hibridos eléctricos (HE,,) y magnéticos
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(EH;,,,), en los cuales alguna de las componentes longitudinales es dominante en magnitud
respecto a la otra [18]

De entre todos los modos con 6rdenes mayores a 0, resalta particularmente el modo fundamental
HE11, cuyo valor de corte h, = 0 implica que

hCHEll
W = ———,
‘ Vio(er — €2)
=0, (2.54)

por tanto, tenemos que campos preparados con esta estructura pueden propagarse como ondas
dentro de la fibra independientemente de su frecuencia o del radio de la fibra siempre y cuando

las relaciones 2.3 1} se mantengan validas.

2.2.3. Regimenes operativos de la fibra

Discutimos brevemente los dos regimenes de operacién de una fibra éptica: multimodal y
monomodal. Desde la perspectiva geométrica, la luz se propaga completamente dentro de la fibra
s6lo si se satisface la condicion de reflexion total interna

n

0 < 0,0 = cos ! (—1) (2.55)

ny
donde 0 es el dangulo de direccién de los rayos de luz medido con respecto al eje Z. En el espacio
fase, hacemos una aproximacion burda del nimero de modos N con nimero de onda 8, que
se encuentran dentro de la seccion transversal de la fibra [15]]

d2

dN =2 -ma?. —'82
(2m)

donde d?B es un elemento de drea en el espacio del nimero de onda transversal. Aproximando
la magnitud del nimero de onda transversal como k; & 6 obtenemos

d*B =276 db,

emax
2 1.2
— N =~ (aB) / 0d9=§V , (2.56)
0
donde V es el pardmetro de la fibra
2 2 _ 2
y="02 1" 2.57)
A ni

el cual es proporcional a la apertura numérica de la fibra N.A. = ,/n% — n%. Para una fibra

de vidrio de SiO; y longitudes de onda en el espectro visible, las fibras operan en un régimen
multimodal (N = O(300)) para radios de la fibra de entre (12 < a < 100)um, mientras que
para radios menores a 5um operan en el régimen monomodal, donde N = O(1) [7].
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2.2.4. Modos de la fibra empleados en este trabajo

En vista de los radios tipicos de las nanofibras épticas, nuestro andlisis se centrard exclusi-
vamente en el régimen operativo monomodal, lo cual se traduce en campos con la siguiente
forma

1

Fx.o)= Y a(o. fpFE o, flelPre7io! (2.58)
l,f=—1
1
= Y a. £DE(ro. f.)e!Pe Pz emiot (2.59)
If=—1

donde la variable / = =£1 es sobre la polarizacién en la base circular. Adicionalmente, asumimos
alo largo de este trabajo que los campos que se propagan en la fibra tienen la estructura del modo
fundamental HE{;. Escribimos explicitamente las componentes del campo eléctrico para este
modo dentro y fuera de la fibra [11]; para r < a tenemos

. q K1(qa)

er(r,w) = IAE 71 0ha) [(1 —s)Jo(hr) — (1 + 5)J2(hr)], (2.60)
e(r.l,w) = —ZA% IJ{:((ZZ’)) [(1 = 5)Jo(hr) + (1 + 5)J2(hr)], (2.61)
ex(r, fiw) = fA%IJ(:((ZZ)) Ji(hr), (2.62)
mientras que para r > a
er(r,w) = iA[(1 —s)Ko(gqr) + (1 + s)Ka(gr)], (2.63)
ep(r.l,w) = —LA[(1 —s)Ko(gr) — (1 + s)Ka(gr)], (2.64)
ez(r, fyw) = fA%qu (gr), (2.65)

La cantidad adimensional s estd definida como

' (aqh) [ Ko  Kiga)_ |’ (2.60)
q

halJi(ha) aKi(qa)
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mientras que la amplitud del campo A la escogemos tal que los modos constituyan una base

ortonormal [2.23]

2w

N = 0/d¢/" drr-n*(w,r)lel?
= 2r|A|?a*(Pin? + Pan3), (2.67)
P, = (C;III;;((ZZ)))Z : ((1 — $)2[J¢(ha) + J2(ha)] + (1 + 5)2[JZ(ha) — J1(ha)J3(ha)]
n 2(%)2 [JE(ha) — Jo(ha)Jz(ha)]), (2.68)
Py = (1-9)*[K(qa) — K3(qa)] + (1 + $)*[K1(ga) K3(ga) — K3 (qa)]
+ 2(%)2 - [Ko(ga)Ka(ga) — K2(qa)]. (2.69)
Si escogemos A € R, las componentes del campo poseen las siguientes simetrias
er(f.)) =er(=f.1) =er(, f. 1), (2.70)
ep(f.1) = ep(—f.1) = —eg(f, 1), (2.71)
ez(fil) = —ez (= f.1) = ez (f. =), (2.72)

ef(f.1) = —er(f1); ep(f.1) = eg(f.1): ez (f.]) = ez(f.]). (2.73)

En la figura[2.2]se muestra la variacion espacial del perfil de intensidad del modo fundamen-
tal HEq; para un valor de z constante, I(x, y) = e(x) - €*(X)|;=cte utilizando dos radios para
la nanofibra @ = (200, 300) nm y dos frecuencias w = (0.5, 2.414) rad/fs, que corresponden a
longitudes de onda en el vacio A = (3770, 780) nm respectivamente.
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Figura 2.2: Variacion espacial del perfil de intensidad del modo fundamental HE;. La in-
tensidad del campo estd definida para un valor de z constante, I(x, y) = e(x)-€*(X)|z=cte
v se calcula para dos radios de la fibra a = (200, 300) nm y dos frecuencias con longitudes
de onda en el vacié asociadas A = (780,3770) nm. Para A = 3770nm = 3.77um el
campo se transmite, ya sea completamente fuera[2.2d| o dentro[2.28|de la fibra; en contras-
te, para A = 780 nm observamos que, si bien la mayoria del campo se transmite dentro
de la fibra, en la vecindad de la superficie externa de la fibra la intensidad del campo es

comparable con la del interz'or
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2.3. Cuantizacion de los modos guiados de una nanofibra éptica

Cuantizamos la teoria del campo electromagnético guiado de la fibra utilizando la técnica
de cuantizacién macroscépica, la cual consiste en desarrollar una teoria cudntica de campos a
partir de las ecuaciones macroscépicas de Maxwell Este procedimiento tiene la gran
ventaja de que no es necesario proveer un modelo microscépico detallado de la estructura del
dieléctrico que genera los campos, asi como de las interacciones de sus constituyentes con cam-
pos externos y el medio que los rodea [19]. Sin embargo, esta misma razén implica que nuestra
teoria es incapaz de incorporar los efectos de absorcién y disipacién de la nanofibra.

Nuestro objetivo es obtener las expresiones para el campo electromagnético en términos de
operadores de creacién y aniquilacién que resulten una expresién para el hamiltoniano libre del
campo que tenga una escala de energfa bien definida, asi como expresiones correctas para las
ecuaciones de Maxwell para los campos [20]. Asumimos que los efectos de absorcion del die-
léctrico son pequeiios, de tal forma que las relaciones de ortogonalidad[2.14} [2.21]se mantienen
vdlidas y por tanto podemos hacer una descomposicién modal del los campos en términos de
operadores de creacién y aniquilacion que satisfacen las reglas de conmutacién bosénicas.

2.3.1. Aproximacion candnica

Dadas las expresiones para los campos en términos de los potenciales en el espacio reciproco
k y de frecuencias w, A(k, ), ¢(k, )

Ek, o) = ik (k, 0) — ioAk, o), (2.74)
B(k,») = ik x A(k, »), (2.75)

proponemos la siguiente densidad lagrangiana [15]], [19],

L:l[E-D*—B-H*],

2
— %{q : [k2¢¢* —w(pk-A* +¢*k-A) + a)ZA;AJ'] - ikZAjAf}, (2.76)
Mo

donde hemos usado la convencion de la suma de Einstein para expresar los productos internos.
Comprobamos la consistencia de la densidad lagrangiana propuesta calculando las ecuaciones
de Lagrange para las componentes del potencial A, = (¢, A)

oL ia—L =0. (2.77)
94, dt oA,
Para ¢*, recuperamos la ley de Gauss
ik-E=0, (2.78)
L *
1, = (8. ) —o, (2.79)
dp*

el hecho de que el momento canénico conjugado a ¢ sea nulo implica que este no es una variable
dindmica y por tanto el sistema estd constrefiido. Contrario a la situacién en el espacio libre,
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donde podemos asignar ¢ = 0, para este caso no es posible fijar la norma de de Coulomb
V-A = 0junto con ¢ = 0 de manera consistente. De la ley de Gauss, obtenemos que ¢
satisface la ecuacién de Laplace

V24 = 0. (2.80)

Para las componentes del potencial vectorial A;'.‘ obtenemos la ley de Ampere-Maxwell

1
—k*Aj = ive(w)[ikjp —iwd;] << VxH=39D, (2.81)
o
*
L D;
T — _ 2 2.82
(55 =% o

es decir, que en la teoria macroscépica es el vector de desplazamientos D y no el campo eléctrico
E la variable canénica conjugada a A. Construimos la densidad hamiltoniana H aplicando la
transformada de Legendre a la densidad lagrangiana

H = A7 + M7 A7 - L,

2 1 o
=+ %kZA;‘AJ ik’ [qub* - ¢n;],

—0

_ l[E .D* +B-H*], (2.83)

2

la cual es la expresién apropiada de la densidad de energia del campo electromagnético dentro
de un medio dieléctrico.

2.3.2. Cuantizacion

Tomamos las relaciones de conmutacion para los campos A, IT consistentes con el hecho
de que la divergencia de ambos es nula

[Am (k. 0), T,(K ., 0")] = ih[(Smn — kl’g;" }S(a) — o), (2.84)

en donde el término entre corchetes del lado derecho es la funcién delta transversal &7, ,, (x —x')
[19], [21], en el espacio reciproco. Introducimos la expansién modal de los campos en términos
de los operadores de creacién y aniquilacion, a; (k, ) definidos como las variables normales de
las ecuaciones macroscépicas de Maxwell

N[ k?
aik,w)=—|—A4; —iwD; |, (2.85)
j (k@) ) |:/L0 J J:|

N[ k? , .
a;.r(k, w) = ?[%Aj + la)D;‘], (2.86)

cuyo factor de normalizacién es tal que el hamiltoniano tenga la forma mads clara posible y la
relacién de conmutacién preserve su forma. Notamos que el hecho de que estos opera-
dores dependan explicitamente del campo de desplazamientos implica que dentro de la fibra
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estos corresponden a la creacién/aniquilacién de excitaciones colectivas del campo y la materia
que conforman el dieléctrico, mientas que fuera de ella podemos darle la interpretacién usual

de fotones [20],[19].

Utilizando el orden normal para los operadores de creacién y aniquilacién, integramos la
densidad hamiltoniana en el espacio reciproco y utilizamos la identidad de Parseval para
las coordenadas transversales a la direccién de propagacién, obteniendo asi el hamiltoniano del
sistema H

o0 o0
H= / dx; / hwalal (x,, w)do, (2.87)
0

donde hemos asumido que las direccién transversal al eje de propagacién se mantiene practi-
camente constante y por tanto dff = dw/vg, donde vg es la velocidad de grupo de los campos
dentro de la fibra.

Asumiendo que el medio es muy poco absorbente y dispersivo en el régimen de frecuencias
que estamos interesados en estudiar, podemos expresar el campo eléctrico de una nanofibra
como una expansion en términos de operadores de creacién y aniquilacién bosénicos

E(x,t) =ET +E™, (2.88)
Et(x.1) :lZ/da) ” aMe (r)e H@i—/Bz=19) (2.89)

B =[E+]"
[au(w’),az,(w')] = 8/'6] 8w — ). (2.90)

donde e, (r) = (er, ey, e;)(r,w) estin definidas a través de las ecuaciones y el sub-
indice u = (f,/,w) es una abreviacién para las direcciones de la polarizacién circular y de
propagacion del fotén, asi como de su frecuencia. El hecho de que nuestra teoria sea incapaz de
implementar los efectos de dispersién y absorcién considerables implica que estamos conside-
rando como instantdnea la conexién temporal entre el campo eléctrico y de desplazamientos,
lo cual deja a nuestra teoria incapaz de tomar en cuenta el principio de causalidad [22], [20],
[15]; podemos concluir entonces que es muy importante tomar en consideracién los limites de
nuestra teorfa en el momento de interpretar y analizar nuestros resultados.
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2.4. Funciones dieléctricas utilizadas en este trabajo

Trabajamos con dos propuestas para modelar la respuesta de la nanofibra a campos eléctri-
cos externos. La primera posee una forma trivial, en la cual la absorcién es nula y el indice de
refraccion es el mismo para todas las componentes de Fourier

Reley (w)] = n1 &~ 1.4534, Im[ey(w)] = 0; (2.91)

el subindice N se refiere a la palabra Naive, o ingenua, debido a que no es una funcién dieléctrica
realista en el sentido de que el valor del indice de refraccién depende de la frecuencia, ademads
de que no es posible suprimir la absorcién de un material. La razén por la que consideramos
esta funcion dieléctrica es que, cominmente, en el estudio sistemas cudnticos abiertos la apro-
ximacién de Markov reduce la respuesta del reservorio solamente a la frecuencia caracteristica
del subsistema pequefio que se estudia. En este sentido, el valor escogido para 1 coincide con
el indice de refraccién de las nanofibras épticas utilizadas en los experimentos que nos interesa
describir ([Ver |23, 24} por ejemplo]), en los cuales actian como reservorios de dtomos de 87Rb,
cuya frecuencia de resonancia para la linea D5, w7gg, corresponde a una longitud de onda de
aproximadamente 780 nm.

Puesto que estamos interesados en estudiar los efectos no markovianos en dtomos interac-
tuando con la nanofibra, proponemos como segunda opcién de analisis la funcién dieléctrica de
Lorentz-Drude, la cual es una aproximaciéon sencilla y fisicamente consistente pues satisface
las relaciones de Kramers y Kronig aunque, como mencionamos en la seccién anterior, esto
es irrelevante pues nuestra teoria cudntica de los modos guiados de la nanofibra es inconsis-
tente con estas relaciones. Modelamos a la fibra como un dieléctrico con una densidad £2 de
constituyentes que participan en la interaccién con el campo. El electrén de valencia de cada
constituyente oscila arménicamente alrededor de un nicleo pesado con una frecuencia de re-
sonancia wg y experimenta una fuerza de amortiguamiento caracterizada por una constante
fenomenoldégica y. La ecuacién de movimiento de un solo electrén es

—eE(t) = m[% + y% + wgx], (2.92)
:éx@):—%ﬂwi—w%—iwﬂqE@L (2.93)

donde aplicamos la transformada de Fourier en la ecuacién de movimiento del electrén para
resolver su trayectoria en el espacio de frecuencias.

La suma de los momentos dipolares eléctricos p(w) = —ex(w) de cada particula forman
la polarizacion P(w) = $£2p(w) que, a primer orden, estd conectada con el campo externo
mediante la susceptibilidad eléctrica y(w) = 1 + €(w)/¢€g de la siguiente manera

P(w) = 1(») - E(w). (2.94)

Sustituyendo las expresiones en esta relacién, obtenemos la funcién dieléctrica de Drude-Lorentz,

€L (w)
erL(w)

€0

=1+ a)j . [(a)lze —w?) — iya)]_l, (2.95)

27



donde w, = $2e%/eom es la frecuencia del plasma del dieléctrico. A lo largo de este escrito,
tomaremos la frecuencia de resonancia de la fibra como aquella asociada a una longitud de onda
de 850nm en el vacio, que es aproximadamente a la mitad del intervalo ultravioleta, en el cual el
SiO; de la fibra es altamente absorbente [17]. La frecuencia del plasma la calculamos pidiendo
que para la frecuencia de resonancia del 87 Rb, el indice de refraccién coincida conny = 1.4534.
Finalmente, suponemos que los electrones de valencia radian como dipolos eléctricos en el
vacio. Los valores de cada una de estas constantes se muestran a continuacién

2mc
=—— ~5. f 2.
w350 350 1m 5.385rad/fs, (2.96)
4 2.2
Vaso = 5% ~ 4.73 x 108 rad /fs, (2.97)
wp ~ 5.0774rad/fs. (2.98)

En la figura se muestran las partes real e imaginaria de la funcién dieléctrica

de Drude-Lorentz con los pardmetros arriba mencionados.

Habiendo descrito las herramientas y resultados bdsicos que necesitamos para los modos
guiados de la nanofibra éptica, estamos en posicién de plantear y analizar su interaccién con
atomos alcalinos en la vecindad de su superficie.
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Figura 2.3: Comportamiento de la funcidn dieléctrica de Drude-Lorentz cerca de la frecuen-
cia de resonancia de la nanofibra. En[2.3d|se muestra la parte real de €r, /€ asociada
con el indice de refraccion de la nanofibra. Observamos que en la vecindad antes (después)
de la frecuencia de resonancia de la fibra, el indice de refraccion crece (decrece) exponen-
cialmente para después obtener valores negativos. Este comportamiento lo asociamos con el
Jfenomeno de dispersion andmala [15] v establece una cota superior a las componentes de
Fourier de los campos que pueden propagarse en forma de modos guiados a través de la
nanofibra. En se muestra la parte imaginaria asociada a la absorcion de la fibra; su
mdximo se encuentra centrado en la frecuencia de resonancia desplazada respecto al ritmo
de decaimiento espontdneo de los constituyentes (w350 — Y350)-
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Capitulo 3

Dindmica de dtomos alcalinos
acoplados con una nanofibra éptica en
el régimen markoviano

Ya que hemos desarrollado la teorfa de los campos guiados de una nanofibra 6ptica, estamos
en posicién de plantear su interaccion con dtomos localizados en la vecindad de su superficie.
Comenzamos nuestra discusion con la estructura de dtomos alcalinos, resaltando sus caracteris-
ticas mds relevantes y centrandonos en la aproximacion de dos niveles para dar una descripcion
efectiva del proceso de decaimiento espontdaneo. A continuacién, planteamos los diferentes me-
canismos de interaccién entre los dtomos y el campo de la nanofibra, siendo el término dipolar
eléctrico d - E(¢) el mds relevante en nuestra discusién debido a que el tamaifio de los dtomos es
mucho menor a la longitud de onda caracteristica del campo.

Escribimos el hamiltoniano total del sistema dtomos-campo y deducimos la ecuacién maes-
tra del operador de densidad atémico en las aproximaciones de Born, Markov y de onda rotante.
Analizamos la accion de cada aproximacion en la estructura de la ecuacion, asi como su signifi-
cado fisico. Estudiamos la forma de los términos de acoplamiento que dividen la evolucién en
una parte unitaria, mediada por el corrimiento de Lamb y la energfa electrostdtica de Van der
Waals, y una no unitaria mediada por los ritmos de decaimiento espontdneo individual y de
transferencia energética entre los dtomos. Para estos ltimos, estudiamos su dependencia en la
alineacion de los momentos dipolares eléctricos de los dtomos, asi como de sus orientaciones
relativas con respecto a la nanofibra.

Finalmente, resolvemos las ecuaciones de evolucion del sistema atémico en la base de es-
tados que diagonalizan al hamiltoniano de interaccién. Obtenemos que el sistema decae colec-
tivamente en fases siper y subrradiantes dependiendo de la orientacién de los dtomos y que
existen ciertas configuraciones para las cuales los efectos son maximos, resultando incluso en
un congelamiento indefinido de la evolucién de la fase subrradiante.
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3.1. Estructura de dtomos alcalinos, consideraciones generales y ha-
miltoniano del sistema dtomos-nanofibra

Al conjunto de dtomos que conforman los metales del grupo I de la tabla periédica se les
denomina alcalinos y consisten en el litio (3L.i), sodio (11Na), potasio (19K), rubidio (37Rb),
cesio (55Cs) y el francio (g7Fr). Para fines de nuestra discusién, la principal caracteristica de
este conjunto es que poseen un solo electrén de valencia, lo cual implica que la configuracion
electrénica de sus capas internas es igual a la de los gases nobles y por tanto, salvo en condi-
ciones extremas, estas son muy poco susceptibles a interactuar con campos electromagnéticos
externos. Este comportamiento resulta del hecho de que las capas internas son cerradas, de tal
manera que por el teorema de Unsold, su contribucién al momento angular total (orbital y de
espin) es nula [25]. En la base desacoplada de estados del electron de valencia y el nicleo, el
estado de un dtomo alcalino se escribe como

V) a = In.l.my,ms) ® I, myp), 3.1)
N——’ N——
e Ntcleo

donde I,mj se refieren a las magnitudes del espin nuclear I y su componente a lo largo del eje
de cuantizacién I, respectivamente.

Para el electrén de valencia tenemos el ndmero cudntico principal #n que da paso a la es-
tructura energética gruesa del dtomo (cuya magnitud es del orden de ?Ey, a ~ 1/137, Eg =
mec?). Los niimeros asociados a la magnitud del momento angular orbital L? y su proyeccién
en el eje de cuantizacion incluyendo al espin (L2, S;) |/, m;, ms) generan la estructura fina del
dtomo (con orden de magnitud a* Eq) cuando consideramos el acoplamiento del momento di-
polar magnético total del electrén de valencia con el campo magnético efectivo generado por el
nucleo. Si tomamos en cuenta ademds al espin del nicleo obtenemos la estructura hiperfina del
dtomo (con orden de magnitud a*Eg - (m./m p) para los dtomos alcalinos [26]), la cual resulta
del acoplamiento de los momentos dipolar magnético y cuadrupolar eléctrico del nicleo con
el campo magnético y el gradiente del campo eléctrico y generados por el electrén de valencia
respectivamente [27]].

Debido a la complejidad con la que escala considerar los diferentes niveles de la estructura
fina e hiperfina en el proceso de radiacién de los dtomos en la fibra [Ver |24, P.e.], [23], [12], en
este trabajo estudiamos la evolucién efectiva entre niveles de energia del dtomo considerando
solamente los grados de libertad del electrén de valencia. De esta manera, la dindmica atémica
cuando s6lo ocurre una transicion se reduce a la de un sistema de dos niveles ({|e) , |g)}, Ee >
E¢) descrito mediante las matrices de Pauli

ox = leXgl + IgNel, oy =i(lgXe|—le)Xgl). (3.2)
oz = le)e| —|gNgl. o =Ig)el, (3.3)
[aj,ak] = 2ie€jp01,  J.kI=x,y,z. (3.4)
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3.1.1. Interaccién dtomos-campo: mecanismos de transicion y reglas de seleccién

En contraste con las formulaciones mas familiares de la cuantizacién de las interacciones
entre radiacién y materia [ver |28} P.e.], la transformacién de Wooley-Zineau-Power [21] Cap
4] nos permite describir las interacciones entre distribuciones de carga y corriente con campos
electromagnéticos directamente en términos de los campos (y no los potenciales ) y la expansion
multipolar de las distribuciones. El hamiltoniano de interaccién tiene la siguiente forma

Hip = D-E(t)|x=ro +m - B(0)lx=ro + @k’ E¥(1)lx=ry +O([Ro - k%),  (3.5)

O([Rok]?) O([Rok]!)
N
D=3 do¥a. (3.6)
o=
1 N
m=_ 3 qa(Xe X %), (3.7)
a=1
1 1Y
Ok =55 2 da (3 — 852, (3.8)
a=1

donde D es el momento dipolar eléctrico de la distribucién y se asocia con el término de orden
0 en la expansion del hamiltoniano cuando comparamos las longitud de onda caracteristica de
los campos |k| = 27/A con el tamafio caracteristico de la distribucién de carga Rg. A primer
orden en la expansién, cuando las variaciones de los campos a lo largo de las dimensiones de
la distribucién de carga comienzan a ser apreciables, aparecen el momento dipolar magnético
m, que se acopla con el campo magnético, y el momento cuadrupolar eléctrico Q que se acopla
con los gradientes del campo eléctrico. Los términos de orden mayor se obtienen de continuar
con la expansién considerando cada vez mds la variacién espacial de los campos.

Para dtomos alcalinos en el vacio con frecuencias de transicién en el régimen dptico, el ritmo
de decaimiento espontdneo entre dos niveles atémicos, |a), |b), debido a transiciones dipolares
eléctricas obedece a la regla de oro de Fermi

(0) a 3b 2
y — __ao bldla , 39
37T€0hc3 | ( | | )| ( )

o 106 Hz,
mientras que para transiciones de orden superior el decaimiento va como

y® = (bjmla) = (b|Q : VE|a),
oy, . s 2
= | 81(%Ro )@ Ro)la)|

o 10° Hz,

, (8.10)

donde € es el vector de polarizacién del campo eléctrico o magnético en cada caso. En el con-
texto de nuestra discusion, el hecho de que en el vacio haya una diferencia de 6 6rdenes de
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magnitud entre los diferentes ritmos de decaimiento espontineo, y(© y y@ | nos sugiere fuer-
temente que para dtomos radiando en la vecindad de una nanofibra éptica el tnico término
relevante en la expansion es el de interaccién dipolar eléctrica (sin embargo, una investigacion
reciente [29] ha encontrado una excepcion a este argumento para dtomos en estados de Ryd-
berg con n > 25 radiando en la vecindad de nanofibras épticas, para los cuales las transiciones
cuadrupolares eléctricas se vuelven cada vez mads relevantes a medida que n — 30).

Nuestro trabajo se centrard exclusivamente en las transiciones mediadas por este término,
que en la base de estados de dos niveles se escribe como

N
Hine > Y Dj-E(x;.1). 8.11)
j=1
D; =d, (Uj + Uj), (3.12)
dj = (elexj|g) = (glexjle). (3.13)

Para determinar si dos niveles de la estructura energética del dtomo estan conectados median-
te una transicion dipolar eléctrica, evaluamos el elemento de matriz (b|Hiyt|a) mediante el
teorema de Wigner-Eckart, el cual nos da expresiones formales de las leyes de conservacion del
momento angular en mecdnica cudntica. Para el caso de transiciones dipolares eléctricas, el ele-
mento de matriz es no nulo sélo si se satisfacen las siguientes condiciones para los grados de
libertad del electrén de valencia

Al =%1, Am;=0,£1, AS=0. (3.14)

Estas son las reglas de seleccién de las transiciones dipolares eléctricas; el hecho de que en el
proceso de transicién entre dos niveles energéticos mediados por este término el dtomo pueda
emitir un fotén con momento angular (! = 1, m = 1) nos dice que este puede acoplarse con el
modo fundamental de la nanofibra éptica HE 1; podemos entonces usar las expresiones para
esta estructura obtenidas a través de la cuantizacién macroscépica las cuales escribimos
nuevamente junto con sus reglas de conmutacion

E(x,t) =E" +E™,

00
[hawpB’ )
E+(x,l‘) = Z/dw 4:50a’ueu(r)e—l(a)l—fﬂz—ld;),
fl o

B =[E"]".

[au(a)/), aL,(w’)] = 81’67 8w — ).

3.1.2. Descripcion del sistema y su hamiltoniano

En los experimentos que estamos interesados en describir [24], [23]], d&tomos frios de una
una nube de rubidio 87, 37Rb, que se encuentran en la vecindad de una nanofibra éptica, son
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preparados en el estado excitado ‘5P3 /2) = |e) con una polarizacién bien definida mediante
un ldser centrado en la longitud de onda asociada a la transicién de la linea D, A ~ 780 nm.
Tiempo después de que el ldser es apagado, los dtomos decaen espontdneamente al estado base
‘SSI/Z) = |g), radiando en todos los canales posibles (modos radiados + guiados) y la luz que es
colectada por la fibra se registra y contabiliza. A partir de esta informacién podemos inferir el
ritmo de decaimiento espontineo de los dtomos en ambos canales y su dependencia en el ali-
neamiento del momento dipolar eléctrico de los dtomos d;, el radio de la fibra a, la separacién
a su superficie R y la orientacién relativa entre pares de dtomos. En la figura presentamos
un esquema del sistema que queremos describir junto con sus pardmetros relevantes.

En la imagen de interaccién, el hamiltoniano total del sistema dtomos-nanofibra tomando
en cuenta solamente los modos guiados es el siguiente

H= HAtOmos + HCampo + Hint, (315)
cuyas partes son
N
HAtomos = 2 Z: (316)
HCampo = Zh(l)a A, (317)
"
N
Hiy =ih )y {GW (o e~ @Fwolt -|—aT —ilo— “’0)’) -G, (o ol (@—wo)t +0T t(w+w0)t> L}
wj
(3.18)

con N = 1,2 para los casos de uno y dos dtomos respectivamente; wg = w7go es la frecuencia
o0

de resonancia de la linea D5 del 87Rb, la suma Y= 250 [ dw con f,I = £1 condensa toda
0
la informacién de la polarizacion y direccién de propagacion de los modos guiados y

Guj = 4:ﬁhdj e (x; el VB2 +le)) 3.19)

es el acoplamiento en unidades de frecuencia entre los d&tomos y el campo guiado de la nanofibra
andlogo a la frecuencia de Rabi en el vacio.

3.2. Evolucién markoviana del sistema atémico

Antes de tratar el caso mds general, y con el objetivo de tener expresiones con las cuales
confirmar la consistencia del mismo, resolvemos la dindmica del sistema atémico en el régimen
markoviano, el cual consiste en simplificar sus ecuaciones de evolucién mediante las aproxima-
ciones de Born'y Markov. Muchos de los resultados presentados en esta seccién fueron publicados
originalmente en la referencia [11].
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Figura 3.1: Esquema del sistema dtomos-nanofibra. En la esquina superior izquierda: estructura
energetica simplificada de los dtomos de 8"Rb, |e) = }5 Ps /2) Jg) = ‘SS 1 /2) separados
por la energia de transicion de la linea D> wg = w7g0. Al centro: en la vecindad de la
nanofibra optica de radio a con funcion dielécirica €1(w) se encuentran un par de dtomos
J.k con coordenadas x = (r,¢,z) y momentos dipolares eléctricos d separados a una
distancia R de la superficie de la fibra, los cuales estdn separados entre si una distancia Az
a lo largo del eje de propagacion de la fibra. Los dtomos se acoplan con el modo fundamental
de la fibra HE11 ey (x;), donde el subindice @ = (o, f.1) caracteriza su frecuencia,
direccion de propagacion f vy polarizacion en la base circular 1.

<

3.2.1. Ecuacion maestra

En la imagen de interaccidn, la evolucién del operador de densidad del sistema completo
(4tomos + modos guiados de la fibra), y, obedece la ecuacién de Von Neumann, la cual expre-
samos en una forma que nos permite identificar la accién de las aproximaciones [1]

t
F0) =~ [Ha (0, 10)] — - / 4t [t (1), [Hine (). ()] (3.20)
0

Alo largo de este trabajo asumimos que inicialmente todas las excitaciones se encuentran en
los d@tomos, por lo que ent = 0 el operador de densidad es factorizable en términos de los ope-
radores de densidad de los subsistemas atémico, p, y del campo Ry = |{0}){{0}|, x(0) = p® Ry.
La aproximacion de Born consiste en ignorar la formacion de correlaciones entre los dtomos y el
campo debido a que suponemos que estos se acoplan débilmente y que este ultimo actia como
un reservorio con un nimero infinito de grados de libertad, de manera que el acoplamiento con
los 4tomos lo afecta muy poco. Asi, es razonable suponer que el operador de densidad comple-
to evoluciona como un producto factorizado con desviaciones ligeras del orden de la magnitud
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del término de interaccion y(t) = p(t) ® Ro + O(Hint).

Aplicando la traza parcial en ambos lados de y desarrollando los conmutadores dentro
de la integral obtenemos

40 =23 [ di’ Trg [H@OH()p(') Ro + p(t') RyH( V()

— H()p(t") RoH(1) — H(D)p(t') RoH(1")}.

donde por simplicidad hemos hecho Hi,; — H. Calculamos la traza parcial de cada término
y mediante una aproximacion de onda rotante (RWA por sus siglas en inglés) eliminamos los
términos fuertemente oscilantes que van como exp{=£2iwy(t —t')} y que representan procesos
de doble excitacién o desexcitacion, UTO'; , 070, respectivamente. Con estas consideraciones,
la ecuacién de evolucion del operador de densidad atémico tiene la siguiente forma

() = /dr ¥

jk M

G G| o] okp(t') = oip(t)of e @ e=0) (8.21)

+ G,uj Guk [p(l‘ )Oj o —ojplt )Uk]el(w—wo)(l‘—t ) 4 Guj Guk [Ojakp(t ) — g;p(t/)aj]e—i(w—f-wo)(t—ﬂ)

+ Guj Guk [P(t/)ffjag - UJTp(t/)ak]e"(w+w0)<’—”) .

o de forma equivalente

o(1) = — Z/dt

]ko

Fyett = )| ofop(t) = oxp(t)o] | + it = 1] p(tyo or = 0010} |

+ Kjp(t =t )[ojok,o(t ) —ok,o(t )oj] + K (L=t )[,o(t )O'JO'k —0; p(l )o*k]} (3.22)

Los kernels de integracion en la ecuacion[3.22]

Fir(t —t") = Z /da)GWG* —iw—wo)=t") (8.28)
f,l——lo
Z / [y - eu(xp)][ e (x) !B ~20) o115 = 1) i(w=w0)1=1')
1
Kip(t —1) = /deWG* —iHoFw) (1) (8.24)
fil=—1}

son las funciones de correlacion temporal de los modos guiados de la nanofibra en presencia de uno
J = k y dos d@tomos j # k. Como veremos enseguida, la diferencia entre Fji y K radica en
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que la primera captura los procesos que son resonantes con la transicién atémica ® — wg & 0
mientras que la segunda representa exclusivamente procesos dispersivos no resonantes con la
transicion w + wg # 0, Vo > 0.

La ecuacién representa un sistema de ecuaciones integrodiferenciales acopladas para
las diferentes componentes del operador de densidad atémico, py,,. La aproximacion de Markov
consiste en suponer que el tiempo de correlacion, 7corr, codificado en las anchuras de Fj, K¢,
es mucho menor a la escala de tiempo en la que los dtomos evolucionan de manera apreciable
y por tanto, para t 3> Teor, €l estado presente del sistema depende tnicamente de su estado
anterior inmediato.

En vista de la naturaleza de las interacciones, es razonable esperar la existencia de dos tiem-
pos de correlacion: aquel dado por la interaccién de los dtomos de forma individual con el
campo de la nanofibra y otro que sea del mismo orden que el tiempo que tarda en recorrer
una excitacién dentro de la fibra la distancia entre los dtomos Tcorr & Az/vg(wp). Entonces, el
efecto de la aproximacién markoviana en nuestra descripcién es ignorar el tiempo de memoria
del campo de la nanofibra acerca de la presencia de los dtomos de forma individual, asi como
los procesos de retardo en la propagacion de la informacion entre los dtomos a través de la
accién del campo de la fibra. Sin embargo, la aproximacién markoviana es bastante razonable
y se encuentra en gran parte de las discusiones de fenémenos en éptica cudntica y fisica at6-
mica del siglo pasado, empezando, probablemente, con la descripcién de Wigner y Weisskopf
del proceso de decaimiento espontdneo de un dtomo en el vacio mediante una transicién en el
régimen 6ptico [30], [1], [31].

En nuestro caso, la aproximaciéon de Markov consiste en hacer p(t') — p(t) para los ope-
radores dentro de las integrales de lado derecho en la ecuacion para t > t’ las funciones
de correlacién se comportan como

t
. , 1
. / nx  Fi(wtwo)(t—t') _ Wak ; -
tlggoofd[ EM GG e = EM GMGMk{m?(a):I:a)o)il?[wiwo}},

(3.25)

la cual es la férmula de Sokhotski y Plemelj y P se refiere al valor principal de Cauchy.

Aplicando la aproximacién de Markov en la ecuacién obtenemos la ecuacién maestra
del sistema atémico

p0) = 5 vi({ofor. p0)} = 200p()0f) =i Y- ol 0] 3.26)
jk

jk=1

Observamos cémo la aproximacion de Markov tiene el efecto de separar la evolucién del siste-
ma atémico en una parte unitaria dada por el conmutador de p con UJTJk y en una no unitaria
codificada por los coeficientes yjx € R. A continuacién presentamos un breve analisis del com-
portamiento de los diferentes términos que aparecen en la ecuacién maestra, asi como de su

significado fisico.
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3.2.2. Andlisis de los términos de acoplamiento
Ritmos de decaimiento espontdneo

Los términos asociados a los procesos resonantes con la transicién atémica [(w — wg)]
k=21 (GG} )( , (3.27)
Vik %: W ¥k )|, — w0

son los ritmos de decaimiento espontdneo del sistema atémico cuyas formas explicitas son

wo 2 .
vip =22 Y dplep(rj. )", (3.98)
0 p=r’¢’z
woPy ,
Vik =2— > dipdip,Upi p(x.%0). j #k. (3.29)
0% pipa=r.z
Los coeficientes diagonales j = k cuantifican el decaimiento espontdneo individual de los

dtomos a los modos guiados de la nanofibra, mientras que aquellos fuera de la diagonal j # k
representan procesos de decaimiento asociados con la influencia de un dtomo sobre el otro a
través de la nanofibra [11]]. Las funciones Uy, p, (%;, Xk ) contienen toda la informacién relativa
a la orientacién de los dtomos

Upp = ep(rj, a)o)e};|< (", wo) cos(¢j — ¢k) cos Bo(zj — zk). (3.30a)
Urgp =ier(rj,wo)ep(rk, wo) sin(¢j — ¢k) cos Bo(zj — zk). (3.30b)
Uzr = iez(rj, wo)ey (rg. wo) cos(¢; — dr) sin Bo(zj — zg). (8.30c¢)
Uzp = —ez(rj, a)o)e;(rk, wo) sin(d)j — ¢k) sin Bo(zj — zk)- (8.80d)

Notamos cémo la presencia de la nanofibra éptica hace que el ritmo de transferencia de
energia entre los dtomos dependa fuertemente de su configuracién espacial relativa, ademas de
permitir la comunicacién entre los dtomos a pesar de estar arbitrariamente separados. Adicio-
nalmente, contrario a la situacion del vacio, los d&tomos son capaces de decaer hacia los modos
guiados de la fibra atin cuando su momento dipolar eléctrico apunta en la direccién de propa-
gacion.

En las figuras y mostramos los valores y comportamientos de los ritmos de de-
caimiento espontdneo de dtomos individuales y de transferencia de energia en funcién de las
coordenadas de los dtomos, asi como de las orientaciones de sus momentos dipolares eléctricos.

Corrimientos en frecuencia

Los términos que generan la evolucién unitaria en la ecuacién maestra y que surgen de los
procesos no resonantes con la transicién atémica P[1/w £ wg]

o0
G, G* L, G* .Gk
2k = _g)/dwz M_(_I)Hrku i (8.31)
I w — wo w + wo
0 )
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representan, para j = k, el corrimiento de Lamb que resulta de la interaccién individual de los
dtomos con las fluctuaciones del campo del vacio de la nanofibra y para j # k la energia de
interaccion electrostdtica de Van der Waals. Notemos que no es posible integrar analiticamente la
ecuacion [3.31]y por tanto no resulta obvio identificarla con estos términos; sin embargo, esta
expresion tiene una forma similar a los términos que dan origen al corrimiento de Lamb y la
energia de Van der Waals para dtomos interactuando en el vacio ([ver|30, P.e.] y [82]), en cuyo
caso, las integrales pueden ser calculadas exactamente para j # k dando como resultado

. 2
d? 3(€-r;

h2y = —2 |13 (3.32)
47T€()I”jk "k

la cual la energia de interaccion electrostdtica entre dos dipolos eléctricos en el vacio.

La magnitud tipica de estos términos en el vacio es del orden de 10° Hz [32], [11], por lo
que para la transicién de la linea D5 representan correcciones pequenias a la frecuencia de reso-
nancia de los dtomos. De esta manera, para obtener intuicién acerca de la dindmica del sistema,
hacemos su andlisis ignorando estos términos £2;; = 0, aunque es importante notar que para
HXJ' — X H < Ao, €l cociente entre el ritmo de decaimiento espontineo del vacio contra el tér-

. de i .. | P ] Q 2 3 ] .
mino de interaccién electrostdtica escala como yo/$2jx & (Ao/rjk)”, por lo que es importante
tomar en consideracién que el andlisis es vdlido para separaciones de los dtomos mayores a la
longitud de onda caracteristica del campo.
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Figura 3.2: Ritmos de decaimiento espontdineo de dtomos individuales en funcién de la dis-
tancia a la superficie de la nanofibra R. Se muestra la variacion del ritmo de decai-
miento de un dtomo en la estructura HE11 yj; variando la separacion del dtomo
a la superficie de la nanofibra R vy la alineacion del momento dipolar elécirico del dtomo.
Tomamos en consideracion dos radios de la fibra a = (200, 300) nm y ambas funciones
dieléctricas. En todos los casos el ritmo estd normalizado con respecto al ritmo de decai-
miento de un dtomo en el vacio, yo = a)g d?/(Bmeghc?); el momento dipolar eléctrico
del 87 Rb en nuestros resultados se tomd como el elemento de matriz reducido de la linea
Dy, d = (e|lex||g) ~ 4.227eay sin considerar las intensidades relativas debidas
a transiciones sobre la estructura hiperfina. Observamos que el el ritmo decae exponencial-
mente de manera apreciable sobre un rango de aproximadamente 1umy que el acoplamiento
es el mds intenso cuando el momento dipolar eléctrico estd alineado en la direccion radial.
Adicionalmente, en todos los casos obtenemos que el ritmo de decaimiento de un dtomo en el
vacio es mayor a cuando estd en la vecindad de la nanofibra.

39



(2 — z) [10° ﬂm]

(2 — 2&) [10? nm]

b/ ol, d; = d . e/ 0l, (dy = d) v (de =
0.6 0.3
1
0.5 0.25
2
0.4 NE 0.2
=1
=3
03 'T‘l 0.15
w4
0.2 0.1
5
0.1 0.05
6
0
¢'k) [rad] d)k [rad]
(a) Combinacio’n U,, (b) Combinacio’n U,¢

[yje/l, (dj =d.) y (dx = |vix/0l, (dj =d.) y (dx =

0.35
0.16

0.3
0.14

0.25
0.12 E
0.1 N 0.2

23

0.08 B 0.15
0.06 E 4

0.1
0.04

0.05
0.02
0 0

d)k [rad] d)k [rad]
(c) Combinacio‘n Us¢. (d) Combinacio‘n Us,,.

Figura 3.3: Ritmos de transferencia de energia entre dos dtomos comunicindose mediante

el campo guiado de la nanofibra. Mostramos la variacion del ritmo de transferencia
energetica entre dos dtomos yjj normalizado con respecto al ritmo de decaimiento es-
pontdneo de un dtomo en el vacio yg en funcion de la configuracion espacial relativa de los
dtomos ¢p; — ¢y € [0,2n], zj — zx € [0,27/Bo], Bo = B(wo), y las diferentes combina-
ciones de las alineaciones de los momentos dipolares eléctricos de los dtomos Up, p, (X, Xx)
Fijamos el radio de la fibra y la separacion a la superficie en (a, R) = (200, 0) nm.
Como podemos ver en la figura las variaciones en los resultados para las diferentes
Junciones dieléctricas son pequefias cuando consideramos solamente la frecuencia de reso-
nancia del 8" Rb y por tanto mostramos solamente los resultados para ey. Observamos el
comportamiento periddico (que en principio debe mantenerse para separaciones arbitraria-
mente grande de los dtomos) del ritmo debido a los senos y cosenos en las funciones y la
posibilidad de anular la transferencia de energia yjx = 0 para configuraciones espaciales
de los dtomos que dependen solamente de las direcciones de sus momentos dipolares eléctricos.
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3.3. Solucion de la ecuacion maestra: dindmica de estados siper y
subrradiantes

El hecho de que los 4tomos en la vecindad de la nanofibra (con polarizaciones y en posicio-
nes arbitrarias) interactien con el mismo campo guiado implica que estos también interacttian
entre si de forma indirecta. Es de esperar entonces que el sistema atémico evolucione hacia un
estado entrelazado y por tanto es ttil trabajar en una base de estados acoplados que se obtiene a
partir de diagonalizar el hamiltoniano de interaccion [3.18]utilizando la base de estados de dos
atomos desacoplada {|u) = |ee),|eg),|ge),|b) = |gg)}

|[+) = cos 6 |eg) + sin 6 |ge), Ey = h(ya +/vh + AZ), (8.33)
|—) = —sin 6 |eg) + cos @ |ge) , E_= h(ya —\vh + Az), (3.34)

Ya = (Y11 + v22)/2, A= (y11 — y22)/2. (3.35)

Los vectores que diagonalizan el hamiltoniano de interaccion |£) son superposiciones cohe-
rentes de los estados en los que hay a lo mds una excitacién en el sistema atémico y sus ampli-
tudes estdn escritas en términos del dngulo de mezclado 6 definido a partir de las relaciones

A
Y12 c0s20 = — = (3.36)

V vy + 42 V vy + 42

por lo que es posible preparar al sistema atémico en estados arbitrarios utilizando su configu-

sin26 =

racién espacial relativa. En el caso particular en que los dtomos se acoplan de la misma manera
con la nanofibra salvo en su posicién en el eje Z tenemos que Y, = yjj, A = 0y, sin pérdida
de generalidad

1 1
cosf = ek sinf = sgn(ylz)ﬁ,
lo cual implica que, dependiendo de la direccion en la que se transfiere la energia de un dtomo
al otro sgn(y12), los estados |£) son totalmente simétrico y antisimétrico con respecto al inter-
cambio de la excitacion, ademds de estar mdximamente entrelazados.

Como veremos enseguida, las propiedades de simetria de los estados acoplados y su papel
en la formacién de correlaciones atémicas dan paso a la evolucién colectiva de los dtomos en los
estados siper y subrradiante en el contexto de dtomos interactuando mediante nanofibras épti-
cas [30], [11], [24]. En la base de estados acoplados {|u) , |%) , |b)} e ignorando las correcciones
a la frecuencia de transicién atémica §2;; = 0, las ecuaciones de evolucién para las poblaciones
del operador de densidad atémico son

Puu = —2YVaPuus Pob =¥+ + ¥ P, (3.37)
P+ =k puw —y ot P =K pur — ¥ P (8.38)

+ Vi — 42 + /
kE =y, £+ 12— YT =y, % ylzz + A2, (3.39)
VY V122 + A2
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cuyas soluciones poseen una forma analitica

Puu(t) = Puu(o)e_zyata (3.40)
+ +

p++(1) = _I;__Puu(o)e_zyat + (,0++(0) + I;__Puu(o))e_y—i—tv (3.41)

p——(t) = _Jlj__{__,ouu(o)e_zyat + (,O—_(O) + ;—;puu(O))e_y_’, (3.42)

Pob(t) = 1 = (puu — p++ — p—-), (3.43)

donde hemos usado la propiedad de la traza del operador atémico para la expresién de la po-
blacién en el estado base.

Las ecuaciones describen el proceso de decaimiento colectivo espontdneo de dos dtomos
inicialmente excitados a un ritmo 2y, = Y11 + 22 hacia los dos estados intermedios |£) pa-
ra finalmente llegar al estado totalmente desexcitado en un tiempo del orden de T = y;1/2
(figura [3.4). Entonces, el proceso de decaimiento colectivo estd acompafiado por la emisién
de dos fotones indistinguibles uno del otro tal que se satisfaga la relacion de incertidumbre
AtAE > h/2. Notamos que el decaimiento hacia los estados intermedios no es simétrico, pues
los factores que acomparian al decaimiento del estado doblemente excitado en las ecuaciones

3.4 1] satisfacen la desigualdad
+ —_
>

‘<|R

I

‘<|R
J’_

y por tanto, el sistema tiene la preferencia de decaer a través del estado simétrico |+).

Para dos dtomos con sus momentos dipolares eléctricos alineados en el mismo eje p y aco-
plados idénticamente con el campo de la nanofibra salvo en su separacién con el eje Z tenemos

Kt = p*,

yE =y (p, R) - {1 £ |cos Bo(z1 — z2)|}. (8.44)

Asi, para separaciones de la forma

Az="" ,eN. (3.45)

= 5

el efecto colectivo es mdximo, pues y* = [2y;;,0]. A las separaciones de la forma las Ila-
mamos de equilibrio. Tomando este resultado en consideracion, los estados acoplados |£) los
relacionamos directamente con las fases siper y subrradiantes respectivamente. Observamos
también que el sistema es capaz de emitir colectivamente a pesar de que sélo haya una exci-
tacion en los dtomos, provisto que estén inicialmente preparados en un estado correlacionado.
En la figura[3.5] ejemplificamos los resultados de la evolucion del sistema atémico en la aproxi-
macién de Markov para dos separaciones entre los dtomos, de las cuales una se encuentra muy
cerca de la primera posicién de equilibrio Az ~ 7/B¢. En todos los casos observamos clara-
mente la preferencia del sistema a decaer sobre los estados que son simétricos con respecto al
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1b)

Figura 3.4: Estructura energética y dindmica del sistema atémico debido a la interaccion
colectiva a través del campo guiado de la nanofibra. La interaccion colectiva indi-
recta que resulta de los dtomos acopldndose con el campo guiado de la nanofibra H iy resulta
en la modificacion de la estructura energética del sistema atdmico. Dos dtomos inicialmen-
te excitados |u) = |ee) decaen en una fase superradiante 2y, = y11 + ya2 hacia los
estados acoplados |x); posteriormente, estos decaen hacia el estado totalmente desexcitado
|b) = |gg) con ritmos y* respectivamente. El proceso completo de decaimiento tiene una
duracion del orden de T = y; ' /2 acompaiiado por la emision de dos fotones indistinguibles
el uno del otro.

intercambio de las excitaciones en los dtomos |u) — |[+) — |gg), siendo el efecto mds drama-
tico cuando la separacién del los dtomos se acerca a la de equilibrio.

El resultado mads inusual que obtenemos es que en Az = nn/fBo la evolucién en la fase
subrradiante se frena completamente después de tiempos muy cortos[3.5dy es capaz de man-
tenerse asi indefinidamente. Notamos que esto resulta de que, en la aproximacién de Markov,
el dtomo se acopla solamente con la componente del campo que es exactamente resonante con
la frecuencia de transicion atémica. De esta forma, el fenémeno de subrradiancia perfecta se
entiende en términos de los efectos de interferencia destructiva del estado antisimétrico sobre
las correlaciones atémicas junto con el acoplamiento maximo de los dtomos con el campo en
las separaciones de equilibrio.

Comentarios conclusivos

Como hemos visto, la aproximacién de Markov aplicada en nuestro problema ha resultado
en una descripcién de la evolucion de los dtomos a tiempos del orden del tiempo de vida media
del estado excitado T )/j_jl. A pesar de la validez general de la aproximacién markoviana y
lo razonables que son los resultados que obtuvimos, es necesario reconsiderar su validez en el
contexto del problema que estamos interesados en describir.

En primera instancia, el modelo predice que el comportamiento colectivo del sistema es ins-

tantdneo, independientemente de la separacién de los dtomos a lo largo del eje de la fibra. Para
separaciones mayores a la longitud asociada a la vida media del estado excitado (I o< vg (wo)/Vj;
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la longitud de coherencia), es claro que los efectos de retardo en la propagacién de los campos den-
tro de la fibra deben afectar la formacién de las correlaciones atémicas que originan el compor-
tamiento colectivo, pues, para el tiempo en que un dtomo se entera de la presencia del otro, la
probabilidad de que este haya decaido de forma independiente es cercana a 1.

Por otro lado, obtuvimos que la aproximacién de Markov considera que la parte no unitaria
de la dindmica (dada por los términos y;x) se debe exclusivamente al acoplamiento del dtomo
con el modo cuya frecuencia es exactamente resonante con la transicion atémica §(w — wy).
Esto ignora que, contrario a la situacién en el vacio, la densidad de modos del campo guiado de
la nanofibra tiene una estructura no trivial que depende de los pardmetros que la caracterizan,
incluyendo su funcién de respuesta. Entonces, es posible que los dtomos se acoplen aprecia-
blemente con varias componentes en frecuencia del campo de la nanofibra, resultando en un
comportamiento diferente de los ritmos de decaimiento espontdneo.

Estas cuestiones nos motivan a preguntarnos si existen modificaciones cualitativas a los re-
sultados que hemos obtenido con la aproximacién markoviana cuando las incorporamos en
nuestro modelo. En el siguiente capitulo consideraremos el primero de estos casos: los efectos
de retardo en la formacién de las correlaciones del sistema atémico.
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(c) Acercamiento a la solucion subrradiante en W

Figura 3.5: Ejemplos de la evolucion colectiva del sistema atdmico en presencia de la na-

nofibra . Mostramos las soluciones a las ecuaciones del sistema atomico tomando como
condicion inicial ambos dtomos en el estado excitado pyy, (0) = 1. Fijamos el radio de la
fibra y la distancia a la superficie como (a, R) = (200,0) nm. En y se mues-
tra la evolucion de todas las poblaciones para dos separaciones de los dtomos en el eje Z,
Az = [n/4, (r —107%)]/Bo. Observamos que la evolucion colectiva del sistema resulta
en un decaimiento superradiante, el cual es mds rdpido en ambos casos comparado a cuan-
do los dtomos radian de forma independiente e=Yiit. La poblacion del estado antisimetrico
|—) asociado a la fase subrradiante evoluciona mucho mds lento que las demds poblaciones
en todos los casos, siendo el efecto mds dramdtico cuando Az — nw/Bo. En el caso presen-
tado en la evolucion de la poblacion del estado |—) se congela de manera efectiva por

un periodo de tiempo 9 ordenes de magnitud mayor al de un sélo dtomo radiando de forma
independiente y~ [ y;; o 107°.
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Capitulo 4

Dindmica colectiva no markoviana de
dtomos macroscopicamente separados

En este capitulo estudiamos los efectos de retardo e interferencia del campo dentro de la
fibra en la dindmica colectiva de un par de dtomos cuando estdn separados a una distancia
comparable con la longitud de coherencia de una excitacién emitida durante el decaimiento
espontdneo de un dtomo independiente, /.on, = vp(@o)/yjj. Comenzamos nuestra discusion
reescribiendo al hamiltoniano de interaccién del sistema en una forma que da énfasis a la direc-
cién de propagacion de los modos guiados de la fibra. Obtenemos las ecuaciones de evolucién
de una superposicién de estados en la cual hay a lo mds una excitacién, ya sea en los dtomos
o en los modos de la fibra. Asi como en el capitulo anterior, asumimos que la fibra posee una
funcion de respuesta apreciable tinicamente en la frecuencia de transicion de los dtomos. Este
procedimiento resulta en un conjunto de ecuaciones diferenciales en las cuales la amplitud de
probabilidad del estado atémico |e;, g,) al tiempo ¢ depende de la amplitud del estado |gmep)
a un tiempo pasado t — t,,, donde t,, = d/vp(wo) es el tiempo que tarda en recorrer una ex-
citacién la separacién entre los dtomos d = |z, — z,| moviéndose a la velocidad de fase dentro

de la fibra.

Resolvemos la dindmica del sistema en el caso en que los dtomos estdn preparados en es-
tados super y subrradiantes mediante la transformada de Laplace, la cual reduce el problema a
uno algebraico. Obtenemos la solucién en el espacio de tiempos en términos de todas las ramas
de la funcién de Lambert W(z), la cual aparece frecuentemente en la solucién de ecuaciones
diferenciales con términos de retraso [33]]. Realizamos un andlisis de las soluciones en el cual
utilizamos a la rama principal de la funcién de Lambert para obtener expresiones analiticas de
ciertas cantidades interesantes tales como una separacion entre los dtomos asociada al punto de
ramificacion (la cual denominamos critica y cuyo significado fisico atin no nos resulta claro), los
ritmos instantdneos de decaimiento colectivo, asi como la probabilidad de supervivencia de un
estado subrradiante a tiempos arbitrariamente largos. Complementamos este andlisis imple-
mentando numéricamente las correcciones debidas a las primeras 401 ramas de la funcién de
Lambert. De esta manera podemos especificar el rango de validez de las expresiones analiticas.

Recalcamos que este capitulo consiste en una adecuacién de las ideas publicadas original-
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mente en la referencia [13] al caso concreto de dtomos interactuando mediante los modos guia-
dos de una nanofibra éptica.
4.1. Planteamiento del sistema y ecuaciones de evolucion

En la aproximacién de onda rotante, el hamiltoniano de interaccion de los d@tomos con el
campo guiado de la nanofibra tiene la forma

Hine = ih Z Guje_i(w_w(’)tojau + H.C,,
wj

1 1 ®
_ _ | o [ (fBz;+16))
Yo=Y > /da), Guj = mdj.e(xj,f,ne’ ),

wol=—1f=-1)

Comenzamos nuestra discusién expandiendo el hamiltoniano en términos de las direcciones
de propagacién de los modos guiados de la nanofibra

o0
Hiy = ih Z/dwe‘i(w_“"’)tof[g;;azeiﬂz-/ + gl_jble_iﬂz-’] + H.C., (4.1)
T
wp’ b
gﬁ = %dj -e(x;, :i:l,l)e’l‘f’-’, 4.2)

donde los operadores a; = ay|f=1 y by = au|f=—1 aniquilan a los modos propagandose a la
derecha e izquierda respectivamente. Como vimos en el capitulo anterior, el sistema atémico es
capaz de comportarse colectivamente ain cuando hay a lo mds una sola excitaciéon en el sistema,
provisto de que hayan sido preparados en un estado correlacionado al inicio de la evolucion.
Asi, para los elementos de la variedad de una excitacion

{lemg) ® 1{0}) . |114,0) ® |g8) |(m = 1,2),(q = a.b)} (4.8)

estudiamos el comportamiento colectivo del sistema utilizando el siguiente estado [v)

2 [ele)
W@®) = Y em(®) lemg) ® 10}) + Y / do'[cpa (@' 1) [1paw) + crp(@'.0) [11p,0)] ® |28) -
m=1 1 0
4.4)

Notamos que la aproximacion de onda rotante garantiza la conservacién del nimero de
excitaciones durante la evolucion de este estado generada por el hamiltoniano de interaccién

La evolucién de |{) estd dada por la ecuacion de Schrodinger
.0
lhghﬁ(l)) = Hin [¥ (1)), (4.5)
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aplicando Hiy a | (¢)) y después proyectando con respecto a los elementos de la base de estados
de la variedad de una excitacién, obtenemos las ecuaciones de evolucién para las amplitudes de

probabilidad en el estado |)

o0
Cm(t) = Zfdwe_i(w_wO)t [g;:ne"‘%mcla(w,t) + gl_me_i’gz’"clb(w,t)], (4.6)
L' o
. 2 .
Cla(w, 1) = =" @7@ N " gt ez, (1), 4.7)
n=1
. 2 .
éip(.1) = —' @@ N " grxeiBing, 1), (4.8)
=1

Integramos formalmente las ecuaciones y y sustituimos en la ecuacién de evolucién
de las amplitudes de probabilidad atémicas ¢p . En el caso en que los momentos dipolares
eléctricos estdn orientados en la misma direccién d, = d, y que los dtomos se encuentran
a la misma separacion respecto de la superficie de la fibra R, = R, = R, la ecuaciones de
evolucion para las amplitudes atémicas son

t 00
Cm(t) = —ZZ/dr/dwe_i(w_“"’)f . [Zg;:ng;;* Re{ei'B(z’"_Z”)}]cn(t - 1),
noloy 0

t [ee]
= —/a’r/cla)ei(“’_“"))r 4|gnﬂzcm(t—r) —i-ZZg;:ng;;* Re{eiﬁ(z’”_z")}cn(t—r) ,
0 0 !

4.9)

donde hemos usado las propiedades de simetria del campo guiado de la nanofibra de tal
manera que g;:n g;;* =818

Observemos que al hacer esta sustitucion, la evoluciones de las amplitudes atémicas se han
vuelto no markovianas, pues hemos removido de la descripcién del sistema a los elementos de
la base en los cuales la excitacién se encuentra en los modos del campo. Si suponemos, como lo
hicimos en el capitulo anterior, que los dtomos se acoplan exclusivamente con los modos que
son resonantes con su frecuencia de transicién wg, entonces los acoplamientos en la ecuacién
son independientes de la frecuencia y recuperamos la expresién del ritmo de decaimiento
espontdneo de un dtomo en la vecindad de la fibra

+ 2 Vmm 4+ 4x _ VYmm
4| g (wo)|” = e Z;glmgln = A (4.10)
+ .+
221 glmgln* wo
A= = cos(¢m — Pn), (4.11)

4|z (o)

donde la cantidad A la definimos como la eficiencia del acoplamiento de los dtomos a través de

la fibra.
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A continuacién, aplicamos las integrales en frecuencia y tiempo en la ecuacién respec-
tivamente para llegar a la forma final de la ecuaciones de evolucién de las amplitudes atémicas

ém(t) = —g[cm(t) + Aet @0t e (1 — 1)O(t — zmn)], (4.12)

donde y = yjj vy tmn = d/vp(wo), cond = |z, — zx| y vp(wo) = wo/Po es la velocidad de fase
del modo con frecuencia wg. La expresion es una ecuacion diferencial en la cual la evo-
lucion del estado |e;,gn) tiene una contribucion retardada del estado |gmen), la cual depende
del tiempo en que tarda en propagarse el campo dentro de la fibra de un dtomo al otro t,,,.
Asi, para t < t;, los dtomos evolucionan de manera independiente y para t > t,, actian
colectivamente de manera instantdnea.

A continuacién presentamos la solucién a las ecuaciones de evolucién del sistema.

4.2. Solucion a las ecuaciones de evolucion

Dada la estructura de las ecuaciones de evolucién de las amplitudes atémicas, la técnica mds
adecuada para resolverlas consiste en llevarlas al espacio de Laplace mediante la transformada

fs) = [ die=" £(1),
0

(con s € C) para convertirlas en un sistema de ecuaciones algebraicas que podemos resolver fi-
cilmente. Finalmente, las ecuaciones quedan resultas mediante la aplicacién de la transformada
inversa que las lleva de nuevo al espacio de tiempo.

Aplicamos la transformada de Laplace a las ecuaciones

sem(s) — cm(0) = —%[Cm () + Aei@0tmng=stmn ¢ (s)], (4.13)

sen(s) — cn(0) = —g[cn (s) + Agi@otmng=Stmnc, (s)],

2 . _
= em(5) = _é[(zg + D)em(0) — Aei@otmn =0, (0)], (4.14)
14
) . _\2
¢ = {(25 +1)° — (Ae""otm”e_”’) }

_ [(25 )+ Aeiwotm”e_g"] : [(25 F1)— Aeiwot”’"e_§”], (4.15)
donde § = s/y es la frecuencia de Laplace normalizada respecto al ritmo de decaimiento
espontdneoy 1) = d/l con €s la separacién de los dtomos normalizada con respecto de la longitud
de coherencia de una excitacién propagandose dentro de la fibra Icon = vp(wo)/y. En los

casos en los que los dtomos se encuentran inicialmente preparados en los estados de mdxima
correlacion (y simetria), |+) = \%ﬂemgn) + |gmen)) ® [{0}), asociados a los estados siper y
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subrradiante respectivamente, la evolucion colectiva en el espacio de Laplace queda cuantificada
por una tnica amplitud

1

¢ —, (4.16)
sub( ) \/—)/ (S + 1/2) —elwotmne 5N
Regresamos al espacio de tiempo aplicando la transformada inversa
) e+iT
f(t) = — lim ds e’ f(s), eeR. 4.17)
2wi T—o0
e—iT
Asi, definimos z = —i§ y la amplitud de probabilidad colectiva en el espacio de tiempo es
T—ie
sup() 1 I / elvzt (4.18)
€ sub - 2 T1—>oo \/_ (Z _ 1/2) Fid elwotmne inz’ ’
—T—ie

La forma del integrando nos sugiere resolver la integral mediante el teorema del residuo; cal-
culamos los ceros del denominador tomando z =z —i/2y

_”7(2 F l'%en/Zeiwotmne—ini) — 0’

T]A n/2 iwotmn
e )

lnze =F+— 2
— inz = Wp(Fa), pelz, 4.19)
i Wy (Fa)
=—|1- 22—, 4.20
T 2[ n/2 } 420
donde W) (z) es la p-ésima rama de la funcién de Lambert y
o = AZen e (4.21)

es un parametro adimensional que contiene toda la informacién relativa a los 4tomos y su aco-
plamiento con la nanofibra.

Tenemos entonces que el integrando tiene un polo simple por cada rama de la funcién
de Lambert, lo cual, junto con el hecho de que ¢}P(z) es una funcién racional de la forma
f(z) = P(z)/Q(z), nos sugiere hacer una descomposicion en fracciones parciales alrededor

de los polos [34]

su a
@ =) - (4.99)
DEZ
[ P@ B 1
=56 I ETACY 429
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Sustituyendo este resultado en y aplicando el teorema del residuo, obtenemos la solucion
a la ecuacion de evolucion [4.12]

con(t) = Za eV, (4.94)
peZ
v = y[l WP(;“)] (4.95)

Como veremos mds adelante, esta solucion en términos de las ramas de la funcion de Lambert
nos es bastante ttil para entender la dindmica colectiva de los d@tomos en este régimen, pues nos
permite determinar la separacién critica de los dtomos en la cual se espera que los efectos no
markovianos sean mdximos, el ritmo de decaimiento colectivo instantdneo que resulta una vez
que se establece la comunicacién entre los dtomos, asi como la probabilidad de supervivencia
de un estado subrradiante a medida que t — oco.

Existe también una solucion equivalente a que nos permite entender la modificacién
del comportamiento del sistema atémico en términos del nimero de recorridos que hace una
excitacién oscilando de un dtomo al otro. Dada la expresién para la amplitud de probabilidad
colectiva en el espacio de Laplace notamos que

F+1/2

2 l’ V§7

pues la exponencial decrece mds rdpido que cualquier polinomio. Factorizamos el término

(5+1/2)en y obtenemos

£S5 — 1 1 1
Csub < 1 2 A lwotmn —ns "’
1 —]773
L — 4.26
fys+1/2z( W EEir (4.26)
A .
y = Eeletmn’ (427)

donde hemos utilizado la expresion para la serie geométrica 1/(1 — x) = ZJ °ox’, x| < 1.
Aplicando la transformada inversa y usando la férmula integral de Cauchy generahzada

™) () — ”_'56 g S@ 1.98
FO@) = dz L (1.28)
obtenemos la solucién que buscamos
le+sTly (vt—jn)s
cP(t) = — J ds S 4.29
sub() 27TZT Z (:Fy) / N (§+1/2)]+1’ ( )
[e—iT]/y
1 i (Fy)! o
—e V2N T (it — ) 20 (e — jip), (4.80)
¥ X(:) L) (vt —jm)
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donde la funcién escalén 6(yt — jn) surge de imponer que el integrando en la ecuacion [4.29]
sea una funcién analitica en toda la regiéon donde calculamos la integral para cada valor de j.

En esta expresion es claro el cardcter cooperativo de la evolucién atémica, pues un dtomo
modifica su evolucién de acuerdo con la retroalimentacién que obtiene en cada reflexién acerca
del estado pasado del otro dtomo. Si expandimos la ecuacion [4.30]

su 1 — — —
¢qup (1) = 72[@ Y2 E y(yr = e VTR0 — )| + 0(e), (4.31)

tenemos que para t < ty, los dtomos decaen espontdineamente de forma independiente y a
partir de t > t;,,, su comportamiento se modifica de forma progresiva y con contribuciones
cada vez mds pequefias con cada reflexién de la excitacion.

4.3. Analisis de los resultados

A continuacién presentamos el andlisis de la amplitud de probabilidad colectiva de dos for-
mas: la primera consiste en el originalmente publicado en el articulo [[13]], en el cual se considera
que la contribucién mds significativa a la dindmica del sistema estd dada unicamente por la rama
principal de la funcién de Lambert Wy. El segundo andlisis implementa numéricamente la ac-
cién de las primeras 401 ramas de la funcién de Lambert 0, &1, £2,--- , £200 en el cdlculo de
la amplitud de probabilidad, resaltando las correcciones a la modificacién del comportamiento
colectivo dado por la rama principal. El nimero de ramas empleadas en los cdlculos se escogié
de tal manera que sean computacionalmente econémicos y que, para nimeros mas grandes, los
resultados se mantengan prdcticamente iguales.

En el caso particular en el que los dtomos se encuentran en las separaciones de equilibrio

d = E, neNUO,
Bo
el pardametro « es un nimero real y podemos obtener expresiones analiticas utilizando la rama
principal de las siguientes cantidades: la separacién critica del sistema 7, el ritmo de decai-
miento colectivo instantdneo yiyst y la probabilidad de supervivencia de un estado subrradiante
a tiempos arbitrariamente largos |csun (f — oo)|2 Los resultados que a continuacién presenta-
mos asumen que los 4tomos se encuentran en las separaciones de equilibrio.

4.3.1. Separacién critica y ritmos de decaimiento colectivo

Dada la expresion de la amplitud de probabilidad colectiva

. 1
con(t) = 7 Zapeyptﬂ’

DPEZ

Wp(Fo) -1

)/p = )/|:1 — _pn/z :|’ ap = [1 + Wp(q:o{)] ,
o= Aﬁe"/2
2 9
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cuando consideramos tinicamente la rama principal Wy(x), la cual es puramente real para valo-
res mayores a su punto de ramificacion —1/e [35]], obtenemos que para dtomos preparados en
el estado superradiante existe una separacion critica asociada a este punto, 7, la cual calculamos
igualando

1
—— = —COc,
e
1
= 1 = 2Wo (E) (4.32)

Para el caso de acoplamiento perfecto mediante la fibra, la separacion critica es aproximada-
mente la mitad de la longitud de coherencia de la excitacién dentro de la fibra d; &~ 0.56 [ ..
En la figura[4.2a) mostramos la dependencia de la separacion critica en funcién de la eficiencia
del acoplamiento de los d&tomos mediante la fibra. La naturaleza fisica de la aparicién de la se-
paracion critica ain no nos es clara

En el caso de eficiencia médxima, el cociente superradiante instantdneo alcanza su valor ma-
ximo en la separacién critica

sup

Yo

T
y 1, 02784

= 4.5911, (4.33)

un resultado sorpresivo considerando que el régimen markoviano permite una modificacién
de a lo mds el doble bajo las mismas condiciones yg,p/y = 2. Estimamos las correcciones a
esta cantidad utilizando las demds ramas de la funcién de Lambert mediante un ajuste lineal al
logaritmo de la probabilidad de decaimiento superradiante, que observamos tiene la forma

log[Psup(t)] = _Vsup(t) - L (434)

Esto lo hacemos en un intervalo de tiempo muy corto a partir de que el sistema comienza a
comportarse colectivamente yt € [77, n+ 10_4], de tal manera que podamos dar un buen esti-
mado del decaimiento instantdneo.

En la figura mostramos el comportamiento del ritmo superradiante instantdneo para
ambos andlisis en funcién de la separacién de los dtomos en el caso de eficiencia éptima en su
acoplamiento A = 1. Las correcciones muestran un comportamiento menos alejado del limite
markoviano, dando un cociente ygup/y & 2.2 cuando los dtomos se encuentran en la separa-
cion critica. Observamos, ademds, que el ritmo instantdneo crece de forma mads o menos lineal
a medida que los 4tomos se separan, resultando en valores que se encuentran muy por encima
del médximo dado por la rama principal para separaciones arbitrariamente grandes. Sin embar-
go, cuando la distancia entre los 4&tomos es tan grande, para cuando uno se entera de la presencia
del otro, la probabilidad de que hayan decaido al estado base como dtomos independientes es
cercana a la unidad.

En las figuras[4.2dy mostramos los mapeos completos del ritmo de decaimiento ins-

tantdneo superradiante en ambos andlisis, variando tanto la separacion entre los dtomos, asi
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como la eficiencia en su acoplamiento mediante la fibra.

En el estado subrradiante, el coeficiente yg es tal que para todas las separaciones

sub _ [ Wol®)
o ‘V[l Wo(Oé/A)}’ (4.35)

que en el caso de eficiencia mdxima de acoplamiento resulta en un congelamiento instantdneo
y perpetuo de la evolucién de los dtomos independientemente de la separacién en la que se
encuentren (figura[4.3a)). Este resultado resalta la importancia de considerar la contribucién de
las demds ramas para dar una descripcién fidedigna de la evolucién colectiva del sistema; en la
figura mostramos las correcciones, recuperando el comportamiento de dtomos indepen-
dientes en el caso en el que estdn desacoplados a través de la fibra A = 0.

Adicionalmente observamos que el efecto subrradiante instantineo es éptimo para varios
valores de (1, A) y que, a medida que los 4tomos se separan, el ritmo se vuelve mayor al de un
atomo independiente. Esta es una consecuencia de que en el régimen no markoviano, el ritmo
de decaimiento espontdneo es una cantidad que cambia con el tiempo.

4.3.2. Probabilidad de supervivencia de estados subrradiantes y estudio de la evo-
lucién de estados colectivos.

Considerando unicamente la contribucién de la rama principal de la funcién de Lambert,
la probabilidad de que el sistema sobreviva en el estado subrradiante a tiempos arbitrariamente
largos es

2
2le sub(00)? = laol?,

1
= 4.36
11+ Wo(a)|? (430
1 2
= [(1+n/2)} A= 487

En las figuras y mostramos la variacién de la probabilidad de supervivencia del esta-
do subrradiante para ambos analisis en funcién de la separacion entre los dtomos y la eficiencia
en el acoplamiento a través de la fibra, (5, A). Para eficiencias bajas en el acoplamiento de los
atomos, la contribucién Wy nos dice que la supervivencia del estado subrradiante es mucho
mayor que cuando los dtomos estdn eficientemente acoplados; particularmente, en el limite de
eficiencia nula, la probabilidad de supervivencia es absoluta, independientemente de la separa-
cién de los dtomos. Cuando consideramos las correcciones de las demads ramas, obtenemos que
la probabilidad de supervivencia del estado subrradiante es apreciable para valores 6ptimos de
la eficiencia A > 0.8 y para separaciones menores a la longitud de coherencia de la excitacién.

En las figuras[4. Ta]y [4.Th|mostramos la evolucién de la probabilidad de decaimiento espon-

taneo colectivo para los estados stper y subrradiantes respectivamente, considerando la contri-
bucién de las 401 primeras ramas, cuatro separaciones ente los dtomos 1 € [10_4, 0.5,1.5, 2] y
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la eficiencia en el acoplamiento mediante la fibra como éptima A = 1.

Observamos que, antes de que la informacién de la presencia de un dtomo haya llegado al
otro, el sistema decae de forma independiente como P = exp(—yt) y colectivamente de forma
instantdnea una vez que t > d /vp(wo), el cual es el tiempo que tarda en recorrer una distancia
(d) una excitacién con frecuencia wg propagandose a la velocidad de fase dentro de la fibra.
Una vez que se establece el comportamiento colectivo en el sistema, las probabilidades mues-
tran oscilaciones asociadas a las multiples reflexiones de la excitacién entre los dtomos. Para el
caso superradiante, las oscilaciones decaen a 0, mientras que para el subrradiante se aproximan
hacia el valor dado por la rama principal de la funcién de Lambert

1 Prp(t) = [($oupltpsup) Puis(t) = |(ous|tosus) |
A - ——gy=10"1 ————p=10"1
0.9 f 7=05 |4 F b 7=05
| n=15 n=15
08! n=2 || s
\ exp(=t) exp(—t)
or b | o8l 12
\\
06 ! 1
\
\
05+ 1
\
04r 1
\
03f ]
A
\
0.2+ N 1
\
01f A 1
0 e e 0
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5 6
~t yt
(a) Evolucion superradiante. (b) Evolucion subrradiante.

Figura 4.1: Curvas de evolucion colectiva para diferentes separaciones de los dtomos en el
caso de acoplamiento dptimo con la fibra A = 1. En y[#.10)los dtomos decaen de
forma independiente hasta un tiempot = n/y = d /vy (wo), el cual es el tiempo que tarda
en recorrer una distancia d una excitacion con frecuencia wo moviéndose a la velocidad de
fase vy, dentro de la fibra; el comportamiento colectivo se establece instantdneamente a partir
de este tiempo, mostrando en ambos casos oscilaciones asociadas con la retroalimentacion
que experimentan los dtomos debida a las miiltiples reflexiones de la excitacion dentro de la
fibra. En el caso subrradiante, la probabilidad oscila de forma asintética a 2|c sup(00)|* =
(1 + 1n/2)72, que es el valor que establece la rama principal de la funcion de Lambert. En

los resultados que mostramos utilizamos 401 ramas 0, &1, £2, - - - & 200 para calcular las
amplitudes de probabilidad colectivas.
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(c) Contribucion de la rama principal Wy. (d) Correccion con 401 ramas.

Figura 4.2: Ritmo instantdneo de decaimiento superradiante normalizado variando la se-
paracion entre los dtomos 1y la eficiencia en el acoplamiento A. En separa-
cion critica entre los dtomos ¢ y su correspondiente ritmo superradiante y sup/y |p, consi-
derando tinicamente la contribucion de la rama principal (P.B.) de la funcion de Lambert
Wo. Para A > 0.2 el decaimiento es mayor al limite establecido por el régimen markoviano
y llega a ser hasta 2.8 veces mds grande cuando la eficiencia en el acoplamiento es optima.
En curvas de nivel de los mapeos [4.2d y [4.2d| cuando el acoplamiento mediante la
ﬁbm es dptimo. Si solo consideramos la contribucion de Wy, el cociente es mdximo (=~ 4.56)
en Ne ~ 0.56 vy decrece a 0 a medida que los dtomos se alejan. Si consideramos las demds
ramas (401 en este caso), el decaimiento se aminora significativamente con respecto al valor
anterior, dando un cociente de ~ 2.22 en la separacion critica. Adicionalmente, observa-
mos que el ritmo llega a valores muy por encima de 4.56 para separaciones arbitrariamente
grandes. En y[4-2d: mapeos del ritmo de decaimiento superradiante variando los pa-
rametros (n, A). Si consideramos solo la contribucion de Wy observamos que para ny A
que satisfacen la ecuacion a = 1/e, el decaimiento excede el limite markoviano. La la
tendencia nos sugiere que a medida que los dtomos se separan se requiere de una eficiencia
menor para superarlo. Esta situacion se corrige cuando consideramos las contribuciones de
las demds ramas, donde el cociente supera al markoviano solamente para valores altos de la
eficiencia en el acoplamiento. 56
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Figura 4.3: Ritmo instantdneo de decaimiento subrradiante normalizado y probabilidad de
supervivencia de estados subrradiantes en funcion de 1y la eficiencia en el aco-
plamiento A. En y[#38} ritmo instantdneo subrradiante en funcion de (n, A). Si
solo consideramos la contribucion de Wy tenemos que para un valor fijo de A, el cociente
subrradiante varia de forma poco apreciable a medida que los dtomos se separan. En el li-
mite de eficiencia dptima, el efecto subrradiante es mdzximo y se vuelve independiente de la
separacion entre los dtomos. Cuando tomamos en cuenta las correcciones de las demds ramas
a la dindmica (401 en este caso), el efecto subrradiante mdximo depende de un conjunto
no trivial de valores de (1, A) que no corresponden a los de la separacion critica en el caso
superradiante[4.2a) En[4.3dy[4.3d} probabilidad de supervivencia del estado subrradiante
a tiempos largos en funcion de (n, A). Si consideramos wnicamente la contribucion de la
rama Wy, la probabilidad de supervivencia es mayor al 90 % para un amplio rango de
pardmetros, llegando incluso a ser del 100 % e independiente de n en el limite de eficiencia
nula A — 0. Esto es inconsistente con que los dtomos interactiian pobremente para valo-
res pequefios de la eficiencia y se corrige cuando consideramos las correcciones debidas a las
demds ramas, en cuyo caso el rango de valores para los cuales la probabilidad de supervi-
vencia mayor al 80 % se reduce a separaciones pequesias 1 < 0.1 y altas eficiencias en el
acoplamiento A > 0.95.
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Capitulo 5

Funciones de correlacion de la
nanofibra éptica para uno y dos dtomos

En este capitulo presentamos el andlisis, asi como los detalles del cémputo de las funciones
de correlacién de los modos guiados de la nanofibra 6ptica en presencia de uno y dos dtomos
en el caso de estados que pertenecen a la variedad de una sola excitacién. Primeramente ob-
tenemos las expresiones para las funciones de correlacién tomando como punto de partida las
ecuaciones de evolucién de las amplitudes de probabilidad atémica tal y como las trabajamos
en el capitulo anterior. Un elemento fundamental en el cdlculo de las funciones de correlaciéon
es la densidad espectral, la cual caracteriza la interaccién entre los dtomos y la nanofibra y esta
escrita en términos de la relacion de dispersion y la densidad de estados de la nanofibra.

En este sentido, mostramos primero los detalles involucrados en el cilculo eficiente de la
relacién de dispersion de la fibra para ambas funciones dieléctricas empleadas en este trabajo:
la funcién ingenua €y y la de Drude-Lorentz €7 . Esto se hace hallando numéricamente las
raices de la ecuacion de eigenvalores de los modos guiados de la nanofibra [2.40] en intervalos
de busqueda apropiados, los cuales obtuvimos para un intervalo relativamente amplio de ra-
dios de la fibra. A continuacién analizamos la densidad espectral de uno y dos dtomos variando
los diferentes pardmetros del sistema tales como el radio de la fibra, la funcién de respuesta y
las posiciones y momentos dipolares atémicos. En el caso de la densidad espectral de dos dto-
mos encontramos que es necesario cortarla abruptamente para evitar el efecto de fuga espectral
cuando calculamos la funcién de correlacién, asi como la necesidad de evitar el régimen de alta
absorcion y dispersion en el caso de la funcién dieléctrica de Lorentz.

Finalmente, mostramos los detalles del cdlculo de las funciones de correlacién utilizando

el algoritmo de la transformada rdpida de Fourier y presentamos un analisis de su estructura y
comportamiento considerando los diferentes parametros del sistema.
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5.1. Funciones de correlacion para el caso de estados en la variedad
de una excitacion

Para el estado |/) definido en el capitulo anterior, sin hacer la separacién de los modos
en términos de las direcciones de propagacion a lo largo del eje de la fibra

2
V(D)) =Y em(®) lemg) ®{0}) + Y co(t.0) 1) ® gg) .
m=1 v
Y=Y [aw
v U

las ecuaciones de evolucién para las amplitudes de probabilidad atémica bajo la accién del ha-
miltoniano de interaccién del sistema antes de hacer cualquier aproximacién respecto al aco-
plamiento de los dtomos con la fibra son

n(t) == Guncpu(t, w)e ' @7@0", (5.1)

"

2 .

Cult.o) = Y Ghem(t)e! @20t (5.2)

m=1

t
=) =—) / A" " GunG pm(t)e @m0 (=1), (5.3)
m 4 nw

donde hemos sustituido la solucién formal de la ecuacién en para obtener la ecuacién

.3l

Los términos que acompafian a las amplitudes de probabilidad atémica dentro de la integral
en el lado derecho de la ecuacién definen las funciones de correlacion temporal de los modos
guiados de la nanofibra en presencia de uno n = m y dos dtomos n # m. La estructura de
las funciones de correlacién en el caso en que los dtomos estdn separados a una distancia d =
|zn — Zm|, con sus momentos dipolares eléctricos apuntando en la misma direccion d, = dpy vy
ambos situados a la misma distancia respecto a la superficie de la fibra R, = R, = R es

Fam(t —1') =Y GunG} e ' @7e0=1),
I

— / dw Jym(w)e @700 (5.4)
0
Jam(@) = S(w) cos[B(w)d], (5.5)
2 B 2
S(w) = (Moh) ‘oo fer(@. R)[. (5.6)

Asi, las funciones de correlacién del sistema resultan del cdlculo de la transformada parcial
de Fourier de la funcién J,, (@), conocida como la densidad espectral 10, la cual caracteriza
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la interaccién de los modos guiados de la nanofibra con los dtomos a través de la relacién de
dispersion B(w), la densidad de estados df/dw, las posiciones de los dtomos, asi como de las
direcciones de sus dipolos eléctricos.

Las funciones de correlacién son una parte esencial en el estudio de cualquier sistema di-
namico, pues sus anchuras determinan las escalas de tiempo en los cuales son considerables los
efectos de correlacion entre los estados presente y pasados del sistema a través de la interaccién
con el reservorio. En el caso en que el tiempo de correlacién es muy corto comparado con el
tiempo en que el sistema evoluciona apreciablemente, la aproximacion de Markov es valida, tal
como lo hemos visto en el capitulo 8 donde estudiamos la evolucién del sistema a tiempos del
orden del inverso del decaimiento espontineo de un dtomo individual T ~ )/J._jl, consideran-
do tnicamente el acoplamiento de los dtomos con los modos resonantes con su frecuencia de
transicion e ignorando el efecto de retardo en la propagacion de la informacion a través de la

fibra.

Por el otro lado, el comportamiento de la densidad espectral depende fuertemente de cémo
caracterizamos la respuesta de la nanofibra a la presencia de los 4tomos. Una parte considerable
de este trabajo consistié en calcular de manera eficiente las relaciones de dispersion B(w) y la
densidad de estados /0w para las dos funciones dieléctricas €y y €., asi como para diferentes
radios de la nanofibra. A continuacién presentamos el andlisis de la dependencia de la densidad
espectral en funcién de los diferentes pardmetros de los dtomos y la fibra, asi como los detalles
involucrados en su cémputo.

5.2. Analisis de la densidad espectral en funcién de los parametros
atomicos y de la nanofibra
5.2.1. Relacion de dispersion y velocidad de grupo

La relacion de dispersién del modo fundamental HE1; en una nanofibra éptica de radio a
se obtiene de resolver la ecuacion de eigenvalores|2.40, cuya expresion recordamos que es

F(w, B) = 0, (5.7)
_ Jo(ha) n? +n3 K (qa) 1
T hana) - [ N O ) A R S
_ ni —n3 Ki(ga) \|° B 1 1 \12
R = [( an} )(qalﬁ(qa)) +[(k_1)'((ha)2+(qa)2)}’ (>:9)
nak < B(w) < ni(w)k, (56.10)

donde g2 = B2 — (n2k)?, h? = (n1(w)k)? — B2 y k = w/c. Resolvemos numéricamente la
ecuacion fijando los valores del radio y la frecuencia utilizando la funcién nativa de Matlab,
fzero, la cual combina los métodos de la secante, biseccién e interpolacién cuadrdtica para en-
contrar la raiz de una funcién dado que especificamos un intervalo de buasqueda. El hecho de
que el régimen multimodal de la fibra aparezca a medida que la frecuencia de la componente de
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Fourier del campo aumente implica la aparicion de varias raices cuando resolvemos la ecuacién

de eigenvalores (EVE).

De entre todas las raices que aparecen dado un valor de w y a, encontramos que la tinica con
la que podemos producir una relacién de dispersion continua en todo el intervalo de frecuencias
es aquella que se encuentra mds cercana a la cota superior By, = n1(w)k. Para frecuencias ar-
bitrariamente grandes (del orden de 2500 PHz para la funcién dieléctrica ingenua y w3s¢ para
la de Lorentz) las raices de la EVE se cuentan por cientos, por lo que es necesario trabajar con
intervalos de busqueda especificos que nos permitan hallar eficientemente la raiz que desea-
mos. Estos intervalos los encontramos dando prioridad a la robustez ante la variacién del radio
de la nanofibra, logrando calcular la relacién de dispersién en ambos intervalos de frecuencias
relevantes para radios entre 150 y 400 nm.

En las figuras y mostramos las relaciones de dispersién que resultan de resolver
la EVE para ambas funciones dieléctricas y diferentes radios de la fibra. En ambos casos obser-
vamos que la relacién de dispersion de la nanofibra transita de forma continua de la relacién de
dispersion en el vacio (B = w/c) a frecuencias bajas (0 < 0.9 PHz) hacia la de un medio die-
léctrico homogéneo e infinito con relacién de dispersion § = ny(w)w/c. Este comportamiento
es el mismo para todos los radios de la nanofibra, aunque la transicién sucede mds rdpido a
medida que el radio aumenta.

Para el caso de la funcién dieléctrica de Drude-Lorentz la relacion de dispersién de la na-
nofibra crece exponencialmente con la frecuencia; para valores cercanos a la frecuencia de re-
sonancia del medio w3sg, el comportamiento de la parte real de la funcién dieléctrica es

2
Re |:€L(CU):| ~ [w_p] (@35 — 0?),

€0 Y350
2 2
. W350 — @
2
Y

x 10°, (5.11)

lo cual resulta en valores para el vector de propagacién del orden de 10° nm™!, lo cual es una
sefial clara de que la frecuencia de resonancia determina el régimen altamente dispersivo del
material. A partir de frecuencias mayores a la de resonancia del medio w > w339, el hecho de
que el indice de refraccién de la fibra sea menor al de su recubrimiento n1 < n, implica que la
condicién de guia[5.10] deja de ser vdlida y, por tanto, la transmisién de los campos en forma
de modos guiados de la nanofibra deja de ser posible. Este resultado es consistente con el hecho
de que la absorcion del dieléctrico en su frecuencia de resonancia es maxima (ver [2.3b) y para
valores mayores el material se encuentra en el régimen de dispersién anémala [2.3a



Podemos obtener expresiones analiticas para la densidad de estados de la nanofibra (o equi-
valentemente la velocidad de grupo) derivando implicitamente la EVE con respecto a la fre-
cuencia

B a

d 3
d _ g B0 12
dw WP =505 5007 =0 (5.12)

y recolectando los factores (d8/0w) que resultan al derivar F(w, B) respecto a . Sin embargo,
el procedimiento es laborioso y las expresiones resultantes son oscuras y dificiles de manipular,
por lo que preferimos calcular la densidad de estados de forma numeérica, derivando directa-
mente los valores de la relacién de dispersién respecto a la frecuencia. Esta forma de hacer el
cdlculo resulté mas eficiente a nivel numérico y corroboramos que estos coincidieran con el
valor tedrico, obteniendo resultados positivos a nivel de doble precision.

En las figuras y mostramos la velocidad de grupo normalizada con respecto a
la velocidad de la luz en el vacio para varios radios de la nanofibra. En el caso de la funcién
dieléctrica ingenua, observamos que tanto la velocidad de fase, asi como la de grupo tienden
asintéticamente a un valor constante dado por

C
Vlomsoo = (5.13)
1

lo cual es consistente con el hecho de que estamos considerando que todos los modos de la
nanofibra experimentan el mismo indice de refraccién independientemente de su frecuencia.
Para la funcién dieléctrica de Lorentz obtenemos que las velocidades decrecen de forma mo-
nétona hacia a 0 cuando la frecuencia es igual a la de resonancia del medio.

5.2.2. Consideraciones en el cdlculo de la densidad espectral

Una vez que hemos obtenido la relacién de dispersién y la densidad de estados de la nano-
fibra, calculamos la densidad espectral para varias configuraciones atémicas. En la imagen
mostramos las densidades espectrales de uno y dos dtomos para ambas funciones dieléctricas,
varios radios de la fibra y diferentes configuraciones espaciales de los dtomos. Para la funcién
dieléctrica ingenua encontramos que la densidad espectral en presencia de un solo dtomo con la
fibra[5.2a] posee un médximo centrado en una frecuencia asociada a una longitud de onda dentro
de la fibra aproximadamente 3.8 veces mds grande que el radio de la nanofibra

2

ﬁ(wmax,a)’
~ 3.8a. (5.14)

M o =

max ~—

Esto se obtuvo mediante un ajuste lineal realizado a la tendencia de los mdximos de la densidad
espectral de un dtomo. Esto nos sugiere que el radio 6ptimo para lograr la transicién |5P3/2) —
‘SS 1 /2> es aproximadamente de 205 nm. El decaimiento de la densidad espectral en este caso
es bastante lento, lo cual significa que, contrario a lo que esperariamos, modos con frecuencias
muy altas se acoplan significativamente con los dtomos.



El ancho de banda de la densidad espectral en el caso de la funcién dieléctrica ingenua lo
estimamos mayor a 2000 PHz = 2 x 108 Hz para poder muestrear correctamente la funcién
de correlacién calculada a partir de la transformada de Fourier. Puesto que el ancho de banda
de la densidad espectral es asi de amplio, podemos anticipar que las funciones de correlacién
para esta funcién dieléctrica se encontrardn fuertemente localizadas en el espacio de tiempo.

En el caso de la funcién dieléctrica de Drude-Lorentz, la densidad espectral de un dtomo
con la fibra[5.2d posee su mdximo en una frecuencia asociada con una longitud de onda dentro

de la fibra de la forma
AL~ 3.4a. (5.15)

En contraste con el caso anterior, la densidad espectral se encuentra localizada en el intervalo
entre 0 y la frecuencia de resonancia del material w3s¢; esto se debe a que la intensidad del
campo eléctrico evaluada en la posicién del dtomo se anula mds rdapido de lo que diverge la
densidad de estados a medida que la condicién de guia se rompe

0
lim a—ﬁ~‘eu(w,R)‘ =0, (5.16)

mientras que para frecuencias mayores a la de resonancia del material, la relacién de disper-
sién no estd definida, por lo que consideramos que la densidad espectral sea nula Vo > wss¢.
Podemos esperar entonces que las funciones de correlacion estén mds esparcidas en el tiempo
en comparacion al caso donde utilizamos la funcién dieléctrica ingenua.

Las densidades espectrales cuando la fibra estd en presencia de dos dtomos poseen las osci-
laciones dadas por el término cos[f(w)d] asociadas a la separacién entre los dtomos a lo largo
del eje de propagacion Estas oscilaciones deben ser consideradas con cuidado al
momento de calcular las funciones de correlacién, pues dan origen al fenémeno de fuga espec-
tral o windowing, en el cual aparecen componentes espurias en el espectro de tiempo debido a
que calculamos la transformada de Fourier en un intervalo de frecuencias en el cual la densidad
espectral no se anula en los extremos [36]]. La manera usual de evitar este efecto en el cdlculo
numeérico de transformadas de Fourier consiste en multiplicar el espectro por una funcién lla-
mada ventana, la cual anula de manera suave al espectro en los extremos que definen su ancho

de banda.

En nuestro caso, tenemos que en w = 0 las densidades espectrales son nulas y sélo hay
problemas en el caso en que consideramos a ambos dtomos. Optamos entonces por introducir
una frecuencia de corte abrupto en algtin nodo del espectro de densidad de dos dtomos (como
se ejemplifica en la figura[5.2d), lo cual elimina la posibilidad de fuga espectral y mantiene al
espectro continuo (aunque no diferenciable) en su extremo derecho. La forma de justificar la
seleccién de una frecuencia de corte particular se hace considerando cortes abruptos a frecuen-
cias mayores y comparando las variaciones entre los espectros resultantes de la transformada
de Fourier [10]]. En caso de que a frecuencias de corte mayores respecto a la seleccionada las
variaciones en el espectro resultante sean minimas, podemos entonces considerar como vilida
la frecuencia de corte abrupto seleccionada.



Existe otra razén de peso por la cual debemos introducir una frecuencia de corte abrupta en
la densidad espectral con dos dtomos: en el caso de la funcién dieléctrica de Drude-Lorentz, el
hecho de que la relacién de dispersién crezca exponencialmente hace que el factor cos[(w)d]
oscile cada vez mads rapido a medida que la frecuencia se acerca a la de resonancia de la fi-
bra. Esto implica que es necesario un nimero muy grande de puntos para poder muestrear
correctamente a la densidad espectral de dos dtomos (mucho mayor a 223 puntos en nuestras
simulaciones), lo cual es numérica y computacionalmente costoso ademads de que nuestra teoria
cudntica para el campo guiado de la fibra es incapaz de incorporar los efectos de absorcién y
alta dispersion.

En el caso de la funcién de Drude-Lorentz escogemos las frecuencias de corte que son mds
cercanas a

wk =505 [%d] (5.17)

t
corte S

mientras que para la funcién ingenua escogemos aquellas que mds se acercan a

d
oV .. = 2500 [%} (5.18)

La razon detrds de la seleccién de la frecuencia en el caso de la funcién dieléctrica de Drude-
Lorentz es que la absorcién es tres 6rdenes de magnitud menor comparado con el valor que
adquiere en la frecuencia de resonancia de la fibra. Para la funcién dieléctrica ingenua conside-
ramos unicamente el tener un nimero suficiente de puntos para muestrear adecuadamente la
funcién de correlacién resultante.

5.3. Cadlculo de las funciones de correlaciéon

Ya que entendemos el comportamiento de las densidades espectrales en los limites de altas
y bajas frecuencias, estamos en posicion de calcular las funciones de correlacion de la nanofibra.
Con este fin, calculamos la transformada de Fourier de las densidades espectrales utilizando la
funcién nativa de Matlab ££t, la cual estd basada en una subrutina de C altamente eficiente del
algoritmo de la transformada rdpida de Fourier. Los detalles de esta funcién se pueden encon-
trar en la siguiente referencia [37]].

Con el fin de reproducir fielmente las funciones de correlacién, el teorema de Nyquist [36]
requiere que dividamos el intervalo de muestreo de la densidad espectral, asi como de la funcién
de correlacién en 2% puntos equidistantes tal que

N =Aw - At, N €N, (5.19)

donde Aw y At representan el ancho de banda de la densidad espectral y de la funcién de
correlacion respectivamente. En caso de que en la densidad espectral existan componentes de
frecuencia que sean mayores al ancho de banda, que en nuestro caso serfan las oscilaciones aso-
ciadas a la separacion entre los dtomos, debemos reemplazar en la ecuacién el ancho de
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banda por la frecuencia mds grande que compone a la densidad espectral.

En las figuras y presentamos una galeria de las partes real e imaginaria de las
funciones de correlacion de los modos guiados de la nanofibra en presencia de uno y dos dtomos
para ambas funciones dieléctricas y variando los pardmetros de la nanofibra y los dtomos; la
parte real de la funcién de correlacién la asociamos con la parte no unitaria de la dindmica
atémica (decaimiento espontdneo o absorcién), mientras que la parte imaginaria se refiere a
las correcciones a la estructura energética de un dgtomo debido a la presencia de la nanofibra y

el otro d4tomo (corrimiento de Lamb e interaccién dipolo-dipolo respectivamente) [11], [30],
[10].

5.3.1. Funcién de correlacion en presencia de un dtomo

Para un sélo dtomo interactuando con la nanofibra, la parte real de la funcién de correlacién
posee la forma de un pico localizado alrededor de ¢ = 0, independientemente de la funcién die-
léctrica empleada[5.34 En el caso de la funcién dieléctrica ingenua tenemos un compor-
tamiento tipo delta de Dirac, con un tiempo de correlacién definido como la anchura a media
altura (FWWHM) de aproximadamente 7.+ &~ 0.05 fs, mientras que para la funcién dieléctrica
de Lorentz la forma de la funcién de correlacién se aproxima mads a la funcién sin(£21)/£2t, la
cual aparece frecuentemente en la teoria del muestreo y es andloga a la funcién delta de Dirac
[36]); el tiempo de correlacién en este caso es de aproximadamente T .o & 1.15 fs. Para la parte
imaginaria tenemos un comportamiento antisimétrico con respecto al tiempo y un
valor nulo en t = 0, el cual evoluciona rdpidamente a su maximo para después decaer lenta-
mente hacia 0. Las amplitudes en ambos casos son del orden de 10 Hz, lo cual se encuentra
en buen acuerdo con los valores tipicos del corrimiento de Lamb tanto en el caso del vacio, asi

como en el de la nanofibra [32]], [11]].

Podemos concluir entonces que la aproximacién markoviana estd plenamente justificada en
el caso de un solo dtomo interactuando con la nanofibra en vista de lo minisculos que son los
tiempos de correlacién y la ausencia de cualquier efecto de propagacién del campo en un tiempo
finito, esperando tinicamente modificaciones ligeras a los valores de los ritmos de decaimiento
y correccién de la energia.

5.3.2. Funcién de correlacion en presencia de dos dtomos

Cuando consideramos la situacién de dos dtomos interactuando mediante la nanofibra, te-
nemos de nuevo la aparicién de picos altamente localizados en el tiempo para ambas partes
real e imaginaria de la funcién de correlacién en el caso de la funcién dieléctrica ingenua (Fig.
[5.4). La posicion de los picos corresponde al tiempo que tarda en recorrer la separacién entre
los 4tomos una excitacién propagandose dentro de la fibra moviéndose a la velocidad asintética
que encontramos al calcular la densidad de estados[5.13]

d
Ipico = N1—, (56.20)
C

lo cual nos sugiere que la teoria es consistente con el principio de causalidad cuando utilizamos
la funcién dieléctrica ingenua a pesar de que esta no satisface las relaciones de Kramers y Kronig.
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Contrario al caso anterior, cuando consideramos la funcién de Lorentz, las partes real e
imaginaria de las funciones de correlacién de dos dtomos se encuentran dispersadas en el tiem-
po, presentando oscilaciones cuyas amplitudes decrecen lentamente hacia 0 a medida que ¢
aumenta (ver Fig[5.5). Encontramos que la posicién de los mdximos en la oscilacién mds gran-
de exhibe un comportamiento no trivial en funcién de la separacién entre los dtomos. Pa-
ra separaciones menores a la longitud de onda asociada a la frecuencia de transicién atémica
d < Ao ~ 780 nm, la velocidad de propagacién de la informacién acerca de la presencia de los
atomos y la consecuente evolucién colectiva es siempre menor a la velocidad de grupo de una
excitacién con la frecuencia de transicién atémica. El efecto es mds marcado a medida que el ra-
dio de la nanofibra decrece, dando velocidades de hasta un tercio de la velocidad de grupo para
(a,d) = (150, 7 /2Bp) nm y aproximadamente 0.7ng (a, wg) cuando (a,d) = (300, 27/ By) nm.

Otro comportamiento interesante surge a medida que los d@tomos se separan por encima de
la longitud de onda de la transicién atémica (ver Fig[5.6): para separaciones suficientemente
grandes (pero mucho menores a la separacién critica las funciones de correlacién son
esencialmente las mismas para tiempos menores al que tarda en propagarse la excitacién a la
velocidad de grupo, independientemente de la funcién dieléctrica empleada. Las diferencias
mds apreciables entre ambas funciones aparecen en la vecindad del tiempo en que esperamos
que la excitacién haya recorrido la separacion entre los dtomos; finalmente, ambas funciones se
amortiguan hacia 0 a medida que el tiempo pasa sin que se muestren efectos de absorcién del
campo por los dtomos.

Este resultado nos sugiere que para separaciones suficientemente grandes, la propagacion
del campo depende unicamente de la estructura de la fibra y las condiciones a la frontera y no
de la forma particular en la que los dtomos se acoplan con la fibra. En este sentido, el efecto
de considerar la respuesta de la fibra a la presencia de los dtomos es en determinar la forma y
el tiempo en el que se establece el comportamiento colectivo: abrupto en el caso de la funcién
dieléctrica ingenua y de forma suave en el caso de la funcién de Lorentz.

Ya que hemos descrito cualitativa y cuantitativamente el cdlculo y la estructura de las fun-
ciones de correlacién de los modos guiados de la nanofibra éptica, procedemos a resolver las
ecuaciones de evolucién atémicas en el régimen no markoviano.
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Figura 5.1: Relaciones de dispersion y velocidades de fase y grupo de una nanofibra dptica.

En y[6-28 mostramos la relacion de dispersion de la nanofibra en funcion de su radio
para ambas funciones dieléctricas ingenua y de Drude-Lorentz. Las curvas quebradas se
refieren a los comportamientos asintdticos a altas y bajas frecuencias. Estas corresponden a
la relacion de dispersion en el vacio B = w/c y la de un medio homogéneo infinito con
indice de refraccion ni(w). Observamos que para ambas funciones dieléctricas, la relacion
de dispersion de la nanofibra transita de manera suave de un comportamiento asintético
al otro a medida que aumenta la frecuencia. En v [5-2d mostramos las velocidades de
fase vp y grupo vg normalizadas con respecto a la velocidad de la luz en el vacio. En el
caso de la funcion dieléctrica ingenua, ambas velocidades tienden a un valor asintético no
nulo dado por ¢ /ny, lo cual es una consecuencia de haber asumido que todas las frecuencias
experimentan un mismo valor del indice de refraccién v absorcion nula. Por otro lado, para
la funcion dieléctrica de Drude-Lorentz obtenemos que ambas velocidades decrecen mono-
tonicamente hacia O en el limite w — w350 — Y350, lo cual es consecuente con el hecho
de que la absorcion de la fibra es mdxima. Para frecuencias mayores a la de resonancia del
medio, las velocidades no estdn bien definidas pues deja de ser satisfecha la condicion de guia
de los modos de la nanofibra.
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Figura 5.2: Densidad espectral de la nanofibra en presencia de uno y dos dtomos. En y
[5-2d mostramos la densidad espectral de en presencia de un solo dtomo para las funciones
dieléctricas ingenua y de Lorentz y varios valores del radio de la fibra. El valor numérico
de los espectros los obtuvimos considerando el elemento de matriz reducido de la transicion
dipolar eléctrica |SS 1 /2) — |5P3 /2), d ~ 4.227eay . Los mdximos de los espec-
tros se encuentran en una frecuencia asociada a una longitud de onda dentro de la fibra de
aproximadamente 3.8a 'y 3.4a respectivamente, mientras que sus anchos de banda son apro-
ximadamente 2000 PHz y w350 respectivamente. En y mostramos la densidad
espectral de la nanofibra en presencia de dos dtomos para ambas funciones dieléctricas y va-
rios valores del radio de la fibra. Las oscilaciones asociadas a la separacion entre los dtomos
hacen necesario introducir una frecuencia de corte para prevenir el efecto de fuga espec-
tral en el cdlculo de la transformada de Fourier de las densidades espectrales. En la figura
[5-2d|mostramos el espectro completo hasta w3so, donde se aprecia que no estd correctamente
muestreado con 2%3 puntos equidistantes en el intervalo de frecuencias w € [0,2500] PHz;
incluimos también su forma cortada en @ corte = 5.25 PHz.
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Figura 5.3: Funciones de correlacion de la nanofibra en presencia de un dtomo para varios
radios. Partes real e imaginaria de la funcion de correlacion de
la nanofibra en presencia de un dtomo para ambas funciones dieléctricas y varios radios.
El comportamiento de la parte real asociada con el decaimiento espontdneo del dtomo en
los modos guiados de la nanofibra tiene un perfil tipo delta de Dirac para la funcion die-
léctrica ingenua y tipo sinc(x) = sin(x)/x para la de Lorentz. El tiempo de correlacion
definido en términos de la anchura a media altura es de aproximadamente 0.05fs y 1.15fs
respectivamente en promedio para todos los radios. La parte imaginaria que asociamos con
las correcciones a la frecuencia de transicion atomica es antisiméirica respecto al tiempo y
posee su mdximo (minimo) en una vecindad de t = 0 menor a 8 fs. Los drdenes de magni-
tud de ambas partes junto con lo diminuto del tiempo de correlacion justifican el uso de la
aproximacion markoviana en la descripcion de un tinico dtomo en presencia de la nanofibra.
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Figura 5.4: Funciones de correlacion de la nanofibra en el caso de dos dtomos utilizando
la funcidn dieléctrica ingenua €y vy varias separaciones entre los dtomos. Mos-
tramos las partes real e imaginaria de las funciones de correlacion empleando la funcion
dieléctrica ingenua con el radio de la fibra igual a 200nm y 800nm
utilizando separaciones entre los dtomos menores o iguales a la longitud de onda aso-
ciada a la frecuencia de transicion atomica (A = 780 nm). Observamos la aparicion de
picos bien localizados, los cuales estdn centrados alrededor del tiempo que tarda en recorrer
la separacion entre los dtomos una excitacion dentro de la fibra moviéndose a la velocidad
limite a la que tienden los modos guiados de la nanofibra t yico = nid/c. En el caso en
que el radio de la fibra es igual a 200 nm, los picos poseen una anchura cercana a la de la
Juncion de correlacion de un sélo dtomo T corr & 0.05fs. Cuando el radio de la fibra se fija
en 300 ni, observamos que la funcion se vuelve mds ancha en su base y tiende a decaer mds
lento comparado con el caso anterior.
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Figura 5.5: Funciones de correlacion de la nanofibra en el caso de dos dtomos utilizando la
Juncion dieléctrica de Lorentz €1 y varias separaciones entre los dtomos. Mos-

tramos las partes real e imaginaria de las funciones de correlacion empleando la funcion

dieléctrica de Drude-Lorentz con el radio de la fibra igual a 200 nm 300 nm
para varias separaciones entre los dtomos menores o iguales a la longitud de

onda asociada a la frecuencia de transicion atomica & = 780 nm. Para estas separacio-
nes, los mdximos indican que el establecimiento del comportamiento colectivo de los dtomos
no es instantdneo, pues siempre estan centrados en tiempos que corresponden a velocidades
menores a la de grupo para la frecuencia de transicion atémica. Este efecto aumenta con la
disminucion del radio v la separacion entre los dtomos, dando velocidades de hasta un tercio
de la velocidad de grupo para la configuracion (a,d) = (150,200) nm.
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Figura 5.6: Funciones de correlacion en el caso de dos dtomos a separaciones grandes. Mos-

tramos la parte real de la funcion de correlacion de la nanofibra cuando hay dos dtomos
utilizando ambas funciones dieléctricas y dos radios de la fibra cuando las separaciones en-
tre los dtomos son varios 8 y 6 veces mds grandes que la longitud de onda asociada a la
frecuencia de transicion atomica (5.6} [5.60]y [5.64 [5.6d| respectivamente). Observamos
que las funciones de correlacion son prdcticamente iguales a tiempos menores al tiempo en
que esperariamos que los dtomos comenzaran a interactuar colectivamente. Las diferencias
mds marcadas se dan alrededor del tiempo en que la excitacion recorre la separacion entre
los dtomos si se moviera a la velocidad de grupo de la frecuencia de transicion de los dtomos.
A tiempos mayores, ambas funciones decaen a O sin mostrar la posibilidad de efectos de ab-
sorcion de la excitacion por parte de los dtomos. El efecto observado sugiere que cuando los
dtomos se encuentran lo suficientemente separados, la propagacion de la excitacion dentro
de la fibra depende iinicamente su radio vy las condiciones a la frontera y no de la forma
particular en la que la fibra responde a la presencia de los dtomos.
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Capitulo 6

Dinamica colectiva no markoviana de
dtomos microscopicamente separados

Ya que hemos construido y analizado las funciones de correlacién de los modos guiados de
la nanofibra en presencia de uno y dos dtomos, estamos en posicién de resolver las ecuaciones
de evolucién de las amplitudes de probabilidad del sistema atémico cuando su separacién es
del orden de la longitud de onda asociada con la frecuencia de transicién atémica. Con este fin,
comenzamos nuestra discusién presentando el desarrollo del algoritmo de integracién para este
problema, el cual es una aplicacién directa de la regla del trapecio frecuentemente utilizado en
la estimacion numérica de integrales definidas. El método consiste en convertir el sistema de
ecuaciones integrodiferenciales en uno algebraico, el cual, dadas las condiciones iniciales, nos
permite calcular la evolucién del sistema de forma recursiva.

A continuacién presentamos los resultados de aplicar el algoritmo a la evolucién de uno y
dos dtomos preparados en estados super y subrradiante. Entre estos se encuentran las curvas
de evolucién super y subrradiante en las separaciones de equilibrio utilizando ambas funcio-
nes dieléctricas y varios radios de la nanofibra; mostramos también los ritmos de decaimiento
espontineo de un dtomo y colectivos, asi como su comparacién con la predicciéon markoviana,
encontrando variaciones de hasta el 4 % cuando el radio de la fibra se fija en 150nm y mode-
lamos su respuesta con la funcién ingenua. Finalmente, presentamos un estudio del tiempo en
que tarda en establecerse el comportamiento colectivo de los dtomos analizando las soluciones
a las ecuaciones de evolucién. Proponemos un método que nos permite cuantificar esta canti-
dad y encontramos que es consistente con lo que esperariamos cuando la separacién entre los
dtomos es mayor a la longitud de onda asociada a la frecuencia de transicién atémica.
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6.1. Algoritmo de integracion de las ecuaciones de evolucion del sis-
tema

Las ecuaciones de evolucion de las amplitudes de probabilidad atémicas para los estados en
la variedad de una excitacién definen un sistema de ecuaciones integrodiferenciales acopladas

5.3
Cn(t) = —/dl’[an(t —1")en(t") + Fum(t —t")em (1], (6.1)

donde ¢, ¢ corresponden a las amplitudes de probabilidad de los estados |e; »g) ® |{0}) res-
pectivamente y Fy,p,, Fy;, son las funciones de correlacion de los modos guiados de la nanofibra
en presencia de uno y dos dtomos, las cuales definimos en el capitulo anterior

Fam(t —1') =Y GunG} e " @7e0=1),
I

- / dw Jym(w)e  @7@0) (=)

Jnm(@) = S(@) cos[B(w)d].,

B d? o] 5
S(w) = (neoh) -a)%ler(a),R)l .

Aqui, hemos asumido que los momentos dipolares atémicos apuntan ambos en la direccion
radial y que los dtomos se encuentran a R = 100 nm respecto de la superficie de la nanofibra.
Resolvemos la dindmica del sistema utilizando el algoritmo del trapecio, lo cual convierte al
sistema de ecuaciones integrodiferenciales en uno algebraico al expandir la integral del lado

derecho en sumas sobre los estados pasados del sistema. Para un conjunto de N puntos uni-
formemente distribuidos en el intervalo [a, b], el algoritmo del trapecio estima el valor de una
integral de acuerdo con la siguiente suma [36]

/ flodr =22 Z ) + fen) + £ |, 6.2)

donde # es la separacién entre cualesquiera dos puntos consecutivos en el intervalo, ty = b,
t1 = a vy el error de la estimacién va como
_- b)— f’ O(N—? 6.3
G ) - 1] + o), 63
Comenzamos el algoritmo separando las partes real e imaginaria de las ecuaciones, las cuales
reescribimos por simplicidad de la siguiente manera

Error =

At 1) = Re[Fun(t — )], B(t.t') = Im[F,,(t —t)], (6.4)
C(t,t") = Re[Fum(t —1)], D, t') =Im[Fm( —1))], (6.5)
a1(t) = Rel[cn(1)], az2(t) = Im[c, (¢)], (6.6)
b1(t) = Re[em(1)],  b2(t) = Im[cm (1)]. (6.7)
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Integramos ambos lados de la ecuacién de un punto j del intervalo a su sucesor (j + 1)
y después estimamos las integrales correspondientes con la regla del trapecio. Tomando por
ejemplo la parte real de la amplitud de probabilidad ¢, tenemos

Jj+1 t
af*' =a] - /dzfdz [AG. a1 (") = B(t.1haz(t") + C(t. 1)1 (1) = D(t. t)b2(1")]:
J

(6.8)

La forma general de las integrales del lado derecho es la siguiente (tomando la primera como
ejemplo)

j+1 Jj+1

/ dt/dt'A(t,t/)al(t/)=g /th(] Nay (') + [ dt’A(j +1,t)a1(") |, (6.9)
j 0

j+1 o , ok = l

/altA(J+1,t)al(z):E 2I=X;A(]—i-1,l)a1

F24( + 1, j)al + A0 Dal ™ + AG + 1, 1)4, (6.10)

J i—1
h| % :
/dt/A(j,t’)al(t’)zz 23 A(j.Dah + AL Da] + A(j, Daf |, (6.11)
1=2

Jj+

1 t
h 2
= /dz/dt A(zt)al(t)—( ) AL Da] ™ + v 4a] + x4,

donde en la dltima linea hemos discriminado entre los estados presente e inmediato futuro
al,al +l y los pasados del sistema codificados en el término X, &41

2
Y4 = (g) [24(2,1) + A(1, 1)], (6.12)

2| J-1
X = (%) 23 [AG + LD + AG, Dla + [AG + 1) + 4G, Dlaj p. (6.13)
=2

Siguiendo el mismo procedimiento sobre las demds integrales obtenemos un sistema lineal de
ecuaciones de la forma Mx = y para las partes real e imaginaria de las amplitudes de probabi-
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lidad. Las expresiones para M, x e y son

xT:(a{—H al T pitt b£+1), (6.14)

A1) —B(,1) C(,1) —D(,1)]

[1—Y4]p)

M = Idyq + (Q)Z B(1,1) A(1,1) C(1,1) D(1,1) | (6.15)
2) |c@,1) -DA,1) AQ1,1) —B(1,1)
DD C(1LD) B(LD  A(LD
(1= v 4] —{[ XA - XB + XE — xP| - [vBa - vCb{ + yPb]]|}
v [1— YA]aé: - {X;; -xB +xg - le)]z - :YBa{ - chg: + YDb{:} 616
1=y 4] - {[xA - xB + x§ - xB] - [v2b] - vCa] + YPa]}
- |

[y 4 B c D] _[yBp/i _yC4l D]
{[xa - xB + x5 - xB]~ [vBb] - vCa] + yPa]]

1

donde Id4x4 es la identidad en el espacio de matrices de 4 x 4.

Asi, una vez que definimos las condiciones iniciales, obtenemos la evolucion del sistema
atémico en cada paso de tiempo resolviendo de forma recursiva el sistema lineal de ecuaciones
arriba descrito. En nuestro caso, las funciones de correlacién definen el intervalo de tiempo asi
como los puntos que utilizamos para integrar el sistema de ecuaciones. A continuacién mos-
tramos los resultados de aplicar el algoritmo a nuestro problema.

6.2. Resultados

6.2.1. Curvas de evolucion colectiva siper y subrradiante

En la figura mostramos las curvas de evolucién sdper y subrradiante que resultan de
aplicar el algoritmo de integracién propuesto; esto lo hicimos utilizando las funciones de co-
rrelacién para ambas funciones dieléctricas, el radio de la fibra fijado en 150 nm y las primeras
siete separaciones de equilibrio d = nn/By, n € [0, 6]. Para el estado superradiante (figuras
las curvas de evolucién son cualitativamente iguales: al inicio, los dtomos decaen de
forma independiente y radian colectivamente a un ritmo muy cercano al doble una vez que
se establece la comunicacion a través de la nanofibra (figura[6.2d). A nivel cuantitativo (figura
[6.2a), las curvas superradiantes calculadas con la funcién dieléctrica de Lorentz presentan pe-
quenas oscilaciones alrededor de las soluciones obtenidas con la funcién dieléctrica ingenua; en
ambos casos, el inicio de la evolucién superradiante se da suavemente, sin resultar claro en qué
momento comienza.

En el caso en que los dtomos estdn preparados en el estado subrradiante (figuras y
los efectos de la funcién dieléctrica empleada en el cdlculo de las funciones de correlacién
son mds marcados, dando como resultado que las curvas de evolucién asociadas a la funcién
dieléctrica ingenua decaen en todos los casos mds rdapido que las que resultan de la funcién de
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Lorentz (figura[6.2d). A propésito de este comportamiento, notamos que los dlomos presentan
un decaimiento espontdneo no nulo a pesar de encontrarse en las separaciones de equilibrio
que en los regimenes anteriores predicen un congelamiento de la evolucion. Esto se entiende
en vista de que en la expresién para el ritmo de decaimiento colectivo stiper y subrradiante en

el régimen markoviano [3.44

Yeub = Vnn - (1 £ |cos(Bod)]). (6.17)

la cancelacién del decaimiento espontdneo se debe a que los dtomos se acoplan exclusivamente
con el modo resonante a su frecuencia de transicion. En el caso general, no existe separacion
alguna entre los dtomos para los cuales cos[B(w)d] = 1 Vw salvo d = 0, pues los dtomos se
acoplan significativamente con una fraccién no despreciable de modos de la nanofibra, tal y
como lo indican las densidades espectrales para uno y dos dtomos. Este resultado nos lleva a
concluir que la subrradiancia perfecta es en principio imposible para ensambles de dtomos in-
teractuando colectivamente a través de una nanofibra 6ptica; a pesar de esto, como podemos ver
en ambas figuras, el decaimiento espontdneo de los dtomos se reduce drdsticamente comparado
con el de un dtomo independiente y el de la fase superradiante.

6.2.2. Ritmos de decaimiento colectivo y de un solo dtomo

En la figura[6.3| mostramos la modificacién de los ritmos de decaimiento espontdneo de un
solo dtomo (figuras y y de dos dtomos en estados stiper y subrradiante (figuras [6.3d
y [6.8d) variando los diferentes pardmetros del sistema tales como el radio y la funcién de res-
puesta de la nanofibra, asi como la separacién entre los dtomos. En todos los casos, los valores
de estas cantidades se calcularon haciendo un ajuste lineal a las curvas de evolucién a tiempos
largos (>150 fs en nuestras simulaciones), en los cuales la derivada de la solucién deja de variar
apreciablemente.

En el caso de un solo dtomo en la vecindad de la nanofibra, observamos (figura que
el ritmo de decaimiento espontdneo calculado con la funcién de Lorentz es siempre mayor al
de la funcion ingenua, dando una diferencia médxima de aproximadamente el 5% cuando el
radio de la fibra se fija en 200 nm. Observamos ademds que el ritmo de decaimiento es mdxi-
mo cuando el radio de la nanofibra es aproximadamente 4 veces menor a la longitud de onda
asociada con la transicién, lo cual nos indica que el acoplamiento del dtomo con la fibra es
mdximo tal y como obtuvimos cuando estimamos la posicién de los maximos de la densidad
espectral de un dtomo con la fibra a = 3.847g¢ (liguras [5.2d). Cuando comparamos los
ritmos de decaimiento espontdneo calculados numéricamente contra la prediccién dada por la
aproximacién markoviana (figura[6.3b) obtenemos variaciones a partir de la segunda y tercera
cifra significativa. Como anticipamos en el capitulo anterior, este resultado nos confirma que la
aproximacion de Markov estd justificada en este caso.

Para el caso de dgtomos preparados en estados siper y subrradiante, los cocientes entre el
ritmo de decaimiento espontdneo colectivo e individual a tiempos largos ysup, sub/¥Ynn se en-
cuentran por debajo (encima) de 2 y 0 respectivamente en todos los casos y son préacticamente

independientes de la separacién entre los dtomos (excepto d = 0) (figuras y [6.3d). Pa-

ra ambas fases, el comportamiento mas diferente resulté ser cuando el radio de la fibra es de
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150nm, dando una variacién del 4 % con respecto a la prediccién en la aproximacién mar-
koviana. A medida que el radio de la nanofibra aumenta, los ritmos de decaimiento colectivo
convergen asintéticamente al valor que surge de la aproximacién markoviana, dando como re-
sultado tiempos de vida de estados subrradiantes del orden de 107 s cuando el radio de la fibra
se fija en 300nm.

6.2.3. Tiempo y velocidad de comunicacién entre los dtomos

En contraste con los casos que estudiamos en capitulos anteriores, el establecimiento del
comportamiento colectivo de los dtomos no es instantdneo cuando tomamos en cuenta el aco-
plamiento con los diferentes modos de la nanofibra (figuras[6.2a] y [6.2b). Esto nos lleva a pre-
guntarnos si existe alguna forma de cuantificar el tiempo en que tarda en establecerse el com-
portamiento colectivo una vez que los dtomos han comenzado a comunicarse a través de la
nanofibra, asi como si es posible relacionarlo con los diferentes pardametros del sistema. Como
una primera aproximacion, proponemos extrapolar a tiempos cortos el comportamiento de las
curvas de evolucién colectiva mediante un ajuste lineal a los resultados a tiempos largos (>1501s
en nuestras simulaciones). Definimos entonces el tiempo de comunicacién colectiva entre los
atomos como la interseccién entre las rectas de evolucion colectiva extrapolada y la de un dtomo

independiente (figura[6.1).

Célculo cuando d = 37/, a = 150 nm y er,
Sub
Siip
0.99999995 \ 1A B
\ ———— Ajuste

0.9999999

0.99999985

0.9999998

0.99999975

0.9999997

0.99999965

0.9999996

8
t [fs]

Figura 6.1: Ejemplo de la estimacién del tiempo de comunicacion colectiva de los dtomos tomando la
Juncion dieléctrica de Lorentz, el radio de la fibra en 150nm vy la separacion atémica igual
ad = 3m/Bo. Las curvas punteadas corresponden a los comportamientos a tiempos largos
de las curvas de evolucion.

Con esta propuesta obtenemos que el tiempo de comunicacién es independiente del estado
en que se preparan los dgtomos ; en las figuras y mostramos los tiempos de comu-
nicacién y las velocidades asociadas con la transmision del comportamiento colectivo para las
primeras 7 separaciones de equilibrio (d = nm/Bo, n € [0, 6]). Para separaciones mayores a la
mitad de longitud de onda asociada a la frecuencia de transicién atémica d > 7/B¢ el tiem-
po de comunicacién coincide con el tiempo que tarda en recorrer una excitacién la separacion
entre los dtomos moviéndose a la velocidad de grupo de la frecuencia de transicion.
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(a) Evolucion superradiante a tiempos cortos. (b) Evolucion subrradiante a tiempos cortos.
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(c) Evolucion superradiante para varias separaciones.

(d) Evolucion subrradiante para varias separaciones.

Figura 6.2: Evolucion de estados siper y subrradiante en funcion de la separacion entre los

dtomos. En las figuras y[6. 28| mostramos la comparacion entre las curvas de evolucion
siiper v subrradiante para ambas funciones dieléctricas, asi como la separacion entre los dto-
mos e incluyendo los casos limite de emisores independientes y de separacion nula. A tiempos
cortos observamos el decaimiento espontdneo de dtomos individuales; posteriormente, en el
caso superradiante el sistema transita suavemente a la fase colectiva y no resulta claro en qué
momento particular del tiempo ocurre la transicion (aqui, el tiempo asociado a la velocidad
de grupo asintdtica de la funcion dieléctrica ingenua fue puesto como una referencia). El
caso subrradiante muestra una transicion a la fase colectiva mucho mds marcada, dando un
freno ligeramente abrupto en tiempos cercanos al asociado a la velocidad asintdtica ingenua
para después decaer lentamente hacia 0. En las figuras y mostramos las familias
de curvas de evolucion colectivas de ambos estados en funcion de las primeras 7 separaciones
de equilibrio (d = nm/Bo, n € N). Para ambos estados observamos los mismos comporta-
mientos independientemente de la funcion dielécirica empleada en el cdlculo de las funciones
de correlacion; tenemos por ejemplo que las soluciones son paralelas entre si a medida que va-
riamos la separacion entre los dtomos, lo cual nos indica que la periodicidad de las soluciones
se preserva en este régimen. En el caso superradiante, mostramos unicamente la evolucion
utilizando la funcién dieléctrica ingenua, pues no hay diferencia entre las soluciones a nivel
cualitativo.
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(c) Comportamiento superradiante.
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(d) Comportamiento subrradiante.

Figura 6.3: Ritmos de decaimiento espontdneo de dtomos individuales y colectivos en el ré-

gimen no markoviano. En las figuras y mostramos el ritmo de decaimiento
espontdneo de un dtomo en la vecindad de la superficie de la nanofibra en el régimen no
markoviano variando el radio y la funcién de respuesta de la nanofibra. En observa-
mos que en todos los casos el ritmo de decaimiento es mayor cuando modelamos la respuesta
de la nanofibra con la funcion de Lorentz; el valor mdximo del decaimiento se alcanza en
a ~ 200 nm, lo cual coincide con que el acoplamiento es mdximo cuando el radio de la na-
nofibra es entre 8.5y 4 veces menor a la longitud de onda de la transicion atomica (ec.
y[6:14). En esta figura, los ritmos estdn normalizados con respecto al ritmo de decaimiento
espontdneo en el vacio Yo = a)g d?/(3meghc?). En mostramos el cociente entre los
resultados v la prediccion markoviana; en el caso de la funcion de Loreniz la variacion es
menor al 0.5 % para todos los radios, mientras que para la funcion ingenua existe una va-
riacion de hasta el 4% cuando el radio de la fibra se fija en 150 nm. En las figuras
y mostramos los ritmos de decaimiento de estados siper y subrradiantes normalizados
con respecto al de dtomos individuales, ambos en el régimen no markoviano y en funcion de
la separacion entre los dtomos y el radio de la nanofibra. En ambos casos observamos que los
resultados se alejan (acercan) a la prediccion markoviana a medida que el radio de la fibra
es mds pequeiio (grande). 30
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(b) Velocidad de comunicacion para separaciones de
equilibrio.

Figura 6.4: Tiempo vy velocidad de comunicacion entre los dtomos. En las figuras y
mostramos el tiempo y la velocidad de comunicacion entre los dtomos a partir del cual se esti-
ma que comienza su evolucion colectiva en funcion de las separaciones de equilibrio mayores
a la longitud de onda asociada con la frecuencia de transicion Ag. Observamos que a partir
de la mitad de la longitud de onda los tiempos v velocidades coinciden con el de una excita-
cion recorriendo la separacion entre los dtomos a la velocidad de grupo de la frecuencia de
resonancia Vg (wo). En el limite de separacion nula, el tiempo de comunicacion corresponde
con el ancho de la funcion de correlacion de un dtomo consigo mismo  corr &~ 113, sugirien-
do que este establece la cota inferior al tiempo en que tarda en establecerse el comportamiento
colectivo.
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Capitulo 7

Conclusiones

En este trabajo exploramos la dinimica de un par de dtomos de 87Rb interactuando colec-
tivamente a través de una nanofibra éptica sin el uso de la aproximacién de Markov. Esto nos
permitié caracterizar dos situaciones en las que esperamos que no sea valida: cuando conside-
ramos la estructura de la densidad de los modos guiados de la nanofibra y cuando los dtomos
estdn separados a una distancia comparable con la longitud de coherencia de un fotén emitido
por un itomo independiente. Calculamos numéricamente las funciones de correlacion de la
nanofibra en presencia de uno y dos dtomos cuando estdn separados a la misma distancia con
respecto de la superficie de la nanofibra R = 100nm y sus momentos dipolares apuntan en
la direccién radial. Esto lo hicimos para radios de la nanofibra entre 150 y 300nm, asi como
para varias separaciones entre los dtomos d € [0,2500] nm. Las funciones de correlacién que
obtuvimos para ambas funciones dieléctricas poseen la estructura de la funcién delta de Dirac
en el caso ingenuo y del tipo sinc para la funcién de Drude-Lorentz, la cual es equivalente con
la anterior en el contexto de la teoria del muestreo [86]. En todos los casos, la anchura de las
funciones de correlacion fueron menores a 1fs, lo cual pareciera sugerir que, salvo cuando las
separaciones entre los dtomos son menores a la longitud asociada al tiempo de correlacién, la
aproximacién de Markov estd justificada en este esquema.

A continuacién, desarrollamos un algoritmo de integracion basado en la regla del trapecio y
resolvimos numeéricamente las ecuaciones de evolucién de los dtomos fuera del régimen marko-
viano cuando estdn separados a unas cuantas longitudes de onda. Encontramos que las curvas
de evolucién poseen un comportamiento similar para ambos estados colectivos, presentando
unicamente variaciones cuantitativas en el caso superradiante. Para el caso subrradiante, la fun-
cién dieléctrica ingenua implica una transicién abrupta al comportamiento colectivo, mientras
que la funcién dieléctrica de Drude-Lorentz resulta en una transicién suave con oscilaciones
caracteristicas de la funcion de correlacién calculada en este caso. Nuestros resultados indican
variaciones de hasta el 4 % en los ritmos de decaimiento stiper y subrradiante con respecto a
la aproximacién markoviana para radios de la nanofibra menores a 4 veces la longitud de on-
da asociada con la frecuencia de transicién atémica y modelando la respuesta de la nanofibra
con la funcién dieléctrica ingenua. Adicionalmente, y en contra de la prediccién markoviana,
encontramos que, debido a que los dtomos se acoplan con una fraccién no despreciable de mo-
dos guiados de la nanofibra, no existe alguna separacion, salvo d = 0, para la cual exista un
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comportamiento subrradiante perfecto ygu, = 0, aunque los ritmos de decaimiento colectivo
calculados alcanzan valores hasta tres 6rdenes de magnitud mads pequerios con respecto al decai-
miento espontdneo de un solo dtomo. Este resultado sugiere que, aunque pudiéramos eliminar
los efectos de decaimiento de los dtomos a otros canales disipativos, este comportamiento es
inalcanzable en cualquier esquema de interaccién de dtomos con estructuras foténicas que po-
sean una estructura no trivial en su densidad de modos guiados.

Estimamos el tiempo de comunicacién entre los dtomos a través de la accion de la nanofibra
utilizando una propuesta sencilla en la que consideramos al tiempo de comunicacién como la
interseccién entre la curva de decaimiento de un solo dtomo con la recta que resulta de extrapo-
lar el comportamiento colectivo de los d&tomos a tiempos largos. Para separaciones mayores a la
mitad de la longitud de onda asociada con la frecuencia de transicion, los resultados concuerdan
con el tiempo que tarda en recorrer un fotén la separacién entre los dtomos moviéndose a la
velocidad de grupo de la frecuencia de transiciéon.

Con respecto al andlisis del articulo [13], en el cual estudiamos la dindmica colectiva de
atomos que se encuentran a distancias comparables con la longitud de coherencia de un fotén
emitido por un dtomo individual, encontramos que es necesario considerar una cantidad con-
siderable de términos en la expansion de la amplitud de probabilidad colectiva atémica para
poder obtener resultados fisicamente consistentes, particularmente en la probabilidad de su-
pervivencia de un estado subrradiante en el limite de eficiencia nula en el acoplamiento de
los dtomos mediante la nanofibra. Encontramos que, a partir de que utilizamos 401 términos
en la expansién de la amplitud de probabilidad colectiva (correspondientes a las ramas de la
funcién de Lambert 0, £1, £2,--- , £200), los resultados dejan de variar apreciablemente. El
uso de estos términos predice correcciones mucho mds moderadas al ritmo de decaimiento
superradiante, resultando en un ritmo aproximadamente 2.2 mayor al de un d@tomo individual
comparado con el resultado publicado de hasta 4.56 cuando la separacién entre los dtomos
es igual a la separacién critica asociada con el punto de bifurcacién de la funcién de Lambert
de =~ 0.56l.on. En esta misma linea, descubrimos también que el ritmo de decaimiento co-
lectivo instantdneo es cada vez mayor a medida que la separacién entre los dtomos aumenta y
adquiere valores muy por encima 4.56 cuando la separacién es arbitrariamente grande. Esto
nos sugiere que el valor del decaimiento colectivo instantineo no representa una cantidad sig-
nificativa en la evolucién colectiva de los dtomos a separaciones mayores a la critica.

A la vista de estos ultimos resultados, nos preguntamos cudl es la naturaleza fisica de la se-
paracion critica que aparece en la solucién de este problema, pues no corresponde con aquella
en la que los efectos no markovianos son médximos, como lo sugieren los resultados presenta-
dos en el articulo original. Tanto en los resultados publicados, asi como en los que obtuvimos
aparece un comportamiento singular andlogo al de una transicién de fase cuando los dtomos se
encuentran en la separacion critica, pues la derivada del ritmo de decaimiento instantdneo es
discontinua en ese punto. Este cambio de comportamiento se manifiesta también en las curvas
de evolucion colectiva, pues, a separaciones menores a la critica, los dtomos decaen exponen-
cialmente a lo largo de toda su evolucién, mientras que a separaciones mayores aparecen efectos
de absorcién y reemision del fotén entre los dtomos. Actualmente, seguimos trabajando en dar
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respuesta a esta pregunta.

Trabajo a futuro
Existen varias lineas interesantes sobre las cuales podemos trabajar a futuro:

s En este trabajo ignoramos los efectos de absorcién y dispersién significativos en las fun-
ciones dieléctricas de la nanofibra debido a la dificultad que implica implementarlos en
el esquema de cuantizacién canénica. Es posible hacer una implementacién efectiva de
estos efectos utilizando la cuantizacion de los campos en términos de funciones de Green
[2], [88]], [89] incluyendo ademds la accién de los modos radiados de la nanofibra.

» La generalizacién de nuestros resultados al caso de dos dtomos con dos excitaciones.

» Como vimos en el capitulo anterior, el método que propusimos para medir el tiempo
de comunicacién predice resultados razonables cuando los dtomos estdn separados a dis-
tancias que son miltiplos semienteros y enteros de la longitud de onda de la transicién
atémica. Adn no hemos descubierto un método que funcione para separaciones arbitra-
rias y que sea consistente con el principio de causalidad. En discusiones recientes hemos
encontrado que la fuente de esta aparente falta de causalidad recae en que usamos la
aproximacién de onda rotante (RWA) para simplificar las ecuaciones de evolucién de los
atomos [40], [41]]. Asi, otra posible linea de trabajo a futuro seria estudiar el comporta-
miento del tiempo de comunicacién de los dtomos sin la aproximacién de Markov ni de
onda rotante.
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