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Capítulo 1

Introducción

El estudio del comportamiento del condensado de Bose-Einstein es un tema de investigación

reciente debido a los avances científicos y tecnológicos que conlleva [1]. Por otro lado, en las úl-

timas décadas, los avances experimentales sobre los condensados de Bose-Einstein de gases alca-

linos también han generado interés en la descripción matemática de dichos gases [2,3]. El modelo

de estudio teórico de un condensado de Bose-Einstein se basa principalmente en la Ecuación de

Gross-Pitaevskii, también conocida como Ecuación no lineal de Schrödinger (ENLS) [4, 5]:

iℏ
∂

∂t
Φ(x, t) =

(
− ℏ2

2m
∇2 + V (x) + g|Φ(x, t)|2

)
Φ(x, t).

Donde el término no lineal g|Φ(x, t)|2 representa la principal diferencia entre la ecuación lineal

de Schrödinger y la ENLS . Veremos que este término implica profundas diferencias entre las

soluciones de ambas ecuaciones.

El presente trabajo tiene varios propósitos: mostrar los fundamentos físicos y matemáticos

que dan origen a la ecuación no lineal de Schrödinger (capítulo 2), describir técnicas para en-

contrar algunas de sus soluciones analíticas para una dimensión espacial considerando distintas

situaciones: potencial V (x) = 0, estado base y primer estado excitado para el pozo de potencial

cuadrado en el denominado umbral de deslocalización y pozo de potencial cuadrado con un po-

tencial de tipo delta de Dirac en el centro (capítulo 3). Las soluciones analíticas encontradas serán

la base, para trabajo a futuro, de soluciones numéricas más complicadas que se apegan más a la

realidad del comportamiento de un condensado de Bose-Einstein [1].

Estas soluciones analíticas nos darán idea del comportamiento y características de la ENLS y

1



CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN 2

nos ayudarán a focalizar diferencias puntuales con las soluciones de la ecuación lineal de Schrö-

dinger. En la búsqueda de estas soluciones se utilizaron algunos métodos numéricos para resolver

ecuaciones trascendentales o sistemas de ecuaciones no lineales (capítulo 4).

Finalmente, otro de los propósitos de este trabajo es fungir como un preámbulo en investiga-

ciones a futuro como la implementación de técnicas de Análisis Numérico para resolver la ENLS

en una dimensión para potenciales V (x) más complejos [1,6], describir fenómenos como la loca-

lización de Anderson a través de la ENLS [7], explorar transiciones de fase, estructuras de bandas

y explorar la dinámica de extensiones de la ENLS a tres dimensiones espaciales [2].



Capítulo 2

La ecuación no lineal de Schrödinger

En este capítulo hablaremos sobre el origen y los fundamentos físicos de la ecuación de Gross-

Pitaevskii, también conocida como ecuación no lineal de Schrödinger. Comenzaremos con el

concepto de Condensado de Bose- Einstein. En principio un condensado de Bose-Einstein es un

gas de partículas que se encuentran en el mismo estado cuántico. Este gas puede estar sujeto a

un potencial externo V (x), y para obtener una descripción más realista del comportamiento de

dicho gas podemos introducir en la ecuación de Schrödinger un pseudo potencial derivado de la

interacción entre las partículas que componen a dicho gas, esta interacción puede ser atractiva o

repulsiva. Al deducir el valor de la energía esperada del gas, considerando la interacción entre las

partículas, resulta un funcional de energía del sistema, este funcional se conoce como funcional

de Gross-Pitaevskii. Por último, utilizando el concepto de potencial químico, que relaciona la

variación de la energía de un sistema con respecto al número de partículas que lo componen se

obtiene la ecuación no lineal de Schrödinger.

2.1. Condensado de Bose-Einstein

Un condensado de Bose-Einstein consiste en un gas cuyas partículas son enfriadas a temperaturas

extremadamente bajas, muy cerca del cero absoluto. Estas partículas, al estar a temperaturas tan

bajas, tienden a ocupar simultáneamente el nivel más bajo de energía (estado fundamental) [8].

Las partículas que tienen este comportamiento son aquellas cuyo espín es entero (0, 1, 2, ...) y

se llaman bosones. Este fenómeno ha sido observado, por ejemplo, en gases alcalinos como el

3



CAPÍTULO 2. LA ECUACIÓN NO LINEAL DE SCHRÖDINGER 4

rubidio y el sodio [2, 3].

En resumen, un condensado de Bose-Einstein es un gas de bosones que están en el mismo

estado cuántico; entonces puede ser descrito por una misma función de onda [9, 10],

Ψ(x1, x2, · · · , xN , t) = ψ(x1)ψ(x2) · · ·ψ(xN)e−iEt/ℏ, (2.1)

donde Ψ es la función de onda de un conjunto de N partículas y es de cuadrado integrable, E es

la energía total del sistema, t es el tiempo y cada ψ(xi) es una función de onda de una partícula

con posición xi ∈ R3 (para i = 1, 2, · · · , N ). Cabe mencionar que cada ψ(xi) cumple con la

condición de normalización �
|ψ(xi)|2d3xi = 1. (2.2)

Supondremos que el hamiltoniano que describe el comportamiento de dicho conjunto de bo-

sones idénticos es [2]

H(N) =
N∑
i=1

(
p̂2i
2m

+ V (xi)

)
+

1

2

∑
1≤i<j≤N

v(xi − xj). (2.3)

Aquí p̂i = −iℏ∇ es el operador cuántico de momento lineal, V (xi) es un potencial externo,

localmente acotado y que sólo depende de xi (en experimentos disponibles V (xi) ∼ |xi|2 [10]).

El término v(xi − xj) representa un potencial repulsivo entre dos partículas, es esféricamente

simétrico, sólo depende de la separación entre ellas y decae más rápido que |xi − xj|−3 en el

infinito [10]. Por otro lado, m es la masa de las partículas, las cuales se considerarán idénticas.

Nótese que en la ecuación (2.3) el hamiltoniano H(N) no depende del tiempo; además, la primera

suma corresponde al hamiltoniano de la ecuación lineal de Schrödinger para un sistema de N

partículas, mientras que la segunda suma representa la interacción entre parejas de partículas.

2.2. Interacción entre partículas

Supongamos un potencial v = v(r), donde r es la distancia de separación de dos objetos, supon-

gamos que este potencial es repulsivo, esféricamente simétrico y que decae a cero más rápido que

1/r2. Si una partícula tiene una función de onda plana ψ(z) = Aeikz, que viaja en una dirección

z y se encuentra con un potencial de este tipo; entonces esto produce una onda esférica saliente,
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es decir, se da un fenómeno de dispersión. Las soluciones de la ecuación de Schrödinger de esta

situación son de la forma [9]

ψ(r, θ) ≈ A

[
eikz + f(θ)

eikr

r

]
,

para r muy grande comparada con el blanco dispersor. El número de onda k está relacionado con

la energía de las partículas incidentes mediante k =
√
2mE/ℏ.

La función f(θ) se conoce como la amplitud de dispersión y describe la probabilidad de dis-

persión dado un ángulo θ. Para encontrar a f(θ) es necesario resolver la ecuación de Schrödinger

para el potencial v(r). Por otro lado; la ecuación de Schrödinger para un potencial esféricamen-

te simétrico v(r) admite soluciones separables de la forma ψ(r, θ, ϕ) = R(r)Y m
l (θ, ϕ), donde

Y m
l (θ, ϕ) es un armónico esférico y u(r) = rR(r) satisface la ecuación radial

−ℏ2

2m

d2u

dr2
+

[
v(r) +

ℏ2

2m

d2u

dr2
l(l + 1)

r2

]
u = Eu.

Ahora, supongamos que v(r) = gδ(r − a), con g > 0 una constante, δ(r − a) es una delta de

Dirac y a es la localización de un centro dispersor (una partícula). Si asumimos que la dispersión

entre partículas es de baja energía; es decir, que la longitud de onda incidente es mucho más

grande que el rango de interacción de v(r), entonces el término centrifugo de la ecuación radial

puede despreciarse (l = 0) [9]. Luego, la ecuación radial es

−ℏ2

2m

d2u

dr2
+ gδ(r − a)u = Eu. (2.4)

Para resolver la ecuación de Schrödinger para el potencial gδ(r− a) hay que tomar en cuenta las

siguientes condiciones de frontera: ψ debe ser continua en r = a y ψ′ es discontinua en r = a.

Una vez que se resuelve la ecuación Schrödinger para el potencial gδ(r − a) y considerando las

condiciones antes mencionadas resulta que

f(θ) ≈ −aβ
1 + β

,

donde β = 2mag/ℏ2; por lo tanto σ = 4πa2β2/(1 + β)2. Tomando g = 4πaℏ2/m, obtenemos

una aproximación en la que domina el término de potencial de esfera dura.

Si la interacción v(xi − xj) en la ecuación (2.3) se aproxima como un potencial de la forma

gδ(r − a), con g = 4πaℏ2/m y a es el rango de alcance de interacción o longitud de dispersión;

entonces la ecuación (2.3) describirá el comportamiento de las partículas de un condensado de

Bose-Einstein como un conjunto de esferas duras.
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2.3. El funcional de Gross-Pitaevskii

De las ecuaciones (2.1) y (2.3) se sigue que el valor esperado de la energía es:

E = ⟨Ψ|H(N)|Ψ⟩ =

〈
N∏
i=1

ψ(xi)
∣∣H(N)

∣∣ N∏
i=1

ψ(xi)

〉
.

Es decir,

E =

� N∏
i=1

ψ∗(xi)

(
N∑
i=1

(
p̂2i
2m

+ V (xi)

)
+

1

2

∑
1≤i<j≤N

v(xi − xj)

)
N∏
i=1

ψ(xi)d
3x1 · · · d3xN

Tras aplicar los operadores correspondientes, aproximar el potencial repulsivo entre partículas

mediante una delta de Dirac como v(xi − xj) = gδ(xi − xj), con g ≥ 0 una constante, y

recordando que las partículas son idénticas y su función de onda cumple con la condición de

normalización (2.2); al desarrollar la expresión anterior obtenemos

E = N

�
ℏ2

2m
|∇ψ(x)|2+V (x)|ψ(x)|2d3x+N(N − 1)

2

�
gδ(xi−xj)ψ∗(xi)ψ

∗(xj)ψ(xi)ψ(xj)d
3xid

3xj.

Supondremos que N es muy grande, por lo que N − 1 ≈ N , y tomando ϕ(x) =
√
Nψ(x);

finalmente obtenemos

E =

�
ℏ2

2m
|∇ϕ(x)|2 + V (x)|ϕ(x)|2 + 1

2
g|ϕ(x)|4d3x (2.5)

A la cantidad expresada en (2.5) se le conoce como el funcional de Gross-Pitaevskii.

2.4. La ecuación no lineal de Schrödinger

De lo anterior, ahora la condición de normalización (2.2) se puede reescribir como

N =

�
|ϕ(x)|2d3x. (2.6)

Por otro lado, para un sistema termodinámico de N partículas, se define el potencial químico

µ como el cambio en la energía del sistema con respecto al número de partículas [11]; luego, una

variación en la energía δE del estado base del sistema se puede expresar de la siguiente manera:

δE = µGP
g δN. (2.7)
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Donde µGP
g es el potencial químico del sistema y equivale a la energía esperada del estado base

del sistema por partícula [10]; es decir, multiplicando la ecuación (2.5) por el factor 1/N se

obtiene

µGP
g =

1

N

�
ℏ2

2m
|∇ϕGP (x)|2 + V (x)|ϕGP (x)|2 + 1

2
g|ϕGP (x)|4d3x, (2.8)

con ϕGP (x) la función de onda del estado base para una partícula. Y además, de la definición de

la variación de Gateaux [12]:

δE = ĺım
ε→0

E(ϕ+ εϕ)− E(ϕ)

ε
y δN = ĺım

ε→0

N(ϕ+ εϕ)−N(ϕ)

ε
.

Entonces a partir de la ecuación (2.5) se puede derivar la expresión

δE = ĺım
ε→0

1

ε
{
�

ℏ2

2m

(
|∇ϕ|2 + 2ε∇ϕ · (∇ϕ)∗ + ε2|∇ϕ|2

)
+ V

(
|ϕ|2 + 2εϕϕ∗ + ε2|ϕ|2

)
+

1

2
g
(
|ϕ|4 + 4εϕϕ∗|ϕ|2 + 6ε2|ϕ|4 + 4ε3|ϕ|3 + ε4|ϕ|4

)
−
(

ℏ2

2m
|∇ϕ|2 + V |ϕ|2 + 1

2
g|ϕ|4

)
d3x}

Desarrollando y aplicando el límite resulta

δE =

�
ℏ2

m
∇ϕ · (∇ϕ)∗ + 2V ϕϕ∗ + 2gϕϕ∗|ϕ|2d3x (2.9)

El primer término del integrando de la ecuación (2.9) se puede reescribir de otra manera gracias

a la identidad de Green:
�
U

u∇2v +∇u · ∇vd3x =

�
∂U

u∇v · n̂d2x.

Tomando u = ϕ∗, v = ϕ y considerando que en una región U del espacio lo suficientemente

grande la función de onda ϕ puede tomarse como nula en la superficie ∂U (condición de frontera

necesaria para que se cumpla la condición de normalización); entonces
�
ϕ∗∇ϕ · n̂d2x = 0 ⇒

�
∇ϕ · (∇ϕ)∗d3x = −

�
ϕ∗∇2ϕd3x

De esta manera, la ecuación (2.9) se puede reescribir como

δE =

� (
−ℏ2

m
∇2ϕ+ 2V ϕ+ 2g|ϕ|2ϕ

)
ϕ∗d3x. (2.10)

Ahora bien, desarrollando la ecuación (2.6) se obtiene

δN = ĺım
ε→0

1

ε

(�
|ϕ|2 + 2εϕϕ∗ + ε2|ϕ|2 − |ϕ|2d3x

)
.
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Por lo tanto,

δN =

�
2ϕϕ∗d3x (2.11)

Entonces de las ecuaciones (2.7), (2.10) y (2.11) resulta

δE − µGP
g δN =

� (
−ℏ2

m
∇2ϕ+ 2V ϕ+ 2g|ϕ|2ϕ− 2µGP

g ϕ

)
ϕ∗d3x = 0.

De lo anterior se concluye que

− ℏ2

2m
∇2ϕ+ V ϕ+ g|ϕ|2ϕ = µGP

g ϕ. (2.12)

A la ecuación (2.12) se le llama la ecuación de Gross-Pitaevskii independiente del tiempo o tam-

bién como la ecuación no lineal de Schrödinger independiente del tiempo. Aquí, la constante g se

le conoce como la constante de acoplamiento no lineal y físicamente está relacionada con la lon-

gitud de dispersión a de las partículas y con el número de ellas N , de manera que g ∝ aN [1, 5].

Además a ∼ N−1 [2]. Una observación importante es que si no hay interacciones entre partículas

(g = 0) se recupera la ecuación usual de Schrödinger, y sus soluciones para el estado funda-

mental coinciden salvo el factor de normalización ϕ(x) =
√
Nψ(x) (ver las ecuaciones (2.8) y

(2.12)) [3]. Ahora bien, de la expresión anterior se puede inferir que el operador hamiltoniano

para el sistema de N partículas tiene la forma

Ĥ = − ℏ2

2m
∇2 + V (x) + g|ϕ(x)|2. (2.13)

Donde x ∈ R3. Luego, la ecuación (2.12) se puede escribir como Ĥϕ(x) = µGP
g ϕ(x). A partir de

la forma de Ĥ se tiene que la ecuación no lineal de Schrödinger dependiente del tiempo es

iℏ
∂

∂t
Φ(x, t) =

(
− ℏ2

2m
∇2 + V (x) + g|Φ(x, t)|2

)
Φ(x, t), (2.14)

donde Φ(x, t) = ϕ(x)e−iEt/ℏ y ϕ(x) cumple la condición de normalización (2.6). Si E = µGP
g ,

el potencial químico o la energía del estado base del sistema por partícula; entonces la ecuación

(2.14) se reduce a la ecuación (2.12).

Hasta aquí, hemos deducido la ENLS a partir de la descripción física del comportamiento de

un condensado de Bose-Einstein y algunas ideas del cálculo variacional; sin embargo, la búsqueda

de soluciones de la ecuación (2.12), en una dimensión y para algunos potenciales V (x), se tratará

en el siguiente capítulo.



Capítulo 3

Soluciones analíticas en una dimensión

Durante este capítulo analizaremos la obtención de soluciones analíticas para la ecuación no lineal

de Schrödinger (ENLS) en una dimensión espacial. Tal formulación describe, por ejemplo, el

comportamiento de ensambles de átomos ultra-fríos en una trampa transversal que los condiciona

a un grado de libertad. Esto en esencia es un condensado de Bose-Einstein en una dimensión

espacial [1, 6].

Nos enfocaremos principalmente en la obtención de las soluciones de la ENLS independiente

del tiempo para un sistema expuesto a distintos potenciales V (x). Primero estudiaremos el caso

en el que el potencial externo V (x) ≡ 0 en todo el espacio, a tal situación se le conoce como

partícula libre [9]. Luego, abordaremos el caso en el que V (x) es un pozo de potencial cuadrado

y obtendremos soluciones para el estado base del sistema (estado de menor energía); para esto

distinguiremos dos situaciones: cuando el potencial químico del sistema es negativo (µ < 0) y

cuando es idénticamente cero (µ = 0).

Es importante destacar que µ = 0 impone una condición sobre el valor de la constante de

acoplamiento no lineal g; ya que los estados sometidos a esta situación se hallan cerca del llamado

umbral de deslocalización [1], lo que influye en el valor de la constante de acoplamiento no lineal

g, e implícitamente en el número máximo de partículas que conforman un condensado de Bose-

Einstein sometido a un potencial V (x).

En este capítulo, únicamente trataremos el primer estado excitado de la ENLS para V (x) del

tipo pozo de potencial cuadrado y considerando el potencial químico µ = 0. Este primer estado

excitado corresponde a la solución impar para el sistema en cuestión.

9
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Finalmente abordaremos el caso en el que el potencial químico µ = 0 y V (x) tiene la configu-

ración de un pozo de potencial cuadrado con un potencial de tipo delta de Dirac en el centro [1].

3.1. La partícula libre, solución tipo solitón

Supongamos que en la ecuación no lineal de Schrödinger, en una dimensión, el potencial externo

V ≡ 0. En esta situación la ENLS tiene solución analítica; y una de las soluciones más simples es

la solución tipo solitón, esta consiste en una función en forma de onda solitaria. Dicha solución

se puede encontrar por medio del método de la Transformada de dispersión inversa [4, 13]. Este

método se puede consultar en [4] para resolver la versión simplificada de la ENLS independiente

del tiempo

− d2ϕ(x)

dx2
− 2|ϕ(x)|2ϕ(x) = µϕ(x), (3.1)

donde hemos tomado como ejemplo g = −2. Las condiciones que se impondrán a la solución

serán:

ĺım
x→±∞

ϕ(x) = 0. (3.2)

El hecho de que g < 0 implica que la interacción entre las partículas del sistema estudiado es

atractiva [4]. Cuando g > 0 la interacción es repulsiva, de acuerdo a lo visto en el capítulo (2), en

la formulación del modelo de esferas duras para un condensado de Bose-Einstein.

La solución de tipo solitón del problema anterior es una función hiperbólica:

ϕ(x) = Asech(Bx), (3.3)

donde A y B son constantes. Nótese que ϕ(x) definida en (3.3) cumple con las condiciones dadas

en (3.2) y además es continua en todo el espacio. Sustituyendo (3.3) en (3.1) se puede deducir

que B = A = ϕ(0) y además

−d
2ϕ(x)

dx2
− 2|ϕ(x)|2ϕ(x) = −A2ϕ(x).

Es decir, el potencial químico está dado por µ = −A2. Por lo tanto, según lo visto en el capítulo

2, la función

Φ(x, t) = Asech(Ax)eiA
2t (3.4)
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cumple con la ENLS dependiente del tiempo:

i
∂

∂t
Φ(x, t) = − ∂2

∂x2
Φ(x, t)− 2|Φ(x, t)|2Φ(x, t). (3.5)

Figura 3.1: Soluciones de tipo solitón de las ecuaciones (3.1) y (3.6) con sus respectivas condi-

ciones (3.2) y (3.7) para g = ±2 y A = 1.

De manera similar se puede tratar la ENLS independiente del tiempo; ahora tomamos como

ejemplo g = 2

− d2ϕ(x)

dx2
+ 2|ϕ(x)|2ϕ(x) = µϕ(x), (3.6)

con las condiciones

ĺım
x→±∞

ϕ(x) = ±A. (3.7)

Donde A es el valor de ϕ(x) en el infinito. La solución de tipo solitón del problema anterior

también es una función hiperbólica:

ϕ(x) = Atanh(Bx), (3.8)

con A y B constantes. Mediante (3.6), (3.7) y (3.8) se puede obtener que B = A y que µ = 2A2.

Luego, la función

Φ(x, t) = Atanh(Ax)e−2iA2t (3.9)
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es solución de la ENLS dependiente del tiempo:

i
∂

∂t
Φ(x, t) = − ∂2

∂x2
Φ(x, t) + 2|Φ(x, t)|2Φ(x, t). (3.10)

Tomando en cuenta la forma de la ecuación (2.14) se puede observar que el cambio en el valor

de la constante de acoplamiento no lineal tiene consecuencias importantes en la forma de las

soluciones. En la ecuación (3.5) g = −2 < 0, la parte espacial de la solución (3.4) es una función

par que decae a cero muy rápido cuando x → ±∞; mientras que en (3.10) g = 2 > 0, la parte

espacial de la solución (3.9) es una función impar que es asíntotica a ±A cuando x→ ±∞. En la

figura 3.1 se puede observar las gráficas de las partes espaciales de (3.4) y (3.9). Las soluciones

para valores de g ̸= ±2 tienen una forma similar a las expresiones en (3.4) y (3.9), y para una

versión más general se puede consultar la referencia [4].

3.2. Pozo de potencial cuadrado

Consideremos la ENLS independiente del tiempo en una dimensión

− 1

2

d2ϕ(x)

dx2
+ V (x)ϕ(x) + g|ϕ(x)|2ϕ(x) = µϕ(x), (3.11)

donde V (x) es el potencial cuadrado:

V (x) =

 −V0, |x| < R0

0, |x| ≥ R0

(3.12)

con V0 > 0 y R0 > 0. Si ϕ(x) es solución de la ecuación (3.11); entonces Φ(x, t) = ϕ(x)e−iµt es

solución de la ENLS dependiente del tiempo [1]; es decir, es solución de la ecuación

i
∂Φ

∂t
= −1

2

∂2Φ

∂x2
+ V (x)Φ + g|Φ|2Φ.

En seguida encontraremos las soluciones de (3.11) que representan las funciones de onda para

el estado base de un condensado de Bose-Einstein sometido al potencial externo dado por (3.12)

y para los casos en que µ < 0 y µ = 0. No abordaremos el caso en que µ > 0 debido a que

en dicha circunstancia no se generan estados discretos y las soluciones que se pueden obtener

tienden a un valor fijo distinto de cero cuando x → ±∞; se dice que dichas soluciones no están

localizadas [5]. En cambio, cuando µ < 0 y µ = 0 las soluciones tienden a cero cuando x→ ±∞
y se obtienen estados discretizados; entonces se dice que estas soluciones están localizadas. Es

por esta razón que cuando µ = 0, el sistema está cerca del umbral de deslocalización [1].
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3.2.1. Caso µ < 0

Supongamos que −V0 < µ < 0, abordaremos el problema por regiones: la región I será (−∞,−R0],

la región II será (−R0, R0) y la región III [R0,+∞). Comenzaremos con el análisis de la región

II y en adelante omitiremos la dependencia de ϕ en x.

Región II Como x ∈ (−R0, R0), se tiene que la ecuación (3.11) se puede escribir como

µϕ = −1

2

d2ϕ

dx2
− V0ϕ+ gϕ3. (3.13)

Multiplicamos por dϕ
dx

ambos miembros de la ecuación anterior y obtenemos

µϕ
dϕ

dx
= −1

2

d2ϕ

dx2
dϕ

dx
− V0ϕ

dϕ

dx
+ gϕ3dϕ

dx
.

La ecuación anterior es equivalente a

1

2
µ
d

dx
ϕ2 = −1

4

d

dx

(
dϕ

dx

)2

− 1

2
V0

d

dx
ϕ2 +

1

4
g
d

dx
ϕ4.

Al integrar con respecto a x esta última expresión obtenemos

µϕ2 = −1

2

(
dϕ

dx

)2

− V0ϕ
2 +

1

2
gϕ4 +

E

2
, (3.14)

donde E es una constante de integración. A partir de la ecuación (3.14) se puede obtener la

siguiente ecuación diferencial

dϕ

dx
=
√

−2 (µ+ V0)ϕ2 + gϕ4 + E. (3.15)

Una manera de conocer el valor de E es a través de valores conocidos de ϕ y dϕ
dx

en algún punto;

por ejemplo, si ϕ(0) = 0 y dϕ
dx
(0) = ϕx0. Entonces de la ecuación (3.15) se obtiene E = ϕ2

x0. Por

otro lado, la ecuación (3.15) es una ecuación diferencial separable [14] y resolverla es equivalente

a resolver � ϕ

0

dϕ̃√
ϕ2
x0 − 2 (µ+ V0) ϕ̃2 + gϕ̃4

=

� x

0

dx̃. (3.16)

Ahora bien, consideremos el cambio de variable ξ =
√

(1+m)g
2m(V0+µ)

ϕ̃ y tomaremos ϕ2
x0 =

2m(V0+µ)2

g(1+m)2
;

las cantidades ξ y ϕ2
x0 expresadas así, en términos de un parámetro m, permiten obtener una

expresión equivalente a la ecuación (3.16) pero con la forma estándar de una integral elíptica.
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Más adelante veremos que este parámetro m dependerá de las condiciones impuestas a ϕ en

x = −R0 y x = R0. Obsérvese que cuando ϕ̃ = 0 se tiene que ξ = 0 y que cuando ϕ̃ = ϕ se

tiene que ξ =
√

(1+m)g
2m(V0+µ)

ϕ. De esta manera, la ecuación (3.16) se puede escribir como

� √
(1+m)g

2m(V0+µ)
ϕ

0

dξ√
(1− ξ2)(1−mξ2)

=

√
2(µ+ V0)

1 +m
x. (3.17)

El miembro izquierdo de la ecuación (3.17) corresponde a la integral elíptica de Jacobi de primera

especie y al mismo tiempo es la función inversa del seno elíptico de Jacobi [15]; por tanto la

ecuación (3.17) también es equivalente a:

arcsn

(√
(1 +m)g

2m(V0 + µ)
ϕ

)
=

√
2(µ+ V0)

1 +m
x. (3.18)

Por lo tanto; aplicando la función seno elíptico de Jacobi (denotado como sn(·)) a ambos miem-

bros de la ecuación anterior, podemos obtener a ϕ como función de x:

ϕ(x) =

√
2m(µ+ V0)

g(1 +m)
sn

(√
2(µ+ V0)

1 +m
x

)
. (3.19)

La función ϕ(x) expresada en (3.19) es solución de la ecuación (3.13), donde V (x) = −V0.
Esto se puede demostrar sustituyendo (3.17) en (3.13) y teniendo en cuenta las propiedades de

las funciónes elípticas de Jacobi [15]. Ahora, definimos la cantidad

K(m) =

� π/2

0

dθ√
1−msen2(θ)

, (3.20)

donde m es el parámetro antes mencionado y que se denomina módulo elíptico. A K(m) se le

conoce como el cuarto de periodo natural de sn(·) [15]. Considerando esto, la función

ϕ(x) =

√
2m(µ+ V0)

g(1 +m)
sn

(√
2(µ+ V0)

1 +m
x+K(m)

)
(3.21)

también es solución de (3.13) en la región II.

Regiones I y III Primero analizaremos la región III, donde R0 < x; entonces, la ecuación

(3.11) toma la forma

µϕ = −1

2

d2ϕ

dx2
+ gϕ3. (3.22)
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Similarmente al caso de la solución de tipo solitón, podemos proponer como solución una función

hiperbólica [1]. En nuestro caso proponemos

ϕ(x) = Acsch(Bx+ C), (3.23)

donde A, B y C son constantes. Si sustituimos (3.23) en (3.22) obtenemos

A =

√
−2µ

g
y B =

√
−2µ.

La constante C se determina por las condiciones impuestas a ϕ en x = R0.

Análogamente al caso de la región III, en la región I (donde x < −R0) se puede probar que

ϕ(x) = Acsch(−Bx+ C) (3.24)

es solución de la ecuación (3.22); con A, B y C las mismas constantes que se obtienen para el

caso de la región III.

De los análisis hechos en las regiones I, II y III se tiene que la solución global de la ecuación

3.11 es

ϕ(x) =


ϕI =

√
−2µ
g
csch(−

√
−2µx+ C), x ≤ −R0

ϕII =
√

2m(µ+V0)
g(1+m)

sn

(√
2(µ+V0)
1+m

x+K(m)

)
, |x| < R0

ϕIII =
√

−2µ
g
csch(

√
−2µx+ C), R0 ≤ x

(3.25)

De la normalización de ϕ en todo el espacio y de las condiciones impuestas en x = ±R0:

ϕI(−R0) = ϕII(−R0), ϕII(R0) = ϕIII(R0), (3.26)

dϕI

dx
(−R0) =

dϕII

dx
(−R0),

dϕII

dx
(R0) =

dϕIII

dx
(R0), (3.27)

se obtienen los valores para m y C.

Entonces Φ(x, t) = ϕ(x)e−iµt, con ϕ(x) expresada en (3.25), es solución de la ENLS depen-

diente del tiempo.

3.2.2. Estado fundamental para µ = 0

Supongamos que µ = 0. Similarmente al caso en que µ < 0, analizaremos la ecuación (3.11)

(con el potencial V dado en 3.12) por regiones. Comenzaremos con la región II.
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Región II En esta región V (x) = −V0, se puede utilizar el mismo procedimiento que en el caso

de µ < 0; entonces, la solución de la ecuación (3.11) es simplemente

ϕ(x) =

√
2mV0

g(1 +m)
sn

(√
2V0

1 +m
x+K(m)

)
, (3.28)

donde m se determina a partir de las condiciones impuestas a ϕ(x) en x = −R0 y x = R0.

Por otro lado, una de las consecuencias de que µ = 0 es que el estado fundamental obtenido

se encuentra cerca del umbral de deslocalización, ya que todavía existe una discretización en los

estados del sistema, algo que no sucede cuando µ > 0, ya que esto sería un caso equivalente al de

la partícula libre. El hecho de que µ = 0 conlleva a que el valor de la constante de acoplamiento

no lineal g tome un valor específico que será calculado por medio de la normalización de la

función de onda obtenida al resolver la ENLS independiente del tiempo. Este valor de g es, de

hecho, un valor máximo y expresa la máxima cantidad de partículas que pueden ser atrapadas en

el pozo de potencial cuadrado debido a que g ∝ N , con N el número de partículas [1].

Regiones I y III Primero analizaremos la región III. En esta situación, la ecuación 3.11 toma

la forma
d2ϕ

dx2
= 2gϕ3.

Multiplicando por dϕ
dx

ambos miembros de la ecuación anterior obtenemos

d2ϕ

dx2
dϕ

dx
= 2gϕ3dϕ

dx
⇒ d

dx

(
dϕ

dx

)2

=
d

dx

(
gϕ4
)
.

Integrando con respecto a x y simplificando resulta lo siguiente:

dϕ

dx
=

√
gϕ4.

Esta es una ecuación diferencial separable y tiene como solución [14, 16]

ϕ(x) =
1

a+
√
gx
, (3.29)

donde a es una constante que depende de las condiciones impuestas a ϕ(x) en x = R0.

En la región I, donde x < −R0, se puede seguir el mismo tratamiento que en la región III, y

se obtiene como solución

ϕ(x) =
1

a−√
gx
. (3.30)
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Por lo tanto, la solución global de la ecuación (3.11), con µ = 0, es

ϕ(x) =


ϕI =

1

a−√
gx
, x ≤ −R0

ϕII =
√

2mV0

g(1+m)
sn
(√

2V0

1+m
x+K(m)

)
, |x| < R0

ϕIII =
1

a+
√
gx
, R0 ≤ x

(3.31)

la normalización de ϕ en todo el espacio y los parámetros m y a se pueden obtener a partir de las

siguientes condiciones:

ϕI(−R0) = ϕII(−R0), ϕII(R0) = ϕIII(R0), (3.32)

dϕI

dx
(−R0) =

dϕII

dx
(−R0),

dϕII

dx
(R0) =

dϕIII

dx
(R0). (3.33)

Más aún, podemos obtener el valor de m independientemente del valor de g. Para lograr esto

utilizamos las propiedades de las funciones elípticas de Jacobi [15] en las expresiones (3.32) y

(3.33), para x = R0:

1

a+
√
gR0

=

√
2mV0

g(1 +m)
sn

(√
2V0

1 +m
x+K(m)

)
, (3.34)

√
m

g

2V0
1 +m

cn

(√
2V0

1 +m
x+K(m)

)
dn

(√
2V0

1 +m
x+K(m)

)
=−

√
g(

a+
√
gR
)2 . (3.35)

Elevando al cuadrado (3.34) y sustituyendo en (3.35) la siguiente ecuación trascendental [1]:

√
m = sn

(√
2V0

1 +m
R0

)
. (3.36)

Esta ecuación se puede resolver por medio de un método numérico como el método de bisección,

de la secante o el método de Newton [17].

De las ecuaciones (3.34) y (3.35) también se puede obtener una ecuación para a:

a =
√
g

(
1 +m√
2mV0

−R0

)
(3.37)

Por último, la condición de normalización de la función de onda,
� +∞
−∞ |ϕ(x)|2dx = 1, implica la

siguiente ecuación para g:

g

2
√
V0

= −
√

2

1 +m

� √
2V0
1+m

R0

0

√
1−mξ2√
1− ξ2

dξ +
2

1 +m

√
V0R0 +

√
2m. (3.38)



CAPÍTULO 3. SOLUCIONES ANALÍTICAS EN UNA DIMENSIÓN 18

La integral en (3.38) es la integral elíptica incompleta de Jacobi de segunda especie [15]. De

aquí en adelante, denotaremos dicha integral como E(·|m), donde el punto en el argumento de E

indica el límite superior de la integral elíptica y m es el módulo o parámetro elíptico. Es decir, la

integral en la ecuación (3.38) se escribiría como E
(√

2V0

1+m
R0|m

)
.

Figura 3.2: Gráfica de la función de onda ϕ(x) correspondiente a la expresión (3.31) paraR0 = 1,

V0 = 2. Las líneas rojas muestran las fronteras entre las regiones I, II y III.

Tras hallar los valores de m, g y a por medio de (3.36), (3.38) y (3.37) respectivamente;

podemos sustituir sus valores en la expresión (3.31) y caracterizar completamente la función de

onda ϕ(x). La figura 3.2 muestra la gráfica de dicha función para R0 = 1 y V0 = 2, donde se

obtuvo m = 0.84956, g = 3.534 y a = 0.00625.

Las expresiones dadas en (3.25) y (3.31) son soluciones de la ENLS independiente del tiempo

con un pozo de potencial cuadrado para µ < 0 y µ = 0 respectivamente. En el caso en que µ < 0,

el valor de g es libre; mientras que cuando µ = 0, el valor de g está dado por la ecuación (3.38).

3.2.3. Primer estado excitado para µ = 0

El primer estado excitado para µ = 0 es una función impar que sólo cambia de signo en x = 0 [1].

Para resolver la ecuación (3.11) con el potencial en (3.12), y obtener esta función impar, podemos

seguir el procedimiento usado en la subsección anterior, y obtendremos una solución similar a la
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ecuación (3.31), la cual es una función impar si omitimos el factor K(m) en el argumento del

seno elíptico y cambiamos de signo la solución para la región I; es decir, obtendremos como

solución:

ϕ(χ) =


ϕI = − 1

a−
√
g1R0χ

, χ ≤ −1

ϕII = α
√

meV0

g1
sn (αz0χ) , |χ| < 1

ϕIII =
1

a+
√
g1R0χ

, 1 ≤ χ

(3.39)

Donde z0 =
√
V0R0, χ = x/R0 y α2 = 2

1+me
; me es el módulo elíptico correspondiente al

primer estado excitado para la ENLS con el potencial cuadrado. La cantidad z0 actúa como una

medida natural del sistema [1] y g1 es la constante de acoplamiento no lineal para el primer estado

excitado. Con estos cambios podemos expresar de manera más sintética la solución buscada de

la ENLS independiente del tiempo. Los valores de me y a son constantes que están sujetas a las

condiciones:

ϕI(−1) = ϕII(−1), ϕII(1) = ϕIII(1), (3.40)

dϕI

dx
(−1) =

dϕII

dx
(−1),

dϕII

dx
(1) =

dϕIII

dx
(1). (3.41)

De estas condiciones, obtenemos que me debe satisfacer la siguiente ecuación trascendental

sn2 (αz0) =
1

1 +me

. (3.42)

Para el primer estado excitado, en el umbral de deslocalización (µ = 0), al normalizar la función

de onda (3.39) en todo el espacio; es decir,
� +∞
−∞ |ϕ(χ)|2dχ = 1, se obtiene que el valor para g1

está dado por:
g1

2
√
V0

= α2z0 − αE (αz0|me) +

√
2me

1 +me

. (3.43)

El valor de a para la solución, también se puede calcular por medio de la ecuación (3.37).

En la figura 3.3 se muestra la gráfica de la solución ϕ para V0 = 2, R0 = 1 y para el primer

estado excitado. De las ecuaciones (3.42) y (3.43) se tiene que me = 0.090812, g1 = 1.271957 y

a = 0.9133844.

En la siguiente sección analizaremos a la ENLS para un pozo de potencial cuadrado con un

potencial repulsivo de tipo delta de Dirac ubicada en el centro.
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Figura 3.3: Función de onda ϕ(x) correspondiente a la expresión (3.39) para R0 = 1 y V0 = 2.

Las líneas rojas muestran las fronteras entre las regiones I, II y III.

3.3. Pozo de potencial cuadrado con una impureza tipo delta

de Dirac

Ahora analizaremos el caso en el que el potencial químico µ = 0 y el potencial V (x) consta de

un pozo de potencial cuadrado con una impureza en el centro representada por un potencial de

tipo delta de Dirac. Dicho potencial se representa como

V (x) =

 −V0 + βδ(x), |x| < R0

0, |x| ≥ R0

(3.44)

Donde nuevamente R0 > 0, V0 > 0 y β es una constante. Las soluciones de la ENLS indepen-

diente del tiempo en (3.11) con el potencial de (3.44) son similares a las obtenidas en la sección

anterior; salvo que ahora hay que considerar que se debe cumplir que la derivada de ϕ(x) debe

ser discontinua en el origen debido al potencial delta. Esta condición se expresa de la siguiente

manera [1, 9]:

ϕ′(0) = βϕ(0). (3.45)

Para satisfacer la ecuación (3.45) podemos remplazar K(m) por K(m) + γ en el argumento del
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seno elíptico sn(·) en la expresión (3.31), donde |γ| < K(m). Por tanto, la solución resulta:

ϕ(x) =


ϕI =

1

a−√
gx
, x < −R0

ϕII =
√

2mV0

g(1+m)
sn
(√

2V0

1+m
|x|+K(m)− γ

)
, |x| < R0

ϕIII =
1

a+
√
gx
, R0 < x

(3.46)

El parámetro γ representa un desplazamiento horizontal de la función de onda con respecto al

origen. De las ecuaciones (3.45) y (3.46) se puede deducir la relación que debe satisfacer γ:√
2

1 +m
(1−m) sn(γ) =

β√
V0

cn(γ)dn(γ). (3.47)

donde cn(·) y dn(·) son funciones elípticas de Jacobi [15] que se pueden definir como

cn(u) =
√
1− sn2(u) y dn(u) =

√
1−m2sn2(u).

Las soluciones de la ecuación (3.11) con el potencial en (3.44) también deben cumplir las

condiciones en (3.32) y (3.33). A partir de estas condiciones se puede obtener que el parámetro

m debe satisfacer
√
m = sn

(√
2V0

1 +m
R0 − γ

)
. (3.48)

Para encontrar m y γ se puede aplicar un método numérico al sistema de ecuaciones no lineales

(3.47) y (3.48), como el método de Broyden [17], el cual es una generalización del método de la

secante para más de una dimensión.

Por otro lado, al desarrollar la condición de normalización,
� +∞
−∞ |ϕ(x)|2dx = 1, y para el caso

en que β > 0 (esto denota un potencial delta repulsivo) [1], resulta la siguiente ecuación para g:

g

2
√
V0

= −
√

2

1 +m

[
E (γ|m) + E

(√
2V0

1 +m
R0 − γ m

)]
+

mβcn2 (γ)

(1−m)
√
V0

+
2
√
V0R0

1 +m
+
√
2m.

(3.49)

Por último, para obtener la constante a también se puede utilizar la ecuación (3.37).

Tras calcular los parámetrosm, γ, g y a, y utilizando la expresión (3.46) se obtiene la solución

ϕ(x) para la ecuación (3.11) con potencial en (3.44) para V0,R0 y β > 0 dados. Por ejemplo, para

V0 = R0 = 1 y β = 0.25 se obtiene que m = 0.47002, γ = 0.3773, g = 2.2242 y a = 0.76981;

la figura 3.4 muestra la función ϕ(x) correspondiente a los parámetros anteriores. Nótese que
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el potencial delta provoca que la derivada de ϕ(x) no sea continua en x = 0 a diferencia de

la solución en (3.31) (ver la figura 3.2); esto debido a la condición en (3.45). Sin embargo, la

solución en (3.46) también es una función par como lo es la solución en (3.31).

Figura 3.4: Función de onda ϕ(x) correspondiente a la expresión (3.46) para R0 = V0 = 1 y

β = 0.25. Las líneas rojas muestran las fronteras entre las regiones I, II y III.



Capítulo 4

Un breve análisis sobre la ENLS

En el primer capítulo estudiamos la formulación de la ENLS, la cual se obtuvo agregando un

término extra al hamiltoniano ordinario de la ecuación lineal de Schrödinger (ELS), lo cual está

expresado en la ecuación (2.3). Tal término representa la interacción entre los bosones que con-

forman un condensado de Bose-Einstein; esta interacción puede ser repulsiva o atractiva, y está

íntimamente relacionada con la constante de acoplamiento no lineal g. Esta constante aparece en

el funcional de Gross-Pitaevskii, ecuación (2.5), y en la ENLS independiente y dependiente del

tiempo, ecuaciones (2.12) y (2.14)).

Cuando g es muy cercana a cero, se puede apreciar que al resolver las condiciones de frontera

y de normalización impuestas a las soluciones de la ENLS, estas se aproximan a las soluciones

de la ecuación lineal de Schrödinger [1,6]. En este capítulo, observaremos el comportamiento de

la ENLS con valores de g cercanos a cero para el caso del pozo de potencial cuadrado.

También, resaltaremos el hecho de que en general las soluciones de la ENLS no forman un

espacio de Hilbert, como en el caso de la ecuación lineal de Schrödinger; es decir, la suma de

soluciones distintas de la ENLS no es solución de la ENLS.

4.1. Pozo de potencial cuadrado con g ≈ 0

Al resolver la ENLS con sus correspondientes condiciones de frontera, para el pozo de potencial

cuadrado, se obtienen expresiones que no se pueden simplificar cuando se toma directamente

como g = 0; es decir, a partir de las soluciones obtenidas en el capítulo 3, no se pueden obtener

23
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las soluciones para la ELS simplemente tomando g = 0. Sin embargo, podemos estudiar el

comportamiento de las soluciones de la ENLS cuando g es pequeña. Analizaremos la ecuación

(3.11) con potencial en (3.12) y considerando el caso en que µ < 0. La solución a este problema

está dada por la ecuación (3.25) con condiciones (3.26) y (3.27), y que junto con la condición de

normalización
� +∞
−∞ |ϕ(x)|2dx = 1, forman un sistema de ecuaciones no lineales con incógnitas

µ, m y C. Tal sistema de ecuaciones se puede resolver mediante el método de Broyden [17]

para valores fijos de g, V0 y R0. La tabla 4.1 muestra algunos valores de µ, m y C para valores

dados de g y con V0 = 1, R0 = 2; de aquí podemos notar que a medida que el valor de g

disminuye, también disminuyen los valores de µ y m. De hecho, la solución de la ELS para el

pozo de potencial cuadrado [9] con R0 = 2 y V0 = 1, en el estado base, tiene como eigen-energía

µ = −0.83425. Esto coincide con el comportamiento del valor de µ para la ENLS, y conforme g

se aproxima a cero, µ se aproxima al valor de la eigen-energía del estado base para la ELS.

g µ m C

3.41720 -0.08027 0.93586 -0.218448

1.13265 -0.50927 0.71572 -0.216182

0.72076 -0.61366 0.58055 -0.072152

0.56821 -0.65567 0.50755 0.017625

0.4085 -0.70204 0.41057 0.152706

0.1592 -0.78009 0.19696 0.57975

0.10073 -0.79956 0.13147 0.79875

0.0401 -0.82026 0.05545 1.24928

0.00275 -0.83328 0.00395 2.58282

Tabla 4.1: µ, m y C para ciertos valores de g con V0 = 1 y R0 = 2.

4.2. ENLS vs ELS

El resolver la ecuación lineal de Schrödinger independiente del tiempo(
− ℏ2

2m
∇2 + V

)
ϕ = Eϕ, (4.1)
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con ϕ : R3 → R, ϕ ∈ L2(R3) y con V un potencial escalar dado, es equivalente a resolver el

problema de eigen-valores [9, 18]:

Ĥϕ = Eϕ, (4.2)

donde Ĥ es el operador de la parte izquierda de la ecuación (4.1). Las funciones que resuelven

la ecuación (4.2) se conocen como eigen-funciones y tienen asociados valores específicos de

energía E, conocidos como eigen-energías. Esto trae como ventaja el hecho de que sea posible

expresar las soluciones de la ecuación (4.2) como una combinación lineal de las eigen-funciones

del operador Ĥ . Más aún, las eigen-funciones se pueden ortonormalizar utilizando como producto

interior
�
R3 ϕ1ϕ2d

3x, para algunas funciones ϕ1 y ϕ2. Es decir, el conjunto de soluciones de la

ELS independiente del tiempo forman un espacio de Hilbert. Esta cualidad también es propia de

la ELS independiente del tiempo para una dimensión [9].

Sin embargo, el caso de la ENLS independiente del tiempo(
− ℏ2

2m
∇2 + V + g|ϕ|2

)
ϕ = µϕ, (4.3)

es diferente: para un valor fijo g ̸= 0 y para un potencial escalar dado V , las soluciones de 4.3 no

forman un espacio de Hilbert. Por ejemplo, supongamos que ϕ1 y ϕ2 son soluciones de la ENLS

independiente del tiempo en una dimensión y en su versión simplificada(
−1

2

d2

dx2
+ V + g|ϕ|2

)
ϕ = µϕ, (4.4)

con µ1 el potencial químico asociado a ϕ1 y µ2 el potencial químico asociado a ϕ2. Entonces,

sustituyendo ϕ1 y ϕ2 en (4.4) obtenemos(
−1

2

d2

dx2
+ V + g|ϕ1 + ϕ2|2

)
(ϕ1 + ϕ2) = µ1ϕ1 + µ2ϕ2 + 3g

(
ϕ2
1ϕ2 + ϕ1ϕ

2
2

)
. (4.5)

El término 3g (ϕ2
1ϕ2 + ϕ1ϕ

2
2) de la la ecuación anterior no necesariamente es cero [5]; por lo que

el hamiltoniano de la ecuación (4.4)

H̄ =

(
−1

2

d2

dx2
+ V + g|ϕ|2

)
, (4.6)

no es un operador lineal. Pero si g ≈ 0, el último término de la ecuación (3.43) es pequeño y

la ENLS independiente del tiempo tiene un comportamiento aproximadamente lineal; por lo que

para g ≈ 0, la ecuación (4.4) tiene soluciones similares a las de la ELS independiente del tiempo
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en una dimensión. De hecho, a partir de las ecuaciones (3.17), (3.20) y (3.25) resulta que, cuando

g → 0, m → 0 y se obtienen funciones trigonométricas y exponenciales a partir de funciones

elípticas e hiperbólicas respectivamente. Es decir, obtenemos soluciones de la ELS para el pozo

de potencial cuadrado.

Para finalizar este capítulo, en la figura 4.1 mostramos el hecho de que se puede tener el estado

base y el estado excitado en coexistencia para las mismas condiciones a la frontera del pozo de

potencial [1].

Figura 4.1: Valor de g/2
√
V0 como función de

√
V0R (unidad natural) para el estado base, estado

base y dos potenciales tipo delta en el centro, y para el estado excitado sin potencial delta.

En la figura 4.1 se observa el valor de g para el estado base sin potencial delta, estado excitado sin

potencial delta, y estado base con dos potenciales delta en el centro con intensidades de 0.1 y 0.25

respectivamente. También se observa que el estado excitado tiene un comportamiento similar al

base con un potencial delta, y que podría buscarse una intensidad que lo igualara, pero no es

tema de este trabajo. Sin embargo, lo más importante es que después de
√
V0R = π/2

√
2 se

puede poner una línea vertical y se podrán encontrar para esa configuración tanto el estado base

y excitado, cada uno con su propia g en coexistencia. Este hecho es importante ya que en la

ENLS no se esperaba este tipo de comportamiento [1] y que merecerá estudios más profundos en

próximos trabajos que realizaré en un futuro.



Capítulo 5

Conclusiones y trabajo a futuro

A lo largo de este trabajo hemos estudiado las implicaciones de la constante de acoplamiento no

lineal, g, en la ENLS y sus soluciones. Podemos decir que la existencia de este término, en su

modelo teórico, representa una descripción más realista de un condensado de Bose-Einstein que

el obtenido a través de la ELS [2, 5]. Por otro lado, las soluciones de la ENLS tienen comporta-

mientos distintos a las soluciones de la ELS, como la aparición de estados no localizados [10];

además del hecho de que las soluciones de la ENLS no puedan formar un espacio de Hilbert; esto

debido a que en la ENLS, el operador (4.6) es no lineal. Aún así, para valores de g cercanos a

cero, la ENLS se comporta de manera aproximadamente lineal, y los valores de la energía aso-

ciados a los estados encontrados se aproximan a las eigen-energías correspondientes a su contra

parte lineal.

Esto último es motivo del uso de métodos numéricos para encontrar soluciones a la ENLS

independiente del tiempo [1]; ya que una solución de la ELS puede servir como una primera

aproximación de una posible solución de la ENLS para valores de g muy pequeños, y además

representa uno de los temas de investigación a futuro. Otro de los temas de investigación es el

estudio de fenómenos como la supresión de ondas debida la presencia de potenciales desorde-

nados, tal fenómeno se conoce como localización de Anderson y que se puede presentar en un

condensado de Bose-Einstein [7].

Es importante notar que, para la ENLS, se ha encontrado que es posible la coexistencia de

estados excitados [1], más específicamente en el caso del pozo de potencial cuadrado del capítulo

4; dicho comportamiento genera interés porque es algo inesperado en la ENLS y es motivo de

27
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investigación a futuro. También se conservan muchas propiedades de sistemas lineales como la

estructura de estados aún sin tener el principio de superposición y sus consecuencias. Resultados

como estos son importantes para el desarrollo de teoría y técnicas para resolver sistemas no

lineales similares como los solitones ópticos y la dinámica de fluidos. Por último, la investigación

relacionada a la ENLS también se puede enfocar al estudio de transiciones de fase, estructuras de

bandas o extensiones a tres dimensiones espaciales [2].
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