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Introducción

Escritas en un lenguaje fino y con lucidez, las ecuaciones de campo publicadas en no-

viembre de 1915 por el físico alemán Albert Einstein, representaron y representarán uno

de los grandes pilares de las teorías físicas; pues en ellas se concentra todo el formalismo de

la relatividad general (RG). Gracias a su elegancia matemática, las ecuaciones de campo

han sido capaces de superar las pruebas teórico-experimentales a las que han sido someti-

das, por mencionar algunas destacan, la deflexión gravitatoria de la luz [1], la corrección al

cálculo del perihelio de Mercurio [1] y el corrimiento al rojo gravitacional [2]; convirtiendo a

la RG en una teoría estándar de gravedad que funciona muy bien a escalas de distancia del

sistema solar [3]. Además, gracias a la validez de la existencia de las ondas gravitacionales

el pasado septiembre de 2015 en el Laser Interferometer Gravitational Wave Observatory

(LIGO) [4] fue posible comprobar experimentalmente la RG bajo un campo gravitacional

fuerte.

No obstante, pese a la gran estructura física y matemática que la RG aporta, algunas

investigaciones en cosmología y astrofísica, tales como el problema de la masa faltante

(materia oscura) [5], el periodo de inflación en épocas tempranas y la aceleración tardía

del Universo [6]; se han visto en la necesidad de proponer soluciones bajo el yugo de

teorías que modifican la gravedad, pues bajo el contexto de la relatividad general, estas

investigaciones no han encontrado respuestas plenamente satisfactorias.

En particular, las llamadas teorías de gravedad modificada f(R) [7] [8] se han enfocado

en dar cuenta de un modelo cosmológico que evite la inclusión de componentes oscuras y

de campos inflatónicos, para ello modifican la teoría de la relatividad general al sustituir

en la acción, el escalar de curvatura por una función de éste. Existen múltiples modelos

viii
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de f(R), por mencionar algunos destacan, Starobinsky [9], Hu-Sawicki [10], Tsujikawa [7]

[11] y el modelo exponencial [12].

Por otro lado, gracias a la detección directa de ondas gravitacionales por los interfe-

rómetros a LIGO/VIRGO [4], las recientes investigaciones han encauzado en proponer a

éstas como una manera para probar teorías de gravedad modificada [13] [14] [15] [16] [17]

[18] [19] [20] [21] [22].

Las ondas gravitacionales son ondulaciones en el espaciotiempo causadas por algunos de

los procesos más violentos y energéticos del Universo, tales como, la colisión de agujeros

negros, el colapso de núcleos estelares, los sistemas binarios de estrellas de neutrones coa-

lescentes o estrellas enanas blancas. Estas ondas viajan a la velocidad de la luz a través

del Universo y llevan consigo información sobre sus orígenes catastróficos, así como pistas

inestimables de la naturaleza de la gravedad en sí misma.

Motivada por todo el contexto previo, en esta tesis se abordó el estudio de la propagación

libre de las ondas gravitacionales en el límite de campo débil en un fondo de Minkowski

bajo el marco de las teorías f(R), dando paso a un formalismo de segundo orden para la

métrica y el escalar de curvatura. Este trabajo se describe a través de siete capítulos.

El capítulo uno contiene un repaso de la herramienta matemática necesaria para com-

prender los principios de la RG. El segundo capítulo describe la importancia y deducción

de las ecuaciones de campo a través de la variación de la acción de Einstein-Hilbert. En

el tercer capítulo se estudia el formalismo matemático de las ondas gravitacionales en el

yugo de la RG; mientras que, en el cuarto, se describen las teorías de gravedad modificada,

haciendo hincapié en las teorías f(R). El capítulo cinco contiene el desarrollo completo de

las ecuaciones escalares y tensoriales fundamentales de esta tesis, cuyo análisis se describe

minuciosamente en el capítulo seis. Finalmente, el último capítulo expone las conclusiones

y/o motivaciones futuras del presente trabajo.



Capítulo 1

Formalismo Matemático - Geometría

Diferencial

Los fenómenos naturales se estudian a través de teorías físicas compuestas de principios

empíricos y de simetrías. En particular, la teoría de la relatividad general es una teoría

física expresada de manera covariante que describe la geometría del espaciotiempo y la

gravitación a través de las ecuaciones de campo.

1.1. Espaciotiempo

Previo a la definición formal de las ecuaciones de campo, habrá que describir el fondo sobre

el que se trabajará. Este fondo es mejor conocido como espaciotiempo y se interpreta como

un conjunto 4-dimensional con elementos etiquetados por tres dimensiones de espacio y una

de tiempo [1]. Físicamente, representa al tejido sobre el cual existen eventos p separados

entre sí por una distancia s.

Matemáticamente, el espaciotiempo se define como un par (M,g), donde M es una varie-

dad diferencial 4-dimensional y g la métrica con signatura lorentziana sobre M [1] [23].

De manera informal, una variedad es un espacio con una topología complicada, que puede

ser curvo, pero que en regiones locales se comporta como Rn. Es decir, las variedades se

forman de la unión suave de parches coordenados que localmente son como Rn.

1



CAPÍTULO 1. FORMALISMO MATEMÁTICO - GEOMETRÍA DIFERENCIAL 2

Para precisar la definición de variedad habrá que hacer uso de los mapeos y las cartas.

Así, dados dos conjuntos M y N , un mapeo ϕ : M → N es una relación que asigna cada

elemento de M con un elemento de N . Estos mapeos pueden ser únicamente inyectivos,

suprayectivos; o bien, biyectivos; a éstos últimos se les conocen como difeomorfismos y

otorgan la estructura diferencial a las variedades [1] [23].

Una carta o sistema coordenado consiste de un subconjunto abierto U de un conjunto M

junto con un mapeo inyectivo ϕ : U → Rn tal que, la imagen ϕ(U) es un subconjunto

abierto en Rn [23].

A la colección indexada de cartas se le conoce como atlas y nos permite definir formalmente

a las variedades. Así, una variedad M es un conjunto M junto con un atlas (Uα, ϕα), tal

que (ver figura 1.1):

1. La unión de Uα es igual a M, es decir, Uα cubre M,

2. Si Uα∩Uβ ̸= ∅ entonces el mapeo diferenciable ϕα◦ϕ−1
β : ϕβ(Uα∩Uβ) → ϕβ(Uα∩Uα) ⊂

Rn.

Figura 1.1: Representación de variedad

Sobre M se definen funciones lineales f : M → R y curvas parametrizadas γ(t) con

el parámetro t, éstas últimas surgen de mapear intervalos en R sobre M. Al analizar el

cambio en el parámetro t de f actuando sobre cada punto en γ(t) se obtiene la derivada

direccional generalizada; a través de la cual se define el concepto de vector. Un vector ξ en

un punto p se entiende como el operador derivada direccional a lo largo de una curva γ a

la cual es tangente; así, ξ(f) es la derivada direccional de f a lo largo de γ en p [1] [23].
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A cada punto p ∈ M se le asocia un conjunto con todos los posibles vectores a éste y es

conocido como espacio tangente TpM. Este espacio puede ser identificado con el espacio

de las derivadas direccionales a lo largo de curvas que atraviesan p. Los elementos de

TpM son vectores contravariantes y en notación indicial se representan como vectores con

superíndices [1] [24].

A su vez, existe el espacio dual T ∗
pM cuyos elementos son todos los mapeos lineales que

actúan sobre vectores y que entregan valores reales, es decir ω : T ∗
pM → R. Los elementos

del espacio dual se conocen como vectores covariantes y su notación indicial se distingue

por tener los índices abajo [1] [24].

Por lo tanto, es posible expresar cada elemento X del espacio tangente y ω del espacio

dual como una combinación lineal de las bases e(µ) y θ(ν) respectivamente, lo que conduce

eventualmente a la definición de tensor [24] .

Un tensor tipo

 k

l

 es un mapeo multilineal que actúa sobre k-elementos de T∗
pM y

l-elementos de TpM, esto es: T : T ∗
pM× T ∗

pM× T ∗
pM× ...× TpM× TpM× TpM → R

[24].

Este grupo de mapeos multilineales se caracterizan por el número de componentes con las

que cuentan y por su rango de la siguiente forma [24]:

a) Escalares, si son tensores

 0

0

,

b) Vectores, si son tensores

 1

0

,

c) Co-vectores o 1-formas, si son tensores

 0

1

,

d) Métricas, si son tensores

 0

2

 simétricos y no degenerados ,

e) Formas diferenciales, si son tensores

 0

p

 con 0 ≤ p ≤ n completamente antisi-
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métricos.1

Entre variedades se pueden realizar múltiples mapeos, en particular los difeomorfismos, los

cuales inducen dos mapeos de gran importancia: el pull-back (ϕ∗) y el push-forward (ϕ∗);

y cuyas definiciones se enuncian a continuación [23]:

Considere dos variedades M y N y un campo vectorial X ∈ TpM. Se define el push-

forward de X(f) por ϕ como la composición del campo vectorial X evaluado en una

función f : N → R con el mapeo ϕ : M → N , es decir:

ϕ∗X(f) = X(ϕ∗f), (1.1)

mientras que, el pull-back de una uno-forma ω actúa sobre el campo vectorial X como:

ϕ∗ω(X) = ω(ϕ∗X), (1.2)

así, el pull-back de la métrica, dados dos campos vectoriales X y Y , se define como:

ϕ∗g(X, Y ) = g(ϕ∗X,ϕ∗Y ). (1.3)

Estos mapeos son importantes pues ayudan a definir la derivada de Lie que a su vez, como

se verá, establece la noción de isometría.

1.2. Derivada de Lie

Ya que en cada elemento p del espaciotiempo existe un espacio vectorial ξ ∈ TpM siempre

es posible encontrar una curva integral λ(t) dada una condición inicial. Una curva integral

λ(t) de un campo vectorial ξ sobre M con condición inicial λ(0) = p, es una curva que

pasa a través de p y tal que, para cada punto p(t) en esta curva, su vector tangente λ′(t),

coincide con el valor ξ|λ(t).

A su vez, ξ define una familia uniparamétrica de difeomorfismos ϕt : U → M que mapean

campos vectoriales X en p en ϕt∗X|ϕt(p).
1Un tensor Tij es simétrico si Tij = Tji; y antisimétrico si Tij = −Tji, donde Tij = T (e(i), e(j))
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Así, se define a la derivada de Lie de un campo vectorial ξ con respecto a X como [1]:

LξX|p = ĺım
t→0

X|p − ϕt∗X|p
t

, (1.4)

donde ϕt∗ representa el push-forward del vector X|p respecto al parámetro t. La derivada

de Lie LξX|p de un campo vectorial X depende de la dirección de ξ en el punto p y

en los puntos vecinos. Físicamente, esta derivada puede entenderse como la derivada en

un flujo de un fluido, donde los difeomorfismos representarían el "fluir sobre las curvas

integrales"[1].

Sin embargo, debido a la vinculación inevitable de la derivada de Lie con los campos

vectoriales ξ y su fuerte dependencia a las curvas integrales la convirtieron en una op-

ción descartable para representar la generalización del operador derivada parcial en las

variedades.

1.3. Conexión y Derivada Covariante

En la sección anterior se mencionó que la derivada de Lie es un operador no adecuado

para generalizar el concepto de derivada parcial, pues tiene dependencia con las curvas

integrales y los campos vectoriales. Por lo que, podría resultar tentador el hacer uso de

las derivadas parciales que forman la base coordenada de los espacios tangentes TpM, sin

embargo, éstas también son descartables pues tienen una dependencia con los sistemas

coordenados.

Por lo tanto, se requiere de una estructura adicional que permita lograr obtener el operador

derivada parcial; a esta estructura se le conoce como conexión lineal ∇: TpM× TpM →

TpM [1] [25]. Una conexión en un punto p ∈ M es una regla que asigna a cada campo

vectorial X en p un operador diferencial ∇X el cual mapea campos vectoriales arbitrarios

en campos vectoriales ∇XY donde [23]:

∇XY es un tensor en el argumento X, es decir, para cualquier función f, g y campos

vectoriales X, Y, Z se cumple que ∇fX+gYZ = f∇XZ+g∇YZ;
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∇XY es lineal en Y , es decir, para cualquier campo Y, Z y α, β ∈ R se satisface

∇X(αY + βZ) = α ∇XY + β ∇XZ;

Para cualquier función f y campo vectorial Y se cumple

∇X(fY ) = X(f)Y + f∇XY .

Donde ∇XY es la derivada covariante de Y en la dirección de X en p. La derivada

covariante requiere de una conexión que esté especificada en un sistema coordenado por

un conjunto de coeficientes Γσ
µν conocidos como coeficientes de la conexión [1], los cuales

en general cuentan, con n3 = 64 funciones independientes en la variedad para el caso de

n = 4 dimensiones.

La definición matemática de la derivada covariante del campo vectorial Y es:

Y σ
;µ = [∇Y ]σµ =

[
∂

∂xµ
Y σ + Γσ

νµY
ν

]
con µ = 0, 1, 2, 3, (1.5)

donde el último término representa a la generalización de la derivada parcial [1].

Cabe destacar que ni ∇X ni los coeficientes Γσ
µν representan tensores, pese a que ∇XY sea

uno de categoría (1,0) [24]. Note que es posible definir tantas conexiones como se deseen,

pues solo se necesita conocer cómo es el comportamiento de (1.5) sobre cada elemento

p en la variedad. La importancia de la conexión, no solo radica en su fundamental papel

para definir a la derivada covariante, sino que, además permite analizar el comportamiento

entre vectores que viven en espacios vectoriales a través del transporte paralelo.

1.4. Transporte Paralelo

Al hablar de la derivada es común pensar en una tasa de cambio respecto a algo; sin

embargo, para el caso de los tensores no es muy claro como estudiar este cambio y/o

comparación dados diferentes puntos en el espaciotiempo.

Gracias a la derivada covariante se puede cuantificar la tasa de cambio instantánea de un

campo tensorial a lo largo de una curva X del campo tensorial Y (i.e. ∇XY ). La idea de

transportar paralelamente un vector es posible gracias a la conexión, la cual define una
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manera específica de mantener un tensor constante a lo largo de una trayectoria. Así, a la

noción de mover un vector manteniéndolo constante se le conoce como transporte paralelo

[1].

La ecuación del transporte paralelo de un vector X a lo largo de una trayectoria xµ(λ) se

define como:

d

dλ
Xµ + Γµ

σρ

dxσ

dλ
Xρ = 0, (1.6)

es decir, si se satisface que ∇XY = 0, entonces Y será transportado paralelamente a lo

largo de X [1].

1.5. Curvatura

Hablar del transporte paralelo motiva la discusión de la llamada curvatura del espacio-

tiempo; el cual es un tensor que toma tres campos vectoriales y arroja otro; físicamente

mide cuán diferente es una variedad plana de una curva a través del transporte paralelo.

Esto es, si el transporte paralelo de un vector a lo largo de una curva regresa al mismo

vector de tal manera que su diferencia sea cero, entonces se dice que la variedad es plana.

Por el contrario, si el trasporte paralelo es distinto de cero se tiene una variedad curva.

Por lo que, es posible determinar si una variedad es curva o no, evaluando esta diferencia

al hacer el transporte paralelo en una curva cerrada.

El tensor de curvatura o tensor de Riemann se obtiene de la conexión ∇; y se caracteriza

por ser un tensor (1,3) y cuyo actuar sobre los campos vectoriales se describe como [1] [25]:

R(X, Y, Z) = R(X, Y )Z = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ +∇[X,Y ]Z, (1.7)

donde ∇X es la derivada covariante en dirección del campo vectorial X y ∇[X,Y ] representa

a la derivada covariante en dirección del conmutador; el cual se anula cuando X y Y son

tomados como vectores de una base coordenada.
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Existen ciertas propiedades del tensor de Riemann que vale la pena enunciar, sin embargo,

primero se definirá formalmente a la métrica; dejando para las secciones posteriores la

descripción de estas características.

1.6. Métrica

El espaciotiempo es una variedad Riemmaniana en la cual existe una colección de eventos;

sobre este tejido se definen funciones, espacios vectoriales, espacios duales, mapeos dife-

renciales y campos tensoriales; dentro de estos últimos existe una categoría muy particular

conocida como tensores métricos gµν con µ, ν = 0, 1, 2, 3.

El tensor métrico gµν : TpM× TpM → R es un tensor (0,2) definido en p ∈ M. Al campo

tensorial de tensores métricos se le conoce como métrica y satisface [1]:

Ser no degenerada, es decir, si en todo punto no existe un vector distinto de cero X

tal que, g(X, Y ) = 0, para todo Y ∈ TpM.

Ser simétrico, es decir g(X, Y ) = g(Y,X).

Si además cumple el ser positiva definida, i.e. g(X,X) > 0 para todo X ̸= 0 ∈ TpM,

entonces recibe el nombre de métrica Riemanniana; sin embargo, si existe X ̸= 0 tal que

g(X,X) < 0 entonces, se conoce como métrica pseudo-Riemanniana. Siendo esta última la

de mayor interés, pues es la que caracteriza al espaciotiempo. La métrica del espaciotiempo

plano o espacio de Minkowski se describe como [1]:

η = ηµνθ
µ ⊗ θν , (1.8)

donde θµ representa la base del espacio cotangente, y:

ηµν =


−1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 , (1.9)
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con esta métrica se define un producto interior sobre cada espacio tangente como

TpM: η(X, Y ) = X · Y .

En general, sobre un punto p en la variedad, la métrica g permite clasificar a los elementos

de TpM como:


g(X,X) > 0, X es tipo espacio: spacelike,

g(X,X) = 0, X es nulo: lightlike,

g(X,X) < 0, X es tipo tiempo: timelike,

(1.10)

esta clasificación es útil para estudiar la causalidad entre los eventos.

Observe que para los casos en los que el espaciotiempo no es de Minkowski, las componentes

de la métrica se denotan como gµν . Así, la distancia entre dos eventos en el fondo se obtiene

a través del elemento de línea ds2, definido como:

ds2 = gµνdx
µdxν con µ, ν = 0, 1, 2, 3. (1.11)

La importancia de la métrica se debe a diversos aspectos, por mencionar algunos destacan

[1], [25]:

1. La métrica determina la causalidad de los eventos.

2. La métrica permite el cálculo de la longitud de arco y del tiempo propio; el cual

se define como el tiempo medido por un observador que viaja junto con su línea de

mundo y cuya expresión matemática es:

τ =

∫ √
−ds. (1.12)

3. La métrica determina el movimiento de partículas prueba 2

4. La métrica relaciona el espacio de vectores con base eµ al espacio de formas o co-

vectores con base θν . Es decir, mapea vectores a vectores duales y viceversa, a través

de ella y su inversa.
2Modelo idealizado de un objeto cuyas propiedades físicas, a excepción de la que se esté estudiando,

son insignificantes; y que, por lo tanto, no influye en sí mismo en la geometría a través de la cual se mueve.
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1.7. Conexión de Levi-Civita

Cuando las variedades diferenciales están equipadas con una métrica se les puede asignar

una conexión de una manera particular al imponer una condición sobre ella y la conexión,

esto es, debe satisfacerse que ∇g = 0; lo cual implica que, cuando una variedad diferencial

satisface ∇g = 0, entonces existe una única conexión que es compatible con la métrica

gµν .

Si existe compatibilidad con la métrica y la conexión, se re-definen los coeficientes de ∇

en términos de gµν , asignándoles el título de símbolos de Christoffel, cuya expresión es la

siguiente [1]:

Γµ
νσ =

1

2
gµρ [gνρ,σ + gσρ,ν − gνσ,ρ] . (1.13)

A la conexión asociada a los coeficientes (1.13) se le conoce como conexión de Levi-Civita

[1].

Cabe mencionar que cuando en un sistema coordenado las componentes de la métrica

son constantes, entonces el tensor de Riemann se anulará. Análogamente, si el tensor de

curvatura se anula, entonces siempre será posible construir un sistema de coordenadas en

el que las componentes de la métrica sean constantes.

Por lo tanto, si al calcular el tensor de Riemann dada una métrica, éste se anula entonces,

se dice que la métrica es plana, si, por el contrario, éste no es cero, entonces se tiene una

métrica para un espaciotiempo con curvatura.

En resumen, hasta este momento se ha visto que al imponer que los conjuntos abiertos se

vean como Rn y que todas las cartas coordenadas estén unidas diferencialmente, se crea

un espacio topológico conocido como variedad; el cual está equipado con una gamma de

espacios tangentes y cotangentes, tensores de varios rangos y la posibilidad de tomar la

derivada de Lie.

Si a esta variedad se le agrega una métrica se obtiene una variedad Riemanniana o pseudo-

Riemanniana. Sin embargo, independientemente de la métrica, es posible proponer una

conexión que permita hacer derivadas covariantes; si, por el contrario, se impone com-
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patibilidad con la métrica, entonces solo existirá una única conexión que la satisfaga. Al

estudio de variedades con métricas y sus respectivas conexiones, se le llama geometría

(pseudo)-Riemanniana.

1.8. Ecuación Geodésica

Resulta familiar el hecho de que en el espaciotiempo euclidiano la distancia más corta

entre dos puntos sea la línea recta; sin embargo, en espacios curvos las trayectorias que

minimizan la distancia son conocidas como geodésicas y surgen como consecuencia de

transportar paralelamente el vector X sobre su propia curva integral, es decir, ∇XX = 0

[1].

La ecuación geodésica del vector X sobre la curva integral γ(λ), con λ el parámetro de la

curva, está dada por:

d2

dλ2
xµ + Γµ

ρσ

dxρ

dλ

dxσ

dλ
= 0 con µ = 0, 1, 2, 3. (1.14)

Existen varias sutilezas involucradas en la definición de distancia en un espaciotiempo;

por ejemplo, para trayectorias nulas3, la distancia siempre es cero; sin embargo, para

trayectorias como tiempo (timelike) es más conveniente usar el tiempo propio para redefinir

las geodésicas en términos de éste. Es decir, considerar a τ como el parámetro en lugar

de λ. Al hacer esto se tiene que el vector tangente es la 4-velocidad Uµ y así, utilizando

(1.11) y (1.12) se obtiene:

τ =

∫ √
−gµν

dxµ

dτ

dxν

dτ
dτ, (1.15)

de tal forma que al hacer la variación δτ y buscar los puntos estacionarios (δτ = 0) se

obtiene [1]:

d2

dτ 2
xµ + Γµ

ρσ

dxρ

dτ

dxσ

dτ
= 0, (1.16)

3Trayectorias que siguen las partículas sin masa, ds2 = 0
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la expresión anterior representa a la ecuación geodésica del vector X bajo la conexión de

Christoffel [1]. Por lo tanto, sobre una variedad con una métrica, el funcional extremal de

longitud serán curvas que transportan paralelamente sus vectores tangentes con respecto

a la conexión de Christoffel.

Una de las propiedades más importantes de las geodésicas se deduce del hecho de que dado

un elemento X|p, éste puede tener un carácter temporal, espacial o nulo gracias a (1.10).

Así, en un espaciotiempo con una métrica lorentziana, el carácter relativo a una métrica

compatible con la conexión - ya sea temporal, nulo o espacial -, nunca cambia. Además,

de la sección anterior, se sabe que los coeficientes de la conexión permiten derivar punto a

punto sobre el espacio de trabajo, en particular, si la métrica es compatible con la conexión,

el transporte paralelo preservará la norma de los vectores transportados paralelamente y

con ello la ortogonalidad.

1.9. Propiedades del Tensor de Curvatura

El tensor de curvatura sobre cualquier variedad se obtiene de la relación (1.7); sin embargo,

si se trabaja con una variedad diferencial con una conexión de Levi-Civita, las componentes

del tensor de curvatura se escriben en términos de los símbolos de Christoffel de la siguiente

forma [1]:

Rρ
σµν ≡ ∂µΓ

ρ
νσ − ∂νΓ

ρ
µσ + Γρ

µλΓ
λ
νσ − Γρ

νλΓ
λ
µσ. (1.17)

El tensor de Riemann con cuatro índices tiene n4 componentes en un espaciotiempo n-

dimensional y cumple con ser antisimétrico en µ, es decir:

Rρ
σµν = −Rρ

σνµ, (1.18)

además, gracias a la conexión de Levi-Civita surgen otras simetrías que reducen el número

de componentes independientes, enunciadas a continuación [1]:
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1. Antisimetría en sus primeros dos índices, es decir:

Rρσµν = −Rσρµν ,

2. Antisimetría en sus dos últimos índices, esto es:

Rρσµν = −Rρσνµ,

3. Simetría en el intercambio de su primer par de índices con el segundo, es decir:

Rρσµν = Rµνρσ,

4. La suma de permutaciones cíclicas de los tres últimos índices se anula, esto es:

Rρσµν +Rρµνσ +Rρνσµ = 0.

Al hacer un análisis de estas propiedades, se deduce que en 4 dimensiones espaciotempo-

rales [1], el tensor de Riemann cuenta con 20 componentes independientes que representan

los 20 grados de libertad en las segundas derivadas de la métrica y que no podrían des-

cartarse pese a una elección adecuada de coordenadas; lo cual, refuerza la idea de que el

tensor de Riemann mide la curvatura [1].

Además de las simetrías algebraicas, el tensor de curvatura obedece una identidad diferen-

cial conocida como identidad de Bianchi, descrita a continuación:

∇λRρσµν +∇ρRσλµν +∇σRλρµν = 0. (1.19)

Al contraer la relación anterior con la métrica en los índices ρ y µ, se obtiene:

∇λRσν + (−∇νRσλ) +∇µR
µ
σνλ = 0. (1.20)
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Si ahora se contrae la relación (1.20) en los índices σ y ν se llega a:

∇λR−∇µR
µ
λ + (−∇µR

µ
λ) = 0, (1.21)

la cual puede reescribirse como:

∇µ(2R
µ
λ − δµλR) = 0, (1.22)

así, a la relación (1.22) se le conoce como identidad de Bianchi dos veces contraída.

1.10. Tensor de Ricci y Escalar de Curvatura

Al contraer el tensor de curvatura con la métrica se obtiene el llamado tensor de Ricci,

expresado como [1]:

Rµν ≡ ∂ρΓ
ρ
µν − Γρ

λνΓ
λ
µρ − ∂νΓ

ρ
µρ + Γρ

λρΓ
λ
µν . (1.23)

El tensor de Ricci asociado con la conexión de Levi- Civita es simétrico, es decir Rµν = Rνµ.

Al contraer (1.23) se llega al escalar de curvatura R ≡ gµνRµν .

Finalmente, empleando las relaciones para el tensor de Riemann, Ricci, el escalar de Ricci

y la identidad de Bianchi, se define al tensor de Einstein como [24]:

Gµν ≡ Rµν −
1

2
gµνR, (1.24)

el cual es simétrico gracias a las simetrías del tensor de Ricci y la métrica [1]. Además, de

las identidades de Bianchi (1.22) el tensor Gµν satisface:

∇µGµν = 0. (1.25)
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1.11. Ecuación de Desviación Geodésica

En la Sección 1.8 se discutió a profundidad la importancia de las geodésicas, sin embargo,

poco se habló de la forma en la que éstas se comparan a fin de poder determinar una

aceleración relativa entre ellas. Para abordar esta discusión se necesita una familia de

geodésicas uniparamétricas, con parámetro γs(t)
4. A partir de las cuales se define una

superficie suave que representa al conjunto de puntos xµ(s, t) ∈ M, de tal forma que es

posible definir dos campos vectoriales. Los vectores tangentes a la geodésica determinados

por T µ = ∂xµ

∂t
y los vectores de desviación Sµ = ∂xµ

∂s
(ver Figura 1.2).

Figura 1.2: Desviación geodésica

Para comparar estas geodésicas, resultaría natural cuestionarse sobre la velocidad y/o

aceleración relativa entre ellas, cuyas expresiones son [1]:

V µ = (∇TS)
µ = T ρ∇ρS

µ, (1.26)

Aµ = (∇TV )µ = T ρ∇ρV
µ. (1.27)

4Es decir, para cada s ∈ R, γs es una geodésica parametrizada por el parámetro afín t. Donde, cualquier
parámetro que esté relacionado con el tiempo propio, se conoce como parámetro afín.



CAPÍTULO 1. FORMALISMO MATEMÁTICO - GEOMETRÍA DIFERENCIAL 16

Si además se considera a S y T como los vectores base de un sistema coordenado, entonces

su conmutador se anula [S, T ] = 0 y se cumple que [1]:

Sρ∇ρT
µ = T ρ∇ρS

µ,

de modo que, al sustituir Aµ en la expresión anterior, se obtiene [1]:

Aµ =
D2Sµ

dt2
= Rµ

νρσT
νT ρSσ. (1.28)

A la relación (1.28) se le conoce como ecuación de desviación geodésica e indica que

la aceleración relativa entre dos geodésicas vecinas es proporcional a la curvatura; en

principios físicos, esta ecuación se interpreta como la manifestación de fuerzas de marea.5

En el siguiente capítulo se abordará la importancia de los difeomorfismos a fin de obtener

el principio de covariancia, con el cual se asegura que todas las leyes de la física adoptan

la misma forma para todos los observadores, siempre que sus marcos de referencia estén

conectados a través de ellos.

5Fuerzas de marea: Fuerzas generadas debido a la no uniformidad del campo gravitacional y responsa-
bles de la existencia de las mareas en la Tierra.



Capítulo 2

Ecuaciones de Campo

En el capítulo anterior se mostró la herramienta matemática que utiliza la relatividad

general para sustentar sus principios físicos; sin embargo, pese a la gran cantidad de ele-

mentos que se expusieron, aún no se han presentado a plenitud las ecuaciones de campo;

las cuales, contienen toda la información que describe como la curvatura del espaciotiempo

actúa sobre la materia para manifestarse como gravedad; y como la energía y el momento

de las fuentes influyen en el espaciotiempo para crear la curvatura. Por ello, este capítulo

consistirá en la deducción y análisis de éstas.

Las ecuaciones de campo se pueden derivar de dos formas; la primera versa de una lógica

más física y hace uso de las relaciones para el tensor de Riemann, el tensor de Ricci y el

escalar de curvatura a fin de obtener el tensor de Einstein y relacionarlo con el tensor de

energía-momento; mientras que, la segunda consiste en emplear un principio variacional

sobre la acción de Einstein-Hilbert. En particular, para esta tesis se utilizará el segundo

método. Previo a este desarrollo se presentará el principio de equivalencia.

2.1. Principio de Equivalencia

Uno de los experimentos más importantes de la física fue el realizado por el científico

italiano Galileo Galilei en la Torre de Pisa; cuando al dejar caer dos esferas de diferente

masa demostró que cualquier objeto independientemente de su composición cae a la misma

17
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velocidad bajo un campo gravitacional. Dando paso a lo que actualmente se conoce como

principio de equivalencia débil, el cual afirma que la masa inercial1 y la masa gravitacional2

son iguales. Es decir, estableció el principio de equivalencia entre gravedad y aceleración

[24].

Años más tarde, este principio fue complementado al incorporarle las ideas de la rela-

tividad; para ello se hizo uso de un experimento hipotético en el cual se asumía que un

observador dejaba caer dos cuerpos; primero, dentro de una caja en presencia de un campo

gravitacional uniforme y después, dentro de una caja sellada herméticamente con acelera-

ción constante sin la presencia de campos gravitacionales. Para ambos casos, el observador

notaría que los dos cuerpos percibían el mismo comportamiento. Concluyendo que no hay

manera de discernir entre los efectos de un campo gravitacional uniforme y de los efectos

debidos a un marco uniformemente acelerado.

Einstein se dio cuenta de que para crear una teoría de gravedad completa, tenía que ex-

tender éste experimento a las demás leyes de la física, así, la generalización del principio

de equivalencia débil, establece que para vecindades suficientemente pequeñas del espacio-

tiempo, las leyes de la física se reducirán a las de la relatividad especial, y será imposible

detectar la existencia de un campo gravitacional mediante experimentos locales. A esta

extensión se le conoce como principio de equivalencia de Einstein [1].

Observe que estos argumentos son válidos bajo las condiciones de localidad (i.e. regiones

pequeñas del espaciotiempo) puesto que, al considerar regiones más grandes, en presencia

de campos gravitacionales no uniformes, se obtienen inhomogeneidades gravitacionales co-

nocidas como fuerzas de marea. Así, para el caso particular de la Tierra, si ésta estuviera

en un campo gravitacional uniforme, caería libremente y no tendría mareas. Esto es, la

presencia de las mareas son efectos no locales, porque surgen de la diferencia de la acele-

ración gravitatoria newtoniana de la Luna a través de la Tierra, o en otras palabras, de

la desviación geodésica cerca de la Tierra. Por lo tanto, las fuerzas de marea son el único

aspecto medible de la gravedad [24].
1Masa inercial: Se define de la 2a ley de Newton y se entiende como un parámetro que indica la

resistencia de inercia a la aceleración de un cuerpo sujeto a una fuerza.
2Masa gravitacional: Propiedad de un objeto o sistema que determina la fuerza de la interacción

gravitacional con otros objetos, sistemas o campos gravitatorios.
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Finalmente, al emplear el principio de covariancia para re-escribir las leyes de la física en

lenguaje tensorial a fin de hacerlas independientes de coordenadas, se obtiene el principio

de equivalencia fuerte, el cual indica que si la gravedad afecta a todas las partículas de la

misma manera, entonces ésta es universal; por lo que, es conveniente describirla como una

característica fundamental del espaciotiempo, en lugar de pensarla como una fuerza con-

vencional. Es decir, lo que se experimenta como gravedad es en realidad una manifestación

de la curvatura [1].

2.2. Tensor Energía - Momento

En la Subsección anterior se formalizó la idea de que la curvatura no puede negarse vía

el principio de equivalencia. En éste, se mencionó la importancia del uso de tensores,

los cuales se destacan por no tener ninguna dependencia con el observador. No obstante,

existen cantidades que no son invariantes bajo cambios de coordenadas; por mencionar

algunas destacan, la energía E y el 3-momento p. En esta Sección se describirá al tensor

que contiene toda la información sobre la energía y el momento de las fuentes; el llamado

tensor de energía momento

El 4-momento de una partícula se define como:

pµ = mUµ con µ = 0, 1, 2, 3, (2.1)

con Uµ la 4-velocidad y m la masa de la partícula que es una cantidad fija independien-

temente del marco inercial. En un marco en reposo se satisface que E = mc2 para un

espaciotiempo plano, pero se ha establecido que c = 1, entonces se tiene que p0 = m = E;

por lo tanto, la energía de una partícula corresponde a la componente temporal del mo-

mento. Mientras que, para un marco en movimiento se deben determinar las componentes

de pµ para obtener una descripción completa del tensor Tµν .

A menudo se trabaja con múltiples partículas, por lo que, es conveniente describirlas

a través de un sistema que sea capaz de estudiar todas las posibles 4-velocidades y 4-

momentos involucrados. Este sistema se propone como un fluido perfecto.
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Un fluido perfecto satisface el ser homogéneo, no viscoso, incapaz de conducir calor, ser

estacionario, incompresible e irrotacional; de modo que, puede especificarse completamente

a través de dos cantidades: la densidad de energía ρ y la presión isotrópica p.

Ya que este sistema está compuesto por múltiples partículas, resulta insuficiente un campo

vectorial de 4-momentos para describir todos los términos de energía. Por ello, se utiliza un

tensor simétrico (2, 0) conocido como tensor de energía-momento T µν ; cuyas componentes

espaciales T ij representan los flujos de momento; así, la componente T 00 corresponde al

flujo de p0 en la dirección temporal x0. Los elementos fuera de la diagonal se asocian a los

términos de corte, los cuales se anulan pues no se ha supuesto viscosidad.

Un término como T 11 da la componente x de la fuerza ejercida por unidad de área de un

elemento del fluido en esa dirección y, ya que la presión tiene 3 componentes en el marco

en reposo y además es isotrópica, todas las componentes espaciales distintas de cero serán

iguales, T 11 = T 22 = T 33 = p. Haciendo que, los únicos números independientes sean

T 00 = ρ y T ii = p.

Por lo tanto, el tensor de energía-momento de un fluido perfecto, en su marco en reposo y

en un fondo plano, toma la siguiente forma [1]:

T µν =


ρ 0 0 0

0 p 0 0

0 0 p 0

0 0 0 p

 ; (2.2)

la expresión general de T µν bajo cualquier marco de referencia es:

T µν = (ρ+ p)UµUν + pηµν . (2.3)
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2.3. Acción de Einstein-Hilbert

En física, la acción S es un funcional que se construye a través de la densidad lagrangiana

L integrada en el tiempo. Al considerar una teoría de campos en la que la variable dinámica

corresponda a un conjunto de campos Φi(x), esta acción se representa como [1]:

S =

∫
L(Φi,∇Φi)

√
−gd4x. (2.4)

Con d4x
√
−g el elemento propio de volumen en un espaciotiempo curvo [24] y g es el

determinante del tensor métrico.

A partir de esta cantidad S se puede obtener un resultado muy importante conocido como

el principio de mínima acción o el principio variacional de Hamilton que establece que

un sistema seguirá aquella trayectoria que extremice la acción, es decir δS = 0; donde

δ representa la variación de cualquier parámetro particular del sistema por una cantidad

infinitesimal lejos del valor tomado por el parámetro cuando la integral (2.4) es un extremo

[26].

En el contexto de la RG, la variable dinámica corresponde a la métrica, por lo que, se

debe determinar qué escalares se pueden hacer a partir de ella para que funcionen como

lagrangiano. Para determinar este escalar, se parte del hecho de que las ecuaciones del

campo gravitatorio deben contener derivadas no mayores al segundo orden de los campos

Φ.

Pese a que el escalar de curvatura R contiene primeras y segundas derivadas de la métrica,

éstas últimas se presentan de forma lineal. Gracias a esta linealidad, la integral del escalar

puede transformarse mediante el teorema de Gauss, a una integral de una expresión que

no contenga las segundas derivadas [27]. Por lo tanto, se propone a R como el escalar que

funcionará como lagrangiano. Teniendo esto en cuenta, se llega a la acción de Einstein-

Hilbert [1]:

S =

∫
d4x

√
−gR. (2.5)
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A partir de la acción anterior se determinan las ecuaciones de campo; para ello se debe

hacer la variación de (2.5) respecto a la métrica, es decir:

δS =

∫
d4xδ(

√
−gR),

=

∫
d4xδ(

√
−g)R +

∫
d4x

√
−gδ(R),

=

∫
d4xδ(

√
−g)R +

∫
d4x

√
−gδ(gµνRµν), (2.6)

donde se ha utilizado que R = gµνRµν . Para poder aplicar el principio de mínima acción

es necesario tener en cuenta algunos detalles, a saber, las siguientes propiedades serán de

gran utilidad:

δ(
√
−g) =

√
−g

2
gµνδgµν =

√
−g

2
gµν(−gγµgσνδg

σγ)

= −
√
−g

2
(gγ

νgσνδg
σγ) = −

√
−g

2
(gγσδg

σγ), (2.7)

y para δR se cumple que:

δR = δ(Rµνg
µν) = δ(Rµν)g

µν + δ(gµν)Rµν , (2.8)

donde:

δ(Rµν)g
µν = gµνδ(Γα

µν,α − Γβ
µβ,ν)

= gµν(δΓα
µν),α − gµα(δΓβ

µβ),β

= (gµνδΓα
µν − gµαδΓβ

µβ);α, (2.9)

por lo tanto:

δR = δgµνRµν + (gµνδΓα
µν − gµαδΓβ

µβ);α. (2.10)
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Al sustituir (2.10) en la segunda integral de (2.6) se obtiene:

∫
d4x

√
−gδR =

∫
d4x

√
−g

[(
gµνδΓα

µν − gµαδΓβ
µβ

)
;α
+ δgµνRµν

]
=

∫
d4x

√
−g
(
gµνδΓα

µν − gµαδΓβ
µβ

)
;α
+

∫
d4x

√
−gRµνδg

µν (2.11)

Así, la primera integral de (2.11) se aborda con la variación de los símbolos de Christoffel

definidos por:

δΓα
µν = −1

2

[
gβµ∇ν(δg

βα) + gβν∇µ(δg
βα)− gµλgνσ∇αδgλσ

]
, (2.12)

y se llega a:

∫
d4x

√
−g
(
gµνδΓα

µν − gµαδΓβ
µβ

)
;α
=

∫ √
−gd4x∇α

(
gµν∇α(δgµν)−∇β(δg

αβ)
)
. (2.13)

La expresión (2.13) es una integral con respecto al elemento de volumen de la divergencia

covariante de un vector; de acuerdo al teorema de Stokes, esto es igual a una contribución de

frontera en el infinito, que se puede establecer en cero haciendo que la variación desaparezca

en el infinito (δS = 0). Por lo tanto, este término no contribuye en nada a la variación

total 3 [1].

Para abordar la primera integral de (2.6) se utilizará la relación (2.7), obteniendo:

∫
d4xδ(

√
−g)R =

∫
−
√
−g

2
gµνδg

µνRd4x. (2.14)

3En realidad, el término límite incluiría no solo la variación métrica, sino también su primera derivada,
que tradicionalmente no se establece en cero. Sin embargo, para los propósitos actuales no es relevante. Si
se quisiera considerar lo que sucede en el límite, se tendría que incluir un término adicional en la acción
[1].
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De modo que la variación completa de la acción será:

δS =

∫
−d4x

√
−g

2
gµνRδgµν +

∫
d4x

√
−gRµνδg

µν

=

∫
d4x

√
−g

[
Rµν −

1

2
gµνR

]
δgµν . (2.15)

Finalmente, al emplear la condición del principio de mínima acción δS = 0 se obtienen las

ecuaciones de campo con Tµν = 0:

Rµν −
1

2
gµνR = 0. (2.16)

Para el caso en el que se tengan fuentes, se deberá modificar la acción (2.5) para agregar

los términos de materia, proponiendo como acción a:

S =
1

16πG
SH + SM(gµν ,Ψ), (2.17)

donde SH representa la acción de Einstein-Hilbert y SM corresponde a la acción debida a

los campos de materia Ψ incluidos en la teoría. Estos campos obedecen a ecuaciones que

pueden expresarse como relaciones entre tensores sobre M, en las que todas las derivadas

con respecto a posición sean derivadas covariantes con respecto a la conexión definida por

la métrica g [23]. Por su puesto, que se deberían de incluir todos los campos que se han

observado experimentalmente, sin embargo, se podría postular la existencia de campos

aún no detectados, por ejemplo, campos escalares [28].

La variación de (2.17) es:

1√
−g

δS

δgµν
=

1

16πG
(Rµν −

1

2
gµνR) +

1√
−g

δSM

δgµν
= 0, (2.18)
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para δSM se cumple:

 δSM

δgµν
= −

√
−g
2

Tµν ,

δSM

δΨ
= 0,

(2.19)

entonces, se tiene que:

Tµν =
−2√
−g

δSM

δgµν
. (2.20)

Finalmente, al hacer δS = 0 se deducen las ecuaciones de campo

Rµν −
1

2
Rgµν = 8πGTµν . (2.21)

Las ecuaciones de campo se entienden como 10 ecuaciones diferenciales, parciales, no li-

neales, no homogéneas, de segundo orden acopladas.

Independientemente de la vía que se elija para su deducción, los términos involucrados son

las componentes del tensor de Ricci Rµν , gµν la métrica del espacio-tiempo, R el escalar

de curvatura y Tµν el tensor de energía momento.

Las 10 ecuaciones codifican las 10 componentes de la métrica, (pues los tensores involucra-

dos en (2.21) tienen dos índices simétricos). Sin embargo, ya que la identidad de Bianchi

∇µGµν = 0 representa 4 constricciones en Rµν(x) entonces solamente habrá seis ecuaciones

independientes para gµν [1].

Por lo tanto, si una métrica es solución a las ecuaciones de campo en un sistema coordenado

xµ, también lo será en otro sistema xµ′ . Esto significa que hay cuatro grados de libertad

no físicos en las 10 componentes de gµν representados por las cuatro funciones xµ′
(xµ) [1].

Físicamente, las ecuaciones de campo gravitacional relacionan la curvatura del espacio-

tiempo con las fuentes gravitatorias; así, las fuentes estarán completamente descritas por

el tensor energía-momento, mientras que la geometría espacio-temporal se estudiará per-

fectamente a través del tensor de curvatura.



Capítulo 3

Límite de Campo Débil y Propagación

Libre de Ondas Gravitacionales

El formalismo matemático de las ondas gravitacionales parte con la aproximación de campo

débil; la cual permite estudiar la dinámica del espaciotiempo a través del comportamiento

de una perturbación hµν en la métrica. Este análisis se realiza con ayuda de las ecuaciones

de campo linealizadas.

Es importante mencionar que pese a que las predicciones físicas de las ecuaciones de campo

son las mismas en todos los sistemas de coordenadas; la cantidad de trabajo a realizar para

obtenerlas, podría ser considerablemente más complejo si se hace una elección incorrecta

de coordenadas. Por lo tanto, es extremadamente conveniente que el primer paso en la

solución de cualquier problema en RG sea utilizar inteligentemente la libertad de elección

de coordenadas que simplifiquen los cálculos [24].

Así, a fin de utilizar esta libertad, se impondrán dos requisitos, el primero de ellos consistirá

en exigir que la métrica en un campo gravitacional débil sea invariante de Lorenz.

El segundo requisito versará en implementar la invariancia de norma, es decir, utilizar la

libertad de elección a fin de construir una perturbación nueva hµν en un sistema coordenado

adecuado sin alterar el comportamiento físico.

26
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3.1. Ecuaciones de Campo Gravitacional Linealizadas

Un campo gravitacional débil se expresa al descomponer el tensor métrico en una métrica

plana más una perturbación, es decir:

gµν = ηµν + hµν , (3.1)

donde ηµν es la métrica de Minkowski con signatura (-1,1,1,1) y hµν es el término asociado a

la perturbación que satisface |hµν | ≪ 1 bajo esta selección de coordenadas, lo que conduce

a la siguiente relación a primer orden en la perturbación:

gµν = ηµν − hµν , (3.2)

con hµν=ηµρ ηνσ hρσ.

La métrica expuesta en (3.1) debe ser invariante ante rotaciones y boost espacio-temporales;

es decir, se exige una invariancia de Lorentz. Ya que (3.1) está formada por dos partes, es

preciso notar que la parte correspondiente a la métrica ηµν es invariante de Lorentz, por

lo que, lo único que resta es exigir que la perturbación satisfaga hµ′ν′ = Λµ′
µ Λν′

ν hµν ; es

decir que se transforme como un tensor (0,2) bajo las transformaciones de Lorentz; y así

asegurar que gµν sea invariante de Lorentz.

Para determinar la ecuación de movimiento que satisface la perturbación hµν se deben de

examinar las ecuaciones de campo a primer orden; entonces, se parte de los símbolos de

Christoffel a primer orden en la perturbación están dados por [1]:

Γρ(1)
µν =

1

2
ηρλ(∂µhνλ + ∂νhλµ − ∂λhµν). (3.3)

Ya que los coeficientes de la conexión son cantidades de primer orden, las únicas contri-

buciones al tensor de Riemann vendrán de las derivadas de los términos a primer orden,

pues el resto de ellos son cuadráticos en h.
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De esta forma, se llega a la expresión matemática para el tensor de Riemann a primer

orden en la perturbación [1]:

R(1)
µνρσ =

1

2
(∂ρ∂νhµσ + ∂σ∂µhνρ − ∂σ∂νhµρ − ∂ρ∂µhνσ). (3.4)

Al calcular la traza del tensor de Riemann contrayendo sobre µ y ρ se obtiene el tensor de

Ricci:

R(1)
µν =

1

2
(∂σ∂νh

σ
µ + ∂σ∂µh

σ
ν − ∂µ∂νh−□hµν). (3.5)

Además, se cumple que:

h = ηµvhµv = hµ
µ. (3.6)

Note que la expresión (3.5) es simétrica en µ y ν, y que la relación (3.6) representa la traza

de la perturbación. Al contraer el tensor de Ricci, se llega al escalar de curvatura, dado

por:

R(1) = ∂µ∂vh
µv −□h, (3.7)

con □ ≡ −∂2
t + ∂2

x + ∂2
y + ∂2

z . Lo que conduce a la construcción del tensor de Einstein

descrito por [1]:

G(1)
µν = R(1)

µν − 1

2
ηµνR

(1),

=
1

2
(∂σ∂νh

σ
µ + ∂σ∂µh

σ
ν − ∂µ∂νh−□hµν − ηµν∂ρ∂λh

ρλ + ηµν□h). (3.8)

Esto permite escribir las ecuaciones de campo linealizadas, representadas de la siguiente

forma [1]:

G(1)
µν = 8πTµν . (3.9)
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Note que no se han incluido correcciones de orden superior al tensor de energía-momento

porque la cantidad de energía y momento debe ser en sí misma pequeña para el límite de

campo débil, donde se satisface que las fuentes no provocan interacción fuerte, es decir, la

curvatura no es tan grande. En otras palabras, el orden más bajo no desvanescente en Tµν

es automáticamente del mismo orden que la magnitud de la perturbación.

3.2. Invariancia de Norma

Es prudente cuestionarse si la representación de la perturbación (3.1) es única; puesto que,

en esta relación no se establece un sistema coordenado preferencial, lo que implica que

puede existir otro sistema coordenado en el que (3.1) se satisfaga pero con una perturbación

h′
µν tal que hµν ̸= h′

µν ; y que siga satisfaciendo que |h′
µν | ≪ 1. Este detalle conduce a la

noción de invariancia de norma.

La invariancia de norma, en este contexto, se caracteriza a través de un difeomorfismo

ϕ que relacione el espaciotiempo plano de fondo Mb con la métrica de Minkowski y el

espaciotiempo físico Mp con una métrica gαβ que obedece las ecuaciones de Einstein.

Cada uno equipado con un campo tensorial y coordenadas xµ y yα respectivamente. La

implementación de este difeomorfismo ϕ = Mb → Mp resulta conveniente para realizar el

pull-back (ϕ∗g)µν de la métrica física, y así crear una teoría linealizada que tome lugar en

un espaciotiempo de fondo plano (ver Figura (3.1)).

Figura 3.1: Representación del pull-back de la métrica
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Así, la perturbación (3.1) en términos de este pull-back toma la siguiente forma [1]:

hµν = (ϕ∗g)µν − ηµν , (3.10)

es decir, la perturbación resulta de la diferencia entre el pull-back de la métrica física y el

de una métrica plana. Note que la relación anterior no asegura que las componentes de hµν

sean pequeñas, sin embargo, si los campos gravitacionales son débiles en Mp entonces para

algunos difeomorfismos se cumplirá la condición |hµν | ≪ 1. Además, si gαβ satisface las

ecuaciones de campo en el espacio físico, entonces hµν obedecerá las ecuaciones linealizadas

sobre el espaciotiempo plano [1].

Se ha establecido que se requieren difeomorfismos que cumplan que |hµν | ≪ 1, pero es

justo este el problema de la invariancia de norma, pues existen múltiples difeomorfismos

permisibles entre los dos espaciotiempo.

Para puntualizar los requisitos del difeomorfismo se debe plantear un requerimiento en

términos de la derivada de Lie; para ello se considera un campo vectorial ξµ(x) en el

espaciotiempo de fondo, el cual genera una familia de difeomorfismos Ψϵ : Mb → Mb

para ϵ suficientemente pequeña. Es decir, esta familia uniparamétrica de difeomorfismos

Ψϵ proveen diferentes representaciones de la misma situación física mientras se mantenga

la perturbación pequeña.

Se define a la familia de perturbaciones parametrizadas por ϵ como:

hϵ
µν = [(ϕ ◦Ψϵ)

∗g]µν − ηµν ,

= [Ψ∗
ϵ(ϕ

∗g)]µν − ηµν . (3.11)

Usando el hecho de que (ϕ∗g)µν = hµν + ηµν se tiene que:

hϵ
µν = Ψ∗

ϵ(h+ η)µν − ηµν ,

= Ψ∗
ϵ(hµν) + Ψ∗

ϵ(ηµν)− ηµν . (3.12)
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Ya que se consideran ϵ suficientemente pequeñas, se sigue que Ψ∗
ϵ(hµν) = hµν al orden más

bajo en la expansión, pero, además observe que Ψ∗
ϵ(hµν) − ηµν conduce a la derivada de

Lie de η respecto al campo vectorial ξ, por lo que, la expresión resultante está en términos

de esta derivada, es decir [1]:

hϵ
µν = hµν + ϵ

[
Ψ∗

ϵ(ηµν)− ηµν
ϵ

]
,

= hµν + ϵLξηµν . (3.13)

Al utilizar la derivada de Lie de la métrica respecto a un campo vectorial ξµ, se tiene que:

hϵ
µν = hµν + 2ϵ∂(µξν). (3.14)

La expresión (3.14) se conoce como transformación de norma y describe cómo se trans-

forma la perturbación de la métrica bajo difeomorfismos infinitesimales a lo largo de un

campo vectorial ξµ e indica qué clase de perturbaciones en la métrica denotan espacios

tiempo físicamente equivalentes; ya que, estas perturbaciones se relacionan a través de

2ϵ∂(µξν) para algún campo vectorial ξµ. La invariancia de norma para la perturbación de

la métrica se verifica al notar que no hay cambio alguno en la curvatura [1].

3.3. Elección de Norma

El motivo de esta sección es dar solución a las ecuaciones de campo linealizadas una vez

elegida o fijada una norma. Fijar una norma implica hacer uso de las transformaciones

de norma a fin de elegir convenientemente al campo vectorial ξµ. Esta elección adecuada

recibe el nombre de libertad de norma [29].
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3.3.1. Norma de Lorenz

Se ha visto que una transformación de norma generada por un campo vectorial ξµ satisface

la relación (3.14), la cual puede reescribirse como:

hµν → hµν + ∂µξν + ∂νξµ, (3.15)

de tal forma que, las componentes de hµν y hµν+∂µξν+∂νξµ difieran a primer orden debido

a un difeomorfismo a lo largo de ξµ pero representen la misma situación física.

Se define a la perturbación de traza invertida h̄µν como:

h̄µν := hµν −
1

2
ηµνh, (3.16)

de tal forma que el tensor de Einstein escrito en términos de (3.16) es [1] (ver Apéndice

D)[1]:

G(1)
µν = ∂σ(∂µh̄ν)σ −

1

2
□h̄µν −

1

2
ηµν∂

σ∂ρh̄σρ. (3.17)

Al haber realizado el cambio de hµν a h̄µν se ha eliminado toda la información de la traza

de manera explícita en G
(1)
µν . Al aplicar la transformación de norma (3.15) sobre (3.16) se

obtiene [29]:

h̄new
µν = h̄old

µν + ∂µξν + ∂νξµ − ηµν∂σξ
σ, (3.18)

es decir, se ha definido un nuevo tensor h̄new
µν en términos del viejo h̄old

µν . Note que se tendrán

tantos h̄new
µν como ξµ se utilicen.

Lo siguiente es elegir o fijar la norma. En particular, en la teoría linealizada se usa la

norma de Lorenz, descrita por [1]:

∂ν h̄new
µν = 0, (3.19)

al aplicar ésta sobre (3.17), resultará que el primer y tercer término se anulan, de tal forma
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que:

G(1)
µν = −1

2
□h̄new

µν . (3.20)

Para lograr que (3.20) se satisfaga, se utilizará la libertad de norma para determinar la

ecuación que ξµ deberá obedecer.

Entonces, al calcular la divergencia de (3.18) se obtiene:

∂ν h̄new
µν = ∂ν h̄old

µν +□ξµ. (3.21)

En general ∂ν h̄old
µν ̸= 0, sin embargo, gracias a que es posible elegir a ξµ, se exige que éste

sea solución a [1]:

□ξµ = −∂ν h̄old
µν . (3.22)

La ecuación anterior siempre tiene solución dadas las condiciones iniciales. Por lo tanto se

puede asegurar que:

∂ν h̄new
µν = 0, (3.23)

y al satisfacerse (3.23) se consigue que (3.20) se cumpla. Logrando así, fijar por completo la

norma de Lorenz. Así, las ecuaciones de campo linealizadas bajo esta norma se reescriben

como [29]:

□h̄µν = −16πGTµν , (3.24)

y en el espaciotiempo libre de fuentes, serán:

□h̄µν = 0. (3.25)



CAPÍTULO 3. LIMITE DE CAMPO DEBIL Y PROPAGACION LIBRE... 34

3.3.2. Norma de Radiación

En la Sección anterior se mostró que se puede utilizar un campo ξµ que permita elegir

una norma, en particular la norma de Lorenz. No obstante, pese a haber hecho uso de la

libertad de norma, aún es viable hacer otra transformación sin alterar la ya establecida.

Esta nueva transformación de norma es generada por un campo vectorial ζµ, que a su vez

es regulado por la libertad de norma residual o restringida [29] [24].

La transformación de norma sobre hµν será:

hnew
µν = hold

µν + ∂µζν + ∂νζµ. (3.26)

Al aplicar (3.26) sobre la traza invertida (3.16) se obtiene:

h̄new
µν = h̄old

µν + ∂µζν + ∂νζµ − ηµν∂σζ
σ. (3.27)

Ya que (3.27) debe mantener fija la norma de Lorenz, se exige que

□ζµ = 0, (3.28)

pues así se cumpliría que:

□(ξµ + ζµ) = −∂µh̄old
µν , (3.29)

y si □ζµ = 0, entonces

□ξµ = −∂ν h̄old
µν → −∂ν h̄µν = 0. (3.30)

En la Sección anterior se logró □h̄µν = 0 en ausencia de fuentes al elegir la norma de

Lorenz, por lo que ahora se impondrán dos requisitos más a fin de fijar la norma de

Coulomb o de radiación [29].

Para fijar la norma de radiación se pide que h̄µν sea libre de traza (traceless) y que las

componentes h̄0i se anulen [29] [24].
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Esto es:

 h̄ = 0,

h̄0i = 0, con i = 1, 2, 3.
(3.31)

Utilizando la traza de (3.27) dada por:

h̄new = h̄old − 2∂γζ
γ, (3.32)

se puede lograr que h̄ = 0 si ζγ satisface:

h̄ = 2∂γζ
γ, (3.33)

y que h̄0i = 0 (i = 1, 2, 3) si se cumple:

−h̄0i = ∂0ζi + ∂iζ0. (3.34)

Empleando (3.28) se obtienen las condiciones iniciales para ζµ y
∂ζµ
∂t

. Así, las condiciones

iniciales para obtener h̄ = 0 serán:


h̄ = 2

(
−∂ζ0

∂t
+∇ · ζ⃗

)
,

∂h̄

∂t
= 2

(
−∇2ζ0 +∇ · ∂ζ⃗

∂t

)
,

(3.35)

y para −h̄0i:


−h̄0i =

∂ζi
∂t

+
∂ζ0
∂xi

,

−∂h̄0i

∂t
= ∇2ζi +

∂2ζ0
∂xi∂t

.
(3.36)

Al hacer que h̄µν satisfaga la norma de Lorenz (3.19) y la norma de radiación (3.31) se

llega a la norma transversa sin traza, que satisface h̄TT
µν = hTT

µν [1], [24], [29].
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Además, de la norma de Lorenz y de radiación se sigue que:

∂ν h̄0ν = 0 → ∂0h̄00 = 0. (3.37)

Por lo tanto, las ecuaciones de campo linealizadas bajo la norma transversa sin traza son

[24], [29]:

□h̄00 = −16πGT00, (3.38)

y al usar que h00 = h̄00, se reescriben como:

∇2h00 = −16πT00. (3.39)

En ausencia de fuentes se obtiene la ecuación de Laplace:

∇2h00 = 0, (3.40)

así, al considerar las condiciones de frontera en infinito, se sigue que h00 = 0 es la única

solución (por el teorema de unicidad) en el espacio.

3.4. Ondas Gravitacionales

En las Secciones anteriores se dedujeron las ecuaciones de onda que una vez fijada una

norma y asumiendo ausencia de fuentes deben resolverse; para la norma de Lorenz se

obtuvo (3.25) y para la norma de Coulomb (3.40).

La solución más general de una ecuación de onda es la superposición de ondas salientes y

entrantes, es decir:

h(x, t) = A(x − ct) + A(x + ct). (3.41)

Por lo que, cualquier superposición de soluciones también es solución, en particular, podría

suponerse una superposición de ondas planas.
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Teniendo esto en mente, se propone que la siguiente onda plana satisfaga la ecuación (3.25):

h̄µν = Aµνe
iK·x (3.42)

con Kµ es el vector de onda que cumple K · x = ηµνK
µKν y Aµν es un tensor constante

simétrico. Al sustituir (3.42) en □h̄µν = 0, se tiene ηµνK
µKν = 0.

Al aplicar la condición de norma de Lorenz sobre (3.42) se sigue:

∂ν(Aµνe
iK·x) = 0,

KνAµν = 0. (3.43)

Gracias a las condiciones impuestas por la norma de radiación, se tiene que:

A0µ = 0, (3.44)

Aµ
µ = 0. (3.45)

Lo que implica que existen 9 ecuaciones sobre Aµν que imponen condiciones: 4 de ellas

provistas por (3.43), una por (3.45) y las últimas 4 debidas a (3.44). Sin embargo, ya que

(3.43) y (3.44) implican que KνA0ν = 0 entonces, (3.43) para µ = 0 no es independiente.

Por lo tanto, solo se tienen 8 ecuaciones.

Al ser Aµν simétrico cuenta con 10 componentes independientes, pero debido a las 8 restric-

ciones impuestas por (3.43) y (3.44) solo restan dos componentes. Estas dos componentes

representan los dos estados de polarización que tiene la onda gravitacional (3.42).



Capítulo 4

Teorías de Gravedad Modificada

El alcance de la relatividad general es tal, que ha sido capaz de validar todas las pruebas de

sistema solar [3] [30], logrando describir la dinámica del Universo bajo el supuesto de una

expansión acelerada producto de la energía oscura con presiones negativas. Sin embargo,

en la búsqueda de respuestas que no incluyan términos inflacionarios y/o componentes

oscuros (energía, materia), la RG ha presentado restricciones que han encaminado a nuevas

motivaciones teóricas que encauzan en la formulación de teorías de gravedad modificada.

Existen múltiples teorías de gravedad modificada, cada una con su correspondiente alter-

nativa de gravedad, por mencionar algunas destacan, las teorías en dimensiones mayores

como la teoría de Gauss-Bonet [31], las teorías puramente tensoriales como las bimétricas

[32]; las de orden superior [14] [33] [34] [35] [36], las teorías con acoplamiento no mínimo

entre materia y curvatura [21], las escalares-tensoriales como la teoría de Brans-Dicke [28]

y las teorías escalares [7] [8], siendo éstas últimas dos las más comunes.

4.1. Teoría de Brans - Dicke

Unas de las modificaciones a la gravedad más habituales son las llamadas teorías escalares-

tensoriales, en particular, la teoría propuesta por Brans-Dicke (BD) [35] [28] . Ésta postula

una gravedad definida en un campo escalar Φ(x) = 1
G(t)

, con G la constante de gravedad

de Newton; es decir, asume que la constante gravitacional es sustituida por un campo

38



CAPÍTULO 4. TEORÍAS DE GRAVEDAD MODIFICADA 39

que varía en función de la localización del sistema. Esta teoría se describe a través de la

siguiente acción:

S =

∫ √
−gd4x

[
ΦR +

(
16π

c4
L
)
− ω

(
Φ,αΦ

,α

Φ

)]
, (4.1)

donde L representa el lagrangiano de densidad de materia, R el escalar de curvatura y

ω un parámetro adimensional, cuyo valor no debe ser tan pequeño para despreciarse ni

tan grande como para dominar la expresión, es decir, se debe asegurar que exista una

diferencia controlada entre los efectos BD respecto a los de la RG; por lo tanto, ω ≈ 1.

Finalmente, el tercer término de (4.1) será el que aporte la información dinámica.

Optar por la teoría de Brans-Dicke implica cuestionar el principio de equivalencia fuerte

(ver Capítulo 2) con el cual la RG asegura que las leyes de la física, incluido el conteni-

do numérico (i.e constantes adimensionales), observadas localmente en un laboratorio en

caída libre, son independientes de la posición y del tiempo. Por ser válido este principio,

únicamente podría existir un campo gravitacional en el Universo y es la métrica. Sin em-

bargo, en la teoría de Brans Dicke se propone un campo escalar auxiliar y, por tanto, el

principio de equivalencia fuerte debe ser omitido.

Una de las principales características de las teorías escalares-tensoriales es que son inva-

riantes bajo ciertas transformaciones llamadas transformaciones conformes [37], y con las

cuales es posible relacionar dos teorías que se encuentren descritas en el marco de Jordan1

o en el marco de Einstein 2[37].

Así, se dice que dados dos espacios-tiempo M y M̄, con métricas gµν y ḡµν en los que se

usan las mismas coordenadas xµ, son conformes si están relacionados por la transformación

conforme [37]:

√
ḡ = Ω4√g, (4.2)

1Jordan Frame: Es el marco en el que el campo escalar no está mínimamente acoplado con el tensor
métrico. Es decir, que no se acopla directamente con la métrica.

2Einstein Frame: Es el marco en el que el campo escalar está mínimamente acoplado con la métrica.
Es decir, que se acopla directamente con la métrica y no con sus derivadas.
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y que satisfacen:

ḡµν = Ω−2gµν ; (4.3)

ds̄2 = Ω2ds2. (4.4)

4.2. Teorías f(R)

Las teorías de gravedad modificada f(R) pertenecen al grupo de teorías escalares y plan-

tean complementar la acción de Einstein-Hilbert al proponer sustituir en la acción el escalar

R por una función f(R) [8].

Una de las ventajas de las teorías f(R) es su capacidad de encapsular características

básicas de la gravedad a órdenes superiores sin tener que recurrir a componentes oscuros.

Sus principales modelos son Starobinsky [9], Hu-Sawicki [10], Tsujikawa [7] [11] y el modelo

exponencial [12]. En general, un modelo de f(R) viable debe explicar la expansión tardía

del Universo, abordar la etapa cosmológica dominada por la radiación seguida por la

dominada por la materia y ser consistente con la restricción del sistema solar [13] [33]

[34] [38]. Pese a que su principal contribución ha sido en el ámbito de la cosmología, estas

teorías también son utilizadas para interpretar el comportamiento de lentes gravitacionales

débiles [7] y agujeros negros de Kerr [39].

Existen tres formalismos basados en el principio variacional que se elija para estudiar las

teorías f(R). El formalismo métrico, en el que se hace la variación métrica estándar; el

formalismo de Palatini, en el cual se asume que la métrica y la conexión son variables

independientes por lo que se hace la variación respecto a ambas bajo el supuesto de que

la acción de materia no depende de la conexión; y el formalismo de la métrica afín, en el

cual se mantiene la variación de Palatini, pero se abandona la idea de que la acción de

materia es independiente de la conexión. Para esta tesis, se utilizó el primero de ellos y

será descrito en la siguiente sección.

Finalmente, cabe señalar que las teorías f(R) tienen una equivalencia dinámica con las

teorías escalares-tensoriales de Brans-Dicke [28]; en el formalismo métrico corresponde al

caso ω = 0 y en el formalismo de Palatini a ω = −3/2.
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4.2.1. Formalismo Métrico

Las teorías f(R) inician con la variación respecto a la métrica de la acción:

S =
1

2κ

∫
d4x

√
−gf(R) + SM(gµν ,Ψ), (4.5)

con Ψ los campos de materia; es decir:

δS =
d

dϵ

∫
d4x

√
−gf(gµνRµν + ϵδgµνRµν + ϵgµνδRµν)

=
1

2κ

d

dϵ

∫
d4x
[
f ′(gµνRµν + ϵδgµνRµν + ϵgµνδRµν)(δg

µνRµν + gµνδRµν)
√
−g+

δ(
√
−g)(f(gµνRµν + ϵδgµνRµν + ϵgµνδRµν)

∣∣∣
ϵ=0

]
=

1

2κ

∫
d4x

[
f ′(gµνRµν)(δg

µνRµν + gµνδRµν)
√
−g + δ(

√
−g)(f(gµνRµν))

]
=

1

2κ

∫
d4x

[
f ′(R)(δgµνRµν + gµνδRµν)(

√
−g) + f(R)δ(

√
−g)

]
. (4.6)

Utilizando la relación:

δ(
√
−g) = −

√
−g

2
(gγσδg

σγ), (4.7)

en la ecuación (4.6), se sigue que:

δS =
1

2κ

∫ [
f ′(R)(δgµνRµν + gµνδRµν)(

√
−g) + f(R)

(
−
√
−g

2
gµνδg

µν

)]
d4x

=
1

2κ

∫ √
−g

[
f ′(R)δgµνRµν −

1

2
f(R)gµνδg

µν + f ′(R)gµνδRµν

]
d4x

=
1

2κ

∫ √
−g

[
δgµν(f ′(R)Rµν −

1

2
f(R)gµν) +

√
−gf ′(R)gµνδRµν

]
d4x

=
1

2κ

∫
d4x

√
−gδgµν(f ′(R)Rµν −

1

2
f(R)gµν) +

1

2κ

∫ √
−gf ′(R)gµνδRµνd

4x. (4.8)
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Al sustituir la ecuación:

δR = δgµνRµν + (gµνδΓα
µν − gµαδΓβ

µβ);α, (4.9)

en el segundo término de (4.8) se obtiene:

∫ √
−gd4xf ′(R)gµνδRµν =

1

2κ

∫ √
−gf ′(R)(gµνδΓα

µν − gµαδΓβ
µβ);αd

4x. (4.10)

De la variación de los símbolos de Christoffel dada por:

δΓα
µν =

1

2
δgαβ(∂βgµν + ∂µgβν − ∂βgµν) +

1

2
gαβ(δ∂νgµν + δ∂µgβν − δ∂βgµν), (4.11)

se deducen las siguientes expresiones:

∂νδgµβ = Γγ
νµδgγν + Γγ

νβδgµγ +∇νδgµβ,

∂µδgβν = Γγ
µνδgγβ + Γγ

µβδgνγ +∇µδgµν ,

∂βδgµν = Γγ
βµδgγν + Γγ

βνδgµγ +∇βδgµν . (4.12)

Al recordar que ∇(fv) = f∇v + df ⊗ v y utilizando (4.12) se obtiene:

f ′(R)
(
gµνδΓα

µν − gµαδΓβ
µβ

)
;α
≡
[(
−
(
∇µ∇ν − gµνg

αβ∇α∇β

)
f ′(R)

)
δgµν

]
. (4.13)

Así, al utilizar (4.13) en (4.10), la variación de (4.8) se ve como:

δS =
1

2κ

∫
d4x

√
−gδgµν(f ′(R)Rµν −

1

2
f(R)gµν) +

1

2κ

∫ √
−gf ′(R)gµνδRµνd

4x

=
1

2κ

∫
d4x

√
−gδgµν(f ′(R)Rµν −

1

2
f(R)gµν) +

1

2κ

∫
d4x

√
−g
[(
−
(
∇µ∇ν − gµνg

αβ∇α∇β

)
f ′(R)

)
δgµν

]
=

1

2κ

∫ √
−gd4xδgµν

[
f ′(R)Rµν −

1

2
fgµν − f ′(R)

(
∇µ∇µ − gµνg

αβ∇α∇β

)]
=

1

2κ

∫
d4x

√
−gδgµν

[
f ′(R)Rµν −

1

2
f(R)gµν − f ′(R)

(
∇µ∇µ − gµνg

αβ∇α∇β

)]
,

(4.14)
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entonces:

δS

δgµν
= f ′(R)Rµν −

1

2
f(R)gµν − (∇µ∇ν − gµν□) f ′(R), (4.15)

con gµν□ = gµνg
αβ∇α∇β.

Finalmente, al usar
δSM

δgµν
= −

√
−g

2
Tµν , (4.16)

se llega a:

f ′(R)Rµν −
1

2
f(R)gµν − [∇µ∇ν − gµν□]f ′(R) = κTµν . (4.17)

La ecuación (4.17) representa las ecuaciones de campo de las teorias f(R) y figuran como

un conjunto de ecuaciones diferenciales parciales de cuarto orden, puesto que R incluye

segundas derivadas de la métrica.

Al contraer la ecuación (4.17) con la métrica:

f ′(R)ηµνRµν −
1

2
f(R)ηµνgµν − [ηµν∇µ∇ν − ηµνgµν□]f ′(R) = κηµνTµν

f ′(R)R− 1

2
4f(R)− [□− 4□]f ′(R) = κT, (4.18)

se llega a la ecuación de la traza:

f ′(R)R− 2f(R) + 3□f ′(R) = κT, (4.19)

donde T = gµνTµν relaciona a R con T diferencialmente y no algebraicamente como en la

relatividad general, donde R = −κT .

Las ecuaciones de campo reescritas en su forma habitual se expresan como:

Gµν = Rµν −
1

2
gµνR =

κTµν

f ′(R)
+ gµν

f(R)−Rf ′(R)

2f ′(R)
+

[∇µ∇νf
′(R)− gµν□f ′(R)]

f ′(R)
. (4.20)
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4.3. Equivalencia entre teorías: Brans-Dicke y f (R)

Hasta este momento se ha buscado hacer notar que no existe una receta que permita

redefinir los nuevos campos auxiliares en las teorías que modifican la gravedad pues éstos

pueden introducirse ya sea haciendo normalizaciones, trasformaciones conformes o bien,

simplemente redefiniendo campos a conveniencia.

No ha sido coincidencia el exponer especialmente dos teorías: La teoría de Brans-Dicke y

las teorías f(R), pues como se verá en los siguientes párrafos la gravedad f(R) no es más

que una representación particular de la teoría de Brans-Dicke con el parámetro ω = 0 y

ω = −3/2 [28]. Cabe señalar que en f(R) la materia está mínimamente acoplada con la

métrica, por lo que, ésta es descrita bajo Einstein frame

Dos teorías se consideran dinámicamente equivalentes si, bajo una redefinición adecuada

de los campos gravitacionales y de materia se pueden hacer coincidir sus ecuaciones de

campo. Nótese que la misma declaración se puede hacer a nivel de la acción. La cuestión

es distinguir entre teorías verdaderamente diferentes ó diferentes representaciones de la

misma teoría [8].

A fin de mostrar la igualdad entre ambas teorías, se introducirá un nuevo campo χ a la

acción de la teoría f(R) (ver 4.5) para obtener su equivalente dinámicamente (ver Apéndice

A), es decir:

S =

∫
d4x

√
−g[f(χ) + f ′(χ)(R− χ)] + SM(gµν ,Ψ). (4.21)

Se comenzará con el primer término de (4.21), dejando el análisis de los términos de materia

para el final de esta sección. Así, al variar respecto a χ se obtiene:

f ′′(χ)(R− χ) = 0. (4.22)

Observe que χ = R si f ′′(χ) ̸= 0; lo cual reproduce la acción (4.5). Es decir, la condición

f ′′ ̸= 0 en las teorías escalares tensoriales es necesaria para asegurar la equivalencia con la

teoría de gravedad original.
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Al redefinir el campo χ por Φ = f ′(χ) y haciendo:

V (Φ) = χ(Φ)Φ− f(χ(Φ)), (4.23)

la acción toma la forma:

S =
1

2κ

∫
d4x

√
−g[ΦR− V (Φ)] + SM(gµν ,Ψ). (4.24)

La relación (4.24) es la representación en el Jordan frame de la acción de la teoría de

Brans-Dicke con ω = 0. Así, las ecuaciones de campo de la acción (4.24) son:

Gµν =
κ

Φ
Tµν −

1

2Φ
gµνV (Φ) +

1

Φ
(∇µ∇νΦ− gµν□Φ). (4.25)

R = V ′(Φ). (4.26)

Al tomar la traza de (4.25) para posteriormente reemplazarle R en (4.26) se obtiene la

expresión que determina la dinámica de Φ dadas las fuentes de materia, es decir:

3□Φ + 2V (Φ)− Φ
dV

dΦ
= κT. (4.27)

Note que, para este caso particular la condición Φ = f ′(R) garantiza que f(R) es una

representación de la teoría de Brans-Dicke con ω = 0, es decir dΦ
dR

= f ′′ ̸= 0. Sin embargo,

esta condición es suficiente, pero no necesaria para la invertibilidad; el requisito comple-

mentario es el imponer que f ′′(R) sea continua y biyectiva. Además, cuando f ′′ no está

definida o se desvanece, la igualdad Φ = f ′(R) y la equivalencia entre las dos teorías, no

puede ser garantizada [8].
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A fin de reescribir (4.24) en el marco de Einstein, se utilizará la siguiente transformación

conforme (ver Apéndice B):


gµν → ˜gµν = f ′(R)gµν = Φgµν ,

Φ = f ′(R) → Φ̃,

dΦ̃ =
√

2ω0+3
2κ

dΦ
Φ
.

(4.28)

Es decir, se ha mapeado una teoría escalar tensorial al marco de Einstein introduciendo el

campo escalar Φ̃ el cual se acopla mínimamente con la curvatura de Ricci.

Por lo tanto (4.24) se redefine como:

S(g) =

∫
d4x
√

−g̃

[
R̃

κ
− 1

2
∂αΦ̃∂αΦ̃− U(Φ̃)

]
, (4.29)

con U(Φ̃) = Rf ′(R)−f(R)
2κ(f ′(R))2

. Al elegir R = R(Φ̃), haciendo Φ ≡ f ′(R) = e
√

2κ
3
Φ̃ y considerando

que los términos de materia se modifican como gµν = eκ̃Φ̃g̃µν y ω0 = 0, se logra que:

SM = SM(e−κ̃Φg̃µν ,Ψ) = SM(e−
√

2κ
3
Φg̃µν ,Ψ), (4.30)

con lo cual, se obtiene la acción completa en el Einstein frame:

S ′ =

∫
d4x
√

−g̃

[
R̃

2κ
− 1

2
∂αΦ̃∂αΦ̃− U(Φ̃)

]
+ SM(e−

√
2κ
3
Φ̃g̃µν ,Ψ). (4.31)

Por lo tanto, se ha mostrado que las teorías de Brans-Dicke en el Jordan frame y las

teorías f(R) en el Einstein frame son dinámicamente equivalentes. Hacer esta demostración

implicó el uso de un campo Φ, el cual fue expuesto a un mapeo escalar tensorial a través

de las transformaciones conformes.



Capítulo 5

Límite de Campo Débil en f (R) y

Propagación Libre de Ondas

Gravitacionales

En el Capítulo cuatro se dejó ver que las teorías de gravedad f(R) son aquellas que pos-

tulan una función arbitraria a priori del escalar de Ricci R; y cuyas ecuaciones de campo

se describen a través de la relación (4.17). Estas teorías surgieron a fin de dar respuesta a

problemas cosmológicos y astrofísicos; sin embargo, también han sido ampliamente utiliza-

das para estudiar la propagación de los modos de polarización de las ondas gravitacionales;

concluyendo en la presencia de un nuevo grado de libertad escalar [16] [17] [18] [19] [20] [22]

[35]; el cual las convierte en una herramienta clave para obtener información valiosa sobre

objetos astronómicos y físicos del Universo temprano dependiendo de si las polarizaciones

adicionales pueden o no detectarse [19].

En este capítulo se discutirá la manera en la que las ecuaciones de campo de f(R) fueron

manipuladas a fin de extraer una ecuación para el escalar R y otra para la métrica gµν

[40]. Posteriormente, se mostrará la descomposición algebraica del escalar de curvatura,

la métrica y el tensor energía-momento; y así obtener ecuaciones escalares y tensoriales a

cero y primer orden en la perturbación.
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La manipulación de (4.17) se realizó al sumar 1
2
f ′(R)gµνRµν − 1

2
f ′(R)gµνRµν y denotar

(∇R)2 := gµν(∇µR)(∇νR) (ver Apéndice C); llegando a la siguiente expresión:

f ′Gµν − f ′′∇µ∇νR− f ′′′(∇µR)(∇νR) + gµν

[
1

2
(Rf ′ − f) + f ′′□R + f ′′′(∇R)2

]
= κTµν ,

(5.1)

donde f := f(R), f ′ := ∂Rf(R) y □ = gµν∇µ∇ν .

Al tomar la traza de (5.1) se deduce:

□R =
1

3f ′′

[
κT − 3f ′′′(∇R)2 + 2f −Rf ′] , (5.2)

con T := T µ
µ. Finalmente, al sustituir (5.2) en (5.1) se llega a:

Gµν =
1

f ′ [f
′′∇µ∇νR + f ′′′(∇µR)(∇νR)− gµν

6
(Rf ′ + f + 2κT ) + κTµν ]. (5.3)

Hacer esta manipulación permitió que en lugar de abordar una ecuación de cuarto orden

para la métrica (ver 5.1), fuese posible emplear dos ecuaciones de segundo orden; una

correspondiente a la métrica (5.3), llamada ecuación tensorial y otra para el escalar de

curvatura (5.2), nombrada ecuación escalar ; donde ésta última, bajo la teoría linealizada

se puede resolver de manera independiente a la perturbación a primer orden en la métrica.

Las expresiones (5.2) y (5.3) fueron las ecuaciones elementales en la teoría f(R) para esta

tesis y cuyas soluciones se describen minuciosamente en el Capítulo 6. Las siguientes líneas

versarán en la discusión de todos los detalles que se realizaron sobre (5.2) y (5.3) para su

análisis. En particular, se discutirá la descomposición algebraica del escalar de curvatura

R = R0 +R(1), la elección de R0 y la invariancia de norma.
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5.1. Ecuaciones para el Límite de Campo Débil de f (R)

Previo a la solución de las ecuaciones para gµν y R, se realizó una descomposición algebraica

hasta primer orden en la perturbación sobre R, Tµν y gµν ; donde gµν representa a la métrica

plana más una perturbación, es decir:

gµν = ηµν + hµν . (5.4)

Esta descomposición se vio motivada Del límite de campo débil, puesto que, bajo esta

aproximación se hace uso de las ecuaciones de campo linealizadas (ver 3.9).

Además, es importante mencionar que a lo largo de todo este trabajo, no se asumió ningún

modelo f(R) particular; lo que difiere sustancialmente de las investigaciones previas sobre

la propagación de las ondas gravitacionales [16] [17] [18] [19] [20] [22] [35]. No obstante, si

se impusieron condiciones necesarias sobre los modelos f(R) permisibles, es decir, se pide

que f ′′(R0) ̸= 0 y f(R0) = 0.

Al hacer la descomposición R = R0 + R(1) y gµν = ηµν + h
(1)
µν y sustituir en (5.2) y

(5.3) respectivamente, se dedujeron las siguientes ecuaciones escalares y tensoriales (ver

Apéndice D).

Ecuación escalar a orden cero

□R0 =
2

3
f0f

′′−1
0 − R0f

′
0

3
f ′′−1
0 − ηµν∂µR0∂νR0f

′′′
0 f ′′−1

0 . (5.5)

Ecuación escalar a primer orden

□R(1) − ηµνΓσ(1)
µν ∂σR0 − ∂µ∂νR0h

µν =

− 1

3
f ′′′
0 f ′′−2

0 R(1)[2f0 −R0f
′
0 − 3∂µR0∂νR0η

µνf ′′′
0 ]+

1

3
f ′′−1
0 [R(1)f ′

0 + 3∂µR0∂νR0h
µνf ′′′

0 − 3ηµν∂µR
(1)∂νR0f

′′′
0

− 3ηµν∂µR0∂νR
(1)f ′′′

0 − 3ηµνR(1)∂µR0∂νR0f
(4)
0 −R0R

(1)f ′′
0 ], (5.6)
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donde □ = ηµν∂µ∂ν , f0 := f(R0), f ′
0 := ∂Rf(R0), f ′′

0 := ∂2
Rf(R0), f ′′′

0 := ∂3
Rf(R0),

f
(4)
0 := ∂

(4)
R f(R0) y Γσ(1)

µν los símbolos de Christoffel dados por (3.3).

La sustitución de R en la ecuación tensorial fue ligeramente distinta, pues en ésta, además

de utilizar la descomposición algebraica de R se empleó la definición del tensor de Einstein

a primer orden (3.8). Obteniendo así, las siguientes expresiones:

Ecuación tensorial a orden cero

f ′−1
0 [f ′′

0 ∂µ∂νR0 + f ′′′
0 ∂µR0∂νR0 −

1

6
ηµνf

′
0R0 −

1

6
ηµνf0] = 0. (5.7)

Ecuación tensorial a primer orden

G(1)
µν = f ′−1

0 [f ′′
0 ∂µ∂νR

(1) − f ′′
0Γ

σ(1)
µν ∂σR0 + f ′′′

0 ∂µ∂νR0R
(1) + f ′′′

0 ∂µR0∂νR
(1) + f ′′′

0 ∂µR
(1)∂νR0

+ f
(4)
0 R(1)∂µR0∂νR0 −

1

3
ηµνf

′
0R

(1) − 1

6
ηµνf

′′
0R0R

(1) − 1

6
hµνf

′
0R0 −

1

6
hµν −

1

3
κηµνT + κTµν ]

− f ′−2
0 f ′′

0R
(1)[f ′′

0 ∂µ∂νR0 + f ′′′
0 ∂µR0∂νR0 −

1

6
ηµνf

′
0R0 −

1

6
ηµνf0], (5.8)

con:

G(1)
µν =

1

2

[
∂σ∂νh

σ
µ + ∂σ∂µh

σ
ν − ∂µ∂νh−□hµν − ηµν∂ρ∂λh

ρλ + ηµν□h
]
.

5.2. Fijación de R0 = 0

Debido a que se tiene una ecuación para el escalar de curvatura R que podría considerarse

independiente, en general, sería posible elegir a libertad el valor de R0. No obstante, ya

que la ecuación escalar contiene la información necesaria para dar solución a la ecuación

tensorial, el valor que se le asigne a R0 debe ser consistente con la información física que

contiene la ecuación de la métrica. Por lo tanto, al haber asumido un fondo plano en el

que se debe cumplir que Rµν = 0, la única manera en la que (5.2) arroje un valor para R

que sea consistente con (5.3) es haciendo R0 = 0 y por ende □R0 = 0.
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Entonces, al fijar R0 = 0 en la ecuación escalar (5.5) se obtiene:

2

3

f0
f ′′
0

= 0, (5.9)

es decir, se deducen las condiciones sobre cualquier f(R) permisible bajo este enfoque; esto

es, f ′′
0 = f ′′(R0) ̸= 0 y f0 = f(R0) = 0.

Mientras que, la ecuación (5.6) se convierte en:

□R(1) =
1

3
f ′
0f

′′−1
0 R(1), (5.10)

la cuál debe mantener las condiciones impuestas por (5.9).

Por otro lado, al hacer R0 = 0 sobre las ecuaciones tensoriales; a orden cero se obtiene:

f ′−1
0

[
1

6
ηµνf0

]
= 0, (5.11)

lo que conduce a la condición ya impuesta, f0 = f(R0) = 0.

Análogamente para la ecuación tensorial a primer orden se tiene:

1

2
[∂σ∂µhν

σ + ∂σ∂νhµ
σ −□hµν − ∂µ∂νh− ηµν∂σ∂ρh

σρ + ηµν□h] =

f ′−1
0 [f ′′

0 ∂µ∂νR
(1) − 1

3
ηµνf

′
0R

(1) − 1

3
κηµνT + κTµν ]. (5.12)

Por lo tanto, se ha obtenido el conjunto completo de ecuaciones escalares y tensoriales a

cero y primer orden, cuyas funciones f(R) permisibles deben satisfacer f0 = f(R0) = 0

y f ′′
0 = f ′′(R0) ̸= 0 con R0 = 0. Además, de las condiciones impuestas por la teoría de

Brans-Dicke para asegurar su invertibilidad con f(R), se requiere que f ′′(R) sea continua

y biyectiva [28]. Por lo tanto, las funciones f(R) deben ser monótonamente crecientes y

convexas [40].
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5.3. Invariancia de Norma

Antes de pasar a la solución de las ecuaciones escalares y tensoriales, es importante rescatar

que la invariancia de norma establecida en el Capítulo 3 (ver 3.15) prevaleció. Sin embargo,

ésta solo fue utilizada sobre la ecuación tensorial, puesto que, al ser la curvatura una

cantidad invariante de norma; no importa a cuantas transformaciones sea expuesto el

escalar de curvatura, éste siempre será invariante.

Esta observación es de relevancia, pues en el siguiente capítulo se hará uso de las herra-

mientas que provee la invariancia de norma para dar solución a las ecuaciones tensoriales

de la teoría f(R) vía la fijación de normas.



Capítulo 6

Resultados

En el Capítulo anterior se dedujeron las ecuaciones escalares y tensoriales a cero y primer

orden que rigen la propuesta de gravedad modificada de la presente tesis. El objetivo de

este capítulo versará en exponer su solución. Para ello, se ha asumido la propagación libre

de los grados de libertad escalares y tensoriales; así como la descomposición algebraica

R = R0 +R(1) del escalar de curvatura con R0 = 0.

Una vez obtenidas las ecuaciones de campo, se proseguirá con la determinación de las

expresiones invariantes de norma acorde a las teorías f(R). Esto permitirá elegir una

norma adecuada para analizar la propagación libre de ondas gravitacionales.

6.1. Análisis de las Ecuaciones Escalares

Partiendo de (5.10) se realizó convenientemente la re-definición µ2 ≡ 1
3
f ′f ′′−1 > 0 a fin de

expresar la ecuación escalar como:

□R(1) = µ2R(1), (6.1)

la cual es la ecuación de Klein Gordon [41] y cuya solución general en un espacio de

Minkowski es:

R(1) = R(1)(t− x) +R(1)(t+ x), (6.2)
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en particular, se puede elegir una onda plana, descrita por:

R(1) = Aeiq·x, (6.3)

con q el vector de onda cuatro dimensional q = (q(0), q), cuya componente cero relaciona la

frecuencia con su energía a través de q(0) =
ω

c
= p(0) = E; mientras que, sus componentes

espaciales representan al momento lineal.

Debido a que la solución a la ecuación escalar a primer orden es una ecuación de onda, se

esperaría que ésta se propagara a la velocidad de la luz; para verificarlo, la R(1) de (6.3)

debe satisfacer (6.1). Así, al descomponer el D’alambertiano de (6.1) y evaluar R(1) se

obtiene:

∂2
tR

(1) = ∂2
t (Ae

iq0·x)

= q20R
(1), (6.4)

∇2R(1) = ∇2(Aeiq·x)

= −|q|2R(1). (6.5)

Por lo tanto, se debe cumplir:

□R(1) = (−q20 + |q|2)R(1), (6.6)

es decir, la solución (6.3) de (6.1) obedece la relación de dispersión, descrita por:

−q20 + |q|2 = −µ2, (6.7)

la cual indica que la velocidad de grupo de la onda plana, descrita por:

vg =
dω(q)

dq
=

q√
q2 + µ2

< 1, (6.8)
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con:

ω(q) =
√

q2 + µ2, (6.9)

es menor que la velocidad de la luz.

Para que la onda viajara a la velocidad de la luz tendría que anularse el cuadrimomento,

y así lograr que q20 = 0. Al intentar imponer esta condición se llegaría a que el vector de

onda q debe ser complejo. Lo que implicaría la presencia de términos atenuantes.

En resumen, la ecuación (6.3) describe grados de libertad masivos, es decir, grados que no

se propagan a la velocidad de la luz pues se rigen por la relación de dispersión (6.7); la cual

es no lineal y además dispersiva, pues la velocidad de grupo satisface que ω(q) =
√

q2 + µ2,

de modo que, la velocidad de grupo sea dω(q)
dq

= q√
q2+µ2

< 1.

6.2. Análisis de las Ecuaciones Tensoriales

6.2.1. Transformación de Norma: Perturbación de Traza Invertida

Para dar solución a las ecuaciones tensoriales se realizó un análisis similar al expuesto en el

Capítulo 3, donde se habló de la utilidad de la libertad y transformación de norma (3.15)

para fijar la norma de Lorenz y de radiación.

Siguiendo este razonamiento, se sustituyó la perturbación de traza invertida (3.16) descrita

por [29]:

h̄µν := hµν −
1

2
ηµνh, (6.10)

en el tensor de Einstein a primer orden (3.8) (ver Apéndice E, parte I), logrando que la

ecuación tensorial (5.12) se reescribiera como:

−1

2
□h̄µν −

1

2
ηµν∂σ∂ρh̄

σρ + ∂σ∂(ν h̄µ)σ = f ′−1
0 [f ′′

0 ∂µ∂νR
(1) − 1

3
ηµνf

′
0R

(1)]. (6.11)
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Al aplicar la norma de Lorenz ∂ν h̄µν = 0 sobre (6.11) se obtuvo (Ver Apéndice E, parte

II):

□h̄µν = −2

[
f ′′
0

f ′
0

∂µ∂νR
(1) − 1

3
ηµνR

(1)

]
. (6.12)

Lo siguiente consistió en averiguar si era posible que □h̄µν = 0 con h̄µν la perturbación de

traza invertida. En principio, se podría hacer □h̄µν = 0 si se considera que R(1) = 0, sin

embargo, esta opción es trivial y no aporta algo nuevo respecto a lo ya establecido por la

relatividad general.

La segunda opción versó en suponer R(1) ̸= 0. Así, de la ecuación escalar a primer orden

(5.10) se dedujo que:

f ′′
0

f ′
0

□R(1) =
1

3
R(1), (6.13)

la cual al ser sustituida en (6.12) condujo a:

□h̄µν = −2f ′′
0

f ′
0

[
∂µ∂νR

(1) − ηµν□R(1)
]
, (6.14)

gracias a las condiciones impuestas por las ecuaciones a orden cero, se tiene que 2f ′′
0

f ′
0
̸= 0,

por lo que, la única manera en la que se cumpliera □h̄µν = 0 fue a través de la validez

simultánea de la relación de dispersión (6.7) y de la expresión:

∂µ∂νR
(1) − ηµν□R(1) = 0. (6.15)

De la ecuación (6.3) se tiene que:

∂µR
(1) = Aδρµiησρq

σeiησρqσqρ

= iAqµe
iq·x, (6.16)
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entonces,

∂µ∂νR
(1) = iqµiqνR

(1) = −qµqνR
(1). (6.17)

Mientras que, de la ecuación escalar a primer orden, se sabe que:

□R(1) = µ2R(1) ⇒ −ηµν□R(1) = −ηµνµ
2R(1), (6.18)

con µ2 regido por (6.1); así:

ηµν□R(1) = ηµν(q
2
0 − |q|2)R(1), (6.19)

al sustituir (6.17) y (6.19) en (6.15) se obtuvo:

∂µ∂νR
(1) − ηµν□R(1) = R(1)(−qµqν + µ2ηµν), (6.20)

es decir, se debía satisfacer:

R(1)(−qµqν + µ2ηµν) = 0, (6.21)

y ya que R(1) ̸= 0, entonces, solo podría suceder que −qµqν + µ2ηµν = 0 pero ηµν ̸= 0, lo

cual implica que:

 −q20 + (−1)µ2 = 0,

−q2i + µ2 = 0,
(6.22)

es decir:

 q20 = −µ2,

q2i = µ2.
(6.23)
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Esto condujo a inconsistencias, pues de ser válidas las relaciones anteriores, se cumpliría

que:

 µ2 + 3µ2 = −µ2,

4µ2 = −µ2,
(6.24)

lo cual no es posible. Por lo tanto, la relación de dispersión (6.7) y la expresión (6.15) no

pudieron satisfacerse simultáneamente.

6.2.2. Redefinición de la Perturbación de Traza Invertida

A fin de evitar las inconsistencias expuestas en el análisis previo, se procedió con una

redefinición de la perturbación de traza invertida y cuya motivación se encuentra en [17]

[29]. Esta nueva definición se describe como:

h̄µν = hµν −
1

2
ηµνh− 1

3µ2
ηµνR

(1), (6.25)

hµν = h̄µν +
1

2
ηµνh+

1

3µ2
ηµνR

(1), (6.26)

al sustituir (6.25) en la ecuación tensorial a primer orden (5.12) (Ver Apéndice E, Parte

III) se obtuvo:

1

2
∂σ∂µh̄ν

σ +
1

2
∂σ∂ν h̄µ

σ − 1

2
□h̄µν −

1

2
ηµν∂

σ∂ρh̄σρ +
1

3µ2
[∂µ∂νR

(1) − ηµν□R(1)] =

f ′−1
0 [f ′′

0 ∂µ∂νR
(1) − 1

3
ηµνf

′
0R

(1)]. (6.27)

Lo siguiente fue calcular la transformación de norma de la perturbación h̄µν , para ello se

sustituyó (3.15) en (6.25), obteniendo así:

h̄new
µν = h̄old

µν + ∂µξν + ∂νξµ − ηµν∂σξ
σ, (6.28)
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esto es, se definió un nuevo tensor h̄new
µν en términos del viejo h̄old

µν . Por lo tanto, h̄µν es

intercambiable con una familia de métricas hξ
µν que dependen de la elección de ξ. Todas

las métricas pertenecientes a esta familia aportan la misma información física; es decir, la

curvatura Rµ
νσρ no depende de ξµ.

El siguiente pasó consistió en utilizar la libertad de norma (elegir ξµ) para fijar la norma

de Lorenz. Al aplicar (3.19) sobre (6.27), el primer y tercer termino se anulan, dejando así:

G(1)
µν = −1

2
□h̄µν +

1

3µ2
(∂µ∂νR

(1) − ηµν□R(1)), (6.29)

para que (6.29) se cumpliera, fue necesario determinar un ξµ adecuado. Para ello, se tomó

la divergencia de la ecuación (6.28), obteniendo:

∂ν h̄new
µν = ∂ν h̄old

µν +□ξµ; (6.30)

mientras que, para lograr que ∂ν h̄new
µν = 0 se tenía que cumplir:

□ξµ = −∂ν h̄old
µν . (6.31)

La ecuación anterior siempre tiene solución una vez establecidos los valores iniciales, por

lo tanto, se asegura que existe ξµ, tal que se satisface:

∂ν h̄new
µν = 0. (6.32)

Por otro lado, de la ecuación escalar a primer orden se sabía que R(1) = µ−2□R(1); el cual,

al ser sustituido en el lado derecho de (6.27) condujo a:

−1

2
□h̄µν +

1

3µ2
(∂µ∂νR

(1) − ηµν□R(1)) = f ′−1
0 [f ′′

0 ∂µ∂νR
(1) − 1

3
ηµνf

′
0R

(1)], (6.33)

por lo que, dado que se asumió que f ′′
0

f ′
0
= 1

3µ2 , la ecuación anterior se reduce a:

−1

2
□h̄µν = 0 → □h̄µν = 0. (6.34)
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Logrando finalmente el haber fijado la norma de Lorenz ; sin embargo, tal y como se ha

discutido en las secciones previas, existe una libertad de norma residual, la cual permite

hacer uso de la norma de radiación. Por lo que, las siguientes líneas se dedicaran a este

procedimiento.

La transformación de norma generada por un campo vectorial ζµ debe satisfacer:

hnew
µν → hold

µν + ∂µζν + ∂νζµ, (6.35)

al aplicar (6.35) sobre la norma transversa invertida (6.25) (Ver Apéndice E, Parte III) se

obtuvo la transformación de norma sobre h̄µν descrita por:

h̄new
µν = h̄old

µν + ∂µζν + ∂νζµ − ηµν∂σζ
σ. (6.36)

Para que la norma de Lorenz se mantuviese fija, se debía satisfacer:

□ζµ = 0 → □(ξµ + ζµ) = −∂µh̄old
µν , (6.37)

y, por lo tanto, se tendría que:

□ξµ = −∂ν h̄old
µν → −∂ν h̄µν = 0. (6.38)

Por otro lado, para fijar la norma de Coulomb o de radiación se debía cumplir que h̄µν sea

libre de traza (traceless) y que las componentes h̄0i se anulen.

Así, para verificar que h̄µν cumplía el primer requisito, se calculó la traza de (6.36), obte-

niendo:

h̄new = h̄old − 2∂σζ
σ, (6.39)

al imponer h̄ = 0, ζσ debía satisfacer:

h̄ = 2∂σζ
σ. (6.40)
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Por otro lado, para que h̄0i = 0 (i = 1, 2, 3) se satisficiera, las siguientes ecuaciones debían

cumplirse:

−h̄0i = ∂0ζi + ∂iζ0. (6.41)

Por lo tanto, el ζµ que preservara la norma de Lorenz, tenía que obedecer □ζµ = 0 y

además, (6.40) y (6.41) para poder fijar la norma de Coulomb.

Así, las condiciones iniciales para resolver (6.40) fueron:


h̄ = 2

(
−∂ζ0

∂t
+∇ · ζ⃗

)
,

∂h̄

∂t
= 2

(
−∇2ζ0 +∇ · ∂ζ⃗

∂t

)
;

(6.42)

y para (6.41):


−h̄0i =

∂ζi
∂t

+
∂ζ0
∂xi

,

−∂h̄0i

∂t
= ∇2ζi +

∂2ζ0
∂xi∂t

.
(6.43)

Finalmente, al haber hecho que h̄µν satisficiera la norma de Lorenz y la norma de radiación,

se fijó la norma transversa sin traza (norma TT).

En relatividad general, se cumple que h̄TT
µν = hTT

µν , lo que implica que si la traza h̄ = 0

entonces h = 0. Sin embargo, bajo la redefinición de la perturbación de traza invertida,

esto no se cumplió.

Para verificarlo, se calculó la traza de (6.25), obteniendo:

ηµν h̄µν = ηµνhµν −
1

2
ηµνηµνh− 1

3µ2
ησρηµνR

(1)

h̄ = −h− 4

3µ2
R(1), (6.44)
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así, al hacer h̄ = 0 en (6.44) se tiene:

h = − 4

3µ2
R(1), (6.45)

y ya que, en RG el que h̄ = 0 implica que h = 0, se concluye que para nuestro caso, cuando

h̄ = 0, h cumple la relación (6.45); es decir, h̄ ̸= h.

Al hacer h̄0i = 0 en (6.25), se obtuvo:

h̄0i = h0i −
1

2
η0ih− 1

3µ2
η0iR

(1) = h0i = 0, (6.46)

es decir, h̄0i = h0i = 0.

Al hacer h̄00 = 0 en (6.25) y usando (6.45) se dedujo que:

h̄00 = h00 −
1

2
η00h− 1

3µ2
η00R

(1)

= h00 +
1

2
h+

1

3µ2
R(1)

= h00 −
2

3µ2
R(1) +

1

3µ2
R(1)

= h00 −
1

3µ2
R(1), (6.47)

entonces:

h00 =
1

3µ2
R(1). (6.48)

Por lo tanto, la relación general entre h̄µν y hµν se obtiene al sustituir la traza h en (6.26),

es decir:

hµν = h̄µν −
1

3µ2
ηµνR

(1). (6.49)
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En resumen, para la perturbación h̄µν se cumple:

h̄ = −h− 4

3µ2
R(1), (6.50)

h̄00 = h00 −
1

3µ2
R(1), (6.51)

h̄ii = hii +
1

3µ2
R(1) (6.52)

h̄ij = hij, (6.53)

h̄0i = 0. (6.54)

Y si se considera que h̄ = 0, entonces las relaciones para hµν son:

h = − 4

3µ2
R(1), (6.55)

h00 =
1

3µ2
R(1), (6.56)

hii = h̄ii −
1

3µ2
R(1), (6.57)

hij = h̄ij, (6.58)

h0i = 0. (6.59)

Finalmente, al calcular la divergencia de (6.49), se obtiene:

∂νhµν = ∂ν h̄µν −
1

3µ2
ηµν∂

νR(1),

∂νhµν = − 1

3µ2
ηµν∂

νR(1). (6.60)

Por lo tanto, se ha mostrado que la perturbación hµν no es traceless ni transversa.
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Lo siguiente es resolver la ecuación de onda □h̄µν = 0, para ello se propuso como solución

la siguiente onda plana:

h̄µν = Aµνe
iK·x, (6.61)

donde K y Aµν satisfacen que:

ηµνK
µKν = 0 → K2 = 0. (6.62)

Las componentes de Aµν , cumplen:

Aµ
µ = 0, (6.63)

KνAµν = 0, (6.64)

A0µ = 0. (6.65)

Observe que, las expresiones (6.64) y (6.65) describen 4 ecuaciones respectivamente, mien-

tras que, (6.63) contiene una ecuación. En total, 9 ecuaciones. Sin embargo, observe que

las 4 ecuaciones de A0µ = 0 implican directamente que KνA0ν = 0. Por lo tanto, no existen

4 ecuaciones pertenecientes a (6.64) sino 3.

Ya que Aµν es simétrico, tiene 10 componentes independientes, de las cuales, 8 están

restringidas debido a las normas; lo que deja únicamente 2 componentes independientes.

Éstas corresponden a los 2 estados de polarización que tienen los grados de libertad de la

onda gravitacional que se propagan a la velocidad de la luz.

En conclusión, las soluciones a la ecuación de onda de la perturbación (6.49) y descrita

como:

hµν = h̄µν −
1

3µ2
ηµνR

(1), (6.66)
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serán:

hµν = Aµνe
iK·x − 1

3µ2
ηµνR

(1), (6.67)

y ya que de la ecuación escalar, se sabe que R(1) = Aeiq·x con q · x = ηµνq
axν y q2 = −µ2,

entonces, la relación (6.67) se convierte en:

hµν = Aµνe
iK·x − 1

3µ2
ηµνAe

iq·x, (6.68)

de tal forma que, el primer término de la ecuación (6.68) se propaga como un grado

transversal no-masivo, es decir, a velocidad c. Mientras que, el segundo término de (6.68)

se propagará no-transversalmente y será un grado de libertad masivo, pues no se pueden

imponer condiciones sobre ηµν tal y como se ha hecho con Aµν .

6.2.3. Modos de polarización: Perturbación h̄µν

En la Sección anterior se mostró que la onda plana (6.61) presentó grados de libertad

masivos y grados que se propagaban transversalmente a la velocidad de la luz; éstos últimos

tienen dos estados de polarización, los cuales se discutirán en este apartado.

Al fijar, sin pérdida de generalidad, la dirección de propagación de la onda x3 = z, tal que

Kµ = (ω, 0, 0, ω), se tiene que, al evaluar en la relación de transversalidad (6.64):

µ = 0, KνA0ν = 0 → A03 = 0,

µ = 1, K0A10 +K3A13 = 0 → A13 = 0,

µ = 2, K0A20 +K3A23 = 0 → A23 = 0,

µ = 3, K0A30 +K3A33 = 0 → A33 = 0.

Y ya que h̄ = 0, entonces h̄11 = −h̄22.
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Por lo tanto, la perturbación descrita en componentes toma la siguiente forma:

h̄µν =


0 0 0 0

0 h̄11 h̄12 0

0 h̄12 −h̄11 0

0 0 0 0

 . (6.69)

Así, la onda plana propagándose en la dirección x3 está completamente caracterizada por

las componentes h̄11 y h̄22 definidos como:

h+ = h̄11,

h× = h̄12. (6.70)

Para hacer un análisis del efecto físico del paso de las ondas gravitacionales, se debe

considerar el movimiento de partículas prueba que estén bajo la presencia de ellas. Para

ello, se utilizó la ecuación de desviación geodésica, descrita por:

D2

dτ 2
Sµ = Rµ

νρσU
νUρSσ, (6.71)

con Uµ(x) el campo vectorial de las 4-velocidades y Sµ el vector de separación relativo. Esta

ecuación se analiza a primer orden, por lo tanto, se toman partículas prueba moviéndose

lentamente logrando que su 4-velocidad sea Uν = (1, 0, 0, 0). Mientras que las componentes

Rµ
00σ serán:

Rµ
00σ =

1

2
(∂0∂0h̄µσ + ∂σ∂µh̄00 − ∂σ∂0h̄µ0 − ∂µ∂0h̄σ0), (6.72)

y si h̄µ0 = 0, se sigue que:

Rµ
00σ =

1

2
(∂0∂0h̄µσ). (6.73)
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Así, para las partículas moviéndose lentamente, se tiene que τ = x0 = t al orden más bajo,

por lo que, la ecuación de desviación geodésica es:

∂2

∂t2
Sµ =

1

2
Sσ ∂2

∂t2
h̄µσ. (6.74)

Para el caso particular en el que la onda viaje en la dirección x3, solamente S1 y S2

resultarán afectadas; es decir, las partículas prueba solo se perturban en las direcciones

perpendiculares al vector de onda.

Así, al estudiar el comportamiento por separado, se tiene que:

Caso h× = 0.

∂2

∂t2
S1 =

1

2
S1 ∂

2

∂t2
(h̄+e

iKσxσ

),

∂2

∂t2
S2 = −1

2
S2 ∂

2

∂t2
(h̄+e

iKσxσ

). (6.75)

Cuyas soluciones a primer orden son:

S1 = (1 +
1

2
h+e

iKσxσ

)S1(0),

S2 = (1− 1

2
h+e

iKσxσ

)S2(0). (6.76)

Lo cual indica que las partículas separadas inicialmente en la dirección x1, oscilarán en la

dirección x1, y de la misma forma en el caso de la dirección x2. Por lo tanto, si se inicia

con un anillo de partículas en el plano x− y, a medida que la onda avance, las partículas

tendrán un desplazamiento relativo entre ellas en el plano x− y en forma de ” + ”.
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Caso h+ = 0.

S1 = S1(0) +
1

2
hxe

iKσxσ

S2(0),

S2 = S2(0) +
1

2
hxe

iKσxσ

S1(0). (6.77)

Para este caso, las partículas se desplazarán siguiendo un patrón del estilo ”× ”.

6.2.4. Modos de polarización: Perturbación hµν

Dada la onda plana (6.67) se sabe que el primer sumando de ésta corresponde a los grados

de libertad que se propagan a la velocidad de la luz transversalmente, presentando dos

modos de polarización y cuyo estudio se hizo en el apartado anterior.

Por otro lado, el segundo sumando de la onda plana corresponde a los grados de libertad

masivos, los cuales no se propagan transversalmente; sin embargo, sí lo hacen de manera

longitudinal. Para probarlo se utilizó la relación (6.49) cuyas componentes son:

h00 =
1

3µ2
R(1); (6.78)

h11 = h̄11 −
1

3µ2
R(1); (6.79)

h22 = h̄22 −
1

3µ2
R(1). (6.80)

Utilizando que h̄22 = −h̄11 y que h̄11 = h+ y h̄12 = h×, se sigue que:

h11 = h+ − 1

3µ2
R(1), (6.81)

h22 = −h+ − 1

3µ2
R(1). (6.82)
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Mientras que, para estudiar h33, se usó el hecho de que h̄33 = 0 con lo cual se obtuvo:

h33 = h̄33 −
1

3µ2
R(1),

= − 1

3µ2
R(1). (6.83)

Es decir, la perturbación métrica hµν descrita en términos de sus 3 componentes indepen-

dientes h+, hx y R(1) se ve como:

hµν = h+
µν + h×

µν + hR(1)

µν , (6.84)

con:

h+
µν =


0 0 0 0

0 h+ 0 0

0 0 −h+ 0

0 0 0 0

 ; (6.85)

h×
µν =


0 0 0 0

0 0 hx 0

0 hx 0 0

0 0 0 0

 ; (6.86)

hR(1)

µν = − 1

3µ2
R(1)


−1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 . (6.87)

Así, de la relación (6.87) se observa que para los modos masivos se tienen dos grados de

libertad transversales y uno longitudinal que satisfacen la relación de dispersión (6.7).

Para estudiar el comportamiento físico se consideraron partículas prueba moviéndose len-

tamente en la dirección x3 = z y la ecuación de desviación geodésica a primer orden,
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descrita por:

∂2

∂t2
Sµ = Rµ

00σS
σ, (6.88)

con:

Rµ
00σS

σ =
1

2
ηµδ(∂2

0hδσ + ∂σ∂δh00 − ∂σ∂0hδ0 − ∂0∂δh0σ). (6.89)

Así, para el caso:

µ = 0 = t

∂2

∂t2
St = 0, (6.90)

pues Rµ
00σ = 0.

µ = 1 = x

∂2

∂t2
S1 = R1

00jS
j con j = 1, 2, 3. (6.91)

µ = 2 = y

∂2

∂t2
S2 = R2

00jS
j con j = 1, 2, 3. (6.92)

µ = 3 = z

∂2

∂t2
S3 = R3

00jS
j con j = 1, 2, 3. (6.93)
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Entonces, para cada componente hR(1)

µν , la ecuación de desviación geodésica es:

∂2

∂t2
St = 0, (6.94)

∂2

∂t2
S1 = − 1

6µ2

∂2R(1)

∂t2
S1, (6.95)

∂2

∂t2
S2 = − 1

6µ2

∂2R(1)

∂t2
S2, (6.96)

∂2

∂t2
S3 =

1

6
R(1)Sz. (6.97)

Observe que, al utilizar la solución de la ecuación escalar dada por R(1) = Aeiq·x que puede

verse como R(1) = Ae−i(ωqt−q3z), se obtiene:

∂2R(1)

∂t2
= −ωq

2R(1), (6.98)

y al sustituirla en las componentes µ = 1 = x y µ = 2 = y, se llegó a:

∂2St

∂t2
= −ωq

2

6µ2
R(1)Si. (6.99)

Con esto, se tiene que, el comportamiento de las partículas prueba bajo los modos de

propagación no masivos, será descrito a través las ecuaciones (6.94), (6.97) y (6.99). La

solución y análisis de estas expresiones se llevará a cabo en futuros trabajos.



Capítulo 7

Conclusiones

A lo largo de esta tesis se estudió la herramienta física y matemática que sustenta la

relatividad general para mostrar la propagación libre de las ondas gravitacionales. Se utilizó

la aproximación de campo débil (gµν = ηµν +hµν) para obtener las ecuaciones linealizadas;

las cuales se abordaron vía la fijación e invariancia de norma, obteniendo la ecuación de

onda para la perturbación hµν .

Posteriormente, se estudiaron las teorías de gravedad modificada, en particular las teorías

f(R). Haciendo una manipulación adecuada de las ecuaciones de campo correspondientes

a estas teorías, se obtuvo una ecuación escalar para el escalar de Ricci (5.2) y otra tensorial

para la métrica (5.3); ambas de segundo orden.

Al realizar la descomposición algebraica R = R0+R(1) con R0 = 0 se dedujeron ecuaciones

escalares y tensoriales a cero y primer orden. La ecuación escalar a orden cero condujo a

las condiciones sobre las f(R) permisibles: f ′′
0 = f ′′(R0) ̸= 0 y f0 = f(R0) = 0, monóto-

namente crecientes y convexas (f ′ > 0, f ′′ > 0). Lo cual permitió hacer un estudio para la

propagación de ondas gravitacionales sin la necesidad de emplear ninguna f(R) particular;

pues únicamente se utilizaron las condiciones mínimas necesarias.

La ecuación escalar a primer orden es la ecuación de Klein-Gordon, cuya solución fue una

onda plana (6.3) que satisface la relación de dispersión (6.7). Lo que implicó la existencia

de grados de libertad masivos.

Por otro lado, las ecuaciones tensoriales se resolvieron utilizando la transformación de

72
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norma; se comenzó por utilizar la perturbación de traza invertida (3.16) con la cual se

llegó a inconsistencias; lo que motivó una redefinición de la traza invertida (6.25) y al uso

de la norma de Lorenz y de Coulomb, para fijar la norma transversa sin traza.

Bajo esta norma, se obtuvo la ecuación de onda para la perturbación hµν y cuya solución

fue:

hµν = Aµνe
iK·x − 1

3µ2
ηµνR

(1), (7.1)

con la cual se concluyó que los términos Aµνe
iK·x se propagaban transversalmente a la

velocidad de la luz, tal y como sucede en la RG; mientras que, el término 1
3µ2ηµνR

(1) se

reproduce como un grado de libertad masivo con 2 grados de libertad transversales (6.85)

y (6.86), y uno longitudinal (6.87) que satisface la relación de dispersión q2 = −µ2; con lo

cual se concluyó que estos grados se propagan con una velocidad de grupo menor que la

de la luz.

Como trabajo a futuro, se buscaría determinar una interpretación al comportamiento de

ciertos grados de libertad en términos de un medio dispersivo geométrico efectivo. Para

ello, se podría complementar la teoría f(R) utilizando otros fondos que no sean Minkowski.

Asimismo, se sugiere e hacer un análisis a segundo orden, a fin de estudiar la producción

de ondas gravitacionales.

Desde un punto de vista experimental, resulta motivante el averiguar si es posible observar

este tipo de comportamientos en la naturaleza; para ello, se plantearía un arreglo experi-

mental, con el cual LIGO fuese capaz de detectar y describir los efectos de los grados de

libertad masivos de la onda gravitacional [16],[15].



Apéndice A

Equivalencia entre teoría de

Brans-Dicke y teoría f(R)

En este apéndice se mostrará la equivalencia entre la teoría de Brans-Dicke con parámetro

ω = 0 y las teorías f(R).

Recordando que la acción de Brans-Dicke es:

S =

∫ √
−gd4x

[
ΦR +

(
16π

c4
L
)
− ω

(
Φ,αΦ

,α

Φ

)]
, (A.1)

y que la acción de las teorías f(R):

S =
1

2κ

∫
d4x

√
−gf(R) + SM(gµν ,Ψ). (A.2)

Se utilizará un nuevo campo χ, tal que, la acción equivalente dinámicamente a (A.2)

corresponda a:

S =
1

2κ

∫
d4x

√
−g [f(χ) + f ′(χ)(R− χ)] + SM(gµν ,Ψ), (A.3)
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al variar respecto a χ, es decir χ → χ+ ϵδχ se obtiene:

δS =
1

2κ

d

dϵ

∫
d4x

√
−g [f(χ+ ϵδχ) + f ′(χ+ ϵδχ)(R− (χ+ ϵδχ))] + SM(gµν ,Ψ), (A.4)

ya que δS
δg

= 0 y δS
δΨ

= 0, entonces se sigue:

δS =
1

2κ

∫
d4x

√
−g
[
f ′(χ)δχ+ f ′′(χ)δχ(R− (χ+ ϵδχ))

∣∣∣
ϵ=0

− f ′(χ)δχ
]

=
1

2κ

∫
d4x

√
−g [f ′′(χ)(R− χ)] δχ. (A.5)

Por lo que, δS
δχ

= f ′′(χ)(R−χ). Usando el principio de mínima acción δS = 0, se tiene que,
δS
δχ

= 0, entonces:

f ′′(χ)(R− χ) = 0, (A.6)

Al redefinir el campo χ por χ → χ(Φ), Φ = f ′(χ) y considerando

V (Φ) = χ(Φ)Φ− f(χ(Φ)), (A.7)

es posible modificar únicamente el argumento de la acción (A.3), sin tomar en cuenta los

términos de materia, de la siguiente manera:

f(χ) + f ′(χ)(R− χ) = f(χ) + f ′(χ)R− χf ′(χ)

= ΦR + f(χ)− χΦ

= ΦR + f(χ(Φ))− χ(Φ)Φ

= ΦR− V (Φ). (A.8)
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Obteniendo así la siguiente acción:

S =
1

2κ

∫
d4x

√
−g [Φ(R)− V (Φ)] + SM(gµν ,Ψ)

=
1

2κ

∫
d4x

√
−g [Φ(R)− (χ(Φ)Φ− f(χ(Φ))] + SM(gµν ,Ψ)

=
1

2κ

∫
d4x

√
−g [Φ(R) + f(χ(Φ))− χ(Φ)Φ] + SM(gµν ,Ψ). (A.9)

La ecuación (A.9) es la representación de la acción de la acción de Brans-Dicke en el Jordan

frame. A fin de obtener las ecuaciones de campo, habrá que hacer la variación de (A.9)

respecto a la métrica (gµν → gµν + δgµν) y recordar que R = gµνRµν :

δS =
1

2κ

∫
d4xδ

√
−g [Φ(R)− V (Φ)] +

√
−g [ΦδgµνRµν + ΦgµνδRµν ] + δSM(gµν ,Ψ).

(A.10)

Para δSM se cumple que:

 δSM

δgµν = −
√
−g
2

Tµν ,

δSM

δΨ
= 0.

(A.11)

Por otro lado, se sabe que:

 δ(
√
−g) =

√
−g
2

gµνδgµν ,

δgµν = −gγµgσνδg
σγ,

(A.12)

por lo tanto:

δ(
√
−g) = −

√
−g

2
gγσδg

σγ. (A.13)
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Para δR se tiene que:

δR = δ(Rµνg
µν) = δ(Rµν)g

µν + δ(gµν)Rµν , (A.14)

donde:

δ(Rµν)g
µν = gµνδ(Γα

µν,α − Γβ
µβ,ν)

= gµν(δΓα
µν),α − gµα(δΓβ

µβ),β

= (gµνδΓα
µν − gµαδΓβ

µβ);α. (A.15)

Haciendo las sustituciones se llega a las ecuaciones de campo:

Gµν =
κ

Φ
Tµν −

1

2Φ
gµνV (Φ) +

1

Φ
(∇µ∇νΦ− gµν□Φ) . (A.16)

Por otro lado, al variar (A.9) respecto a Φ (i.e Φ → Φ + ϵδΦ) y notando que δSM

δΦ
= 0, se

obtiene:

S =
1

2κ

d

dϵ

∫
d4x

√
−g [(Φ + ϵδΦ)R− V (Φ + ϵδΦ)]

∣∣∣
ϵ=0

=
1

2κ

d

dϵ

∫
d4x

√
−g [RδΦ + Φδ(R) + δϵRδΦ + ϵδRδΦ− V (Φ + ϵδΦ)]

∣∣∣
ϵ=0

=
1

2κ

∫
d4x

√
−g [RδΦ− V ′(Φ)δΦ]

=
1

2κ

∫
d4x

√
−g [R− V ′(Φ)] δΦ. (A.17)

Usando el principio de mínima acción δS
δΦ

= 0 se tiene que R− V ′(Φ) = 0; por lo tanto:

R = V ′(Φ). (A.18)
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Al tomar la traza de las ecuaciones de campo dadas en (A.16) se obtiene:

gµν(Rµν −
1

2
Rgµν) =

κ

Φ
gµνTµν −

1

2Φ
gµνgµνV (Φ) +

1

Φ
(gµν∇µ∇νΦ− gµνgµν□Φ),

pero se sabe que gµνRµν = R y que gµν(−1
2
Rgµν) = −1

2
(nR) = −2R entonces se cumple

que:

gµν(Rµν −
1

2
Rgµν) = R− 2R.

Entonces:

R− 2R =
κ

Φ
gµνTµν −

1

2Φ
gµνgµνV (Φ) +

1

Φ
(gµν∇µ∇νΦ− gµνgµν□Φ),

usando □ = gµν∇µ∇ν se tiene que:

−R =
κ

Φ
T − 1

2Φ
δµµV (Φ) +

1

Φ
(□Φ− δµµ□Φ)

=
κ

Φ
T − n

2Φ
V (Φ) +

1

Φ
(□Φ− n□Φ). (A.19)

Si n=4

=
κ

Φ
T − 2V (Φ)

Φ
+

1

Φ
(−3□Φ)

=
1

Φ
[κT − 2V (Φ)− 3□Φ] . (A.20)

Finalmente, al usar R = V ′(Φ) se llega a la siguiente expresión:

3□Φ + 2V (Φ)− Φ
dV

dΦ
= κT. (A.21)

La ecuación (A.21) determina la dinámica de Φ dadas las fuentes de materia.



Apéndice B

Equivalencia Jordan frame y Einstein

frame

A fin de escribir la relación (A.9) en el frame de Einstein es necesario introducir la siguiente

transformación conforme:

gµν → ˜gµν = f ′(R)gµν ≡ Φgµν , (B.1)

al redefinir el campo escalar Φ = f ′(R) → Φ̃ se tiene que:

dΦ̃ =

√
2ω0 + 3

2κ

Φ

Φ

=

√
2ω0 + 3

2κ

d lnΦ

dΦ
. (B.2)

Definiendo κ̃ como;

κ̃ =

√
2κ

2ω0 + 3
, (B.3)

y eligiendo ω0 = 0 se cumple que κ̃2 = 2κ
3

.
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Por lo tanto, al hacer la transformación conforme Φ = f ′(R) → Φ̃ tal que se cumpla:


dΦ̃ = 1

κ̃
d lnΦ
dΦ

Φ = eκ̃Φ̃

= e

√
2κ

2ω0+3
Φ̃
.

(B.4)

Entonces se satisface que:



gµν = e−κ̃Φ̃g̃µν

g̃µν = eκ̃Φgµν

det(gµν) = e−2κ̃Φ̃

√
−g̃ = e2κ̃Φ̃

√
−g.

(B.5)

Ya que se trabajará con transformaciones conformes, se requiere hacer uso de la siguiente

expresión

R̃ = Ω−2

[
R− 2(D − 1)

□Ω

Ω
− (D − 1)(D − 4)gµν

Ω,µΩ,ν

Ω2

]
, (B.6)

y así tener:

R̃ = Ω−2R− 6Ω−3Ω;µνg
µν , (B.7)

donde el factor conforme será Ω2 = e−κ̃Φ̃ y Ω =
√
e−κ̃Φ̃; que al sustituir en (B.7) se llega

al el escalar R:

R = eκ̃Φ̃R̃− 6
(
e

3κ̃Φ̃
2

)(
e−

κ̃Φ̃
2

)
;µν

gµν . (B.8)

Usando el hecho de que:

(
e−

κ̃Φ̃
2

)
,µ
= −1

2
κ̃e−

1
2
κ̃Φ̃Φ̃,µ, (B.9)
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se sigue:

(
e−

κ̃Φ̃
2

)
;µν

= −1

2
κ̃

(
−1

2
κ̃e−

1
2
κ̃Φ̃Φ̃,µΦ̃,ν

)
− 1

2
e−

1
2
κ̃Φ̃Φ̃,µν +

1

2
κ̃Γ̃α

νµe
− 1

2
κ̃Φ̃Φ̃,α

= −1

2
κ̃

[
−1

2
κ̃e−

1
2
κ̃Φ̃Φ̃,µΦ̃,ν + e−

1
2
κ̃Φ̃Φ̃,µν − Γ̃α

µνe
− 1

2
κ̃Φ̃Φ̃,α

]
=

1

2
κ̃e−

1
2
κ̃Φ̃

[
1

2
κ̃Φ̃,µΦ̃,ν − Φ̃,µν + Γ̃α

νµΦ̃,α

]
. (B.10)

De modo que:

gµν
(
e−

1
2
κ̃Φ̃
)
;µν

=
1

2
κ̃e−

1
2
κ̃Φ̃

[
1

2
κ̃Φ̃,µΦ̃

,µ − Φ̃,µ
,µ + Γ̃α

µνg
µνΦ̃,α

]
. (B.11)

Al sustituir (B.11) en (B.8) se obtiene:

R = eκ̃Φ̃R̃− 3

2
κ̃2eκ̃Φ̃Φ̃,µΦ̃

,µ + 3κ̃eκ̃Φ̃Φ̃,µ
µ − 3κ̃eκ̃Φ̃Γ̃α

µνg
µνΦ̃,α. (B.12)

Multiplicando por
√
−geκ̃Φ̃ a ambos lados de la expresión (B.12):

√
−geκ̃Φ̃R =

√
−geκ̃Φ̃

[
eκ̃Φ̃R− 3κ̃eκ̃Φ̃

(
1

2
κ̃Φ̃,µΦ̃

,µ − Φ̃,µ
,µ + Γ̃α

µνg
µνΦ̃,α

)]
,

empleando
√
−g = e−2κ̃Φ̃ y Φ = eκ̃Φ̃, se llega a:

√
−gΦR = e−2κ̃Φ̃eκ̃Φ̃

√
−g

[
eκ̃Φ̃R− 3κ̃eκ̃Φ̃

(
1

2
κ̃Φ̃,µΦ̃

,µ − Φ̃,µ
,µ + Γ̃α

µνg
µνΦ̃,α

)]
=
√
−g̃

[
R− 3κ̃

(
1

2
κ̃Φ̃,µΦ̃

,µ − Φ̃,µ
,µ + Γ̃α

µνg
µνΦ̃,α

)]
. (B.13)
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Al sustituir (B.3) en la expresión anterior se deduce:

√
−gΦR =

√
−g̃R̃− 3

2

2κ

3

√
−g̃Φ̃,µΦ̃

,µ − 3κ̃
√
−g̃
[
Γ̃α

µνg
µνΦ̃,α − Φ̃,µ

,µ
]

=
√
−g̃R̃− κ

√
−g̃Φ̃,µΦ̃

,µ − 3κ̃
√
−g̃
[
Γ̃α

µνg
µνΦ̃,α − Φ̃,µ

µ
]
. (B.14)

Ya que se está buscando alterar la acción descrita en el Jordan frame, dada por:

S =
1

2κ

∫
d4x

√
−g[ΦR− V (Φ)] + SM(gµν ,Ψ),

=
1

2κ

∫
d4x

√
−gΦR− 1

2κ

∫
d4x

√
−gV (Φ) + SM(gµν ,Ψ), (B.15)

a fin de encontrar su análoga en el Einstein frame.

Se debe notar que, de los tres términos involucrados en (B.15), las modificaciones corres-

pondientes a los términos de materia serán descritos por gµν = eκ̃Φ̃g̃µν y ω0 = 0, así:

S ′ = SM(e−κ̃Φg̃µν ,Ψ) = SM(e−
√

2κ
3
Φg̃µν ,Ψ). (B.16)

Mientras que, el primer término de (B.15) puede ser rectificado al emplear (B.14), esto es:

S =
1

2κ

∫
d4x
√

−g̃R− κ
√
−g̃Φ̃,µΦ̃

,µ − 3κ̃
√
−g̃
[
Γ̃α

µνg
µνΦ̃,α − Φ̃,µ

µ
]

=

∫
d4x
√

−g̃

[
R

2κ
− 1

2
Φ̃,µΦ̃

,µ

]
− 3κ̃

2κ

∫
d4x
√
−g̃
[
Γ̃α

µνg
µνΦ̃,α − Φ̃,µ

µ
]
.

Usando k = 3
2
κ̃2, se llega a:

S =

∫
d4x
√
−g̃

[
R

2κ
− 1

2
Φ̃,µΦ̃

,µ

]
− 1

κ̃

∫
d4x
√
−g̃
[
Γ̃α

µνg
µνΦ̃,α − Φ̃,µ

µ
]
. (B.17)
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El segundo término de (B.17) se anula gracias al teorema de Stokes. Mientras que, para

desarrollar el segundo término de (B.15) se utiliza el hecho de que:

 Φ = f ′(R) = e
√

2κ
3
Φ̃

χ(Φ) = R = R(ϕ̃) = V ′(Φ)
(B.18)

Al sustituir (B.18) en el segundo término de (B.15) y utilizando la definición de V (Φ)

(A.7), se obtiene:

1

2κ

∫
d4x

√
−g [χ(Φ)Φ− f(χ(Φ))] =

1

2κ

∫
d4x

√
−g [Rf ′(R)− f(R)]

pero
√
−g =

√
−g̃e−2κ̃Φ̃

=
1

2κ

∫
d4x
√
−g̃e−2κ̃Φ̃ [Rf ′(R)− f(R)]

=
1

2κ

∫
d4x
√
−g̃

[
Rf ′(R)− f(R)

e2κ̃Φ̃

]
=

1

2κ

∫
d4x
√
−g̃

[
Rf ′(R)− f(R)

(f ′(R))2

]
. (B.19)

Finalmente, al definir U(Φ̃) = Rf ′(R)−f(R)
(f ′(R))2

se deduce:

S =

∫
d4x
√

−g̃[U(Φ̃)]. (B.20)

Por lo tanto, a partir de la acción en el Jordan frame (B.15) y empleando las expresiones

(B.16), el primer término de (B.17) y (B.20) se obtiene:

S =
1

2κ

∫
d4xΦR− 1

2κ

∫
d4x

√
−gV (Φ) + SM(gµν ,Ψ)

=

∫
d4x
√

−g̃

[
R̃

2κ
− 1

2
Φ̃,µΦ̃

,µ

]
−
∫

d4x
√

−g̃U(Φ̃) + SM(e−
√

2κ
3
Φg̃µν ,Ψ).
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Así, la expresión final de la acción en el Einstein frame, será:

S ′ =

∫
d4x
√

−g̃

[
R̃

2κ
− 1

2
∂αΦ̃∂αΦ̃− U(Φ̃)

]
+ SM

(
e−

√
2κΦ̃
3 g̃µν ,Ψ

)
(B.21)



Apéndice C

Ecuaciones de Campo bajo la

aproximación robusta

Al sumar convenientemente una unidad (1
2
f ′(R)gµνRµν − 1

2
f ′(R)gµνRµν) a las ecuaciones

de campo obtenidas en el Capítulo 4 y descritas por:

f ′(R)Rµν −
1

2
f(R)gµν − [∇µ∇ν − gµν□]f ′(R) = κTµν , (C.1)

se obtiene:

f ′Rµν −
1

2
f ′gµνRµν +

1

2
f ′gµνRµν −

1

2
fgµν − (∇µ∇ν − gµν□) f ′ = κTµν , (C.2)

donde f := f(R), f ′ := ∂Rf(R). Al utilizar gµν□ = gµνg
αβ∇α∇β, se sigue que:

f ′Gµν +
1

2
f ′gµνRµν −

1

2
fgµν − f ′∇µ∇ν + f ′gµνg

αβ∇α∇β = κTµν . (C.3)
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Al emplear las siguientes relaciones:

−∇µ∇νf
′ = −∇µ(f

′′∇νR)

= −f ′′∇µ∇νR− f ′′′∇µR∇νR, (C.4)

gµνg
αβ∇α∇βf

′ = gµν
[
gαβ∇α (f

′′∇βR)
]

= gµνg
αβ [f ′′∇α∇βR + f ′′′∇αR∇βR]

= gµν
[
f ′′□R + f ′′′(∇R)2

]
. (C.5)

Se puede re-escribir (C.3) de la siguiente manera:

f ′Gµν − f ′′∇µ∇νR− f ′′′(∇µR)(∇νR) + gµν

[
1

2
(Rf ′ − f) + f ′′□R + f ′′′(∇R)2

]
= κTµν ,

(C.6)

con (∇)2 ≡ gµν(∇µR)(∇νR). Al calcular la traza de (C.6), se tiene que:

f ′Gµν = κTµν + f ′′∇µ∇νR + f ′′′(∇µR)(∇νR)− gµν

[
1

2
(f ′R− f) + f ′′□R + f ′′′(∇R)2

]
f ′gµνGµν = κgµνTµν + f ′′gµν∇µ∇νR + f ′′′gµν(∇µR)(∇νR)

− gµνgµν

[
1

2
(f ′R− f) + f ′′□R + f ′′′(∇R)2

]
, (C.7)

y ya que:

f ′′gµν∇µ∇νR = f ′′□R,

f ′′′gµν(∇µR)(∇νR) = f ′′′(∇R)2,

gµνgµν = δµµ = 4,

gµνGµν = gµνRµν − 1
2
Rgµνgµν = R− 1

2
4R = −R,



APÉNDICE C. ECUACIONES DE CAMPO BAJO LA APROXIMACIÓN ROBUSTA 87

se sigue que:

−f ′R = κT + f ′′□R + f ′′′(∇R)2 − 4

[
1

2
(f ′R− f) + f ′′□R + f ′′′(∇R)2

]
,

= κT − 3f ′′□R− 3f ′′′(∇R)2 − 2f ′R + 2f.

Lo que conduce a:

□R =
1

3f ′′

[
κT − 3f ′′′(∇R)2 + 2f − f ′R

]
. (C.8)

Finalmente al sustituir (C.8) en (C.3) se llega a:

Gµν =
1

f ′

[
f ′′∇µ∇νR + f ′′′(∇µR)(∇νR)− gµν

6
(Rf ′ + f + 2κT ) + κTµν

]
. (C.9)



Apéndice D

Ecuaciones Escalar y Tensorial en f(R)

y R = R0 +R(1)

Partiendo de la ecuación escalar (5.2) y tensorial (5.3) descritas respectivamente por:

□R =
1

3f ′′

[
κT − 3f ′′′(∇R)2 + 2f −Rf ′] , (D.1)

Gµν =
1

f ′ [f
′′∇µ∇νR + f ′′′(∇µR)(∇νR)− gµν

6
(Rf ′ + f + 2κT ) + κTµν ]. (D.2)

se realizó la sustitución algebraica de R = R0+ϵR(1) a través de un código en Mathematica

con el cual se extrajeron las ecuaciones a cero y primer orden.

Al extraer los términos a orden cero, la ecuación escalar a orden cero es:

□R0 =
2

3
f0f

′′−1
0 − R0f

′
0

3
f ′′−1
0 − ηµν∂µR0∂νR0f

′′′
0 f ′′−1

0 , (D.3)
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mientras que, la ecuación escalar a primer orden se describe por:

□R(1) − ηµνΓσ(1)
µν ∂σR0 − ∂µ∂νR0h

µν = −1

3
f ′′′
0 f ′′−2

0 R(1)[2f0 −R0f
′
0 − 3∂µR0∂νR0η

µνf ′′′
0 ]+

1

3
f ′′−1
0 [R(1)f ′

0 + 3∂µR0∂νR0h
µνf ′′′

0 − 3ηµν∂µR
(1)∂νR0f

′′′
0

− 3ηµν∂µR0∂νR
(1)f ′′′

0 − 3ηµνR(1)∂µR0∂νR0f
(4)
0 −R0R

(1)f ′′
0 ], (D.4)

donde f0 := f(R0), f ′
0 := ∂Rf(R0), f ′′

0 := ∂2
Rf(R0), f ′′′

0 := ∂3
Rf(R0), f

(4)
0 := ∂

(4)
R f(R0).

Análogamente, al tomar los términos a orden cero para la ecuación tensorial se tiene que:

R(0)
µν − R0ηµν

2
= f ′−1

0 [f ′′
0 ∂µ∂νR0 + f ′′′

0 ∂µR0∂νR0 −
1

6
ηµνf

′
0R0 −

1

6
ηµνf0], (D.5)

donde G
(0)
µν = R

(0)
µν − R0ηµν

2
= 0, por lo que, la ecuación tensorial a orden cero es:

f ′−1
0 [f ′′

0 ∂µ∂νR0 + f ′′′
0 ∂µR0∂νR0 −

1

6
ηµνf

′
0R0 −

1

6
ηµνf0] = 0. (D.6)

Mientras que, los términos a primer orden resultaron ser:

− hµνR0

3
+R(1)

µν =
R(1)ηµν

6
+

T
(0)
µν κ

f ′
0

− T0ηµνκ

3f ′
0

− h
(1)
µν f0
6f ′

0

+
R(1)ηµνf0f

′′
0

6f ′2

+
∂µ∂νR

(1)f ′′
0

f ′ − ∂σR0Γ
σ(1)
µν f ′′

0

f ′
0

− ∂µ∂νR0R
(1)f ′′2

f ′2 +
∂µR

(1)∂νR
(0)f ′′′

0

f ′
0

+

∂µR0∂νR
(1)f ′′′

0

f ′
0

+
∂µ∂νR0R

(1)f ′′′
0

f ′
0

− ∂µR0∂νR0R
(1)f ′′

0 f
′′′
0

f ′2 +
∂µR0∂νR0R

(1)f (4)

f ′ ,
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que factorizando apropiadamente:

R(1)
µν−

hµνR0

3
= f ′−1

0 [f ′′
0 ∂µ∂νR

(1)−f ′′
0Γ

σ(1)
µν∂σR0+f ′′′

0 ∂µ∂νR0R
(1)+f ′′′

0 ∂µR0∂νR
(1)+f ′′′

0 ∂µR
(1)∂νR0

+ f
(4)
0 R(1)∂µR0∂νR0 −

1

6
ηµνf

′
0R

(1) − 1

6
ηµνf

′′
0R0R

(1) − 1

6
hµνf

′
0R0 −

1

6
hµν −

1

3
κηµνT + κTµν ]

− f ′−2
0 f ′′

0R
(1)[f ′′

0 ∂µ∂νR0 + f ′′′
0 ∂µR0∂νR0 −

1

6
ηµνf

′
0R0 −

1

6
ηµνf0]. (D.7)

Observe que los términos a la izquierda son parte del tensor de Einstein a primer or-

den, los cuales se complementan con los términos a la derecha dados por −1
6
ηµνR

(1) −
1
6
hµνR0. Además, noté que se ha sumando un cero con los términos 1

6
ηµνf

′′
0 f

′−1
0 R0R

(1) +

1
6
f ′−1
0 f ′′

0R0R
(1)ηµν .

Por lo que, la ecuación tensorial a primer orden es:

G(1)
µν = f ′−1

0 [f ′′
0 ∂µ∂νR

(1)−f ′′
0Γ

σ(1)
µν∂σR0+f ′′′

0 ∂µ∂νR0R
(1)+f ′′′

0 ∂µR0∂νR
(1)+f ′′′

0 ∂µR
(1)∂νR0

+ f
(4)
0 R(1)∂µR0∂νR0 −

1

3
ηµνf

′
0R

(1) − 1

6
ηµνf

′′
0R0R

(1) − 1

6
hµνf

′
0R0 −

1

6
hµν −

1

3
κηµνT + κTµν ]

− f ′−2
0 f ′′

0R
(1)[f ′′

0 ∂µ∂νR0 + f ′′′
0 ∂µR0∂νR0 −

1

6
ηµνf

′
0R0 −

1

6
ηµνf0], (D.8)

donde G
(1)
µν representa al tensor de Einstein, el cual fue obtenido en el Capítulo 3 y cuya

expresión es:

G(1)
µν =

1

2
[∂σ∂νh

σ
µ + ∂σ∂µh

σ
ν − ∂µ∂νh−□hµν − ηµν∂ρ∂σh

ρσ + ηµν□h] .



Apéndice E

Solución a Ecuaciones de Campo -

Transformaciones de Norma

E.1. Parte I: Usando Relatividad General

Partiendo de las ecuaciones de campo linealizadas obtenidas en el Capítulo 3 y dadas por:

G(1)
µν = 8πTµν , (E.1)

con,

G(1)
µν = R(1)

µν − 1

2
ηµνR

(1),

=
1

2
(∂σ∂νh

σ
µ + ∂σ∂µh

σ
ν − ∂µ∂νh−□hµν − ηµν∂ρ∂σh

ρσ + ηµν□h)

=
1

2
∂σ∂µhν

σ +
1

2
∂σ∂νhµ

σ − 1

2
□hµν −

1

2
∂µνh− 1

2
ηµν(∂

σ∂ρhσρ −□h), (E.2)

se busca darles solución, para ello se deben fijar normas. Estas normas se fijan al utilizar

las transformaciones de norma generadas de un campo vectorial ξµ, el cual debe ser elegido

adecuadamente. Esta elección se conoce como libertad de norma.

91
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La transformación de norma debida al campo vectorial ξµ sobre la perturbación hµν se

escribe como:

hµν ⇒ hµν + ∂µξν + ∂νξµ. (E.3)

Por otro lado, se define a la perturbación de transversa invertida como:

h̄µν := hµν −
1

2
ηµνh, (E.4)

hµν := h̄µν +
1

2
ηµνh, (E.5)

al sustituir (E.5) en (E.2) se obtiene:

G(1)
µν =

1

2
∂σ∂µhν

σ +
1

2
∂σ∂νhµ

σ − 1

2
□hµν −

1

2
∂µνh− 1

2
ηµν(∂

σ∂ρhσρ −□h)

=
1

2
∂σ∂µ(h̄νσ +

1

2
ηνσh) +

1

2
∂σ∂ν(h̄µσ +

1

2
ηµσh)−

1

2
□(h̄µν +

1

2
ηµνh)−

1

2
∂µ∂νh

− 1

2
ηµν∂

σ∂ρ(h̄σρ +
1

2
ησρh) +

1

2
ηµν□h

=
1

2
∂σ∂µh̄νσ +

1

2
∂σ∂ν h̄µσ +

1

2
(
1

2
ηνσ∂

σ∂µh+
1

2
ηµσ∂

σ∂µh)−
1

2
□h̄µν −

1

4
□ηµνh− 1

2
∂µ∂νh

− 1

2
ηµσ∂

σ∂ρh̄σρ −
1

4
ηµνησρ∂

σ∂ρh+
1

2
ηµν□h

=
1

2
(2∂σ∂(µh̄ν)σ) +

1

2
(
1

2
∂ν∂µh+

1

2
∂µ∂νh)−

1

2
□h̄µν −

1

4
□ηµνh− 1

2
∂µ∂νh− 1

2
ηµν∂

σ∂ρh̄σρ

− 1

4
ηµν□h+

1

2
ηµν□h

= ∂σ∂(µh̄ν)σ +
1

2
∂µ∂νh− 1

2
□h̄µν −

1

4
□ηµνh− 1

2
∂µ∂νh− 1

2
ηµν∂

σ∂ρh̄σρ −
1

4
ηµν□h+

1

2
ηµνh,

(E.6)

note que se ha bajado el índice con la métrica en 1
2
ηνσ(∂

σ∂µh+
1
2
ηµσ∂

σ∂µh) → 1
2
(1
2
∂ν∂µh+

1
2
∂µ∂νh) y se ha utilizado ησρ∂

σ∂ρh → □h.
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De tal forma que el tensor de Einstein resulta ser:

G(1)
µν = ∂σ(∂µh̄ν)σ −

1

2
□h̄µν −

1

2
ηµν∂

σ∂ρh̄σρ. (E.7)

Observe que se ha eliminado explícitamente la información de la traza. Lo siguiente es

averiguar la transformación de norma de la perturbación h̄µν , para ello se aplica (E.3)

sobre (E.4), se obtiene:

h̄µν → (hµν + ∂µξν + ∂νξµ)−
1

2
ηµνh, (E.8)

pero ya que h es la traza de hµν , esto es h ≡ ησρhσρ, donde hσρ es:

h̄σν → (hσρ + ∂σξρ + ∂ρξσ), (E.9)

entonces al sustituir (E.9) en (E.8), se sigue que:

h̄µν → (hµν + ∂µξν + ∂νξµ)−
1

2
ηµνη

σρ(hσρ + ∂σξρ + ∂ρξσ)

→ hµν −
1

2
ηµνη

σρhσρ + ∂µξν∂nuξµ −
1

2
ηµνη

σρ∂σξρ −
1

2
ηµνη

σρ∂ρξσ

→ hµν −
1

2
ηµνh+ ∂µξν + ∂νξµ −

1

2
ηµν(∂ση

σρξρ + ∂ρη
σρξσ)

→ hµν −
1

2
ηµνh+ ∂µξν + ∂νξµ −

1

2
(∂σξ

σ + ∂ρξ
ρ)

→ h̄µν + ∂µξν + ∂νξµ −
1

2
ηµν(2∂σξ

σ). (E.10)

Por lo tanto, la transformación de norma sobre la perturbación de traza invertida h̄µν es:

h̄new
µν → h̄old

µν + ∂µξν + ∂νξµ − ηµν∂σξ
σ, (E.11)

es decir, se ha definido un nuevo tensor h̄new
µν en términos del viejo h̄old

µν . Observe que se

tendrán tantos h̄new
µν como ξµ se utilicen.
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Lo siguiente es fijar la norma de Lorenz dada por:

∂ν h̄new
µν = 0, (E.12)

al aplicar ésta sobre (E.7), el primer y tercer término se anulan, entonces se tiene que:

G(1)
µν = −1

2
□h̄new

µν . (E.13)

Para lograr que (E.13) se satisfaga, se utiliza la libertad de norma para determinar la

ecuación que ξµ debe obedecer; para ello se calcula la divergencia de (E.11), es decir:

∂ν h̄new
µν → ∂ν h̄old

µν + ∂µ∂
νξν + ∂ν∂νξµ − ηµν∂

ν∂σξ
σ

→ ∂ν h̄old
µν + ∂ν∂νξµ + ∂µ∂

νξν − ∂µ∂σξ
σ, (E.14)

usando el hecho de que ν y σ son índices mudos y que ∂ν∂ν ≡ □ se llega a que:

∂ν h̄new
µν = ∂ν h̄old

µν +□ξµ. (E.15)

En general ∂ν h̄old
µν ̸= 0, sin embargo, gracias a que es posible elegir a ξµ, se exige que éste

sea solución a:

□ξµ = −∂ν h̄old
µν . (E.16)

La expresión (E.16) siempre tiene solución una vez establecidas las condiciones iniciales;

por lo que, se puede asegurar que existe un ξµ que satisface:

∂ν h̄new
µν = 0, (E.17)

y al satisfacerse (E.17) se logra que (E.13) se cumpla.
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Por lo tanto, se ha fijado por completo la norma de Lorenz. las ecuaciones de campo

linealizadas bajo esta norma se reescriben como:

□h̄µν = −16πGTµν , (E.18)

y en el espacio libre de fuentes, serán:

□h̄µν = 0. (E.19)

Lo siguiente es fijar la norma de radiación o de Coulomb sin perder la condición impuesta

por la norma de Lorenz. Para ello, se utiliza una nueva transformación de norma gene-

rada por un campo vectorial ζµ, el cual es regulado por la libertad de norma residual o

restringida.

La transformación de norma sobre h̄µν será:

hnew
µν → hold

µν + ∂µζν + ∂νζµ − ηµν∂γζ
γ, (E.20)

de tal forma que, al aplicar (E.20) sobre la norma transversa invertida (E.4) se obtiene:

h̄µν → (hµν + ∂µζν + ∂νζµ)−
1

2
ηµνh

→ (hµν + ∂µζν + ∂νζµ)−
1

2
ηµνη

σρ(hσρ + ∂σζρ + ∂ρζσ)

→ hµν −
1

2
ηµνη

σρhσρ + ∂µζν∂nuξµ −
1

2
ηµνη

σρ∂σζρ −
1

2
ηµνη

σρ∂ρζσ

→ hµν −
1

2
ηµνh+ ∂µζν + ∂νζµ −

1

2
ηµν(∂ση

σρζρ + ∂ρη
σρζσ)

→ hµν −
1

2
ηµνh+ ∂µζν + ∂νζµ −

1

2
(∂σξ

σ + ∂ρζ
ρ)

→ h̄µν + ∂µζν + ∂νζµ −
1

2
ηµν(2∂σζ

σ). (E.21)

Note que se ha utilizado que h ≡ ησρhσρ con hσρ descrita por:

hσν → (hσρ + ∂σζρ + ∂ρζσ). (E.22)
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Finalmente, la transformación de norma sobre h̄µν generada por ζµ es:

h̄new
µν = h̄old

µν + ∂µζν + ∂νζµ − ηµν∂σζ
σ. (E.23)

Ya que (E.23) debe mantener fija la norma de Lorenz, se exige que

□ζµ = 0, (E.24)

pues así se cumpliría que:

□(ξµ + ζµ) = −∂µh̄old
µν . (E.25)

Si □ζµ = 0, entonces:

□ξµ = −∂ν h̄old
µν → −∂ν h̄µν = 0. (E.26)

Se prosigue con la imposición de los criterios que fijan a la norma de Coulomb o de

radiación; es decir se pide que h̄µν sea libre de traza (traceless) y que las componentes h̄0i

se anulen. Esto es:

 h̄ = 0,

h̄0i = 0, con i = 1, 2, 3.
(E.27)

Entonces, al calcular la traza de (E.23) se tiene que:

ηµν h̄new
µν → ηµν h̄old

µν + ηµν∂µζν + ηµν∂νζµ − ησρηµν∂σζ
σ

h̄new → h̄old + ∂µζ
µ + ∂νζ

ν − 4∂σζ
σ

→ h̄old + 2∂σζ
σ − 4∂σζ

σ

→ h̄old − 2∂σζ
σ, (E.28)
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y ya que se quiere que h̄ = 0, entonces ζσ tiene que satisfacer:

h̄ = 2∂σζ
σ. (E.29)

Para lograr que h̄0i = 0(i = 1, 2, 3) la perturbación bajo la transformación de norma:

h̄0i → h̄0i + ∂0ζi + ∂iζ0 − η0i∂σζ
σ, (E.30)

debe resolver las ecuaciones:

−h̄0i = ∂0ζi + ∂iζ0. (E.31)

Por lo tanto, para encontrar un ζµ que permita hacer h̄ = 0 y h̄0i = 0 y que preserve la

norma de Lorenz, se debe resolver la ecuación (E.24); por lo que se deben determinar las

condiciones iniciales:

Para hacer h̄ = 0 se utiliza (E.29) y se obtiene:


h̄ = 2

(
−∂ζ0

∂t
+∇ · ζ⃗

)
,

∂h̄

∂t
= 2

(
−∇2ζ0 +∇ · ∂ζ⃗

∂t

)
.

(E.32)

Para −h̄0i las condiciones son:


−h̄0i =

∂ζi
∂t

+
∂ζ0
∂xi

,

−∂h̄0i

∂t
= ∇2ζi +

∂2ζ0
∂xi∂t

.
(E.33)

Finalmente, al haber hecho que h̄µν satisficiera la norma de Lorenz (E.12) y la norma de

radiación (E.27) se llega a la norma transversa sin traza que satisface h̄TT
µν = hTT

µν ; de tal

forma que, al hacer h̄ = 0 entonces h = 0.
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E.2. Parte II: Usando f (R) con R = R0 +R(1) y R0 = 0

Haciendo un análisis similar al expuesto en la sección anterior, se hace uso de de la ecuación

tensorial a primer orden dada por

1

2
[∂σ∂µhν

σ + ∂σ∂νhµ
σ −□hµν − ∂µ∂νh− ηµν∂σ∂ρh

σρ + ηµν□h] =

f ′−1
0 [f ′′

0 ∂µ∂νR
(1) − 1

3
ηµνf

′
0R

(1) − 1

3
κηµνT + κTµν ]. (E.34)

de tal forma que al sustituir la perturbación de traza invertida (ver E.5) en el tensor de

Einstein se obtiene (E.7); logrando así que la ecuación tensorial a primer orden se re-escriba

como:

∂σ(∂µh̄ν)σ −
1

2
□h̄µν −

1

2
ηµν∂

σ∂ρh̄σρ = f ′−1
0 [f ′′

0 ∂µ∂νR
(1) − 1

3
ηµνf

′
0R

(1) − 1

3
κηµνT + κTµν ].

(E.35)

Observe que se sigue manteniendo la transformación de norma sobre la perturbación de

traza invertida h̄µν (ver E.11). Al aplicar la norma de Lorenz (E.12) en (E.35) el primer y

tercer término del lado izquiedo se anulan; si además se considera Tµν = 0 se obtiene:

−1

2
□h̄µν = f ′−1[f ′′∂µ∂νR

(1) − 1

3
ηµνf

′
0R

(1)],

□h̄µν = −2

[
f ′′
0

f ′
0

∂µ∂νR
(1) − 1

3
ηµνR

(1)

]
, (E.36)

lo siguiente es determinar si es posible que □h̄µν = 0, para ello se asume que R(1) ̸= 0; al

utilizar la ecuación escalar a primer orden se puede hacer:

□R(1) =
1

3
f ′
0f

′′−1
0 R(1) ⇒ f ′′

0

f ′
0

□R(1) =
1

3
R(1), (E.37)
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al sustituir (E.37) en (E.36) se tiene que:

□h̄µν = −2f ′′
0

f ′
0

[
∂µ∂νR

(1) − ηµν□R(1)
]
, (E.38)

para lograr que □h̄µν = 0 tendría que suceder que:

−2f ′′
0

f ′
0

[
∂µ∂νR

(1) − ηµν□R(1)
]
= 0, (E.39)

pero debido a las condiciones impuestas por las ecuaciones a orden cero, el factor 2f ′′
0

f ′
0
̸= 0,

entonces debe cumplirse que:

∂µ∂νR
(1) − ηµν□R(1) = 0. (E.40)

Además, no debe olvidarse que debe satisfacerse simultáneamente la relación de dispersión,

extraída de la ecuación escalar, es decir:

−K2
0 + |K|2 = −µ2, (E.41)

Recordando que para la ecuación escalar se obtuvo la solución:

R(1) = AeiK·x = AeiησρKσKρ

, (E.42)

de modo que:

∂µR
(1) = AδρµiησρK

σeiησρKσKρ

= iKµe
iK·x, (E.43)

entonces,

∂µ∂νR
(1) = iKµiKνR

(1) = −KµKνR
(1). (E.44)
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También de la ecuación escalar a primer orden, se tiene que:

□R(1) = µ2R(1) ⇒ −ηµν□R(1) = −ηµνµ
2R(1), (E.45)

con µ2 = K2
0 − |K|2, entonces:

ηµν□R(1) = ηµν(K
2
0 − |K|2)R(1), (E.46)

al sustituir (E.44) y (E.46) en (E.40) se sigue que:

∂µ∂νR
(1) − ηµν□R(1) = −KµKνR

(1) + ηµν(K
2
0 − |K|2)R(1)

= R(1)(−KµKν + ηµνµ
2), (E.47)

así para lograr (E.40) se debe satisfacer que:

(−KµKν + µ2ηµν)R
(1) = 0, (E.48)

y ya que R(1) ̸= 0, entonces solo podría suceder que (−KµKν + µ2ηµν) pero ηµν ̸= 0, lo

cual implica que:

 −K2
0 + (−1)µ2 = 0,

−K2
i + µ2 = 0,

(E.49)

es decir:

 K2
0 = −µ2,

K2
i = µ2.

(E.50)
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Lo cual conduce a inconsistencias pues de ser válidas las relaciones anteriores, se cumpliría

que:

 µ2 + 3µ2 = −µ2

4µ2 = −µ2,
(E.51)

lo cual no es posible. Por lo tanto, la relación de dispersión (E.41) y la expresión (E.40)

no pueden satisfacerse simultáneamente.

E.3. Parte III: Definiendo una nueva perturbación de

traza invertida

Ya que al buscar resolver la ecuación tensorial a primer orden utilizando la transformación

de norma dada en (E.4) condujo a inconsistencias; se propuso una nueva perturbación de

traza invertida, definida como:

h̄µν = hµν −
1

2
ηµνh− 1

3µ2
ηµνR

(1), (E.52)

hµν = h̄µν +
1

2
ηµνh+

1

3µ2
ηµνR

(1). (E.53)

Al sustituir (E.53) en la ecuación tensorial a primer orden dada por:

1

2
[∂σ∂µhν

σ + ∂σ∂νhµ
σ −□hµν − ∂µ∂νh− ηµν∂σ∂ρh

σρ + ηµν□h] =

f ′−1
0 [f ′′

0 ∂µ∂νR
(1) − 1

3
ηµνf

′
0R

(1) − 1

3
κηµνT + κTµν ], (E.54)
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el tensor de Einstein se re-escribe como:

G(1)
µν =

1

2
∂σ∂µhν

σ +
1

2
∂σ∂νhµ

σ − 1

2
□hµν −

1

2
∂µ∂νh− 1

2
ηµν(∂

σ∂ρhσρ −□h)

=
1

2
∂σ∂µ(h̄νσ +

1

2
ηνσh+

1

3µ2
ηµνR

(1)) +
1

2
∂σ∂ν(h̄µσ +

1

2
ηµσh+

1

3µ2
ηµνR

(1))− 1

2
∂µ∂νh

− 1

2
□(h̄µν +

1

2
ηµνh+

1

3µ2
ηµνR

(1))− 1

2
ηµν∂

σ∂ρ(h̄σρ +
1

2
ησρh+

1

3µ2
ηµνR

(1)) +
1

2
ηµν□h

=
1

2
∂σ∂µh̄νσ +

1

2
∂σ∂ν h̄µσ +

1

2
(
1

2
ηνσ∂

σ∂µh+
1

2
ηµσ∂

σ∂µh) +
1

2
(
1

3µ2
(ηνσ∂

σ∂µR
(1) + ηµσ∂

σ∂νR
(1)))

− 1

2
□h̄µν −

1

4
ηµν□h+

1

2

1

3µ2
ηµν□R(1) − 1

2
∂µ∂νh− 1

2
ηµν∂

σ∂ρh̄σρ −
1

4
ηµνησρ∂

σ∂ρh

+
1

2

1

3µ2
ηµνησρ∂

σ∂ρR(1) +
1

2
ηµν□h

=
1

2
(2∂σ∂(µh̄ν)σ) +

1

2
(
1

2
∂ν∂µh+

1

2
∂µ∂νh) +

1

2
(
1

3µ2
(∂ν∂µR

(1) + ∂µ∂νR
(1)))− 1

2
□h̄µν −

1

4
ηµν□h

+
1

2

1

3µ2
ηµν□R(1) − 1

2
∂µ∂νh− 1

2
ηµν∂

σ∂ρh̄σρ +
1

2

1

3µ2
ηµνησρ∂

σ∂ρR(1)

− 1

4
ηµνησρ∂

σ∂ρh+
1

2
ηµν□h

= ∂σ∂(µh̄ν)σ +
1

2
(
1

3µ2
(2∂ν∂µR

(1))− 1

2
□h̄µν −

1

4
ηµν□h+

1

2

1

3µ2
ηµν□R(1) − 1

2
ηµν∂

σ∂ρh̄σρ −
1

4
ηµν□h

+
1

2

1

3µ2
ηµν□R(1) +

1

2
ηµν□h

= ∂σ∂(µh̄ν)σ −
1

2
□h̄µν −

1

2
ηµν∂

σ∂ρh̄σρ +
1

3µ2
(∂µ∂νR

(1) − ηµν□R(1)), (E.55)

por lo tanto,

G(1)
µν = ∂σ(∂µh̄ν)σ −

1

2
□h̄µν −

1

2
ηµν∂

σ∂ρh̄σρ +
1

3µ2
(∂µ∂νR

(1) − ηµν□R(1)). (E.56)

Observe que se ha bajado el índice con la métrica en 1
2
ηνσ∂

σ∂µh+
1
2
ηµσ∂

σ∂µh → 1
2
(1
2
∂ν∂µh+

1
2
∂µ∂νh) y se ha utilizado ησρ∂

σ∂ρh → □h. La expresión (E.56) es la versión análoga a la

ecuación (E.7) pero considerando la re-definición de la perturbación.
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Finalmente, a la ecuación tensorial a primer orden bajo la nueva definición de perturbación

de traza invertida, es decir:

∂σ(∂µh̄ν)σ −
1

2
□h̄µν −

1

2
ηµν∂

σ∂ρh̄σρ +
1

3µ2
(∂µ∂νR

(1) − ηµν□R(1)) =

f ′−1
0 [f ′′

0 ∂µ∂νR
(1) − 1

3
ηµνf

′
0R

(1) − 1

3
κηµνT + κTµν ]. (E.57)

Lo siguiente es calcular la transformación de norma de la perturbación h̄µν . Al sustituir

(E.3) sobre (E.52), es decir:

h̄µν → (hµν + ∂µξν + ∂νξµ)−
1

2
ηµνh− 1

3µ2
ηµνR

(1), (E.58)

pero ya que h es la traza de hµν , esto es h ≡ ησρhσρ, donde hσρ es:

h̄σν → (hσρ + ∂σξρ + ∂ρξσ), (E.59)

entonces al sustituir (E.59) en (E.58), se sigue que:

h̄µν → (hµν + ∂µξν + ∂νξµ)−
1

2
ηµνη

σρ(hσρ + ∂σξρ + ∂ρξσ)−
1

3µ2
ηµνR

(1)

→ hµν −
1

2
ηµνη

σρhσρ + ∂µξν∂nuξµ −
1

2
ηµνη

σρ∂σξρ −
1

2
ηµνη

σρ∂ρξσ −
1

3µ2
ηµνR

(1)

→ hµν −
1

2
ηµνh+ ∂µξν + ∂νξµ −

1

2
ηµν(∂ση

σρξρ + ∂ρη
σρξσ)−

1

3µ2
ηµνR

(1)

→ hµν −
1

2
ηµνh− 1

3µ2
ηµνR

(1) + ∂µξν + ∂νξµ −
1

2
(∂σξ

σ + ∂ρξ
ρ)

→ h̄µν + ∂µξν + ∂νξµ −
1

2
ηµν(2∂σξ

σ). (E.60)

Por lo tanto, la transformación de norma sobre la perturbación de traza invertida h̄µν es:

h̄new
µν = h̄old

µν + ∂µξν + ∂νξµ − ηµν∂σξ
σ. (E.61)
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Para fijar la norma de Lorenz, se aplica (E.12) en (E.56). El primer y tercer término se

anulan, dejando así:

G(1)
µν = −1

2
□h̄µν +

1

3µ2
(∂µ∂νR

(1) − ηµν□R(1)). (E.62)

Lo siguiente es determinar a ξµ. Al tomar la divergencia de la ecuación (E.61), se tiene:

h̄new
µν → h̄old

µν + ∂µξν + ∂νξµ − ηµν∂σξ
σ

∂ν h̄new
µν → ∂ν h̄old

µν + ∂µ∂
νξν + ∂ν∂νξµ − ηµν∂

ν∂σξ
σ

→ ∂ν h̄old
µν + ∂ν∂

νξµ + ∂µ∂
νξν − ∂µ∂σξ

σ. (E.63)

Por lo tanto:

∂ν h̄new
µν = ∂ν h̄old

µν +□ξµ, (E.64)

y ya que se busca que se cumpla que ∂ν h̄new
µν = 0, entonces ξµ tiene que satisfacer:

∂ν h̄old
µν +□ξµ = 0,

□ξµ = −∂ν h̄old
µν . (E.65)

Debido a que, (E.65) siempre tiene solución, entonces ξµ cumple:

∂ν h̄new
µν = 0. (E.66)

De la ecuación escalar a primer orden se sabe que □R(1) = µ2R(1) lo que implica que

R(1) = µ−2□R(1). Además, se tiene que µ2 = 1
3

f ′
0

f ′′
0
.
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Por lo que, al sustituir R(1) en lado derecho de (E.57) y considerando Tµν = 0, se obtiene:

G(1)
µν = f ′−1

0 [f ′′
0 ∂µ∂νR

(1) − 1

3
ηµνf

′
0R

(1)]

=
f ′′
0

f ′
0

∂µ∂νR
(1) − µ−2

3
ηµν□R(1)

=
f ′′
0

f ′
0

∂µ∂νR
(1) − 1

3
3
f ′′
0

f ′
0

ηµν□R(1)

=
f ′′
0

f ′
0

[∂µ∂νR
(1) − ηµν□R(1)]. (E.67)

Finalmente, al sustituir (E.67) en la ecuación tensorial a primer orden (E.57) se deduce:

−1

2
□h̄µν +

1

3µ2
(∂µ∂νR

(1) − ηµν□R(1)) = f ′−1
0 [f ′′

0 ∂µ∂νR
(1) − 1

3
ηµνf

′
0R

(1)], (E.68)

por lo que, se asume que f ′′
0

f ′
0
= 1

3µ2 , lo que implica que:

−1

2
□h̄µν = 0 → □h̄µν = 0. (E.69)

Para fijar la norma de Radiación sin alterar lo ya establecido, se usa la transformación de

norma sobre h̄µν dada por:

hnew
µν → hold

µν + ∂µζν + ∂νζµ, (E.70)

al aplicar (E.70) sobre la norma transversa invertida (E.52) y usando h ≡ ησρhσρ con hσρ

donde:

h̄σρ → (hσρ + ∂σζρ + ∂ρζσ), (E.71)
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se obtiene:

h̄µν → (hµν + ∂µζν + ∂νζµ)−
1

2
ηµνh− 1

3µ2
ηµνR

(1)

→ (hµν + ∂µζν + ∂νζµ)−
1

2
ηµνη

σρ(hσρ + ∂σζρ + ∂ρζσ)−
1

3µ2
ηµνR

(1)

→ hµν −
1

2
ηµνη

σρhσρ + ∂µζν∂nuζµ −
1

2
ηµνη

σρ∂σζρ −
1

2
ηµνη

σρ∂ρζσ −
1

3µ2
ηµνR

(1)

→ hµν −
1

2
ηµνh+ ∂µζν + ∂νζµ −

1

2
ηµν(∂ση

σρζρ + ∂ρη
σρζσ)−

1

3µ2
ηµνR

(1)

→ hµν −
1

2
ηµνh− 1

3µ2
ηµνR

(1) + ∂µζν + ∂νζµ −
1

2
(∂σζ

σ + ∂ρζ
ρ)

→ h̄µν + ∂µζν + ∂νζµ −
1

2
ηµν(2∂σζ

σ). (E.72)

Finalmente, la transformación de norma sobre h̄µν generada por ζµ es:

h̄new
µν = h̄old

µν + ∂µζν + ∂νζµ − ηµν∂σζ
σ. (E.73)

Para que la norma de Lorenz se mantenga fija, se debe cumplir que:

□ζµ = 0, (E.74)

entonces, si,

□(ξµ + ζµ) = −∂µh̄old
µν , (E.75)

y □ζµ = 0 entonces:

□ξµ = −∂ν h̄old
µν → −∂ν h̄µν = 0. (E.76)

Los criterios que fijan a la norma de Coulomb o de radiación se describen en (E.27).
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Entonces, al calcular la traza de (E.73) se tiene que:

ηµν h̄new
µν = ηµν h̄old

µν + ηµν∂µζν + ηµν∂νζµ − ησρηµν∂σζ
σ

h̄new = h̄old + ∂µζ
µ + ∂νζ

ν − 4∂σζ
σ

= h̄old + 2∂σζ
σ − 4∂σζ

σ

= h̄old − 2∂σζ
σ, (E.77)

ya que se busca que h̄ = 0, entonces ζσ satisface:

h̄ = 2∂σζ
σ. (E.78)

Si además se necesita que h̄0i = 0 (i = 1, 2, 3), entonces la perturbación bajo la transfor-

mación de norma:

h̄0i → h̄0i + ∂0ζi + ∂iζ0 − η0i∂σζ
σ, (E.79)

debe resolver las ecuaciones:

−h̄0i = ∂0ζi + ∂iζ0. (E.80)

Por lo tanto, para encontrar un ζµ que permita hacer h̄ = 0 y h̄0i = 0 y que preserve la

norma de Lorenz, se debe resolver la ecuación (E.74); por lo que se deben determinar las

condiciones iniciales:

Para hacer h̄ = 0 se utiliza (E.78) y se obtiene:


h̄ = 2

(
−∂ζ0

∂t
+∇ · ζ⃗

)
,

∂h̄

∂t
= 2

(
−∇2ζ0 +∇ · ∂ζ⃗

∂t

)
.

(E.81)
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Para −h̄0i las condiciones son:


−h̄0i =

∂ζi
∂t

+
∂ζ0
∂xi

,

−∂h̄0i

∂t
= ∇2ζi +

∂2ζ0
∂xi∂t

.
(E.82)

Finalmente, al haber hecho que h̄µν satisficiera la norma de Lorenz y la norma de radiación,

en realidad, se está imponiendo la norma transversa sin traza.
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