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CUERNAVACA MORELOS, ENERO 2022



 

UNAM – Dirección General de Bibliotecas 

Tesis Digitales 

Restricciones de uso 
  

DERECHOS RESERVADOS © 

PROHIBIDA SU REPRODUCCIÓN TOTAL O PARCIAL 
  

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal 
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México). 

El uso de imágenes, fragmentos de videos, y demás material que sea 
objeto de protección de los derechos de autor, será exclusivamente para 
fines educativos e informativos y deberá citar la fuente donde la obtuvo 
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro, 
reproducción, edición o modificación, será perseguido y sancionado por el 
respectivo titular de los Derechos de Autor. 

 

  

 





Agradecimientos
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Caṕıtulo 1

Introducción

Para motivar el problema tratado en esta tesis reproducimos parte de la Sección 4.5
del texto [4]. Una perturbación singular es una modificación de una Ecuación Diferencial
Parcial dada, por medio de la adición de un pequeño multiplo ε veces un término de orden
más alto. De acuerdo con el principio informal que el comportamiento de las soluciones
está gobernado ante todo por los términos de orden más alto, una solución uε del sistema
perturbado a menudo se comportará analit́ıcamente bastante diferente que una solución
del sistema original.

En nuestro caso, el sistema original es la ecuación de transporte unidimensional sobre
un intervalo de longitud L, al cual le añadimos un término de orden dos (viscosidad) pro-
duciendo un sistema perturbado que es una EDP parabólica unidimensional. Es conocido
que ciertas soluciones de la ecuación de transporte pueden ser funciones discontinuas,
contrario a las soluciones del sistema parabólico que son funciones anaĺıticas respecto a
la variable espacial, ya que se comportan como soluciones de la ecuación del calor.

Queremos mencionar que en la teoŕıa de las EDPs existen otros tipos de análisis
asintótico, por ejemplo, el método de Laplace y el método de la fase estacionaria; para el
lector interesado en estos temas le sugerimos consultar la Sección 4.5 de [4].

En [11], Glass estudia el problema de controlabilidad uniforme a cero de una ecuación
de transporte con un término adicional de viscosidad que en el ĺımite se anula según un
parámetro ε > 0, es decir, analiza la controlabilidad a cero de una perturbación singular
de la ecuación de transporte. A continuación explicamos tal concepto.

En concreto, fijamos L > 0 y M ∈ R \ {0} y consideramos el sistema parabólico
ut +Mux − εuxx = 0, (t, x) ∈ QT

u(t, 0) = v(t), u(t, L) = 0, t ∈ (0, T )
u(0, x) = u0(x), x ∈ (0, L)

(1.1)

En el sistema anterior QT = (0, T )× (0, L), v(t) es un control que actúa en la frontera y
ε es un parámetro positivo y pequeño destinado a tender a cero.

1



2 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

El primer aspecto a considerar es la controlabilidad a cero del sistema, esto es, dado
un tiempo fijo T > 0 y cualquier dato inicial u0 ∈ L2(0, L) tenemos que hallar un control
v ∈ L2(0, T ) tal que la solución correspondiente de (1.1) satisface

u(T, x) = 0 para todo x ∈ [0, L]. (1.2)

En general, la controlabilidad a cero de ecuaciones parabólicas unidimensionales, como
la considerada aqúı con ε > 0 fijo, fue analizada y resuelta por Fattorini & Russell en
[5]. La controlabilidad de ecuaciones parabólicas en dimensiones mayores se estableció de
manera independiente por Fursikov & Imanuvilov en [6] y por Lebeau & Robbiano en [10].

En [11], Glass investiga el costo del control cuando el término de viscosidad se anula
según ε → 0+. En particular da condiciones sobre T, L y M para mostrar que existen
controles vε que permanecen acotados cuando ε→ 0+. Cuando esta condición se cumple,
se dice que el sistema es uniformemente controlable a cero.

Este problema fue introducido y estudiado por Coron & Guerrero en [2]. Enseguida
Guerrero & Lebeau en [9] extendieron algunos de los resultados en [2] a subconjuntos
abiertos Ω de dimensión arbitraria y con M como un campo vectorial variable. En estos
art́ıculos se prueba que si el campo vectorial M es tal que la ecuación de transporte no es
controlable (debido a la existencia de una caracteŕıstica de M que permanece fuera de la
zona de control ω) entonces la norma del control puede crecer como eC/ε. Por otro lado, si
todas las caracteŕısticas permanecen suficiente tiempo en la zona de control ω o fuera de Ω,
entonces el sistema es uniformemente controlable a cero, ver la Propiedad 2 en [2] para co-
nocer la formulación precisa. Estos resultados requieren que T sea suficientemente grande.

En particular, en el caso unidimensional en [2] se prueba que (1.1) es uniformemente
controlable a cero cuando M > 0 siempre que T > 4.3L/M , y cuando M < 0 siempre
que T > 57.2L/|M |. Es conocido que la ecuación de transporte (ε = 0) es controlable
si T ≥ L/|M | (esto último siendo óptimo), aśı que cabe esperar que en ambos casos la
controlabilidad uniforme se cumpla para cualquier tiempo T > L/|M |.

Un resultado muy sorprendente en [2] es que cuando M < 0 el control puede explotar
exponencialmente para cualquier T < 2L/|M |, mientras que esto ocurre sólo para tiempos
T < L/M cuando M > 0, lo cual es más intuitivo.

En [11], Glass mejoró las estimaciones antes mencionadas de Coron & Guerrero y
obtuvo los tiempos T > 4.2L/M y T > 6.1L/|M |, respectivamente. Coron & Guerrero
usaron estimaciones de Carleman para probar la desigualdad de observabilidad del sis-
tema adjunto. Bajo esta técnica mostraron que la naturaleza explosiva de la constante
que viene de su estimación de Carleman cuando ε → 0+, puede ser compensada por la
constante de una estimación que considera la disipasión, lo anterior funciona siempre que
T es suficientemente grande. En el caso unidimensional la solución de (1.1) o su ecuación
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adjunta decrece exponencialmente en −1/ε cuando ε→ 0+, siempre que T > 1/|M |.

El método usado por Glass es más cercano al enfoque de Russell que utiliza herra-
mientas del análisis armónico para resolver problemas de controlabilidad (ver por ejemplo
[5] y [13]). Es conocido que el problema de controlabilidad a cero de EDP’s lineales es
equivalente a probar la llamada desigualdad de observabilidad para el sistema adjunto,
ver Teorema 20.

En nuestro contexto, la demostración de la desigualdad de observabilidad para nuestro
sistema adjunto está conectada a una cuestión relativa a la suma de exponenciales. Su
demostración requiere la construcción de una familia biortogonal a la familia de exponen-
ciales que resuelven la ecuación adjunta. La construcción, en su primera parte, utiliza el
teorema de Paley–Wiener. La novedad en la técnica de Glass es la construcción del llama-
do “multiplicador complejo”, técnica introducida por Beurling y Malliavin en el análisis
complejo y armónico. Tal técnica tuvo el propósito inicial de encontrar condiciones para
que una familia de exponenciales sea completa en un espacio de Lebesgue L2(µ).

La teoŕıa de Beurling-Malliavian se relaciona de manera natural con otros campos
campos del análisis clásico, tales como la teoŕıa de predicciones y procesos gaussianos es-
tacionarios, problemas espectrales para operadores diferenciales, teoŕıa de aproximación,
procesamiento de imágenes, etc.

Volviendo a nuestro tema, Glass obtiene el siguiente resultado.

Teorema 1. Dados M ∈ R\{0} y T > 0, el sistema (1.1) es uniformemente controlable a
cero en el sentido que existen constantes κ,C > 0 tal que para cualesquiera u0 ∈ L2(0, L),
ε ∈ (0, 1), existe un control v ∈ L2(0, T ) tal que la solución u del sistema (1.1) satisface
(1.2), y además

‖v‖L2(0,T ) ≤ C exp
(
−κ
ε

)
‖u0‖L2(0,L)

siempre que

T > 4.2
L

M
si M > 0, y T > 6.1

L

|M |
si M < 0.

1.1. Planteamiento del problema

En este trabajo proponemos realizar un análisis similar al hecho por Glass. Aqúı con-
sideramos la misma ecuación parabólica pero con condiciones de frontera tipo Robin. En
concreto tenemos lo siguiente.

Sea ε > 0, y QT = (0, T )× (0, L), consideramos el sistema
yt +Myx − εyxx = 0, (t, x) ∈ QT

By(t, 0) = u(t), By(t, L) = 0, t ∈ (0, T )
y(0, x) = y0(x), x ∈ (0, L)

(1.3)
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donde

By := −2εyx +My.

En la Sección 2.6 justificamos la elección del operador de frontera B. Nuestro primer ob-
jetivo es mostrar que el sistema anterior es controlable a cero, es decir, encontrar u tal que
y(T ) = 0. Es bien conocido que la controlabilidad a cero de un sistema lineal de evolución
es equivalente a mostrar la validez de la llamada desigualdad de observabilidad del siste-
ma adjunto (ver Teorema 20). En el proceso de probar la desigualdad de observabilidad
asociada a nuestro problema, hallaremos estimaciones de la constante de costo óptimo de
la controlabilidad a cero. Tal constante depende de ε y queremos establecer estimaciones
precisas sobre su comportamiento asintótico cuando ε→ 0+.

Notamos que el sistema adjunto al sistema original (1.3) está dado por
ϕt +Mϕx + εϕxx = g, (t, x) ∈ QT

B∗ϕ(t, 0) = B∗ϕ(t, L) = 0, t ∈ (0, T )
ϕ(T, x) = ϕ0(x), x ∈ (0, L)

(1.4)

donde

B∗ϕ = 2εϕx +Mϕ.

Si hacemos el cambio de variable t→ T − t en (1.4), obtenemos el sistema equivalente
−ϕt +Mϕx + εϕxx = g, (t, x) ∈ QT

B∗ϕ(t, 0) = B∗ϕ(t, L) = 0, t ∈ (0, T )
ϕ(0, x) = ϕ0(x), x ∈ (0, L)

(1.5)

con g = 0.

En las Secciones 2.1-2.2 del Caṕıtulo 2 nos enfocamos en probar un resultado de exis-
tencia y unicidad de soluciones para el sistema (1.5), y en consecuencia, del sistema (1.4).
Durante el análisis de tales cuestiones hallaremos la interpretación de la función ϕ como
solución del sistema (1.5). Además mostraremos la continuidad de las soluciones del sis-
tema (1.5) con respecto al dato inicial.

En la Sección 2.3 definimos la solución por transposición y(t, x) del sistema (1.4), que
resulta ser una solución en un sentido bastante débil. Cuando imponemos datos con mayor
regularidad, en la Sección 2.4 mostramos que y(t, x) es una solución fuerte para el sistema
(1.4), i.e, en el sentido de L2(0, L).

1.2. Resultados obtenidos

En los siguientes enunciados se debe entender la controlabilidad a cero en el sentido
siguiente:
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Definición 2. Sean ε, T, L > 0, M ∈ R \ {0} fijos. Decimos que el sistema (1.3) es
controlable a cero en L2(0, L) al tiempo T si para cada y0 ∈ L2(0, L) existe un control
u ∈ L2(0, T ) tal que la correspondiente solución y(t, x) satisface∫ L

0

y0(x)ϕ(0, x)dx = −1

2

∫ T

0

u(t)ϕ(t, 0)dt (1.6)

para cada ϕ0 ∈ L2(0, L), donde ϕ es la solución del sistema adjunto (1.4) con g ≡ 0.

Proposición 3. Dados M ∈ R \ {0} y L, T > 0, el sistema (1.3) es controlable a cero al
tiempo T > 0.

De hecho, el resultado anterior es clásico y fue resuelto por Fattorini & Russell. Aqúı
damos otra demostración siguiendo el método desarrollado por Glass. También usamos tal
método para hacer estimaciones más finas y obtener la controlabilidad uniforme a cero.

Teorema 4. Dados M ∈ R \ {0} y L > 0, el sistema (1.3) es uniformemente controlable
a cero,es decir, existen constantes κ,C > 0 tal que para cualesquiera y0 ∈ L2(0, L),
ε ∈ (0, 1), existe un control u ∈ L2(0, T ) tal que la solución y del sistema (1.3) satisface
(1.6), y además

‖u‖L2(0,T ) ≤ C exp
(
−κ
ε

)
‖y0‖L2(0,L)

siempre que

T > 4.2
L

M
si M > 0, y T > 6.1

L

|M |
si M < 0.

Notamos que en nuestro resultado se obtienen exactamente los mismos valores que
Glass, esto es debido a que la descomposición espectral del operador diferencial en la
ecuación adjunta en el sistema (1.4), tiene un sólo valor propio adicional comparado al
espectro obtenido por Glass. Ambas sucesiones de valores propios tienen el mismo com-
portamiento asintótico y la técnica empleada no permite mejorar las constantes 4.2 y 6.1
que aparecen arriba.

Utilizando resultados del análisis complejo y armónico, incluidos en el Apéndice, ob-
tenemos estimaciones por abajo de la constante de control óptimo nulo K(ε, T, L,M) =
||UT || donde UT es el mapeo lineal de control óptimo nulo definido en la Sección 2.5. En
concreto, obtenemos lo siguiente.

Teorema 5. Existe una constante C0 > 0 tal que para cualesquiera T, L, ε > 0 tenemos
que para toda M > 0 se cumple

K(ε, T, L,M) ≥ C0

(
M

Tε

)1/2
2L

1 + L2M2

4π2ε2

exp

(
LM

2ε
(
√

2− 1)− M2T

4ε

)
, (1.7)

y para toda M < 0 se cumple

K(ε, T, L,M) ≥ C0

(
|M |
Tε

)1/2
2L

1 + L2M2

4π2ε2

exp

(
L|M |√

2ε
− M2T

4ε

)
, (1.8)

donde K(ε, T, L,M) es la constante de control óptimo nulo.
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En particular, paraM > 0, T < 2(
√

2−1)L/M , tenemos queK(ε, T, L,M)→∞ cuan-
do ε→ 0+. Además para M < 0, T <

√
2L/|M |, también se cumple que K(ε, T, L,M)→

∞ cuando ε→ 0+.

Una vez comprendido el método introducido por Glass, en el caṕıtulo final analizamos
también la controlabilidad uniforme a cero del siguiente sistema

yt +Myx − εyxx = 0, (t, x) ∈ QT ,
By(t, 0) = u(t), y(t, L) = 0, t ∈ (0, T ),

y(0, x) = y0(x), x ∈ (0, L),
(1.9)

donde consideramos una condición de frontera tipo Robin en el extremo izquierdo y una
condición de Dirichlet homogénea en el extremo derecho.

Teorema 6. Dados M ∈ R \ {0} y L > 0, el sistema (1.9) es uniformemente controlable
a cero, es decir, existen constantes κ,C > 0 tal que para cualesquiera y0 ∈ L2(0, L),
ε ∈ (0, 1), existe un control u ∈ L2(0, T ) tal que la solución y del sistema (1.9) satisface
(5.12), y además

‖u‖L2(0,T ) ≤ C exp
(
−κ
ε

)
‖y0‖L2(0,L)

siempre que

T > 4.2
L

M
si M > 0, y T > 6.1

L

|M |
si M < 0.

En la construcción del “multiplicador complejo”para hallar la sucesión biortogonal aso-
ciada a la desigualdad de observabilidad del sistema (1.9), aparece una función diferente
a la utilizada por Glass. Aśı que este es un aporte original que permitirá la construcción
de otras familias biortogonales basadas en el método introducido por Glass.

A pesar de que los valores propios λ̃k del operador diferencial asociado al sistema de
evolución (1.9) son ligeramente diferentes a los de Glass, y que el “multiplicador comple-
jo” es distinto al de Glass, las condiciones a priori y la estimación superior del costo de
control óptimo nulo de este sistema son similares a las del sistema (1.3).

Adicionalmente, también obtuvimos que la estimación por abajo del costo de control
óptimo tiene un comportamiento asintótico, cuando ε→ 0+, similar al del Teorema 5.

Teorema 7. Existe una constante C0 > 0 tal que para cualesquiera T, L, ε > 0 tenemos
que para toda M > 0 se cumple

K(ε, T, L,M) ≥
√

2LM1/2

T 1/2ε1/2
(
1 + L2M2

4π2ε2

)3/2 exp

((
1− 1√

2

)
LM√

2ε
− TM2

4ε
− Tεπ2

4L2

)
,

(1.10)
y para toda M < 0 se cumple

K(ε, T, L,M) ≥
√

2L|M |1/2

T 1/2ε1/2
(
1 + L2M2

4π2ε2

)3/2 exp

(
L|M |√

2ε
− TM2

4ε
− Tεπ2

4L2

)
, (1.11)

donde K(ε, T, L,M) es la constante de control óptimo nulo del sistema (1.9).



Caṕıtulo 2

El sistema adjunto

2.1. Existencia y unicidad de soluciones Método I

El propósito de esta sección es analizar la existencia y unicidad de soluciones para
el sistema adjunto (1.5), aśı como estudiar la continuidad de sus soluciones respecto al
dato inicial. Primero estudiamos la resolución de la ecuación del calor con datos de fron-
tera tipo Neumann, para luego establecer una conexión con nuestro sistema adjunto (1.5).

En [3, pág. 91] se muestra que el operador A = − ∂2

∂x2
con dominio

D(A) = {u ∈ H2(0, L) : ux ∈ H1
0 (0, L)} ⊂ L2(0, L) (2.1)

es un operador diagonalizable. Esto es, A es un operador no-acotado con espectro discreto

µk =
k2π2

L2
, k ≥ 0

y correspondientes funciones propias

w0(x) =
1√
L

; wk(x) =

√
2

L
cos

(
kπ

L
x

)
, k ≥ 1. (2.2)

Ah́ı mismo se muestra que la familia {wk} forma una base hilbertiana de L2(0, L).

A fin de no recargar la escritura, en esta sección denotamos por (·, ·) al producto in-
terno en L2(0, L) y denotamos con | · | la norma correspondiente.

De lo anterior se sigue que para cada ε > 0 fijo, el operador

εA+
M2

4ε
Id,

con dominio D(A), también es diagonalizable con valores propios

λk = ε
k2π2

L2
+
M2

4ε
, k ≥ 0, (2.3)

7
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y funciones propias wk(x), k ≥ 0.

Dada una función g ∈ L2(QT ) queremos resolver el problema de Cauchy-Neumann
siguiente:  ηt − εηxx + M2

4ε
η = g, (t, x) ∈ QT

ηx(t, 0) = ηx(t, L) = 0, t ∈ (0, T )
η(0, x) = η0(x), x ∈ L2(0, L).

(2.4)

Para cada t ∈ (0, T ) escribimos a g(t) ∈ L2(0, L) en términos de la base {wk}, es decir,

g(t) =
∞∑
k=0

γk(t)wk, γk(t) = (g(t), wk), k ≥ 0

aśı que la identidad de Parseval implica

|g(t)|2 =
∞∑
k=0

|γk(t)|2 y ‖g‖2L2(QT )
=
∞∑
k=0

∫ T

0

|γk(t)|2dt <∞.

Es natural buscar una solución η(t) ∈ L2(0, T ) del sistema (2.4) de la forma

η(t) =
∞∑
k=0

ak(t)wk, ak(t) = (η(t), wk), k ≥ 0. (2.5)

Sustituyendo formalmente la expresión anterior en (2.4) obtenemos

∞∑
k=0

(
dak
dt

+ λkak

)
wk =

∞∑
k=0

γk(t)wk.

Por la unicidad de la representación de funciones en L2(0, L), en términos de la base {wk},
se debe cumplir

dak
dt

+ λkak = γk(t), k ≥ 0. (2.6)

Dado que η0 ∈ L2(0, L), escribimos

η0 =
∞∑
k=0

a0kwk, a0k = (η0, wk) con
∞∑
k=0

|a0k|2 <∞.

Aśı que la condición inicial en (2.4) es equivalente a

ak(0) = a0k, k ≥ 0.

De lo anterior se sigue que la solución de (2.6) está dada por

ak(t) = a0ke
−λkt +

∫ t

0

e−λk(t−σ)γk(σ)dσ, k ≥ 0. (2.7)
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Hasta el momento los cálculos han sido formales y debemos justificar la convergen-
cia de la serie en (2.5), aśı como establecer en que sentido η(t) es solución del sistema (2.4).

Primero estudiamos el comportamiento de las funciones ak(t), k ≥ 0. Usando la de-
sigualdad de Cauchy-Schwarz obtenemos

|ak(t)|2 ≤ 2|a0k|2e−2λkt + 2

(∫ t

0

e−2λk(t−σ)dσ

)∫ t

0

|γk(σ)|2dσ

≤ 2|a0k|2e−2λkt +
1

λk

∫ t

0

|γk(σ)|2dσ, t ∈ (0, T ],

(2.8)

dado que ∫ t

0

e−2λk(t−σ)dσ =
1

2λk
(1− e−2λkt) ≤ 1

2λk
, k ≥ 0.

Para cada m ≥ 0 se tiene

m∑
k=0

|ak(t)|2 ≤ 2
∞∑
k=0

|a0k|2 +
4ε

M2

∞∑
k=0

∫ T

0

|γk(t)|2dt

= 2|η0|2 +
4ε

M2
‖g‖L2(QT ), para todo t ∈ (0, T ].

(2.9)

Aśı que la función η(t) dada en (2.4) está bien definida en [0, T ].

Ahora mostraremos que la sucesión de sumas parciales

ηm(t) =
m∑
k=0

ak(t)wk (2.10)

converge en el espacio de Banach C0([0, T ];L2(0, L)) con la norma

‖u‖∞ := sup
t∈[0,T ]

|u(t)|.

Como antes, tenemos la estimación

|ηn+p(t)− ηn(t)|2 ≤ 2

n+p∑
k=n+1

|a0k|2 +
4ε

M2

n+p∑
k=n+1

∫ T

0

|ak(σ)|2dσ

para todo t ∈ [0, T ] y cualesquiera enteros positivos n, p.

Sea ρ > 0 dado. Como
∑∞

k=0 |a0k|2 <∞ y
∑∞

k=0

∫ T
0
|ak(σ)|2dσ <∞, existe N0 > 0 tal

que

sup
t∈[0,T ]

(
n+p∑

k=n+1

|ak(t)|2
)1/2

< ρ
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para todo n > N0, p > 0. Entonces

‖ηn+p − ηn‖∞ = sup
t∈[0,T ]

(
n+p∑

k=n+1

|ak(t)|2
)1/2

< ρ.

Aśı que (ηm) es una sucesión de Cauchy en C0([0, T ];L2(0, L)) y por lo tanto η ∈
C0([0, T ];L2(0, L)).

De (2.7), y procediendo como obtuvimos (2.8), tenemos que

|ak(t)− a0k|2 ≤ 2|a0k|2(1− e−λkt)2 +
1

λk

∫ t

0

|γk(σ)|2dσ, 0 < t ≤ T.

Para cualquier entero positivo m tenemos

∞∑
k=0

|ak(t)− a0k|2 ≤ 2(1− e−λmt)2
m∑
k=0

|a0k|2 + 2
∞∑

k=m+1

|a0k|2 +
4ε

M2

∞∑
k=0

∫ t

0

|γk(σ)|2dσ.

Elegimos m suficientemente grande de tal manera que
∑∞

k=m+1 |a0k|2 sea tan pequeño
como queramos. Fijada tal m, notamos por el Teorema de Convergencia Dominada que
el primer y tercer término del lado derecho tienden a cero cuando t→ 0+, por lo tanto

η(0) := ĺım
t→0+

η(t) = η0 en L2(0, L).

En particular
η(0) = η0 casi dondequiera en (0, L). (2.11)

De la teoŕıa espectral sabemos que H1(0, L) = D(A1/2). Aśı que dada una función
v =

∑
(v, wk)wk ∈ L2(0, L), entonces

v ∈ H1(0, L) si y sólo si
∞∑
k=0

λk|(v, wk)|2 <∞. (2.12)

Además podemos dotar a H1(0, L) con la norma

‖v‖H1(0,L) =

(
∞∑
k=0

λk|(v, wk)|2
)1/2

. (2.13)

Afirmamos que η ∈ L2(0, T ;H1(0, L)). Por (2.13) es suficiente mostrar que∫ T

0

∞∑
k=0

λk|ak(t)|2dt <∞.

Usando (2.8) e integrando en (0, T ) obtenemos∫ T

0

|ak(t)|2dt ≤
1

λk
|a0k|2 +

T

λk

∫ T

0

|γk(σ)|2dσ,
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de donde se sigue∫ T

0

m+p∑
k=m

λk|ak(t)|2dt ≤
m+p∑
k=m

(
|a0k|2 + T

∫ T

0

|γk(σ)|2dσ
)

(2.14)

para cualesquiera enteros m, p > 0.

Para ρ > 0 dado, existe m(ρ) > 0 tal que el lado derecho es menor que ρ para todo
m ≥ m(ρ), de donde se sigue el resultado.

Ahora definimos η′m = dηm
dt

. Entonces

η′m =
m∑
k=0

dak
dt
wk donde

dak
dt

= −λkak + γk.

Consideramos la forma bilineal

a(u, v) = ε

∫ L

0

uxvxdx+
M2

4ε

∫ L

0

uvdx, u, v ∈ H1(0, L).

entonces (2.6) se reescribe como sigue,

(η′m(t), wk) + a(ηm(t), wk) = (gm(t), wk), 0 ≤ k ≤ m. (2.15)

donde

gm(t) =
m∑
k=0

γk(t)wk.

Fijamos k < m y consideramos φ ∈ D(0, T ), donde D es el conjunto de las funciones
infinitamente diferenciables con soporte compacto en el conjunto en cuestión. Multiplica-
mos (2.15) por φ e integramos de 0 a T , luego integramos por partes para obtener

−
∫ T

0

(ηm(t), wk)φ
′(t)dt+

∫ T

0

a(ηm(t), wk)φ(t)dt =

∫ T

0

(gm(t), wk)φ(t)dt.

Dado que ηm → η en C0([0, T ];L2(0, L)) tenemos que

ĺım
m→∞

∫ T

0

(ηm(t), wk)φ
′(t)dt =

∫ T

0

(η(t), wk)φ
′(t)dt.

Como η ∈ L2(0, T ;H1(0, L)) obtenemos∣∣∣∣∫ T

0

a(ηm(t)− η(t), wk)φ(t)dt

∣∣∣∣ ≤ Cε,φ,k

∫ T

0

‖ηm(t)− η(t)‖H1(0,L)dt.

Por lo tanto,

ĺım
m→∞

∫ T

0

a(ηm(t), wk)φ(t)dt =

∫ T

0

a(η(t), wk)φ(t)dt.
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Claramente gm → g en L2(0, L), usando el Teorema de la Convergencia Dominada
tenemos

ĺım
m→∞

∫ T

0

(gm(t), wk)φ(t)dt =

∫ T

0

(g(t), wk)φ(t)dt.

Juntando lo anterior, tenemos que η satisface

−
∫ T

0

(η(t), wk)φ
′(t)dt+

∫ T

0

a(η(t), wk)φ(t)dt =

∫ T

0

(g(t), wk)φ(t)dt

para todo k ≥ 0.

La igualdad anterior es válida cuando reemplazamos a wk por combinaciones lineales de
wk’s. Como la familia {wk} genera un subespacio denso en H1(0, L) obtenemos finalmente

−
∫ T

0

(η(t), v)φ′(t)dt+

∫ T

0

a(η(t), v)φ(t)dt =

∫ T

0

(g(t), v)φ(t)dt (2.16)

para todo v ∈ H1(0, L), φ ∈ D(0, T ).

Lo anterior implica que η satisface la ecuación diferencial en (2.4) en un sentido débil:

d

dt
(η(·), v) + a(η(·), v) = (g(·), v) (2.17)

para todo v ∈ H1(0, L) en el sentido de D′(0, T ).

En resumen, de la exposición previa se tiene el siguiente resultado,

Teorema 8. Sean η0 ∈ L2(0, L), g ∈ L2(QT ) y η la función definida en (2.5). Entonces
η ∈ C0([0, T ];L2(0, L))∩L2(0, T ;H1(0, L)). Además η cumple la condición inicial en (2.4)
con la interpretación dada en (2.11), satisface

−
∫ T

0

(η(t), v)φ′(t)dt+

∫ T

0

a(η(t), v)φ(t)dt =

∫ T

0

(g(t), v)φ(t)dt,

la cual contiene formalmente la condición de frontera en (2.4).

Observación 9. Continuidad respecto a los datos. Las desigualdades en (2.9) y
(2.14) implican que el mapeo

(η0, g) 7→ η(t)

es continuo de L2(0, L)× L2(QT ) en C0([0, T ];L2(0, L)) (resp. en L2(0, T ;H1(0, L))).

Proposición 10. Si η0 ∈ H1(0, L) y g ∈ L2(QT ), entonces η ∈ C0([0, T ];H1(0, L)).

Demostración. Como η0 ∈ H1(0, L), por (2.12) tenemos que

∞∑
k=0

λk|a0k|2 <∞.
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Usando (2.8) deducimos que

m∑
k=0

λk|ak(t)|2 ≤
m∑
k=0

(
2λk|a0k|2 +

∫ t

0

|γk(σ)|2dσ
)
,

además tenemos

m+p∑
k=m

λk|ak(t)|2 ≤
m+p∑
k=m

(
2λk|a0k|2 +

∫ t

0

|γk(σ)|2dσ
)
, t ∈ (0, T ].

Por lo tanto

sup
t∈[0,T ]

m+p∑
k=m

λk|ak(t)|2 ≤ 2

m+p∑
k=m

[
λk|a0k|2 +

∫ T

0

|γk(σ)|2dσ
]
.

Dado que g ∈ L2(QT ) y η0 ∈ H1(0, L) se sigue que ηm converge en C0([0, T ];H1(0, L)) y
por lo tanto η ∈ C0([0, T ];H1(0, L)).

Cuando la condición inicial η0 está en D(A) el siguiente resultado muestra que la
función η(t) es una solución fuerte del sistema (2.4).

Corolario 11. Sea η0 ∈ D(A) y η la función dada en (2.5). Entonces η ∈ C0([0, T ];H1(0, L))∩
C1(0, T ;L2(0, L)).

Demostración. Como D(0, L) está contenido en H1(0, L), podemos elegir v ∈ D(0, L).
Integrando por partes, podemos ver que (2.17) es equivalente a

−
∫
QT

η(t, x)v(x)φ′(t)dtdx− ε
∫
QT

η(t, x)v′′(x)φ(t)dtdx+
M2

4ε

∫
QT

η(t, x)φ(t)v(x)dtdx

=

∫
QT

g(t, x)v(x)φ(t)dtdx.

Por tanto, si ponemos ψ(t, x) = v(x)φ(t), tenemos que ψ ∈ D(QT ) y la igualdad anterior
se escribe como

−
∫
QT

η
∂ψ

∂t
dtdx− ε

∫
QT

η
∂2ψ

∂x2
dtdx+

M2

4ε

∫
QT

ηψdtdx =

∫
QT

gψdtdx, (2.18)

para todo ψ ∈ D(QT ) de la forma ψ = v ⊗ φ, con v ∈ (0, L), φ ∈ D(0, T ).

Como el conjunto de combinaciones lineales de la forma v ⊗ φ con v ∈ (0, L), φ ∈
D(0, T ), es denso en D(QT ), tenemos que (2.18) se cumple para todo ψ ∈ D(QT ), es
decir, 〈

∂η

∂t
− ε∂

2η

∂x2
+
M2

4ε
η, ψ

〉
= 〈g, ψ〉 para todo ψ ∈ D(QT ).

Por lo tanto
∂η

∂t
− ε∂

2η

∂x2
+
M2

4ε
η = g (2.19)
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en el sentido de distribuciones en QT .
Ahora mostraremos que η es una solución fuerte del sistema (2.4). Si multiplicamos

(2.15) por dak
dt

, integramos sobre (0, t) y sumamos sobre k de 0 a m, obtenemos∫ t

0

|η′m(σ)|2dσ +
1

2
a(ηm(t), ηm(t)) =

1

2
a(ηm(0), ηm(0)) +

∫ t

0

(gm(σ), η′m(σ))dσ.

Entonces ∫ t

0

|η′m(σ)|2dσ ≤ C0 +
1

2

∫ t

0

|g(σ)|2dσ +
1

2

∫ t

0

|η′m(σ)|2dσ,

es decir que
∫ t
0
|η′m(σ)|2dσ ≤ C donde C es independiente de m.

Por tanto, si η0 = 0 ó si η0 ∈ H1(0, L), entonces ∂η
∂t
∈ L2(QT ) y por (2.19) tenemos

que εAη + M2

4ε
η ∈ L2(0, L) para casi toda t. Aśı que η satisface ∂η

∂t
+ εAη + M2

4ε
η = g en

L2(QT ), entonces η es una solución fuerte del sistema (2.4).

Finalmente estamos en posición de resolver el sistema (1.5). Primero procedemos de
manera heuŕıstica. Sea η una solución de la EDP en el sistema (2.4). Ponemos ϕ(t, x) =

e−
M
2ε
xη(t, x), entonces

g = ηt − εηxx +
M2

4ε
η = e

Mx
2ε (ϕt −Mϕx − εϕxx) .

Aśı que ϕ es solución de la EDP en el sistema (1.5) con e−
Mx
2ε g(x, t) en vez de la función

g ∈ L2(QT ).

Ahora procedemos a formalizar. Primero notamos que el mapeo

ψ 7→ e
Mx
2ε ψ(x)

es un isomorfismo de L2(0, L) (resp. H1(0, L)) sobre L2(0, L) (resp. H1(0, L)), i.e existe
una constante C = CM,L,ε > 0 tal que

C−1‖ψ‖H ≤ ‖e−
Mx
2ε ψ‖H ≤ C‖ψ‖H ,

donde H = L2(0, L) o H1(0, L). Claramente el mapeo anterior también es un isomorfismo
de L2(QT ) sobre śı mismo.

Sean ϕ0 ∈ L2(0, L) y g ∈ L2(QT ) dados. Sea η la función obtenida en el Teorema 8

con los datos η0(x) := e
Mx
2ε ϕ0(x) y con e

Mx
2ε g(x, t) en vez de g.

Ponemos

ϕ(t, x) := e−
Mx
2ε η(t, x), (t, x) ∈ QT . (2.20)
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De (2.11) se sigue que

ϕ(0, ·) = ϕ0 casi dondequiera en (0, L). (2.21)

Además, dado que η ∈ L2(0, T ;H1(0, L)) se sigue que η(t) ∈ H1(0, L) (en consecuencia

ϕ(t)) para casi todo t ∈ (0, T ). Usando (2.16) con e−
Mx
2ε v en vez de v, v ∈ H1(0, L),

tenemos

−
∫ T

0

(ϕ(t), v)φ′(t)dt+

∫ T

0

[ε(ϕx(t), vx)+
M

2
(ϕ(t), vx)−

M

2
(ϕx(t), v)]φ(t)dt =

∫ T

0

(g(t), v)φ(t)dt

(2.22)
para todo v ∈ H1(0, L).

Todo lo antes expuesto se resume en el siguiente resultado sobre la existencia de
soluciones del sistema adjunto (1.5).

Teorema 12. Sean ϕ0 ∈ L2(0, L), g ∈ L2(QT ) y ϕ la función definida en (2.20). Entonces
ϕ ∈ C0([0, T ];L2(0, L)) ∩ L2(0, T ;H1(0, L)). Además ϕ satisface la condición inicial en
(1.5), en el sentido dado en (2.21), y satisface la EDP con la interpretación dada en
(2.22), la cual contiene formalmente la condición de frontera en (1.5).
Además, de (2.9) y (2.14) se sigue que existe una constante C > 0 tal que

sup
t∈[0,T ]

‖ϕ(t)‖L2(0,L) ≤ C(‖ϕ0‖L2(0,L) + ‖g‖L2(QT )), (2.23)(∫ T

0

‖ϕ(t)‖2H1(0,L)dt

)1/2

≤ C(‖ϕ0‖L2(0,L) + ‖g‖L2(QT )). (2.24)

Cuando la condición inicial ϕ0 tiene mayor regularidad, el Corolario 11 implica que ϕ
es una solución fuerte (en L2(0, L)) de la EDP en (1.5).

Corolario 13. Sean g ∈ L2(QT ) y ϕ0 ∈ H2(0, L) tal que B∗ϕ0 ∈ H1
0 (0, L). Entonces

ϕ ∈ C0([0, T ];H1(0, L)) ∩ C1(0, T ;L2(0, L)) y ϕ es una solución fuerte del sistema (1.5).

Observación 14. i) De (2.19) y (2.20) se sigue que

∂ϕ

∂t
−M∂ϕ

∂x
− ε∂

2ϕ

∂2x
= g en D′(QT ).

ii) Dado que (wk)k≥0 es una base hilbertiana en L2(0, L), ver (2.2), se sigue que

φk(x) :=

√
2

L
e−

Mx
2ε cos

(
kπ

L
x

)
, k ≥ 0

es una base de Riesz para L2(0, L). Además B∗φk(0) = B∗φk(L) = 0, k ≥ 0.
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2.2. Existencia y unicidad de soluciones Método II

A continuación presentamos otro método para obtener el resultado de existencia y
unicidad de soluciones del sistema (1.5), aśı como para obtener la continuidad de las so-
luciones respecto a los datos.

En este caso aplicamos el método variacional desarrollado en el Caṕıtulo XVIII del
texto [3], aśı que en esta sección adoptamos la notación del referido texto. Ponemos
H = L2(0, L) y V = H1(0, L) con sus respectivas normas, i.e

|ϕ|H :=

(∫ L

0

|ϕ(x)|2dx
)1/2

|ϕ|V :=

(∫ L

0

|ϕ(x)|2dx+

∫ L

0

|ϕx(x)|2dx
)1/2

.

Es conocido que V está encajado de manera densa y continua en H.

Para ε > 0 y M ∈ R \ {0} fijos, consideramos la forma bilineal a : V × V → R dada
por

a(ϕ, φ) := M

∫ L

0

ϕ(x)φx(x)dx+ ε

∫ L

0

ϕx(x)φx(x)dx− M

2
ϕφ|L0 . (2.25)

Dado que el operador de traza T : V → L2(∂(0, L)) es continuo, es decir, se cumple

|ϕ(0)|2 + |ϕ(L)|2 ≤ |ϕ|2V para todo ϕ ∈ V,

obtenemos la estimación

|a(ϕ, φ)| ≤ |Mϕ+ εϕx|H |φx|H +
|M |

2
|ϕ|V |φ|V

≤ Cε,M |ϕ|V |φ|V para todo ϕ, φ ∈ V.

La desigualdad anterior implica que la forma bilineal a es continua en su dominio.

Por otro lado tenemos

a(ϕ, ϕ) =
M

2

∫ L

0

d

dx
|ϕ(x)|2dx+ ε

∫ L

0

|ϕx(x)|2dx− M

2
|ϕ|2|L0

= ε

∫ L

0

|ϕx(x)|2dx.

Por lo tanto,
a(ϕ, ϕ) + ε|ϕ|2H ≥ ε|ϕ|2V para todo ϕ ∈ V,

de donde se sigue que la forma bilineal a es coerciva sobre V con respecto a H.

Ahora consideramos el operador no-acotado A : D(A) ⊂ V → V donde

D(A) = {ϕ ∈ V : φ 7→ a(ϕ, φ) es continuo sobre V respecto la topoloǵıa de H}.
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Afirmamos que

D(A) = {ϕ ∈ H2(0, L) : B∗ϕ(0) = B∗ϕ(L) = 0}.

Efectivamente, ϕ ∈ D(A) si y sólo si ϕ ∈ V y existe Aϕ ∈ L2(0, L) tal que∫ L

0

[Mϕ(x) + εϕx(x)]φx(x)dx− M

2
ϕφ|L0 =

∫ L

0

Aϕφdx (2.26)

para todo φ ∈ V .
En particular, si ϕ ∈ D(A) entonces∫ L

0

[Mϕ(x) + εϕx(x)]φx(x)dx =

∫ L

0

Aϕφdx para todo φ ∈ D(0, L),

por lo tanto Mϕ+ εϕx ∈ H1(0, L). Aśı que ϕ ∈ H2(0, L), Aϕ = −Mϕx − εϕxx y usando
integración por partes en (2.26) se obtiene que φB∗ϕ|L0 = 0 para todo φ ∈ V , aśı que
B∗ϕ(0) = B∗ϕ(L) = 0 y por tanto D(A) ⊆ {ϕ ∈ H2(0, L) : B∗ϕ(0) = B∗ϕ(L) = 0}.

Sea ϕ ∈ H2(0, L) tal que B∗ϕ(0) = B∗ϕ(L) = 0. En particular ϕ ∈ V , además∫ L

0

[Mϕ(x) + εϕx(x)]φx(x)dx− M

2
ϕφ|L0 =[

M

2
ϕ(x) + εϕx(x)]φ(x)|L0

−
∫ L

0

[Mϕx(x) + εϕxx(x)]φ(x)dx

=−
∫ L

0

[Mϕx(x) + εϕxx(x)]φ(x)dx,

como ϕ ∈ H2(0, L) entonces Mϕx + εϕxx ∈ L2(0, L), aśı que {ϕ ∈ H2(0, L) : B∗ϕ(0) =
B∗ϕ(L) = 0} ⊆ D(A).

Ahora obtenemos las llamadas estimaciones a priori. Para poder aplicar el método de
Galerkin, usamos el hecho que {ϕk}k≥0 ⊂ D(A) es una base de Riesz de L2(0, L). Primero
suponemos que tenemos datos regulares, i.e ϕ0 ∈ D(A) y g ∈ L2(QT ).

Multiplicamos la ecuación del sistema (1.5) por ϕ e integramos respecto a x ∈ (0, L)
para obtener∫ L

0

g(t, x)ϕ(t, x)dx = −
∫ L

0

ϕ(t, x)ϕt(t, x)dx+M

∫ L

0

ϕ(t, x)ϕx(t, x)dx+ ε

∫ L

0

ϕ(t, x)ϕxx(t, x)dx

= −1

2

d

dt

∫ L

0

|ϕ(t, x)|2dx− ε
∫ L

0

|ϕx(t, x)|2dx

+
M

2
|ϕ(t, x)|2|x=Lx=0 + εϕ(t, x)ϕx(t, x)|x=Lx=0

= −1

2

d

dt

∫ L

0

|ϕ(t, x)|2dx− ε
∫ L

0

|ϕx(t, x)|2dx+
1

2
ϕ(t, x)B∗ϕ(t, x)|x=Lx=0
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Aśı que para t ∈ (0, T ) tenemos

1

2

d

dt

∫ L

0

|ϕ(t, x)|2dx+ ε

∫ L

0

|ϕx(t, x)|2dx = −
∫ L

0

g(t, x)ϕ(t, x)dx, (2.27)

por lo tanto, usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz,

d

ds

∫ L

0

|ϕ(s, x)|2dx ≤
∫ L

0

|g(s, x)|2dx+

∫ L

0

|ϕ(s, x)|2dx, s ∈ (0, T ).

Integramos en s ∈ [0, t], con 0 ≤ t ≤ T , para obtener∫ L

0

[|ϕ(t, x)|2 − |ϕ(0, x)|2]dx ≤
∫ t

0

∫ L

0

|g(s, x)|2dxds+

∫ t

0

∫ L

0

|ϕ(s, x)|2dxds

≤
∫ T

0

∫ L

0

|g(t, x)|2dxdt+

∫ t

0

∫ L

0

|ϕ(s, x)|2dxds,

de donde se sigue que∫ L

0

|ϕ(t, x)|2dx ≤
∫ L

0

|ϕ0(x)|2dx+

∫ T

0

∫ L

0

|g(t, x)|2dxdt+

∫ t

0

∫ L

0

|ϕ(s, x)|2dxds.

La desigualdad de Gronwall implica que∫ L

0

|ϕ(t, x)|2dx ≤ eT
(∫ L

0

|ϕ0(x)|2dx+

∫ T

0

∫ L

0

|g(t, x)|2dxdt
)
. (2.28)

Por otro lado, si integramos (2.27) respecto a t ∈ (0, T ) obtenemos

1

2

∫ L

0

|ϕ(T, x)|2dx− 1

2

∫ L

0

|ϕ(0, x)|2dx+ ε

∫ T

0

∫ L

0

|ϕx(t, x)|2dxdt

≤ 1

2

∫ T

0

∫ L

0

|g(t, x)|2dxdt+
1

2

∫ T

0

∫ L

0

|ϕ(t, x)|2dxdt

entonces,

2ε

∫ T

0

∫ L

0

|ϕx(t, x)|2dxdt ≤
∫ L

0

|ϕ0(x)|2dx+

∫ T

0

∫ L

0

|g(t, x)|2dxdt+
∫ T

0

∫ L

0

|ϕ(t, x)|2dxdt.

Usamos (2.28) en el último sumando del lado derecho para obtener

ε

∫ T

0

∫ L

0

|ϕx(t, x)|2dx ≤ (1 + TeT )

(∫ L

0

|ϕ0(x)|2dx+

∫ T

0

∫ L

0

|g(t, x)|2dxdt
)
. (2.29)

Dado que D(A) es denso en L2(0, L), se sigue que las estimaciones anteriores son válidas
para ϕ0 ∈ L2(0, L). Lo antes expuesto lo resumimos en el siguiente resultado.
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Teorema 15. Sean ε, T > 0, M ∈ R \ {0} fijos. Para cada ϕ0 ∈ L2(0, L) y g ∈ L2(QT )
existe una única solución ϕ ∈ C([0, T ];L2(0, L))

⋂
L2(0, T ;H1(0, L)) del sistema (1.5),

en el sentido que

−
∫ T

0

∫ L

0

ϕ(t, x)v(x)dxψ′(t)dt+

∫ T

0

a(ϕ(t, ·), v)ψ(t)dt =

∫ T

0

∫ L

0

g(t, x)v(x)dxψ(t)dt

para toda v ∈ H1(0, L), ψ ∈ D(0, T ), donde la forma bilineal a es definida en (2.25).
Además tenemos

‖ϕ‖L∞(0,T ;L2(0,L)) ≤ eT (‖ϕ0‖L2(0,L) + ‖g‖L2(QT )),√
ε‖ϕ‖L2(0,T ;H1(0,L)) ≤ (1 + TeT )1/2(‖ϕ0‖L2(0,L) + ‖g‖L2(QT )) (2.30)

para todo ϕ0 ∈ L2(0, L), g ∈ L2(QT ).

Como consecuencia de lo anterior, y usando la continuidad del operador de traza de
H1(0, L) en L2({0, L}), obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 16. Sean ε, T > 0, M ∈ R \ {0} fijos. Existe una constante C > 0 tal que
√
ε‖ϕ(·, 0)‖L2(0,T ) ≤ C(1 + TeT )1/2(‖ϕ0‖L2(0,L) + ‖g‖L2(QT )), (2.31)

para todo ϕ0 ∈ L2(0, L), g ∈ L2(QT ), donde ϕ es solución del sistema (1.5).

2.3. Solución por transposición del sistema original

Una vez establecida la existencia y unicidad de soluciones del sistema adjunto (1.4),
estamos en condición de proponer la definición de solución por transposición del sistema
original (1.3).

Definición 17. Sean ε, T, L > 0, M ∈ R \ {0} fijos. Dados y0 ∈ L2(0, L) y u ∈ L2(0, T )
decimos que y = y(t, x) es una solución por transposición del sistema (1.3) si para cada
t ∈ [0, T ] la función y(t, ·) ∈ L2(0, L) satisface∫ L

0

ϕ0(x)y(t, x)dx =

∫ L

0

y0(x)ϕ(0, x)dx+
1

2

∫ t

0

u(s)ϕ(s, 0)ds (2.32)

para todo ϕ0 ∈ L2(0, L), donde ϕ es la solución del sistema (1.4) planteado en (0, t)×(0, L)
con ϕ(t, ·) = ϕ0 y g ≡ 0.

Ahora presentamos el correspondiente resultado sobre la existencia y unicidad de so-
luciones del sistema (1.3), y que además proporciona la continuidad de las soluciones con
respecto a los datos.

Proposición 18. Sean ε, T, L > 0, M ∈ R \ {0} fijos. Para cada y0 ∈ L2(0, L) y u ∈
L2(0, T ) existe una única solución en el sentido de transposición y ∈ C([0, T ];L2(0, L))
del sistema (1.3). Además, existe una constante CT > 0 independiente de ε tal que

máx
t∈[0,T ]

‖y(t, ·)‖L2(0,L) ≤ CT

(
‖y0‖L2(0,L) +

1√
ε
‖u‖L2(0,T )

)
. (2.33)
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Demostración. Tomamos y0 ∈ L2(0, L) y u ∈ L2(0, T ). Para cada t ∈ [0, T ] consideramos
el sistema (1.4) en (0, t) × (0, L) con ϕ(t, ·) = ϕ0 y g ≡ 0. Por el Teorema 15 existe una
única función ϕ ∈ C([0, t];L2(0, L))∩L2(0, t;H1(0, L)) que satisface una estimación como
en (2.30), con t en lugar de T .

Usando (2.31) obtenemos que el funcional lineal

ϕ0 ∈ L2(0, L) 7→
∫ L

0

y0(x)ϕ(0, x)dx+
1

2

∫ t

0

u(s)ϕ(s, 0)ds

es continuo, ya que∫ L

0

y0(x)ϕ(0, x)dx+
1

2

∫ t

0

u(s)ϕ(s, 0)ds ≤ CT (‖y0‖L2(0,L) +
1√
ε
‖u‖L2(0,T ))‖ϕ0‖L2(0,L).

Por el Teorema de representación de Riesz existe una única función y(t, ·) ∈ L2(0, L) tal
que satisface la igualdad en (2.32).

Usando (2.30) y (2.31) obtenemos∣∣∣∣∫ L

0

ϕ0(x)y(t, x)dx

∣∣∣∣ ≤ CT

(
‖y0‖L2(0,L) +

1√
ε
‖u‖L2(0,T )

)
‖ϕ0‖L2(0,L),

de donde se sigue la validez de (2.33).

Por otro lado, para t, τ ∈ [0, T ] usamos (2.32) para obtener∣∣∣∣∫ L

0

ϕ0(x)[y(t, x)− y(τ, x)]dx

∣∣∣∣ ≤ 1

2

∣∣∣∣∫ t

τ

|u(s)||ϕ(s, 0)|ds
∣∣∣∣

≤ CT
2
√
ε

∣∣∣∣∫ t

τ

|u(s)|2ds
∣∣∣∣1/2 ‖ϕ0‖L2(0,L),

lo que implica la continuidad de la función t 7→ y(t, ·) ∈ L2(0, L) ya que

‖y(t, ·)− y(τ, ·)‖L2(0,L) ≤
CT
2
√
ε

∣∣∣∣∫ t

τ

|u(s)|2ds
∣∣∣∣1/2 ,

y resta aplicar el teorema de la convergencia dominada.

Observación 19. En particular, si y es la solución del sistema (1.3) con control u y
condición inicial y0, del principio de Duhamel obtenemos que∫ T

0

∫ L

0

g(t, x)ϕ(t, x) +

∫ L

0

y(T, x)ϕ0(x)dx =

∫ L

0

y0(x)ϕ(0, x)dx+
1

2

∫ T

0

u(t)ϕ(t, 0)dt

para todo ϕ0 ∈ L2(0, L), g ∈ L2(QT ) donde ϕ es la solución del sistema adjunto (1.4).
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2.4. Solución fuerte del sistema original

En la Definición 17 dimos la noción de solución por transposición del sistema (1.3)
con datos y0 ∈ L2(0, L), u ∈ L2(0, T ). En este caso resulta que la correspondiente función
y(t, x) es una solución muy débil para el sistema (1.3). ¿Qué podemos decir en el caso que
y0 y u tienen mayor regularidad? En este caso usamos el método llamado de levantamiento
(lifting) del dato de frontera u al lado derecho de la ecuación diferencial en el sistema (1.3).

Fijamos y0 ∈ H2(0, L) con By0 ∈ H1
0 (0, L) y u ∈ H1(0, T ) con u(0) = 0. Ponemos

yu(t, x) :=
L

LM + 4ε

(
1− x

L

)2
u(t), (t, x) ∈ QT .

Un cálculo sencillo muestra que Byu(t, 0) = u(t) y Byu(t, L) = 0 para t ∈ (0, T ).
Además notamos que

gu(t, x) :=
2

L

ε+ML−Mx

LM + 4ε
u(t)− L

LM + 4ε

(
1− x

L

)2
u′(t) ∈ L2(QT ).

Aplicamos el Corolario 13, con −M en vez de M y g = gu, para obtener una única solución
fuerte ỹ ∈ C0([0, T ];H1(0, L)) ∩ C1(0, T ;L2(0, L)) del siguiente sistema

ỹt +Mỹx − εỹxx = gu, (t, x) ∈ QT ,
Bỹ(t, 0) = 0, Bỹ(t, L) = 0, t ∈ (0, T ),

ỹ(0, x) = ỹ0(x), x ∈ (0, L).

Finalmente, definimos y := ỹ + yu. Es fácil ver que y es una solución fuerte del sistema
(1.3).

2.5. Controlabilidad a cero

Finalmente, en este contexto, podemos introducir la noción de controlabilidad a cero
del sistema (1.3) al tiempo T > 0 dada en la Definición 2.

Efectivamente, (1.6) junto con la Definición 17 implican que
∫ L
0
ϕ0(x)y(T, x)dx = 0

para todo ϕ0 ∈ L2(0, L), por lo tanto y(T, ·) ≡ 0.

En la teoŕıa de control de EDP’s lineales es conocido el hecho de que la controlabilidad
a cero es equivalente a probar una desigualdad de observabilidad para el sistema adjunto.
Aśı que desarrollaremos el material necesario para mostrar tal hecho en el sistema que
nos ocupa. En esta sección reproducimos parte del texto [1] y adoptamos su notación.

Consideramos U,H espacios de Hilbert sobre R con respectivos productos escalares
(·, ·)U y (·, ·)H .
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Sea A el generador infinitesimal de un semigrupo fuertemente continuo de operadores
lineales {S(t)}t≥0 continuos en H. Es conocido que el operador adjunto A∗ de A es el
generador infinitesimal del semigrupo {S(t)∗}t≥0, donde S(t)∗ es el operador transpuesto
de S(t).

El dominio D(A∗) está equipado con la norma de la gráfica del operador A∗, es decir,

‖z‖D(A∗) = ‖z‖H + ‖A∗z‖H , z ∈ D(A∗).

De hecho esta norma está asociada con el producto escalar

(z1, z2)D(A∗) := (z1, z2)H + (A∗z1, A
∗z2)H , z1, z2 ∈ A∗.

Con este producto escalar D(A∗) es un espacio de Hilbert. Sea D(A∗)′ el espacio dual de
D(A∗) con H como espacio pivote, en particular,

D(A∗) ⊂ H ⊂ D(A∗)′.

Consideramos un operador de control

B ∈ L(U,D(A∗)′),

donde L(X, Y ) denota el espacio de operadores acotados de X en Y .

Se asume la validez de la llamada condición de admisibilidad (también llamada pro-
piedad de regularidad): existe T > 0 y una constante CT tal que∫ T

0

‖B∗S∗(t)z‖2Udt ≤ CT‖z‖2H , para todo z ∈ D(A∗).

En adelante B∗ ∈ L(D(A∗);U) es el adjunto de B.

Sean T > 0, y0 ∈ H y u ∈ L2((0, T );U). Consideramos el problema de Cauchy

ẏ = Ay + Bu, t ∈ (0, T ), (2.34)

y(0) = y0.

Decimos que una función y ∈ C([0, T ], H) es una solución del problema de Cauchy
anterior si

(y(t), zt)H−(y(0), S(t)∗zt)H =

∫ t

0

(u(s),B∗S(t−s)∗zt)Uds, para todo t ∈ [0, T ], zt ∈ H.

En [1, pág. 53, Teorema 2.37] se prueba que para cada T > 0, y0 ∈ H, u ∈ L2(0, T ;U)
existe una única solución del problema de Cauchy (2.34).

Decimos que el sistema de control

ẏ = Ay + Bu. (2.35)
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es controlable a cero al tiempo T > 0 fijo, si para cada u ∈ L2(0, T ;U) la correspondiente
solución y del problema de Cauchy (2.34) satisface y(T ) = 0.

Ahora introducimos un “mapeo de control óptimo”. Sea T > 0 fijo. Para cada y0 ∈ H
consideramos el conjunto

UT (y0) := {u ∈ L2(0, T ;U) : la correspondiente solución y de (2.34) cumple y(T ) = 0}.

Se sabe que UT (y0) es un subespacio af́ın cerrado de L2(0, T ;U), aśı que tiene un elemento
de norma mı́nima en L2(0, T ;U) y lo denotamos por UT (y0).

Además es conocido que el mapeo UT : H → L2(0, T ;U) es lineal y que el teorema
de la gráfica cerrada implica que es continuo. A ‖UT‖ le llamaremos constante de control
óptimo nulo.

A continuación reproducimos el resultado que muestra la equivalencia entre la contro-
labilidad a cero de un sistema y la correspondiente desigualdad de observabilidad para el
sistema adjunto, y que además proporciona una forma de calcular la norma del mapeo
lineal de control óptimo UT .

Teorema 20. Sea T > 0 fijo. El sistema de control (2.35) es controlable al tiempo T si
y sólo si existe una constante c > 0 tal que

‖S(T )∗z‖2H ≤ c

∫ T

0

‖B∗S(t)∗z‖2U , para todo z ∈ D(A∗). (2.36)

Además si existe tal constante c > 0 y si cT es la mı́nima constante tal que se satisface
(2.36) entonces

‖UT‖L(H;L2(0,T ;U)) =
√
cT .

Ahora aplicamos el resultado anterior a nuestro sistema.

Proposición 21. Sean ε, T, L > 0, M ∈ R \ {0} fijos. El sistema (1.3) es controlable a
cero en L2(0, L) al tiempo T si y sólo si existe una constante C = Cε,T,L,M > 0 tal que∫ L

0

|ϕ(0, x)|2dx ≤ C

∫ T

0

|ϕ(t, 0)|2dt (2.37)

para cada ϕ0 ∈ L2(0, L), donde ϕ es la solución del sistema adjunto (1.4) con g ≡ 0.

Demostración. En este caso tenemos H = L2(0, L) y U = R. Es bien conocido que el
operador Ã = − d2

dx2
con dominio D(Ã) = {u ∈ H2(0, L) : ux ∈ H1

0 (0, L)} es el generador
infinitesimal de un semigrupo de transformaciones lineales acotadas. Por lo tanto para
cada ε > 0 el operador

−εÃ− M2

4ε
I,
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con dominio D(Ã), es el generador infinitesimal de un semigrupo fuertemente continuo
de operadores lineales {S̃(t)}t≥0 acotados en H.

Es fácil verificar que si ũ(t) = S̃(t)u0, entonces u(t) = e
M
2ε
xũ(t) resuelve la ecuación

du

dt
= Au(t),

donde

A = −M d

dx
+ ε

d2

dx2
,

con D(A) = {y ∈ H2(0, L) : By(0) = By(L) = 0}.

En nuestro caso el operador de control B : R→ D(A∗)′ está dado por

(Bλ)z := λz(0), para todo λ ∈ R, z ∈ D(A∗),

donde D(A∗) = {ϕ ∈ H2(0, L) : B∗ϕ(0) = B∗ϕ(L) = 0}. Notamos que B∗ : D(A∗) → R
está dado por B∗z = z(0), para todo z ∈ D(A∗).

Se verifica el principio de admisibilidad por la segunda desigualdad en (2.30), aśı que
el resultado se sigue del teorema anterior.

A la desigualdad (2.37) se le suele llamar desigualdad de observabilidad u observación
en x = 0 al tiempo T .

2.6. Motivación del operador de frontera B

Una pregunta bastante natural sobre el sistema que estudiamos en este trabajo es
¿cuál es la razón de definir aśı al operador de frontera B?

Como se mencionó en la introducción del Caṕıtulo 2, la sucesión ck(x) := cos
(
kπ
L
x
)
,

k ≥ 0, es un sistema ortogonal de funciones propias del laplaciano unidimensional con
condición de frontera tipo Neumann. Aśı que nos proponemos expresar que el operador
diferencial de segundo orden

P = −M∂x − ε∂xx,

asociado al sistema de evolución (1.5), tenga funciones propias de la forma eωx cos
(
kπ
L
x
)
,

para una cierta constante real ω.

Ponemos sk(x) := sin
(
kπ
L
x
)

y ϕk(x) := eωxck(x), k ≥ 0, entonces

ϕ′k(x) = eωx
(
−kπ
L
sk(x) + ωck(x)

)
, y

ϕ′′k(x) = eωx

(
−
(
kπ

L

)2

ck(x)− 2ω
kπ

L
sk(x) + ω2ck(x)

)
.
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Tenemos que

Pϕk(x) = eωx

[
M
kπ

L
sk(x)−Mωck(x) + ε

(
kπ

L

)2

ck(x) + 2εω
kπ

L
sk(x)− εω2ck(x)

]
,

lo que nos obliga a hacer la elección ω = −M/(2ε), de donde se sigue que

Pϕk(x) = λkϕk(x), k ≥ 0,

con λk definida en (2.3).

Ahora bien, valuando la derivada de las funciones ϕk en los extremos x = 0, x = L,
obtenemos que cada ϕk satisface condiciones de frontera de tipo Robin,

2εϕ′k(0) +Mϕk(0) = 2ε

(
−kπ
L

sin 0 + ω cos 0

)
+M cos 0 = 0, y

2εϕ′k(L) +Mϕk(L) = 2εeωL
(
−kπ
L

sin(kπ) + ω cos(kπ)

)
+MeωL cos(kπ) = 0,

aśı que B∗ϕ = 2εϕx +Mϕ será el operador de frontera asociado a P .

En resumen, el operador P es diagonalizable en L2(0, L) con funciones propias

ek(x) = exp

(
−Mx

2ε

)
cos

(
kπx

L

)
, k ≥ 0, (2.38)

y correspondientes valores propios dados en (2.3). La familia {
√

2/Lek : k ≥ 0} es una
base de Hilbert de L2

(
(0, L), eMx/ε

)
con respecto el producto escalar

〈u, v〉 :=

∫ L

0

exp

(
Mx

ε

)
u(x)v(x)dx.

Como en la Observación 14, volvemos a obtener que {ek}k ≥ 0 es una base de Riesz para
L2(0, L).

Claramente, existe una constante C > 0 tal que

‖ek‖L2(0,L) ≤ C, M > 0; ‖ek‖L2(0,L) ≤ C exp

(
|M |L

2ε

)
, M < 0 (2.39)

para todo k ≥ 0, donde ‖ · ‖L2(0,L) denota la norma usual en L2(0, L).
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Caṕıtulo 3

Estimación superior del costo del
control a cero

El objetivo de este caṕıtulo es probar la desigualdad de observabilidad (2.37) para el
sistema adjunto al tiempo T > 0. La prueba de tal desigualdad está relacionada a una
cuestión sobre la suma de exponenciales. La demostración requiere la construcción de
una familia biortogonal a la familia de exponenciales que resuelven la ecuación adjunta.
La construcción, en su primera parte, utiliza el teorema de Paley–Wiener en L2(R). La
novedad en la técnica de Glass es la construcción del llamado “multiplicador complejo”,
técnica introducida por Beurling y Malliavin en el análisis complejo y con otros propósitos.

3.1. Construcción del multiplicador complejo

En esta sección usamos una técnica introducida por Fattorini & Russell para el estudio
de la controlabilidad de la ecuación del calor unidimensional, el llamado método de los
momentos.

La idea es construir una familia biortogonal {ψk}k≥0 ⊂ L2(0, T ) a la familia de fun-
ciones exponenciales {exp(−λk(T − t))}k≥0, donde λk son los valores propios de nuestro
sistema principal definidos en (2.3) y luego obtener estimaciones de ‖ψk‖L2(0,T ).

Decimos que una función entera h es de tipo exponencial a > 0 si existe una constante
C > 0 tal que |h(z)| ≤ C exp(a|z|) para todo z ∈ C. Si además la restricción de h sobre el
eje real es una función cuadrado integrable, entonces la versión L2 del teorema de Paley-
Wiener (ver [12, Teorema 19.3, página 370]) implica que existe una función integrable g
con soporte en (−a, a) tal que h es la extensión anaĺıtica de la transforma de Fourier de
g.

Para construir la mencionada familia biortogonal es suficiente exhibir una familia de
funciones enteras Jεk de tipo exponencial T/2, es decir, existe una constante Ck,ε > 0 tal

27
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que |Jεk(z)| ≤ Ck,ε exp(T |z|/2) para todo z ∈ C, que también satisface Jεk ∈ L2(R) y

Jεk(−iλj) = δj,k para todo j, k ≥ 0. (3.1)

En efecto, asumiendo la existencia de tal familia de funciones enteras, la versión L2 del
teorema de Paley-Wiener implica que existe una función ξk ∈ L2(R) con soporte en
[−T/2, T/2] tal que

Jεk(z) =

∫ T/2

−T/2
ξk(t)e

−iztdt, z ∈ C, k ≥ 0.

Definimos las funciones

ψk(t) :=
ξk(T/2− t)

exp(−Tλk/2)
, k ≥ 0.

Entonces ∫ T

0

ψk(t) exp(−λj(T − t))dt = δj,k, j, k ≥ 0. (3.2)

Por otro lado, el teorema de Plancherel implica que

√
2π‖ψk‖L2(0,T ) = exp(Tλk/2)‖Jεk‖L2(R). (3.3)

Aśı que el objetivo ahora es encontrar la familia {Jεk}k≥0 que satisfaga las condiciones
mencionadas.

Consideramos el producto infinito de Weierstrass

Π(z) :=
∞∏
k=1

(
1− z

k2

)
,

que es una función entera con ceros simples en k2, k ≥ 1. Por otro lado tenemos la
identidad

Π(z) =
sin(π

√
z)

π
√
z

.

A pesar de la ráız cuadrada, la expresión de la derecha es una función entera ya que Π es
su extensión anaĺıtica en C.

Introducimos la función

Φε(z) = −i
√
ε

L

√
iz − M2

4ε
sin

(
L√
ε

√
iz − M2

4ε

)
,

que es una función entera con ceros simples en {−iλk}k≥0 . Por tanto, las funciones

Φε(z)

Φ′ε(−iλk)(z + iλk)
, k ≥ 0,
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satisfacen la condición (3.1).

Ponemos r(z) :=
√
iz −M2/4ε entonces r(−iλk) =

√
εkπ/L, k ≥ 0. Observamos

además que

Φ′ε(−iλk) = −ir(−iλk) cos

(
L√
ε
r(−iλk)

)
r′(−iλk)− i

√
ε

L
r′(−iλk) sin

(
L√
ε
r(−iλk)

)
= −ir(−iλk) cos

(
L√
ε
r(−iλk)

)
i

2r(−iλk)
− i
√
ε

L

i

2r(−iλk)
sin

(
L√
ε
r(−iλk)

)

=
cos
(
L√
ε
r(−iλk)

)
2

+
sin
(
L√
ε
r(−iλk)

)
2kπ

=
cos(kπ)

2
+

sin(kπ)

2kπ
=

(−1)k

2
, k ≥ 1. (3.4)

Por otro lado,

Φ′ε(−iλ0) = ĺım
h→0

Φ(−iλ0 + h)− Φ(−iλ0)
h

= ĺım
h→0

(
−iλ0 + h+ iM

2

4ε

) sin

(
L√
ε

√
i(−iλ0+h)−M

2

4ε

)
L√
ε

√
i(−iλ0+h)−M

2

4ε

h

= ĺım
h→0

sin
(
L√
ε

√
ih
)

L√
ε

√
ih

= 1

Ahora usamos la desigualdad

| sin z1/2| ≤ exp

(
|z|1/2√

2

)
, z ∈ C,

para obtener que existe una constante C = C(M, ε) > 0 tal que

|Φε(z)| ≤ C|z| exp

(
L√
2ε
|z|1/2

)
(3.5)

cuando |z| → ∞.

Sin embargo, notamos que esta función puede no estar acotada en el eje real, y por ello
no puede ser usada directamente para construir la familia ψk. Por lo tanto, el siguiente
paso es obtener una función entera f(z) (conocida como un “multiplicador”) que satisfaga
f(−iλk) 6= 0 para cada k ≥ 0 y tal que

Jεk(z) :=
Φε(z)

Φ′ε(−iλk)(z + iλk)

f(z)

f(−iλk)
, k ≥ 0, (3.6)
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es una función entera de tipo exponencial.

Fijamos

a :=
T

2π
, L̃ := L+ αε1/2, L̂ := L+ 2αε1/2,

con α > 0 independiente de ε que será elegida mas adelante.

Introducimos

s(t) = at− L̃

π
√

2ε

√
t.

Usando que ∫ ∞
0

log

∣∣∣∣1− x2

t2

∣∣∣∣ dtγ = |x|γπ cot(πγ/2), para 0 < γ < 2,

obtenemos que ∫ ∞
0

log

∣∣∣∣1− x2

t2

∣∣∣∣ ds(t) = − L̃√
2ε

√
|x|, x ∈ R. (3.7)

Notamos que ds(t) no es una medida positiva sobre (0,∞). La función s(t) es creciente
para

t > A :=
1

2ε

L̃2

T 2

y s(B) = 0 para

B := 4A =
2L̃2

εT 2
.

Como es usual, denotamos por <z,=z a la parte real e imaginaria, respectivamente,
de z ∈ C y H denotará el semiplano superior, es decir, H = {z ∈ C : =z > 0}.

Definimos a la medida dν(t) como la restricción de la medida positiva ds(t) en [B,∞),
e introducimos la función holomorfa en C \ R dada por

g(z) :=

∫ ∞
0

log

(
1− z2

t2

)
dν(t) =

∫ ∞
B

log

(
1− z2

t2

)
ds(t)

y para =z ≤ 0 consideramos

U(z) :=

∫ ∞
0

log

∣∣∣∣1− z2

t2

∣∣∣∣ dν(t) =

∫ ∞
B

log

∣∣∣∣1− z2

t2

∣∣∣∣ ds(t)
que es una función armónica en =z < 0 y continua sobre la recta real.

El siguente paso es “discretizar”la medida dν(t). La parte entera de x ∈ R la denotamos
por [x], aśı que definimos

Ũ(z) :=

∫ ∞
0

log

∣∣∣∣1− z2

t2

∣∣∣∣ d[ν(t)] =

∫ ∞
B

log

∣∣∣∣1− z2

t2

∣∣∣∣ d[s(t)], (3.8)
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y también consideramos

h(z) :=

∫ ∞
B

log

(
1− z2

t2

)
d[s(t)], z ∈ C. (3.9)

Aśı que
U(z) = <(g(z)), z ∈ C\R y Ũ(z) = <(h(z)), z ∈ C. (3.10)

Sea {µk} la sucesión que satisface s(µk) = k para todo k ≥ 0. Como d[ν] =
∑

k δµk y
µk = O(k), tenemos que

exp(h(z)) =
∏
k∈N

(
1− z2

µ2
k

)
, z ∈ C,

es una función entera.

Entonces consideramos el multiplicador dado por

f(z) := exp(h(z − i)), z ∈ C. (3.11)

El siguiente lema técnico nos será de mucha ayuda en la prueba de resultados poste-
riores.

Lema 22. Tenemos las siguientes identidades∫ ∞
0

log

∣∣∣∣1 +
y2

t2

∣∣∣∣ dt = π|y|, (3.12)

∫ ∞
0

log

∣∣∣∣1 +
y2

t2

∣∣∣∣ d√t = π
√

2|y|, (3.13)∫ B

0

log

∣∣∣∣1 +
y2

t2

∣∣∣∣ ds(t) = aBG
( y
B

)
. (3.14)

Demostración. Basta aplicar integración por partes y hacer un cambio de variable. Por
ejemplo, para obtener la segunda identidad se resuelve como sigue∫ ∞

0

log

∣∣∣∣1 +
y2

t2

∣∣∣∣ d√t = 2y2
∫ ∞
0

t−1/2

t2 + y2
dt = 4

√
|y|
∫ ∞
0

dx

1 + x4
= π

√
2|y|.

Para obtener la tercera desigualdad sólo debemos hacer el cambio de variable t→ t/B.

Proposición 23. Jεk(z) es una función entera de tipo exponencial T/2 para todo k ≥ 0.

Demostración. Integrando por partes obtenemos∫ ∞
B

log

(
1 +
|z|2

t2

)
d(s(t)− [s(t)]) =

∫ ∞
B

−∂t
[
log

(
1 +
|z|2

t2

)]
(s(t)− [s(t)])dt ≥ 0,
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por lo tanto las identidades (3.12), (3.13) implican que

Ũ(z) ≤
∫ ∞
B

log

(
1 +
|z|2

t2

)
ds(t) ≤ T

2
|z| − L√

ε
|z|1/2 − α|z|1/2, z ∈ C.

Cuando |z| > 3 tenemos que |z − i| ≥ |z| − 1 ≥ 2|z|/3, por lo tanto

|f(z)Φε(z)| = exp(Ũ(z − i))|Φε(z)|

≤ CM,εe
T/2|z| exp

(
T

2
|z|+

(
1

21/2
− 31/2

21/2

)
L√
ε
|z|1/2

)
≤ CT,L,M,ε exp (T |z|/2) ,

cuando |z| → ∞, donde hemos usado la estimación en (3.5). El resultado se sigue de la
definición de Jεk(z).

De (3.6) y (3.10) se sigue que para estimar ‖Jεk‖L2(R) debemos analizar la función

Ũ(x − i) para todo x ∈ R. Procedemos en varios pasos: en el siguiente lema mostramos
que U(x) tiene una integral logaŕıtmica finita en R. Luego usamos este hecho para probar
en el Lema 25 que U(z), en =(z) < 0, es esencialmente la integral de Poisson de sus
valores en la frontera. Este último resultado y el Lema 41 (ver Apéndice A) nos ayudaran
a establecer una conexión entre U(x− i) y Ũ(x− i) en la demostración del Lema 27.

Lema 24. U(x) es una función continua par en R tal que∫ ∞
−∞

log+(exp(U(x)))

1 + x2
dx <∞, (3.15)

donde log+ := máx{log, 0} y existe una constante C1 > 0 tal que

U(x) ≤ − L̃√
2ε

√
|x|+ C1aB, x ∈ R. (3.16)

De hecho,

C1 := −mı́n
x∈R

∫ 1

0

log

∣∣∣∣1− x2

t2

∣∣∣∣ d(t−
√
t) ≈ 2.34 < 2.35. (3.17)

Demostración. Usando (3.7) obtenemos que

U(x) = − L̃√
2ε

√
|x| −

∫ B

0

log

∣∣∣∣1− x2

t2

∣∣∣∣ ds(t),
entonces haciendo el cambio de variable t→ t/B vemos que∫ B

0

log

∣∣∣∣1− x2

t2

∣∣∣∣ ds(t) = aB

∫ 1

0

log

∣∣∣∣1− x2

B2t2

∣∣∣∣ d(t−
√
t).

Para x > 0 introducimos la función

I(x) :=

∫ 1

0

log

∣∣∣∣1− x2

t2

∣∣∣∣ d(t−
√
t).
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Si realizamos explicitamente la integral obtenemos

I(x) = −π
√
x+ x log

∣∣∣∣x+ 1

x− 1

∣∣∣∣−√x log

∣∣∣∣√x+ 1√
x− 1

∣∣∣∣+ 2
√
x arctan(

√
x) (3.18)

cuya gráfica se representa en la Figura 3.1.

Figura 3.1: I(x)

Claramente I(x) es continua en R+, además ĺımx→0+ I(x) = 0, ĺımx→∞ I(x) = −2 y
ĺımx→1 I(x) = −π

2
− log(2). Estas propiedades implican la existencia de C1 y por (3.18)

tenemos que la constante C1 es finita. Dado que U(x) = − L̃√
2ε

√
|x|− aBI( x

B
), obtenemos

(3.16) y luego (3.15) usando que log+ := máx{log, 0}.

Lema 25. La función U(z) es continua en =z ≤ 0. Además, tenemos

U(z) = −πa=z − 1

π

∫ ∞
−∞

=zU(t)

|z − t|2
dt. (3.19)

Demostración. Ponemos F (z) = exp(g(−z)) para z ∈ H. Claramente F es una función
holomorfa en H, continua en H y que no tiene ceros en H. Además, las identidades (3.12)
y (3.13) implican que

log |F (z)| = U(−z) ≤
∫ ∞
B

log

(
1 +
|z|2

t2

)
ds(t) ≤ T

2
|z|, z ∈ H.

La condición (3.15) implica que podemos considerar la transformada de Poisson V (z),
z ∈ H, de la función log+(exp(U(x))), ver [8, Caṕıtulo III, §F].
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Integrando por partes U(−iy) y usando el teorema de la convergencia dominada ob-
tenemos

ĺım sup
y→∞

log |F (iy)|
y

= ĺım sup
y→∞

U(−iy)

y
= 2 ĺım

y→∞

∫ ∞
B/y

1

1 + θ2
s(yθ)

yθ
dθ = πa. (3.20)

Por el Teorema 38 tenemos que

v(z) := U(−z)− πa=z − V (z) ≤ 0, z ∈ H.

El Teorema 39 implica que existe una constante α ≥ 0 y una medida positiva µ(t),
con

∫∞
−∞ dµ(t)/(1 + t2) <∞, tal que

−v(z) = α=z +
1

π

∫ ∞
−∞

=z
|z − t|2

dµ(t), z ∈ H.

Aqúı el punto clave es que U(z) es continua en =z ≤ 0, aśı que la medida dµ(t)
satisface

log+(exp(U(t)))− dµ(t) = U(t)dt.

Por lo tanto,

U(−z) = (πa− α)=z +
1

π

∫ ∞
−∞

=zU(t)

|z − t|2
dt, z ∈ H.

Usamos la igualdad anterior para calcular ĺım supy→∞ U(−iy)/y, entonces (3.20) implica
que α = 0.

Lema 26. Para x ∈ R, tenemos

U(x− i) ≤ πa+ C1aB −
L̃√
2ε

√
|x|. (3.21)

Demostración. Primero aplicamos (3.19) con z = x − i y luego usamos la estimación
(3.16). Claramente∫ ∞

−∞

1

|x− i− t|2
dt =

∫ ∞
−∞

1

1 + |x− t|2
dt = π, x ∈ R.

Resta calcular ∫ ∞
−∞

√
|t|

1 + |x− t|2
dt.

Descomponemos el término anterior en la suma de dos integrales y luego hacemos los
respectivos cambios de variable u =

√
t y u =

√
−t para obtener∫ ∞

0

√
t

1 + (x− t)2
dt =

π√
2
√

1 + x2 − 2x
,
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−∞

√
−t

1 + (x− t)2
dt =

π√
2
√

1 + x2 + 2x
.

Por simetŕıa, basta considerar x > 0, entonces√
2
√

1 + x2 + 2x+

√
2
√

1 + x2 − 2x ≥ 2
√
|x|,

de donde se sigue el resultado.

Lema 27. Para x ∈ R tenemos

Ũ(x− i) ≤ log+(|x|) + πa+ aBC1 −
L̃√
2ε

√
|x|. (3.22)

Demostración. Usando el resultado anterior y el Lema 41 obtenemos

Ũ(x− i) =

∫ ∞
0

log

∣∣∣∣1− (x− i)2

t2

∣∣∣∣ d([ν(t)]− ν(t)) + U(x− i)

≤ log+(|x|) + πa+ aBC1 −
L̃√
2ε

√
|x|.

El siguiente resultado será de mucha ayuda para estimar posteriormente |f(−iλk)|.

Lema 28. Consideramos la función

G(y) :=

∫ 1

0

log

∣∣∣∣1 +
y2

t2

∣∣∣∣ d(t−
√
t), y ∈ R. (3.23)

Entonces,

Ũ(iy) ≥ πa|y| − L̃√
ε

√
|y| − log

(
1 +

y2

B2

)
− aBG

( y
B

)
. (3.24)

Demostración. La función ∂t[log(1 + y2/t2)] es negativa, aśı que integrando por partes y
usando que s(B) = 0 obtenemos∫ ∞

B

log

(
1 +

y2

t2

)
d(s(t)− [s(t)]) =

∫ ∞
B

−∂t
[
log

(
1 +

y2

t2

)]
(s(t)− [s(t)])dt

≤
∫ ∞
B

−∂t
[
log

(
1 +

y2

t2

)]
dt

= log

(
1 +

y2

B2

)
,

(3.25)

lo cual implica que

Ũ(iy) ≥ U(iy)− log

(
1 +

y2

B2

)
.

El resultado se sigue de las identidades (3.12), (3.13) y (3.14).
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3.2. Prueba de la desigualdad de observabilidad

En esta sección reunimos todos los elementos necesarios para demostrar la desigual-
dad de observabilidad para el sistema adjunto. Antes, probamos el siguiente resultado
preliminar.

Proposición 29. Existe ε0 > 0 tal que

i) Para cada T > 0 y 0 < ε < ε0, existe una constante CT > 0 tal que

|Jεk(x)| ≤ CT e
L|M|
2ε

+aBC1

exp
(
−πaλk + L̂√

ε
|λk|1/2 + aBG

(
λk
B

)
+ log+ |x| − α|x|1/2

21/2

)
Lε−1/2|x2 + M2

4ε
|−1/4|x2 + λ2k|1/2

,

(3.26)
para todo k ≥ 0.

ii) Si T > 4L/|M |, entonces existe una constante CT > 0 tal que

|Jεk(x)| ≤ CT e
L|M|
2ε

+aB(C1−C2)
exp

(
−πaλk + L̂√

ε
|λk|1/2 + log+ |x| − α|x|1/2

21/2

)
Lε−1/2|x2 + M2

4ε
|−1/4|x2 + λ2k|1/2

, (3.27)

para todo k ≥ 0, donde la constante C1 está definida en (3.17) y

C2 := −G(2) ≈ 1.97 > 1.95. (3.28)

Demostración. Como en (3.5), vemos que existe una constante C > 0 tal que

|Φε(x)| ≤ C

√
ε

L

∣∣∣∣x2 +
M4

16ε2

∣∣∣∣1/4 exp

(
L|M |

2ε
+

L√
2ε

√
|x|
)
, x ∈ R.

Usando (3.22) tenemos que

|Φε(x) exp(Ũ(x− i))| ≤ C

√
ε

L

∣∣∣∣x2 +
M4

16ε2

∣∣∣∣1/4 eL|M|2ε
+aBC1+πa exp

(
log+ |x| − α|x|1/2

21/2

)
,

(3.29)
para todo x ∈ R.

Como Ũ(iy) es una función decreciente en R− y usando (3.24) obtenemos

|f(−iλk)| = exp(Ũ(−i(1 + λk))) ≥ exp(Ũ(−iλk))

≥ exp

(
πaλk −

L̃√
ε

√
|λk| − log

(
1 +

λ2k
B2

)
− aBG

(
λk
B

))
.

Ahora elegimos α > 0 tal que

α2 >
2
√

6

B
.
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De la elección anterior y usando que log(1 + y2/24) ≤
√
|y| obtenemos

|f(−iλk)| ≥ exp

(
πaλk −

L̂√
ε

√
|λk| − aBG

(
λk
B

))
.

De la estimación anterior y usando (3.4) obtenemos

|Jεk(x)| ≤ CT e
L|M|
2ε

+aBC1

exp
(
−πaλk + L̂√

ε
|λk|1/2 + aBG

(
λk
B

)
+ log+ |x| − α|x|1/2

21/2

)
Lε−1/2|x2 + M2

4ε
|−1/4|x2 + λ2k|1/2

.

(3.30)
Por otro lado, asumiendo T > 4L/|M | y usando (2.3) tenemos que

λk
B
≥ M2T 2

8L̃2
≥ 2, k ≥ 0

para ε suficientemente pequeña. Como G es una función decreciente tenemos G(λk/B) ≤
G(2), de donde se sigue (3.27).

A continuación damos una demostración de la desigualdad de observabilidad (2.37),
que es equivalente a la validez de la Proposición 3.

Prueba de la Proposición 3. Recordamos que la familia {ek}k≥0 dada en (2.38) constituye
una base de Riesz para L2(0, L).

Tomamos ϕ0 ∈ L2(0, L). Sin pérdida de generalidad podemos suponer que

ϕ0(x) =
N∑
k=0

bkek(x), bk ∈ R. (3.31)

Entonces la correspondiente solución de (1.4) está dada por

ϕ(t, x) =
N∑
k=0

bk exp(−λk(T − t))ek(x).

Usando (3.2) obtenemos

bk =

∫ T

0

ϕ(t, 0)ψk(t)dt,

por lo tanto

|bk| ≤ ‖ϕ(·, 0)‖L2(0,T )‖ψk‖L2(0,T ).

Dado que

ϕ(0, x) =
N∑
k=0

bk exp(−λkT )ek(x),
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se sigue que

‖ϕ(0, ·)‖L2(0,L) ≤ ‖ϕ(·, 0)‖L2(0,T )

N∑
k=0

‖ψk‖L2(0,T )‖ek‖L2(0,L) exp(−λkT ). (3.32)

Como G(λk
B

) ≥ G(M2T 2/(8L̃2)), y usando (3.26) y (3.3), tenemos que existe una constante
C = CT,L,M,ε > 0 (que puede cambiar de ĺınea a ĺınea) tal que

√
2π‖ψk‖L2(0,T ) = exp(Tλk/2)‖Jεk‖L2(R)

≤ C exp

(
L̂√
ε

√
|λk|

)(∫
R

exp(2 log+ |x| − 21/2α|x|1/2)dx
|x2 + M2

4ε
|−1/2|x2 + λ2k|

)1/2

≤ C|λk|−1/2 exp

(
L̂√
ε

√
|λk|

)
, k ≥ 0.

Cuando M > 0, usamos (2.3) y (2.39) para obtener

‖ϕ(0, ·)‖L2(0,L) ≤ C‖ϕ(·, 0)‖L2(0,T )

N∑
k=0

|λk|−1/2 exp

(
L̂√
ε

√
|λk| − Tλk

)

≤ C‖ϕ(·, 0)‖L2(0,T )

N∑
k=0

|λk|−1/2 exp (−Tλk/2)

≤ C‖ϕ(·, 0)‖L2(0,T )

∞∑
k=1

1

k3
= C‖ϕ(·, 0)‖L2(0,T ),

Similarmente, si M < 0, tenemos

‖ϕ(0, ·)‖L2(0,L) ≤ C‖ϕ(·, 0)‖L2(0,T )

N∑
k=0

|λk|−1/2 exp

(
L̂√
ε

√
|λk| − Tλk

)
exp

(
|M |L

2ε

)
≤ C‖ϕ(·, 0)‖L2(0,T )

∞∑
k=1

1

k3
= C‖ϕ(·, 0)‖L2(0,T ),

A fin de probar la controlabilidad a cero uniforme del sistema (1.3) cuando ε → 0+,
necesitamos obtener una estimación más fina de la constante del costo de control K. El
siguiente resultado será de gran utilidad para tal objetivo.

Proposición 30. 1.- Sea M > 0. Existe κ > 0 tal que

LM

2ε
+
L2

Tε

C1 − C2

π
− Tλk +

L√
ε

√
λk ≤ −κλk, para todo k ≥ 0, (3.33)

siempre que

T >
L

M
c+ con c+ := 2 +

√
4 +

4(C1 − C2)

π
< 4.2. (3.34)
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2.- Sea M < 0. Existe κ > 0 tal que

L|M |
ε

+
L2

Tε

C1 − C2

π
− Tλk +

L√
ε

√
λk ≤ −κλk, para todo k ≥ 0, (3.35)

siempre que

T >
L

|M |
c− con c− := 3 +

√
9 +

4(C1 − C2)

π
< 6.1. (3.36)

Demostración. 1.- Primero notamos que la función r(x) = −Tx + L√
ε

√
x es decreciente

en [ L2

4εT 2 ,∞). Como

λk ≥
M2

4ε
≥ L2

4εT 2
, para todo k ≥ 0,

entonces r(λk) ≤ r(M
2

4ε
), k ≥ 0; afirmamos que

LM

2ε
+
L2

Tε

C1 − C2

π
+ r

(
M2

4ε

)
≤ 0,

que es equivalente a probar que

X +
C1 − C2

π
− 1

4
X2 ≤ 0,

donde X = MT/L. Para MT > Lc+ la última desigualdad se cumple.
Se satisface entonces que

LM

2ε
+
L2

Tε

C1 − C2

π
− Tλk +

L√
ε

√
λk ≤ 0, k ≥ 0.

Dado que la condición T > L
M
c+ es abierta, elegimos κ > 0 tal que T > T − κ > L

M
c+,

por lo que obtenemos una desigualdad como antes pero con T − κ en vez de T .

2.- Procediendo como antes tenemos

3

2
X +

C1 − C2

π
− 1

4
X2 ≤ 0,

donde X = |M |T/L. Para |M |T > Lc− la última desigualdad se cumple.

A continuación probamos el resultado principal de este trabajo.

Prueba del Teorema 4. Suponemos que M > 0 y que el dato ϕ0 se escribe como en
(3.31). Retomamos el cálculo en (3.32), usamos (3.27) y usamos la proposición anterior



40CAPÍTULO 3. ESTIMACIÓN SUPERIOR DEL COSTO DEL CONTROL A CERO

para obtener una constante CT > 0 tal que

‖ϕ(0, ·)‖ ≤ CT ε
1/2

L
‖ϕ(·, 0)‖

∞∑
k=0

|λk|−1/2 exp

(
LM

2ε
+
L̃2

Tε

C1 − C2

π
− Tλk +

L̂√
ε

√
λk

)

≤ CT,Lε
1/2‖ϕ(·, 0)‖

∞∑
k=0

e−κλk

|λk|1/2
exp

(
L̃2 − L2

Tε

C1 − C2

π
+
L̂− L√

ε

√
λk

)

≤ CT,Le
(C1−C2)α

2

Tπ ε1/2‖ϕ(·, 0)‖
∞∑
k=0

e−κλk/2

|λk|1/2
exp

(
−κλk

2
+

2αL(C1 − C2)

ε1/2Tπ
+ 2α

√
λk

)
≤ CT,Le

−M
2

8ε
κ‖ϕ(·, 0)‖

∞∑
k=0

1

k
exp

(
−κλk

2
+ 2α

(
2L(C1 − C2)

T |M |π
+ 1

)√
λk

)
≤ CT,Le

−M
2

8ε
κ‖ϕ(·, 0)‖

∞∑
k=0

exp
(
−κλk

3

)
k

≤ CT,Lε
−1e−

M2

8ε
κ‖ϕ(·, 0)‖

∞∑
k=0

1

k3
.

Por otro lado, si M < 0 tenemos

‖ϕ(0, ·)‖ ≤ C‖ϕ(·, 0)‖L2(0,T )

N∑
k=0

|λk|−1/2 exp

(
L̂√
ε

√
|λk| − Tλk

)
exp

(
L|M |

2ε

)

≤ CT ε
1/2

L
‖ϕ(·, 0)‖

∞∑
k=0

|λk|−1/2 exp

(
L|M |
ε

+
L̃2

Tε

C1 − C2

π
− Tλk +

L̂√
ε

√
λk

)

≤ CT,Lε
1/2‖ϕ(·, 0)‖

∞∑
k=0

e−κλk

|λk|1/2
exp

(
L̃2 − L2

Tε

C1 − C2

π
+
L̂− L√

ε

√
λk

)

≤ CT,Le
−M

2

8ε
κ‖ϕ(·, 0)‖

∞∑
k=0

exp
(
−κλk

3

)
k

≤ CT,Lε
−1e−

M2

8ε
κ‖ϕ(·, 0)‖

∞∑
k=0

1

k3
.

El resultado se sigue del Teorema 20.



Caṕıtulo 4

Estimación inferior del costo del
control a cero

El objetivo de este caṕıtulo es obtener estimaciones por abajo del costo de la con-
trolabilidad a cero. Como antes, para obtener tales estimaciones usaremos resultados y
técnicas del análisis complejo.

4.1. Cota inferior para el costo del control a cero

A continuación damos la prueba del segundo resultado principal de este trabajo.

Prueba del Teorema 5. Fijamos T, L, ε > 0. Para simplificar la notación, vamos a usar K
en lugar de K(ε, T, L,M) := ‖UT‖, donde UT es el mapeo de control óptimo asociado a
nuestro problema. Definimos y0 ∈ L2(0, L) por

y0(x) := exp

(
Mx

2ε

)
, x ∈ (0, L). (4.1)

y consideramos el control óptimo nulo u(t) ∈ L2(0, L) para y0. Por lo tanto,

‖u‖L2(0,T ) ≤ K‖y0‖L2(0,L). (4.2)

Por otro lado tenemos

‖y0‖2L2(0,L) =
ε

M

(
eLM/ε − 1

)
. (4.3)

Por la definición dada de controlabilidad a cero, se debe cumplir la condición (1.6) para
cada solución del sistema adjunto (1.4).

En particular, podemos considerar la solución de (1.4) dada por

ϕ(t, x) = cos

(
kπx

L

)
exp

(
−Mx

2ε

)
eλkt,

41
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para (t, x) ∈ [0, T ]× [0, L], por lo que obtenemos∫ T

0

u(t)eλktdt = −2

∫ L

0

cos

(
kπx

L

)
dx, k ≥ 0. (4.4)

Ahora introducimos la función entera

v(s) :=

∫ T/2

−T/2
u(t+ T/2)e−istdt.

Por (4.4) se sigue que

v(iλk) = 0, k ≥ 1, y v(iλ0) = −2Le−λ0T/2.

Además, la desigualdad de Hölder y (4.2) implican

|v(s)| ≤ exp

(
=(s)T

2

)∫ T

0

|u(t)|dt

≤ KT 1/2 exp

(
=(s)T

2

)
‖y0‖L2(0,L)

≤


KT 1/2 ε

1/2

M1/2
eML/(2ε) exp

(
=(s)T

2

)
, M > 0

KT 1/2 ε1/2

|M |1/2
exp

(
=(s)T

2

)
, M < 0.

(4.5)

Consideramos la función entera

f(s) := v
( s

4ε

)
. (4.6)

Por tanto,
f(bk) = 0, k ≥ 1 y f(b0) = −2Le−λ0T/2, (4.7)

donde

bk = i

(
M2 +

4k2π2ε2

L2

)
, k ≥ 0.

Por (4.5) tenemos

|f(s)| ≤ KT 1/2 ε
1/2

M1/2
eML/(2ε) exp

(
|=(s)|T

8ε

)
, M > 0, (4.8)

y

|f(s)| ≤ KT 1/2 ε1/2

|M |1/2
exp

(
|=(s)|T

8ε

)
, M < 0. (4.9)

Aśı que f(s) es una función entera de tipo exponencial Tε−1/8 en H, por lo tanto el
Teorema 40 implica que tenemos la representación

ln |f(s)| =
∞∑
l=0

ln

∣∣∣∣s− als− al

∣∣∣∣+ σ=(s) +
=(s)

π

∫ ∞
−∞

ln |f(τ)|
|τ − s|2

dτ, s ∈ H, (4.10)
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donde {al}l es la sucesión de ceros de f en H = {z ∈ C : =z > 0}, cada cero repetido
tantas veces como su multiplicidad, y σ es un número real que satisface

σ ≤ T

8ε
.

Usando (4.8) y (4.9) tenemos

=(b0)

π

∫ ∞
−∞

ln |f(τ)|
|τ − b0|2

dτ ≤ 1

2
ln

(
K2Tε

M

)
+
LM

2ε
, M > 0, (4.11)

y
=(b0)

π

∫ ∞
−∞

ln |f(τ)|
|τ − b0|2

dτ ≤ 1

2
ln

(
K2Tε

|M |

)
, M < 0, (4.12)

Por otro lado,

∞∑
l=0

ln

∣∣∣∣b0 − alb0 − al

∣∣∣∣ ≤ ∞∑
k=1

ln

∣∣∣∣b0 − bkb0 − bk

∣∣∣∣
=
∞∑
k=1

ln

∣∣∣∣ 4k2π2ε2/L2

2M2 + 4k2π2ε2/L2

∣∣∣∣
≤
∫ ∞
1

ln

(
π2ε2x2

M2L2/2 + π2ε2x2

)
dx

=
L|M |√

2πε

∫ ∞
√

2πε
L|M|

ln

(
τ 2

1 + τ 2

)
dτ

≤ ln

(
1 +

L2M2

2π2ε2

)
− L|M |√

2ε
+ 1

(4.13)

Poniendo s = b0 en (4.10) y usando (4.7), (4.11), (4.12) y (4.13) obtenemos

ln(2L)− TM2

8ε
≤ ln

(
1 +

L2M2

4π2ε2

)
− LM√

2ε
+
TM2

8ε
+

1

2
ln

(
K2Tε

M

)
+
LM

2ε
+ 1, M > 0,

y

ln(2L)− TM2

8ε
≤ ln

(
1 +

L2M2

4π2ε2

)
− L|M |√

2ε
+
TM2

8ε
+

1

2
ln

(
K2Tε

|M |

)
+ 1, M < 0.

Por ello tenemos que

K ≥ e−1
(
M

Tε

)1/2
2L

1 + L2M2

4π2ε2

exp

(
LM

2ε
(
√

2− 1)− TM2

4ε

)
, M > 0, y

K ≥ e−1
(
|M |
Tε

)1/2
2L

1 + L2M2

4π2ε2

exp

(
L|M |√

2ε
− TM2

4ε

)
, M < 0.
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Caṕıtulo 5

Condición de frontera
Robin-Dirichlet

En este caṕıtulo analizamos una variante al sistema estudiado anteriormente, a saber,
cambiamos las condiciones de frontera; ahora consideramos una condición de Robin en el
extremo izquierdo y una condición de Dirichlet en el extremo derecho. Podŕıamos desa-
rrollar todos los pasos del caso anterior, pero en esta parte final sólo daremos un bosquejo
para mencionar los resultados correspondientes.

5.1. Planteamiento del problema

En este caṕıtulo nos proponemos analizar la controlabilidad uniforme a cero del sistema
(1.9), el cual tiene como sistema adjunto

ϕt +Mϕx + εϕxx = g, (t, x) ∈ QT

B∗ϕ(t, 0) = ϕ(t, L) = 0, t ∈ (0, T ),
ϕ(T, x) = ϕ0(x), x ∈ (0, L),

(5.1)

donde B y B∗ son los operadores definidos en el Caṕıtulo 1.

Como es usual, hacemos el cambio t 7→ T − t para obtener el sistema equivalente
−ϕt +Mϕx + εϕxx = g, (t, x) ∈ QT

B∗ϕ(t, 0) = ϕ(t, L) = 0, t ∈ (0, T ),
ϕ(0, x) = ϕ0(x), x ∈ (0, L).

(5.2)

Aśı que ahora resolvemos el sistema anterior. El operador diferencial de segundo orden

P = −M∂x − ε∂xx,

asociado al sistema de evolución (5.2), es diagonalizable con valores propios

λ̃k = ε

(
k +

1

2

)2
π2

L2
+
M2

4ε
,

45
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y con correspondientes funciones propias

ek(x) =
√

2e−
M
2ε
x cos

(
π

L

(
k +

1

2

)
x

)
, k ≥ 0.

La familia {ϕk := ek}k≥0 es una base de Hilbert de L2((0, L), eMx/ε), por lo tanto es
una base de Riesz para L2(0, T ). Además notamos que

B∗ϕk(x) = −
√

2(2k + 1)
επ

L
e−

M
2ε
x sin

(
(2k + 1)

π

2L
x
)
,

de donde se sigue que

B∗ϕk(0) = 0, ϕk(L) =
√

2 cos((k + 1/2)π)e−
M
2ε
L = 0, k ≥ 0.

En este contexto la forma bilineal asociada a este caso es la siguiente,

a(ϕ, φ) := M

∫ L

0

ϕ(x)φx(x)dx+ ε

∫ L

0

ϕx(x)φx(x)dx+
M

2
ϕ(0)φ(0), φ, ϕ ∈ V, (5.3)

donde V = {ϕ ∈ H1(0, L) : ϕ(L) = 0}, espacio que hereda el producto interno deH1(0, L).

Usando la continuidad del operador de traza, se sigue que existe una constante C > 0
tal que

|ϕ(0)|2 ≤ C|ϕ|2V para todo ϕ ∈ V,

de donde se sigue la estimación

|a(ϕ, φ)| ≤ |Mϕ+ εϕx|H |φx|H + C2 |M |
2
|ϕ|V |φ|V

≤ Cε,M |ϕ|V |φ|V para todo ϕ, φ ∈ V.

La desigualdad anterior implica que la forma bilineal a es continua en su dominio.

Por otro lado tenemos

a(ϕ, ϕ) =
M

2

∫ L

0

d

dx
|ϕ(x)|2dx+ ε

∫ L

0

|ϕx(x)|2dx+
M

2
|ϕ(0)|2

= ε

∫ L

0

|ϕx(x)|2dx.

Por lo tanto,
a(ϕ, ϕ) + ε|ϕ|2H ≥ ε|ϕ|2V para todo ϕ ∈ V,

de donde se sigue que la forma bilineal a es coerciva sobre V con respecto a H.

Ahora consideramos el operador no-acotado A : D(A) ⊂ V → V donde

D(A) = {ϕ ∈ V : φ 7→ a(ϕ, φ) es continuo sobre V respecto la topoloǵıa de H}.
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Afirmamos que
D(A) = {ϕ ∈ H2(0, L) : B∗ϕ(0) = 0, ϕ(L) = 0}.

Efectivamente, ϕ ∈ D(A) si y sólo si ϕ ∈ V y existe Aϕ ∈ L2(0, L) tal que∫ L

0

[Mϕ(x) + εϕx(x)]φx(x)dx− M

2
ϕφ|L0 =

∫ L

0

Aϕφdx (5.4)

para todo φ ∈ V .
En particular, si ϕ ∈ D(A) entonces∫ L

0

[Mϕ(x) + εϕx(x)]φx(x)dx =

∫ L

0

Aϕφdx para todo φ ∈ D(0, L),

por lo tanto Mϕ + εϕx ∈ H1(0, L). Aśı que ϕ ∈ H2(0, L) ∩ V , Aϕ = −Mϕx − εϕxx y
usando integración por partes en (5.4) se obtiene que φ(0)B∗ϕ(0) = 0 para todo φ ∈ V ,
aśı que B∗ϕ(0) = 0 y por tanto D(A) ⊆ {ϕ ∈ H2(0, L) : B∗ϕ(0) = 0, ϕ(L) = 0}.

Sea ϕ ∈ H2(0, L) tal que B∗ϕ(0) = 0 y ϕ(L) = 0. En particular ϕ ∈ V , además∫ L

0

[Mϕ(x) + εϕx(x)]φx(x)dx− M

2
ϕφ|L0 =[

M

2
ϕ(x) + εϕx(x)]φ(x)|L0

−
∫ L

0

[Mϕx(x) + εϕxx(x)]φ(x)dx

=−
∫ L

0

[Mϕx(x) + εϕxx(x)]φ(x)dx

como ϕ ∈ H2(0, L) entonces Mϕx + εϕxx ∈ L2(0, L), aśı que {ϕ ∈ H2(0, L) : B∗ϕ(0) =
0, ϕ(L) = 0} ⊆ D(A).

Para obtener las estimaciones a priori usamos que {ϕk}k≥0 es una base de Riesz para
L2(0, L). Procedemos como en la Sección 2.2 para obtener∫ L

0

g(t, x)ϕ(t, x)dx = −1

2

d

dt

∫ L

0

|ϕ(t, x)|2dx− ε
∫ L

0

|ϕx(t, x)|2dx+
1

2
ϕ(t, x)B∗ϕ(t, x)|x=Lx=0 ,

donde ϕ es una solución del sistema (5.2).

Para t ∈ (0, T ) usamos las nuevas condiciones de frontera para obtener

1

2

d

dt

∫ L

0

|ϕ(t, x)|2dx+ ε

∫ L

0

|ϕx(t, x)|2dx = −
∫ L

0

g(t, x)ϕ(t, x)dx, (5.5)

por lo tanto

d

ds

∫ L

0

|ϕ(s, x)|2dx ≤
∫ L

0

|g(s, x)|2dx+

∫ L

0

|ϕ(s, x)|2dx, s ∈ (0, T ).
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Integramos en s ∈ [0, t], con 0 ≤ t ≤ T , para obtener∫ L

0

[|ϕ(t, x)|2 − |ϕ(0, x)|2]dx ≤
∫ T

0

∫ L

0

|g(t, x)|2dxdt+

∫ t

0

∫ L

0

|ϕ(s, x)|2dxds,

de donde se sigue que∫ L

0

|ϕ(t, x)|2dx ≤
∫ L

0

|ϕ0(x)|2dx+

∫ T

0

∫ L

0

|g(t, x)|2dxdt+

∫ t

0

∫ L

0

|ϕ(s, x)|2dxds.

La desigualdad de Gronwall implica que∫ L

0

|ϕ(t, x)|2dx ≤ eT
(∫ L

0

|ϕ0(x)|2dx+

∫ T

0

∫ L

0

|g(t, x)|2dxdt
)
. (5.6)

Por otro lado, si integramos (5.5) respecto a t ∈ (0, T ) obtenemos

1

2

∫ L

0

|ϕ(T, x)|2dx− 1

2

∫ L

0

|ϕ(0, x)|2dx+ ε

∫ T

0

∫ L

0

|ϕx(t, x)|2dxdt

≤ 1

2

∫ T

0

∫ L

0

|g(t, x)|2dxdt+
1

2

∫ T

0

∫ L

0

|ϕ(t, x)|2dxdt

entonces,

2ε

∫ T

0

∫ L

0

|ϕx(t, x)|2dxdt ≤
∫ L

0

|ϕ0(x)|2dx+

∫ T

0

∫ L

0

|g(t, x)|2dxdt+
∫ T

0

∫ L

0

|ϕ(t, x)|2dxdt.

Usamos (5.6) en el último sumando del lado derecho para obtener

ε

∫ T

0

∫ L

0

|ϕx(t, x)|2dx ≤ (1 + TeT )

(∫ L

0

|ϕ0(x)|2dx+

∫ T

0

∫ L

0

|g(t, x)|2dxdt
)
. (5.7)

Dado que D(A) es denso en L2(0, L), se sigue que las estimaciones anteriores son válidas
para ϕ0 ∈ L2(0, L). Lo antes expuesto lo resumimos en el siguiente resultado.

Teorema 31. Sean ε, T > 0, M ∈ R \ {0} fijos. Para cada ϕ0 ∈ L2(0, L) y g ∈ L2(QT )
existe una única solución ϕ ∈ C([0, T ];L2(0, L)) ∩ L2(0, T ;V ) del sistema (5.2), en el
sentido que

−
∫ T

0

∫ L

0

ϕ(t, x)v(x)dxψ′(t)dt+

∫ T

0

a(ϕ(t, ·), v)ψ(t)dt =

∫ T

0

∫ L

0

g(t, x)v(x)dxψ(t)dt

para toda v ∈ V , ψ ∈ D(0, T ), donde la forma bilineal a es definida en (5.3). Además
tenemos

‖ϕ‖L∞(0,T ;L2(0,L)) ≤ eT (‖ϕ0‖L2(0,L) + ‖g‖L2(QT )),√
ε‖ϕ‖L2(0,T ;H1(0,L)) ≤ (1 + TeT )1/2(‖ϕ0‖L2(0,L) + ‖g‖L2(QT )) (5.8)

para todo ϕ0 ∈ L2(0, L), g ∈ L2(QT ).
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Y como consecuencia tenemos

Corolario 32. Sean ε, T > 0, M ∈ R \ {0} fijos. Existe una constante CT > 0 tal que

√
ε‖ϕ(·, 0)‖L2(0,T ) ≤ CT (‖ϕ0‖L2(0,L) + ‖g‖L2(QT )), (5.9)

para todo ϕ0 ∈ L2(0, L), g ∈ L2(QT ), donde ϕ es solución del sistema (5.2).

Establecida la existencia y unicidad de soluciones del sistema (5.2), y por ende las solu-
ciones del sistema adjunto (5.1), podemos proponer la definición de solución por transpo-
sición del sistema original (1.9). Para esto, vemos que si multiplicamos la EDP del sistema
(1.9) por ϕ que es solución del sistema (5.1) en (0, t)× (0, L) con g ≡ 0 e integramos en
(0, t) tenemos

0 =

∫ L

0

∫ t

0

ys(s, x)ϕ(s, x)dsdx+M

∫ t

0

∫ L

0

yx(s, x)ϕ(s, x)dxds

− ε
∫ t

0

∫ L

0

yxx(s, x)ϕ(s, x)dxds

=

∫ L

0

y(t, x)ϕ0(x)dx−
∫ L

0

y0(x)ϕ(0, x)dx− 1

2

∫ t

0

ϕ(s, 0)By(s, 0)ds.

Lo anterior motiva la noción de solución por transposicion del sistema (5.2).

Definición 33. Sean ε, T, L > 0, M ∈ R \ {0} fijos. Dados y0 ∈ L2(0, L) y u ∈ L2(0, T )
decimos que y = y(t, x) es una solución del sistema (1.9) si para cada t ∈ [0, T ] la función
y(t, ·) ∈ L2(0, L) satisface∫ L

0

ϕ0(x)y(t, x)dx =

∫ L

0

y0(x)ϕ(0, x)dx+
1

2

∫ t

0

u(s)ϕ(s, 0)ds (5.10)

para todo ϕ0 ∈ L2(0, L), donde ϕ es la solución del sistema (5.1) planteado en (0, t)×(0, L)
con ϕ(t, ·) = ϕ0 y g ≡ 0.

Tenemos el correspondiente resultado sobre la existencia y unicidad de soluciones por
transposición del sistema (1.9), que además proporciona la continuidad de las soluciones
con respecto a los datos. La prueba de este resultado es similar a la de la Proposición 18.

Proposición 34. Sean ε, T, L > 0, M ∈ R \ {0} fijos. Para cada y0 ∈ L2(0, L) y u ∈
L2(0, T ) existe una única solución y ∈ C([0, T ];L2(0, L)) del sistema (1.9). Además, existe
una constante CT > 0 independiente de ε tal que

máx
t∈[0,T ]

‖y(t, ·)‖L2(0,L) ≤ CT

(
‖y0‖L2(0,L) +

1√
ε
‖u‖L2(0,T )

)
. (5.11)

Finalmente introducimos la noción de controlabilidad a cero del sistema (1.9) al tiempo
T > 0:
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Definición 35. Sean ε, T, L > 0, M ∈ R \ {0} fijos. Decimos que el sistema (1.9) es
controlable a cero en L2(0, L) al tiempo T si para cada y0 ∈ L2(0, L) existe un control
u ∈ L2(0, T ) tal que la correspondiente solución y(t, x) satisface∫ L

0

y0(x)ϕ(0, x)dx = −1

2

∫ T

0

u(t)ϕ(t, 0)dt (5.12)

para cada ϕ0 ∈ L2(0, L), donde ϕ es la solución del sistema adjunto (5.1) con g ≡ 0.

El siguiente resultado es el que nos da la controlabilidad nula del sistema (1.9).

Proposición 36. Sean ε, T, L > 0, M ∈ R \ {0} fijos. El sistema (1.9) es controlable a
cero en L2(0, L) al tiempo T si y sólo si existe una constante C = Cε,T,L,M > 0 tal que∫ L

0

|ϕ(0, x)|2dx ≤ C

∫ T

0

|ϕ(t, 0)|2dt (5.13)

para cada ϕ0 ∈ L2(0, L), donde ϕ es la solución del sistema adjunto (5.1) con g ≡ 0.

5.2. Estimaciones por arriba y por abajo del costo de

control nulo

Ahora pasamos a construir el correspondiente multiplicador complejo. Consideramos
el producto infinito de Weierstrass

Π̃(z) :=
∞∏
k=0

(
1− z

(k + 1/2)2

)
,

que es una función entera con ceros simples en (k + 1/2)2, k ≥ 0. Por otro lado tenemos
la identidad

Π̃(z) = cos(π
√
z).

A pesar de la ráız cuadrada, la expresión de la derecha es una función entera ya que Π̃ es
su extensión anaĺıtica en C.

Introducimos la función

Φ̃ε(z) = cos

(
L√
ε

√
iz − M2

4ε

)
,

que es una función entera con ceros simples en {−iλ̃k}k≥0 . Por lo tanto, las funciones

Φ̃ε(z)

Φ̃′ε(−iλ̃k)(z + iλ̃k)
, k ≥ 0,

satisfacen la condición (3.1).
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Por otro lado, un cálculo fácil implica

Φ̃′ε(−iλk) =
(−1)k+1iL2

ε(2k + 1)π
, k ≥ 0. (5.14)

Si z = x+ iy entonces | cos z|2 = − sin2 x+ cosh2 y ≤ exp2 |y|. Por lo tanto,

| cos z1/2| ≤ exp

(
|z|1/2√

2

)
, z ∈ C, (5.15)

de donde se sigue que existe una constante C = C(M,L, ε) > 0 tal que

|Φ̃ε(z)| ≤ C exp

(
L√
2ε
|z|1/2

)
, z ∈ C. (5.16)

En la Sección 3.1 la construcción del multiplicador complejo f , dado en (3.11), de-
pendió únicamente de la condición (3.5). Por (5.16) tenemos que la función Φ̃ satisface la
misma condición, aśı que consideramos el mismo multiplicador para construir la siguiente
sucesión de funciones,

J̃εk(z) :=
Φ̃ε(z)

Φ̃′ε(−iλ̃k)(z + iλ̃k)

f(z)

f(−iλ̃k)
, k ≥ 0.

Tenemos que J̃εk es de tipo exponencial T/2 con J̃εk ∈ L2(R) para todo k ≥ 0, aśı que
existe una función ξ̃k ∈ L2(R) con soporte en [−T/2, T/2] tal que

J̃εk(z) =

∫ T/2

−T/2
ξ̃k(t)e

−iztdt, z ∈ C, k ≥ 0.

Por construcción, J̃εk satisface la condición (3.1), con λ̃j. Ahora introducimos las fun-
ciones

ψ̃k(t) :=
ξ̃k(T/2− t)

exp(−Tλk/2)
, k ≥ 0,

de lo anterior se sigue que ψ̃k, k ≥ 0, es una sucesión biortogonal a la familia de exponen-
ciales {e−(T−t)λ̃k}k≥0.

Posterior a la construcción de la sucesión biortogonal ψk a la familia de exponenciales
{e−(T−t)λk}k≥0 en la Sección 3.1, los resultados subsecuentes se basaron en el hecho que
λk ≥M2/(4ε), condición que también satisfacen los valores λ̃k. Aśı que la desigualdad de
observabilidad (5.13) se prueba como en la demostración del Teorema 4, salvo que en las
series respectivas apareceŕıan expresiones en términos de k + 1/2 en vez de k.

Aśı que obtenemos el siguiente resultado y el correspondiente Teorema 6 sobre la
controlabilidad uniforme del sistema (1.9).

Proposición 37. Dados M ∈ R \ {0} y L, T > 0, el sistema (1.9) es controlable a cero
al tiempo T > 0.
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Finalmente presentamos la demostración de la estimación inferior de la constante de
contro óptimo nulo.

Prueba del Teorema 7. Fijamos T, L, ε > 0. Usamos K en lugar de K(ε, T, L,M).
Definimos y0 ∈ L2(0, L) por

y0(x) :=
√

2 cos
(πx

2L

)
exp

(
Mx

2ε

)
, x ∈ (0, L). (5.17)

y consideramos el control óptimo nulo u(t) ∈ L2(0, L) para y0. Por lo tanto,

‖u‖L2(0,T ) ≤ K‖y0‖L2(0,L). (5.18)

Por otro lado tenemos

‖y0‖2L2(0,L) =
2ε

M( π
2

L2 + 1)

(
π2

L2
eLM/ε − π2

L2
− 2

)
. (5.19)

Por la definición dada de controlabilidad a cero, se debe cumplir la condición (5.12)
para cada solución del sistema adjunto (5.1). En particular, consideramos la solución dada
por

ϕ(t, x) =
√

2 cos

(
(2k + 1)πx

2L

)
exp

(
−Mx

2ε

)
eλ̃kt,

para (t, x) ∈ [0, T ]× [0, L], por lo que obtenemos∫ T

0

u(t)eλ̃ktdt = −4

∫ L

0

cos
(πx

2L

)
cos

(
(2k + 1)πx

2L

)
dx, k ≥ 0. (5.20)

Ahora introducimos la función entera

v(s) :=

∫ T/2

−T/2
u(t+ T/2)e−istdt.

Por (5.20) se sigue que

v(iλ̃k) = 0, k ≥ 1, y v(iλ̃0) = −2Le−λ̃0T/2.

Además, la desigualdad de Hölder y (5.18) implican

|v(s)| ≤ exp

(
=(s)T

2

)∫ T

0

|u(t)|dt

≤ KT 1/2 exp

(
=(s)T

2

)
‖y0‖L2(0,L)

≤


KT 1/221/2ε1/2

M1/2
eML/(2ε) exp

(
=(s)T

2

)
, M > 0

KT 1/221/2ε1/2

|M |1/2
exp

(
=(s)T

2

)
, M < 0.

(5.21)
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Consideramos la función entera

f(s) := v
( s

4ε

)
. (5.22)

Por lo tanto,

f(bk) = 0, k ≥ 1 y f(b0) = −2Le−λ̃0T/2, (5.23)

donde

bk = i

(
M2 +

4(k + 1/2)2π2ε2

L2

)
, k ≥ 0.

Por (5.21) tenemos

|f(s)| ≤ KT 1/221/2ε1/2

M1/2
eML/(2ε) exp

(
|=(s)|T

8ε

)
, M > 0, (5.24)

y

|f(s)| ≤ KT 1/221/2ε1/2

|M |1/2
exp

(
|=(s)|T

8ε

)
, M < 0. (5.25)

Aśı que f(s) es una función entera de tipo exponencial Tε−1/8 en H = {z ∈ C : =z >
0}, por lo tanto el Teorema 40 implica que tenemos la representación

ln |f(s)| =
∞∑
l=0

ln

∣∣∣∣s− als− al

∣∣∣∣+ σ=(s) +
=(s)

π

∫ ∞
−∞

ln |f(τ)|
|τ − s|2

dτ, s ∈ H, (5.26)

donde {al}l es la sucesión de ceros de f en H, cada cero repetido tantas veces como su
multiplicidad, y σ es un número real que satisface

σ ≤ T

8ε
.

Usando (5.24) y (5.25) tenemos

=(b0)

π

∫ ∞
−∞

ln |f(τ)|
|τ − b0|2

dτ ≤ 1

2
ln

(
2K2Tε

M

)
+
LM

2ε
, M > 0, (5.27)

y
=(b0)

π

∫ ∞
−∞

ln |f(τ)|
|τ − b0|2

dτ ≤ 1

2
ln

(
2K2Tε

|M |

)
, M < 0, (5.28)

Por otro lado,
∞∑
l=0

ln

∣∣∣∣b0 − alb0 − al

∣∣∣∣ ≤ ∞∑
k=1

ln

∣∣∣∣b0 − bkb0 − bk

∣∣∣∣ =
∞∑
k=1

ln

∣∣∣∣ (4(k + 1/2)2 − 1)π2ε2/L2

2M2 + (4(k + 1/2)2 + 1)π2ε2/L2

∣∣∣∣
≤
∫ ∞
1

ln
π2ε2(x2 + x)

M2L2/2 + π2ε2(x2 + x)
dx ≤

∫ ∞
1

ln
π2ε2(x+ 1/2)2

M2L2/2 + π2ε2(x+ 1/2)2
dx

=

∫ ∞
3/2

ln
π2ε2x2

M2L2/2 + π2ε2x2
dx =

(∫ ∞
1

−
∫ 3/2

1

)
ln

π2ε2x2

M2L2/2 + π2ε2x2
dx

≤ 3

2
ln

(
1 +

L2M2

2π2ε2

)
− L|M |√

2ε
+ 1,

(5.29)
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donde hemos usado la estimación al final de (4.13).

Poniendo s = b0 en (5.26) y usando (5.23), (5.27), (5.28) y (5.29) obtenemos

ln(2L)− λ̃0T
2
≤ 3

2
ln

(
1 +

L2M2

2π2ε2

)
−LM√

2ε
+
TM2

8ε
+
Tεπ2

8L2
+

1

2
ln

(
2K2Tε

M

)
+
LM

2ε
, M > 0,

y

ln(2L)− λ̃0T
2
≤ 3

2
ln

(
1 +

L2|M |2

2π2ε2

)
−L|M |√

2ε
+
T |M |2

8ε
+
Tεπ2

8L2
+

1

2
ln

(
2K2Tε

|M |

)
, M < 0.

Por ello tenemos que

K ≥
√

2LM1/2

T 1/2ε1/2
(
1 + L2M2

4π2ε2

)3/2 exp

((
1− 1√

2

)
LM√

2ε
− TM2

4ε
− Tεπ2

4L2

)
, M > 0, y

K ≥
√

2L|M |1/2

T 1/2ε1/2
(
1 + L2M2

4π2ε2

)3/2 exp

(
−TM

2

4ε
− Tεπ2

4L2
+
L|M |√

2ε

)
, M < 0.



Caṕıtulo 6

Conclusiones

En esta tesis analizamos la controlabilidad a cero de una perturbación singular de
la ecuación de transporte, i.e. añadimos el término −εyxx a la ecuación de transporte
yt +Myx = 0 sobre el intervalo (0, L), obteniendo aśı una ecuación parabólica.

De hecho, en el art́ıculo [11] Glass estudia el problema de controlabilidad uniforme a
cero de la familia de ecuaciones parabólicas antes mencionada, cuando el parámetro ε > 0
toma valores pequeños. En su trabajo considera condiciones de frontera tipo Dirichlet y
el control actúa en el extremo izquierdo x = 0.

En esta tesis extendemos el análisis hecho por Glass y consideramos condiciones de
frontera adecuadas tipo Robin en un caso, y en el otro caso consideramos condiciones
tipo Robin-Dirichlet; en ambos casos el control actúa en el extremo izquierdo x = 0.
En concreto, el adjunto B∗ del operador de frontera By = −2εyx + My lo elegimos de
tal manera que el operador Pϕ = Mϕx + εϕxx con condición de frontera tipo Robin
B∗ϕ(0) = B∗ϕ(L) = 0 es diagonalizable. En este trabajo damos dos pruebas de la dia-
gonalización de tal operador; una está basada en la diagonalización del laplaciano en el
intervalo (0, L) con datos de frontera tipo Neumann, por lo que las funciones propias de
P involucran funciones coseinodales. Esta es la parte medular del trabajo, ya que permite
la aplicación del método de momentos para obtener la desigualdad de observabilidad del
sistema adjunto, lo que implica que nuestro sistema original es controlable a cero.

El aporte más destacable de esta tesis es la construcción de un nuevo “multiplica-
dor complejo”que permitió (y permitirá para otros operadores) la construcción de una
sucesión biortogonal a cierta familia de exponenciales asociada a los valores propios del
operador P ; todo esto con la finalidad de probar la desigualdad de observabilidad para el
sistema adjunto.

Los resultados obtenidos son originales y muestran que las estimaciones asintóticas
(por arriba y por abajo) de la constante de control óptimo cuando ε → 0+ son simila-
res a las obtenidas por Glass. La estimación superior de la constante de control óptimo
se obtiene directamente de la desigualdad de observabilidad y la estimación inferior de
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la constante de control óptimo se obtiene usando herramientas del análisis complejo y
armónico, en espećıfico, se usa la representación de cierta clase de funciones anaĺıticas en
el semiplano complejo superior en términos de sus ceros.



Apéndice A

Herramientas del análisis complejo

Aqúı reunimos los resultados del análisis complejo necesarios para probar nuestros
resultados. El siguiente resultado se puede hallar en [8, página 38].

Teorema 38. Sea f ∈ hol(H) ∩ C(H), donde H = {z ∈ C : =z > 0}. Supóngase que
log |f(z)| ≤ O(|z|) para |z| grande, z ∈ H, que

ĺım sup
y→∞

log |f(iy)|
y

= A, y

∫ ∞
−∞

log+ |f(x)|
1 + x2

dx <∞,

entonces

log |f(z)| ≤ A=(z) +
1

π

∫ ∞
−∞

=(z) log+ |f(t)|
|z − t|2

dt, z ∈ H.

El siguiente resultado se encuentra en [8, página 41].

Teorema 39. Sea v(z) una función armónica positiva en H. Hay un α ≥ 0 y una medida
positiva µ en R con ∫ ∞

−∞

dµ(t)

1 + t2
<∞

tal que

v(z) = α=(z) +
1

π

∫ ∞
−∞

=(z)

|z − t|2
dµ(t), z ∈ H.

El siguiente resultado se puede hallar en [8, página 56].

Teorema 40. Sea f una función entera de tipo exponencial y supóngase que

ĺım sup
y→∞

log |f(iy)|
y

= A, y

∫ ∞
−∞

log+ |f(x)|
1 + x2

dx <∞.

Sea {λn} el conjunto de ceros de f en H (repeticiones según la multiplicidad), entonces

log |f(z)| = =(z) +
∑

log
|1− z/λn|
|1− z/λn|

+
1

π

∫ ∞
−∞

=(z) log |f(t)|
|z − t|2

dt, z ∈ H
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El siguiente resultado se encuentra en [7, página 162].

Lema 41. Para cualquier función creciente ν(t) con ν(t) = O(t) para t > 0, tenemos∫ ∞
0

log

∣∣∣∣1− z2

t2

∣∣∣∣ (d[ν(t)]− dν(t)) ≤ log

(
máx(|x|, |y|)

2|y|
+

|y|
2 máx(|x|, |y|)

)
, (A.1)

donde z = x+ iy, y 6= 0.
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