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Resumen

La superconduccion es un fenémeno fascinante que se observa en ciertos materiales
donde su resistencia eléctrica desaparece y las lineas de campo magnético son expul-
sadas del mismo. A diferencia de los conductores ordinarios, los superconductores
exhiben este comportamiento cuando se les enfria por debajo de cierta temperatura
finita no cero, a dicho valor de temperatura se le conoce como temperatura critica.
El mercurio fue el primer material observado capaz de volverse un superconductor
por debajo de los 4 K, sin embargo, no fue hasta casi ocho décadas mas tarde que
las investigaciones condujeron al descubrimiento de materiales céramicos capaces de
entrar en su fase de superconducciéon con una temperatura critica muy superios y
que ronda los 30 K.

Desde el punto de vista de la teoria cuantica de campos aplicada a sistemas de
materia condensada, los materiales superconductores de alta temperatura resultan
ser sistemas fuertemente acoplados donde es complicado obtener informacién con
las técnicas perturbativas usuales. Es por esto tltimo que se busca hacer uso de
la llamada correspondencia holografica, una poderosa herramienta obtenida en el
contexto de la teoria de cuerdas, para estudiar a los superconductores de alta tem-
peratura pues el los tltimos anos se ha mostrado como un 1util diccionario capaz de
obtener informacién de sistemas fuertemente acoplados.

El presente trabajo busca presentar los conceptos e ideas basicos en el lenguaje de la
relatividad y la teoria cuantica de campos que permitan discurrir en los elementos de
la correspondencia holografica. Haremos uso de la correspondencia para estudiar un
dual gravitacional de un superconductor holografico en 3+1 dimensiones en presencia
de un campo magnético intenso. El fondo gravitacional retroacciona con un campo
electromagnético externo, éste tltimo acoplado minimamente a un campo escalar
complejo. Centramos nuestra atencion en un estudio perturbativo del campo escalar
y, mediante métodos numéricos, mostramos que el sistema exhibe la formacion de un
condensado, relacionado con el fenémeno de superconduccion, por debajo de cierta
temperatura critica.
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Capitulo 1

Introduccion

En el universo existen muchos fenémenos que han cautivado la actividad intelectual
a lo largo de la historia de la humanidad. Cuando el método para estudiar estos
fenomenos naturales se estructuré desde la observacion sistemética hasta el plan-
teamiento teoérico y predictivo, la ciencia se convirtié en un elemento central en el
desarrollo de la sociedad. La finalidad de esta rama del conocimiento es ambiciosa:
busca dar explicacién al mundo que nos rodea, predecir su comportamiento y ser
capaz de modificarlo, pero también pesa sobre ella el largo camino que se vislumbra
por delante para percibir estos objetivos como mas cercanos. Pero la belleza que
ofrece nuestra finitud humana es ser capaces de contribuir con nuestra curiosidad al
saber mediante pequenos bloques que ensamblan el grueso intelectual que hoy dia
poseemos y que, por ende, agrandamos.

De los fenémenos que més ha atraido a la mente humana y, en igual o superior
mediada, ha acentuado el avance tecnolégico de los tltimos siglos es la electrici-
dad y el magnetismo. Las aplicaciones del electromagnetismo al entorno tecnologico
contemplan desde los microondas, antenas, maquinas eléctricas, comunicaciones por
satélite hasta dispositivos como radios, televisores, teléfonos, motores eléctricos y 1a-
seres. Hoy dia entendemos a la naturaleza como conformada por pequenos bloques,
particulas, con distintas propiedades que las caracterizan como su masa o su carga
eléctrica; es justamente el electromagnetismo el encargado de describir la interaccion
de particulas cargadas con campos eléctricos y magnéticos, y de dar sustento tedrico
a las aplicaciones antes comentadas.

Cuando una serie de particulas libres cargadas se someten a la presencia de un campo
eléctrico, éstas tienden a moverse, dependiendo de su carga lo haran en la direccion
6 direccion opuesta del campo; este conjunto de particulas moviéndose al unisono
formara una corriente eléctrica. Cuando este fenémeno se replica para particulas en
un material no siempre se sucederé la generacion de una corriente en presencia de
un campo electromagnético, aquellos materiales donde esto no ocurre son conocidos
como aislantes frente a su contrapartida, los materiales conductores.

Entre los materiales conductores se ubican los metales. Al paso de una corriente eléc-
trica, los metales ofrecen una resistencia propia del material que dificulta el paso de



las particulas cargadas. Esta resistencia genera una pérdida de energia en el sistema
que se transforma en calor y que es fundamento de aparatos como calentadores de
agua o tostadores. Sin embargo, existen sistemas en los que esta pérdida de energia
busca disminuirse por cuestiones de eficiencia.

La resistencia eléctrica de la mayoria de materiales varia en funcion de la tempera-
tura: a menor temperatura menor resistencia. La conjetura inicial de este compor-
tamiento consistia en pensar que la resistencia de los materiales se volveria cero solo
cuando se sometiese al material a la minima temperatura posible, es decir a los 0
K. Esta postura tuvo que relegarse a principios del siglo veinte cuando se observo
por primera vez que existen materiales que no presentan resistencia al paso de una
corriente eléctrica aunque no se les enfrie hasta los 0 K, si bien si es necesaria una
temperatura pequena ~ 4 K. A estos materiales se les conocié como superconducto-
res. Este hecho atrajo la atencién de la comunidad cientifica y se buscaron modelos
que describiesen lo que ocurria. Estas investigaciones se extendieron por toda la
primera mitad del siglo y tuvieron éxito, todos los materiales estudiados hasta ese
momento parecen encajar bien dentro de una de las teorias mas populares de la fisi-
ca, la teoria BCS. Pero la segunda mitad del siglo traeria consigo el descubrimiento
de materiales que eran capaces de volverse superconductores a temperaturas mucho
mayores a las observadas hasta ese momento, ~ 30 K. Estos materiales, supercon-
ductores de alta temperatura, ya no pudieron acomodarse dentro de la teoria BCS
y se reinici6 la busqueda de un modelo que diese explicaciéon a la existencia de estos
materiales.

Con el transcurrir del tiempo no solo este estudio de los superconductores progreso,
la fisica en general fue robusteciéndose y generando conocimiento. Con los tltimos
desarrollos de la teoria cuantica de campos, una de las teorias mas poderosas en la
descripcion de nuestra realidad, se busco la respuesta a la iltima cuestion planteada
por los superconductores de alta temperatura, no obstante, los modelos propuestos
cayeron en una descripcion complicada en cuanto a la obtencion de informaciéon que
en ellos podia hacerse. Fue necesario esperar al fin de siglo para que la construccion
de un diccionario ayudara a mejorar el entendimiento los modelos encontrados y diese
cuenta de estos calculos complicados en términos de una teoria computacionalmen-
te manejable. Este diccionario, a grandes rasgos, establece una equivalencia entre
una teorfa de campo y una teoria de gravedad y es conocido como correspondencia
holografica.

La correspondencia holografica se ha colocado en estos tltimos veinte anos como
una de las teorfas mas importantes de la fisica tedrica y ha motivado multitud de
estudios alrededor de ella. Este trabajo pretende utilizar esta poderosa herramienta
para plantear un modelo gravitacional que, al ser traducido por el diccionario de la
correspondencia holografica, sea equivalente a una teoria de campo que describa un
superconductor en 3+1 dimensiones en presencia de un campo magnético externo.

Daremos cuenta a lo largo del trabajo de las ideas y conceptos aqui planteados.
Comenzaremos con dos capitulos, 2 y 3, que introduzcan los elementos minimos de
la relatividad y de la teoria cuantica de campos que consideramos necesarios para la
comprension posterior del texto. Continuaremos con un capitulo dedicado a descri-



bir el fenémeno de superconduccién desde el punto de vista de la teoria cuantica de
campos vy las dificultades que enfrenta este enfoque. En el capitulo 5 desarrollare-
mos la construcciéon de la correspondencia holografica y las entradas del diccionario
que nos seran de utilidad para construir un modelo de superconducciéon holografica.
Terminaremos el texto con el capitulo 6, correspondiente a la construccion del mo-
delo, a su estudio y analisis numérico; presentando los resultados hasta el momento
obtenidos.



Capitulo 2

Aspectos generales de gravedad de
Einstein

En este capitulo realizaremos un breve recorrido por los conceptos e ideas generales
dentro de la relatividad general que serviran como preambulo para el desarrollo de
la presente tesis y que serda fundamental en la construccion de la llamada correspon-
dencia holografica, donde ciertos agujeros negros y su termodinadmica, asi como la
geometria anti-de Sitter, tomaran especial impetu.

2.1. Relatividad Especial y General

Aunque el bagaje intelectual que rodea a la teoria de la relatividad especial fue
fabricAndose de a poco, representé una irrupcion abrupta en la escena cientifica el
articulo publicado en 1905 por Albert Einstein para marcar el ritmo y difusion de
las ideas involucradas [35]. Los elementos de dicha teoria parten de dos postulados:
el principio de relatividad nos dice que los resultados de cualquier experimento rea-
lizado por un observador no dependen de su velocidad relativa respecto a cualquier
otro observador que no participa en el experimento; mientras que la tnvariabilidad
de la velocidad de la luz postula, como su nombre indica, que un haz luminoso se
desplaza a la misma velocidad, ¢ ~ 3 x 10° km, para dos observadores moviendose,
sin aceleracion relativa entre si, que pretendan medirla. Ademéas de hacer patente la
necesidad de la homogéneidad e isotropia del espaciotiempo. En funcion de practi-
cidad asignaremos el valor ¢ = 1 de ahora en adelante como lo hecho en el sistema
de unidades naturales.

Entre las consecuencias de estos dos postulados se encuentran la contraccion del
espacio o la dilacion del tiempo. Comentemos aqui la invariancia del intervalo o
elemento de linea. Dado un evento, un punto en el espaciotiempo, para la posicién
(x,y,2) y el tiempo t, que podemos agrupar como z = (t,z,y,2) = (2°,2%) i €
{1, 2, 3}; el intervalo entre dos eventos se define como

As? = (At)? — (Ax)? — (Ay)? — (Az)? = (AL)? — (Az')?, (2.1)

4



2.1. RELATIVIDAD ESPECIAL Y GENERAL 5

donde es importante recalcar que nos encontramos en un espaciotiempo plano y que
se ha hecho uso de la convencion (+, —, —, —) que continuaremos usando durante el
resto del trabajo. En el contexto de la relatividad especial, dada la invariabilidad de
la velocidad de la luz, este intervalo de linea debe permanecer constante para dos
sistemas inerciales con un origen coincidente, i.e. z° = 2" cuando t = t' = 0:

As® = At? — (Az")? = At 2 — (A )? = AS. (2.2)

Es por esto que hace sentido pensar en la relatividad especial como una teoria del
espaciotiempo conocido como espaciotiempo de Minkowski, generalizacion del usual
espacio plano euclideo. Como veremos, las transformaciones de coordenadas son
capaces de, en cierto sentido, rotar el espacio y el tiempo, de modo que se carece de
la nocion de eventos simultaneos.

Al introducir la matriz diadgonal 7,, = diag(l,—1,—1,—1) podemos reescribir al
elemento de linea de forma méas compacta: As? = AzTnAz = 1, AztAz”. A esta
matriz se le conoce como métrica de Minkowski. Esta identificacion entre el cuadra-
do del elemento de linea y la métrica puede generalizarse a un espaciotiempo de

dimension d y tensor métrico g;; = g, 4, j € {1,...,d}:
d
d82 = Z gljdl'ld.l’] (23)
ij=1

Ya hemos mencionado el interés que tenemos en cambios coordenados del espacio-
tiempo, pero dentro de todas estas transformaciones nos interesan especialmente
aquellas que dejan invariante al elemento de linea. A las transformaciones lineales
de coordenadas que siguen manteniendo este elemento sin cambios se les conoce co-
mo transformaciones de Lorentz, y usualmente se les denota con M* . El conjunto
de estas transformaciones forma un grupo bajo el producto usual que en resonancia
toma el nombre de grupo de Lorentz, y que se denota como O(1,3) [18]. Dentro
de este conjunto de elementos existe un subconjunto definido por el signo del de-
terminante de la matriz asociada; observar que segin lo que hemos expuesto M
es tal que xTnr = As? = As? = (Mz)'p(Mz) = 2TM™qpMx = —1 = det(n) =
det(MTyM) = —det(M)? .. det(M) = 1. El subconjunto de transformaciones de
Lorentz cuyo determinante es +1 forma un subgrupo denotado por SO(1,3) [75].

A su vez, podemos tomar una segunda clasificaciéon de las transformaciones de
Lorentz al considerar la relacion que hemos deducido en el péarrafo previo, n =
MM = 1, = 0peM,PM,7, que para u = v = 0 se tiene que (M,°)* — (M,")* —
(My?)? — (My?)?* = 1, luego (M,°)? < —1 6 (M,°)*> > +1 El conjunto de trans-
formaciones de Lorentz que satisfagan la segunda condiciéon formaré igualmente un
subgrupo denotado por O*(1,3). En tultima instancia, podemos intersecar ambos
subgrupos, SO(1,3) y O7(3,1), y obtener el subgrupo mas reconocido de transfor-
maciones de Lorentz, el grupo de Lorentz restringido SO*(3,1) |75]. Dentro de este
subgrupo de transformaciones tenemos a las 3 rotaciones usuales del plano eucli-
deo, ademés de las transformaciones que involucran a la variable temporal, a éstas



2.1. RELATIVIDAD ESPECIAL Y GENERAL 6

transformaciones de Lorentz se les conoce como boosts y son de la forma:

cosh(f) —sinh(fd) 0 O

—sinh(f) cosh(d) 0 0
0 0 0]’

1

M(6) = X
0 0 0

0 € [0,27), (2.4)

teniendo igualmente 3 de este tipo de transformaciones. Todas las transformaciones
de Lorentz en el subgrupo SO*(3,1) van a poder ser expresadas como producto de
estos seis tipos de transformaciones |17].

Habiendo estudiado las transformaciones lineales que dejan invariante el intervalo
de linea cabria preguntarse que otro tipo de transformaciones cumplen el mismo
requisito fuera de la linealidad. La respuesta es facilmente hallada al observar que
podemos sumar cualquier constante a* a z* y al registrar la diferencia Ax para dos
eventos ésta se ve inalterada. Con lo cual trasladarnos en el espaciotiempo, z# —
xt+a*, constituye de igual forma una transformaciéon que preserva el intervalo. Dicho
esto, tanto trasladarnos como rotar en el espaciotiempo conforman una coleccion de
transformaciones que preservan el elemento de linea y de las que tendremos un
gran interés de estudio. Como cabria imaginar, al conjunto de transformaciones
restringidas de Lorentz, SO (1, 3), junto con las traslaciones espaciotemporales, a*,
se les puede otorgar una estructura de grupo con el producto (M,a) - (M’ a") =
(MM’ a+ Md'), tal que, (M, a)z" = M Fz¥ + a*. A este grupo se le conoce como
grupo de Poincare [17].

Dadas la repercusiones de la relatividad especial en la fisica, muchos conceptos de
los que se partia para elaborar el grueso del conocimiento tuvieron que ser reformu-
lados, uno de ellos fue el principio de equivalencia de Galileo, en el cual los efectos
de encontrarse inmerso en un campo gravitatorio homogéneo son indistinguibles de
aquellos que se suceden en un medio que se desplace con aceleracidén uniforme. El
elemento destacado en este principio es la masa de la particula ubicada en ambos es-
cenarios, sin embargo, para la relatividad especial el concepto carece de universalidad
al tratarse de una manifestacion mas de la energia, de aqui que se busque entonces
replantear la indistinguibilidad de los fenémenos fisicos en un campo gravitatorio
y con movimiento acelerado prescindiendo del concepto clésico. Nace entonces el
principio de equivalencia de Finstein 34|, para el cual, al considerar regiones infi-
nitesimales en el espaciotiempo, las leyes de la fisica se reducen a aquellas descritas
por la relatividad especial donde nos encontramos en un espaciotiempo plano. In-
corporar los efectos gravitacionales que observamos corre a cargo, entonces, de la
geometria no local del espaciotiempo.

Enfocandonos en una descripcion Lagrangiana de la teoria, la cantidad fundamental
que hace presencia es la accion [49]

S = H/d4l’ L, (2.5)

una intergral sobre todo el espaciotiempo de la densidad Lagrangiana £. Esta den-
sidad Lagrangiana se pide sea una densidad tensorial de rango (0,0), escalar y de-
pendiente de componentes tensoriales junto con sus derivadas covariantes.
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Haremos aqui una breve distincién que nos permite la teoria pues dividiremos nuestra
accion en dos términos independientes

S= %SV +Su, (2.6)
tal que Sy sea construida a partir de ignorar la contribucién de materia, misma que
acunaremos al término Sy, permitiendo tomar una descripciéon Gnicamente geomé-
trica dependiente de la métrica y sus primeras derivadas. Observar que la introduc-
cion de la constante (87G)™! se coloca conociendo de antemano la convergencia al
limite Newtoniano [18,106].

Dado el requisito de construir una cantidad escalar proveniente de derivadas de la
métrica tal que, al trabajar con una métrica compatible, la dependencia de primeras
derivadas queda descartada, el paso en complejidad a considerar es una dependencia
de segundas derivadas de la metrica. Conviene aqui mencionar entonces los recursos
que nos otorga el estudio matemético de las estructuras como el espaciotimepo que
estamos estudiando y que forma parte de un conjunto mas grande llamado variedades
pseudo-Riemannianas [78]. Dentro de estas variedades la forma mas comin de ex-
presar la curvatura es mediante el uso del tensor de Riemann, mismo que cuantifica
la diferencia entre el espaciotiempo con el que se esté trabajando y un espaciotiempo
plano. Este tensor es:

R, =007, — 0,1, + FPMF*W -1, (2.7)
donde a .
FZV = §gp>\ (an)\,u + angAu - a/\guu) 5 (28)

se les conocen como simbolos de Christoffel. El escalar de Ricci, R, se alza como
buen prospecto respaldado por el hecho de ser el invariante de curvatura mas simple
que se puede formar a partir del tensor de curvatura:

R=g¢"R,,, (2.9)

siendo R, = R

Lo €L tensor de Ricci.

De esta manera se postula como escalar acompanante en Sy al escalar de Ricci, de
forma que

Sy = /d%; vV—9gR, (2.10)

con g = det(g,,). Aunque, el buscar la cancelacion de términos provenientes de la
variacion de esta accion viene de la mano con solicitar que tanto 6g,, como 6(0ag,uw)
se hagan cero en la frontera de la variedad, restriccion que si bien puede hacerse,
condiciona en demasia la variedad en la que se esta trabajando. Por esta razon es que
se construye una modificacion a la accion como lo propuesto por Gibbons-Hawking-
York [43,115], tal que cancele las contribuciones ligadas a 6(0,g,,) v pueda solo
pedirse que 0g,, = 0 en la frontera de la variedad. La accion serfa entonces

{/:/ d'r \/—gR—i-Q/ d*7 eVhE, (2.11)
M

oM
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donde e = 1 0 € = —1 segin si la frontera es una superficie tipo tiempo o tipo espacio,
respectivamente. h,p es la métrica inducida por g,, sobre la frontera, h = det(hqg),
y K es la traza de la segunda forma fundamental [63]. Un analisis propio de esta
modificacion puede revisarse en [33].

La variacion de S§, es simplemente
1
8, = /d4x V=g (Ruv — §ng) dg"” (2.12)

Uno de los tltimos pasos es hacer la identificacion de un tensor de energia-momento
simétrico con la variacion de Sy, respecto a la métrica de forma que:

L 9%w —T,,. (2.13)
V=9 69"
Esta identificacién no es tnica dado que existen formas independientes de definir
un tensor covariantemente conservado, sin embargo la definicion tomada aqui po-
see ciertas virtudes que hacen considerarlo en primera instancia, como su simetria
manifiesta y su invariancia de norma [17].

Tomando en conjunto las expresiones (2.12) y (2.13), y obteniendo la variacion de
la accién respecto a la métrica igualada a cero, se sigue que

1
R = 5 Rgu = 87GT,. (2.14)

Estas ecuaciones llevan el nombre de ecuaciones de campo de la relatividad general
o ecuaciones de campo de Finstein, y en 3 + 1 dimensiones conforman un abanico
de dieciséis ecuaciones diferenciales parciales de segundo orden para la métrica,
donde por ser esta ultima un tensor simetrico, g,, = g,,, son diez las ecuaciones
independientes.

La modificacion que pueden sufrir estas ecuaciones bajo la introducciéon de términos
adicionales en la accién esta en constante estudio, caso en el que puede incluirse a
la famosa constante cosmolégica, A,

1
R, — §Rg“” + Ag,, = 87GT,,. (2.15)

En breve veremos que para nuestros propoésitos este es el esenario, con A < 0, al
que prestaremos nuestra atenciéon. Pero antes, debido a la utilidad que representara

més adelante, permitase introducir en este momento el concepto de diagrama de
Penrose [31].

Un diagrama de Penrose es un método grafico para visualizar la estructura global y
causal de un espaciotiempo en una extension finita. Para poder dibujar el diagrama
este debe representar al espaciotiempo de interés en dos dimensiones, una de ellas
la temporal, debido a ello el escenario debe ser lo suficientemente simétrico para
poder suprimir las dimensiones adicionales. La idea detris del proceso es encontrar
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una transformacion conforme! de coordenadas tal que las divergencias del sistema
original se encuentren a una distancia coordenada finita y que las lineas de luz, nulas,
estén siempre a +45°.

[lustremos lo dicho mostrando el diagrama de Penrose del espaciotiempo descrito
por la métrica de Minkowski, Fig. (2.1):

(T'=4mR=0)

(T=-m,R=0)

Figura 2.1: Diagrama de Penrose para el espaciotiempo de Minkowski. R y 71" son
coordenadas dependientes de ¢ y r. Imagen tomada de [17]

2.2. Espaciotiempo de Sitter y Anti-de Sitter

Los espacios de (Anti-) de Sitter son las soluciones més sencillas a las ecuaciones de
Einstein con constante cosmologica positiva (negativa), jugando el papel anédlogo a
la solucién de Minkowski para A = 0, siempre que se considere la simetria esférica
y T,,, = 0. Estos espacios son variedades Lorentzianas de curvatura constante con-
trapartes de la esfera o el hiperboloide, tal como el espacio de Minkowski lo es del
espacio euclideo.

W. de Sitter desarroll6 este modelo en 1917 como una solucion mazimalmente si-
métrica, esto es, con el ntmero maximo de simetrias a las ecuaciones de campo de
Einstein, en este caso también en el vacio. Como ya se habia establecido, las ecua-
ciones de la relatividad general con constante cosmologica y en vacio se ven de la
siguiente manera

1
R, — EgWR + Ag, = 0. (2.16)

!Seremos mas explicitos en la definicién de transformacién conforme en el capitulo siguiente,
entiéndase por el momento a un cambio conforme como la multiplicacién de toda la expresiéon por
una funcién arbitraria.
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Consideremos aqui que generalizamos las ecuaciones de campo a un niimero d de di-
mensiones espaciotemporales, de forma que al tomar la traza en la ecuacion anterior
obtenemos

d 2d
R—=-R+d-A=0=R=——A, 2.17
2 d—2 ( )
lo que muestra que el considerar una constante cosmoldgica positiva o negativa
conduce a un espaciotiempo con curvatura constante positiva o negativa, respecti-

vamente.

Sustituyendo la expresion (2.17) en (2.16) permite escribir las ecuaciones de campo
de la siguiente manera

2
RHV — (m) Aguy =0. (218)

Tal como habiamos expuesto, debido al rumbo que queremos tomar en capitulos
posteriores centraremos nuestra atencion en el caso de una constante cosmologica
negativa, y en consecuencia, en el espacio Anti-de Sitter, o comunmente abreviado,

AdS.

El espacio d dimensional de AdS puede representarse por el hiperboloide
d—1
Xo+X7-> X} =1 (2.19)
i=1

con L = cte el radio del hiperboloide, encajado en el espacio plano con (d + 1)
dimensiones y con métrica

d—1
ds® = —dX§ — dX7+ > dX}. (2.20)
i=1
Por construccion, este espacio es invariante ante el grupo de isometrias SO(2,d —1),
ademés de ser homogéneo e isotropico [14].

La ecuacion (2.19) puede resolverse para una cierta elecciéon de coordenadas al con-
siderar:

Xo= Lcoshpcosr, X4 = LcoshpsinT,

X; = Lsinhp Q; (e{l,...,d=1}:> Q> =1). (2.21)

Sustituyendo en (2.19), se obtiene la métrica para AdS dada por
ds® = L*(— cosh? pdr* + dp? + sinh? p dQ?). (2.22)

Al tomar 0 < py 0 < 7 < 27, la solucién cubre enteramente el hiperboloide una
tnica vez. Por esta razon a las coordenadas (7, p, €2;) se les conoce como coordena-
das globales. Ademas, debido a que la métrica se comporta cerca de p = 0 como
ds? ~ L2(—dr? + dp* + p*d?), el hiperboloide tiene la topologia S x R4~ con S!
representando las curvas cerradas tipo tiempo en la direccion 7. Para evitar estas
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curvas cerradas y obtener un espaciotiempo causal se debera “desdoblar” el circulo
y permitir a 7 tomar valores en el espectro —oo < 7 < 0.

Para estudiar la estructura causal de AdS conviene tomar el siguiente cambio coor-
denado tanf = sinhp, (0 < 6 < 7/2), tal que la métrica (2.22) tome la siguiente

forma )

ds® =
cos? 6

Dado que la estructura causal no cambia por una transformacion conforme podemos
multiplicar la ecuaciéon anterior por cos? §/L?, encontrando

ds”? = —dr* + df* + sin® d*. (2.24)

(—d7? + db* + sin® 6dQ?) . (2.23)

Cuando 0 < 6 < m, a esta métrica se le llama universo estdtico de Finstein [46].
Como en nuesto anélisis 6 solo toma valores en [0, 7/2), concluimos que AdS puede
mapearse de forma conforme a la mitad del universo estatico de Einstein. La utilidad
practica de este cambio coordenado es que permite construir un diagrama de Penrose
de AdS, Fig.(2.2):

T (o0

time l_‘\ y Boundary
S

Figura 2.2: El diagrama de Penrose para el espaciotiempo AdSy,; puede represen-
tarse como un cilindro s6lido con la linea vertical como eje temporal. Imagen tomada

de [91]

Una observacion que nos permite realizar el diagrama es que el infinito espacial y
nulo es una superficie tipo tiempo lo que requiere de unas condiciones de frontera
en la R x SP en § = 7/2 para tornar a las ecuaciones de movimiento como bien
definidas.

En adicién con la parametrizaciéon que hemos dado, AdS también puede quedar
expresado en otro set de coordenadas de mucho interés, definidas como

1
(1 +w*(L* + 72 — 7)), X, = Lut,

Xop= —
0 2u
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, . 1
X'=Luz* (ie{l,...,d—2}), X = 2—(1 —u*(L? — 2% 4 t%)).
u
(2.25)
donde 0 < u,Z € R%2, y permiten obtener la métrica
2 o ((du® 2 2 -2

Estas coordenadas solo cubren la mitad del hiperboloide, y se les conoce como coor-
denadas de Poincaré. Al tomar otro pequeno cambio coordenado, u = 1/z, ahora la
métrica es

L2

ds® = = (—dt* + di* + dz?) . (2.27)
¥4

Mediante esta expresion serd facil ver que a la luz le toma un tiempo coordenado
finito en llegar a la frontera z — 0, a pesar de que ésta se ubica a una distancia
propia infinita. En efecto, si consideramos aun otro cambio, z/L = e~¥, obtenemos

ds® = ¥ (—dt* + dz®) + L*dy’. (2.28)

Al enviar un haz de luz al infinito, z — 0 = y — 00, tendremos que ds? = 0 y
podemos considerar en el cilculo que ¥ es constante, finalmente

t:/dt:L/ dy e < o0, (2.29)

lo que nos dice que le toma un tiempo coordenado finito al haz de luz el alcanzar la
frontera z — 0, permitiéndole reflejarse y volver.

En la correspondencia este sistema coordenado sera de vital importancia pues con-
formara el escenario sobre el que se construira la conjetura.

2.3. Agujeros Negros

En la seccion presente se llevara a cabo el estudio de dos soluciones a las ecuaciones
de movimiento de la relatividad general. La primera de ellas esta basada en la métrica
presentada por Schwarzschild en 1915 [88,106], y la segunda construida a partir de la
dada por H. Reissner, H. Weyl, G. Nordstrom y George B. Jeffery como solucion a las
ecuaciones acopladas de Einstein-Maxwell [106]. Centraremos nuestra atencién en
estas dos debido al uso explicito que haremos de la segunda, la construida a partir de
la soluciéon de Reissner-Nordstrom, en el contexto del modelo de superconductividad
holografica que buscamos describir, misma que trataremos de estudiar a partir de la
precursora solucion de Schwarzschild.

2.3.1. Meétrica de Schwarzschild-AdS

La complejidad que involucran las ecuaciones de campo de la relatividad general
llevaron a pensar en la ausencia de soluciones exactas mas alla de la ya mencionada
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métrica de Minkowski. Mas la sentencia se vio pronto refutada a poco tiempo de
hacerse ptblica la teoria de la relatividad general por el fisico alemén Schwarzschild
en una carta dirigida a Einstein en 1915 [88]. La solucion propuesta adaptada a
nuestros requisitos corresponde a la descripcién de un espaciotiempo estitico con
simetria espacial esférica fuera de un cuerpo en el vacio con la consideracion de una
constante consmologica negativa de la forma —(d — 1)(d — 2)/2L?, de esto tltimo

se rescata el que las ecuaciones de campo adopten la estructura R,, — %Rguy —
(d—1)(d—2) _

G = 0.
Por la compacidad del tratado presentaremos la métrica que cumple con los requisitos
previos y es solucion de las ecuaciones de campo, sin dejar, en cambio, de mencionar
que en [93] podra reconocerse una deduccion apropiada de lo ya dicho.

El actor principal al que se ha aludido es la métrica de Schwarzschild-AdS en d
dimensiones:

2

2m 2m !
ds® = (1 =y L2) dt* + (1 -+ L?) dr® 4+ r2dQq_o, (2.30)

haciéndose explicita la simetria esférica con el manejo de las coordenadas (t,r, 01, 6,, . ..
y el elemento de volumen d2,, = sin™ 2(6,) .. .sin(6,_5)d0; . ..d0,_,. El aspecto esté-
tico se manifiesta en la ausencia de una dependencia temporal, mientras m representa
la masa del objeto central.

La métrica Schwarzschild cobra especial relevancia por ser una solucién que apro-
xima de buena manera los escenarios de interés cientifico, como el comportamiento
alrededor de una estrella o, recientemente, la actividad cerca de un agujero negro,
pues aunque no sea un escenario circundado por un vacio material, a las cercanias
los resultados son verosimiles [72]. Mas atin, la solucién propuesta es la tinica posible
para un sistema estatico en cuatro dimensiones espaciotemporales con simetria es-
férica entorno a un cuerpo ubicado en el vacio, este hecho fue mostrado por primera
vez en 1923 [16], y toma el nombre de teorema de Birkhoff.

Esta métrica ha sido objeto de estudio durante un largo tiempo y sus consecuen-
cias, que de la mano se conducen con la teoria de la relatividad, han impulsado
importantes avances en la fisica. Por ello haremos uso del universo descrito por estas
condiciones cuya simplicidad permitira exponer los resultados buscados respecto a
la métrica de Reissner-Nordstrom con mayor claridad. Sin embargo serd importante
tomar un breve espacio al analisis que de la métrica pueda hacerse y conducir el
estudio al objetivo de interés.

Comencemos con visualizar las posibles particularidades que del sistema coordenado
en la ecuacion (2.30) se deducen. Las coordenadas angulares son las de estudio comin
y de domino usual, mientras que ¢, coordenada temporal de Schwarzschild-AdS, es
simil de la coordenada temporal de AdS en la aproximacion r — oco.

Para la coordenada r tenemos un par de situaciones de interés pues en r = 0 se
presenta una singularidad espaciotemporal, es decir, donde los escalares, y por tanto
invariantes de coordenadas, construidos a partir del tensor de curvatura R, di-
vergen. Pero sumada a esta situacion inevitable ante el cambio de cualquier sistema
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coordenado nos vemos en precencia de las raices del término

2m r?
0, equivalentemente
r? 4 LPri72 —2mI? = 0. (2.32)

que conllevan a una singularidad coordenada que puede removerse al realizarse un
cambio coordenado adecuado.

Observar que f(r) — —oosir — 0,y que f(r) — +oo cuando r — oo. Verifiquemos
ademas que f(r) no posee puntos donde su derivada sea cero, debido a que

fl(r) = (d—2)r—_+— =0=r'=—(d—2)mL* <0. (2.33)

y solo posee un punto de inflexion

F1(r) = —(d - 1)(d - 2)%7 + % 0= = ((d—1)(d—2)mI)Ye (2.34)
De modo que f(r) tiene tnicamente una raiz real y sus d — 1 raices restantes son
complejas y carecen de significado fisico. La métrica de Schwarzschild-AdS solo posee,
en consecuencia, un horizonte de eventos en rp, con f(ry) = 0. Un horizonte de
eventos hace referencia a una regién del espaciotiempo que separa al universo en
regiones donde un observador ubicado en al menos una de ellas no puede afectar a
un observador situado en la otra region.

2.3.2. Temperatura de Hawking

El primer indicio de que los agujeros negros poseen propiedades termodinimicas
se obtuvo al postularse el teorema de area del agujero negro 52|, en el que se
establece que el area total A del horizonte de eventos tiene que incrementar en todo
proceso fisico razonable. Esta aseveracion es producto de considerar unicamente a la
teoria general de la relatividad con suposiciones razonables sobre el comportamiento
del medio material. Dada la analogia que esto suponia con la segunda ley de la
termodinamica, Bekenstein discutio esta conexion en 1972 13|, y fue secundada en
1974 por el descubrimiento de Hawking referente a la emisién de particulas con
un espectro térmico [53]. De modo que una temperatura y un entropia pueden ser
asignadas al agujero negro, en este contexto se establecieron las leyes termodinémicas
para agujeros negros [7].

La ley cero de la mecdnica de agujeros negros nos dice que si 1}, obedece la condicion
dominante para la energia entonces la gravedad superficial x es constante a lo largo
del horizonte de eventos. La gravedad superficial de un agujero negro es la aceleracion
necesaria, medida desde el infinito, para mantener un objeto gravitando el horizonte
de eventos. Toma k aqui el papel de la temperatura en la termodindmica clasica,
misma que permanece constante en un sistema térmico en equilibrio [90].
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A finales de la década de los 60’s e incios de los 70’s se formul6 una conjetura respec-
to a la carecterizacion de los agujeros negros y de las cantidades fisicas a las que un
observador externo puede tener acceso. Esta serie de estudios fue condensado en el
teorema de no pelo y establece que las soluciones de agujero negro a las ecuaciones
de Einstein-Maxwell, que escribiremos en breve, puede ser completamente caracte-
rizadas por tres parametros observables: masa, carga y moménto angular [72]. En
consonancia la primera ley para agujeros negros cargados y en rotaciéon establece
que

dM = %dA +QdJ + ®dQ (2.35)

siendo () es la velocidad angular y ® es el potencial el eléctrico del horizonte. Esta
ecuacion ya establece una relacién entre la variacion del area del horizonte y la
variacion de la entropia, si £ se mantiene jugando el rol de la temperatura en las
leyes de la termodinamica. Tal enlace se hace patente en la sequnda ley, que lleva
igualmente el nombre del teorema de drea de Hawking, estableciéndose que el area
del horizonte de eventos nunca puede disminuir si se asume la hipotesis de censura
cdsmica® y la condicion de energia positiva [24].

Bekenstein propuso [12] que la expresion para la entropia del horizonte de eventos es
proporcional a A/hG, en la que la entropia total del sistema agujero negro entorno
es nunca decreciente:
A

0 (Sentorno + SBH) Z Oa SBH X % (236)
Y como mencionamos antes, Hawking descubri6 que la radiaciéon emitida por los
agujeros negros tenia un espectro térmico y vino a hacer las ideas de Bekenstein
consistentes, dado que el valor de temperatura hallado es T' = k/(27), otorgando la
famosa ecuacion de Bekenstein-Hawking para la entropia de un aguero negro [54]:

A
Soin = T (2.37)

Después de este breve paréntesis nos encontramos con que la tercera ley de la termo-
dindmica también tiene su homologo en la tercera ley, estableciendo que la gravedad
superficial de un agujero negro no puede llegar a ser cero en un proceso fisico finito.

El siguiente elemento a analizar es la relevancia del espectro de radiacion que des-
cubrimos es emitido por un agujero negro con una temperatura de Hawking. La
radiacion de Hawking aporta otro interesante elemento al estudio, pues la emision
material disminuye la masa del agujero negro y, consiguientemente, el area del ho-
rizonte de eventos [80]. Dicha emision puede entenderse a partir de la creacion de
particulas virtuales donde una de las partes puede escapar del horizonte de eventos,
la masa del agujero debe disminuir pues la particula que alcanza la singularidad
nunca dejo de ser virtual. De ah{ que se tenga necesidad de generalizar la segunda
ley en la que la entropia Spy puede disminuir aunque no asi la entropia total. De

2La hipotesis de censura césmica débil afirma que las singularidades desnudas, aquellas que no
son circundadas por un horizonte de eventos, no existen en nuestro universo [104].
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forma interesante la disminucion del area del horizonte de eventos no viola la ley
del area de Hawking pues el campo cuantico lleva energia negativa al agujero negro,
situacion que compromete la hipotesis de la condicion de energia positiva [55].

Finalmente, observemos que para el caso del agujero negro de Schwarzschild-AdS
que hemos estuadiado encontramos que la gravedad superficial x estd dada por

/
o L), (2.38)
2
con lo cual podemos calcular la temperatura de Hawking
k  f'(rn)  2mL*(d—2)+rd
Tsch_ngs = — = = . 2.39
Seh—AdS = oo AT 47rr,‘f_1L2 ( )

O bien, dado que f(ry) = 0 = 2m = ¢ 2(1 + r?/L?), podemos expresarla de la
siguinte forma [113]:

(d—2)L? + dr?

2.40
4d7ry, L2 ( )

TSch—Ads =

2.3.3. Meétrica de Reissner-Nordstrom-AdS

La métrica de Reissner-Nordstrom-AdS es una solucién a las ecuaciones acopladas de
Einstein-Maxwell con constante consmologica negativa obtenidas de variar la accion

1 . (d=1)(d-2)

SEM:/de} \/__g(R_ZFNVFM - L2 9 (241)
con g = det{g} Y E,, el tensor de Faraday, mismo que estudiaremos en detalle en
el siguiente capitulo. Esta métrica describe el exterior de un objeto esféricamente
simétrico de masa m y cargado eléctricamente, con carga ¢. La forma de la métrica
en las coordenadas {t,r,0;}, i € {1,...,d — 2} es la siguiente

ds* = —f(r)dt* + f(r) 'dr® +1r2d?,  f(r) =1+ — — ar T

Observemos que para que el polinomio f(r) tenga por lo menos una raiz real debe
ocurrir que el valor r* donde alcanza su minimo debe ser tal que f(r*) < 0, dado
que f(r) tiende a infinito tanto en r — 0 como cuando r — co. Es decir, dado

22 2(d—-2)m  (2d—4)¢*

o) =0= 12 pd-2) + r*2(2—d) =0, (2.43)

se debe tener

fre) 0= 2022 4 —— 20l < 1262, (2.44)

d—2
Esta situacion puede traducirse en términos de las raices de f(r); de existir soluciones
reales en la relacion f(ry) = 0, la mayor de estas soluciones debe cumplir con

_ d
T S ﬂri(d V> 2, (2.45)
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Cuando esta relacién no puede cumplirse, y en consecuencia f(r) no posee raices
reales, se dice que el agujero negro posee una singularidad desnuda [17]. Esto altimo
implica que la singularidad en » = 0 es tipo tiempo y no esta protegida por ningin
horizonte de eventos. En este tipo de situaciones un observador podria ir y volver de
la singularidad, con lo que los eventos que sucedan en la misma pueden influenciar
el futuro en la variedad aun cuando la teoria es inconsistente en r = 0, perdiendo
todo poder de prediccion.

Por fortuna Penrose propuso en 1969 [82] lo que hoy dia conocemos como la conje-
tura de censura cosmica; en términos generales establece que un universo generado
por colapso de una configuracion realista de materia no puede dar lugar a una sin-
gularidad desnuda. El resultado no ha dejado de ser una conjetura aunque se han
aportado resultados parciales y evidencia circunstancial en favor de la misma [105].

Cuando la igualdad de la ecuacion (2.45) se cumple tendremos una tnica raiz de
f(r) y consecuentemente solo un horizonte de eventos. A esta situacion se le conoce
como caso extremal. De satisfacer la desigualdad estricta nos veremos en precencia
de dos horizontes para el agujero negro de Reissner-Nordstrém.

Finalmente nos vemos en la posibilidad de calcular la temperatura de Hawking
para este agujero negro de Reissner-Nordstrom-AdS con la misma expresion que
utilizamos para el agujero negro de Schwarzschild-AdS:

flire) _ 2ry 2(d—2)m  (2d —4)¢°
Tryn— = = — . 2.46
RN=AdS Am AmL? 47T7"f_1) 47rrid_3 (2.46)

Los elementos hasta aqui revisados constituyen el espectro bésico de ideas concer-
nientes a la relatividad general con el que nos permitiremos seguir adelante. En
el siguiente capitulo haremos lo propio con los conceptos de la teoria cuantica de
campos que creemos necesarios para el correcto entendimiento de la correspondencia
hologréfica y la consecuente construccion del modelo de superconduccion holografica.



Capitulo 3

Aspectos generales de la teoria
cuantica de campos

Nos resultara conveniente empezar el estudio de la teoria cuantica de campos a través
de un andlisis clasico. Llamamos campo a una funciéon definida en cada punto del
espaciotiempo, ¢(t, 7). Es facil observar que dicho campo posee un nimero infinito
y no numerable de grados de libertad, pues a cada punto del espacio se le asocia
al menos un grado. Ejemplos de dichos campos son las funciones que describen la

temperatura o la presion del aire.

Al igual que en el estudio de la relatividad general, donde la informacion fiscia era
obteniada mediante la acciéon de Einstein-Hilbert, un enfoque de estudio para le
teoria de campo recae en una descripciéon donde la accién vuelve a hacer acto de
presencia. La accién pone su dependencia en el campo (¢, Z) a partir de la densidad
Lagrangiana con la siguiente estructura

S o /d”x L@, 0,0, .., 0u - Ou,p). (3.1)

Si el numero de derivaciones es nulo la evolucion del campo seria independiente para
cada punto, encontrandose una teoria en extremo local. El siguiente paso en com-
plejidad es considerar una derivaciéon del campo, el caso mas comiin, pues conduce a
ecuaciones de movimiento con segundas derivadas. Con lo que la acciéon queda dada
por

S x /d”:v L(p,0up). (3.2)

En idéntica forma a como se deducen las ecuaciones de movimiento para un sistema
mecéanico, las ecuaciones de movimiento para el campo se obtienen a partir del
principio de minima accion. Es decir, al pedir que S = 0 y un seguimiento analogo
encontramos que

oS oS
— =0,—, 3.3
o M(S(aﬂ@) ( )

conocidas bajo el nombre de ecuaciones de Fuler-Lagrange para .

18
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Recordemos que, dado un sistema discreto con variables canonicas ¢;(t), pi(t), i €

{1,...,n}, y un Hamiltoniano H(gq;,p;) se tienen las ecuaciones de movimiento:
OH OH
6= h= 5 (3.4)

Podemos calcular la derivada total de cualquier funcion en el espacio fase, f(t, ¢;:(t), pi(t)),
en términos del Hamiltoniano, donde

;z_]; af Z:(8f 41):%+;(§£gg—gégg). (3.5)
Definimos la operacion de los paréntesis de Poisson sobre dos funciones del espacio
fase como

{f.g} = Z (gqfi ZZ - gj‘i gZ) , (3.6)
es entonces que nuestra expresion (3.5) se reduce a
Oy o

Una de las razones para la introducciéon de los paréntesis de Poisson radica en el
hecho de que el procedimiento seguido para la cuantizacién canoénica de un sistema
consiste en reemplazar estos paréntesis entre variables clasicas por el conmutador de
operadores cuanticos correspondientes:

[A, B] = in{A, BY, (3.8)

donde se postula la relacion basica [§;,p;] = thd;; y los demas conmutadores se
deducen a partir de este hecho.

3.1. Cuantizacion del campo escalar en un espacio-
tiempo plano

Como se habia mencionado, en mecanica cuantica, el proceso de cuantizacién cano-

nica toma como punto de partida el formalismo Hamiltoniano de la dinamica clasica

y lo adapta a los requisitos de una teorfa cuéntica. En la teoria de campos la idea
o~ . _ _oc

se adecua para el campo gp(t,;) = go(x).y su moment(? conjugado m(x) = o) al

promoverlos a operadores mediante las siguientes relaciones de conmutacion:

[o(t, 7), (L, 7 )}—0—[ (» z),m(t, &)
[p(t, @), m(t,3)] = i6@(& - 7). (3.9)

considerando que A = 1. Empezaremos realizando nuestro estudio relativo a la cuan-
tizacién canodnica del sistema de campos mediante la exposicion del campo maés sen-
cillo; un campo escalar, real y libre, ¢(z), que a cada punto del espaciotiempo asocia
un valor real.
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El proceso de cuantizaciéon comienza con la construccion del Lagrangiano con los re-
quisitos ya estipulados en la seccion anterior. Recordamos que para un espaciotiempo
plano la métrica que describe la variedad de estudio es la métrica de Minkowski que
hemos denotado por 7,,. Permitiendo partir con la descripciéon de la densidad La-
grangiana, £ = L(p, d,¢), cuya construccion cuadratica mas general que se puede
hacer es

1 1
L= 0" 0,000 — §m2¢>2, (3.10)

conocido como el lagrangiano de Klein-Gordon para un campo escalar ¢ de masa m.
Mismo que conduce a las ecuaciones de movimiento que acunan el mismo nombre:

n" 0,0,p(z) + m*p(x) = 0. (3.11)

Para m = 0, esta ecuacion de reduce a una ecuacion de onda con velocidad de propa-
gacion igual a 1 en unidades naturales. Cuando m # 0 (3.11) describe similarmente
la propagacién de ondas planas y para visualizar este hecho es conveniente trabajar
en el espacio de momentos. Mediante una transformada de Fourier obtendremos lo
siguiente: ¢(t,p) = [d®T e PPp(t, %) & ¢(t,7) = [ ;lff)’ PEp(t, p). Mediante esta
transforma(;lon la ecuacion de Klein-Gordon toma la forma

0= (0 = V7 4+ m¥)e(t, ) = (8 ~ 9+t [ élw]; oty (31
- / (;ijr; PO + PP+ mP)p(t,P) = (O + D+ m)p(t,p) =0.  (3.13)

La ecuaciéon de movimiento en el espacio de momentos es ahora

0 o(t,p) = —Epp(t, p). (3.14)

donde E, = m? + p 2, y la ecuacién es la de un oscilador armonico de frecuencia
w =k,
Se tiene entonces que los modos de Fourier (¢, p) son los modos normales del campo
en el espacio de posiciones, es decir, se poseen patrones colectivos de movimiento
sin conexién entre si, pues cada uno tiene solamente una dependencia temporal del
oscilador, y donde el campo puede ser expresado como una superposicion de modos
normales. Un campo libre se compone de una infinidad de osciladores armoénicos
independientes. 1 momento conjugado candnico en este caso es

m(z) = % = Opp(z). (3.15)

Y la densidad Hamiltoniana se obtiene mediante la relacién

H(x) = 7m(x)0ip(x) — L(x), (3.16)

donde al sustituir la expresion (3.10) encontramos

H(p(t), n(t)) = /d3* > (w + V20 + m? 90) (3.17)
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= 3
con V2 =31 07.

Para realizar el proceso de cuantizaciéon canodnica, la postulacidon esencial son las
relaciones de conmutacion (3.1), ademéas de considerar la ecuacion de Heisenberg
para el caso continuo, es decir,

i[H,0] = 8,0(t). (3.18)

donde O es operador cuantico asociado a la obeservable O que en el cuadro de
Heisenberg es dependiente del tiempo. Dicha expresiéon implica en particular que

dp(x) = 7 (x), Oyt (x) = V2p(x) — m2@(), (3.19)

recobrando entre ambas expresiones la ecuaciéon de Klein-Gordon que teniamos en
el caso clasico
(" 9,0, + m*)¢(z) = 0, (3.20)

y en consecuencia sabemos que
o(t,p) = /d%? e PEH(L, T), (3.21)

describe a un oscilador armonico.

Al igual a como sucede con el oscilador arménico en mecanica cudntica es conve-
niente poner al operador de campo, junto con su operador conjugado en funciéon de
operadores de creacion y aniquilacion, esto es,

~ — dBﬁ ]- A —gp-x ~tT ipx

g0“’”‘0:/ <2ﬁ>3¢2—Eﬁ(“ﬁ€ Pkl (3.22)
~ — dgﬁ . Es ~  —ipx ~t ipx

7(t, T) :/W(_Z> 710 <aﬁe P —a;ep > (3.23)

donde el factor y/2E; es producto de la normalizacion relativista [83]. Al hacer uso
de los conmutadores basicos (3.1) se puede observar la siguiente relaciéon para los
operadores de creacion y aniquilacion [11]

[ag, afy] = (2m)°) (7 — ), g, 4] = 0 = [af, al]. (3.24)

Aunado a poder expresar el Hamiltoniano del sistema con base en dichos operadores
y encontrar que

. 1 dgﬁ ~ A-i— A-I— ~
i = 5/ 2y By (apal + alap) (3.25)
dSﬁ AT A 3¢(3)
Comparte cierta similitud con su homélogo, el oscilador armoénico cuantico, pero a

diferencia de este observamos una funcion 0(x — z’) asociada a una divergencia al
integrar sobre el momento espacial p. El manejo de este aparente problema se liga a

N
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la interpretacion que pretendamos hacer con el operador H. Definimos al vacio |0)
como aquel estado tal que para cualquier a; se cumple

az0) =0 Vp (3.27)

Con esta definicion es posible obtener la energia del estado base Ej, eigenvalor de
H:

10 = E0l0) = | [ 25 £ (afas+ 300590 | )
_ B / & By 5<3>(0)] 10) = 00 0) . (3.28)

Una de las formas practicas de lidiar con este infinito es considerar que no hay
forma de medir Fy directamente de modo que podemos redefinir al Hamiltoniano
como H — [:[—Ewcio, es decir, medir energias con respecto a la energia del vacio [95].
Asi que podemos reescribir al Hamiltoniano como

: *p At

con lo cual H |0) = 0.

Otra manera de tratar con este problema es definir una nueva accién sobre los
operadores, que sera de utilidad en un futuro. Definimos como orden normal de
un operador O, : O :; al reacomodo que sufre dicho operador al colocar todos sus
operadores de aniquilacion a la derecha de cada término [109]. El orden normal del
Hamiltoniano encontrado en la expresion (3.25) es entonces:

: &5

Una vez definido el estado de minima energia |0) podemos estudiar los estados
excitados. En similar proceso al caso del oscilador arménico cuéntico, encontramos
que las relaciones de conmutaciéon entre el Hamiltoniano y los operadores de creacion
y aniquilacion son [10§]

(2ﬂ->3 p p’ P p
o a3y .. )
[H, aﬁ] = / WEI;/ [a;az;,, aﬁ] = _Ef" ap. (331)

Entonces podemos hacer actuar a los operadores de creacién sobre el estado base,
|0}, y obtener los eigenestados de energia tal que

|5) = a[0) . (3.32)
Que efectivamente es eigenestado del Hamiltoniano, pues

A |) = Haf|0) = (Ey af— abA) 0) = E; ab|o) = Elp).  (333)
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Interpretamos a este estado, |p), como el eigenestado de momento p para una parti-
cula de masa m. Esta aseveracion encuentra su verificaciéon mediante la promociéon
a operador del momento lineal [108]

~ d3p
P = D Q
/ @np "

El hacer actuar este operador en el estado p, con auxilio de las relaciones de conmu-
tacion ya halladas, permite comprobar el estatus de eigenvalor de p:

5. (3.34)

S —+

Plp) = P al, az(ak|0)) = pat|0) = plp). (3.35)

Nuestros desarrollos al momento nos permiten avanzar hasta la generacion de estados
multiparticulas, pues al hacer actuar los operadores de creacion sobre el estado base
consecutivamente y para distintos momentos estaremos creando [108]

P1, P2, - ., ) = alal, .. al. |0) . (3.36)

Observemos que los operadores de creacion, &;_, conmutan entre si, es decir, el estado
K3
es simétrico bajo el intercambio de dos particulas

p1,P2) = [p2, pi) - (3.37)

Este comportamiento es conocido y constituye una estadisica para el grupo confor-
mado por bosones. El espacio de interés estd compuesto por una superposicion de
espacios de Hilbert, donde un espacio de Hilbert es un espacio vectorial completo
dotado de un producto interior cuya relevancia en la teoria cuantica recae en que los
posibles estados puros del sistema son representados por elementos dentro de dicho
espacio. Cada espacio de Hilbert es generado por cada estado multiparticula, asf que
el espacio de estudio es la suma directa de todas las superposiciones posibles

H={0)}e{p}e{ln.m}te... (3.38)
Este espacio es conocido como espacio de Fock [37].

Una definicion 1util es un operador capaz de contar el nimero de particulas para
un determinado estado en el espacio de Fock, a dicho operador se le conoce como
operador de ntimero y esta dado por

e >*p .
:N = / 2n)? aza5 (3.39)
que cumple con N D1,y Pn) =n|p1,. .., Pn). Cuestion de importancia es la relacion

de conmutacion entre este operador y el Hamiltoniano, [V, H] = 0. Asegurando con
ello que el nimero de particulas, para nuestra configuraciéon sin interacciones, se
conserva en el tiempo [109].

Para que nuestra teoria sea causal se requiere que para todo intervalo tipo espacio
los operadores que representan las observables del sistema conmuten,

[01(2),02(z)] =0 V (r—2)?<0, (3.40)
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de esta forma se asegura que las mediciones hechas en x no puedan afectar a las
mediciones en 2’ cuando x y 2’ no estan causalmente conectados. Ahora bien, cen-
traremos nuestro intéres en otra perspectiva del estudio de la estructura causal de
la teoria. Dada una base {|p,)}, donde para el espacio de Hilbert H, la evolucion
de cualquier estado |p) se puede determinar a partir del propagador

By 1

(=) 3.41
(2m)? 2B, (3.41)

D(s — o) = (0]l 0p(e,t) 0) = [

Dicho propagador representa la amplitud de probabilidad de que el sistema se en-
cuentre en 7/ al tiempo t' y pase a estar en ¥ al tiempo t. La importancia de estudiar
dicho objeto radica en el hecho de que incluye la informacion de todas las soluciones
en una expresion de forma codificada [108,109].

Al tomar una particula propagéandose en un intervalo tipo espacio, tal que t —t' = 0,
y & — 2/ =T, se encuentra que

/ N m T
D(x —2') PG St (3.42)

célculo que se puede revisar en [83|. Entonces, fuera del cono de luz la amplitud
de propagacion decrece de forma exponencial pero nunca es cero. El campo parece
escabullirse fuera del cono de luz. Una forma de dar soluciéon a esta aparente con-
tradiccién es considerar la construcciéon de una de las cantidades mas importantes
en la teoria cuéntica de campos, el propagador de Feynman:

D(z—2a') siz®> 2"

D(z' —z) siz?>2° (343)

Crlr— o) = (0] T{(a)p(a)} 10) = {

donde T' ordena la aparicién de los campos respecto al tiempo de evaluacion, es decir

S(x)p(a’) sia® > a

o)) sia > 20 (3.44)

T{p)ol)) = {
Veamos que es posible reescribir este propagador de una forma conveniente en tér-

minos de una integral sobre d*p. Es decir, el propagador de Feynman para el campo
escalar, G, es [108]

d4p i ) , d4p iefip-(xfx/)
ol — —zp-(:ﬂ—x): 4
Goto =) = | it ey

Notar que al realizar esta accion la condicion con la que se venfa trabajando, p° = Ej
no se tiene mas, sino que se extiende a todo el intervalo sobre p°. Sin embargo hay
que observar que dicha integral no se encuentra bien definida en todo el espacio,
pues para cada valor de p, el denominador p? — m? = (p°)? — p 2 — m? produce un

polo cuando p° = +E; = ++/p 2 + m?.

Para sortear dicha dificultad es necesario considerar el siguiente contorno de inte-
gracion
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Figura 3.1: Contorno que sortea los polos del propagador de Feynman para el campo
escalar.

y estudiar los casos cuando 2° > 2’ * y 2° < 2’ ©, tal que podemos cerrar el contorno
de integracion por debajo y por arriba, respectivamente. Con esta accion podra verse
que la expresion propuesta es adecuada y el propagador de Feynman (3.45) puede
reescribirse en términos de una integral sobre d*p. De hecho es conveniente el no
especificar el contorno de integraciéon y escribir el propagador como

d4p Z'e—ip-(m—x/)
GF(ZL’ — ;p/) = / (277-)4 p2 2 e , (346)

donde € > 0 es infinitesimal.

Como ultimo comentario del tema se hace mencion del caso complejo que puede
analizarse de forma completamente analoga. La cuantizacién iniciard su trayecto al
introducir un Lagrangiano que contemple el campo conjugado ¢*,

L, 0,0, 0", 0,0%) = 00" 00 — mPp*p. (3.47)

La promocion a operadores y su consecuente proceso para verificar que tanto ¢ como
¢* cumplen con la ecuacion de Klein-Gordon, permiten obtener

~ dSﬁ 1 7 _—ipx AT ipx
Mx):/(zw)?) by e+ e

[z}; P 4 e—if”} . (3.48)

Incluyendo estas expresiones en las relaciones de conmutaciéon se encuentran la co-
rrelacion a satisfacer por by ¢

(b, &) = [bg, €] = 0= [bf, &) = [0, 5. (3.49)

Se observa que estos operadores cumplen, a pares, las reglas de conmutaciéon segui-
das por los operadores @ y af, es decir, se obtienen dos operadores de creacion y
aniquilacion respectivamente.
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Con base en este hecho tenemos que un campo escalar complejo describe de forma
simultanea a dos tipos de particulas con la misma masa, situaciéon adicional de gran
interés se presenta al promover a un operador la carga de Noether; apoyados de
esta herramienta y a su consecutiva aplicacion sobre los estados generados a partir
de bt y ¢f, dichos elementos del espacio de Fock resultan en posicion de una carga
conservada y opuesta. Los estados respectivos se corresponden a particulas de igual
masa pero con carga contraria [108].

Con esto concluimos el estudio del campo escalar libre previsto. Se ha visto que
al cuantizarlo se obtiene una relacién de particulas relativistas y no interactuantes
entre si. Para realizar tal estudio se inicié tomando un campo clésico cuyo signi-
ficado estaba claro antes de realizar un proceso de cuantizaciéon, hecho lo cual se
logré comprender que las particulas son los modos del campo, que se corresponden
con pequenas fluctuaciones por encima del valor de energia minimo, es decir, las
particulas se obtienen a partir de pequenas excitaciones del vacio |0).

3.2. El campo fermioénico

Hasta ahora se ha realizado un estudio enfocado a campos escalares tales que, por
definicion, bajo una transformacion de Lorentz estos no se ven afectados. Tras la
cuantizacion de estos campos se ha obtenido una descripcién de particulas de espin
cero por el campo escalar. Por otro lado, la mayoria de las particulas en la naturaleza
poseen momento angular intrinseco. Con esta premisa en mente, es natural buscar
extender la teoria a la descripcion de campos que no transformen de manera trivial
bajo el grupo de Poincaré:

pi(r) = Py(Az +a) =Y Myi(A)gi(x), 4,4 €{1,...,L}. (3.50)

i=1

Donde las M;; son matrices de L x L que forman una representacion de SO™(3,1).
Esta representacion es necesariamente no unitaria si L < co. Ademés, estamos in-
teresados en representaciones irreducibles [23], pues de otra manera las componentes
de p;(z) pueden separarse por conjuntos que no interaccionan entre si bajo Lorentz.

. Como encontrar estas representaciones? Es comiin comenzar la busqueda tomando
una transformacion infinitesimal del grupo de Lorentz y estudiar el dlgebra de Lie
resultante [23]. Recordar que dicha transformacién infinitesimal esta dada por

A, =01, + W, (3.51)

con J la delta de Kronecker y para w una matriz infinitesimal. Observar que al
exigirse A¥, A” 07 = 0/, se hace necesario tener un w antisimétrico, i.e.,

W W =0 . (3.52)

Una matriz antisimétrica de 4 x 4 tiene 6 componentes independientes, en concor-
dancia con las 6 transformaciones del grupo de Lorentz (3 rotaciones espaciales y



3.2. EL CAMPO FERMIONICO 27

3 boosts). Dada la estructura de grupo, es conveniente definir 6 matrices indepen-
dientes y antisimétricas de 4 x 4, (JP7)* v, p,0 € {1,2,3,4}, que seran los ge-
neradores del algebra de Lie del grupo SO™(3,1). Considerando su comportamiento
antisimétrico es posible escribir a tales matrices como:

Y = g e, (3.53)
y las relaciones del algebra estan dadas por [75]

[Jpo" JTV] — Z-(UUTJpV - inJU‘V 4 77,01/{]0'7' . nUVJpT). (354)
Una transformacion de Lorentz finita puede ser expresada entonces por

A = exp (%wuyjﬂ . (3.55)

Retomando nuestra buisqueda de representaciones irreducibles de SO (3, 1) nos en-
contraremos con la representacion espinorial. Para lo cual se comienza con la defi-
nicion de las matrcies de Dirac, 4* (con p =0, 1,2, 3), y el algebra asociada, esto es,
la llamada dlgebra de Clifford

(A =AY A =2 L (3.56)

donde se ha definido la relacion de anticonmutacion {a,b} = ab+ ba. Del algebra se
deduce que las matrices v* obedecen:

(=1 (")?=-1 {}=0Yu#r (3.57)

Dirac encontr6 que mediante el uso de estas matrices y su algebra asociada es posible
construir una representacion del grupo de Lorentz dada por

M(A) = exp(iwwS’“’) : (3.58)

con generadores dados por .
s = 20" 7, (3.59)

analogo a J*. Es decir, si se encuentra una representacion del algebra de Clifford,
entonces se tendra una representacion del dlgebra (y por tanto del grupo) de Lorentz.

Se procede entonces a construir una representacion del algebra espinorial, o de Dirac,
para lo cual es conveniente fabricar cuatro nuevos objetos en términos de las v's

1 L1
Li=30" 4+, TT=30"=7)
1 o1
=P +7), T3=5( —7), (3.60)

para los cuales es facil verificar que cumplen

(DT} = 1= {I', T3). (3.61)
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y se cancelan en cualquier otro caso. Se observa que estos cuatro objetos se compor-
tan como dos pares independientes de operadores de creacion y aniquilacion, pero
obedeciendo relaciones de anticonmutacion.

Para dichos operadores se generaria un espacio de Fock de dimension finita con un es-
tado base, |0,0), asociado. Con los objetos I" ocurre algo similar, comenzando con un
vector N-dimensional V(g o) # 0 que es “aniquilado” por I'y y T'y (I';V(0,0) = 0), y don-
de se pueden definir los vectores Vi g = I'{V(o,0), Vo = I'3Vi00) ¥ Vi1 = 151 V(0,0)- Es
posible verificar que estos cuatro vectores son linealmente independientes y, ademas,
no es posible generar otro vector a partir de combinaciones de I' que no se pueda
expresar como combinacion lineal de los ya descritos. Se tiene que la representacion
irreducible del 4lgebra de Clifford conduce a un espacio de N = 22 = 4 dimensiones
espaciotemporales, con lo cual las matrices interactuantes I', y por tanto v, seran
matrices de 4 x 4.

Existe gran variedad de matrices de 4 x 4 que satisfacen el algebra de Clifford,
tomemos por ejemplo a las matrices

donde cada entrada es una matriz de 2 x 2, y las o° son las llamadas matrices de
Pauli [21]:
01 0 —i : 1 0
1 _ 2 __ 3 _
o= L O} , o0°= L O} , o0° = [O _J (3.63)

que por si mismas satisfacen {o%, 07} = 691 + i€k c*, €% es el simbolo de Levi-
Civita [72]. Al conjuto se le conoce como base de Weyl, o base quiral.

Otro ejemplo a considerar es la base de Dirac, donde

T IR O B

—0

De hecho, se puede construir cualquier otra representacion del algebra de Clifford al

usar cualquiera de estos ejemplos y tomar V~yV ™! para cualquier matriz invertible
V.

En la base de Weyl, los generadores de Lorentz toman la siguiente forma

SRIE %hi,ﬂ = i {_[U(i)’ 7! _[0—9, oaﬂ = e {02/2 079/2] (3.65)

para rotaciones y

oi _ i o i t[-0"=0 0 _|=ig/2 0
o _4[7’7]_4[ 0 0i+0’}_{ 0 io')2 (3.66)

para boosts |108|.
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Notemos que las matrices S¥ son hermitianas, mientras que las S% son antihermitia-
nas. Observar ademas que la representacion espinorial es, en términos del grupo de
Lorentz SO (3,1), una representacion reducible, es decir, los generadores S* son
diagonales por bloques, atin cuando las matrices v* si forman una representacion
irreducible del algebra de Clifford.

Definimos como espinor de Dirac, 1, a un vector que transforma bajo Lorentz en la
representacion espinorial que se ha construido, es decir, dado un arreglo de cuatro
componentes complejas se tiene que

el W
_ 'QDQ A:e%wouFW r_ wé _ %‘wuusuu
(= s Y= o, e . (3.67)
V4 vl

Y como se habia comentado, la representacion otorgada por S*, que conduce a
elementos M (A) = exp (%wWS‘“’), es reducible, de donde, en la base de Weyl, se
puede descomponer al espinor de Dirac, ¥, en dos espinores

Uy = m} , p= [iﬂ , (3.68)

donde 1)1 y 19 no se mezclan con 3 v 94. Estos objetos son conocidos como espinores
de Weyl. Con tal definiciéon encontramos que

)= Mﬂ , (3.69)

que transforma por separado bajo Lorentz con los generadores construidos en simi-
litud

k %

S}j = eijk%, SV = —i%
S¥ = e”k%, S0 — —H’%. (3.70)

Estas matrices, St y S7, forman, I y D por separado, un conjunto generador del
grupo especial lineal SL(2,C), pero mas ain, no son representaciones equivalentes
en el sentido de poder conectarse via un cambio de base. Con esta informacion se
contruye una representacion irreducible de SL(2,C) donde transforman los campos
Yr v ¥p, mientras que los espinores de Dirac transforman en una representacion
reducible del mismo grupo.

Hasta hemos encontrado un campo v entorno al cual continuar nuestro estudio. Nos
gustaria construir una ecuacién de movimiento invariante bajo Lorentz y mediante
la cual realizar el proceso de cuantizacion. Para cumplir tal objetivo es necesario
construir una densidad Lagrangiana, por tanto se requiere formar escalares a partir
de los espinores de Dirac y las matrices y*.
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Observemos primeramente como transforma el campo adjunto bajo Lorentz:

W= @ 0 =) = e (el )

y notemos que al ser una representaciéon no unitaria (S"”)T # S* . con lo cual

iy — Ty = lexp BWW((SW)T — S“”)} Y, (3.72)

no transforma de forma trivial bajo Lorentz.

Por otro lado se debe considerar que (S*)" también debe satisfacer el algebra de
Lorentz pues (v*)' cumple con el algebra de Clifford, por lo dicho deben estar conec-
tadas con S* mediante una transformacion. Al considerar que (7°)7 =% = (70)~?
v (7)) = —~, entonces para todo = 0,1,2,3 se tiene que

(YT =%, (3.73)
con lo cual
7

(5%) = 0 ()] = 205", (3.74)

es decir (S*)140 = 49S# . De la tltima ecuacion se desprende que
MI) = exp (5 (5 ) = exp (=G ) ¥ = MY, (379

Es natural entonces definir el adjunto de Dirac como [109]

=Tyl (3.76)
Cuya transformacion bajo Lorentz estd dada por
b= = () =M (A = I M) = M TH(A) . (3.77)

Asi, para cualesquiera dos espinores de Dirac, 1 y x, la combinacion ¢y es un escalar:

x = X =P MTHA)M(A)x = ¥x (3.78)
y en particular 1)) también lo es.

La afirmacion ahora es que ¥y# transforma como un vector bajo Lorentz. Obser-
vemos primeramente que

[y, 5] = iy — 0y = (I, (3.79)

encontrando con ello

Pt = T A M0 = exp (-~ gon$™ ) ¥ oxp (anS™ ) 0
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(o (o)) o i -

demostraciéon de que en efecto 1)y*1) transforma como vector. De esta manera se
puede tratar a cada p = 0,1, 2,3 indice de las matrices v* como verdaderos indices
vectoriales. En particular se pueden formar escalares de Lorentz al contraer estos
indices.

Mas aiin, tomando el producto de de las matrices 4* se pueden formar tensores.
Recordando que y#v" = —2iS" +n*" basta considerar las las combinaciones impares
al generar dichos productos:

H2

1
e e I (3.81)

n!

que es distinta de cero solamente cuando ningtn indice se repite. Con los cuatro in-
dices con los que estamos trabajando encontramos dieciséis matrices independientes,
mismo nimero de indices que una matriz de 4 x 4 entradas, encontrando entonces
una base para este espacio matricial:

L N (3.82)

Haciendo un breve paréntesis, es conveniente definir ahora a la matriz +°, conocida
como matriz de quiralidad:

7* = iy"y148, (3.83)

que satisface las siguientes propiedades:
("V)? =1, {7*.7"} =0V (3.84)

De esta ultima sentencia es posible deducir que

i
[, 5" = [ " =] =0, (3.85)

En la base de Weyl esta matriz adopta la siguiente forma
-1 0
5 _
~° = { 0 IJ : (3.86)

En general, restando importancia a la base que se elija, para cualquier espinor de
Dirac se puede definir

[121} - %(1 =W {dﬂ = %(1 +9°), (3.87)

donde la descomposicion para 1 toma entonces la siguiente forma

H EECETEE b
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o0& VOD] = %(f + 1)y =+ {wﬂ : (3.88)

Observamos que la matriz v° hace una clara distincion para los espinores de Weyl
en cuanto al signo.

La definicién de esta matriz es de utilidad aqui porque con ella se esta en la posi-
bilidad de reescribir la base hallada para el conjunto de matrices de 4 x 4, pues al
tener que

PN = —i NP (3.89)

Donde ademas,

BUA

]_ v ]- v Z 1%
SNy AP = oy AR DNy o5 (3.90)

" 1 A 1

Asi la base puede reescribirse como

1, A%, S™, 4k° 4. (3.91)

De aqui que los tensores independientes que se pueden formar son [83]
D, Py, pSHD, y d, a ep. (3.92)

Una vez estudiados los elementos que se pueden formar bajo este esquema esponorial
nos encontramos en la facultad de poder construir un Lagrangiano para el campo
de Dirac, ¥(t,Z). Se trata de un campo complejo que asigna un espinor de Dirac
a cada punto del espaciotiempo; donde las estructuras que pretendemos utilizar se
restringen a v (z) y 1(x). Buscamos entonces una funcion £(v, 9,1, 1, 8,1) que sea
escalar y real. Como primera propuesta se puede considerar al Lagrangiano analogo
al utilizado para el campo escalar

L = 9,p0"p — m*i) (3.93)

el Lagrangiano de Klein-Gordon para el campo de Dirac. Este Lagrangiano es inva-
riante bajo Lorentz, y ademas es real; cumple con todos los requisitos que habiamos
impuesto pero no es la funcién mas simple que se puede formar.

Dirac mostré que es posible encontrar un Lagrangiano escalar y real que s6lo dependa
a primer orden de las primeras derivadas del campo:

Lp = ipy"d,10 — mip . (3.94)
Donde ya se ha visto que el segundo sumando es un término escalar y real. Asi

también podemos ver que, bajo una transformacion z'* = A* x¥ + a*

W' (@ WO (2f) = i(z) M 1(/\)7"%&/(1\4 (M)¢(x)) = ivp(2)y"dp(x), (3.95)
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es decir, también el primer término de nuestro Lagrangiano es escalar, asi mismo al
utilizar un contorno de integracion adecuado puede observase que

0= [z 0,0 = [dia (@0 + @) (396
de donde B B B
(WW“ u@z’)* = —i(f?u@/))v“@/} = ipy* o . (3~97)

Se comprueba de esta forma que el Lagrangiano de Dirac es una funciéon escalar y
real.

La ecuacion de movimiento para este Lagrangiano al variar respecto a ¢ conduce a
(79, —m) = 0, (3.98)

ecuacion de Dirac.

Una importante observacion entorno a la ecuaciéon de Dirac; haciendo actuar el
operador diferencial (—i”0, — m) sobre la expresion anterior nos encontramos con
que

0= (=7"0, = m)(in" 0 — m) = (77" 0,0 + m*)¢)
= (10,0, +m%) = (0 + m*) . (3.99)
Se trata de la ecuaciéon de Klein-Gordon para cada componente de . Se concluye
entonces que el campo de Dirac satisface la ecuacion de Klein-Gordon; con estéd

informacion y lo aprendido con el campo escalar, sabemos que las soluciones, ¥ (z),

a la ecuacion de Dirac deben poder escribirse como una superposicién de ondas

planas, es decir, e(=P?)

Las soluciones a la ecuacién de Dirac se diferencian en sus modos de frecuencia
positiva y negativa. Los primeros son espinores con la siguiente forma:

d(x) = u(p)e™,  p*=m? p° >0 (3.100)

donde u(p) es un espinor de cuatro componentes complejas para el que puede mos-
trarse debe tomar la siguiente expresion para satisfacer la ecuacion (3.98)

i) — w 51: i
u'(p) = R LW} , 1€ {l,2} (3.101)

con ¢ espinores de Weyl [39)].

De forma anéloga, las soluciones con frecuencia negativa son

b(x) =v(p)e™®,  pP=m?p" >0, (3.102)
donde ¢
) _ m — ’Vup,u ! ' .
v'(p) = NI {—8] , ie{1,2}. (3.103)
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Dado que el campo de Dirac obedece la ecuacion de Klein-Gordon, y recordando que
la misma conduce a una descripciéon que hace factible el principio de superposicion,
la solucion mas general a la ecuacion de Dirac tiene la forma

d3 1 —ip-x E ip-x
Y () Z/#ﬁ(aﬁuk@)@ + b (p)e )\po:Eﬁ

& P(z) :/ @p 1 (a™ak (p)e'™ +bj17j(p)e’ip'm)‘ o s (3.104)
(271')3 /2Eﬁ p p pV=E5

Una vez encontrado el Lagrangiano de Dirac y las soluciones a la ecuacion de movi-
miento clasica es posible empezar con el proceso de cuantizacion, pero a diferencia
del caso del campo escalar, si se busca efectuar el proceso de cuantizacién candnica
del campo espinorial mediante conmutadores el proceso conllevard a la obtencion
de un Hamiltoniano que predeciré la obtencién de un sistema con energia no acato-
da inferiormente. Es por esta razéon que el proceso de cuantizacién debe realizarse
de forma distinta y el teorema de espin-estadistica sugiere que la cuantizacion se
efectue mediante anticonmutadores para lograr la descripcion de particulas fermio-
nicas [109].

Imponemos las siguientes relaciones de anticonmutacion
{dalt, ), wba, )} = 0= {Jl(t
{wa(t JJ), (t 5)} = (Sabé(3

donde h = 1 al igual que en el campo escalar. Se define al anticonmutador de dos
operadores lineales A y B como

, t
W& —a') . (3.105)

{A,B} = AB + BA . (3.106)

La promocion a operadores de los campos es idéntica respecto a lo hecho para el
campo escalar, es decir,

- Pp 1 e e
6@ = [ G T O 0y,

. Ep 1 i v g (o ipe
5 00) = [ s @ ) B )  (3107)
pero al introducirlas en las nuevas relaciones de anticomutacion se sigue que
{ag, a7} = 2067260 ) = (i, b7} (3.108)

donde todos los demés anticonmutadores son cero.

Con estos resultados podemos rehacer nuestra construccion del Hamiltoniano

dS /\S As S 1.8 d3p ~S /\S S S
i= / ot —bJﬂ) / (%):,)Eﬁ( astas+ bl — (27r)35<3>(0)> .
(3.100)
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Al igual que el caso bosoénico, definimos al vacio del espacio de Fock como el estado

|0) que cumple con A
az|0) =0 =03[0) . (3.110)

Y la relacién de normalizacion

00y =1. (3.111)

Con las relaciones de anticonmutacion impuestas para el campo y reflejadas en los
operadores de creacion y aniquilacion, se obtienen relaciones de conmutaciéon con el
Hamiltoniano que permiten generar eigenstados, es decir

[H,a5) = —Epay,  [H,a] = By ay
[H,b3] = —Ez by, [H,b] = E5 b5 . (3.112)

Con lo cual se hace posible contruir los eigenestados de energia al hacer actuar los
operadores al y b' sobre el vacio y asi generar particulas y antiparticulas, similar al
caso bosonico.

Los estados de una particula son
|7,s) = /2E5 @ |0) . (3.113)

Donde podemos promover un operador de momento angular para comprobar una de
nuestras afirmaciones [108|,

i [ :z—gQSW = [ iisii (3.114)

En particular

N S dgp 1 03/2 O 03/2 0 S
73 . —. 712 . st r astar st r riis

Que al actuar sobre un estado en reposo se tiene:
— ~ 1 pd
0, s> = V2EoJai |0) = +5 (0, )\> (3.116)

siempre que A =+1 =3 —s s {1,2} [108].

j3

Confirmamos de esta manera que una particula en reposo

6, )\> posee un momento

angular intrinseco de 1/2.

Pero, ;qué ocurre con los estados generados a partir de b7 Llamaremos estados de
una antiparticula al hacer actuar dichos operadores sobre el vacio

7, \)_ = \/2E; b3 |0) (3.117)
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v se ha acunado este nombre pues, calculando de forma analoga la proyeccion de
espin obtenemos
,_> g

=5 — %, la proyeccidon opuesta respecto a los estados generados por

j3

>_ (3.118)

Los estados multiparticulas quedan determinados por la accién de ambos pares de
operadores de creacion, teniéndose

N N ~S 75N
pl)\ln;...;pN)\Nn;ﬁl)\lﬁ;...;]iN/\Nﬁ> = \/2Ey; -+ \/2E;a pT bvaT|0> .

(3.119)
Donde observamos que
[P1AL; P2A2) = %Tdf,? 0) = — |[p2A2; p1 A1)
‘p1)\1;p2)\2> inSQT 10) = ‘p2)\27p1>\1> (3.120)

es decir, tanto particulas como antiparticulas obedecen la estadistica de Fermi-Dirac
[98].

Habiendo estudiado el campo de Dirac hasta este punto nos encontramos en posi-
bilidad de calcular la amplitud de propagacion de una particula (antiparticula) tal
como se hizo en caso escalar.

La amplitud de propagacién de una particula a 7 al tiempo t’ desde el punto ¥ al
tiempo t, esta dada por

d3p efip-(x’ —)

O ule!ip(w)0) = [ S 4 s (3121)

donde hemos definido a p = ~"p,,.

De forma analoga se puede calcular la amplitud de propagacion de una antiparticula
de 2’ a x

dSp etP (z'—x)

O s(@)bala)0) = [ = mas. (3122)

Definimos el propagador de Feynman, Dp(x —z'), bajo orden temporal considerando
ambas amplitudes y formando una matriz de 4 x 4:

, o O] P(x)(a’) [0)  sia® > 2"
Dp(x —2') =(0|T ~ R . .
(x — ') = (0| T{d(x)i(a’)} |0) = { METACTESRGI .

El signo menos que aparece esta relacionado con la invariancia de Lorentz; cuando
(r — 2)? < 0 no existe forma invariante de determinar si 2° > 2% 0 2° > z°, para
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este caso el signo menos es necesario para hacer coincidir ambas definiciones pues

{@/AJ(x), Y(2")} = 0 fuera del cono de luz.

Asi también somos capaces de reescribir este propagador en términos de una inte-
gral sobre d*p integrando sobre el mismo contorno que usamos en el propagador de
Feynman para el campo de Klein-Gordon

dp ip+m)
Dr(z —12') = / or)ip— s —e p(z=a’) (3.124)

3.3. Electrodinamica clasica y el campo vectorial

En este capitulo dedicaremos nuestra atencion a estudiar los conceptos relevantes en
electromagnétismo y procederemos a mencionar los elementos esenciales del proceso
de cuantizacion del campo vectorial.

En la seccion anterior, al realizar nuestra construccién del campo de Dirac encon-
tramos que este es invariante ante la simetria global

U(x) — ()
() — e M0y (x), (3.125)

pues en el Lagrangiano se tiene que [98|

L' (W1, 8,) = (e () (id — m) (e"p(x)) = () (i@ — m)(x) = L(, 0u1)) -
(3.126)

Lo que implica que la fase global del campo no tiene un significado fisico ante
nuestra descripcién pero, ;qué pasaria si buscamos extender esta simetria global a
una simetria local donde la fase dependa del punto en el espaciotiempo en el que
nos encontremos? Al promover la simetria global a una dependencia local pedimos
que

U(w) = ' (x) = DY), (3.127)

El campo seria entonces invariante ante un grupo de transformaciones conocido como
U(1) que depende de z, andlogamente a la simetria global, esta simetria implicaria
que la fase local carece de implicaciones fisicas pues pueden ser modificadas arbi-
trariamente. De este modo un campo que satisfaga esta simetria vera reducidos sus
grados de libertad fisicos en 1 respecto a los que hubiese tenido si obedeciese una
teoria tnicamente global.

Para un Lagrangiano que involucre derivadas se tendran términos extra con los que
trabajar, esta diferencia se debe a que, por definicion, una derivada es una funciéon
cuyos argumentos son dos puntos distintos del espaciotiempo, entonces si queremos
tener una invariancia bajo esta simetria local tenemos que encontrar una forma
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distinta de comparar nuestro campo en dos puntos infinitesimalmente cercanos. Es
en ese contexto que toma forma la derivada covariante [83,98|:

Dyb() = Bib(x) + igAu(@) (@), (3.128)
donde A, es un campo vectorial y obedece la siguiente regla de transformacién
A (x) = Au(z) — 0,0(x) . (3.129)

Dicha transformacién es consistente con la transformacién del campo, pues

D! (@) = [0, + i (Au() — 9,0(2))] ()
= P9, +igA @) Y(2) = UODab(a).  (3.130)

Una observacion importante es que la obtencién de un campo vectorial es conse-
cuencia de buscar promover una simetria global, como la del campo de Dirac, a una
simetria local donde se hace necesario desarrollar el concepto de derivada covarian-
te y, por tanto, introducir un campo vectorial [98]. Esta consideracion es aplicada
en general; todo posible Lagrangiano que sea invariante bajo una simetria local es
aquel donde sus derivadas usuales han sido reemplazadas por derivadas covariantes
del campo, para lo cual es necesario introducir un campo vectorial o de norma A,,(z)
que transforme como en la ecuacion (3.129). Cuando se presenta dicha situacion se
dice que el campo 9(x) y A,(z) se encuentran acoplados minimamante.

Para concluir con nuestra construccion de un Lagrangiano invariante ante simetrias
locales, necesitamos encontrar un término cinético de A,(x) que constituya parte
de la dindmica que se busca describir. Para que este término de energia cinética sea
invariante local debe depender de los términos del campo A,(x) y sus derivadas.

Una forma de encontrar dicho término es observar la transformacién del conmutador
de derivadas covariantes actuando sobre ¢ (x)

(D DY) = D! () = D () = €[ D, D, Jih(a). (3.131)

transforma como el campo pero no involucra derivadas del mismo:
D, D¢ =1iq(0,, A, — 0,A,)Y (3.132)

Se define entonces la intensidad de campo

1
F,u,l/ =
tq
localmente invariante bajo la transformacion de norma (3.129). El objeto F),, se

define como el tensor de campo electromagnético que estudiaremos en la siguiente
seccion.

[D,u? DV] - a/JAV - aVAp, (3133)

El término cinético de A,, en nuestro Lagrangiano sera aquella combinacion general

de F),, escalar y real:

1
Lor =~ FuF" (3.134)

conocido como Lagrangiano de Mazwell.
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3.3.1. Ecuaciones de Maxwell

Recordemos las familiares ecuaciones del electromagnetismo

vV.-E="L

€o
V-B=0
oB ..
= E
5 V x
OE - -~ .

donde E es el campo eléctrico, Bes el campo magnético, p es la densidad de carga
del medio, €y es la permitividad del vacio, j es la densidad de corriente y pg es la
permeabilidad magnética del vacio.

Para realizar nuestra conexion del tensor £, con las ecuaciones de Maxwell defini-
mos el cuadri-potencial A* = (¢, A), donde los campos eléctrico, E, y magnético,
B, quedan determinados por

Por lo que una representaciéon matricial del tensor electromagnético, F),, = 0,4, —
0,A,, queda dado por

0 E E, E.

_|-E, 0 -B. B,
Fu=|_%F B 0 -B (3.137)
~E, -B, B, 0

Para recuperar las ecuaciones de Maxwell se hace uso de la densidad Lagrangiana

del electromagnétismo

1 .
Lon = —7FuF™ — A" (3.138)

siendo j* = (p, j). Las ecuaciones de movimiento resultantes son
J* =0, F*" (3.139)
que se corresponden con las dos ecuaciones de Maxwell con fuentes

.. . 9E - =
jOZaVFOVépZVE’ ]ZZ—E—FVXB (3140)

Las ecuaciones restantes se encuentran codificadas en la identidad que obedece el
tensor electromagnético conocida como identidad de Bianchi |61] :

NFyy + 0y Fyy + 0, Fyy = 0 (3.141)
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.- OB - -
A=lp=2v=3=V-B=0, vy A=0p=iv=j=—+VxE=0.
(3.142)

que son las ecuaciones de Maxwell sin fuentes.

Es importante mencionar que en la ecuacion (3.138) se tiene un término que no
aparece en el Lagrangaino de Maxwell que habiamos construido, ;Cémo se comporta
este bajo nuestra transformaciéon de norma?

La accion asociada a Lgas es
Spy = | d* S T 4
pv = [ dw | =2 Fu B+ Ay (3.143)
si pedimos su invarianza bajo la transformacion local,

/ d'z A" — / d'z [Auj" — 0,05"] (3.144)

requerimos que
0= / d'z [j0,0) = — / d*z [0 0,5" . (3.145)

Es decir, se pide que j# se una corriente conservada, 0,j" = 0.

3.3.2. Cuantizaciéon del campo vectorial no masivo

Al igual que en los casos anteriores, el siguiente paso una vez andlizado el campo
clasico es promoverlo a operadores mediante la imposicion de reglas de conmutacion
0 anticonmutacion.

Pero antes de mencionar los resultados importantes en el proceso mecionado conviene
que discutamos brevemente la consecuencia de involucrar una transformaciéon local
en el proceso de cuantizacion. Una particula no masiva con espin j tiene a lo mas
dos estados, mientras que una particula con masa posee 27+ 1 estados, donde hemos
pedido que sea el campo vectorial A, el que describa a estas particulas. Al extender
nuestra invariancia global a una local se construye una redundancia en la teoria
pues dicha transformacion no debe representar un elemento de la realidad que se
quiere describir, y mas ain, dado que se trata de una simetria local tenemos la
libertad de modificar el valor del campo de forma independiente en cada punto del
espaciotiempo. Dependiendo de la eleccion que tomemos de 6(x) es posible modificar
e incluso anular algunas componentes de A, (z). En conclusion, al describir particulas
no masivas de espin 1 mediante el campo vectorial A, (z) la teoria es redundante, se
tienen mas variables que grados de libertad [98].

Otra forma de ver esta redundancia es observar que dos estados conectados mediante
una simetria de norma son en realidad el mismo. Recordar que esta situaciéon es un
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hecho particular del potencial electromagnético; las ecuaciones de Maxwell aniquilan
cualquier sumando de la forma 0,0 que se anada al potencial. Esto quiere decir
que dada cualquier informacion inicial del sistema, no existe una forma tnica de
determinar A, en un tiempo posterior pues no se puede distinguir entre A, y A, +

a,0.

Existen dos caminos en el proceso de cuantizaciéon canodnica, el primero de ellos
es eliminar esta redundancia y cuantizar tinicamente los grados de libertad fisicos;
esta accién se consigue mediante la imposicion de condiciones que determinen a A,
de forma tunica. Es decir, dada una foliacién de las orbitas de norma se escoge un
representante de cada una, sin importar el representante siempre que pertenezca a
las orbitas. A este procedimiento se le conoce como fijar la norma.

Una de las normas mas usuales es la norma de Coulomb, VA= 0, o bien la norma
de Lorentz, 0" A, = 0 [100].

La idea detras del segundo método, conocido como método de Gupta-Bleuler, es
fijar la norma no a nivel de operadores sino directamente en el espacio de Hilbert,
es decir, buscar implementar la norma como una constriccion de los estados fisicos;
dado que el espacio de Hilbert construido hasta ese momento contiene estados sin
sentido fisico. Este formalismo permitird distinguir los estados que nos interesan,
| fis), como un subespacio H ;s del espacio de Hilbert total, # [98,108].

Ejemplificando este segundo camino; pensemos que buscamos implementar la nor-
ma de Lorentz después de cuantizar, es conveniente cambiar la teoria y tomar el
Lagrangiano

5 1 1
L=—F,F" ——(0,A"), 3.146
Fw P = - (0,A7) (3.146)
con a € R. Los momentos canénicos conjugados serdn en este caso
R —0, A", w95 a0 At (3.147)

Al implementar las relaciones de conmutacion
[Au(t, @), A (1, 7)) = 0 = [7(t, &), 7" (¢, 7))
[A(t, ), 70, (t, &)] = in,,0®(T — ). (3.148)

Podemos realizar en este momento nuestra expansién habitual en términos de ope-
radores de creacién y aniquilaciéon y los vectores de polarizacion (5M)’\, con \ €
{0,1,2,3}
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At 7) = / (jjf;g\/%<+z>g( b (ﬁ)( e 4 Ml —w). (3.149)

Con lo cual definimos a un estado fisico como aquel que satiface la norma de Lorentz
a nivel de elementos de matriz:

(fis'| @ - A|fis) =0 (3.150)
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el espacio de Hilbert fisico, H s;,, serd entonces aquel conjunto que contenga a todos
estos estados.

Para completar esta seccon realicemos el calculo del propagador de Feynman del
campo vectorial en la norma de Lorentz

Mit(e =) = QT @A) = { (1AOAE 0 S
(3.151)
Donde
(0] A*(z) A¥(2') |0) = / (;ZT’;?)Q_—;pe—iP'@—f’)nW, (3.152)
y
(0] A¥(z")A*(2) |0) = / (gﬂf;z_—éeiﬂw’)nw. (3.153)

Expresiones muy similares a las halladas en el caso escalar y para el campo de
Dirac, de hecho, al igual que esos casos somos capaces de reescribir al propagador
de Feynman como una integral sobre d*p, que seria

dp _ Ny —inHY
Wiy — ) = —ip-(z=2') 3.154
M (@ =) /(27?)46 p? + i€’ ( )

donde av =1 en la norma de Feynman [83].

Agradablemente es un elemento que preserva la covarianza de Lorentz. Si se hubiese
trabajado la cuantizacion del campo vectorial en la norma de Coulomb y calculado
el propagador de Feynman en esa norma se hallaria que la ecuacion (3.154) es sola-
mente un elemento del tal propagador. La diferencia es debida justamente al trabajo
con elementos sin sentido fisico en la norma de Lorentz que permiten conservar co-
variancia mientras que la cuantizacion en la norma de Coulomb restringe los grados
de libertad en un principio cuantizando solo los grados de libertad fisicos.

3.4. Teoria de Yang-Mills

En esta seccion queremos introducir algunos conceptos basicos de la llamada teoria
de Yang-Mills que jugara un papel importante en la descripcion de la corresponden-
cia holografica y lo haremos basdndonos en [100]. Acabamos de estudiar la teoria
electromagnética como una teoria de campos de espin 1 libre, lo que nos lleva a
cuestionarnos si es posible generalizar a una teorfa interactuante para campos de

espin 1; la respuesta es que en efecto es posible y dicha teoria se conoce como teoria
de Yang-Mills.

La teoria de Yang-Mills es una teoria fascinante y basa su construccion en el estudio
de las estructuras matematicas llamadas grupos de Lie [61]. Su relevancia es tal
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que forma parte de la estructura del Modelo Estandar de particulas, describiendo la
fuerza débil y fuerte.

Un grupo de Lie compacto G tiene un algebra asociada cuyos generadores T satis-

facen
[T, T" = i f*™T, (3.155)

donde a € {1,2,...,dim G} y f%¢ son las constantes de estructura completamente
antisimétricas. La imposicion del nimero imaginario ¢ asegura que los generadores
sean hermitianos (7%)" = T [23)].

Para los grupos de Lie compactos se tiene una clasificacion finita que facilita su
estudio. Como posibles opciones para el grupo G, junto con su dimension dimG y
la de su representacion fundamental F' se tienen:

G dim G dim F
SUN) | N2—1 N
SON) | IN(N—1)| N
Sp(N) | N@N +1) | 2N

Es 78 27
E; 133 56
By 248 248
F, 52 6
Gs 14 7

Dada la necesidad de normalizar los generadores del algebra de Lie se requiere que
los generadores en la representacion fundamental F [23,100], satisfagan la siguiente
ecuacion

1
tr 7T = 556“’, a,be{l,..., dimG}. (3.156)

Por cada elemento en el algebra introducimos un campo de norma Af. Estos campos
quedan empaquetados en el potencial

A, = Ao, (3.157)

Este objeto toma valores en el dlgebra de Lie y, por ejemplo, para el grupo SU(N)
conviene pensar a estos objetos directamente como una matriz N x N sin traza. A
partir de este objeto se construye [100]

F = 0,4, — 0,A, —i[A,, A,). (3.158)

Los campos de materia, como el campo espinorial i, se encuentran en una repre-
sentacion R del grupo de norma G, esto significa que a estos campos se les asocia
un vector ¢ de dimension dim R. Volviendo a tomar como ejemplo a SU(N), los
campos de materia en su representacion fundamental son vectores complejos N di-
mensionales. Como lo vimos al inicio de la seccién anterior, los campos de materia
se acoplan al campo de norma via la derivada covariante

Db = 8,1p — iAab, (3.159)
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Sin embargo, debido a la gran cantidad de representaciones R del algebra se tendran
generadores T%(R) que pueden pensarse como matrices de dimension dim R. Bajo
esta concepcion tendremos la siguiente notacion matricial [23,100]

T*(R) i,j €{1,...,dim R}; a € {1,...,dim G}. (3.160)

J
Para cada una de estas representaciones tendremos un objeto que empaqueta los

campos de norma AZT“(R)ij. De modo que se podemos acoplar al campo de materia
en la representacién R al generalizar la derivada covariante segin

D)’ = 0" —iALT(R)" ;4! i,j €{1l,...,dim R}. (3.161)

Para el caso de SU(N), y tomando a los generadores T en la representacion funda-
mental, el potencial A, es simplemente una matriz hermitica N x N.

Otra de las representaciones comunes es la representacion adjunta R [42,61], dimR =
dimG. En ella resulta conveniente pensar a los campos de materia formando los
usuales vectores ¢, a € {1,...,dim G}, pero entonces empaquetarlos en el objeto
del dlgebra de Lie, ¢ = ¢*T“. En este lenguaje la derivada covariante se escribe [100]

Dyt = O — il Ay 6] (3.162)
El campo F),, se construye a partir del conmutador de las derivadas covariantes

Dy D)o = —iFu, (3.163)
y si se pens6 al campo en su representacion adjunta, el campo viene dado por

[D,, D¢ = —i[F., ¢]. (3.164)
La dinamica de la teoria queda dada por la acciéon
1 4
Sy = 7 / d'z tr F"™F,,, (3.165)

donde ¢? es la constante de acoplamiento de Yang-Mills. Las ecuaciones de movi-
miento se derivan de la extremizacion de la accion (3.165) con respecto a cada campo

de norma Ay, de donde
D,F" =0, (3.166)

debido a que F},, es un elemento del dlgebra de Lie, la derivada covariante a usar es
(3.162). También existe una identidad de Bianchi asociada, misma que queda mejor
expresada una vez se define el dual del campo F),,

1
*FR = 56‘“’”“Fpa (3.167)
y vemos que cumple con
D, *F" =0. (3.168)

Las ecuaciones y son las generalizaciones no abelianas de las ecuaciones de Maxwell;
y aunque solo difieren en los sumandos con conmutadores, ocultos en D, y en F,,,
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incluso a nivel clasico conducen a ecuaciones de movimiento no lineales. Lo que
implica que los campos de Yang-Mills interaccionan entre si.

La accion (3.165) posee un amplio grupo de simetria proveniente de las funciones
espaciotemporales del grupo de Lie G

Q(z) € G. (3.169)

A este grupo de simetria se le llama grupo de norma. Sobre el campo de norma estas
funciones actian de la siguiente forma

A, — Q) A0 () +iQ(2)0,07 (z), (3.170)
situacion que induce al campo £, a transformar segtiin
F,Q(2)F,Q  (z). (3.171)

La acciéon de Yang-Mills resulta invariante bajo transformaciones de norma dado el
comportamiento de la traza en la misma.

Recordar que en la teorfa electromagnética lo que tenfamos eran funciones del espa-
ciotiempo tales que 2 = ¢“(®) y la transformacién del campo de norma transformaba,
como A, — A, +0,0(x). Al igual que en esta teoria del electromagnetismo, la sime-
tria de norma constituye una redundancia del sistema que se mantendra en la teoria
de Yang-Mills. La diferencia serd ahora que tanto el “campo eléctrico” E; = Fyy;
como el “campo magnético”, B; = —%eiijjk, no son ya invariantes de norma, obje-
tos fisicos de la teoria. Los invariantes de la teorfa seran elementos construidos por
las trazas como tr F,, F,,, o por los lazos de Wilson [111]. Discutiremos en breve
aspectos béasicos de estos ultimos.

En analogia a lo que ocurre en la relatividad general donde los coeficientes de Chris-
toffel, o conexiones de Levi-Civita en general, dictan el comportamiento del trans-
porte de vectores por el espaciotiempo; para la teoria de Yang-Mills el potencial A,
jugara un papel de conexién para una carga adecuada.

Esto es, pensando en un entorno con campos de Yang-Mills A,(z) de fondo, coloca-
mos una particula de prueba que podemos mover a voluntad. La particula posee un
grado de libertad interno, su carga, cuyo comportamiento lo dictan los campos de
Yang-Mills de fondo. La carga debe ubicarse en alguna representacion R del grupo
de Lie GG. Por tomar un ejemplo, pensemos que la particula toma un vector complejo,
w, de norma fija

w; ie{l,...,dim R}, (3.172)

tal que wiw = cte. En la cromodindmica cuantica este w; serd la carga de color.

Mientras la particula se mueve, la conexion A, le indica a w como rotar. En efecto,
para una particula con trayectoria x*(7), la rotacion del vector w esta determinada
por la ecuacion de transporte paralelo [100]

dw  da*
A (), (3.173)

Yar T ar v
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donde la forma garantiza que el vector w tenga norma constante. Pensando que
la particula se mueve sobre una curva C' con inicio en zf' = z#(7;) y termina en
:L"Jﬁ = x#(7s). Entonces la rotacion del vector interno queda en funciéon de los puntos
inicial y final, asi como de la curva, esto es

w(ry) = Ulzi, 25 Clw(m), (3.174)
donde
Tf x:u xf
Ulz;,z¢;C] =T exp {z/ dr d—Au(x(T))} = Texp [Z/ A} , (3.175)
T; T o

tomando el orden temporal 7" tal que las matrices A, (z(7)) con tiempos menores se
ubiquen a la izquierda. Al objeto U[z;, zs; C] se le llama linea de Wilson. Ante una
transformacion de norma se obtiene

Ulzg, 25,0 — Qa)U[zi, 255 C)Q (). (3.176)

Si la particula sigue una trayectoria cerrada C, U indica como w cambia respecto a su
valor inicial, en este caso podremos formar un objeto invariante de norma conocido
como lazo de Wilson,

W[C] = tr Texp [z f A} . (3.177)

El lazo de Wilson W |[C|] depende de la representacion R del campo de norma, y de
la trayectoria C' [67].

3.5. Teoria cuantica de campo conforme en d > 2

Ya hemos visto que en el entendimiento de la teoria cuantica de campos las sime-
trias juegan un papel fundamental. Recordando que empezamos preguntandonos que
transformaciones lineales dejaban invariante a la métrica de Minkowski lo que nos
condujo a la invariancia bajo Lorentz y como la misma pregunta, salvo linealidad,
nos permiti6 generalizar a la invariancia bajo Poincaré es razonable cuestionarse
ahora, entonces, si existe un grupo que generalice al grupo de Poincaré y que jue-
gue un papel importante en el &mbito fisico. Una de estas generalizaciones viene de
considerar la incorporacion de simetrias bajo el cambio de escala. Muchas teorias de
campo con esta propiedad son de interés. Pero incluso aunque una teoria de campo
no sea invariante bajo esta transformacion, se ha estudiado en tiempos recientes
que por media general, en concreto cuando la teoria de campo estd bien definida,
estas teorfas exhiben un comportamiento invariante de escala al estudiarlas a niveles
energéticos arbitrariamente grandes lo cual resulta plausible si consideramos que las
masas o cualquier otra escala intrinseca queda oculta, arbitrariamente pequena, en
esta region de estudio. Por lo que el andlisis de teorias invariantes de escala resulta
interesante en varios escenarios, un estudio general puede encontrarse en ?77.

El grupo conforme es el grupo de transformaciones que preserva la forma de la
meétrica salvo por un factor de escala arbitrario:

G () = QQ(:c)gw,(a:). (3.178)
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El grupo conforme del espacio de Minkowski es el méas pequeno en contener tanto al
grupo de Poincaré como a las inversiones x#* — x# /x? [38]

Este grupo es generado por las transformaciones de Poincaré, que incluyen a las
transformaciones de Lorentz M, y a las traslaciones P,. Por la transformaciones de
escala D

= Azt (3.179)

y por las transformaciones especiales K,

o + ata?
14 2z¥ 4+ a2x?’

(3.180)

En otras palabras, los generadores del grupo conforme en espacio de Minkowski bajo
representacion espacial [44]

P, = —i0y; M,, =i(z"0, — x"0,);
D = —iz"d,; K, = —i(2x,2"9, — x°0,). (3.181)

El vacio de la teoria conforme sera aniquilado por todos estos generadores, donde
ademés se obedecen las siguientes expresiones, que forman un &lgebra*

[Mulu P] i(nuppu - nl/pP,u); [Mul/a K, ] i(nupKV - nl/pKu);
(M., M| = —in,,M,» £ permutaciones; [M,,,D] =0; [D,K,]=1iK,;
(D, P,] = —iPy; P, K, =2iM,, — 2in,, D, (3.182)

donde todos los otros conmutadores son cero. Una vez dotado al grupo de esta
estructura de producto obtenemos un algebra que es isomorfa al algebra de SO(d,2),
misma que es generada por Ju, a.b € {0,1,...,d+ 1} al definir

1 1

—(K# — PM>; Ju(d+1) = §(KM + PH); J(d—i—l)d =D. (3183)

Juw = M,
2

uvs Jyd =

Los estados, o campos, en los que vamos a tener especial atenciéon son aquellos
eigenfunciones del operador de reescalamiento D, con eigenvalor —iA, donde a A se
le llama dimension conforme y la dimensiéon de un campo queda dada por la relacion
p(Axz) = \"2¢(z). Esto es, interés particular en campos tales que ¢(z) — ¢'(z) =
M2¢(Az). Debido a las relaciones de conmutacion podemos observar lo siguiente

P/ (z) = —ix'0,(A2¢(x)) = A2 Pug(x), (3.184)

esto indica que el operador P, incrementa la dimensién conforme del campo en uno.
Hecho contrario a K,

K,¢'(2)) = =i(2A2,279,(\2¢()) = Aa?0, (A () = AT Kug(x),  (3.185)
que baja la dimension del campo en una unidad [38].

Para teorias de campo unitarias existe una cota inferior en la dimension de los
campos, por ejemplo para un campo escalar se tiene que A > (d — 2)/2, con esto se
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deduce que para toda representacion del grupo conforme debe existir un campo con
la menor dimensién posible que sea aniquilado por K, en x = 0. A los operadores
que cumplen esta cuestion se les conoce como operadores primarios |66]. Bajo los
generadores del grupo, estos campos se comportan de la siguiente manera

»¢(2)] = 10,0(),

[P

(M V,fb( )| = (20 = 2,0,) + M) (),

(D, ¢(x)] = i(=A + 2"0,)¢(x)

[K", ¢(x)] = (i(2°0,, — 23,270, + 22,A) — 22"\, ) p(z). (3.186)

Conviene como parte final de este capitulo estudiar el comportamiento de las funcio-
nes de correlacion en la teoria de campo conforme. Debido a que el grupo conforme
es mas grande que el grupo de Poincaré, se tiene una restriccion en la forma de las
funciones de correlacion debido a que tienen que ser invariantes de escala. Veamos
que

(p(x)) = A{d(A2)) = X2 (g(2)) (3.187)

de modo que la invariancia se mantiene solo cuando A = 0, o bien A\*(p(\r)) =
0. Para el correlador de dos puntos tendremos que, por invariancia bajo Poincaré
(p1(21)pa(x2)) solo puede depender de (x — y)?, es decir,

(D1(21)2(22)) = f(|lz1 — 229]), (3.188)

mientras que la invariancia bajo dilataciones nos dice

Flzr = @) = (d1 (1) da(w2)) = AXT22(h1 (Amy)ha(Axa)) = AMF22 f(A|zy — 24)),
(3.189)

lo cual implica que
1

|$1 — X2

flzr = za]) o e (3.190)

Un estudio similar del comportamiento bajo transformaciones especiales terminaré
otorgando finalmente que el correlador de dos puntos queda dado por [79]

1
|x1 — aj2|Al+A2 ’

(91 (z1)P2(22)) 0 Oa,, (3.191)

Un analisis similar nos permite mostrar una expresion acorde para el correlador de
tres puntos [79]

1
’xl — 9 A1+A3—Ajz T, — x3|A1+A3—A2 Ty — x3|A2+A3—A1 )
(3.192)

(¢1(z1) P2 (w2)P(23)) X

3.6. Supersimetria

Usualmente se sitia el punto inicial del estudio de la supersimetria en la década de los
70’s con los trabajos de Wess y Zumino en teorfas de campo supersimétricas [110]. En
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este espacio daremos un breve repaso sobre los conceptos bésicos de supersimetria
desde la teoria de campo y presentaremos una de las teorias fundamentales en el
entendimiento de la correspondencia holografica.

La idea consiste en extender el algebra de Poincaré de forma no trivial, para ello
debe sortearse el teorema de Coleman-Mandula, mismo que establece que para 3-+1
dimensiones esto no es posible, y la tnica forma de mezclar el adlgebra de Poincaré
con simetrias internas y preservar amplitudes de dispersién no cero, es mediante el
producto directo

Poincaré x Simetria Interna. (3.193)

La razon de contravenir este teorema es que en ¢l se consideran tnicamente gene-
radores bosonicos, que definiremos en breve, dejando la posibilidad de introducir
generadores fermidnicos tales que sean capaces de actuar de la siguiente forma

@ |boson) o |fermion), @ |fermion) o< |bosén) . (3.194)

donde @ es dicho generador fermionico. Para ello es necesario obtener una gene-
ralizacion entre las relaciones de los operadores, que ya hemos dilucidado al usar
anticonmutadores en la cuantizacion del campo fermiénico. Si O, es operador en un
algebra, pedimos que

0a0p — (=1)"" 00, = iCg,0., (3.195)

donde 1, = 0 si O, es un generador bosoénico, y 1, = 1 si O, es un generador fer-
miénico. En supersimetria, los generadores bosonicos son los generadores de Poin-
caré espaciotemporales P*, M y los generadores fermionicos son Q7 Qg‘, donde
Ae{l,...,N}. En el caso N' = 1 hablamos de una supersimetria simple, el caso
N > 1 se trata de una supersimetria extendida.

Sabemos que las relaciones de conmutacion ,[P*, P¥], [P*, M*?]y [M", M??] forman
el algebra de Poincaré, asi que bajo la operacion (3.195) resta presentar las siguientes
relaciones [4]:

[Qo, M) = (0),/Qp, Q% M"™] = (3)%Q",
[Qa, P*] = [Q*, P"] =0
{Qa, Qp} = {Qu, Qs} = 0
{Qaa Q,B} = 2<Ou)aﬁpu- (3.196)

tal que 0% = %0[“5”], teniendo presente que o* = (I, &) y 6* = (I, —&). Observar
que el efecto conjunto de la operacion (),()p tiene el efecto de una traslacion: sea
| B) un estado bosonico y |F') un estado fermionico, entonces

Qu|F) =B, Qs|B) = |F) = QQ : |B) — |B trasladado) (3.197)

Para el caso de simetrias internas 7T;, el conmutador (@, T;] es usualmente cero via
el teorema de Coleman-Mandula, salvo por los automorfismos U(1) del algebra su-
persimétrica conocidos como simetria R. El &4lgebra resulta invariante ante el cambio
simultaneo

Qo — exp(iN)Qa;,  Qu — exp(—i)Qq. (3.198)



3.6. SUPERSIMETRIA 50

Si R es un generador global de U(1), dado que Q, — e Qe entonces

[Qas B] = Qo  [Qay Rl = —Qa. (3.199)

Como estamos cambiando el grupo de Poincaré, debemos observar si los Casimir
del grupo se han modificado, pues recordemos que ellos son usados para etiquetar
las observables fisicas. Recordemos, por ejemplo, que el grupo de rotaciones {.J;, i =
1,2,3} satisface

El Casimir ,
7=> "2 (3.201)
i=1

conmuta con todos los J; y etiqueta las representaciones irreducibles con los eigen-
valores j(j + 1) de J?. En estas representacioens irreducibles, los valores propios de
Joy jo=—J,—j+1,...,7 — 1,7, distingue a cada estado como |7, ja)-

De forma anéloga, el grupo de Poincaré en 3+ 1 dimensiones posee dos Casimir, uno
de ellos escrito en términos del vector de Pauli-Ljubanski W,:

1 14 g
W, = 56’”’”]3 MPe . (3.202)
Los Casimir de Poincaré son
Cl - PNP#, CQ - W“WH, (3203)

dado que C; conmuta con todos los generadores.

Los multipletes de Poincaré estan etiquetados por |m,w), donde m? es el eigenva-
lor de C y w lo es de (5. Estados en estas representaciones irreducibles portan el
valor propio p* de P* como etiqueta. Observar que a este nivel el vector de Pauli-
Ljubanski solo provee de una forma compacta de expresar al Casimir de Poincaré.
Aunque W, posee relaciones usuales de conmutacion con los generadores del grupo
M,,.,, pues transforma como vector bajo las transformaciones de Lorentz; y conmuta
con P,, implicando que es invariante ante traslaciones. Sin embargo, el conmutador
(W, W] = i€,,0 WP P? implica que las W’s no son generadores de un algebra cerra-
da. De modo que para encontrar otras etiquetas para los estados es necesario tomar
a P* y encontrar a todos los elementos del grupo de Lorentz que conmuten con él.
Esto define dos clases de subgrupos: el de las particulas masivas, p* = (m,0,...,0),
invariantes ante rotaciones espaciales de modo que por la definicion (3.202), W, esta
dado por

Asi que, C; = P? con eigenvalor m? y Cy = —P2J? con eigenvalor —m?j(j + 1) son
los Casimir del grupo; por ello una particula masiva es una representacion irreducible
del grupo de Poincaré con etiquetas |m, j; p*, ja)-

Las particulas con masa cero tienen p* = (|p],p) y W* con eigenvalor Ap*, donde
A = 7-p/|p] es la helicidad. Los estados quedan etiquetados por |0, 0; p*, A) = [p#, A),
y resulta que A debe tomar valores enteros o semienteros, A € {0,1/2,1,...}.
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Para la supersimetria N' = 1, | = P*P, continta siendo un buen Casimir, pero
Cy = WHW, deja de serlo. Ocurre que se pueden tener particulas con distinto espin
en un mismo multiplete. Para obtener un nuevo Casimir se define

L 5 =~
B, =W, — ZQQ(J#) ’Qs, O, = B,P,— B,P,,
Cy = C,,, O™, (3.205)

Antes de presentar el arreglo de supermultipletes, conviene revisar otra propiedad
importante de la teoria supersimétrica y esta es la igualdad entre el nimero de
bosones y fermiones. Para ver ello definimos el operador de ntimero fermionico (—1)%,
tal que

(=D"IB)=1B), (-1)|F)=~IF). (3.206)

Este nuevo operador anticonmuta con (),:

(—=D"Qu|F) = (-1)"|B) = |B) = Qu |F) = =Qu(-1)"|F) = {(-1)",Qa} = 0.

(3.207)
El siguiente aspecto es considerar la traza
Tr (-1)" {Qa, Qs}) =Tr | (-1)"Qa Qs+ (-1)"QpQu | = 0. (3.208)
—— ——

anticonmutan perm. ciclica
Ahora, haciendo uso de la relacion {Q,, Qs} = 2(0#)asP,, encontramos que
Tr ((—1)" {Qa, Qs}) = Tr ((=1)"2(6")apPu) = 2(6")app, Tr ((—1)7) ,  (3.209)

donde P* ha sido reemplazado con los eigenvalores de un estado especifico. La con-
clusion es que

0=Tr (1)) = > (BID B+ Y (FI)IIF)

bosones fermiones
= Y (BIB)- > (F|F)=ng—np, (3.210)
bosones fermiones

mostrando que el nimero de bosonoes, ng, y el nimero de fermiones, ng, es el
mimos.

Pasemos a visualizar el arreglo en supermultipetes de la teoria. Puede tomarse un
sistema coordenado en el que los estados de particulas sin masa posean valores
propios p* = (E, 0,0, E). Para estos estados los casimir Cy = P*P, y Cy = C, CH
son cero. Consideremos el algebra actuando en el estado |p*, \)

{Qa, Qs} = 2(0")apPy = 2E(0° + 0%)up = 4E [(1) 8] : (3.211)
apf

lo que implica que (Y7 es cero en la representacion

(0", Al {Q2, QQ} =0= Q> P, A) = Q2 |p*, X) = 0. (3.212)
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De la misma forma puede encontrarse un elemento [p#, \) tal que Q1 [p*, \) = 0. De
las relaciones de conmutacion vistas, (3.196), encontramos que

_ 1 _ 1 i
(W, Q% = §EMV00PV[MW’ Q"] = _§€MVPUPV(UP )BQﬂ’ (3.213)

y con la definicion de W, en esta representacion

[Wo, Q1 [P, A) = —éeowkps ([07,6"1Q)" I, A) = —%p3(03@0‘ P A, (3.214)

con lo que, recordando que p* = —py y para representaciones sin masa Wy [p#, \) =
Apo [p*, A),

WoQ? [, A) ([Wo, Q%] + Q*Apo) [p", \) = ()\ - %) poQ? ", ) . (3.215)

Asf que Q? = —Q; reduce la helicidad en 1/2. El estado normalizado es entonces
1 Q1

A W
Y 2> ViE

¥ no existen otros estados, pues esta expresion implica que Q; [p*, A —1/2) =0y

P A) (3.216)

> = \/%Qlél IpH, A) = \/%(Qla Ql - Ql@l) P, A) = \/Ebzua A) )
3.217

Asi que tenemos dos estados en el multiplete, un bosén y un fermion, méas conjugados:

1
pN’A__

Q :

P =N, I EN-1/2)). (3.218)

Existen, por ejemplo, multipletes quirales con A = 0,1/2, y multipletes vectoriales
A=1/2,1[4,86]:

A = 0 escalar ‘ A= % fermion A= % fermion ‘ A =1 bosoén
squark quark fotino fotén
slepton lepton gluino gluén
Higgs Higgsino Wino, Zino W, Z

al igual que el graviton y su superpareja

A= % fermion ‘ A = 2 bosoén
gravitino ‘ graviton

En el caso de m # 0, en el sistema de centro de masa tenemos que p* = (m,0,0,0)
y los Casimir toman los valores

Cy,=P'P,=m? Cy=C,C" =2m'Y', (3.219)
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donde Y; denota el superespin [4]
I ~_ .
4m
Los eigenvalores de Y = Y'Y; son y(y + 1), asi que se etiquetan las representaciones

irreducibles con |m,y). De nuevo, las relaciones de anticonmutacion para Q y
resultan fundamentales en el estudio:

{Qa, Qp} = 2(0,)ap Py = 2m(0”)ap = 2m B 81 . (3.221)
Sea |€2) un estado aniquilado por @) 2, entonces
ViI0) = J19) ~ £ -QrQI9) = J|9), (3222
es decir, para |Q2), el espin y el superespin coinciden. Luego para m y y dados

) = |m, j =y;p", ja) - (3.223)

Podemos obtener el resto del multiplete supersimétrico mediante las siguientes rela-
ciones de conmutacion

[Qa Ji] = %(m)ﬁ@g, [Ji, Q%] = —%(ai)gQﬁ. (3.224)

Con las cuales deducimos los operadores para aumentar o decrecer en j,:

- .,
el j3) = |js — 1/2), a£|j3>z Q

Ta\ —
a f—
! |]3> V2m m

Ademas podemos derivar las relaciones siguientes:

ja) = ljs +1/2) . (3.225)

ﬁ

[J27 Qa] = ZQQ - (Ui)gQBJia

[J3,alal] = [J?,alal] = 0. (3.226)

Para estudiar el caso y = 0 definamos los operadores Jy = J; £ iJs, que incre-
menta/decrece la proyeccion del espin en z en 1 unidad mientras deja el espin total
inalterado. Usando las ecuaciones previas y el estado |Q2) = |m, j = 0;j, = 0) obser-
vamos que

3 . _
Fa} 1) = 2a} |0) — b 10) — aly10) = G + 1al ). (3.227)
Luego al tiene j = 1/2 y puede verse que tiene j; = —1/2. Igualmente, al Q) =
Im, 1/2;1/2).

Para y = 0 tenemos los estados

€2) =[m,j = 0;p" js =0),
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al,|Q) = |m,j = 1/2;p", js = £1/2),
ajal |Q) = —alal |Q) = |m,j = 0;p",jz = 0). (3.228)

Por otro lado, consideremos que y # 0. En este caso el doblete (ai, ag) actuando en

|2) se comporta como una combinacion de dos espines, 1/2 y j. Esto otorga una
combinacion lineal de dos posibles espines totales j +1/2 y j — 1/2 con coeficientes
de Glebsch-Gordan k;

ab Q) = ki |m,j =y +1/2p" js + 1/2) + ko lm,j =y — 1/2;p", 5z + 1/2)
al|) =ks|m,j =y +1/2;p", js — 1/2) + ka|m,j =y — 1/2;p", jis — 1/?% |
3.229

y donde seguimos conservando las relaciones al [75) = |j; — 1/2) y ad j3) = |js + 1/2).
En total, tenemos
\2 ’ ’maj = y;pu7j3>l7 } ’ ’mu] =Y+ 1/2;puaj3>j \1 ’ ’maj =Y—- 1/2;pu>j3>17

~~ N

(4y+2) estados (2y+2) estados (2y) estados

(3.230)
en el multiplete |m,y), que verifica la misma cantidad de estados fermionicos y
bosonicos. Observar que en el multiplete los valores de m y y estan fijos mientras
son los valores de j los que cambian y definen el estado, de aqui el comentario que
hemos hecho referente a que en una teoria supersimétrica estados de diferente espin
pueden pertenecer a un mismo multiplete.

3.7. SYM N =4

Con el conocimiento adquirido en este capitulo nos vemos en la posibilidad de ela-
borar sobre una de las teorias méas relevantes para la fisica y en particular para el
estudio de la correspondencia holografica. Esta es la llamada teoria de norma super-
simétrica de Yang-Mills con grupo de norma SU(N). Los ingredientes a considerar
son un campo de Yang-Mills (A4,(x))aa, a € {1,..., N}, seis campos escalares reales
sin masa en la representacion adjunta de SU(N), (®%())4q coni € {1,...,6} y cua-
tro espinores de Weyl sin masa en la representacion adjunta de SU(N), (U/(2))qa,
f € {1,...,4}. Los campos escalares se mezclan entre si bajo el grupo de rota-
ciones SO(6), mientras que los campos espinoriales lo hacen bajo el grupo SU(4),
dado que estos grupos resultan isomorfos podemos considerar solo una copia de
SO(6) ~ SU(4) como simetria interna global.

Para implementar el grupo de simetria SU(N) se hace uso de la ya reconocida deri-
vada covariante D, = 0, + 1A,

D,®" = 9,®" +i[A,, ?],
D,V =0,0f +i[A,, U] (3.231)
El lagrangiano de la teoria esta dado por la siguiente expresion [62]

1 v HYM vpA
R
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-) D, D" - il D,V
i f

L f! o1 f!
(3.232)

donde gy, es el acoplamiento de Yang-Mills, y 6 es el angulo de instantones, que
multiplica una derivada total y solo se vuelve relevante en topologias no triviales [32].
Los C’} Iz C_'} s son coeficientes de Glebsch-Gordan relacionados con las matrices de
Dirac para SU(4).

La supersimetria, por otro lado, viene dada por cuatro supercargas Qf, f = 1,2,3,4
de ahi la denominacion N = 4 en el nombre de la teoria. Estas supercargas, segin
lo revisado en la seccién anterior, cambian los estados bosénicos por fermidnicos,
y viceversa; en esta ocasion la mezcla de los campos esta dada por las siguientes
relaciones:

00 (x) = & C} 07 (2) = & [Q7, ¥'(2)),

50/ (z) = %(FWJre‘“’pAF Dotel 4 [ (), & (2)io*CiL e = {QF Wiyl
o0/ (z) = &'CY,6"D, 0 () = € {Q", ¥},

0Au(x) = 0,0 () = €[Q7, Au()). (3.233)

Observemos que todos los campos en la teoria quedan emparentados entre si por
la supersimetria y forman un solo multiplete vectorial AV = 4. A diferencia de la
supersimetria AN/ = 1 vista anteriormente, esta supersimetria extendida N > 1
permite a los campos tener mas de una superpareja segin que supercarga se esté
considerando.

Puede mostrarse que la constante de acoplamiento gyj); no corre con la energia,
otorgando una teorfa invariante bajo reescalamientos a nivel cuantico y clésico, |62].
SYM N = 4 es entonces invariante bajo el grupo conforme.

Pero, ademas, debemos poseer invariancia bajo las transformaciones generadas por
las cuatro supercargas Qf v sus conjugados complejos @/ con los generadores boso-
nicos, bajo las relaciones de conmutacion y anticonmutacion que ya conocemos [62]:

{QL, Qppr} = QUZ,fa’Pué]{'
{QLQIy=0={QL.Q'}, [PQll=0=[P"Q]],
[M"™,Qf] = (o™)2Q). (3.234)

Al incorporar los generadores de dilataciones, D, y de transformaciones especiales
K, al superélgebra, se requieren nuevos generadores fermionicos con la finalidad
de cerrar el algebra. Estos son SI y 57 conocidos como supercargas conformes.
Ademas, figuran los generadores bosonicos R4, A € {1,...,15} en el algebra de
SU(4) ~ SO(6), que se conocen como cargas R y rotan a la supercargas entre si.
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Los conmutadores no nulos de este superalgebra conforme son
D.QJl = —5@Qh,  [K".Qf] = ()5}

D, S)] = isgj, {81.5]) = 20% K .67,

[P*, 8] = —(0")3Qss,  {SL, 55} =0={Q}, 5]}
{Q{;,Sg} = €ap <5f’D+ Z RA f/> + 5 M VUaﬁ’ [RA,RB] = ifABcRC

(R4, Q") =RY'QF, [Ra, 8] =RY'S" (3.235)

maés sus relaciones conjugadas. Esta estructura se conoce como dlgebra superconforme
N =4 en 3+ 1 dimensiones y se denota por SU(2,2|4).

El subgrupo SU(4)r ~ SO(6) g se conoce como simetria R, y se caracteriza por ser
un grupo de simetria global interna que rota las supercargas y supercargas conformes
entre si.

Los elementos hasta aqui revisados constituyen el espectro basico de ideas concer-
nientes a la relatividad general con el que nos permitiremos seguir adelante. En
el siguiente capitulo haremos lo propio con los conceptos de la teoria cuantica de
campos que creemos necesarios para el correcto entendimiento de la correspondencia
hologréfica y la consecuente construccion del modelo de superconduccion holografica.

Para concluir con este capitulo discutamos de forma breve las similitudes y dife-
rencias entre la teorfa supersimétrica que hemos presentado, SYM N = 4, y la
cromodindmica cuéntica, esto con la finalidad de motivar un estudio mucho mas
profundo de esta teoria supersimétrica y que esta situacion contribuya a obtener
informacion de una teoria fuertemente acoplada, como la cromodindmica cuantica,
inaccesibles por métodos perturbativos.

Por un lado tenemos que la cromodindmica cudntica es una teoria asintoticamente
libre, confinada a bajas energias, con particulas masivas y quarks, siendo una teoria
no supersimétrica. En cambio, SYM N = 4 es una teoria conforme, desconfinada, sin
escala de masa y sin quarks. Ambas poseen un grupo de norma SU(N), siempre que
N sea el nimero de colores. Igualmente ambas teorias poseen una simetria interna
global, pero en el caso de la cromodinamica esta simetria es U(1)parisnico ¥ Para SYM

N =4 es SU(4) ~ SO(6).

Este compendio de diferencias se reduce notablemente cuando consideramos a ambas
teorfas con una temperatura finita 7' > Agcp. En concreto, ambas teorias pasan a
estar desconfinadas, en SYM N = 4 la simetria conforme de rompe, al igual que la
supersimetria.

Como desarrollaremos en breve, la correspondencia holografica nos otorgara una
forma de entender a la teoria SYM A = 4 en funcién de una teoria de gravedad,
de modo que obtendremos una herramienta para rescatar informacién de esta teoria
supersimétrica y que en ultima instancia puede utilizarse para ganar intuicién en
problemas vigentes de la cromodinédmica.



Capitulo 4

Superconductividad

En 1911, al estudiar las propiedades de materiales sometidos a una baja temperatura,
T < 10K, el fisico Kamerlingh Onnes y su grupo de trabajo descubrieron que la
resistencia eléctrica del mercurio tendia a cero por debajo de los 4,2 K. Esta fue la
primera observacion del fenémeno de superconductividad [102].

Siendo mas especificos, los materiales superconductores son aquellos que por de-
bajo de cierta temperatura, llamada temperatura critica, transitan a un estado de
superconduccion caracterizado por dos propiedades esenciales: primero, no ofrecen
resistencia al paso de corriente eléctrica. Cuando la resistencia se vuelve cero, la
corriente puede conducirse dentro del material sin disipacién energética. Segundo, el
material superconductor introducido en un campo magnético externo vera que las
lineas de campo no pueden penetrar el material. Esta expulsion del campo magnético
es conocido como efecto Meissner.

La superconduccion acarrea un interés tanto tedrico como préctico, sin embargo,
no es raro encontrar que mucha investigacion entorno a este tema se encuentra
disperso en varias clases de materiales que no siempre comparten elementos meto-
dologicos [56]. Por ello se hace necesario estudiar las similitudes entre los distintos
materiales para que sus aplicaciones particulares, que si bien extremadamente im-
portantes, conlleven a una comprension general del fen6meno. Veremos que esencial-
mente los materiales superconductores se dividen en aquellos convencionales y no
convencionales, donde en la segunda categoria se encuentran los superconductores
de alta temperatura en los que tenemos especial interés.

Desarrollemos las ideas hasta aqui planteadas dentro de este capitulo y veamos cuales
son los conceptos necesarios dentro del fenomeno de superconduccion que deberan
ser traducidos en el modelos de superconduccién holografica.

o7
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4.1. Teorias de Ginzburg-Landau y BCS.

Como comentabamos antes, los superconductores son materiales con la capacidad
de entrar en un estado de superconduccién al disminuir la temperatura por deba-
jo de un valor especifico, T,, que llameremos temperatura critica [102]. Este estado
de superconduccion se caracteriza esencialmente por dos hechos experimentales; el
primero de ellos, y al que debe su nombre, es la ausencia de resistividad, y en conse-
cuencia su infinita conductividad, mientras que el segundo se liga al comportamiento
bajo un campo magnético externo cuyas lineas de campo son incapaces de introdu-
cirse en el material cuando este se encuentra en su estado de superconduccion [71].
Este efecto es conocido como de Meissner-Ochsenfeld y establece la importancia de
examinar al sistema bajo un campo magnético y relacionar a las distintas variables
con la magnitud del mismo. En breve veremos que al igual que la temperatura, el
campo magnético condiciona el estado superconductor por debajo de un valor criti-
co, v més ain, caracteriza a los propios superconductores segiin su orden bajo este
cambio de fase.

La vision fenomenologica otorgada por la teoria de Ginzburg-Landau [45] describe de
forma macroscopica los materiales superconductores cerca del valor critico de tempe-
ratura haciendo uso de pocos grados de libertad . Inspir6 su construccion en la teoria
desarrollada por los hermanos London [64], en la que consideraron un material en el
que cohabitaban dos clases de portadores de carga, una densidad n, de electrones
normales y una n, de superportadores, con velocidades v,, y vs respectivamente. Se
postulo que dichas densidades satisfacen las siguientes ecuaciones

dJs s 2 7
pr nnj E,  J,=—en,u,, (4.1)
J_;l = Jnﬁ, le = —en,v,. (4.2)

La primera de estas ecuaciones, “primera ecuacién de London”, no es mas que la
consecuencia de aplicar la segunda ley de Newton a un conjunto de particulas libres
con carga —e. La segunda y més conocida ecuacién de London involucra al campo
magnético externo y establece que

VxJg=— B. (4.3)

Observar que en cada caso se supone a la densidad de portadores y superportadores
como constante, restringiendo el estudio para un campo magnético a su vez inva-
riable. Acotemos en este momento la relevancia de considerar un campo magnético
arbitrario, y hagamoslo trayendo a cuenta la clasificacion de superconductores que
se puede establecer. Decimos que un superconductor es de tipo I si el material en
su fase superconductora transita a su fase normal en un cambio de fase de primer
orden segin se incrementa el valor de campo magnético circundante por encima de
un valor critico B, [97]. En cambio, un superconductor de tipo II estara en presencia
de dos valores criticos en el espectro de magnitud del campo magnético [1]. La fase
superconductora de esta clase de superconductores existira por debajo de un primer
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valor B, al incrementar el campo apenas por encima de este primer valor peculiar
se empezara a formar en el sistema una red de vortices donde los superportadores
danzan alrededor de un niicleo de portadores normales, a estos vortices se los conoce
como de Abrikosov. En esta region el diamagnétismo perfecto del material se pierde
y la resistividad hace lo propio por encima de un segundo valor critico B,,, tornando
el sistema a la fase de completa normalidad, y estableciendo un cambio de fase de
segundo orden en funcion del campo magnético. En cualquier caso se observa expe-
rimentalmente que la magnitud de los valores criticos en la region de temperatura
critica tiene una dependencia de la forma:

B, ~ (1 - %) . (4.4)

La extension que otorga la teoria de Ginzburg-Landau es la capacidad de tomar en
cuenta una densidad de superportadores variable e introduce un paradmetro de orden

U(7) = \/ns(7)e, (4.5)
tal que
0|? = n,, (1.6)

donde ¢(r) es una fase global que ignoraremos en adelante. Con base en la teo-
ria de Landau respecto a las transiciones de fase de segundo orden, la teoria de
Ginzburg-Landau propone que la diferencia de densidad de energia libre entre la
fase de superconducciéon y la fase normal obedece la siguiente ecuacion
B
+ — (4.7)

e -
(A - ﬁA) Y 2410

con Af = f,. — f, como la diferencia entre la densidad de energia libre entre fases,
v a v [ funciones arbitrarias dependientes de la temperatura.

2 2 2

1 I
AJ = ()W + AT+

Mediante la restriccion a un campo magnético y gradientes despreciables encontra-
mos que

1
Af =alu + gt (4.8)
Expresion que encuentra su minimo en

a
y que obliga a la diferencia de energia a situarse siempre por encima de un valor
especifico, Afim = —a?/23 [27]. A dicho valor particular lo podemos vincular con
un valor de campo magnético especifico, B, que sera el valor critico buscado pues
por encima de tal valor le resulta méas rentable al sistema entrar en su fase normal.

Manipulaciones adicionales a la ecuacion maestra (4.7) permite recuperar la segunda
ecuacion de London, ademas, mediante el estudio del comportamiento de las fun-
ciones v y [ respecto a la temperatura se obtiene la dependencia del parametro de
orden:

7\ /2
U~ (1—7) , T <T, (4.10)
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resultado confirmado experimentalmente y secundado por la visién microscopica de
la teoria BCS [8].

Entre lo ya visto y solo como tltimo comentario a la teoria de Ginzburg-Landau, se
rescata su capacidad para distinguir entre los superconductores de tipo I y tipo Il
segun el ajuste de los grados de libertad que hemos establecido.

Previo a la sutil imagen que se pretende dar de la teoria BCS, tomaremos un breve
espacio para introducir el concepto de liquido de Fermi. Como hemos hecho notar,
la superconductividad es un fenémeno intimamente ligado al comportamiento de
los electrones en el material de estudio. La teoria del mar de Fermi es propiamente
una concepcion microscopica de las interaccion de muchos electrones en un metal
cuando se le somete a bajas temperaturas. Este es un problema de muchos cuerpos
enfocado al caso fermiénico primeramente estudiado por Landau en 1957, propuesto
especialmente para estudiar 3He, y rapidamente adaptado a otros sistemas similares

y cuyos fundamentos ayudan en el entendimiento moderno de la superconductividad
[56].

Tomando el hamiltoniano genérico

H = Z gﬁ C;‘,a'cﬁya' + Hint; (411)
Do

T . . ., ., e, . .
donde Cpo ¥ Co SOL operadores de aniquilacion y creacion fermiénicos, respectiva-
mente, de una particula con momento p'y espin o. En sintonia, ey = Ey — 1, con la
energfa cinética dada por Ez = p?/(2m) y u el potencial quimico del material.

El término de interacciéon puede darse en funcién de aspectos sumamente generales,
pero al igual que el desarrollo presentado por Landau y Lifshitz conviene pensar en
un potencial de interaccién débil, la forma del mismo es irrelevante para nuestra
dicusion. Algo que si conviene poner en tinta es la consecuencia que acarrea tomar
el principio de exclusion de Pauli para este sistema a baja temperatura; el estado
base se obtiene llenando los niveles de energia hasta p. Esto define una esfera en el
espacio de momentos de radio pr = v/2myu, denominada esfera de Fermi o superficie
de Fermi del sistema. Considerando una esfera de Fermi llena y un electréon adicional
de momento p, con p > pr, encontramos un estado excitado con

2
By = Br = 5~ — Ep~ "= (p— pp), (4.12)

segtn el valor de p no se aleje demasiado de la superficie de Fermi, p — pr << pp. El

efecto de considerar un término de interaccién débil es corregir la ecuacién anterior

a la forma
Pr

m*

E,— Ep =

(p _pF)7 (413)

conservando la linealidad con respecto a p — pr v donde m* es la masa efectiva. Con
esta relacion de dispersion se obtiene una densidad de estados

m*pr

9(Er) = =5t (4.14)
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Cantidad que es determinada por la masa efectiva y que es capaz de explicar la
diferencia experimental del coeficiente del calor especifico cuando se considera un
gas ideal [36].

Landau asumi6é que incluso para interacciones fuertes el espectro continia siendo
segin lo dictado por (4.13). A estas excitaciones se les llama cuasiparticulas debi-
do a su extrapolacién desde particulas a la correlaciéon de movimiento del liquido
entero cuando la interaccion aumenta. Dicho de otra forma, al encender de forma
paulatina los acoplamiento entre particulas del sistema, los estados de la teoria libre
transitan suavemente a estados de la teoria interactuante, en el proceso los ntimeros
cuanticos de los estados libres permanecen constantes. A estos estados son a los que
hemos denominado cuasiparticulas. La implicacién trascendente de este recurso es
tener la capacidad de definir la esfera de Fermi en la teoria interactuante de forma
estable, esto garantiza que las cuasiparticulas estan bien definidas y que la fisica de
bajas energias del sistema puede determinarse por la excitacion de éstas cerca de la
superficie de Fermi [2].

La estructura tedrica mas exitosa para describir la naturaleza superconductora en
los materiales fue publicada en 1957 por los fisicos estadounidenses John Bardeen,
Leon Cooper y Robert Schrieffer [8]|. Partiendo de una concepcion microscopica de
primeros principios lograron encajonar la mayoria de hechos experimentales que
muestra la fase superconductora y que ya hemos mencionado, como la existencia
de una temperatura critica para el cambio de fase y el efecto Meissner-Ochsenfeld.
Ademés, es capaz de incluir en la descripcion al efecto isotopico siendo de hecho parte
fundamental en la construccion de la teoria, dicho efecto produce una variacion en
las cantidades que caracterizan la transicion de fase de un material superconductor,
tales como la temperatura critica o el campo magnético critico, en funcion de la
masa de los is6topos en el metal [70]:

T, oc M~1/2, (4.15)

con M la masa de la red cristalina de iones. Entre més pesada dicha red, mas dificil
entrar en la fase superconductora, poniendo en relevancia la influencia propia del
material en la interaccion entre electrones. En efecto, la vision pictoérica dada por
Frohlich establece que los electrones de conducciéon al pasar por la configuracion
ionica del metal, atraerd a los iones positivos en su vecindad formando un entorno
de carga positiva que atraerd un segundo electron, estableciendo una interaccion
implicita para esto dos electrones. Una imagen anéaloga es pensar que la deformacion
de la red por parte del electron crea un fonén que media entre los electrones. El
Hamiltoniano que describe esta interaccion entre electrones y fonones es [41]

1
_ i i P
H=) & o+ ) Wy (AﬁAﬁ * 5) + D Vit oCpgoCrotro T oo
po 5

,0,q,0,0’

(4.16)
el primer término representa el comportamiento de los cuasielectrones libres, el se-
gundo el de los fonones libres, mientras que el tercero muestra como es la interaccion
entre ellos. Aqui, ¢; es la energia de los cuasielectrones, wy es la frecuencia de los
fonones y Vj; es su interaccion.
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Una de las suposiciones del modelo, tomada de la teoria del liquido de Fermi, es que
los cuasielectrones mas importantes para llevar al material a su fase superconductora
son aquellos con energias acotadas apenas por encima de la superficie de Fermi,

le5] < wp, (4.17)

con wp la frecuencia tipica de los fonones. Con esta suposicion el efecto neto del
término de interaccion en (4.16) es que las cuasiparticulas se atraen entre si [27]

Un segundo elemento importante de la teoria es la observacion hecha por Cooper
en 1956 al mostrar que dos electrones fuera de la esfera de Fermi sujetos a una
interaccion atractiva entre ellos formard un estado ligado sin considerar que tan
débil puede ser la interacciéon. En otras palabras, siempre que se pueda establecer
una interacciéon atractiva arbitraria entre un electréon con momento p'y espin T, y
otro con |—p, ), estos formaran un estado ligado conocido como par de Cooper [22].

Este comportamiento de emparejamiento puede generalizarse a una gran cantidad
de electrones y tomar en consecuencia solo interacciones efectivas entre los pares de
Cooper, es decir,

_ T R
Hpar = Z €9 CpoCpo T Z Vi CipCly C— A Ci 1- (4.18)
o P

El trabajar con este Hamiltoniano, de la mano de simplificaciones adecuadas y de la
restriccion a cuasiparticulas cerca de la superficie de Fermi, conduce a los famosos
resultados de la teoria tales como el valor de la temperatura critica [27]

T, ~ 0,56A(0), (4.19)

donde A(T = 0) es la brecha energética entre el estado base y el primer estado
excitado a temperatura cero. Adicionalmente se obtiene el comportamiento de este
parametro de orden cerca de la temperatura critica

AT ~T,) ~ (1 - %) 1/2, (4.20)

resultado acorde con la dependencia establecida por la teoria de Ginzburg-Landau
[56].

La teoria BCS consigue dar una explicaciéon abrumadoramente exitosa al compor-
tamiento de los superconductores convencionales, sin embargo deja fuera del marco
a los superconductores hechos con base de aleaciones, ceramicas o fulerenos, y por
supuesto, a los superconductores con una temperatura critica superior a la de los
metales comunes donde T, ~ 1 — 10K [56], que a partir de T, ~ 30K denominare-
mos superconductores de alta temperatura y que fueron primeramente observados
en [92].
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4.2. Superconductores de alta temperatura

Durante el ano de 1986, los fisicos J. Bednorz y K. Miiller descubrieron que la
temperatura critica para entrar en la fase de superconducciéon de algunos materiales
ceramicos rondaba los 35K [10], muy superior a la observada en afios previos con
otros materiales superconductores. El material cerdmico que se utilizdé en primera
instancia fue el 6xido de cobre con estructura de perovsquita, i.e. un tipo de cuprato.
De hecho, la mayoria de los superconductores de alta temperatura pertenece a esta
clase de materiales, de modo que su estudio resulta conveniente para establecer
generalidades en esta categoria de superconduccion.

Los cupratos superconductores son materiales cuya constitucién microscopica la es-
tablecen planos de oxido de cobre intercalados con de otro constituyente como el ba-
rio, estroncio o lantano. La superconductividad toma forma en las laminas de CuQOa,
mientras que las laminas adyacentes funcionan como proveedores de portadores de
carga que sean requeridos. Uno hecho crucial determinado experimentalmente es que
la relacion entre la distancia entre las estructuras dos dimensionales del material y
la temperatura critica es inversa; otra caracteristica del cuprato que influye en los
parametros de superconducciéon es el dopaje p del mismo. Un dopaje consiste en
la anexion de impurezas al material, que en el caso de la denominacién p, forman
huecos de carga positiva. En el caso de los superconductores comunes la tempe-
ratura critica varia de forma lineal con el parametro p que caracteriza el dopaje,
T.(p) ~ p, en cambio, en los superconductores de alta temperatura la dependencia
es cuadratica |73].

Esta dependencia de la temperatura critica describe una campana como se muestra
en la Fig.(4.1), donde observamos un valor para p donde el dopaje es 6ptimo, es de-
cir, el superconductor alcanza una temperatura critica maxima. En la figura también
hemos anadido la conducta de otras fases del material, a un bajo dopaje el sistema
se ubica en una fase antiferromagnética, que da paso a la fase superconductora al
incrementar el dopaje, con la forma que ya hemos mencionado y que usualmente
se denomina domo superconductor. En altos valores de dopaje, el material se com-
porta como liquido de Fermi y finalmente por encima del domo(*) superconductor
encontramos la fase normal [73].
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p

Figura 4.1: Diagrama de fase de un superconductor de alta temperatura. Se mues-
tran las regiones correspondientes a la fase antiferromagnética, superconductora, de
liquido de Fermi y de metal extrafio. Imagen tomada de [27]

Uno de los modelos propuestos para dar explicacion tedrica a los cupratos supercon-
ductores es el modelo espin-fermion, una teoria cuantica de campos. Lo usaremos
con la finalidad de mostrar las dificultades que acarrea la aplicacion de fisica estan-
dar en el problema, motivando la biisqueda de alternativas para dar respuesta al
fenémeno. Donde una de esas alternativas es la correspondencia hologréfica.

4.2.1. El modelo de Espin-Fermién

El modelo de espin-fermién es una teoria que pretende dar una descripcion de la
transicion de fase entre el estado de liquido de Fermi y las fases antiferromagnéticas,
en este sentido, la ambicion de la teoria abarca la exposicion de los superconductores
de alta temperatura. La teorfa considera como base los grados de libertad fermionicos
¢y de los electrones cerca de la superficie de Fermi, pero también introduce grados de
libertad espinoriales, dado que se vuelven relevantes en la proximidad de la region
de fase antiferromagnética. Estas fluctuaciones se consideran en la densidad Sy y
son modos bosonicos en conjunto. El rol de estos modos resulta andlogo al de los
fonones en la teoria BCS.

El hamiltoniano de la teoria es

Her = Z Go(p, E)C;UC@Q + Z Xo' (7, E)S55_5+ g Z C;Jrﬁ,agaafcﬁ,a/ S 5,
pa P e
(4.21)
donde Gy(p, F) es el propagador fermionico libre, XO(E7 E) es el propagador libre spi-
norial y o; son las matrices de Pauli con «, o’ como indices espinoriales. El primer

término en 4.21 de la expresion hace referencia a los fermiones libres, el segundo a
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los grados de libertad espinoriales libres y el tercero a la interacciéon espin-fermion.
Uno de los principales reveses de la teoria es su prediccion de un sistema fuertemente
acoplado, esto puede observarse en la construccion del parametro efectivo de inter-
accion g = g*xo, asi mismo es posible construir el término energético vr /€, donde &
es la longitud de correlacion entre espines que se obtiene de la funciéon de correlacion
de dos puntos. De estas dos cantidades se obtiene la constante adimensional:

39

= — 4.22
47TUF571’ ( )

dicha cantidad es la constante de acomplamiento que reluce en los calculos de valores
de expectacion. Para el caso de los cupratos, los hechos experimentales muestran
que A ~ 2 cerca del dopaje optimo, haciendo a la teoria fuertemente acoplada e
imposibilitando aplicar métodos perturbativos.

Otra de las cuestiones que el modelo es incapaz de incorporar son a las cuasiparticu-
las, pues estas no se encuentran bien definidas en algunos puntos de la superficie de
Fermi. Estos problemas invitan a completar el modelo o incluso tomar una segun-
da opinién fuera de los supuestos fisicos usuales y es ahi donde la correspondencia
holografica entra en escena.



Capitulo 5

La correspondencia holografica

La correspondencia holografica se ha establecido como una de las teorfas mas proli-
ficas desde finales del siglo pasado. Fue publicada por el fisico Juan Maldacena en
el ocaso de 1997 y, desde entonces, a cosechado multitud de articulos y lineas de
investigacion entorno a ella.

Comenzaremos la discusion de la correspondencia holografica presentando una ima-
gen general de la teoria de cuerdas, en donde tiene su concepciéon, con particular
interés en establecer una discusion entorno a la naturaleza de unos objetos propios
e importantes de la teoria conocidos como D-branas, cuya naturaleza nos conducira
al enunciado principal de la correspondencia holografica.

5.1. Aspector generales de teoria de cuerdas

Revisaremos a continuacion los elementos de teoria de cuerdas que creemos suficien-
tes para abordar la descripcion de la correspondencia hologréfica. Para esta empresa
nos apoyaremos en el camino sugerido por [114].

Recordemos que una particula relativista moviéndose en un espaciotiempo d dimen-
sional, el movimiento queda determinado por las geodésicas de ese espaciotiempo.
La accion relativista esta dada por la integral del elemento de linea diferencial, ds,
de la trayectoria seguida por la particula, esto es:

Sp = —a/ds, (5.1)

con « una constante y considerando unidades naturales. Con la finalidad de que
Sy sea adimensional o debe ser una constante con unidades de longitud™!, que en
unidades naturales resulta proporcional a la masa de la particula, sin pérdida de
generalidad consideramos que la razon de proporcionalidad es la unidad. Ademas,
consideremos que parametrizamos la trayectoria de la particula de forma que el
elemento esta dado por

ds* = — g (X)dX"dX", (5.2)

66
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con g, i, v € {0,1,...,d—1} la métrica del espaciotiempo de fondo. Las funciones
XH* describen la trayectoria seguida por la particula, un segmento unidimensional,
de modo que puede quedar descrito por un parametro real 7, resultando en la acciéon

So = —m/dT\/—gW(X)X“X”, (5.3)

: dx# . . . L .
donde X* = %. Esta accion es invariante ante reparametrizaciones, consecuencia

de que el elemento de linea lo es también.

Dado que la accion involucra una raiz que podria complicar los célculos que se pre-
tendan obtener de ella, ademas de parecer incompatible con particulas de masa cero,
resulta conveniente buscar otra accién que resulte equivalente a (5.3). Al involucrar
un campo auxiliar e(7) podemos obtener una accién méas simple:

So = %/dT (6(7)_lg#y(X)X“X” — m2€(T)) : (5.4)

Esta acciéon ya no incluye una raiz cuadrada y ademéas deja de ser cero para el
caso de m = 0. Resulta equivalente a la accion (5.3) al observar que la ecuacion de
movimiento para el campo e(7) es [114]

— X2

m2

(5.5)

)
I

que al sustituir en (5.4) permite recuperar justamente la expresion que tenemos en
de Sp. Esta accion resulta invariante ante reparametrizaciones de 7 [114], hecho que
permite tomar e(7) = 1 como simplificacién de la accion, pero no debe olvidarse la
ecuacion de movimiento para evitar la pérdida de informacion. La accion (5.4) pasa
a ser

_ 1 ..
— LYV _ 20n2
So =3 / (gm,(X)X X" —m ) . (5.6)
El momento canénico conjugado al campo X*(7) es
oL -
Pi(r)= — = XH (1), 5.7
M= 55 = ¥0) 6:1)

en términos del Lagrangiano dado en Sy. Con esto observamos que la ecuacion (5.5),
considerando que e(7) = 1, no es méas que la condiciéon de capa de masa para una

particula de masa m:
P“P, +m? = 0. (5.8)

Finalmente, para obtener geodésicas debemos de variar la accion (5.4) con respecto
al campo X* e igualar a cero, con lo que obtenemos la siguiente ecuacion [85]

—2X" 9 (X) = 204G, (X) X" XY + 0,910 (X) XF XY = 0 (5.9)
expresion que podemos condensar en

Xt 4+ TEXRX! =0, (5.10)
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donde T', son los simbolos de Christoffel. Estas son las ecuaciones que describen
el movimiento de una particula libre moviéndose en un espaciotiempo arbitrario.
Observar que el movimiento queda determinado por los simbolos de Christoffel,
equivalentemente, por la geometria del espaciotiempo de fondo en concordancia con
lo que sabemos de la teoria general de la relatividad.

A diferencia de la particula relativida y de la teoria de campos que hemos abordado
hasta ahora, la teoria de cuerdas es una teoria cuéntica interactuante de objetos
unidimensionales. Por ello buscamos generalizar lo que hemos aprendido sobre la
accion de una particula a un objeto extendido. La generalizacion de la acciéon Sy =
—m [ ds para un objeto extendido en una dimensién seria

S =T, / d, (5.11)

con T, la tension de la cuerda, que tiene dimension masa/volumen, y du el elemento
diferencial de volumen dado por

di = i\~ det(Gos(X)) (5.12)

con Gy la métrica inducida sobre la superficie que describe la cuerda al propagarse
sobre el espaciotiempo de fondo, llamada hoja de mundo, descrita por

oXH*oX”

Gop(X) = ngw(

X), afBe{1,2) (5.13)

donde g, es la métrica del espaciotiempo donde la cuerda se propaga.

Parametricemos la hoja de mundo, que es un objeto extendido en dos dimensiones,
con las coordenadas ¢ = 7 y 0! = 0. El encaje de la cuerda en un espaciotiempo
d dimensional esta dado por los campos X*(7,0). Si asumimos que o es periddico
entonces el encaje otorgard una cuerda cerrada en el espaciotiempo, en otro caso no
veremos en presencia de una cuerda abierta.

Observemos que los campos X*(7,0) describen la propagacion y oscilaciones de la
cuerda en el espaciotiempo de fondo y que esta propagacion forma la hoja de mundo
de la cuerda, tal como los campos X*(7) describian la propagacion de una particula
misma que definfa la linea de mundo.

Si asumimos que el espaciotiempo de fondo es un espacio de Minkowski, tendremos
que [116]

o [0:X10 Xy 0 X10, X ] _ X2 XX (5.14)
0 X 0, X 0, X1 X ] T XX X2 '
de modo que la accion (5.11) pasa a ser
Sne = T / drdo /(X - X')? — (X2)(X72), (5.15)

a esta accion se le conoce como la accion de Nambu-Goto. Usualmente se interpreta
a esta accion como la medida del area de la hoja de mundo que construye la cuerda
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propagandose, debido que las ecuaciones de movimiento se obtienen de minimizar
esta accion podemos pensarlas como las ecuaciones que minimizan el drea de la hoja
de mundo de la cuerda.

Al igual que en el caso de la particula relativista, podemos construir una accién
equivalente (5.15) a nivel clasico al introducir un campo auxiliar, hqg:

T,
spz_é/ﬁmmﬁwm%uw%xmw, (5.16)

donde h = det(h,p). Esta accion se conoce como accion de Polyakov. Puede mostrar-
se la equivalencia a nivel clésico de esta accion con la accion de Nambu-Goto [114].

Si de nuevo consideramos que el espaciotiempo de fondo sea un espacio de Minkowski
esperamos que la hoja de mundo conserve las simetrias del fondo, en particular la
invariancia bajo Poincaré, i.e.

5XH<T7 U) = a:/LXV(T7 J) + b'uu 5haﬁ<7—7 U) - 0, (517)

donde a,, = —a,,, y b" es un desplazamiento constante. Esta es, en efecto, una
simetria global vista desde la hoja de mundo pues las transformaciones no dependen
de los pardmetros 7 ni 0. Pero ademaés, la acciéon de Polyakov resulta invariante ante
estas transformaciones [85].

En cuanto a simetrias locales, aquellas dependientes de las coordenadas de la hoja
de mundo, la accion de Polyakov resulta invariante ante reparametrizaciones

/ / / af’y az]l‘(S / /
X*(r,0) = X*(r',0"), hos(T,0) = 806“@}%6(7’0)’

(5.18)

y ante transformaciones de Weyl [9]:

X*(r,0) = X""(1,0) = X*(1,0) hos(T,0) — hlaﬁ(T, o) = 62¢(")h&5(7, o).
(5.19)
Una de las consecuencias de tener invariancia bajo transformaciones de Weyl es
que el tensor de energia-momento asociado, T3 = —2 L% tiene trazaa cero,

Te \/E 5haﬂ
ha”BTaﬁ = 0.

Debido a que la hoja de mundo posee simetrias locales sabemos que la teoria tiene
redundancia en sus grados de libertad, misma que debe sobrellevarse al fijar la
norma. Lo primero que debemos notar es que como consecuencia de que la teorfa es
invariante ante reparametrizaciones y transformaciones de Weyl podemos fijar una
norma en la que el campo auxiliar que hemos introducido en (5.16) sea Minkowski
en dos dimensiones |9]. Debido a que las simetrias involucradas son locales, esta
capacidad de tomar h,s = 1,4 es solo valida a nivel local y por lo general no puede
extenderse a toda la hoja de mundo. Solo si la topologia de la hoja de mundo
carece de huecos [74] puede tomarse h,p como globalmente plana en toda la hoja de
mundo [85].

Utilizando la norma plana, i.e. hag = 743, la accion de Polyakov puede escribirse

&:%/mwkw—ww. (5.20)



5.1. ASPECTOR GENERALES DE TEORIA DE CUERDAS 70

Supongamos que la topologia de la hoja de mundo permite tomar una métrica in-
trinseca globalmente plana. Las ecuaciones de movimiento para los campos X* (7, o)
obtenidas de extremizar la accion (5.20) conducen a la siguiente relacion [114]

(=02 + 03X+ — {Tc / AT X 6 X | ger — T / dTX’(SX“|U:0} : (5.21)

donde se ha considerado que la variacion de X*(7, o) sea cero en la frontera de 7, es
decir,  X*|y, = 0. Los términos en la frontera de o distinguen entre cuerdas cerradas
o abiertas. Para cuerdas cerradas identificamos

XH(r,0 +nr) = XH(1,0), (5.22)

con n € Z. Esto implica que en (5.21) los sumandos en la integral se anulen pues
0X (1,0 =0) = 6X (7,0 = 7). Entonces tenemos la siguiente ecuacion de movimiento

(=02 4+ 07)X*H(1,0) =0, (5.23)
con las condiciones de frontera
X (1,0 +nm) = X¥(1,0). (5.24)

Para cuerdas abiertas con condiciones de frontera de Neumann, es decir, 9, X*(7,0) =
0, X*(1,0 = m) = 0, tendremos que los sumandos en la integral de (5.21) nuevamente
se anulan. Reencontramos que las ecuaciones de movimiento son

(=02 + 0 X*(1,0) = 0, (5.25)
con condiciones de frontera
O XH(1,0) = 0, X" (1,0 =m) = 0. (5.26)
Observar que estas condiciones son invariantes ante Poincaré pues
Do X sm0m = O X" + 0 omin = A0, X g = 0. (5.27)

Finalmente, para cuerdas abiertas con condiciones de Dirichlet X* permanece cons-
tante en la frontera, esto es, o, X*(1,0 = 0) = X} y X*(r,0 = m) = X/. Esta
igualdad vuelve a anular los sumandos en la integral de (5.21), de modo que las
ecuaciones de movimiento vuelven a ser

(=0 + 02)XH(1,0) =0, (5.28)
con condiciones de fronteras

XMr,0=0)=X}, X"r,o=m =X\ (5.29)

™

Sin embargo, a diferencia de las condiciones de Neumann, estas condiciones de Di-
richlet no preservan la invariancia bajo Poincaré:

(X omom = (@X" + 0 gmor = alXE, + b # XL (5.30)
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Notemos que podemos combinar las condiciones de Neumann y Dirichlet para una
misma cuerda abiera, esto es, si tomamos las condiciones de frontera de Neumann
para p+ 1 dimensiones en el espaciotiempo de fondo y condiciones de Dirichlet para
las restantes d —p+ 1 conseguiremos satisfacer que los sumandos en (5.21) se anulen
para toda p € {0,...,d} pero ademés notamos que los extremos de la cuerda viven
en un objeto p dimensional del espaciotiempo, en el contexto de teoria de cuerdas
decimos que viven en una D,-brana.

Hemos visto que bajo las tres distintas condiciones de frontera las ecuaciones de
movimiento son las mismas. Para obtener las ecuaciones de movimiento de la métrica
intrinseca tomemos la variacion de la accion (5.16), previo a fijar la norma plana, e
igualemos a cero, lo que conduce a [9]

1
Top = _§ha5m5a,yx 05+ 0, X - 05X =0, (5.31)

y fijando la norma de métrica intrinseca plana se obtienen las siquientes constriccio-
nes

1 - :
O:T00:T11:§(X2+X/2), OZT[H:TH):X'X,. (532)

Para resolver las ecuaciones de movimiento conviene introducir las coordenadas de
cono de luz para la hoja de mundo

ot =1+o0, (5.33)

que implican
1 1
T = §(U++J_), o=—(ct—07). (5.34)

Las derivadas en este sistema coordenado se vuelven

||
®
e

Op = 0p+ = %(87 +0,), 0 =0, (5.35)

v la métrica pasa a ser
110 1

Finalmente, las ecuaciones de movimiento (9, — 92)X* = 0 en las coordenadas del
cono de luz son

0,0_X* =0, (5.37)

mientras que las constricciones toman la forma
T++ - 8+X,LL8+X” — O7 Tff - anuanu — O (538)

Estas son las tres ecuaciones de movimiento que se tienen que resolver.

La solucion més general para los campos X# (0", 07) esta dada por una combinacion
lineal de dos funciones que dependen solamente de una coordenada en el cono de luz,
Xt(ot,07) = X§(07)+X}(07), que en términos de nuestras coordenadas originales
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pueden pensarse como ondas derechas e izquierdas propagandose, y mediante las que
tendriamos
Xt =XE(r—o)+ X/ (1 +0). (5.39)

El siguiente paso es considerar las distintas condiciones de frontera que tenemos y
expandir en modos. Para la cuerda cerrada, la condicion X#(1,0 + 7) = X*(1,0)
otorga la siguiente expansiéon en modos

i x 1 i 1 —2inm(T—0
Xp=5 553(7—0)17“*5[625%6 e mel,
n#0
Xt =Dt QB+ LY e ) ez (540)
n;ﬁO

con zf una constante que corresponde al centro de masa de la cuerda, p* otra
constante que en este caso corresponde al momento total de la cuerda. o, y &, son
los modos constantes de la cuerda para cada n # 0, [, = cte es la longitud de la
cuerda tal que T = 1/(27a’) con o/ = [2/2.

Como X* debe ser real, i.e. (X*)* = X* tenemos que z* y p" deben ser reales,
ademés de tener
ot = ()", at, = (ah)”. (5.41)

La cuerda abierta con condiciones de frontera de Neumann implica que la derivada
con respecto a o del campo evaluada en o = 0,7 sea cero, J,X*(1,0)]s, = 0. La
solucion mas general conduce a la siguiente expresion

1 )
X1, 0) ="+ l.pt +il. E —ah e cos(mo), m € Z. (5.42)
m
m##0

Para concluir, la cuerda abierta con condiciones de frontera de Dirichlet asume que
los valores en la o = 0, 7 son constantes, X*(1,0 = 0) = X} y X*(1,0 = m) = X¥,
de modo que el campo queda dado por

X*(r,0) =y + — ( —xp) + il Z —a“ "7 sin(mo), meZ. (5.43)
m;ﬁO

El Hamiltoniano esta dado por
H= / do (Xupﬂ - E) , (5.44)
=0

donde P* es el momento canoénico conjugado, P*(71,0) = % = T.X*", considerando
que el Lagrangiano estd dado por la accion de Polyakov con norma de métrica

intrinseca plana. Con esto la expresiéon del Hamiltoniano es

“ ) 1 . T. [T )
H = TC/ do (X2 - 5(X? — X/2)> = 5/ do <X2 + X’2> : (5.45)
o=0 o=0
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La expresion para el Hamiltoniano es valida para cuerdas abiertas y cerradas. Para
expresar al Hamiltoniano en términos de una cuerda abierta o cerrada deberemos
volcar las expresiones en expansion de modos que hemos encontrado. Asi, por ejem-
plo, para la cuerda cerrada tendremos que

H= > (a,- 0y +0a_y ay) (5.46)
donde hemos definido ag = @ = l.p* /2y o+ f = a,, 5"
Para la cuerda abierta la expresion del Hamiltoniano es
p-ly (5.47)
=3 A_p - O, .
2 n=-—oo
tal que ag = ag = I.p*.

Ahora pasemos a explorar el tensor de energia momento en términos de la expansiéon
en modos de la cuerda cerrada, pudiendo construirse el de cuerda abierta de forma
analoga. Los componentes del tensor de energia-momento estan dados por

T__ = (anzlfz)Q’ Tyy = (8+Xf)2,
T, =T, =0. (5.48)

Introduciendo la expansiéon en modos en estas ecuaciones obtenemos que [114]

T =2l f: Lme_Qmm(T_a)7

Tiy =2l Y Lye ™m0, (5.49)
Definiendo
Lo=1
m — = Oy * Oy
2 n=—oo
_ 1 = ~
L, = 2 e, * Oy, (5.50)

La promocién de estos elementos a operadores resultaran de mucha importancia
en la obtencion de estados fisicos, situacion que estudiaremos en breve. Con estas
relaciones es posible expresar al Hamiltoniano en funciéon de L,, y L,,; para la cuerda
cerrada encontramos que

H= > (a_y-an+a_y ay) =2(Lo+ Lo), (5.51)

n=—oo
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mientras que para cuerdas abiertas

1
H=2Y" o, a,=L (5.52)

Haciendo uso de las constricciones (5.32), T,5 = 0, corresponde a que L,, = 0 = L,.

Antes de pasar al proceso de cuantizacion es conveniente observar las relaciones
clasicas que se obtienen del estudio de los parentésis de Poisson y que seran el
ingrediente esencial en la promocion a operadores. Los paréntesis de Poisson para el
campo X*(1,0) y su momento candnico conjugado obedecen

{P*(1,0), P"(1,0")} = 0= {X*(1,0), X"(1,0")},
{P*(1,0),X"(1,0")} =n"d(c — o'). (5.53)

Mismos que, en términos de la expansion en modos, conducen a [99]

{ah,, an} ={af,, ap} = im™ bino;
{af,. an} =0, {a",p"} = in™". (5.54)

Una de las consecuencias de estas relacioens es que permiten que el conjunto {L,,},
m € Z, forme un algebra bajo el producto

{Lum, Ly} = i(m = n) Ly, (5.55)

dado por los paréntesis de Poisson. A esta algebra se la conoce como el dlgebra de
Witt o dlgebra cldsica de Virasoro |89).

El proceso de cuantizaciéon canénico para la cuerda, al igual que el descrito con

anterioridad para los campos, implica la promocién del campo X*(7,0) y de su
momento candnico conjugado, P*(T,0) = a‘ié = W—;X“, a operadores mediante el
cambio de sus paréntesis de Poisson por relaciones de conmutacion, mismas que se

pueden presentar en términos de x*, p*, ot y &t de la siguiete forma [99]:

v

(6, A ) = M o, @

(" av] =0, [z, p"] = M. (5.56)

n

tomando unidades naturales.

Al definir los operadores aj, = —=dh, v aljf = \/Lmé/ﬂm para m > 0 entonces se
satisfacen
[&ﬁw dZT] = [afnu (_llr/L] = n#”émm? m,n > 0. (557)

Esta es la misma estructura de operadores de creacion y aniquilaciéon que ya hemos
estuadiado, salvo por el caso © = v = 0 en el que obtenemos un signo negativo,
debido a n° en la métrica

[@°,, 0% = —6pm, (5.58)

m)'n

veremos que esta expresion conlleva a la obtenecion de estados con norma negativa
en nuestra teoria.
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El siguiente paso es definir el estado base |0) como aquel que es aniquilado por todos
los operadores a¥,, esto es,

A 0=0),  m>0, (5.59)

m

v todos los estados del espacio de Hilbert se obtienen al hacer actuar los operadores
a“t sobre el estado base

@) = @l aknt|0; k#) (5.60)
que son eigenestados del operador de momento p*: p* |p) = kH | ).

Como comentabamos, en nuestra teoria existen estados con norma negativa, por
ejemplo, si |) = a’1|0; k#), para m > 0, entonces

[ ) 2 = (0] ai, ! [0) = (0] [a, @] [0) = — (0]0) - (5.61)

m m

Donde por definicion se toma (0]0) como positivo. Estos estados de norma negativa
son un problema pues no son fisicos y debemos encontrar una manera de identificar-
los. Para lograrlo debemos imponer condiciones a nivel cuéntico y es lo que vamos
a mostrar a continuacion.

Dado que los modos a se han vuelto operadores a raiz de nuestro proceso de cuan-
tizacion, también debe ocurrir asi con los L,,. Sin embargo, no basta con tomar
la expresion clasica que hemos dado en (5.50) sino que debe incorporarse el orden
normal' de los operadores, esto es

(e 9]

.1
Ly =3 > gl (5.63)

n=—oo

En virtud de las relaciones de conmutacion que tenemos para los operadores A&,
obtenemos las relaciones de conmutacion para operadores L,, dadas por

~

[Lons L] = (m — 1) Ly + im(m2 — 1)dm.—n, (5.64)

12

donde ¢ se conoce como la carga central [103]. Para el caso de la teoria de cuerdas
bosonica ¢ es igual a la dimension del espaciotiempo de fondo [114]. Observemos
ademés que para m € {—1,0,1} se forma un subélgebra de SL(2,R), es decir, el
conjunto {i,l, ﬁo, il} es un algebra donde las relaciones de conmutacién dejan de
lado el sumando que involucra a c:

~

[Lon, Ln] = (m — 1) Lyt (5.65)

Clasicamente hemos visto que Ly = 0 debido a que al solicitar que le tensor de
energia-momento sea cero debe ocurrir que L,, = 0 para toda m, sin embargo, al
cuantizar la teoria perdemos la capacidad de extrapolar la idea a ﬁo, o equivalen-
temente a Ly |¢) = 0, para todos los estados fisicos, pues hemos impuesto un orden

1

&; - & cuandoi <j
Definimos orden normal : : como :&; -G, : = { B =7 (5.62)

Gj - G&;  cuando ¢ > j
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normal a estos operadores. Entonces, después de cuantizar lo mejor que podemos
decir es que la condicién pasa a ser

(Lo —a)|¢) = 0. (5.66)

con a una constante. A esta condicion se le conoce como condicién de capa de masa
para la cuerda abierta. Mientras que para la cuerda cerrada tendriamos

(Lo—a)|¥) =0,  (Ly—a)|¢) =0, (5.67)

con L el operador correspondiente al generador clasico L.

Clasicamente hemos dicho que L,,, = 0 para toda m, y que la situacion deja de ser
valida para Lo. Veamos que sucede con L,, si m # 0. Si pedimos que L, lp) =0

para m # 0 debe ocurrir que o
[Lins L] |6) = 0, (5.68)

usando las relaciones de conmutacion se sigue que

(m = 1) Lynn |6) + 12m(m D)0 |6) =0 = 1—02m(m2 — D)0 |6) = 0. (5.69)

De modo que si ¢ # 0 debe ocurrir que m € {—1,0, 1}, es decir, si queremos que
Ly |¢) = 0 entonces debemos restringirnos al subélgebra {L_y, Ly, Li}. En vez de
pedir esta restriccion impondremos que los estados fisicos queden caracterizados por

Linso|6) = 0 = (¢ Lf,~o, (5.70)
y que cumpla la condiciéon de capa de masa
(Lo—a)|¢) = 0. (5.71)

Tenemos que el espacio de Fock esta generado por los estados dados en (5.60). A
dicho espacio debemos imponer las constricciones (5.70) y (5.71).

Sin embargo, dentro de este subconjunto de estados todavia quedan algunos con
norma negativa, mismos que no queremos sean fisicos pero que podemos remover al
imponer constricciones sobre el valor de a, en la ecuacion (5.71), y también sobre
la carga central ¢ del algebra de Virasoro. Con esta finalidad debemos estudiar los
estados de norma cero que satisfacen las constricciones anteriores.

Decimos que un estado [¢) es espurio si satisface la condicion de capa de masa
(Lo —a) |¢) =0, (5.72)
y es ortogonal a todos los otros estados fisicos
(p|lY) =0, V estado fisico |¢) . (5.73)

En general, los estados espurios pueden ser escritos como [114]:

n=1
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con |§,) algin estado que satisface la siguiente expresion
(Lo — a+n) &) = 0. (5.75)

Ahora, debido a que L_,,, para n > 1, puede escribirse como combinaciéon de L_; y
L_5, la expresion general para los estados espurios pasa a ser

W) = Ly |6) + Ly &) (5.76)

Debido a que un estado espurio es ortogonal a todo estado fisico, si pedimos que
dicho estado sea a su vez fisico debe ocurrir que sea ortogonal consigo mismo, es
decir, |1) tiene norma cero

() = 0. (5.77)
Ahora consideremos un estado espurio de la forma
) = Ly 1&) (5.78)

con (Lo —a+1)]€); = 0¥ Limso|&) = 0, donde la segunda condicion se anade al
considerar que [)) es fisico. Ademds, de esta consideracion, sabemos que [1)) satisface
las relaciones (5.70) y (5.71) de modo que, si Ly~ |1) = 0, en particular Ly [¢) = 0,
lo que implica que

0= La(E 1 |6) = (B, L] [€) =20 &) =2(a—1)[&1),  (5.79)

de modo que a = 1. Es decir, si queremos que [¢)) sea un estado espurio y fisico
necesitamos que a = 1.

Para determinar el valor de ¢ tomemos el siguiente estado espurio

W) = (La+vL-1L1) &), (5.80)

con v una constante, que fijaremos al solicitar que el estado sea fisico. Y donde |&5)
obedece las siguientes relaciones

(Lo —a+2)]&) =0, Linso &) = 0. (5.81)

Al pedir que |1} sea un estado fisico, debe tener norma cero, entonces debe satisfacer
que Lo |1)) = 0y, en particular, Ly |1) = 0. Esto implica que [114],

3

0=Li(Ly+yLaLoy)|&) = (B3=29) Ly &) = v = 3 (5.82)
Finalmente, como tiene que ocurrir que Lo |1} = 0 entonces,
0= Lo(bos+~yL L) &) = (- - 13) 16) = ¢ = 26. (5.83)

Segin lo visto, para evitar considerar a los estados de norma negativa en nuestro
espacio de Fock, debemos tomar las constantes segiin a = 1, v = 3/2 y ¢ = 26.
Recordando que la carga central ¢ coincide con la dimensiéon del espaciotiempo de
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fondo, los resultados hallados implican que nuestra teoria debe situarse en un espa-
ciotiempo de 26 dimensiones.

Analicemos el espectro de masa de los estados fisicos y comencemos con la cuerda
abierta. La formula de masa en este caso es la siguiente [85]

o M? = COQp Gy —a=N—a (5.84)

n=1

N:i:d_n-dn::in:&jl-&n: (5.85)
n=1 n=1

Este operador nos permite obtener el espectro de masa respecto al valor de n: para
n = 0 tenemos un estado |0; k*) cuya masa esta dada por o’ M = —1, un taquion.
Para n = 1 nos encontramos un estado vectorial bosonico, bajo SO(24), o’ , |0; k")
que es no-masivo. Finalmente, para n = 1 tenemos el primer estado con masa po-
sitiva, en concreto los estados son o', |0;k*) v o' o’ | |0;k*) con o/M? = 1. En
total son 324 estados, igual a la dimensiéon de la representacion tensorial simétrica
sin traza de SO(25), en este sentido tenemos un estado masivo de espin 2.

Para la cuerda cerrada uno debe considerar que tenemos modos derechos e izquierdos.
La formula de masa es

A

4 oo o0 R ) N
—/M2:E :d_n-dn:—azg CQ_p 0y :—a=>N—-a=N-—a (5.86)
a

n=1 n=1

El estado base |0; k") tiene masa o/ M? = —4 y se trata nuevamente de un taquion.
Para n = 1 existen 24> = 576 estados de la forma

Q) =&’ & (05 k"), (5.87)

correspondientes al producto tensorial de dos vectores no-masivos. La parte de |Q%)
que es simétrica y sin traza transforma con ¢, j bajo SO(24) como una particula no
masiva de espin 2, un graviton. El término de traza d;; |2) es un escalar no masivo
y que se conoce como dilatén, por Gltimo el término antisimétrico |QY) = — |Q7F)
transforma bajo SO(24) como un tensor antisimétrico.

Observar que todos los estados de cuerda abierta y de cuerda cerrada son multipletes
de SO(24) o de SO(25) dependiendo de si son estados no-masivos o masivos, res-
pectivamente. Esto es debido a que un estado masivo podemos transformarlo bajo
Lorentz a un marco de referencia donde tome la forma

|E,0,...,0). (5.88)
25 veces

El grupo de transformaciones que dejan este estado invariante es el grupo de rota-
ciones en 25 dimensiones, es decir, el grupo que no cambia la velocidad del estado
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esta dado por SO(25), de modo que el estado masivo corresponde a alguna represen-
tacion del grupo de rotaciones SO(25). En cambio los estados no-masivos podemos
llevarlos, en el caso més sencillo, bajo Lorentz, a la forma

|E,E.0,...,0). (5.89)
24 veces

de modo que el grupo que lo deja invariante esta dado por SO(24). De aqui que los
estados no-masivos correspondan a una representacion de SO(24).

5.1.1. Teoria de Supercuerdas

La teoria de cuerda bosoénica que hemos revisado hasta ahora es insatisfactoria en, al
menos, dos situaciones. La primera de ellas es que incluye estados que representan
un campo escalar de masa al cuadrado negativa, taquiones, segiin observamos al
final de la seccion anterior. La segunda cuestion es que el espectro de cuerda abierta
y cerrada no incluye fermiones, mismos que son esenciales en la descripcion de la
naturaleza y donde se incluyen los quarks y leptones del modelo estandar.

De la seccion 3.6 sabemos que al considerar supersimetria en el espaciotiempo lo-
gramos incorporar grados de libertad fermionicos en la teoria. Para incorporar su-
persimetria a la teoria de cuerdas existen basicamente dos formas: la primera de
ellas y la que dedicaremos nuestra atenciéon posterior, es el llamado formalismo de
Ramond-Neveu-Schwarz (RNS), que introduce la supersimetria a nivel de la hoja
de mundo. El segundo, el formalismo de Green-Schwarz (GS), considera la supersi-
metria a nivel de un espacio de Minkowski 10 dimensional y puede generalizarse a
otras geometrias.

En el formalismo RNS deben adicionarse a la teoria de cuerdas en d dimensiones
espaciotemporales d campos fermionicos libres U#. Los campos V¥ (7, o) son campos
espinoriales de dos componentes

_ |7, 0)
V(7 0) = L/’i(ﬂ U)} . a€{+ -}, (5.90)
donde llamamos a ¢/ (7, o) la componente quiral positiva del espinor U#(7, o), mien-
tras que Y (7,0) es la componente quiral negativa. Veremos que estos espinores
describen fermiones viviendo en la hoja de mundo. Oberservemos que los campos
Y# (T, o) transforman como vectores bajo las transformaciones de Lorentz en el es-
paciotiempo de Minkowski d dimensional.

Ahora, un requisito de la supersimetria es tener el mismo numero de grados de
libertad bosoénicos y fermionicos, en nuestra teoria esto se traduce en tener el mismo
nimero de campos V¥ que de campos X*.

Incorporemos estos nuevos campos a nivel de la accién; anadimos a la acciéon de
Polyakov los términos correspondientes a la accion de Dirac para los d campos
espinoriales ¢* libres [114]:

1 1 _
S =5+ Sr = —2—/de0 Ou XM0“X,, — Py /deU U0 (W),  (5.91)
0

™
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donde p*, a € {0, 1}, son representaciones 2 dimensionales de las matrices de Dirac
v que asumiremos en la base de Dirac:

P’ = (g _01> . opl= ((1) (1)) . (5.92)

Notemos que cuando las matrices de Dirac tienen componentes reales, como aqui,
llamamos a esta representacion como representacion de Majorana para las matrices
de Dirac [81]. Ademés, en la representacion de Majorana puede imponerse esta
condiciéon de componentes reales para los espinores [114],

(ITC = (U 1ip?, (5.93)

donde C' es una matriz de 2 x 2 conocida como de conjugaciéon de carga. Encontramos
entonces que los espinores anadidos son de Majorana:

(VE)" = 9. (5.94)

Clasicamente, los espinores de Majorana son funciones con dominio en la hoja de
mundo cuyo codominio debe obedecer las siguientes relaciones de anticonmutacion

{UH 0} =0. (5.95)

La accion (5.91) tiene una simetria global que relaciona los campos de la siguiente
forma

GXH = euH,
JUH = p®0, X e, (5.96)

con € un espinor de Majorana constante e infinitesimal:

€_

€= [ ] : (5.97)
€+

con €_ y e, numeros reales e infinitesimales. De modo que € esta definido como

E=€lip.

La simetria dada en (5.96) mezcla los campos escalares y espinoriales de la hoja
de munto, y como éstos resultan en los grados de libertad bosoéniocos y fermioni-
cos, es en este sentido, una supersimetria. La accion (5.91) resulta, entonces, una
teoria supersimétrica llamada teoria de supercuerda RNS. Observar también que las
transformaciones supersimétricas, susy?, son globales pues € no es dependiente de
las coordenadas de la hoja de mundo.

Sustituyendo en la acciéon (5.91) las expresiones que hemos encontrado en términos
de coordenadas en el cono de luz de la hoja de mundo tenemos [114]

™

1
S :—/d0+do_ 0+ XMoo, 0")0_X,(07,07)

2Por sus siglas en inglés.
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+ % /d0+d0_ (W (0™, 0M)0L(W)ulo™, o) + ¢ (07,07)0_(¥s) (0™, o))
(5.98)

Dado el término correspondiente a los fermiones observamos que las ecuaciones de
movimiento en las coordenadas del cono de luz son

Dt =0, Dt =0, (5.99)
describiendo ondas moviéndose a izquierda y derecha, respectivamente.

Debido a que la supersimetria es una simetria global de la hoja de mundo, por el
teorema de Noether [77,99], tiene asociada una corriente conservada, llamada su-
percorriente de la hoja de mundo. Para obtener la expresion de esta supercorriente
procedemos a variar la acciéon en términos de las coordenadas del cono de luz, omi-
tiendo los indices de Lorentz:

55 = % / do*do (20, (0X)D_X + (50 )b + iy 0y (5_) + (+ ¢ —))
(5.100)

al introducir la transformacion supersimétrica e_ tenemos que el integrando pasa a
ser [114]:

284. (i€_1/1+)8_X + 28+X8_<—Z'€_1/1+> + i(28+X€_>8_¢+ + i¢+3_ (28+X€_) (5101)
ignorando derivadas totales encontramos que es igual a
2'l>€7a, (1/}+8+X) (5102)

Sustituyendo en la expresion (5.100)

55— 2 / do*do e 0 (10,0, X), (5.103)
T
que al integral por partes
A
5S = ?Z dotdo™ (0_e_)(¢.0.X). (5.104)

De modo que la supercorriente asociada a la transformacion e_ es

Y )

je = V40 X, (5.105)
de forma analoga la supercorriente asociada a la transformacion e, es

jo = rI_X,. (5.106)

La siguiente corriente conservada de la teoria RNS es la correspondiente simetria
bajo traslaciones, es decir, el tensor de energia-momento, cuya expresion es [114]

1= 1-
Top = 0 X"0s X, + Z\IJ“paQB\DN + Z\If“pgaallfﬂ — traza, (5.107)
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que en términos de las coordenadas del cono de luz adopta la siguiente forma

1 )
Ty =0+ X,0. X" + §¢iﬁ+(¢+);u T =0_X,0-X"+ 5@053—(@/}—)#,
T, =0="T, . (5.108)

Anteriormente, habiamos visto que las constricciones de Virasoro estaban dadas por
T.,.=0=1T__, (5.109)

constrinendo todas las componentes del tensor de energia-momento a ser cero. Este
resultado a su vez implicaba que, clasicamente, todos los generadores de Virasoro,
L,,, sean cero, en particular Ly = 0. Sin embargo, en el proceso de cuantizaciéon
observamos que, para la cuerda abierta, lo mejor que puede decirse es que (Lo—a) |¢),
con a dado por el orden normal. Esta es la condicién de capa de masa y para evitar
la aparicion de estados con norma negativa debimos tomar a = 1 y la carga central
del algebra de Virasoro, ¢, igual a la dimensiéon del espaciotiempo de fondo como
¢ =d = 26. En la teorfa RNS tenemos las constricciones de Virasoro analogas, dadas
por

T,,=0=1T__, jr=0=7_. (5.110)

Veremos que estas constricciones, al igual que en la teoria de cuerda bosoénica, con-
ducen a la eliminaciéon de estados con norma negativa.

Procedamos ahora a cuantizar la teoria RNS, y comencemos por obtener las condi-
ciones de frontera para los campos fermidnicos y su correspondiente expansion en
modos. Escribamos primero la accion de la siguiente forma

1
S :—/drda 0 X", 01)0_X, (07, 0")

™

+ % / drdo (?ﬂﬁ(cf, 0)04(W-)ulo™,0") + (07, 07)0_ — (Vi )ulo™, U+))
(5.111)

y centremonos en estudiar la parte correspondiente a los campos fermionicos

Sp ~ / drdo (h_ 00— + 1.0 1) (5.112)

La variacion de la accidon otorga la siguiente relacion

55k ~ / A7 (-8t — 1 5004 o — / dr (-8t — 1004 lomo. (5.113)

Y al igual que antes, queremos que los sumandos de términos a la frontera sean cero.
Estudiamos primero que sucede con las cuerdas RNS abiertas. Para este caso, los dos
términos de frontera de la expresion anterior deben ser cero de forma independiente
y esto se consigue al pedir que

P = ¥, o=0,m. 5.114
+
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La eleccion de qué signo considerar en ¢ = 0 es por convencion

P lo=0 = Y2 |s=0. (5.115)

Pero dicha decisiéon pone en relevancia la eleccion de que signo tomar en o = 7.
Las dos posibles opciones, que llamaremos sectores, son las siguientes: en caso de
considerar que en la frontera o = 7 se tome el signo positivo, es decir,

Y lomr = Y2 o= (5.116)

diremos, en este caso, que los campos fermidnicos se encuentran en el sector de
Ramond. Recordar que los campos ¢ obedecen las siguientes ecuaciones de movi-
miento

oyt =0, Ot =0, (5.117)

que implican que ¥ =¢_(07) y ¥y = 1, (07). Al imponer la condiciéon de frontera
de Ramond, (5.116), obtenemos la siguiente expansion en modos [114]

quo_ Zd,u —in(r—0)

nEZ

W (T, 0) Zd“ —in(r+o), (5.118)

nEZ
donde, debido a que el espinor ¥ es de Majorana, implica que d”,, = (d*)T.

La segunda posibilidad para satisfacer la expresion (5.114) es tomar

wi‘(f:w = _¢/i|cr:7r- (5119)

A este sector se le conoce como de Neveu-Schwarz y conduce a la siguiente expansion
en modos [114]

,gbll(,r O_ b[,b —’LT‘T O'
75 2

TEZ+1/2

Y (7, 0) Z bre (o), (5.120)

T€Z+1/2

Una vez analizado el caso de la cuerda abierta en RNS pasemos a estudiar el caso de
una cuerda cerrada. Las condiciones de frontera para la cuerda cerrada otorgaran,
como antes, dos conjuntos de modos llamados izquierdos y derechos. Una vez més
hay dos posibles condiciones de periodicidad que pueden cumplirse

UA(7,0) =+ (7,0 + 7). (5.121)

El signo positivo describe las condiciones de frontera periddicas, también llamadas
de Ramond o condiciones de frontera R. Mientras que el signo negativo describe las
condiciones de frontera antiperidédicas, de Neveu-Schwarz o condiciones de frontera
NS [114]. Observar que estas condiciones se pueden imponer a los modos derechos
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e izquierdos de forma independiente. Esto conduce a dos elecciones en la expansion
en modos para los campos izquierdos:

Yi(r,0) Y diem o), Yh(ro) Y bhe o), (5.122)

nez rezZ+1/2

donde la primera expansion corresponde al sector R y la segunda al NS. Anéloga-
mente, para los campos derechos

G(r,0) D e gt () Y e ), (5.123)

nez r€Z+1/2

Prosiguiendo, al igual que en la cuerda bosoénica, la solucion de cuerda cerrada es
la suma de las constribuciones del modo derecho y el izquierdo. Como en este caso
tenemos dos opciones para cada uno de ellos resultara que la contribucién espinorial
de cuerda cerrada conforma cuatro sectores, el sector R-R, el sector R-NS, el NS-R
y, finalmente, el sector NS-NS.

Con lo que hemos visto estamos en posicion de comenzar el proceso de cuantizacion.
Para ello promovemos los modos a y &, provenientes de los campos bosénicos X*,
y los modos b, b, d y d, que hemos encontrado en la expansion de los campos V¥, a
operadores con las siguientes relaciones de conmutaciéon o anticonmutaciéon

[@g@? OA‘Z] = [Oi"umv &Z] = m5m,—n77“y,
{0, 50 = (0,02 = 6, ™
{de, v} = {di, 2} = O™, (5.124)

con todos las demés relaciones, por ejemplo [G4 BZ], siendo cero. Notemos que de-
bido a la aparicion de la métrica 7,, en las relaciones algebraicas anteriores, las
componentes temporales de las oscilaciones bosonicas y fermiénicas dan lugar a es-
tados con norma negativa. Veamos como usar las constricciones de Virasoro para

remover estos estados de forma explicita en el caso de la cuerda abierta.

El siguiente paso es definir el estado base de cuerda abierta en la teoria RNS; debido
a que tenemos dos sectores de cuerda abierta tendremos que definir dos estados
base [114], uno para el sector de Ramond, |0) , definido por

a0y, = d" 0), = 0 m >0, (5.125)
y otro para el sector de Neveu-Schwarz, |0) ¢, donde
Q" 10) yg = 0 10) yg =0 m,r > 0. (5.126)

Los estados excitados se encuentran mediante la accion de los operadores de modos
negativos y que constituiran los operadores de creacion de la teoria.

Los dos estados base que hemos definido tienen algunas diferencias. Para el sector
NS, el estado base es tnico y corresponde a un estado de espin 0, un bosén, en
el espaciotiempo de fondo. Debido a que los modos o y b* transforman bajo una
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transformacion de Lorentz como vectores [9], los estados excitados en el sector NS
corresponden a bosones en el espaciotiempo de fondo. Y como hemos visto en la
cuerda bosonica, el actuar con operadores de creaciéon aumenta la masa del estado.

Para el sector R el estado base es degenerado [114]. Veamos que el operador cf’g puede
actuar sin cambiar la masa del estado pues conmuta con el operador de niimero

definido por [9]

N=> dn-dn+ > rb,-by, (5.127)
n=1 r=1/2

y cuyo eigenvalor determina el valor de M? del estado. Ademaés, el modo d, satisface

el algebra de Clifford salvo por un factor de 2:

{df, dy} = Soon™ =", (5.128)

y como el algebra de Dirac es isomorfa al algebra de Clifford [101], implica que el
conjunto de estados degenerados del estado base en el sector R debe conformar una
representacion del algebra de Dirac. Con ello, el conjunto de estados degenerados
|a), con a un indice espinorial, cumple con

A 1
d’5|a) = EFZZV)), CL,bE {1,...,t}, (5129)
con t el nimero de degeneracion del estado base y donde I'* es una matriz de Dirac.
Esta ecuacion define cémo el modo acttia sobre los espinores, es decir, otorga una
representacion de df en espacio de espinores. A modo de ejemplo tomemos por caso
el que solo tengamos dos valores de a, digamos, + y —, entonces I'* es una matriz
de Dirac de 2 x 2, y la expresion en (5.129) pasa a ser
S | ) e TEON [+
dy P ] = ( PRI . 5.130
ol e ) {1 (5:130)
Como los modos o y d!* transforman como vectores bajo Lorentz, los estados exci-
tados resultantes en el sector R son fermiones espaciotemporales.

Los supergeneradores de Virasoro estan dados por los modos del tensor de energia-
momento, 1,3 y por los de las supercorrientes J*. Cada generador esta conformado
por la contribucién de la parte bosénica y la parte fermiénica de la siguiente forma

A 1 4 ) A A A
L = _/ doe™ T,y = L) + L), (5.131)
™ —Tr
con la contribuciéon bosénica dada como antes por
- 1
LO = 3 % A G m € Z. (5.132)

Por otro lado, la contribucién fermiénica debe separarse en los dos sectores que
tenemos en la teoria. En el sector NS la contribucion esta dada por

S <r n %) by by : m € Z, (5.133)
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mientras que los modos de la supercorriente son
A \/§ " iro - ~ 7
G, = 7/_ €7y =Y Gy bryn (5.134)
™ nez
conr€Z+1/2.

Observar que el operador Ly puede escrbirse como

~

Lo=-&+N (5.135)

DN | —

donde N es el operador de nimero (5.127).

Para el sector R la contribucién fermioénica a los supergeneradores de Virasoro son

R 1 .

ne”

y los modos de la supercorriente tienen la siguiente forma

A 2 L R
j V2 / €My =Y by dyn m € Z. (5.137)

™
nez

El superélgebra de Virasoro de la teoria RNS incluye a los generadores { L, }mez v &
los modos de las supercorrientes. Consecuencia de tener expresiones distintas segin
que sector se esté trabajando, tendremos a su vez dos superalgebras de Virasoro:

La superalgebra de Virasoro en el sector NS consiste en los elementos {L,,, G, } con
meZyreZ+1/2, con las siguientes de relaciones [9]

~

(L, L] = (m — 1) Ly + %m(m2 —1)0m.—n

[f/m, GT] - (% - T) ém-i-r

A . C 1

{G,,G} =2L,4s + 3 (r2 - Z) Sr—s) (5.138)
denotando a la carga central de esta superalgebra por C' y que, como en la cuerda
bosoénica, coincide con la dimension del espaciotiempo [114].

En cambio, la superalgebra de Virasoro en el sector R esta formada por {L,,, F,,},
con m,n € Z y con las siguientes relaciones

[f/my E?L] = (m - n>£m+n + %msém,—n
Ly B3] = (5 = 1) P

C

{F, B} = 2L n + 5 (m?) G, —n, (5.139)
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En la teoria RNS, como en el caso de cuerda bosoénica, lo mejor que podemos pedir
para los suporgeneradores de Virasoro es que aniquilen los estados fisicos cuando
m > 0, y consentir que en el caso m = 0 encontremos una condicién de capa de
masa. Las condiciones para estados fisicos en el sector NS son las siguientes

Golo)=0 r>0
(Lo — ans) |¢) =0, (5.140)

para |¢) un estado fisico viviendo en el sector NS, y con ayg una constante. Puede
mostrarse que la condicion de capa de masa de RNS implica que o’ M = n — aysg,
donde M es la masa del estado |¢) y n es el eigenvalor del operador de nimero.

En el sector R, las condiciones para estados fisicos son:
Lylp)=0 m>0
F l¢)=0 n>0

(Lo —ar)|6) =0, (5.141)

con ag una constante. Observar que las constantes ayg y ag aparecen producto de
la ambigiiedad en el orden normal del operador Lo. Como Ly es diferente segun el
sector tendremos que en general ayg # ag.

Encontremos los valores de ag, ays y de la carga central, C, que remueven los
estados de norma negativa y procedamos como lo hicimos antes: con un estudio de
los estados espurios de norma cero [114]. Comencemos con el sector NS. Para fijar
el valor de ayg consideremos un estado en el sector NS de la forma

|6) = G_1/21€), (5.142)

donde [¢) cumple con las condiciones

£m>0 ’€> = 07 (LO — anNs + ) ’5> =0 Gl/Q |€> ég/z ’£> =0. (5143)

Con esto es suficiente con mostrar que G2 |¢) = Gsj2|¢) = 0 para que el estado
|¢) sea fisico. Vemos que

Gaya |¢) = GspaG_12 ) = 2L112 |€) = 0, (5.144)

haciendo uso de las relaciones de anticonmutacion dadas en (5.138) y de las condi-
ciones sobre |£). Mientras que

Chja2|@) = GryaGorya [€) = 2Lo |€) =2 (aNs — —) €), (5.145)

para que esta expresion sea cero necesitamos que ays = 1/2. Para calcular la carga
central consideremos el siguiente estado

|p) = (G—:&/z + )\é—1/2fz—1> 1€), (5.146)
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y supongamos que el estado |£) cumple lo siguiente
CAfyl/z §) =0, G3/2 €) =0, (Lo+1)[¢) =0, (5.147)

Asi que, como antes, necesitamos que él/g |¢) = 0y que ég/g |¢) = 0. Para la primer
condicién tenemos que

é1/2 |p) = <é1/2é—3/2 + )\G1/2é71/2z—1> 1£) (5.148)

que mediante las relaciones de conmutacion del superalgebra de Virasoro en el sector
NS obtenemos

Giyald) = (2= NL 1 6). (5.149)
De aqui que A = 2. Para cumplir la segunda condicién necesitamos que la siguiente
expresion sea cero

Claa|6) = (C —2— AN} [6). (5.150)

El valor critico para la dimension del espaciotiempo de fondo en este caso es d =
C' = 10. Resumiendo, para remover los estados de norma negativa en el sector NS
es necesario que ays = 1/2 y que d = 10

Para el sector R no es necesario el uso de estados espurios, con la finalidad de obtener
el valor de ar observemos que

{Fy, Fo} = 2Ly = F2 = L (5.151)

que la ecuacion F,, |¢) =0, n > 0 y la condicion de capa de masa que debe cumplir
|@) para ser estado fisico conduce a

(Lo —ag) |¢p) = 0= (FZ —ag)|¢) = 0= ag|p) =0, (5.152)

implicando que ag = 0. Ahora, para obtener el valor de la carga central tomemos el
siguiente estado en el sector R

|6) = FoFq [€), (5.153)

donde |£) satisface A A
Fi[€) = (Lo + 1) |§) = 0. (5.154)

Como queremos que [¢) sea un estado fisico debe cumplir con que F, |¢) =0y con
Ly |¢) = 0 [114], entonces

A 14 P NS 1

Lo = (35 + R ) Pl = 1(C-1016), (5.155)
expresion que es cero solo cuando C' = 10. Las condiciones para remover los estados
de norma negativa en el sector R son fijar ag =0y d = C = 10.

Estudiemos el espectro de masa para la cuerda abierta en la teoria RNS. En el sector
NS la formula para la masa es [9)

Za LOE Z rbl b — (5.156)

r=1/2



5.1. ASPECTOR GENERALES DE TEORIA DE CUERDAS 89

sustituyendo el valor de aygs que hemos encontrado. El estado base es aniquilado
por los modos

AL 105 ERY g = B2 105 k7)Y g = 0, n,r >0 (5.157)
mientras que
ag |0 kM) yg = V20K |0 K7) g (5.158)

con V2o colocado por normalizaciéon. Para obtener la masa del estado base del
sector NS realizamos el siguiente célculo

I A 1
o/ M |0; Hns = Zdz—nd; 103 ) s + Z b by |03 k) ng — ) 10K} s
n=1

r=1/2

1
= 5104 s (5.159)

con esto observamos que la masa del estado base estd dado por o/ M? = —1/2, se
trata de un taquion, situaciéon no agradable pero veremos en breve como lidiar con
ello.

Los estados excitados del sector NS se siguen de hacer actuar los operadores a* | o
b, /2 sobre el estado base. Para obtener el primer estado excitado debemos considerar

la accion de bi_l/2 pues incrementa el valor de o’ M? en 1/2 mientras que &, lo hace
en 1, entonces el primer estado excitado es

by 103 K") s (5.160)

Ahora, debido a que el operador es un vector del espaciotiempo actuando en un
estado bosénico, escalar del estpaciotiempo, el estado resultante es un vector del
espaciotiempo [114].

En cambio, para el sector R la formula de masa es la siguiente:

o/ M =D "a" 6+ ndd, (5.161)
n=1 n=1

mientras que el estado base cumple con

al |0, kMY, = di 105 k*) , = 0, n>0 (5.162)
y R
Fo|0; k"), =0, (5.163)
lo que conlleva a la siguiente expresion
0= Fy|0; k"), = (@a&é > (@ld, + cifn@:;)) 03 K) = Tk 03 K) = |05 K7
n=1

(5.164)
que es la ecuacién de Dirac en espacio de momentos. Ya hemos comentado que el
estado base del sector R no es tinico debido a que el estado base satisface un algebra
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d dimensional, con d = 10, de Dirac. La operaciéon de actuar con los operadores dg no
es méas que multiplicar por una matriz de Dirac 10-dimensional, una matriz de 32 x 32
entradas, lo que conduce a que el estado base es un espinor de 32 componentes. Sin
embargo, en 10 dimensiones es posible imponer condiciones de Weyl y de entradas
reales lo que reduce el nimero de componentes independientes a 16. El estado base
bajo estas consideraciones es un espinor de 16 componentes independientes llamado
de Majorana-Weyl. Este espinor debe cumplir, a su vez, con la ecuaciéon de Dirac,
asi que realmente posee 8 componentes independientes. Concluimos que el estado
base del sector R posee 8 grados de libertad correspondientes a una representacion
irreducible del grupo Sp(8).

Observemos que el primer estado excitado del sector NS es un estado bosoénico con
8 grados de libertad y que el estado base del sector R es un estado fermiénico con el
mismo nimero de grados de libertad, de modo que, si pudiésemos recorrer el espectro
del sector R para que el primer estado excitado sea el estado base entonces la teoria
RNS tendria 8 bosones no masivos y 8 fermiones no masivos en el espaciotiempo
de fondo, de modo que podemos imponer supersimetria a nivel del espaciotiempo,
y no solo en la hoja de mundo. Sin embargo para que la supersimetria realmente
se generalice al espacio de fondo requerimos que el taquion del sector NS tenga su
contraparte en el espectro bosénico, cosa que no ocurre, asi que tenemos que dejarlo
de lado y esto se consigue haciendo uso de la condicion, o la llamada proyeccion,
GSO [85].

Para discutir este proceso definamos un operador capaz de contar el nimero de
oscilaciones generadas por los operadores b en un estado NS, dado por

Fns= Y b0, (5.165)
r=1/2
e igualmente
Fr= Zéiln A;'N (5.166)
n=1

para realizar el conteo de oscilaciones d en un estado R. Mediante estos dos opera-
dores podemos construir otro operador conocido como operador de paridad G; para
el sector NS esta dado por

G = (—1)Pwstl = (L) TR bl bt (5.167)
Mientras que en el sector R adopta la forma

Q _ Fn(_1>ﬁR+1 _ Fll(_l)ZZ":leind%H’ (5.168)
donde I'! esta definida como
rtt=rort...7t (5.169)

que es el analogo diez dimensional de la matriz de Dirac 7° en cuatro dimensiones.

Los espinores que satisfacen
[ UF = vk, (5.170)



5.1. ASPECTOR GENERALES DE TEORIA DE CUERDAS 91

se dice que tienen quiralidad positiva, en cambio, los espinores tales que
Fll\:[j“ - —\IJM, (5171)
poseen quiralidad negativa.

El proceso de proyeccion GSO consiste en, para el sector NS, retener solo los estados
con G-paridad positiva, es decir, la proyeccion GSO contempla en el espectro solo
los estados [€2) que cumplan la relacion

G Q) = (~1)¥sH Q) = |Q) (5.172)

misma que implica )
[=(—1)"nst (5.173)

con lo que la unica forma de satisfacer la condicion GSO es que el estado |Q2) posea
un nimero impar de oscilaciones b, es decir,

Fns|Q)=f1Q).  fimpar (5.174)

Los estados que quedan fuera del espectro son aquellos con un ntimero par de osci-
laciones b, entre ellos el estado base taquionico del sector NS. Puede mostrarse que,
una vez implementada la proyeccion GSO, tendremos el mismo nimero de bosones
y fermiones para cada nivel de masa [114]. Entonces, mediante la implementacion
de la proyeccion GSO, la teoria RNS posee el mismo niimero de grados de libertad
bosonicos y fermiénicos sugiriendo fuertemente supersimetria en el espaciotiempo de
fondo.

En el sector R somos libres de escoger si consideramos en el espectro los estados con
un namero par o impar de oscilaciones d dependiendo de la quiralidad del estado
base. De hecho, el proyectar en el espectro uno u otro conjunto de estados conduce a
diferentes teorias de cuerdas con diferentes propiedades, y que discutiremos en breve
estudiando el espectro de cuerda cerrada.

Una vez estudiadas las cuerdas abiertas de esta teoria recordemos que las cuerdas
cerradas de la teoria RNS poseen modos derechos e izquierdos, y que cada uno de
ellos tiene la posibilidad de tener condiciones de frontera de Ramond o de Neveu-
Schwarz. Debemos, en consecuencia, estudiar los cuatro sectores resultantes: R-R,
R-NS, NS-R y NS-NS. Al igual que en la cuerda abierta, proyectando los estados
con G-paridad positiva en el sector NS remueve el estado de taquiéon. Para el sector
R podemos proyectar indistintamente sobre los estados con G-paridad positiva o
negativa dependiendo de la quiralidad del estado base sobre el que los estados estan
construidos. Dos diferentes teorias resultan de este anélisis, las teorias de supercuerda
tipo ITA y IIB, segtun la G-paridad de los modos izquierdos y derechos en el sector
R es la misma u opuesta, respectivamente.

En la teorfa de tipo IIB los estados base derechos e izquierdos del sector R tienen
la misma quiralidad, por definiciéon positiva. Esto es, los dos sectores R tienen la
misma G-paridad. Si denotamos a cada estado base por |+),, entonces los estados
no-masivos del espectro de cuerda cerrada en la teoria IIB son

)R @[ +)g
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bL1/510) ys @ b1/ |0) s s
bL1/5|0) ys @ [H) g
) @by /5]0) v - (5.175)

Dado que el estado |+), es un espinor con 8 componentes, vemos que cada uno de
los cuatro sectores posee 8 X 8 = 64 estados.

En la teoria tipo IIA los estados base derechos e izquierdos tienen quiralidades
opuestas, que podemos denotar por |+), v |—) 5. Los estados no-masivos de cuerda
cerrada en la teoria tipo ITA son

=) r© )k
gi_l/g 0) v ® 611/2 0) s »
221/2 |O>NS ® |+>R
=) r ® 61‘71/2 10) s » (5.176)

teniendo nuevamente 64 estados por cada sector. Observemos que cada una de las
teorias posee en su espectro no masivo dos gravitinos de Majorana-Weyl, con ello
forman N = 2 multipletes de supergravedad |[114].

Los distintos tipos de estados no masivos de ambas teorfas pueden resumirse de la
siguiente forma. Para el sector R-R los estados son bosones obtenidos mediante el
producto tensorial de dos espinores de Majorana-Weyl. Para el caso de la teoria ITA,
los dos espinores de Majorana-Weyl tienen quiralidad opuesta, por ello se obtiene
un campo de norma vectorial, 8 estados, y una 3-forma, 56 estados. En la teoria
tipo IIB los dos espinores de Majorana-Weyl tienen la misma quiralidad y conducen
a un escalar, 1 estado, a una 2-forma, 28 estados, y a una 4-forma con un campo
autodual, 35 estados. En el sector NS-NS tenemos que ambos espectros, el de tipo
ITA y el de tipo IIB, coinciden y contienen un escalar llamado dilaton, una 2-forma
antisimétrica, 28 estados, llamada de Kalb-Ramond y un tensor sin traza de rango
2, el graviton, 35 estados.

En cambio los sectores NS-R y R-NS contienen, cada uno, un gravitino con espin
3/2, 56 estados, y un fermion de espin 1/2; llamado dilatino, 8 estados. En el caso

de la teoria IIB, los dos gravitinos tienen la misma quiralidad, y opuesta en la teoria
ITA.

Concluyamos el estudio de la teoria RNS realizando un breve resumen. El formalismo
RNS parte de la necesidad de incluir en la teoria de cuerdas a los fermiones, para ello
se impuso supersimetria a nivel de la hoja de mundo. Al extrapolar las condiciones
para estados fisicos que utilizamos en la cuerda bosonica obtuvimos que la dimension
critica del espaciotiempo de fondo es d = 10, y finalmente se removieron los estados
de taquion mediante la proyeccion GSO, obteniendo los espectros no masivos que
hemos estudiado. En particular hemos introducido los elementos no masivos cons-
tituyentes de la teoria de cuerdas cerradas tipo IIB y que es uno de los elementos
méas importantes de la correspondencia hologréfics. Otro de los elementos escencia-
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les corre a cargo del estudio de las llamadas D-branas como objetos dindmicos y su
incorporacion a la teoria de supercuerdas y que discutiremos a continuacion.

5.1.2. D-branas en supercuerdas

Hemos presentado a las D-branas al discutir las condiciones de frontera de la cuerda
abierta, en especifico, al trabajar con las condiciones de Dirichlet. Sin embargo,
las hipersuperficies asi definidas son més que regiones sobre las que anclamos las
cuerdas abiertas y deben, en cambio, pensarse como objetos dindmicos. En otras
palabras, una teoria de cuerdas no es solo una teoria de objetos unidimensionales,
también contiene objetos, denominados branas, de dimensién superior. Dedicamos
este espacio para desarrollar esta idea y mostrar la dindmica de las D-branas para
finalmente ver su comportamiento dentro de la teorfa de supercuerdas.

Las D-branas son objetos dindmicos con masa y como tales son participes de los
efectos de la gravedad. De hecho, debe ser capaz de responder frente a los impulsos
de los distintos campos de fondo; recordemos que en el espectro no-masivo de cuerda
bosonica abierta se encuentran escalares, correspondientes a las fluctuaciones de la
D-brana, y un campo de norma U(1). Debemos encontrar una acciéon que describa
su dindmica.

Si introducimos las coordenadas £%, a = 0, ..., p para la D-brana, podemos escribir
una accion para la dindmica de las D-branas en términos de los campos que viven en
el volumen de mundo de la brana, region del espaciotiempo que define el movimiento
de la brana de igual forma a como se define la hoja de munto con las cuerdas. Los
campos que especifican la posicion de la brana son los campos X#(&), escalares en el
volumen de mundo, y debe tomarse en cuenta la presencia del campo de norma A, (§).
Concentrémonos por el momento en los primeros. De forma totalmente analoga a lo
hecho en la cuerda bosoénica la accion es

S, = T, / e VG (5.177)

donde G = det Gu, v Gy es la métrica inducida en la D-brana y que sabemos se
escribe como

OX" XY
ab — aga aéb

T, es la tension de la D-brana y la dependencia del dilaton e=® = g ! aparece debido
a que esta es una accion de cuerda abierta a nivel arbol [60]. De aqui rescatamos que
la constante de cuerda no es un parametro libre, sino que esta dado por el valor de
expectacion del campo del dilaton ® como g. = €® [84]. En consecuencia, g. varia en
el espaciotiempo. Debido a esto, el hablar de una constante de acoplamiento, como en
la ecuacion anterior, hace referencia al valor del dilaton en el infinito, g. = e®> [99].

G a,be{0,...p}. (5.178)

Sin embargo esta no puede ser la accion que describa completamente a la D-brana
debido a que debe introducirse una dependencia en el campo B, y esto es debido
a su mezcla con las componentes de la métrica, ademés de involucrar al campo de
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norma, propio del espectro de cuerda abierta. Para cumplir dicho propésito notemos
que existe una restriccion en la forma que aparecen los campos B, y A% en la accion.
La combinacion B, + 2wa’ Fy;, puede entenderse de la siguiente manera: en la acciéon
de Polyakov la incorporacion del campo B, como campo de fondo esta dado por un
sumando con la siguiente estructura [114]

B 1
4ol

S

/ d*c /g (1€” By (X)0, X" 0, X") , (5.179)
mientras que A® aparece como un término de frontera de la hoja de mundo

/ a7 A0, X", (5.180)
oM

Asi los campos aparecen en la combinacion [114],

1
B A . 5.181
dma! /M - /aM ( )

Esta accion es invariante ante transformaciones de norma de la forma A, = J,\,
Sin embargo, la transformacion de norma 6 B,, = 0,Xp — OpX Otorga un término de
frontera que debe cancelarse con la transformacion de A tal que A, = —x./27¢/.
Asi que la combinacién By, + 2wa’F,, con F,, = 0,A, — OpA,, es invariante ante
ambas simetrias; esta es la combinacion de A y B que debe aparecer en la accion
con la finalidad de que la invariancia de norma se preserve [9,114].

Con las consideraciones hechas y asumiendo que ninguno de los campos descritos
varia de forma que sus derivadas sean divergentes junto con un espaciotiempo débil-
mente curvado, encontramos que la accion que describe la dinamica de las Dp-branas
es la siguiente [60]

S, =—T, / dPHLE e7®\/det (Gap + Bap + 21’ Fyp). (5.182)

Esta es la accion de Dirac-Born-Infeld donde la tension 7, es la que gobierna el
comportamiento de la Dp-brana frente a excitaciones externas.

Volvamos ahora al estudio de la teoria de cuerdas supersimétrica y pongamos es-
pecial atencién a la teoria tipo IIB. Como sabemos, la teoria tipo IIB vive en 9-+1
dimensiones su espectro bosénico no-masivo corresponde a los campos del dilaton,
graviton y del campo de Kalb-Ramond, esto en el sector NS-NS. Para el sector R-R
tendremos los campos del axion, la 2-forma Cop(2#) y la 4-forma autodual® Cf, ..
Los campos By, Cup ¥ ngcd tienen intensidades de campo asociadas

1 1 1
— — + — +
Hys = 5:0uBusts Gpuo = 50uCosls Cyon = 100 Cn (5.183)
3Decimos que un campo T, ., . es autodual si Ty, n, .. =*Tn, . n, .., donde x denota al

dual de Hodge: T}, ., . = Y2l 73 ) [61]

n! "Ni.MNdg—m
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los paréntesis cuadrados que aparecen indican la antisimetrizaciéon de los indices.
Los campos resultan invariantes bajo las transformaciones de norma

B,, — B, + a[uf,,], Cuw — Cuy + 8[MCV}, ct s Ct 4+ 8[MCVpU]' (5.184)

uvpo nvpo

Por otro lado, los fermiones no-masivos de la teorfa son dos dilatinos A! y A2, y dos
gravitinos £} y &4.

Como ya hemos comentado, todos estos campos estan emparentados entre si por una
supersimetria N' = 2, con dos supercargas de Majorana-Weyl en 9-+1 dimensiones.

Para bajas energias, E << [!, la accion efectiva de la teoria esta dada por
SIIB = Ssugra + So/v (5185)

donde el primer sumando, dominante a bajas energias, es la accion de supergravedad
tipo IIB en 9+1 dimensiones [85]

1
Ssu ra —
g 167G

1
/ 4z /—g {e” (R + 40, D" D — EHWHW)

1 1 v 1 vpo
—iaHCauC — EGH pG‘qu - @GJF” P AGZVpUA}

1
327G

/dlox C* A H A G + fermiones. (5.186)

La constante de Newton G en diez dimensiones en supergravedad I1B puede expre-
sarse en términos del acoplamiento de cuerdas y la longitud de cuerdas como [85]:

167G = (2m)" 213 (5.187)

[

La ecuacion (5.186) estéa escrita en el llamado marco de cuerdas. Mediante la trans-
formacion de Weyl en el espaciotiempo

G () = €*@ g, (), (5.188)
se reescribe la accion (5.186) en el marco de Einstein:

1 1
Ssugra = / Pz /=g (R — 50u20"® — §e_q’HWpH“”p i ) : (5.189)
donde aparece de forma explicita el término de Einstein-Hilbert en 9+1 dimensiones.
El segundo sumando de la accion (5.185), S/, contiene una serie de correcciones en
potencias de I, = vo/ [114].

Cada solucion a las ecuaciones de movimiento asociadas a la accion (5.185) repre-
senta un fondo sobre el cual se pueden propagar las cuerdas. Cuando se considera
un estudio de baja energfa, la contribucion de S, resulta despreciable y los fon-
dos pueden obtenerse como soluciones a las ecuaciones de movimiento de la accién

(5.186).

El espaciotiempo de Minkowski en 9+1 dimensiones es soluciéon de dichas ecuacio-
nes de movimiento y se puede mostrar que este espacio es invariante ante las 32
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supersimetrias de la teoria se supercuerdas I1B, decimos que Minkowski es un fondo
méaximalmente supersimétrico [65].

Para ver como se acoplan las D-branas con los campos de supergravedad es posible
estudiar las amplitudes de dispersion de cuerdas abiertas y cerradas mediante las
cuales podamos generalizar la accion de Dirac-Born-Infeld a la siguiente expresion
[60]

+ T, / dartie (Cp+1 +Cpy A (Bap + (2712 Fyy) + . . ) + fermiones.
(5.190)

Considerando la extension infinita en las direcciones x?, la Dp-brana posee una masa
infinita. Sin embargo, la masa por unidad de hipervolumen es propiamente la tension
de la brana, es finita y esta dada por

1

Como en toda teoria de gravedad, las formas de materia debe interaccionar gravi-
tacionalmente y las D-branas no son la excepcion y su presencia deforma el espa-
ciotiempo alrededor de ella. La métrica asociada a N Dp-branas puede encontrarse
explicitamente al resolver las ecuaciones de movimiento de supergravedad [60,114].
Para nuestro caso de interés, D3-branas en la teoria de supercuerdas IIB, se tiene [19]

ds? = H™ Y2 (—dt?* 4+ do? + da? + da?) + HY?(dr? 4 r?dQ3). (5.192)

La métrica en el segundo paréntesis es la métrica de un espaciotiempo plano en
las direcciones transversas de modo que para una cierta elecciéon de coordenadas
r? =y + -+ y2. La funcion H(r) esta dada por

L4
H(r)=1+ pory (5.193)
donde
L* = 47g.NI2. (5.194)

Dado que las D3-branas se extienden a lo largo de tres direcciones espaciales, su
efecto gravitacional en las direcciones transversales es el mismo que el de una par-
ticula con masa M o NTps. De modo que la métrica (5.192) solo depende de la
coordenada radial r en las direcciones transversales. Para r >> L se tiene que H ~ 1
y la métrica se reduce a un espaciotiempo plano. Observamos entonces que el pa-
rametro L puede ser considerado como una longitud de escala caracteristica de los
efectos gravitacionales de las N D3-branas. Cuando r >> L, estos efectos se vuelven
despreciables, pero son considerables en el limite r << L. Para este tltimo limite la
métrica toma la forma

ds* = ds’s. + L2d3, (5.195)
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donde reconocemos que

2
L2
es la métrica de un espaciotiempo de anti-de Sitter cinco dimensional en las llamadas
coordenadas del parche de Poincaré. Hemos visto con ello que la region de fuerte
atraccion gravitacional la métrica se factoriza en AdSs x S°.

L2
d3,24d55 = —(—dt® + da] + dxi + da3) + —er2, (5.196)
r

Una propiedad de las D-branas que no tiene analogo en la teoria de campos, es la
aparicion de una teoria de norma no abeliana cuando multiples D-branas se acercan
entre si paralelamente, compartiendo todas las direcciones espaciales [60]. Ademés
de los grados de libertad propios de cada D-brana, ahora hay nuevos sectores co-
rrespondientes a cuerdas abiertas que se anclan a diferentes branas. Por ejemplo, al
considerar dos branas paralelas separadas por una distancia r, como lo mostrado en
la Fig. (5.1), tendremos a las cuerdas cuyos extremos terminan en la misma brana
vy, como antes, asocian dos campos de norma no masivos, denotados por (A4,)'; v
(A,)%, con los indices superiores e inferiores denotando donde inicia y termina la
cuerda, respectivamente. Pero se deben considerar también las cuerdas que terminan
en D-branas diferentes, aniadiendo dos campos de norma (A4,)', v (A,)%, que poseen
una masa dada por la tension de cuerda y por la distancia entre branas, m = r/2na,
[ [19]]. Se vuelven no masivos cuando las D-branas se superponen, r = 0. En esta 1l-
tima situacion tendremos cuatro campos de norma no masivos, (Au)ij, i,7 € {1,2},
que son exactamente los campos de norma del grupo de norma U(2). En general,
cuando se toman en cuenta N Dp-branas paralelas superpuestas uno encuentra un
multiplete de campos de norma no masivos del grupo de norma U(N) junto a 9 —p
campos escalares en la representacion adjunta del grupo U(N).

D-brane 1 N D-brane 2
D ’
___’—-ﬂ—
—| \

Figura 5.1: Las cuerdas abiertas pueden anclar sus extremos en D-branas distintas.
Imagen tomada de [19]

Para N D3-branas en la teoria IIB se tiene un espectro no masivo que consiste de
un campo de norma A, no abeliano, seis campos escalares ¢', con i € {1,...,6},
y cuatro fermiones de Weyl, todos en la representacion adjunta de U(N), por lo
que podemos expresarlos como matrices cuadradas de N x N. Considerando solo
derivadas de segundo orden, la accion efectiva de bajas energias para estos modos
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no masivos resulta ser justamente la teoria de super Yang-Mills NV = 4 con grupo de
norma U(N) en 3 + 1 dimensiones. La parte bosonica de dicho lagrangiano puede
escribirse como |19

1 1 1 . ‘ o
L=———Tr(=F"F, +=D,'D"¢'+[¢",¢']" |, (5.197)
9y pmr 4 2

con el acoplamiento de Yang-Mills dado por
Gyar = 47ge. (5.198)

La ecuacion (5.197) es de hecho la parte bosonica del lagrangiano renormalizable
mas general consistente con la supersimetria A/ = 4 [19]. Debido al nimero de
supersimetrias la teorfa posee una funcion beta que se anula [94], en consecuencia,
la constante de acoplamiento es invariante de escala y la teoria resulta conforme. El
lagrangiano recibe correcciones de derivadas superiores pesadas por o £2. El sistema
completo contiene modos de cuerda cerrada que se propagan en el espaciotiempo 10
dimensional y que son capaces de interaccionar con las branas y cuerdas abiertas. La
fuerza de las interacciones de los modos de cuerda cerrada con cualquier otro esté
controlado por la constante de Newton (&, de modo que la constante de acoplamiento
adimensional es GE®. La misma es despreciable a bajas energfas y en este limite las
cuerdas cerradas se vuelven no interactuantes, que es esencialmente la afirmacion
de que la gravedad es libre en el infrarrojo. Interacciones entre las cuerdas cerradas
y la cuerdas abiertas estd determinada por la misma constante debido a que la
gravedad se acopla de forma universal a toda forma de materia. De modo que a
bajas energias las cuerdas cerradas también se desacoplan de las cuerdas abiertas.
Con esto concluimos que a bajas energias el sector interactuante se reduce a una
teoria super Yang-Mills NV = 4 con grupo de norma SU(N) en espaciotiempo plano
en cuatro dimensiones.

5.2. La correspondencia AdS/CFT

Hemos dado en la secci6on pasada dos descripciones equivalentes del conjunto de N
D3-branas. La primera de ella corresponde a una descripciéon de cuerdas abiertas
donde las D-branas corresponden a hiperplanos en un espaciotiempo plano, y sus
excitaciones son justamente cuerdas abiertas cuyos extremos terminan en la brana.
En esta descripcion las cuerdas cerradas se propagan en el espaciotiempo plano fuera
de las D3-branas.

En la segunda vision de las D-branas, que en contraste con la primera podemos lla-
mar descripcién de cuerda cerrada, se hace patente la ausencia de cuerdas abiertas
y las branas corresponden a la propia geometria del espaciotiempo sobre las que
se propagan cuerdas cerradas. En este caso, el limite de baja energia consiste en
concentrarse en excitaciones arbitrariamente pequenas, energéticamente hablando,
vistas por un observador ubicado en la regién asintoticamente plana. Con esto se
obtienen dos conjuntos de grados de libertad, aquellos propagandose en la region
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asintoticamnete plana y los que se propagan en la garganta, Fig.(5.2). En la region
de Minkowski solo los modos no masivos del multiplete en 10 dimensiones sobrevive,
més aun, estos modos se vuelven no interactuantes pues su interaccién es propor-
cional a GEB. Sin embargo, para la region en la garganta toda la torre de modos
masivos sobrevive. Esto se debe a que los modos en la garganta deben vencer un
potencial gravitacional para arribar a la regién asintoéticamente plana, en consecuen-
cia, una cuerda cerrada con energia propia arbitrariamente grande es visto por un
observador en la region asintoticamente plana con energia arbitrariamente peque-
na siempre que la cuerda se encuentre lo suficientemente dentro de la garganta. Al
analizar los modos con cada vez menos energia estos se ubicardn cada vez mas al
interior de la garganta desacoplindose de la region asintoticamente plana. De aqui
que hemos concluido que, en la visién de cuerda cerrada, el sector interactuante del
sistema a baja energia se reduce a cuerdas cerradas en AdSs x S°.

Minkw

Figura 5.2: Sistema excitado en la descripcion de cuerda cerrada. Imagen tomada
de [19]

Estas dos concepciones que hemos presentado son estudiadas, en términos de su
sencillez, en dos regimenes de parametros distintos. Para g.N << 1, se observa
de la ecuacion (5.194) que L << [, es decir el radio que caracteriza los efectos
gravitaciones de la D-brana se vuelve pequeno medido respecto a la longitud de
cuerda, de modo que las cuerdas cerradas sienten un espaciotiempo plano salvo en
la cercania del conjunto de N D3-branas. En este régimen se vuelve ttil la descripcion
de cuerda abierta. En el régimen contrario g.N >> 1 encontramos que L >> [, asi
que el espaciotiempo esta débilmente curvado y la descripcion de cuerda cerrada se
simplifica y esencialmente se vuelve una teorfa de gravedad clésica. La descripcion de
cuerda abierta en este dltimo limite es dificil de estudiar debido a que g./N controla
la expansion perturbativa de la teoria [3].

En resumen, tenemos dos descripciones de un conjunto de N D3-branas, la primera
de ellas corresponde a hiperplanos superpuestos en un espaciotiempo de Minkowski
con cuerdas abiertas ancladas a ellos. El limite de baja energia queda descrito por
la teoria de Super Yang-Mills N' = 4 con grupo de norma SU(N). La segunda
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descripciéon corresponde a un espaciotiempo curvo en el que inicamente las cuerdas
cerradas pueden propagarse. Su limite de baja energia nos conduce a una teoria de
cuerdas cerradas IIB en un espaciotiempo AdSs x S°.

La conjetura natural es que ambas descripciones sean equivalentes, y en particular
su descripcion de bajas energias, estableciendo que |3, 68]

Super Yang-Mills N' = 4 con grupo de norma SU(N)

Teorfa de cuerdas IIB en un fondo AdSs x S (5.199)

De las ecuaciones (5.198) y (5.194) encontramos como se relacionan los pardmetros
de ambas teorias entre si:

_ 912/M L, 1/4
9e = A E = (gyuN)"". (5.200)
También puede darse este par de relaciones en términos de la constante de Newton
diez dimensional: o i I
I8~ aN2’ Z = (912fMN)1/4- (5.201)

Hagamos énfasis en una de las propiedades mas importantes de la correspondencia
holografica y que podemos rescatar de las dos ecuaciones anteriores. Para el limite
planar de la teoria de norma, donde N — oo, y con un acoplamiento infinito, A =
g%y N — oo, encontramos que la correspondencia proporciona una descripcion de
la teoria de cuerdas libre, g. — 0, y que se describe de forma exacta por la acciéon de
supergravedad pues [?/L? — 0; proporcionando una herramienta para explorar la
region de acoplamiento fuerte de la teoria de norma. En contraste, la region A << 1,
N >> 1 de la teoria de norma contiene informacion sobre la teoria de cuerdas

en su espectro débilmente interactuante, g. — 0, en un fondo altamente curvado,
L?)12 << 1.

Toda la discusion precedente relaciona a la teoria de cuerdas con un teoria de norma
a temperatura cero, consecuencia de considerar el estado base de las N D3-branas.
La generalizacion a temperatura no cero corre a cargo de tomar en cuenta los grados
de libertad excitados de las D3-branas a temperatura finita y lo analizaremos en las
secciones siguientes.

5.3. Aspectos generales de la correspondencia holo-
grafica

En la seccién anterior dilucidamos el razonamiento que nos llevo a concluir la relacion
entre una teorfa de norma SYM N = 4 con grupo de norma SU(N) y la teoria de
cuerdas IIB en un fondo AdSs x S°. La teoria de SYM N = 4 es una teoria de norma
supersimétrica maximal en (3+1) dimensiones, cuyo contenido de campos incluye
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un campo de Yang-Mills A, seis escalares ¢', i € {1,...,6} y cuatro fermiones
de Weyl ¢, a € {1,...,4}, todos ellos en la representaciéon adjunta del grupo de
norma. Por otro lado, la métrica del espaciotiempo AdS5 x S® en una cierta eleccién
de coordenadas es

742

2
ds® = T3 hwda’dz” + %er + L2dQ3, (5.202)
con r € (0,00), z* = (t,7), 1, es la métrica de Minkowski en cuatro dimensiones
espaciotemporales y dQ2 es la métrica de una esfera unitaria cinco dimensional. Los
dos sumandos iniciales en la métrica (5.202) correspondientes al espaciotiempo AdSs
cubre lo que hemos llamado el parche de Poincaré. Resulta en ocasiones conveniente
escribir estos sumandos en términos de la coordenada radial 2 = L?/r € (0, 0)

L2
dsaas, = —5 (Nudatda” + dz?). (5.203)
z

Cada rebanada z = cte de AdSs es isométrica a un espacio de Minkowski cuatro
dimensional con x* identificadas como las coordenadas de la teoria de norma. Al
hacer tender z — 0 nos aproximamos a la frontera, en el sentido coordenado, de
AdS5. Mientras que en z — 0o nos aproximamos al llamado horizonte de Poincaré,
donde el factor L?/2? y el determinante de la métrica tienden a cero.

Debido al factor conforme R?/z? frente a la métrica de Minkowski en (5.203), la
energia y las escalas de longitud en las direcciones de x* en AdSs van a estar relacio-
nadas a las de la teorfa de norma via un reescalamiento dependiente de z [3]|. Para
plasmar una imagen clara de esta aseveracion tomemos un objeto con energia Fy ),
y tamano dy,; en la teoria de norma, estas son cantidades medidas en unidades de
las coordenadas t y #. De la ecuacion (5.203) observamos que la energia propia, E,
y la longitud propia, d, del objeto en el bulto son

d— ngM, E= %EYM, (5.204)
donde se hace uso de que la energia es conjugado del tiempo, por lo que tendre-
mos que FE escala de forma opuesta a d. Esto implica que los procesos fisicos que
observamos en el bulto con la misma energia propia pero ocurriendo a distintas
posiciones radiales corresponden a fenémenos distintos en la teoria de norma cuya
energia escala como Eyj; ~ 1/z. En otras palabras, un proceso en la teoria de norma
con energia caracteristica Fyj; debe asociarse a un proceso en el bulto ubicado en
z ~ 1/Eyp [57,68]. En particular, el limite de alta energia (UV), Eyy — oo, en
estas coordenadas corresponde a z — 0, es decir, a la regiéon cercana a la frontera;
mientras que el limite de baja energia (IR), Eyj) — 0, corresponde a z — o0, la
region cercana al horizonte.

La teoria de SYM A = 4 es una teorfa invariante de escala caracterizada por dos
parametros, el acoplamiento de Yang Mils gy s v el niimero de colores N. La teoria
de supercuerdas IIB en AdSs x S° es una teoria de gravedad cuintica en un espa-
ciotiempo maximalmente simétrico caracterizado por la constante de Newton G y
la longitud de cuerda [. en unidades del radio de curvatura L. Las relaciones entre
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estos parametros estan dados por la ecuacion (5.201). En términos de la longitud de
Planck I, tenemos que G ~ I3 y entonces

i 1 12 1

donde A\ = ¢?N ya ha aparecido en nuestra discusion y es el llamado acoplamiento
de ‘t Hooft.

La teoria de cuerdas IIB en un fondo AdSs x S° se desconoce, sin embargo al con-
siderar el limite

le le

75 << 1, 73 << 1, (5.206)

la teoria se simplifica y puede aproximarse de forma efectiva por supergravedad
clasica, que es esencialmente la teoria general de la relatividad acoplada a diversos
campos de materia. Una consecuencia inmediata de considerar el limite (5.206) en
las relaciones (5.205) corresponde a

N>>1, A>>1. (5.207)

Estas relaciones permiten considerar en la teoria de norma el limite planar fuerte-
mente acoplado, descrito entonces por supergravedad clésica.

La razon de una simplificacion tan notable en la teoria de cuerdas puede dilucidarse
de la siguiente forma; consideremos en primera instancia que [, << L?, esto es
equivalente a que m? >> L* o a que T, >> L*, donde L* = 1/L? es la escala de
curvatura carateristica del espaciotiempo donde se esta propagando la cuerda. La
condicion m? >> L* implica que debe omitirse la contribucion de todos los modos
masivos de las cuerdas cuando se consideran procesos de baja energia. Esto es, solo
los modos no masivos, justamente los modos de supergravedad, son relevantes en este
limite. Otra forma de observar este hecho es que en limite [ << L? la naturaleza
extendida de las cuerdas queda oculta y es una buena aproximacién el considerarlas
como objetos puntuales. La expansion en o/, con o’ = [?] incorpora justamente los
efectos asociados al considerar la longitud finita de cuerda en una serie perturbativa,
del lado de la teoria de norma esta expansion corresponde a una en potencias de

1/V\.

Sin embargo, no siempre es conveniente ignorar la naturaleza de objeto extendido de
la cuerda pues para ciertos escenarios, por ejemplo en el contexto de calculos de lazos
de Wilson, la descripcion de ciertas cantidades fisicas requiere de considerar largas
cuerdas tipicamente mas grades que L. En este caso es conveniente tomar la relacion
T. >> L*, esta condicion nos dice que la tension de cuerda es muy grande comparada
con la escala de curvatura tipica del espaciotiempo donde se encuentra la cuerda,
que a su vez implica que las fluctuaciones cuanticas alrededor de la forma clasica de
la cuerda son despreciables. Estas cuerdas elongadas pueden seguir rompiéndose y
reconectandose, pero, entre esos procesos, la dindmica de cuerda esta completamente
determinada por las ecuaciones de movimiento de Nambu-Goto. En estos casos, la
expansion en o incorpora efectos de cuerda asociados a las fluctuaciones de la misma,
suprimidas en el limite A — oo donde la tension de cuerda es infinita. Con esta
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vision, la razon de despreciar los modos masivos corresponde a que las fluctuaciones
de cuerda en una cuerda cuasi puntual son nimios.

En resumen, hemos visto que el considerar el limite fuertemente acoplado en la teoria
de norma corresponde a suprimir la naturaleza extendida de cuerda en la teoria de
cuerdas dual, mientras que el limite de N grande suprime su naturaleza cuéantica.
Cuando ambos limites son tomados simultaneamente la teoria de cuerdas se reduce
a gravedad clasica con un ntmero finito de campos.

Veamos ahora cudl es el papel del espacio S® en la factorizacion espaciotemporal que
hemos obtenido. Dado que S° es un espacio compacto resulta conveniente expresar
a los campos diez dimensionales en términos de una torre de campos en AdS5 como
expansion de armonicos en S° [3,19]. Por ejemplo, para un campo escalar ¢(z, Q) se
puede establecer la siguiente descomposicion:

B, Q) = di()Vi(Q), (5.208)

donde x y Q denotan las coordenadas de AdSs y de S°, respectivamente. Y;(€2) son los
armonicos esféricos de S°. De aqui que para muchos propositos pueda considerarse
la dualidad original (5.2) como una equivalencia entre la teoria de SYM N = 4
fuertemente acoplada y la teoria de gravedad sobre AdSs inicamente.

Después de esta reduccion dimensional sobre S°, la accién de supergravedad puede
escribirse de la siguiente forma

1
N 167TG5

/ d°r (Lgrav + Lonat); (5.209)

donde 19
L=+/—g (R + ﬁ) , (5.210)

es el lagrangiano de Einstein-Hilbert con constante cosmologica negativa A = —6/L2.
Lnat es el lagrangiano de los campos de materia, en el caso general deberan incluirse
en ¢l las torres infinitas provenientes de la expansion en la S® [3].

La relaciéon entre la constante efectiva de Newton cinco dimensional, G5, y su ho-
mologa diez dimensional, GG, puede obtenerse de estudiar la reduccion del término
de Einstein-Hilbert:

1
167G

L5Qs5

dPxd®Q N =
x gi0l10 167G

/d% V—05Rs + ..., (5.211)

donde Q5 = 72 es el volumen de la S%. Esto implica que

G G_ T (5.212)

Gs= 315 5 an®

una vez hecho uso de la ecuacion (5.201).
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5.3.1. Simetrias

Una primera observacion que hay que hacer para ver que esta conjetura de dualidad
estd bien encaminada es estudiar las simetrias de ambos sistemas y comprobar que
son equivalentes. La teoria de norma SYM N = 4 es invariante ante el grupo con-
forme SO(2,4) y ante el grupo SO(6) correspondiente a la simetria R de la teoria
bajo la cual cada escalar ¢! transforma como un vector. Como la teoria es super-
simétrica, se tiene, ademas, invariancia bajo 16 supersimetrias fermionicas, Qf} con
A, € {1,2,3,4}, y bajo 16 supersimetrias especiales, S;? con A, € {1,2,3,4}, que
cierran el supergrupo conforme [3,76].

Del lado de la teoria de cuerdas, las transformaciones que dejan la forma asintotica
de la métrica invariante son precisamente el grupo SO(2,4) x SO(6), el primer
factor hace referencia al grupo de isometrias de AdSs y se corresponde con el grupo
conforme de la teoria de norma. El segundo factor es el grupo de isometria de la S°,
equivalente al grupo de la simetria R. Con esto se ha hecho un empate perfecto con
las transformaciones bosoénicas en ambos lados de la dualidad.

Para el caso de las transformaciones fermionicas podemos observar un fenémeno
similar. Dado que AdSs x S° es una solucion maximalmente simétrica de la teoria de
cuerdas IIB, posee los 32 generadores de las supersimetrias fermionicas que podemos
separar en dos mitades para hacerlas corresponder con aquellas de la teoria de campo.

Con esto hemos observado que las simetrias globales en ambos lados de la dualidad
son las mismas y este hecho sirve de soporte para seguir considerando el estudio de
la conjetura.

5.3.2. Correspondencia campo-operador

Una vez verificada la igualdad de simetrias tornemos a emparejar parte del espectro
de ambas teorias. Motivemos la discusién como lo podemos ver en [?]|. Dado que la
complejidad e importancia de la secciéon presente puede encontrarse un mejor estudio
del mismo en [3,57,69].

Ya hemos visto que la constante de acoplamiento en SYM N =4, ¢%,,, se identifica
con la constante de acoplamiento de la teoria de cuerdas g. salvo una constante. Ha-
biamos comentado brevemente que esta constante en la teoria de cuerdas esta dada
por g. = e?=, con @, el valor del dilaton en la frontera de AdS en nuestro caso. Este
hecho sugiere que el cambiar la teoria norma al modificar su constante de acopla-
miento debe modificar el valor de frontera de un campo en el bulto. Generalizando,
podemos pensar en una deformacion de la teoria de norma dada por

S — S+ /d4x o(2)O(x), (5.213)
con O(z) un operador invariante de norma local, y ¢(z) un posible acoplamiento

dependiente de la posicidén espaciotemporal, es decir, una fuente. El ejemplo dado
para g sugiere que para cada posible fuente ¢ para cada operador local invariante
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de norma O debe existir un campo dual en el bulto ®(z, z), y viceversa, de forma
que su valor en la frontera de AdS se identifica con la fuente segin [3]:

¢($) = q)‘aAds(m) = l% CD(:L‘, Z). (5.214)

Esta expresion solo es valida para campos no masivos, debemos generalizar la ex-
presioén para campos masivos y lo haremos en breve.

Este mapeo biyectivo entre campos en el bulto de AdS y los operadores locales
invariantes de norma en la teoria de norma se conoce como la correspondencia campo-
operador |3|. Los campos y operadores asi emparentados deben tener los mismos
numeros cuanticos bajo las simetrias globales que hemos discutido, sin embargo no
existe una forma general y sistematica de encontrar el campo dual a cada operador.
Por fortuna, existe una restriccion adicional para un conjunto muy importante de
operadores en una teoria de norma, estos son, corrientes conservadas asociadas a
simetrias globales. La fuente A, acoplada a una corriente conservada J,

/ d'z A, (z)J"(z), (5.215)

debe pensarse como un campo externo de fondo, por la relacion dada en (5.214) po-
demos tomarlo como el valor de frontera para el campo dinamico de norma A,(z, z)

en AdS [28].

Un conjunto muy importante de corrientes conservadas en cualquier teoria invariante
ante traslaciones espaciotemporales son aquellas resumidas en el tensor de energia-
momento 7,,. La fuente g,, acoplada a T}, como

/ 44 g ()T (), (5.216)

debe interpretarse como una deformacion externa a la métrica. Segin lo que hemos
discutido, esta deformacion esta asociada con el valor de frontera de la métrica del
bulto g, (z, z). Este hecho nos conduce a una importante conclusiéon general; el dual
a una teoria de norma invariante bajo traslaciones, en donde el tensor de energia-
momento es conservado, debe ser una teoria de gravedad [3,57,76].

5.3.3. Modos normalizables y no normalizables

Para concluir la discusion de aspectos generales de la correspondencia, y previo a
comentar un par de generalizaciones que nos resultaran de particular interés para
nuestro trabajo, trataremos con la relacion que conlleva la dimension conforme de los
operadores en la teoria de norma con las propiedades de los campos en el bulto. Asi
también serd importante analizar la interpretacién de los modos normalizables y no
normalizables, que definiremos més adelante, de la teoria en AdS con las propiedades
de la teoria de campo.

Comencemos tomando un campo escalar masivo en el bulto @, dual a cierto operador
escalar O en la teoria de norma. Aunque hemos hecho énfasis en nuestro interés
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en que la teoria de norma sea cuatro dimensional, para esta discusién permitase
considerar una teorfa de norma d dimensional. Para conllevar esta decision debemos
tomar un espacio AdSzy1. La accion del campo escalar ® en el bulto puede escribirse
como

1
S = -5 /dzddw V=9 ("N 0 POND + m*®?) + ..., (5.217)

donde M, N € {1,...,d + 1} y se ha normalizado el campo ®. La omision de los
sumandos correspondientes a ordenes superiores al cuadratico estan suprimidos por
potencias de 1/N.

Dado que el espaciotiempo del bulto es invariante ante traslaciones en las direcciones
x#, resulta conveniente tomar una descomposicion en modos Fourier sobre estas
direcciones, es decir,

(2, z) / Th (i, ) (5.218)

at z) = e z .
Y (27T>d Y )

donde k -z = nkta” y kB = (w, E), con w 'y k la energia y el momento respecti-

vamente. En términos de esta descomposicién, la ecuaciéon de movimiento para P,

obtenida de variar la accion (5.217), esta dada por

210, (21790,9) — k*2°® — m?L*® = 0, (5.219)

con k? = —w? 4 k% Cerca de la frontera z — 0, el segundo sumando puede ignorarse
y la ecuacion puede resolverse al considerar la forma asintética

®(k,2) ~ A(k)z*> + B(k)2z®, cuando z — 0 (5.220)

d d?
A= 5tV v=4/m2L?+ T (5.221)

la razon de que las constantes de integraciéon A y B tengan una dependencia en k es
consecuencia de requerir que la soluciéon sea regular al interior de AdS, donde z > 0.
Al realizar la transformacion de Fourier inversa obtenemos la siguiente relacion en
espacio de posiciones,

donde,

®(x,2) ~ A(2)292 + B(x)z®, cuando z — 0 (5.222)
con los exponentes reales en ambos sumandos dados por la desigualdad [3,19]

d2

m2L? > - (5.223)
Puede mostrarse que la teoria es estable para cada m? en el rango otorgado por
la expresion anterior, aun cuando para m?L? < —d?/4 existan modos que crezcan
exponencialmente en el tiempo [3|. Es decir, para el espacio de AdS un campo con
m? < 0 no conduce a una inhestabilidad siempre que cumpla con la cota (5.223), y
que lleva el nombre de cota de Breitenlohner-Freedman. Para esta region permitida
debe hacerse otra distincion dada por el intervalo acotado —d?/4 < m?L? < —d?*/4+
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1 y el resto del intervalo. Para el intervalo acotado resulta que ambos sumandos en
(5.222) son normalizables, otorgan un valor finito, respecto al producto interno

(B, Py) = —i/ dzdT\/—gg" (P[0,Dy — $20,P7), (5.224)
¢

donde ; es una rebanada con ¢ constante. Para el resto del intervalo se obtiene que
solo el segundo sumando es normalizable, el primer sumando es un modo no norma-
lizable que afecta el comportamiento en la frontera. Dado que este comportamiento
en la frontera esta dado por A(z), la presencia de este término no normalizable debe
corresponder a una deformacién en la teoria de norma con

S — S+ /ddx A(x)O4(x). (5.225)

Observamos que el término no normalizable determina el Lagrangiano de la teorfa
de norma. En particular, para obtener una fuente finita ¢(x), la ecuacion (5.214)
debe generalizarse para A # d a

O(r) = Bloaas(x) = lim 22D (z, 2). (5.226)

Por otro lado, los modos normalizables son elementos del espacio de Hilbert del bulto.
En concreto, en la cuantizaciéon canénica uno expande a ® en términos de una base de
soluciones nomalizables de la ecuacion (5.219), de donde puede construirse el espacio
de Fock y calcularse los correladores. La correspondencia entre el bulto y la teoria de
norma establece entonces que sus respectivos espacios de Hilbert deben identificarse.
En otras palabras, los modos normalizables deben corresponderse con estados de la
teoria de norma. Esta relacion otorga una herramienta para encontrar el espectro de
excitaciones de baja energia de una teoria de norma fuertemente acoplada [3,58].

Mas atin, el coeficiente B(x) del sumando normalizable en (5.222) puede identificarse
con el valor de expectacion del operador O en presencia del la fuente A(x) |3, 57].
En efecto,

(O(x))y = 2vB(x), (5.227)

en el caso particular de tomar una solucion puramente normalizable, A(zx) = 0,
esta ecuacion otorga el valor de expectacion del operador en la teoria de norma sin
deformar [76].

Las ecuaciones (5.222), (5.225) y (5.226) implican que A debe identificarse con la
dimension conforme del operador de la teoria de norma O dual a ® [3]. Recordemos
que una dilataciéon en la teoria de norma x — Az corresponde a la isometria r — Ax,
z — Az en la teoria de gravedad. Dado que ® es un campo escalar, es invariante
ante este este cambio coordenado, ®'(Az#, \z) = ®(a*, z), lo que implica que las
funciones asintoticas del campo dadas en (5.222) deben transformar como A’(Ax#) =
NA~dA(z) y B'(Ax#) = A=A B(z*). Obteniendo con estas ecuaciones que A(x) tiene
dimension d — A y la dimension de B(x) es A. Con esto, las ecuaciones (5.225) y
(5.226) son consistentes e implican que O(z) tiene dimension conforme A.

Este estudio que hemos hecho alrededor de un campo escalar puede generalizarse
al comportamiento de campos no escalares y en particular puede replicarse para la
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métrica cinco dimensional del bulto [19]. En cambio, para una p-forma del bulto, la
dimension del A operador dual es la mayor raiz de la siquiente ecuacion [87]

m?L* = (A — p)(A +p—d), (5.228)
v el comportamiento cerca de la frontera para el campo resulta ser

o A 22 4 B, 227P, cuando z — 0. (5.229)

paeepp L pp

Con estos andlisis obtenemos que la métrica g, y un campo de norma A,, que
corresponde a una 1-forma, tienen operadores duales con dimension conforme dada
por A = dy A = d— 1, respectivamente, tal como cabria esperar del tensor de
energia-momento y de la corriente vectorial que hemos encontrado como duales [3,19]



Capitulo 6

Superconductividad holografica

En la fisica de materia condensada existen muchos sistemas fuertemente acoplados
que resultan de gran interés tanto cientifico como tecnolégico, para los cuales la
correspondencia holografica puede ofrecer conocimiento e intuicion. Usar una teoria
de gravedad para obtener informacion sobre la dindmica de estos sistemas produce un
entorno computacionalmente manejable y conceptualmente méas transparente. Por
fortuna, el sentido inverso a la relacién planteada también es interesante, pues los
sistemas de materia condensada ofrecen el escenario experimental en el que algunos
conceptos de la fisica de alta energia pueden ponerse a prueba [50].

Como hemos hecho mencion, la teoria BCS consigue dar una explicaciéon abruma-
doramente exitosa al comportamiento de los superconductores convencionales, sin
embargo deja fuera del marco a los superconductores hechos con base de aleaciones,
ceramicas o fulerenos, y por supuesto, a los superconductores con una temperatura
critica superior a la de los metales comunes donde T, ~ 1 — 10K [73]. Y también
hemos comentado que uno de los modelos propuestos para dar explicacion tedrica
a los cupratos superconductores es el modelo espin-fermién, una teoria dada en el
contexto de la teoria cuantica de campos donde uno de los principales reveses de
la misma es su prediccion de un sistema fuertemente acoplado, imposibilitando la
aplicaciéon de métodos perturbativos.

Es aqui donde la correspondencia holografica se posiciona como una interesante pro-
puesta y que utilizaremos para obtener informacion de la superconduccion de alta
temperatura en 3+ 1 dimensiones con un campo magnético de fondo arbitrario. Da-
do que el material sale de su fase superconductora cuando el campo magnético de
fondo vence un valor critico B > B, resulta importante ser capaz de considerar un
campo que pueda tomar cualquier valor. Varios articulos que estudian modelos de
superconduccion holografica consideran al sistema superconductor, la teoria de cam-
po, en 2+ 1 dimensiones [15,107] o bien, inmerso en un campo magnético de fondo,
realizan su andlisis considerando que dicho campo es perturbativo [26], facilitando
el trabajo numérico pero imposibilitando un analisis cerca del valor critico.

109
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6.1. Ingredientes minimos de superconduccién ho-
lografica

La correspondencia holografica aplicada a los superconductores de alta tempera-
tura provee de un modelo tratable mediante el estudio del dual gravitacional al
sistema superconductor. La existencia de esta clase de modelos, conocidos como su-
perconductores holograficos, fue establecida a fines de la década de los 2000’s por
Gubser [47] y Hartnoll et. al. [51].

La solucion para la métrica de la teoria de gravedad permite deformaciones cuya
geometria describa un agujero negro asintéticamente anti-de Sitter. La temperatu-
ra asociada al horizonte de eventos [96] otorga una interpretacion dual para una
teoria de campo a temperatura finita. Sin embargo, una teoria invariante de escala
a temperatura finita y en equilibrio no ofrece ninguna otra cantidad con la cual
comparar a T, resultando que toda temperatura no cero sea fisicamente equivalente.
Para los fines de la descripcion se hace necesario introducir otras cantidades fisicas
que permitan obtener un valor singular de temperatura que se corresponda con la
temperatura critica para un superconductor [50].

Resulta que la introduccion del campo magnético B y de un potencial quimico p
cumple el rol que se busca |51]. Esto se consigue al considerar una estructura adi-
cional cominmente vinculada con los sistemas de materia condensada, una simetria
U(1). En el contexto del electromagnetismo, para muchos sistemas de materia con-
densada, en particular nuestro sistema de interés, resulta que los fotones din4dmicos
pueden ser ignorados; existen dos razones por las cuales esta decision es consistente,
la primera de ellas es que se ha observado que el acoplamiento electromagnético es
pequeiio [40]. Segundo, las interacciones electromagnéticas son apantalladas por un
medio cargado. Por supuesto, no estamos diciendo que la interaccién electromagné-
tica sea ignorada, después de todo la mayoria de sistemas de materia condensada
son producto de interacciones electromagnéticas. El ignorar a los fotones dindmicos
hace referencia a que existe una descripcion efectiva para la dindmica de los grados
de libertad y éste desarrollo efectivo estd dado por campos cargados pero no por
bosones de la simetria U(1). Con esto se consigue que la simetria del electromag-
netismo puede ser considerada una simetria global; al considerar el estudio de una
fuente electromagnética basta con considerar un campo electromagnético de fondo.
Este es el procedimiento estandar que se sigue en el estudio de materia condensada
y del que haremos uso a lo largo de nuestra investigacion.

Con este razonamiento surge entonces la cuestion de saber cual es el dual de una
simetria global U(1) de la teoria de campo. Para ello podemos tomar como guia
otras simetrias que ya hemos estudiado, por ejemplo en d = 4 dimensiones, sabemos
que la teoria de norma posee otra simetria global y ésta es la invariancia rotacional
SO(3). En el bulto, esta simetria también aparece, pero como simetria de norma.
Esto es, aparece como parte de la invariancia bajo difeomorfismos de la relatividad
general; podemos actuar en el espacio AdS5 con una rotacion local SO(3) y recuperar
el espacio AdSs en un sistema coordenado diferente. Esta observacion recupera la
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relacion

Simetria de norma en la teo-
ria de gravedad en > d di-
mensiones espaciotempora-
les

Simetria global en la teoria
de campo en d dimensiones  ~
espaciotemporales

Para describir la fisica de la simetria global U(1) debemos anadir un campo de
Maxwell al bulto y en consecuencia la accién con la que trabajaremos es la teoria
de Einstein-Maxwell:

1 12 1
S = /dd—H.CL' vV —g |:2—/€2 (R+ ﬁ) - @F2:| . (61)

En equilibrio térmico, podemos ahora introducir dos nuevas escalas de fondo en la
teoria de campo de forma que se preserve la simetria rotacional. La primera de ellas
es un potencial quimico p = Ay, y el otro, que solo preserva la simetria rotacional
en 2 + 1 dimensiones, es un campo magnético de fondo B = Flg,,. Al igual a como
sucede con la temperatura, T', estas nuevas escalas deben causar deformaciones de
la geometria de AdS mientras nos alejamos de la frontera, es decir, nos dirigimos al
interior del bulto en la region infrarroja [3].

Ahora bien, para obtener informacion del campo de norma de la teoria de campo,
A(o)u, desde el campo de norma de la teoria dual, A,, debemos tomar el limite de
éste ultimo a la frontera asintoticamente AdSs,

Au(r) = Ay + ... cuando r — oo. (6.2)

considerando que z* € {x,y, z} son las coordenadas coincidentes y r € (0,00) es la
coordenada radial de la teorfa de gravedad. Al igual a lo acontecido en la métrica,
esta accion es equivalente a obtener el campo de norma inducido en la frontera de
modo que no haya componente A, [28].

Aunado a las deformaciones de la invariancia de escala de la teoria dadas por la
temperatura, potencial quimico y el campo magnético de fondo, conocemos en el
contexto de la corresponecia holografica otra forma de deformar la fisica a bajas
energias. Esto se logra mediante la perturbacion de la accion efectiva mediante la
insercion de operadores.

Retomemos con este leguaje el andlisis que hemos hecho respecto a la métrica en la
teoria gravitacional y su dual en la teoria de campo. En este caso el valor de frontera
de la métrica del bulto otorga una métrica de fondo no dindmica para la teoria de
campo. Una métrica de fondo puede pensarse como una fuente para el tensor de
energia-momento de la teoria de campo, T", definido segin

oS

T = . 6.3
59(0)#1/ ( )

Supongamos que perturbamos la métrica de modo que su valor en la frontera pasa a
ser g(0)+94(0)- El cambio en la accion de la teoria de campo es 65 = [ d%z \/=g(0)09(0) T -
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Al requerir que la igualdad entre funciones de particién en ambos lados de la corres-
pondencia siga siendo vélida con esta perturbacion encontramos que [3,50]

Znaito 9 = 9(0) + 99(0)] = (exp (Z / d'z —9(0)59(0)WT“V)> (6.4)

En analogia, el valor de frontera del campo de Maxwell en el bulto otorga el campo
no dindmico de fondo para la simetria global U(1) en la teoria de campo. Llame-
mos a este campo en la frontera como campo electromagnético U(1). Un campo
electromagnético de fondo es una fuente para la corriente J*. Como el tensor de
energia-momento, la corriente se define por el cambio en la accion debido al campo
de fondo

)

B —
T =S (6.5)

Entonces, el cambio en la accion de la teoria de campo dado por un campo de fondo
pequenio 0 Ay es 4S = [ d%x V=900 A0)uJ". De nuevo, al imponer la igualdad
entre funciones de particién, encontramos que

Zbulto [A — 514(0)] = <eXp (Z/ddqj A /_9(0)514(0);“]“>>- (66)

De nueva cuenta, esta expresion es simplemente un reescrito de la identificacion entre
Ay como un campo de fondo en la teoria de campo.

Este anélisis generalizado permite recobrar una entrada de nuestro diccionario en
la correspondencia holografica en la que, segtin los resultados dados en [3,48,112],
encontramos la expresion para la deformacion de un campo ¢

Zbu1t0[¢ — 5¢(0)] = <eXp (Z/ddx \/ _g(O)é(b(O);LVO)) (67)

Las herramientas desarrolladas hasta ahora deseamos puedan ser aplicadas a siste-
mas fuertemente acoplados de materia condensada sujetos a una temperatura finita
y en presencia de campos electromagnéticos externos, como lo es un superconductor
no convencional. Consideremos un sistema sin fotones dindmicos con la finalidad de
introducir un campo electromagnético en la teoria de campo que describa de forma
efectiva el sistema de materia condensada. Con esto nos vemos en presencia de una
simetria global U(1) que asumimos espontdneamente rota. Esta ruptura conduce a
un boson de Goldstone 0 que transforma bajo U(1) mediante § — 6 + A. La inva-
riancia de norma de la teoria en un campo electromagnético de fondo A implica que
la energfa libre de Helmholtz puede escribirse como:

F= / d'z /g0, F[A — db], (6.8)

para alguna funcion F [50]. La estabilidad de la teoria in la ausencia de excitaciones
del boson de Goldstone o del campo electromagnético de fondo implica que F debe
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tener un minimo en A = df. La corriente generada por un campo electromagnético
pequeno es entonces

OF

Ji —_
OA | 4_aprsa

= —F"[0]0 A;, (6.9)
donde el signo menos es producto de que F' es la acciéon euclidea y difiere con un
signo de la accion Lorentziana S. Ademas, por simplicidad, se ha considerado que
dA; = 0. La ecuacion (6.9) es la segunda ecuacion de London que hemos mencionado
antes, (4.3). El campo eléctrico en esta norma es simplemente 0E; = iwdA;, en el
espacio de frecuencias. Con ello,

i F
- w

observamos que la conductividad diverge cuando w — 0. El efecto Meissner se sigue
de tomar el producto exterior en (6.8), de modo que

—F"[0)6B; = (V x J),. (6.11)

Esta expresion permite observar que la corriente J es diamagnética, esto es, actia
de forma que tiende a repeler el campo magnético 0 B; que hemos aplicado. Si se
consideran campos estéticos, entonces (6.11) puede combinarse con la ecuacion de
Maxwell V x § B = pyJ para obtener la siguiente ecuacion

(VZ — o F"[0))6B; = 0, (6.12)

misma que hemos mencionado con el nombre de primera ecuacién de London y que
implica que el foton dentro del superconductor debe ser masivo y en consecuen-
cia exponencialmente suprimido. El inverso de la masa, poF”[0], es la longitud de
penetramiento de London. Con esto es importante resaltar que aunque los fotones
dindmicos son necesarios para observar la expulsion del campo magnético aplicado,
el fendomeno esencial subyacente al efecto Meissner es la generaciéon de corrientes
diamagnéticas mismas que pueden ser obtenidas en un teoria sin fotonoes dindmicos
en un campo campo magnético de fondo.

Mas alla de las generalidades que hasta ahora hemos mencionado, es necesaria una
teoria microscopica que determine cuando una ruptura de simetria forme un con-
densado en determinado material. Como hemos mencionado en la secciéon de super-
conductividad, la teoria més reconocida en el tratamiento de superconductores es la
teoria BCS. Sin embargo, el éxito de esta teoria se restringe al estudio de supercon-
ductores convencionales dejando fuera a los superconductores de alta temperatura.
Una motivaciéon para construir un superconductor holografico es obtener una des-
cripcién microscopica de la superconductividad carente de cuasiparticulas, como las
necesarias en la teoria BCS. En cambio, se posee una teoria fuertemente acoplada
en la que un operador cargado se condensa por debajo de una temperatura critica.

Ya hemos visto que para poder discutir el transporte de carga en una teoria de
campo es necesario introducir la teoria de Einstein-Maxwell en el bulto, (6.1). La
dinamica del operador de corriente J* es capturada por la dinamica clasica del campo
de norma en el bulto, A,. Ademés, hemos observado que la superconductividad es
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producto de la ruptura de simetria de la simetria U(1) del campo electromagnético.
Una ruptura espontanea de simetria ocurre cuando un operador cargado adquiere un
valor de expectacion distinto de cero en el vacio. El diccionario de la correspondencia
holografica nos dice que tal operador cargado debe ser dual de un campo cargado en
el bulto. Por ello se hace necesario anadir a la acciéon de la teoria de Einstein-Maxwell
los términos correspondientes a campos escalares cargados.

En una teoria fuertemente acoplada uno debe esperar que la fase de ruptura de
simetria tenga condensados de muchos operadores, lo que implicara muchos campos
cargados en el bulto [50]. La simplificacién que consideraremos en nuestro trabajo
serd tomar el caso minimo de un solo campo cargado en el bulto. A la pregunta de
qué clase de campo debemos tomar, el operador que se condensa no requiere, en
principio, ser de algtin tipo especial. Si el condensado posee momento angular uno
podria hablar de superconductores de onda p o d, seglin si el momento es uno o dos
respectivamente. Y de igual forma uno puede considerar superconductores de onda s
sin momento angular. De nuevo, por razones de simplicidad, consideraremos aqui un
superconductor de onda s en el que el campo cargado es un campo escalar complejo.

Segiin lo resefiado en esta seccion, para nuestros fines debemos considerar una teorfa
de Einstein-Maxwell acompanada de un campo escalar complejo, cuya accién en 441
dimensiones es:

1 12 1
L=——|R+—=)—-—S5F—|Vo—iAp]* —m?|¢|*. 6.13
s (R 3) = g = V6~ i€dof — il (6.13
con ¢ la carga del campo escalar ¢. Dado que estamos trabajando en 441 dimensiones
en la terfa gravitacional, la teoria de campo dual resulta ser 3+1 dimensional. En esta
situacion cobra sentido poder considerar la adicién a la accién anterior el término

de Chern-Simons [59]
k

127TG5
De modo que nuestra acciéon de interés pasa a ser la siguiente

Scg = /A/\F/\F. (614)

/ \/_< R+ 2 = —FWF“”— |V¢—i§A¢|2—m2|¢|2) + Ses.

(6.15)
Las soluciones de agujero negro cargado con pelo a esta accion fueron estudiadas por
Gubser [47], y la inestabilidad que permite el rompimiento esponténeo de simetria
esté relacionado con que el agujero negro cargado contribuye a la masa efectiva del
campo escalar segin la relacion

167TG5

mep =m® + g"e? AL, (6.16)

de modo que, al ser g" < 0y divergente en el horizonte, cuando A; # 0, m.; pasa a
ser negativa cerca del horizonte creando una inestabilidad.

Las ecuaciones de movimiento resultantes de variar la accion (6.15) respecto a la
métrica, el campo de norma y el campo escalar son, respectivamente,

1 6 1 . 1 . 1
0= _R,uu + §Rgm/ - ﬁg,uu =+ _Fa,BF B.g,ul/ + élv - Z§A¢|2guu + 3

2 2
5 5 ||
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1 1
- QFMaFya - §<au¢ - Zé.Augb) (8V¢* + ZfAu¢*) - §<8V¢ - ZfAV¢) (augb* + ZfA“QZS*)
0 =40, (vV/=gF"") —/=gg" (i€ [¢* 0, — ¢0,0"] + 26*|9[*A,) + 2k Fop Fs

0= _%ay (V99" (Dub — i€ A, D)) + i€g" A, (D — iEAD) + mPp. (6.17)
Al considerar un campo magnético de fondo apuntando en la direccién z, queremos
encontrar una soluciéon a las ecuaciones de movimiento que conserven la simetria
rotacional alrededor del eje z. Si, ademas, pensamos en un campo magnético cons-
tante querremos a su vez invariancia traslacional en los ejes =, y y z. Los ansatz
consistentes con estas simetrias que satisfacen las ecuaciones de movimiento (6.17)
estan dadas por el ansatz de D’'Hoker y Kraus [30], donde en un sistema coordenado
adecuado la métrica adquiere la siguiente forma

1

ds* = —U(r)dt* + 00

dr® 4+ V (r)(do* + dy®) + W(r)(dz + C(r)dt)*,  (6.18)

y el campo de electromagnético es
F =E(r)dr Ndt+ B dz ANdy + P(r)dz A dr. (6.19)

Con la forma del potencial dado por

A ( / E(r)dr> dt + (Bx)dy + ( / P(r)dr) dz. (6.20)

El campo magnético, B, resulta necesariamente constante por la identidad de Bianchi
y las funciones E, P, U, V, W y C solo dependen de r.

Una propiedad importante de estos ansatz es su invariancia bajo la transformacion

z— z—at,
Cr) = Cr)+«
E(r) — E(r) — aP(r), (6.21)

donde la combinacion £ = E + C'P resulta igualmente invariante. Esto implica que,
al variar las funciones F/, C'y P de forma que £ permanezca constante, la solucion a
las ecuaciones de movimiento serd la misma. Por ello resultard importante expresar
las ecuaciones de movimiento en términos de la funcion £.

El primer paso en el estudio de nuestro superconductor holografico desde el lado
gravitacional es encontrar la solucién a las ecuaciones de movimiento en ausencia
del campo escalar cargado ¢ y que corresponde a la fase normal de la teoria de
campo. A esta soluciéon la denominaremos como solucidn de fondo. Las ecuaciones
de movimiento (6.17) una vez considerados los ansatz (6.18) y (6.19), junto con
¢ = 0 son las siguientes:

0 =2kBP + (EVVW) (6.22)

urvy’
0=(— | — EC'VVW +2kBE 6.23
(i) o 629
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0 =(C"VW?3?) —4PEVNW (6.24)
0=2W?[4B*>+V (U'V'+UV")| + UV*W"
— VW 2V (UW" + U'W')+ UV'W' + 8P?UV| — 2W?*V?C"™ (6.25)

0 =V22WW" — W"? - 2W?V"? - 2VV"] + 8P*V*W (6.26)
0 =W|[-8B*+6V*(U" —8) + 6VU'V']| + 3V*W'U’

— 16EV?W — 8P?UV? — 6W?2V?2(C" (6.27)
0=W (4B*>+2VU'V' + UV"? = 24V* + 4E*V? + WC?V?)

+ VW' (VU +20V") — 4P?UV? (6.28)

donde a partir de este momento ya hemos considerado que L = 1. Las dos primeras
ecuaciones son las ecuaciones de Maxwell vy son de primer orden, en cambio las
restantes son el producto de la variacion respecto a la métrica y resultan ser de
segundo orden. De éstas siete ecuaciones solo seis resultan dinamicas, siendo una de
ellas constriccion valida para toda r siempre que se encuentre una soluciéon para los
valores iniciales [30].

Como buscamos una soluciéon de agujero negro, para el sistema coordenado que
hemos seleccionado es necesario imponer que la funcion métrica U(r) sea cero para
algin valor de » > 0, donde queda determinada la posicion del horizonte de eventos,
ry. La temperatura de Hawking estd dada por

/

r= Y (6.29)

47
Pasemos a estudiar la solucion de estas ecuaciones de movimiento que, como hemos
mencionado, otorgaran la descripcion del fondo gravitacional dual a la teoria de
campo en su fase normal. Para un anélisis numérico es importante tomar coordena-
das que remuevan la redundancia debido a la libertad de norma, esto puede llevarse
a cabo al demandar que la solucion tome una forma canoénica en el horizonte. Al
reescalar z, y, z y combinar la simetria (6.21) con un boost en la direccion z se
encuentra que el campo electromagnético y la métrica toman la siguiente forma [30]:

Fy=qdr Ndt+bdx Ady,
ds; = da* + dy® + dz?, (6.30)

donde ¢ y b son la densidad de carga y el campo magnético en el horizonte en las
coordenadas z, y, z. Esta forma candnica corresponde a las siguientes condiciones
iniciales para el horizonte

E(rn)=q, U(rp) =C(rp) =Plrp) =0, V(rp)=W((r,) =1 (6.31)

Queda por especificar los valores de V'(ry,), W (ry) y C'(ry,). Estos valores estan co-
nectados entre si por las ecuaciones (6.23), (6.25) y (6.28) evaluadas en el horizonte,
de las siguiente manera

q(C'(ry) — 2kb) =0,
U'(rp) 2V (rp) + W' (1)) = —4(—6 4+ b* + ¢°) — 4b%K?,
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U'(rp)(=V' () + W' (1)) = 4b* — C'(rp)*. (6.32)

El valor de C"(r),) queda determinado a C'(ry,) = 2kb cuando ¢ # 0, pero sigue siendo
un parametro libre cuando ¢ = 0. La cantidad U’(ry,) = 477 no es en esencia un dato
inicial debido a que en la ecuacion de constriccion aparece U a primer orden. De ello
resulta que distintas soluciones sean especificadas por dos parametros, por ejemplo
q y b en términos de T'. Si la temperatura es no cero siempre podemos reescalar
U'(rp) =1, y dejar como parametros libres a by g.

Podemos hacer ver ahora que b, g y k tienen valores de interés producto de estudiar
las condiciones en que aparece un horizonte extremal, esto es en U(ry) = U'(ry,) = 0.
Suponiendo que las funciones del ansatz se comportan bien en rj, encontramos que
la expresion (6.32) es valida y podemos restringirnos al caso del horizonte extremal.
Notemos que, entonces, no hay valores de b y ¢ distintos de cero consistentes salvo que
k sea 1. De lo cual, para obtener un horizonte extremal debemos tomar alguna de
las siguiente condiciones: ¢ =0, b =0 o k = +1. Cada uno de estos valores conduce
a distintas geometrias cerca del horizonte que estudiaremos en breve, pero antes
de ello tomemos un espacio para estudiar el comportamiento cerca de la frontera
r — 00.

Comenzando con las condiciones iniciales (6.31) dadas en el horizonte podemos re-
solver numéricamente las ecuaciones de movimiento para r grande y encontrar con-
diciones con el proposito de hallar soluciones asintdticamente AdSs [6,30],

U(r—>oo):r2+%+...,

V(r—>oo):m“2+%+ ;
W(r—>oo):wr2+%+ ,

C(r—)oo):co+r—i+ ,

5(T—>oo):%+.. :

P(r—>oo):];—§—|—..., (6.33)

donde los puntos indican términos de orden superior en 1/r.

En estas coordenadas la métrica en la frontera estd dada por

dr?

ds® = =~ r2dt? + r? [U(dl’Q + dy?) + w(dz + codt)ﬂ ) (6.34)

Para obtener un comportamiento asintoticamente AdSs5 es necesario aplicar la si-
guiente transformacion de coordenadas

Ty
x E— E—
VT e
z — % — cot, (635)
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con ello, la métrica en la frontera adquiere el siguiente comportamiento

dr 2
ds® = gl 2 (=dt? + da® + dy® + d2?), (6.36)

que es AdSs5 con radio de curvatura L = 1.

Con esta transformacion, la métrica en el horizonte también se modifica y pasa a ser
21,5 2 1 2
dsy = ;(dw + dy?) + E(dz — cov/wdt?), (6.37)
y de igual forma, el campo electromagnético cambia y adquiere la siguiente forma

P
F=FEdrAdt+ g dz A dy + NG (dz — cov/wdt) A dr. (6.38)

Las componentes de la corriente en este sistema coordenado resultan ser

2kb

4Gy J" = p = y(es — cops) — —A (r — 00),
Jh? =0
3
AnGsJ? = 1 <% — \/Ecoeg> ) (6.39)

Dado que B es el valor del campo magnético al acercarnos a la frontera y, de este
modo, es identificado como el valor de campo magnético de la teoria de campo dual,
va a estar dado por la expresion

="
(%

, (6.40)

v. es el factor de Lorentz
1
Vo= s (6.41)
1 —wcj
Otras cantidades importantes medidas en la frontera son la temperatura y el po-
tencial quimico, que escritos en los parametros que hemos utilizado se ven como

sigue
YU’ (rn) 370
= —"7—+ - — 42
dAr kb Vweges \/E (6.42)

Llegados hasta aqui estamos en posibilidad de discutir las soluciones del sistema de
ecuaciones. Es posible argumentar que para asignaciones arbitrarias de los parame-
tros p y B no existen soluciones analiticas en AdSs, incluso el caso especial p =0 a
temperatura cero y B # 0 no otorga una solucion analitica completa [30].

Por fortuna podemos avanzar en un andlisis cualitativo y cuantitativo al resolver
las ecuaciones de movimiento en la cercania del horizonte. Para cumplir con este
proposito serd de vital importancia preguntarnos para que valores de p y B existen
soluciones extremales, y de las ellas cuéles pueden involucrar un campo eléctrico en
el horizonte. Como hemos hecho ver con anterioridad, para el caso en que p y B son
no cero, cuando k # 1 no existen soluciones extremales suaves y de entropia finita.
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En el régimen de temperatura baja, las soluciones completas deben verse como in-
terpolaciones entre geometrias asintoticamente AdSs y geometrias particulares cerca
del horizonte [6,30].

En un horizonte extremal se tiene que U(r,) = U'(r) = 0. Esta clase de soluciones
provee de una frontera natural al espacio de parametros de todas las soluciones y
por ello es importante su estudio.

Con las consideraciones hechas hasta ahora las ecuaciones en las que aparecen U y
U’, (6.32), producen las siguientes constricciones no triviales

q(C'(ry) — 2kb) = 0, (6.43)
C'(rp,)? — 4b* = 0, (6.44)
6—q*—2b* =0. (6.45)

Eliminando el término C’(ry,) al despejar de (6.44) y sustituir en (6.43), el sistema
se reduce a las dos expresiones siguientes

gb(k£1)=0
¢’ + 20> = 6. (6.46)

Las soluciones se comportan de la siguiente manera: Primero, si k # 41, entonces
tenemos gb = 0, lo que obliga a que ¢=00b=0. El caso b= 0y q = =/6 corres-
ponde a la solucion de brana negra cargada eléctricamente sin campo magnético. La
geometria cercana al horizonte es AdS; x R3 [20]. El caso ¢ = 0 y b = £+/3 corres-
ponde a una brana extremal puramente magnética obtenida en [29]. Su geometria
cercana al horizonte es AdSs; x R2.

Segundo, si k = £1, puede mostrarse que la soluciéon es regular para cada asignacion
de pardmetros que cumplan con ¢ + 2b* = 6, cuya geometria cercana al horizonte
interpola suavemente entre AdS, xR3 en b = 0y AdS;xR? en ¢ = 0. Estas soluciones
se pueden generalizar para incluir temperatura finita, y corresponden a la familia de
agujeros negros descrita en [5].

Estudiemos las geometrias que hemos obtenido. Comencemos con la solucion del
caso b # 0y ¢ = 0. Cuando la densidad de carga es cero, el campo electromagnético
F se reduce al término de B. Las ecuaciones de Einstein-Maxwell tienen una solucion
analitica dada por E=P=C =0,y

b
Vi(r)= ﬁ7
W(r) = 3r%, (6.47)

que representa el producto tensorial de un agujero negro BTZ y R?. Se mostr6 que
existe una familia de soluciones regulares parametrizadas por 7'/ VB, que interpolan
entre la solucion de agujero negro BTZ de (6.47) en el horizonte y AdSs en r — oc.
La entropia de estas soluciones tiende a cero cuando 7" — 0, mientras el campo



6.1. INGREDIENTES MINIMOS DE SUPERCONDUCCION HOLOGRAFICA120

magnético B permanece fijo. Dado que tenemos interés en relacionar las tres solu-
ciones al horizonte que hemos obtenido mediante una interpolacion, reescribamos
las expresiones anteriores como una serie de potencias alrededor del horizonte r},:

U(r) = 6ry(r — ) + 3(r —rp,)?,

b
V(r) = ﬁ’
W (r) = 3rj + 6ru(r —ra) +3(r —r4). (6.48)

En siguiente instancia tenemos el caso de campo magnético cero, y que otorga la
conocida solucién de brana negra en AdSs con carga [20]:

- (e 3) S (N6
2) T3 s +a)
4 h\ 2
W<r>:wr>:§( +5") ,
&= qrgh, (6.49)
una vez realizado el cambio coordenado
r—r o+ %" (6.50)

respecto a la solucion presentada en [30]. Con este cambio es posible volver a escribir
la solucion en una serie de potencias cerca del horizonte de eventos como

U(r) = (6 —¢*)rn(r —r) + (% — 2> (r—m)*+ 0(3),

W(r) =V (r)=3r; +dr,(r —r,) + 4

3(r — )2 (6.51)

Por dltimo debemos considerar el valor especial en el que b = ¢ = 0 correspondiente
a una brana negra sin carga y que estd representada por las funciones métricas

U= (r+2) (1_(:%:—’;;;) |

Vir)= Vo <T+r—h>2,

9r2 2
4 Tn
Wir) =3 (r+ 2) , (6.52)

con las demés funciones iguales a cero.

Volvemos a desarrollar estas funciones cerca del horizonte

U(r) = 6ra(r — ra) — 200 — r)* + %(r )P+ OW),
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W(r) =3r; +4ry(r —ry) + Zg(r — )7 (6.53)

Con las soluciones expresadas en serie de potencias cerca del horizonte, y con el
cambio (6.50) se encuentra una forma compatible entre ellas, como lo comentado

en [6]. Dada la siguiente propuesta general

Ur)=0-(r—r3)"+ (6 —¢*)ralr —ry) + Z Up(r —rp)",

n=2

V() =Vo- (r =)+ Valr — )",

n=1

W(r) =3ra(r =)’ + > Un(r—m)",

n=2

Cry=0-(r—ry)° + Z Cu(r —m)",

n=1

P(r)y=0-(r—ry)° + Z P,(r—mp)",

n=1

Er)=q-(r—rn)’+ Y Ealr—ra)" (6.54)

n=1

Al sustituir esta estructura en las ecuaciones de movimiento obtenemos ecuaciones
algebraicas para cada n que podemos resolver en términos de los parametros q, b, k
v Wi, v que interpola entre las tres soluciones que acabamos de presentar

5% 4+ 9b%k% — 6V2 + 7>V
U(r):rh(G—q2)(T—rh)+ 5 0 g O(T—Th)2-|—.
3V5
A2 — 61 + V)

Vir) =V -

(r) 0+ 3ra(2 — 6)Vp (r—rn)+...,

4y, (—=b% + 3b%k* — 6VE + ¢*V2)

W(r) = 3r? 0 0 — o

(7“) T+ (qg _ 6)‘/02 (T rh) + )

2bk

C(r)=

) V3riVo
43(=bk V’k*q — 6bkqVi + bk Vg
_ AV3(-Uhq + 3K — GbRgVE + DhaVE) L

ey

(r—rp)+...,

) 37— 07V
2q(b* + b*k* — 6V§ + ¢*V)
E(r)=q— — e 6.55
=4 nE—ovg T (059

Confirmemos que efectivamente (6.55) es una interpolacion entre las soluciones ana-
liticas que tenemos. Al tomar ¢ = 0 = b en (6.55) se recupera la solucion (6.53)
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correspondiente a la brana negra sin carga. De igual forma, al tomar ¢ = 0, junto
con las funciones C =P =0=k =0y V) = \% en (6.55) reencontramos la solucion

(6.48). Por tltimo, haciendo b = 0y Vj = 3r? volvemos a la solucion (6.51).

Observar que la interpolacion (6.55) queda determinada por el valor de Vi y por
los parametros libres ¢, b y 7, aunque no todos los valores estan permitidos. Esta
aseveracion puede confirmarse al poner a la temperatura en dependencia de valores
anteriores |30]

_ (6 —¢%)
T = hT' (6.56)

Dado que la temperatura debe ser positiva, existe una cota para los valores de ¢,
y ocurrird un simil con los valores de b. En el siguiente capitulo discutiremos en
profundidad estos comentarios.

6.2. Calculo de cantidades fisicas

Recordemos que la informacion sobre cantidades fisicas en la teoria de norma queda
codificada en informacion cerca de la frontera. Hasta el momento hemos presentado
una solucion al horizonte de eventos (6.55) en términos de los parametros ¢, b y
k y argumentamos que para obtener soluciones asintéticamente AdSy las funciones
deben comportarse en el limite 1 — oo como (6.33), donde encontramos que las
constantes de interés resultan ser v, w, cg, €3 v p3, pues las cantidades en la teoria
de campo estan dadas por

o) b
AT v
2kb 3. v
p = elez — cops) — 3—UAZ(7“ — 00) K= 87k:b <\/Eco€3 - %) (6.57)

Para obtener las constantes de frontera en funciéon de los parametros al horizonte
debemos resolver las ecuaciones de movimiento y evaluar en r — oco. Por la dificul-
tad evidente se ha optado por la resolucién numérica y, mas atun, por la utilizacion
de un método que haga uso de la informaciéon que poseemos en r, para construir
la soluciéon. Uno de los métodos que cumple lo que solicitamos es un método co-
munmente llamado de shooting, el procedimiento es capaz de capturar con la mayor
precision posible como las condiciones iniciales afectan las soluciones en la frontera.
Este método consiste en encontrar una soluciéon a un sistema de ecuaciones diferen-
ciales de segundo orden con condiciones a la frontera en términos de un problema
con condiciones iniciales. Esto es, dado el sistema con condiciones a la frontera

y'(t) = f(ty(t),y' (1)), y(to) = yo, y(t1) = 1, (6.58)

se considera, en cambio, el sistema con condiciones iniciales

y'(t) = ft,y(), (1), y(to) = w0, ¥ (to) = a, (6.59)
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y se busca un a tal que, al disparar la solucion desde tg, la solucion tome el valor 1,
cuando se evalia en #;.

En nuestro caso, partimos de las condiciones iniciales dictadas por (6.55) en 74, y
mediante este método encontramos los valores de las derivadas en la frontera que
interpolen, consistentemente con las ecuaciones de movimiento (6.17), con las condi-
ciones de frontera (6.33). Este procedimiento nos otorga los valores de las constantes
de interés v, w, ¢y, es, ps en términos de los valores del campo electromagnético en el
horizonte, b y ¢, asi como del acoplamiento de Chern-Simons k. Una vez en posesion
de estas cantidades podemos calcular las cantidades fisicas de la teoria de campo
siguiendo (6.57).

Hemos hecho notar que el horizonte parece un buen lugar para situar nuestro lugar
de lanzamiento, sin embargo las soluciones resultan singulares para este valor de r
en las coordenadas que hemos utilizado, puesto que U(r,) = 0. Para lidiar con esta
cuestion técnica se ha optado por obtener una solucién numérica al disparar desde
re =1, + € con € << 1. Ademas, se hara uso de las simetrias propias del sistema
con la finalidad de reescalar la coordenada r de forma tal que situemos al horizonte
en r, = 1.

Dada la incapacidad computacional que atanie a nuestro problema de explorar la
regiéon r — 00, se hace necesario situar numéricamente el comportamiento de la
frontera a un valor de r finito pero lo suficientemente grande para que las contri-
buciones de los términos subdominantes puedan ser ignoradas haciendo al anélisis
fisico de las soluciones independientes del valor del corte. La eleccion para el presente
trabajo se corresponde con los siguientes valores para € y para la frontera en r

e=10"° rp=10". (6.60)

El proceso seguido, asi como la construccion de los graficos que mostraremos en el
presente capitulo, si bien reproducidos y analizados personalmente basan fuertemen-
te su construccion en lo descrito en [25].

Para el analisis numérico serd importante retomar la discusién de los valores que
pueden tomar ¢ y b, mismos que quedan limitados por la ecuacion (6.32)

2 4
U'(r)V'(rn) =4 = 2¢" = 30%,
2
U(ri)W'(rp) =4 — g(q2 — b%) — 2k%0%, (6.61)

y por la condicion extremal de temperatura cero, U'(ry,) = 0,
ba(k £ 1) = 0. (6.62)

Al resolver numéricamente las ecuaciones de movimiento cerca del horizonte encon-
tramos que cuando U’'(ry,) es negativa, U(r) tomara valores negativos cerca del hori-
zonte, sin embargo, existe un punto minimo donde la funcion volvera a ser creciente
y alcanzara el valor cero, Fig. (6.1), punto en el que las ecuaciones de movimiento
se vuelven singulares.
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Figura 6.1: Graficas de U(r) cuando U'(r,) <0, b=0y k = 1.

Dado que la solucioén a las ecuaciones de movimiento debe ser asintoticamente AdSs,
las funciones métricas V' y W deber ser crecientes y, en consecuencia, sus deriva-
das cerca del horizonte son positivas. Con esta informacion y de la ecuacion (6.61)
encontramos que U’(ry,) es negativa siempre que

q* + 2% < 6,
¢+ (3k% — 1)b* < 6. (6.63)

Efectivamente, al tomar £k = 1 y b = 0 encontramos el siguiente grafico, donde para
valores de ¢ > /6, U(r) toma valores negativos

Utr)
0.08 -

0.06
0.04| =

0.0z

L —
1015 1.020

Figura 6.2: Graficas de U(r) para distintos valores de ¢, cuando b=0y k = 1.

Cuando b y ¢ no satisfagan la condicion impuesta en (6.63) seremos incapaces de
encontrar una soluciéon para toda r. Con ello, podemos caracterizar en el espacio
de parametros del plano (b,q) y k = 1, las soluciones fisicas al fondo, mismas que
deberemos buscarlas por debajo de la curva

¢’ + 20> = 6. (6.64)

Llegados a este punto es importante remarcar que los valores de carga y campo
magnético de la teorfa de campo no son directamente b y ¢, sino B y p. Y méas
atn, como podemos observar en la Fig (6.3), aunque b quede limitado a un intervalo
acotado B puede tomar cualquier valor positivo.
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Figura 6.3: Graficas de B vs b para distintos valores de q.

Esta descripcion hace consistente el fondo gravitacional (6.18) en la presencia de
un campo electromagnético que retroacciona con la métrica y que, dada la relacion
otorgada por la correspondencia, permite estudiar la fase no superconductora de la
teoria de campo. Para el estudio de la fase de superconduccion es necesario considerar
la presencia del campo escalar complejo en la teoria y cuya solucién a la frontera
corresponda con un valor de expectacion distinto de cero en el vacio de el operador
encargado de describir el condensado.

6.3. Fase de superconduccién

El campo escalar que consideraremos en la teoria sera un campo escalar complejo
y perturbativo ¢(r,z,y,z) = Ao(r,x,y,z) donde A\ << 1. Dado que no hay una
dependencia explicita de las coordenadas y ni z, asumimos que el comportamiento en
éstas es armonico; ademas, para las coordenadas r y x pensaremos que las funciones
son reales, es decir, tomaremos el ansatz siguiente para el campo escalar

o(r,,y,2) = R(r)X (a)ebn e, (6.65)

Las ecuaciones resultantes de la variacion de la métrica y del campo de norma a
orden A no involucran ningiin término dependiente del campo escalar, atin cuando
se consideren perturbaciones en la métrica o en el campo de norma. Esta situacion
permite ignorar por el momento, y relegarlo para un trabajo futuro, el estudio de las
pertubaciones de g, y A, y centrar nuestra atencion en la tinica ecuaciéon de movi-
miento a primer orden en la perturbacion que afecta directamente al condensado:

A2 A(r) AL (r)C(r)V (r)W (r)R(r) X (z) — 262 AZR(r)V (r)(U(r) — C*(r)W (r)) X ()
+U(r)X(x) <2U(T)W(T)R/(T)V/(7") +V()[U)R (r)W'(r)

AR (U () + U<r>R"<r>>1)

— 2R(r)W(r) < — AV (r) X (x) + U(r)([(k, + Bz&)* + m*V(r)] X (z) — X”(x))) =0.
(6.66)
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Esta ecuacién es separable en r y x. La ecuacién de movimiento resultante para x

es la siguiente
—X"(x) + X (z)(k, — Bz&)* = 2e X (z), (6.67)

donde 2¢ es la constante de separaciéon. Esta es justamente la ecuacion de movimiento
de un oscilador armoénico cuya solucion es de la forma

X, (x) = H,(\/Béi)e 5= en = BE (n + %) . (6.68)

tal que T = = — g—”& y donde H,(z) son polinomios de Hermite. Procederemos con
nuestro estudio tomando el estado base n = 0, para el que g = B£/2. Con esto, la
ecuacion de movimiento para la funcion radial producto de (6.66) es

BERU = ¢V [R(UU' + U2V + W) + U?R"] — 2V"W)(k, — €A,)*RU
+e® R [(EA + (k. — €A.)C)* —mPU] (6.69)

Por libertad de norma, podemos tomar la transformaciéon

A(r) — A(r) + % (6.70)

para eliminar la dependencia explicita de k, en la ecuacion (6.69) y encontrar la
siguiente ecuacion para R(r)

462 A;A,CRVW — 2RW €2 A2V + U(BE + m?V)] — 262 A2RV (U — C*W)
+URUWRYV' + V(URW' + 2W(R'U' +UR"))] = 0.
(6.71)

Observemos que de las expresiones (6.33) podemos analizar la ecuacion (6.71) cerca
de la frontera y encontrar que en r — oo se satisface

r?R"(r) + 5rR'(r) — m*R(r) = 0. (6.72)

La soluciéon a esta ecuacion asintotica es de la forma

<P++90—

R(r — c0) = A, toas

(6.73)

donde ¢, y ¢_ son constantes y tenemos que Ay debe satisfacer

Ai:2<1:t\/1+mz2>. (6.74)

Cuando m* < —4, entonces Ay se vuelve complejo contradiciendo la hipotensis
sobre la funcién radial del campo de norma y otorgando una solucion inestable. Este
valor de m? define para nuestro caso la cota de Breitenlohner-Freedman del campo
escalar [?]. Observar que esta permitido por la teoria tomar valores negativos por

2
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encima de —4, teniendo el caso peculiar de m? = —3, que simplifica los valores de
A alos enteros 1y 3. Este valor de m? conduce a la siguiente solucién de la funcién

R(r) en la frontera oo

1 3
Observar que para todo valor de m? entre —4 y 0 hace a ambos sumandos en (6.73)
normalizables y se espera un comportamiento parecido para cualquier valor en esta
region, en particular para el elegido m? = —3. En cambio, cuando m? > 0 entonces
el sumando o 1/r®- es no normalizable y es explicitamente la fuente del campo

dual [3].

En nuestro caso debemos apagar uno de los modos normalizables para que el re-
sultante se corresponda con el valor de expectacién del operador en la teoria de
campo [3]. Dado que las dos posibilidades que se presentan son cualitativamente
analogas seguiremos el estudio cuantitativo buscando las condiciones necesarias pa-
ra que ¢ = 0 y el operador dual tenga valor de expectacion

(O3) = 3. (6.76)

Resta por tanto encontrar las condiciones en los parametros ¢ y b que permitan
obtener soluciones del campo escalar tales que ¢ = 0 implicando que R(r — oo) =
©3/13, cuyo valor permitira graficar los valores del valor de expectacion del campo
O5 respecto a la temperatura y el campo magnético, y verificar que se corresponda
con el de un condensado.

El primer paso en el proceso numérico es encontrar la forma de la funcién radial
R(r) cerca del horizonte de eventos,

2 00
R() = o0+ " on(r =) + > or—n 6.77)

donde las constantes ¢; son proporcionales a ¢q. Por la observacion hecha con ante-
rioridad de que el campo escalar no aparece en otra ecuacién de movimiento y en la
expresion anterior la dependencia en ¢q es lineal, podemos tomar el valor genérico
¢o = 1. Con estos resultados, las condiciones iniciales para la funcién R(r) en la
cercania del horizonte para implementar el método numérico son

m? + b€
74 (6 — 612)'

Con esta informacion podemos implementar el método de shooting y resolver la
funcion R(r) en términos de los parametros al horizonte ¢ y b. Para encontrar las
condiciones que permitan obtener soluciones de ¢, = 0 debemos fijar un valor de b
y ver para que valor de ¢ esta condicion se satisface. Por la cota (6.63), para cada
valor de b que fijemos debemos considerar valores de ¢ < v/6 — 2b%. Grafiquemos el
valor de ¢, respecto a ¢ para distintos valores de b

R(ry) =1, R(ry,) = (6.78)
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Figura 6.4: Graficas de 1 vs b para distintos valores de q.

Esta informacion nos permite obtener los valores de by ¢(b) compatibles con la
peticion ¢; = 0 y con base en ellos obtener el valor de 3 que se corresponde con
el valor de expentacion del campo dual Os. Ademés, nos vemos en la capacidad de
obtener los valores de frontera que se corresponden a los valores de campo magnético
y de corriente de la teoria de campo para finalmente construir el siguiente grafico de
cantidades adimensionales que vincula el valor de condensado con el valor de campo
magnético:

o5l .

nok :

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 05
Blpt(2/3)

Figura 6.5: Graficas de (O3) vs B.

encontrando la forma caracteristica de un condensado [50], pues para valores supe-
riores a cierto B, el valor de expectacion del operador O3 es cero, y consecuentemente
el campo escalar se apaga, dejando la solucién de fondo que describe, como habiamos
adelantado, la fase normal del superconductor hologréfico.
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6.4. Trabajo futuro

Hemos logrado construir un modelo capaz de reproducir la fase de superconducciéon
de un material en presencia de un campo magnético externo. Sin embargo, debido a
la fecha de presentacion de esta tesis, aunado con el prospecto de ingreso al doctorado
del sustentante, se tiene la necesidad de presentar los resultados elaborados en este
texto dejando trabajo pendiente por investigar, desarrollar y publicar. Entre estos
puntos se halla le estudio del comportamiento de campo escalar cuando varia la
temperatura del horizonte de eventos, traducida en la temperatura de la teoria de
campo. Trabajo hecho en esta direccion se encuentra avanzado, pero se ha preferido
relegar su presentacion a la publicacion de este compendio con la finalidad de su
analisis a profundidad y confirmacion de todo el equipo de trabajo.

A su vez queda por elaborar el desarrollo necesario para el calculo de conductividad
utilizando técnicas de la correspondencia holografica [3]. Para ello deberan incluirse
en la teoria perturbaciones del campo de norma, que irremediablemente, vendran
acompanadas de perturbaciones en la métrica. Serd necesario estudiar la componente
longitudinal y transversal por separado, requiriendo cada una un sistema consistente
de ecuaciones a primer orden de perturbaciéon que permitan obtener una solucién
para la componente del campo de norma necesario, en cada caso, para obtener el
valor de conductividad.

Finalmente, para demostrar que el sistema de ecuaciones es consistente a todo orden
de perturbacion se tendra que estudiar el modelo cuando se enciendan perturbaciones
de segundo orden en la métrica, el campo de norma y el campo escalar. Habra de
demostrarse matematicamente que el sistema es integrable teniendo presente que
las contribuciones de ordenes inferiores en la perturbacion ya estan dados por las
soluciones encontradas y los requisitos solicitados.



Capitulo 7

Conclusiones

Se ha construido un modelo se superconducciéon holografica en 3+1 dimensiones
inmerso en un campo magnético externo haciendo uso, via la correspondencia holo-
grafica, de un fondo gravitacional dual que permitié obtener el calculo de variables
fisicas de la teoria de campo. Para conseguir este fin fue necesario hacer una revision
somera de los conceptos que se creyeron necesarios respecto a la relatividad general
y a la teoria cuantica de campos, especialmente aquellos intimamente relacionados
con la construccién de la correspondencia holografica. Una vez hecha esta transicion
se motivo la construcciéon del modelo superconductor haciendo uso de la correspon-
dencia y estudiando el fenémeno de superconducciéon desde el punto de vista de la
teoria cuantica de campos.

Una vez revisada la parte consiguiente a los fundamentos de la correspondencia ho-
lografica y, haciendo uso de ella, se tom6 un fondo gravitacional [30] con un campo
escalar cargado que cumpliera con los requisitos minimos que un superconductor ho-
lografico deberia tener [50] y se anadio6 la presencia de un término de Chern-Simons
posible en el estudio de una teorfa en mas de 2+1 dimensiones. Se analiz6 primera-
mente el fondo gravitacional, ignorando la presencia del campo escalar, y se encontré
una solucién al horizonte de eventos capaz de interpolar entre tres escenarios de in-
terés. Con esta solucién al horizonte es posible construir una solucién numérica que
satisfaga las ecuaciones de movimiento para el fondo gravitacional, misma que per-
mite observar que, a pesar de que el campo magnético al horizonte estd acotado, el
campo magnético de la teoria de norma puede tomar cualquier valor posibilitando
el estudio en la presencia de un campo magnético externo arbitrario en la teoria de
campo, Fig. (6.3).

Con la revision del fondo gravitacional hecha, fue posible continuar con el estudio
de las implicaciones que tenia considerar un campo escalar complejo y perturbativo
colocado en el fondo gravitacional estudiado. Se hallé que el valor del campo escalar,
cuando uno de sus dos modos normalizables es cero, se corresponde con el valor de
expectacion de un operador dual que describe un comportamiento de condensado en
la presencia de un campo magnético externo, pues, segun se observa en la Fig. (6.5),
existe un valor de campo magnético critico, B.. Esto es, el valor de expectacion
del operador, (Os), encargado de describir al condensado es distinto de cero solo
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cuando el campo magnético externo se ubica por debajo de un valor B,; cuando el
campo magnético excede este valor, (Os) se vuelve cero y el material entra en su fase
normal. FEn la teoria de gravedad, esto se traduce en que el campo escalar se vuelve
cero en todo punto del espaciotiempo, de modo que recobramos la solucién de fondo
que identificamos efectivamente con la fase normal del material superconductor.
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