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Introduccion

La geometria es una de las ramas béasicas de las matemaéticas y cuando uno
piensa en ella es imposible no pensar en Euclides, después de todo es llamado
El padre de la geometria.

A lo largo de este texto se desarrollaré el tema de grupos ortocéntricos, el cual
se aborda desde el punto de vista de la geometria euclidana y que si bien es un
tema de Geometria Moderna, pocas veces se ve desarrollado en las clases debido
a la falta de tiempo. Es por ello que elegi este concepto como punto central de
mi tesis la cual estd compuesta por cuatro capitulos y que tiene como objetivo
ser un texto complementario para los estudiantes en sus primeros semestres.

En el primer capitulo se estableceran los conceptos basicos que vamos a
necesitar, como lo son los puntos y las rectas notables de los tridngulos, junto
con sus propiedades. En particular vamos a analizar las del ortocentro, ya que
este sera el protagonista de este trabajo, para terminar el capitulo se discuten
también las caracteristicas de las circunferencias y de los cuadrilateros.

En el segundo capitulo vamos a recordar las transformaciones del plano:
traslaciéon, rotacion, reflexion, homotecia e inversiéon. Se haréd de manera breve,
debido a que es meramente un recordatorio para trabajar con estas mas adelante.

En el tercer capitulo se va a desmenuzar el concepto principal, enunciando su
definicion, y probando algunas de sus propiedades, asi como las caracteristicas
para que exista un grupo ortocéntrico. Ademés se prueba bajo qué transforma-
ciones se preserva. Asi también se vera la construccion de un grupo ortocéntrico
dados cuatro puntos no conciclicos arbitrarios mediante una inversion, y dare-
mos un ejemplo en donde se encuentran grupos ortocéntricos dado un tridngulo
rectangulo.

El ultimo capitulo nos va a llevar al espacio euclidiano, es decir vamos a
subir la dimension de los objetos, ya no vamos a tratar con tridngulos, sino con
triedros y tetraedros. Analizaremos si es posible tener un analogo a los grupos
ortocéntricos en ambas figuras.
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Capitulo 1

Preliminares

En este primer capitulo nuestro objetivo es el definir conceptos y probar
teoremas y proposiciones de figuras en el plano euclidiano que formaran la base
para el desarrollo de nuestro texto.

Antes de comenzar es importante aclarar que para la comprension de este
texto el lector debe tener conocimientos previos de geometria, por ejemplo: pos-
tulados (y sus equivalencias), junto con nociones comunes de Euclides, teorema
de Tales, teorema de Pitagoras, ley del paralelogramo, razones entre segmentos,
nociones de distancia. Los cuales no demostraremos en este texto, sin embargo
se pueden consultar en [3] o [5].

Asi mismo es importante mencionar que cuando se hace referencia a la se-
mejanza o congruencia de dos tridngulos (o en general cualquier poligono) las
razones estaran dadas de la siguiente forma: si AABC y ADEF son semejan-
tes (o congruentes) nos estaremos refiriendo a que sus lados correspondientes
cumplen que % = % = %

También es importante tener en cuenta que cuando se escriba E estamos
considerando segmentos dirigidos, es decir, el segmento comienza en A y termina

en B, asi tenemos que BA = —(AB).

1.1. Puntos y rectas notables de un triangulo

Si pensamos en las figuras mas simples que hay en el plano euclidiano, mas
alla de solamente puntos y rectas, seguramente las primeras que se nos ocurri-
rian son triangulos. En esta seccién veremos algunas propiedades de los puntos
y rectas que podemos definir en ellos. Estos conceptos y teoremas son la base de
este texto. El libro de los Elementos de Euclides es de los primeros en donde se
encuentra un estudio axiomatico de figuras planas, por lo cual serd mencionado
a lo largo de los capitulos.

Dado un triangulo AABC, podemos dibujar el segmento de un vértice al
punto medio del lado opuesto, a este lo llamamos mediana del triangulo. A

11



12 CAPITULO 1. PRELIMINARES

continuacién probaremos un lema que nos ayudard a demostrar un teorema
relacionado con las medianas de un tridngulo.

Lema 1.1.1. El segmento que une los puntos medios de dos lados de un tridn-
gulo es paralelo al lado restante y su longitud es igual a la mitad de dicho lado.

A

Figura 1.1: Lema 1.1.1

Demostracion. Sean AABC un triangulo, N y M los puntos medios de los lados
AB y AC, como se muestra en la Figura 1.1. Tenemos que ﬁ—ﬁ:%, y por el
reciproco del teorema de Tales tenemos que BC' es paralelo a NM. También
tenemos que los triangulos AABC y AANM son semejantes con razon 2 : 1,

entonces 2NM = BC. |

Teorema 1.1.2. Las medianas de un tridngulo concurren.

Demostracion. Sean AABC' un triangulo, M, N y L los puntos medios de los
lados AC, AB y BC, respectivamente y llamémosle G al punto de interseccién
de CN y BM (el cual existe ya que al ser NM paralelo a BC' se tiene que
T=4ANMC+ AMCB > ABMC + £MCN. Entonces por el quinto postulado
BM y CN se intersecan).

Por el lema anterior tenemos que NM es paralelo a BC, asi ABCG y
AMNG son semejantes con razén 2 : 1, entonces las medianas CN y BM
se intersecan en G que es el Gnico punto que divide a estos segmentos en la
razon dada. Sea G’ el punto de interseccion de AL y BM (el cual existe por
un argumento analogo al dado para G), fijémonos en los triangulos AABG’ y
ALMG', nuevamente por el lema anterior tenemos que M L es paralelo a AB,
por lo cual AABG’' y ALMG’ son semejantes con razén 2 : 1, asi G’ divide a
BM en 2 : 1. Recordando que dado un segmento y una razén existe un tnico
punto sobre la recta que lo divide en dicha razon concluimos que G = G’. Por
lo tanto, las medianas se intersecan en un solo punto. |
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A

Figura 1.2: Gravicentro.

Definicion 1.1.3. Al punto de interseccion de las medianas se le llama grawvi-
centro, baricentro o centroide y usualmente es denotado por una G.

Dadas dos rectas que se intersecan en un punto, estas delimitan cuatro an-
gulos (dos iguales entre si al ser opuestos por el vértice). En general, al hablar
del dngulo entre dos rectas solo consideraremos el que sea de menor magnitud.
Si nos fijamos en un angulo podemos trazar rectas que lo dividan en dos dngulos
iguales, a dichas rectas las llamaremos bisectrices.

Si nos fijamos en los angulos internos de un triangulo, a la recta que divide
a uno de ellos en dos angulos iguales la llamamos bisectriz interna, de la
misma manera podemos dividir a los dngulos externos (dngulo suplementario
del interno), en este caso, la recta es llamada bisectriz externa.

Proposiciéon 1.1.4. Sean a y b dos rectas que inician en un punto M, la bi-
sectriz del dngulo formado por a y b es el lugar geométrico de los puntos que
equidistan de ambas rectas.

Demostracion. Sean a y b dos rectas distintas cuya interseccion es O y sea [
una bisectriz. Elegimos un punto P sobre [. Desde P trazamos perpendiculares
hacia a y b, a los pies de estas les llamamos A y B, respectivamente. Ahora
nos fijamos en los triangulos AOAP y AOBP, nétese que son congruentes ya
que como [ es bisectriz entonces L AOP = £ POB y ambos tienen un segundo
angulo que es rectos en A y B, respectivamente, y por la suma interna de los
angulos de un tridangulo tenemos que L APO = LOPB. Ademas OP es lado
comun. Asi por el criterio angulo-lado-angulo, los tridngulos son congruentes y
por lo tanto PA = PB.

Sea P’ un punto en el lugar geométrico, entonces d(P’,a) = d(P’,b), nombremos
A’ y B’ a los pies de las perpendiculares de P’ a a y b. Nos fijamos en los
triangulos AOA’ P’ y AOB’P’, ambos son triangulos rectangulos, P’A’ = P'B’
y OP’ es un lado comiin, por el teorema de Pitagoras llegamos a que OA’ =
OB’. Entonces, por el criterio lado-lado-lado se tiene que los tridngulos son
congruentes y asi LA’OP’ = £P'OB’. Es decir, P’ esta en la bisectriz del
angulo comprendido por las rectas a y b. ]

Ahora que ya vimos a la bisectriz como lugar geométrico, podemos demostrar
que efectivamente estas se intersecan dentro de un triangulo.
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Teorema 1.1.5. Las bisectrices internas de un tridngulo son concurrentes.

Demostracion. Sea AABC un triangulo. Como ya vimos, la bisectriz es el lugar
geométrico de puntos que equidistan de los lados de un angulo. Sean Py Q
las intersecciones de las bisectrices por A y B con BC' y C A respectivamente.
Llamémosle I al punto de interseccion de estas bisectrices (el cual existe ya que
m=AABC+LCAB+{ACB > LABC+ ABAC > £QQBA+ {BAP. Tenemos
que, por el quinto postulado AP y BQ se intersecan).

Sean Z, Y y X los pies de altura desde I sobre AB, CA y BC, respec-
tivamente. Como I esta en AP y BQ, entonces d(I,Z) = d(I,Y) = d(I, X),
entonces I también esté sobre la bisectriz del dngulo LAC'B. Por lo tanto las
bisectrices se intersectan en el punto I. |

Figura 1.3: Incentro.

Teorema 1.1.6. Dos bisectrices externas y la bisectriz interna del dngulo res-
tante concurren.

Demostracion. Sean AABC un triangulo e I’ la interseccion de las bisectrices
externas de los angulos con vértice en B y C. Sean X', Y' y Z’ los pies de las
perpendiculares desde I’ hacia los lados BC, AC' y AB entonces d(I',Z') =
d(I', X"y =d(I',Y"), asi I también esta en la bisectriz de L BAC, por lo tanto
I’ es la interseccién de las dos bisectrices externas y una interna. |

Definicion 1.1.7. Al punto de interseccion de las bisectrices internas se le lla-
ma tncentro y es denotado por una I, y llamamos excentro a la interseccion
de dos bisectrices externas y una interna. El incentro es el centro de una circun-
ferencia inscrita al tridngulo, llamada incirculo. Los excentros son los centros
de circunferencias tangentes a un lado y a la prolongacién de los otros y son
llamadas excirculos.

Ya definimos las medianas del tridAngulo, pero ahora en lugar de unir el punto
medio M con el vértice opuesto, nos gustaria trazar una recta perpendicular al
lado del tridngulo que pase por dicho M, a esta recta le llamamos mediatriz.
Esta recta se puede dibujar con cualquier segmento, no necesitamos tener un
triAngulo para definirla, y al igual que las bisectrices, las mediatrices también
son descritas como un lugar geométrico.
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A

Figura 1.4: Excentro.

Proposiciéon 1.1.8. La mediatriz de un segmento es el lugar geométrico de
puntos que equidistan de los extremos de este.

Demostracion. Sea AB un segmento y M su punto medio. Construimos la recta
m perpendicular a AB por M, y elegimos P un punto sobre m, entonces nos
fijamos en los triangulos APAM y APBM, los cuales son congruentes ya que
AM = MB, ambos tridngulos tienen un angulo recto en M y comparten el
lado M P, asi el criterio de lado-dngulo-lado garantiza que dichos tridAngulos son
congruentes. En particular tenemos que PA = PB.

Sea P’ un punto en el lugar geométrico dado, entonces P’A = P'B. Si P’ est4
sobre AB entonces P’ es el punto medio y por lo tanto pertenece a la mediatriz,
de lo contrario, tracemos una perpendicular a AB desde P’, llamémosle M’
al pie de dicha perpendicular, y ahora fijémonos en los tridngulos AP’ AM’ y
AP'BM’: ambos tienen angulos rectos, un lado comun PM’ y como P'A = P'B,
por el teorema de Pitagoras tenemos que el lado restante es igual, es decir
AM’ = M’'B. Entonces M’ es punto medio y como P’'M’ es perpendicular a
AB concluimos que P’ esta en la mediatriz del segemento AB. ]

Ya que vimos a las mediatrices como lugar geométrico, es facil demostrar el
siguiente teorema:

Teorema 1.1.9. Las mediatrices de un tridngulo son concurrentes.

Demostracion. Sean ANABC un triangulo, L, M, N los puntos medios de los
segmentos BC, AC' y AB respectivamente y sea O la interseccion de las per-
pendiculares ¢ y ¢/ por L y M, respectivamente (la cual existe ya que m =
LZMA+ LRNA > ALZMN + £LRNM donde Z y R son puntos en £ y ¢'. Asi,
por el quinto postulado £ y ¢’ se intersecan).
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Como O esta en las mediatrices de los segmentos BC'y AC, entonces d(O, B) =
d(0,C) = d(0, A), por lo tanto O también esta en la mediatriz del segmento
AB, asi, las mediatrices de un triangulo se intersecan. |

A

Figura 1.5: Circuncentro.

Definicion 1.1.10. Al punto de interseccion de las mediatrices se le llama
circuncentro y es denotado por la letra O. Este punto es el centro de una
circunferencia que pasa por los tres vértices del triangulo, la cual se llama cir-
cuncirculo.

Para nuestra ultima definicion, desde un vértice del triangulo trazamos una
perpendicular hacia el lado opuesto. A esta recta la nombramos altura, y al
igual que las rectas que ya hemos mencionado, estas también son concurrentes.
Antes de realizar la prueba, enunciamos un lema que caracteriza a las alturas
de un tridngulo como un lugar geométrico.

Lema 1.1.11. Si AABC es un triangulo y AD es perpendicular a BC, donde
D es el pie de esta, entonces la altura por A es el lugar geométrico de los puntos
P tales que (AB)* — (AC)? = (PB)? — (PC)?.

Demostracion. Veamos que D pertenece al lugar geométrico. Aplicando el Teo-
rema de Pitagoras a los tridngulos rectangulos AABD y AADC' tenemos que

(AB)? = (AD)? + (DB)?,
(AC)? = (AD)? + (DC)?

Consideramos (AD)? de ambas ecuaciones y tenemos que
(AB)* - (AC)* = (DB)* — (DC)?
Por lo tanto D pertenece al lugar geométrico.

Reciprocamente, sea P un punto en el lugar geométrico, entonces

(AB)* - (AC)* = (PB)* - (PC)?
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Al ser AD la altura del tridangulo, entonces podemos usar el Teorema de Pita-
goras en los tridangulos AABD y AADC

(AB)* - (AC)* = (DB)* - (DC)?,

(PB)? = (PC)* = (AB)* - (AC)?
Asi,

(PB)* — (PC)* = (DB)* — (DC)? (1.1)

Vamos a considerar H el pie de altura desde P hacia BC. Aplicando el teorema
de Pitagoras tenemos que

(PH)? + (HC)? = (PC)?,
(PH)?> 4+ (HB)? = (PB)?

Sustituyendo en (1.1) obtenemos

(PH)?> + (HB)? — (PH)?> — (HC)? = (PB)? — (PC)? = (DB)* — (DC)?

Entonces,

(HB)? - (HC)? = (DB)* - (DC)*
= (DH + HB)? — (DH + HC)?
= (DH)* +2(DH + HB) + (HB)*> — (DH)* - 2(DH + HC) — (HC)?
= 2(DH « HB) + (HB)* — 2(DH « HC) — (HC)?

Por lo cual,

(HB)? — (HC)?> =2(DH * HB) + (HB)* — 2(DH « HC) — (HC)?,
0=2(DH * HB) — 2(DH % HC),
0=2DH(HB - HC)

Tenemos dos casos, 2DH = 06 HB—HC = 0. Veamos que pasa en el segundo, si
HB—HC =0, entonces HB = HC| lo cual nos dice que H es punto medio, pero
al ser PH perpendicular a BC tenemos que el tridngulo APCB es isosceles (o
equilatero), entonces PH es también altura. En el primer caso H y D coinciden,
es decir, P esté sobre la altura AD del triangulo AABC. |

Teorema 1.1.12. Las alturas de un tridngulo son concurrentes.

Demostracion. Sean AABC un triangulo, AD, BE y CF sus alturas, y H el
punto de interseccion de AD y BE (el cual existe ya que m = L BEA+LADC >
ABAP + £DAB. Asi, por el quinto postulado AD y BE se intersecan).

Por el lema anterior sabemos que
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Sumando ambas igualdades llegamos a que
(BH)? — (AH)? = (CB)? — (AC)?

Entonces H estda en C'F y por lo tanto las alturas se intersecan en un solo
punto. |

B D

Figura 1.6: Ortocentro.

Definicion 1.1.13. Al punto de interseccion de las alturas de un tridngulo se
le llama ortocentro y se le denota con una H.

Esta ultima definicion es la méas importante para nosotros, ya que los grupos
ortocéntricos van a estar definidos mediante el ortocentro de un tridngulo. Por
esta razon, en la siguiente seccidn estudiamos algunos resultados importantes
que involucran a las alturas y a su interseccion.

Del primer postulado de Euclides podemos deducir que la distancia mas corta
entre dos puntos es la linea recta que los une. ; Qué pasaria si no pudiesemos unir
los puntos directamente? en ese caso, se puede enunciar la siguiente proposicion:

Proposicion 1.1.14 (Propiedad optica de la elipse). Si dos puntos estdn
en un mismo semiplano respecto a una linea, entonces el camino mds corto entre
ellos, y que ademds interseque a la linea dada en un punto, son dos semirayos
que se intersecan con la linea dada y que forman dngulos iguales .

Demostracion. Sean A, B los puntos dados y ¢ la linea dada. Trazamos una
perpendicular desde A hacia £ y le llamamos D al pie de altura, trazamos una
circunferencia con centro en D y radio AD, al punto diametralmente opuesto a A
le nombramos A’. Unimos A’ con B y a la interseccion de este segmento con £ le
llamamos C. Unimos A con C. Notese que los triangulos AADC y AA’DC son
congruentes por criterio lado-angulo-lado, pues comparten un lado, AD = A’D
y el dngulo L ADC = L A’DC = 5. Afirmamos que C hace el camino més corto,
para ello supongamos que no. Elegimos un punto M sobre [, supongamos que
M hace el camino mas corto entre A y B tocando a ¢, unimos BM y MA’,
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se forma un triangulo AA’BM, pero sabemos que la suma de dos lados de un
tridngulo es mayor al restante, asi

AM +MB =AM+ BM >A'B=A'C+CB=AC +CB

Por lo tanto C' es el punto en ¢ que hace el camino mas corto. ]

Figura 1.7: Propiedad 6ptica de la elipse.

1.2. Circunferencias

Fuclides nos dice en su tercer postulado lo siguiente: "Dado un punto y
una distancia se puede trazar una circunferencia”; en esta seccion estudiamos
algunas propiedades de las circunferencias, que serén utiles para el desarrollo
principal del texto. Para facilitar la notacion, dada un circunferencia % con
centro en O y radio r escribiremos €(O,r).

Es importante hacer notar que cuando decimos que un édngulo abre un ar-
co de circunferencia nos referimos al arco que resulta de la intersecciéon de la
circunferencia con los lados del dngulo.

Definicion 1.2.1. En una circunferencia %, decimos que un angulo es incrito
si estd formado por dos cuerdas que tienen un extremo comun sobre la circun-
ferencia.

Definicion 1.2.2. Sea ¥ una circunferencia, decimos que un angulo es central
si esta formado por dos radios de la circunferencia.

Las demostraciones de las siguientes proposiciones se pueden encontrar en
[4].

Proposicion 1.2.3. Un dngulo inscrito es igual a la mitad del angulo central
que abre el mismo arco.

Proposiciéon 1.2.4. Dos dngulos inscritos en una circunferencia que abren el
mismo arco son iguales.
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Si nos dan dos rectas que se intersecan es posible medir el Angulo entre ellas.
En las circunferencias, también podemos medir angulos entre ellas, para ello es
necesario tener dos circunferencias que tengan al menos un punto en comun.
Trazamos tangentes a las circunferencias por uno de los puntos de interseccion,
el angulo entre ellas es el angulo determinado por los rayos que no intersecan a
la circunferencia.

Figura 1.8: Angulo entre dos circunferencias.

Al igual que en las rectas podemos tener rectas perpendiculares, en las cir-
cunferencias vamos a tener algo similar, para ello vamos a necesitar la siguiente
definicion:

Definicién 1.2.5. Decimos que dos circunferencias € (O,r) y € (0O1,71) son
ortogonales si (001)? = r? +r?.

El siguiente teorema no se probara, pero su demostracion se puede encontrar
en [1].

Teorema 1.2.6. Dadas dos circunferencias que se intersecan, si el radio de
una circunferencia que pasa por un punto de interseccion es tangente a la otra,
las dos circunferencias son ortogonales.

1.3. Circunferencia de los 9 puntos

Se puede ver que para determinar una tnica circunferencia es necesario te-
ner al menos tres puntos dados no colineales. En efecto, se puede trazar un
tridngulo para después fijarse en el circuncentro, sin embargo, a lo largo de la
historia varios matematicos se dieron a la tarea de buscar circunferencias que
estuvieran definidas con mas puntos o que tuvieran propiedades especiales. Karl
Wilhem Feuerbach (1800-1834), fue uno de los que tuvo éxito en su busqueda, él
descubri6 una circunferencia que pasaba por seis puntos: los puntos medios y los
pies de alturas de un tridngulo y Olry Terquem (1782-1862) fue quien not6 que
esta circunferencia también pasaba por los puntos medios entre el ortocentro y
los vértices del triangulo. Terquem fue la primera persona en usar el término
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circunferencia de los nueve puntos. Dicha circunferencia tiene propiedades muy
interesantes, sin embargo en este texto solo mencionaremos las que vamos a
ocupar. Las demostraciones de los siguientes teoremas no se escribira, pero se
pueden encontrar en [5].

Teorema 1.3.1. En un tridngulo ABC, los pies de las alturas, los puntos medios
de los lados y los puntos medios de los vértices al ortocentro son cicilicos.

Figura 1.9: Circunferencia de los nueve puntos.

Teorema 1.3.2. El centro de la circunferencia de los nueve puntos queda a la
mitad del segmento definido por el ortocentro y el circuncentro.

Teorema 1.3.3. Dado un tridngulo y su ortocentro, las circunferencias que
tienen a un lado y al segmento del ortocentro al vértice restante como didme-
tros son ortogonales. Mds aun, los pies de las otras dos alturas son los puntos
comunes de dichas circunferencias.

Demostracion. Sea AABC un triangulo y H su ortocentro. Vamos a considerar
a las circunferencias con didametros BC'y AH, y las denotaremos como €1 (L, r)
y €2(S,r"), respectivamente (figura 1.10). Tracemos la circunferencia 4 que
tiene por diametro LS. Sean D, F,F los pies de las alturas que pasan por A, B
y C, respectivamente. Veamos que D pertenece a € ya que el angulo £ LDS es
recto pues AD es altura, como % pasa por un punto medio, un pie de altura y un
punto medio entre el ortocentro y un vértice, tenemos que % es la circunferencia
de los 9 puntos del tridngulo AABC'. Notese que E y F pertenecen a %1 puesto
que los angulos L BEC'y £ BFC son angulos rectos que subtienden un didmetro,
lo cual los obliga a estar sobre la circunferencia %;. También tenemos que F
y I pertenecen a ¢, y como £SEL = 7 entonces €1(L,r) y €2(S,r") son
ortogonales por el Teorema 1.2.6.

|

Asi como una circunferencia queda definida por tres puntos, una linea que-
da definida por dos, pero al igual que la circunferencia de los nueve puntos,
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Figura 1.10: Circunferencias ortogonales

se pueden encontrar rectas especiales que pasen por mas de dos puntos nota-
bles. Leonhard Euler demostré en 1765 que el circuncentro, el gravicentro y el
ortocentro son colineales, en su honor a esta linea se le nombré linea de Fuler.

A
E
N
H
10
B . 3 c
D L

Figura 1.11: Proposicién 1.3.4.

Proposicion 1.3.4. En un tridngulo ANABC, dado H su ortocentro, O el cir-
cuncentro y L el punto medio del lado BC, entonces la longitud del segmento
AH es el doble de la distancia del punto medio al circuncentro.

Demostracion. Tracemos las alturas por Ay B, y sean D y E los pies de éstas.
Ahora tracemos las mediatrices de los lados BC' 'y AC, con L y N los puntos
medios de dichos lados. Fijémonos en los tridngulos AABH y ALNO, estos
son semejantes ya que tienen lados respectivamente paralelos, asi, los dngulos
formados por lados correspondientes son iguales y se cumple el criterio de se-
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menjanza dngulo-dngulo, de esto podemos obtener que la razén de semejanza es
% = 2,y por lo tanto AH = 20L. |
Teorema 1.3.5 (Linea de Euler). Dado un tridngulo se tiene que el circun-
centro, el ortocentro y gravicentro son colineales.

Demostracion. Por la proposicién anterior sabemos que AH = 20L y como G
es gravicentro sabemos que AG = 2GL, donde L es el punto medio de BC.
Al ser AH y OL perpendiculares a BC, se tiene que son paralelas entre si,
entonces { HAG = LOLGy LAGH = £OGL, por lo cual los tridngulos AH AG
y AOLG son semejantes por criterio angulo-dngulo. En particular, {HGA =
£LOGL, asi H, G y O son colineales. |

Figura 1.12: Linea de Euler.

Corolario 1.3.6. Dados un tridangulo NABC, H, G y O su ortocentro, gravi-

: : GO _ 1
centro y circuncentro, respectivamente. Se cumple que CH = 3

Demostracion. Los triangulos AHAG y AOA’G son semejantes y su razon es
2 : 1, entonces HG = 2GO, por lo tanto % = % ]

Esta linea no solo tiene la propiedad de contener a estos tres puntos, sino
que también contiene al centro de la circunferencia de los nueve puntos.

Dada una circunferencia, uno siempre puede encontrar otra que sea tangente
a la ya dada (con una construccion), incluso dadas dos circunferencias se puede
encontrar una tercera que sea tangente a las dos anteriores, sin embargo aumen-
tando el nimero de circunferencias es mas dificil encontrar una que sea tangente
al mismo tiempo a todas.

El problema de Apolonio justamente nos habla sobre esto, nos da una cons-
truccion para que dadas tres circunferencias, se pueda encontrar una cuarta
que sea tangente a las tres circunferencias dadas. La circunferencia de los nueve
puntos tiene esta cualidad de ser tangente a 4 circunferencias, la prueba de este
teorema esta se puede consultar en [1].
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Teorema 1.3.7. Teorema de Feuerbach. La circunferencia de los 9 puntos
es tangente a las circunferencias tangentes a los lados de un tridngulo ABC, es
decir a la inscrita y a las 3 excritas.

Con este teorema concluimos esta secciéon. La circunferencia de los nueve
puntos va a ser muy relevante para las propiedades del tema central del texto.

1.4. Cuadrilateros ciclicos

Las intersecciones de rectas nos dibujan figuras, por ejemplo, en la primera
seccion vimos que el area delimitada por la interseccion en pares de tres rectas
nos dibuja un triangulo. En esta secciéon estudiamos un poco sobre cuadrilateros
que, como los tridngulos, se pueden ver como el area determinada por pares de
cuatro rectas no concurrentes por tercias. Sabemos que por tres puntos siempre
pasa una Unica circunferencia, sin embargo si tenemos cuatro, puede que no
exista circunferencia en la cual todos los puntos estén contenidos. Por ello surge
la siguiente defincion:

Definicion 1.4.1. Decimos que n puntos son ciclicos si estdn sobre una misma
circunferencia.

Otra observacion importante es que los angulos opuestos, es decir aquellos
que estan formados por lados distintas de un cuadrilatero ciclico convexo suman
7, esto lo probaremos en la proposiciéon siguiente. Ya sabemos que la suma de
los angulos internos de un triangulo es 7, asi que la suma interna de los angulos
internos de un cuadrilatero serd 2w y en general la suma de los angulos internos
de un poligono regular sera m(n—2) con n € N, esto nos va a servir mas adelante
para demostrar una proposiciéon que nos sera tutil.

Proposicion 1.4.2. Un cuadrildtero convexo es ciclico si y sélo si sus dngulos
opuestos suman .

Figura 1.13: Cuadrilatero convexo ciclico.
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Demostracion. Sea JABCD un cuadrilatero convexo inscrito en una circunfe-
rencia, sabemos que la suma de los dngulos internos de un tridAngulo suman ,
entonces tenemos que

{DBA+ {BAD + £{ADB = (1.2)

Notese que los angulos £ DCA=4DBA, {ACB=4£ADB ya que ambos abren el
mismo arco de circunferencia, respectivamente. Entonces sustituyendo en (1.2)
llegamos a que

£LACD + £BAD 4+ LACB ==
Ademas,
£LACD + LACB = £DCB
Entonces,
ADCB+ ABAD ==

Sea JABC'D un cuadrilatero cuya suma de angulos internos opuestos suman
7. Consideremos la circunferencia ¢ que pasa por A, B y C. Los puntos P que
estan el arco AC opuesto al vértice B cumplen que los angulos {APC' son
suplementarios con el angulo LCBA.

Sabemos que si dos puntos fijos P y P’ estan sobre una circunferencia en-
tonces para cualesquiera dos puntos Q y Q' de la circunferencia se cumple que
£LPQP' = LPQ'P' 0 LPQP’ y £LPQ'P’ son suplementarios (esto se puede de-
ducir con ayuda de la Proposicién 1.2.3). Por hipotesis LADC + LCBA =7
por lo tanto D pertenece € y OABCD es un cuadrilatero ciclico. |

Un cuadrildtero completo consiste en tomar dos pares de rectas que se
intersecan y los 6 puntos de intersecciéon. Sus puntos diagonales son las inter-
secciones de tomar lados opuestos como se muestra en la figura 1.14, donde los
puntos A, B y C son los puntos diagonales del cuadrilatero PQRS. Al tridngulo
formado por los puntos diagonales se le llama tridngulo diagonal. También
es posible considerar cuatro puntos no colineales por tercias y todas las rectas
que los unen, a esta figura la llamamos cuadrdngulo completo.

1.5. Propiedades de los ortocentros

Ya que hemos definido al ortocentro, podriamos preguntarnos lo siguiente:
dados tres puntos no colineales, jes posible construir un tridangulo cuyo uno de
sus lados sea el segmento definido por dos de los puntos y el punto restante sea
su ortocentro?

La respuesta es afirmativa. A continuaciéon vemos cémo se construye dicho
triangulo.
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T
B

Figura 1.14: Cuadrilatero completo.

Construccion:

Sean A, B y H los puntos dados, unimos A con B y desde H trazamos la
perpendicular hacia AB. Unimos HB y AH y desde A trazamos la recta per-
pendicular hacia el lado H B, ahora desde B trazamos una recta perpendicular
hacia el lado AH. Se afirma que la interseccion de dichas perpendiculares es el
punto buscado C. Por construccion, C'B es perpendicular a AH y AC es per-
pendicular a HB. Asi H es el ortocentro del triangulo AABC'. Pero més ain,
C también es el ortocentro del triangulo AABH.

Como observacion, la construcciéon que acabamos de dar no es tnica.

Los ortocentros van a jugar un papel fundamental, asi que a lo largo de esta
seccidon vemos sus propiedades y caracteristicas.

Proposicion 1.5.1. Si dos tridngulos NABC y NA’BC estdn inscritos en una
misma circunferencia y tienen base comin, entonces el segmento que une sus
ortocentros es paralelo y de la misma longitud al segmento que une los vértices
Ay A’; es decir, HH'=AA".

Demostracion. Sea € una circunferencia y AABC, AA’BC dos tridngulos ins-
critos en ella, con H y H’ sus ortocentros. Denotamos por O al centro de ¢ y
por L al punto medio de BC. Como O es el circuncentro de ambos tridngulos,
entonces por la Proposicion 1.3.4 sabemos que AH = 20L = A’H’. Observemos
que AH es paralelo a A’H' pues ambos son perpendiculares a BC, asi AA'HH'
es un paralelogramo, por lo tanto AA’ es paralela a HH’ y sus longitudes son
iguales. |
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i

Figura 1.15: Lineas de ortocentros paralelas en triangulos inscritos.

De esta ultima proposicion es muy facil deducir el siguiente resultado:

Proposicion 1.5.2. Si cuatro puntos sobre una circunferencia forman cuatro
tridngulos, entonces los cuatro ortocentros de estos tridngulos dibujan una figura
congruente a la formada por los puntos dados. Mds atn, las lineas de dichas
figuras son respectivamente paralelas.

H/l

Figura 1.16: Proposicién 1.5.2

Demostracion. Sean A, B, C'y D cuatro puntos sobre una circunferencia, de
tal manera que AABC, ADCB, ANADB, NACD son los triangulos que se
forman y H, H', H” y H'"" sus respectivos ortocentros (figura 1.16). Por la
proposicion anterior sabemos que HH’ y AD son paralelas, pero este resultado
lo podemos aplicar en cualquier par de tridngulos que tengan una base en comin.
Asi tenemos que los pares de rectas paralelas H'H"” y AB, H'H" v BC, HH"
y CD y més ain HH' = AD, HH" = AB, H'H" = BC, HH" = CD. Por
lo tanto ABCD es congruente a HH'H"' H" . [ |

Ahora que nos fijamos en longitudes de segmentos, jsera que las alturas cum-
plan algo en particular? ;qué hay del ortocentro? ;habra alguna relacion entre
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las alturas y los lados de un triangulo? A continuacién enunciaremos algunas
relaciones.

Teorema 1.5.3. En un tridngulo NABC' dado, los tres productos de los seg-
mentos en los cuales el ortocentro divide a las alturas son iguales HD x HA =
HB+HE =HF xHC, donde D, E y F son los pies de alturas.

Demostracion. Sean NABC' el tridngulo dado, H su ortocentro, D, E y F los
pies de las alturas desde A, B y C, respectivamente. Notese que los triangulos
ANCHD, NAHF; AEAH, ADBH; ACHE, ABHF, son semejantes por pares
respectivamente, ya que todos tienen un angulo recto y un dngulo opuesto por
el vértice en H. De esta manera, tenemos las siguientes igualdades

HD HC
HF ~ HA
HB HD
HA ~ HE’
HE HC
HF ~ HB

Entonces

HD«xHA=HC=+HF,
HAxHD =HBxHE,
HE+«HB=HF«+«HC

Por transitividad obtenemos lo que querfamos demostrar. Es decir,
HD+«HA=HBxHE =HF x HC

Teorema 1.5.4. El segmento determinado por el ortocentro y el punto de in-
terseccion que resulta de extender a una altura hasta que corte al circuncirculo
es bisectado por el lado opuesto al vértice de la altura.

Demostracion. Sean AABC un triangulo, H su ortocentro, y % su circuncircu-
lo. Nos fijamos en AD altura del AABC, la extendemos hasta que corte a € y
a esta interseccion la nombramos K (figura 1.17). Observemos que los dngulos
LK AC y £K BC son iguales, ya que ambos subtienden el mismo arco. Entonces
los tridngulos AAEH y ABDK son semejantes, pues ambos tienen también un
angulo recto en los vértices E y D respectivamente. Asi, el angulo LAHE es
igual a L BK D, pero {AHE = K BHD al ser opuestos por el vértice. Entonces
los tridngulos ABDH y ABDK tienen un lado comin y dos angulos corres-
pondientes iguales, por lo que son congruentes. En particular HD = DK. R
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A

K

Figura 1.17: Teorema 1.5.4

De este teorema podemos deducir dos corolarios. El primero relaciona al
circuncirculo de un triangulo con el circuncirculo del tridngulo formado por dos
vértices y el ortocentro. El segundo es una relacion entre los lados y las alturas.

Corolario 1.5.5. Fl circuncirculo del triangulo formado por dos vértices y el
ortocentro de un tridngulo dado es congruente al circuncirculo del tridngulo
dado.

Demostracion. Sean AABC el tridngulo dado y H su ortocentro. En el teorema
anterior, vimos que los triangulos ABKD y ABHD son congruentes, pero el
circuncirculo del tridngulo ABCK es congruente con el del tridngulo AABC.
Asi tenemos que los circuncirculos de los triangulos AABC y ABCK son con-
gruentes. ]

Corolario 1.5.6. El producto de las longitudes de los segmentos en los cuales
un pie de altura divide al lado de un tridngulo, es igual a la longitud de la altura
multiplicada por la distancia del ortocentro a dicho lado.

Demostracion. Sea AABC el triAngulo dado y vamos a trabajar con la nota-
cion de la figura 1.17. Los tridangulos AKBD y AACD son semejantes ya que
AKDB = ACDA al ser opuestos por el vértice y LACD = ABKD ya que
subtienden el mismo arco, entonces

DBxDC =DAx DK
Como DH = DK se tiene que
DB« DC =DAxDH
Que es lo que se queria demostrar. ]

El ciruncirculo ha tenido hasta el momento una fuerte relacién con el trian-
gulo y su ortocentro. Siguiendo este mismo camino, podemos llegar a la siguiente
relacion, donde aparece el didmetro, una altura y los lados del triangulo.
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Teorema 1.5.7. El producto de las longitudes de dos lados de un tridngulo es
tgual al producto de la longitud de la altura del tercer lado con el didmetro del
circuncirculo del tridngulo.

Demostracion. Sea NABC' el triangulo, AK el circundidmetro y D el pie de
altura desde A. Observemos que LABD = LAKC' ya que abren el mismo arco
de circunferencia, y los angulos en C' y D son rectos, por lo cual los tridn-
gulos AABD y AAKC son semejantes por el criterio angulo-dngulo. De esta
semejanza tenemos la siguientes igualdad

AB _AD
AK  AC
Lo cual implica que
ABx AC = AK « AD
|

Una altura y una mediatriz son rectas perpendiculares, con la diferencia de
que una lo es através de un punto que se encuentra fuera de una recta y la
otra lo es mediante un punto contenido en la recta, ;podra ser que para algin
triangulo formado con los puntos de uno ya dado el ortocentro se convierta
en algin punto notable para ese nuevo tridngulo? Dado un tridngulo podemos
construir al menos dos mas, estos son el tridngulo drtico o tridngulo pedal, el
cual es formado por los pies de alturas y el tridngulo medial, formado por los
puntos medios. En el triAngulo medial de un tridngulo dado existe una relacion
ya que el circuncentro del dado resulta ser el ortocentro del medial.

Proposicion 1.5.8. El circuncentro de un tridngulo dado es el ortocentro de
su tridngulo medial.

Demostracion. Sea NABC' el triangulo dado, L, M y N los puntos medios de
los segmentos BC, C'A 'y AB, respectivamente y O el circuncentro del tridngulo
ANABC. Sabemos que los triangulos AABC y ALMN estan en razén % y
sus lados son respectivamente paralelos. Sean ¢, €7, ¢ las mediatrices del
triangulo dado, como son perpendiculares a BC, CA y AB respectivamente,
entonces £, £y, ¢ también son perpendiculares a MN, LN y LM (ya que
BC, CA y AB son paralelas a MN, LN y LM respectivamente). Como pasan
por los vértices, entonces £p, £), £ son alturas del tridngulo ALM N, asi O es
el ortocentro del triangulo ALMN. ]

Al principio de esta seccion vimos la construcciéon de un triangulo cuyo or-
tocentro y un lado ya estan dados. Uno podria preguntarse si de manera similar
es posible lograr la construcciéon de un tridngulo donde los segmentos de sus
alturas ya estén dados. La respuesta es que afirmativa.

Antes de ver la construcciéon recordemos que:
Dados tres segmentos, ha, hg v hc, existe una relaciéon entre las alturas y los
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lados de un triangulo.

a(ha) =b(hp) = c(hc) = 2(ABC)

Donde (ABC') denota el area del triangulo AABC'y a, by ¢ denotan los lados
opuestos de los vértices A, B y C, respectivamente.
Dividiendo entre h 4h; obtenemos

a b c(he)

hg  ha  hahp

Construccion:

Vamos a considerar al triangulo ADEF donde EF = hg, DF = hy y DE =
hZﬁB . Tracemos la altura desde D y llamémosle K al pie de altura, elegimos L
un punto sobre DK (o su prolongacion) de tal forma que DL = hy4. Dibujamos
£ una paralela a EF por L. Nos fijamos en las intersecciones de £ con DE y DF
(o sus prolongaciones) y las llamamos B y C. Renombrando D por A, afirmamos
que el triangulo AABC es el buscado.

Es importante hacer la observaciéon que para poder hacer esta construcciéon se

debe tener que

hc
h h ——— >ha—h
A+ B>hAhB> A B

Ya que esto nos garantiza la construccién del triangulo ADEF.
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Capitulo 2

Transformaciones en el plano

En el plano euclidiano existen varias maneras mediante las cuales se pueden
transformar los elementos del plano o figuras dadas. En este capitulo recordamos
las definiciones de transformaciones rigidas y sus caracteristicas. Posterioremen-
te veremos invariantes bajo algunas de estas transformaciones.

2.1. Transformaciones rigidas

Una transformacion puede verse como la accién de cambiar algo y convertirlo
en algo nuevo. Sin embargo cuando aplicamos determinadas transformaciones
se pueden perder propiedades del objeto inicial. Aqui nuestros objetos, es decir,
los triangulos y las figuras 2-dimensionales, estd compuestos por segmentos y
angulos, también podemos considerar su orientacién. Nos gustaria que al apli-
car alguna transformacion se preserven la mayor cantidad de estas propieda-
des. Nuestras primeras transformaciones van a ser las que dejan invariantes las
longitudes de los segmentos y los d&ngulos entre ellos, éstas son llamadas trans-
formaciones rigidas. La traslacion, la rotacion y la reflexién son ejemplos de
este tipo. A continuacién definimos cada una de ellas para el caso particular del
plano euclidiano.

Definicion 2.1.1. Las transformaciones geométricas que conservan las distan-
cias se llaman isometrias. Es decir, f es una isometria si para cualesquiera
par de puntos A y B, sus imagenes A’ = f(A) y B’ = f(B) cumplen que
d(A,B) =d(A",B’).

Definicién 2.1.2. Sea f una isometria. Decimos que f es una traslacién si
existe un punto C' en el plano tal que para todo punto A en el plano se cumple
que f(A)=A+C.
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“ i
Figura 2.1: Traslacion.

Definiciéon 2.1.3. Decimos que un isometria f es una rotacion si existe un
punto O en el plano y a un angulo tal que para todo punto A en el plano se
cumple que f(A) = A"y LAOA" = a.

A/

(0]
Figura 2.2: Rotacion.

Definicion 2.1.4. Sea f una isometria. Decimos que f es una reflexion si
existe una recta ¢ tal que para todo punto en el plano A se cumple que f(A4) = A’
y £ es mediatriz del segmento AA’, donde los puntos de £ se quedan fijos.

A
,
\

\
|
|
!

\

bt
Figura 2.3: Reflexion.

Respecto a estas transformaciones existen varias observaciones, la mas re-
levante es que toda transformacion rigida es la composicion de a lo mas tres
reflexiones. Esto no lo vamos a demostrar pero la prueba se puede consultar en
[4]. Por ejemplo, una traslacion es equivalente a aplicar dos reflexiones (utili-
zando ejes de reflexion paralelos).
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Sin embargo, no todas las transformaciones que pueden realizarse en un
plano son rigidas, este es el caso de la homotecia y la inversién, que veremos en
las siguientes secciones.

2.2. Homotecia

Rotar, reflejar y trasladar, ;qué mas se le puede realizar a una figura? Cam-
biar sus dimensiones, por ejemplo, hacer que su tamano sea mas pequeno o més
grande. Al hacer esto estamos perdiendo la propiedad de preservar longitudes,
més no la conservacién de angulos entre rectas.

Definicién 2.2.1. Dos figuras # y %’ son homotéticas si existen un punto O
y una constante k # 0 tales que, para todo F en .% existe F’ en .%' que cumple
lo siguiente:

1. O, F, F’ son colineales.

OF __
2. OF

3. La funcion f tal que f(F) = F’ es una biyeccion.

Al puntoO lo llamaremos centro de homotecia y a la constante k la razon de
homotecia.

Las demostraciones del siguiente teorema no se daran en este texto, pero se
encuentran en [1].

Teorema 2.2.2. Dos circunferencias dadas, € y ¢, de centros y radios dis-
tintos, son figuras homotéticas de formas distintas con dos centros y con dos
razones de homotecia. Donde cada tangente comin a € y €1 pasa por un centro
de homotecia.

Figura 2.4: Circunferencias homotéticas.

Por lo anterior tenemos que dos circunferencias tienen dos centros de homo-
tecia. Al que se encuentra dentro del segmento determinado por los centros de
estas se le llama centro de homotecia interno y al restante se le llama centro de
homotecia externo, que denotaremos por K y H, respectivamente.

Como observacion, si las circunferencias son concéntricas o de radios iguales
solo tienen un centro de homotecia.
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La homotecia, a diferencia de las transformaciones pasadas, no respeta la
longitud de los segmentos, ya que al aplicarles la transformacion, los segmentos
se expanden o se contraen dependiendo de la razén de homotecia. Sin embargo
si va a respetar los angulos (para verlo podemos trazar paralelas y después usar
el Teorema de Tales).

2.3. Inversion

Para la ultima transformacion que estudiaremos en este capitulo ocuparemos
las siguientes proposiciones, cuyas demostraciones se pueden encontrar en [4].

Definicion 2.3.1. P estd en el interior de ¢ si OP < r, P esta sobre € si
OP =1y P esté en el exterior de € si OP > r.

Proposicion 2.3.2. Si dos cuerdas AB y CD de una circunferencia se inter-
secan en un punto P, entonces PA* PB = PC x PD.

Proposicion 2.3.3. St A, B y C son puntos sobre una circunferencia € y si
la tangente a € en C, interseca en un punto P a la prolongacion de la cuerda
AB, entonces (PC)? = PAx PB.

Figura 2.5: Potencia de un punto.

Por los resultados anteriores, dado un punto P y una circunferencia ¢, tra-
zamos cualquier recta desde P que interseque a % en puntos A y B (donde A
puede coincidir con B), tenemos que PA x PB es una constante.

Definicion 2.3.4. La constante PAx PB se conoce como potencia del punto
P respecto a €.

La potencia es muy 1til en diversos temas, nosotros la usaremos para estu-
diar la transformacion restante. Como observaciéon extra vamos a recordar que
al lugar geométrico de todos los puntos cuyas potencias son iguales a dos cir-
cunferencias no concéntricas es una linea llamada eje coazial o eje radical. Este
resultado y la demostracion de la siguiente proposiciéon se pueden encontrar en

[9]-
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Figura 2.6: Construccién de un punto inverso.

Proposicion 2.3.5. Los ejes radicales de tres circunferencias (con centros no
colineales) tomados por pares son concurrentes.

Al punto de concurrencia de la proposiciéon anterior se le llama centro coazial
o centro radical. Las circunferencias que comparten un mismo eje radical se les
conoce como familia de circunferencias coaziales.
Para definir inversién vamos a necesitar una circunferencia dada, a la cual lla-
maremos circunferencia de inversion.

Definicién 2.3.6. Sea % una circunferencia con centro O, radio r y f la funcion
definida de la siguiente forma: f(P) = P’ si P’O * PO = r? donde P, P' y O
son colineales. En este caso diremos que f es una inversion . O se llamara
centro de inversion y a 7 se le conoce como radio de inversiéon.

Dado un punto P en el plano, se puede seguir la siguiente construcién para
obtener su inverso:

Construccion:

Si P esta fuera de %, unimos P con el centro de inversion O. Desde P se tra-
za una recta tangente a la circunferencia, llamémosle A al punto de tangencia.
Desde A trazamos una recta perpendicular hacia OP, llamémosle P’ a la inter-
seccion, afirmamos que P’ es el inverso del punto dado.

Si P esta dentro de %, lo unimos con el centro de inversion O, luego trazamos
una perpendicular a OP en P, nos fijamos en alguna de las intersecciones de
esta con la circunferencia, llamémosle A, después trazamos la recta tangente a
% por A, prolongamos hasta intersecar a OP y se afirma que esta intersecciéon
es el inverso buscado.

Para ver que la construccion dada es correcta basta con ver que los tridngulos
AOAP y AOP’A son semejantes. En el caso cuando P esta sobre ¢ al aplicar
la definicion se concluye que es su propio inverso.
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La relacion de ser inversos es simétrica, es decir, si P’ es el inverso de P,
entonces P es el inverso de P’. A continuaciéon vamos a ver algunas propiedades
de la inversion.

Proposicion 2.3.7. El inverso de un punto en el interior de la circunferencia
de inversion es un punto exterior a ella.

Demostracion. Sea P un punto en el interior de la circunferencia con centro en
O y radio r. Notese que su inverso P’ puede estar en tres lugares, en el interior,
en el exterior o sobre la circunferencia; veamos que el tnico caso posible es
que esté fuera de la circunferencia. Supongamos que su inverso esta sobre la
circunferencia, entonces por definicién tendriamos que OP x OP’ = 12, como P’
esté sobre la circunferencia entonces r = OP’, asi

OP %« OP" =0P? =0P xOP

Por lo cual, llegamos a lo siguiente: OP = OP’, lo cual implicaria que OP es
radio de la circunferencia. Por lo cual P estaria sobre la circunferencia. Sin em-
bargo P estaba en el interior, entonces P’ no puede estar sobre la circunferencia.
Veamos ahora que pasa si P’ est4 también en el interior de P, como ambos estan
en el interior tenemos que

0<OP<ry0<OP <r

Entonces OP x OP’ < r2. Asi P’ no puede ser el inverso de P ya que no cumple
con la definicién, por lo cual el tinico caso posible es que P’ esté fuera de la
circunferencia. [ |

Corolario 2.3.8. El inverso de un punto sobre la circunferencia, es el mismo
punto.

Corolario 2.3.9. Todo punto en el plano, excepto el centro de inversion, tiene
un nverso y éste es unico.

Demostracion. Con la Proposiciéon 2.3.7 y el Corolario 2.3.8 se establecié que
todo punto tiene inverso, por lo cual solo nos queda demostrar la unicidad.
Supongamos que no, es decir que existe un P” tal que P” también es inverso
de P. Entonces por la defincién tenemos que

OP «OP" = r?> = OP «OP"
Entonces,
OP «OP" = OP « OP"

Y asi concluimos que OP’ = OP". Como sabemos que O, P y su inverso deben
ser colineales, entonces P’ es igual a P”. |
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La inversion, al igual que todas las deméas transformaciones que hemos visto,
es una funciéon biyectiva exceptuando por el centro de inversién ya que va a ser
el tnico punto en el plano el cual no tiene inverso; en una geometria extendida,
se puede decir que el centro de inversion se invierte en un punto al infinito.
Dicho esto, decimos que esta transformacion va a mandar puntos en puntos, sin
embargo, no conserva todas las figuras.

Proposicion 2.3.10. La imagen inversa de una circunferencia concéntrica a
la circunferencia de inversion es otra circunferencia concéntrica a ella.

Demostracion. Sea €’ una circunferencia tal que es concéntrica con la circunfe-
rencia de inversion. Sea P un punto en %’. Sabemos que el inverso P’ de P debe
de cumplir que PO * P'O = r2, nétese que PO siempre va a ser una constante
pues seré el radio r’ de la circunferencia %”, entonces tenemos que
POxP'O=r1"+PO =r?
_— 2 —_— . .
Ast llegamos a que P’O = 7 entonces P’O es una constante sin importar
el punto que tomemos. Concluimos que el lugar geémetrico de los inversos de

¢’ son los puntos tales que distan :—f de O. Es decir, el inverso de ¢’ es una

2
r_
)

circunferencia cuyo radio es y su centro es O. ]

Proposiciéon 2.3.11. La imagen inversa de una recta que pasa por el centro de
tmuversion, sin este, es la misma recta pero con un orden distinto en sus puntos.

Demostracion. Sea £ una recta que pase por O el centro de la circunferencia de
inversion. Observemos que las intersecciones de £ con la circunferencia son fijas,
ya que sus inversos son ellas mismas, lo cual nos dice que entonces nuestra ima-
gen va a tener dos puntos invariantes. También ya hemos visto que un punto en
el interior de la circunferencia tiene como inverso a un punto exterior, entonces
todos los puntos que se quedan en el segmento de la recta que esta contenido en
el interior de la circunferencia van a tener inversos en los segmentos de la recta
que se quedan en el exterior de la misma. Como un punto y su inverso deben
ser colineales con el centro O, entonces los puntos se van a quedar en la misma
recta. Es decir, la recta, como objeto va a quedar invariante, pero los puntos
que eran interiores ahora seran exteriores y viceversa. Esto es, el inverso de la
recta es la misma recta pero con los puntos en un orden diferente. ]

Proposicion 2.3.12. La imagen inversa de una recta que no pasa por el centro
de inversion es una circunferencia que pasa por el centro de inversion.

Demostracion. Sea £ una recta que no pasa por el centro de inversion y € (O, r)
la circunferencia de inversion (figura 2.7). Tracemos la perpendicular de O hacia
¢ y llamémosle A al pie de ésta. Sea B en £, encontramos A’ y B’ sus inversos
con respecto a €. Notese que los triangulos AAOB y AA’OB’ son semejantes,
ya que ambos tienen un dngulo en comin y dos lados proporcionales ya que

OAxOA =r> =0B* OB’
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Si nos fijamos en la circunferencia que pasa por O, A’ y B’, al ser OA perpen-
dicular a ¢ entonces el angulo £ A’B’O es recto, por lo cual OA’ es el diametro
del cincuncirculo del triangulo AOA’B’. Como B fue un punto arbitrario en-
tonces para cualquier punto P en ¢, su inverso P’ estara en la circunferencia de
didmetro OA’, con lo cual podemos concluir que el inverso de la recta £ es la
circunferencia que tiene como didmetro al segmento OA.

Figura 2.7: Inverso de una recta que no pasa por el centro de inversiéon

Proposicion 2.3.13. La imagen inversa de una circunferencia que pasa por el
centro de inversion es una recta que no pasa por el centro de inversion.

Demostracion. Sea % una circunferencia que pasa por el centro de inversion O.
Sea P en € el punto diametralmente opuesto a O, encontramos P’ el inverso de P
con respecto a la circunferencia de inversion. Trazamos ¢ una recta perpendicular
a OP por P’, sea (Q un punto en %, y sea Q' la interseccion de £ con OQ, veamos
que Q' es el inverso de @, es decir, QO * Q'O = r2.

Fijémonos en los triangulos AOPQ y AOP’Q’, ambos tienen angulos rectos
en LOPQ y £OP'Q’, comparten un angulo y como PO x P'O = r2, entonces
AOPQ y AOP'Q’ son semejantes, asi QO * Q'O = r2, por lo tanto @’ es el
inverso de ), y como @ fue un punto arbtitrario, entonces ¢ es la imagen inversa
de € |

Corolario 2.3.14. La imagen inversa de una circunferencia que pasa por el
centro de inversion y corta a la circunferencia de inversion es la recta que pasa
por dichos puntos.

Corolario 2.3.15. La imagen inversa de una circunferencia que es tangente a
la circunferencia de inversion y pasa por su centro es la recta tangente que pasa
por el punto de tangencia.
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Proposiciéon 2.3.16. La imagen inversa de una circunferencia que no pasa
por el centro de inversion, es otra circunferencia que no pasa por el centro de
1MVersion.

Demostracion. Sea €1(01,71) una circunferencia que no pasa por O. Sea P un
punto sobre €1, y P’ su inverso con respecto a € (O, r). Tracemos la recta OP y
llamémosle @ a la interseccion de OP con %7. Dibujamos ¢ una paralela a QO;
por P’ y sea B punto de interseccion de £ con OO;. Como P y P’ son inversos
entonces PO * P'O = r2. Veamos que

oP' OB _BP'
0Q 00, 0:Q

Ya que los triangulos AOP’'B y AOQO; son semejantes. Asi BP' es constante
para cualquier P’ y B es punto fijo, por lo cual podemos concluir que el lugar
geométrico de puntos P’ es una circunferencia que no pasa por el centro de
inversion (la demostracion del lugar geométrico se puede revisar en [4]). [ |

Proposicion 2.3.17. Una circunferencia que pasa por dos puntos inversos es
ortogonal a la circunferencia de inversion.

Figura 2.8: Circunferencia que pasa por dos puntos inversos.

Demostracion. Sean Py P’ dos puntos inversos respecto a una circunferencia
% . Nos fijamos en una circunferencia que contenga a dichos puntos, llamémosla
%'. Sea, A uno de los puntos de interseccion de esta circunferencia con € (los
cuales existen ya que recordemos que si un punto es exterior entonces su inverso
es interior). Notese que la potencia de P con respecto a € es OP x OP’ pero
como P y P’ son inversos se tiene que OP x OP' = r? = OA?2, asi OA es
tangente a €’ (considerando la potencia de O con respecto a €”), por lo tanto
% es ortogonal a €’ (por el Teorema 1.2.6). [ |

Corolario 2.3.18. El inverso de una circunferencia ortogonal a la circunferen-
cia de inversion es ella misma.
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Es importante resaltar que esta tltima transformacién no va a conservar
distancias, ya que si los puntos A y B definian una distancia d, la distancia de
A’ y B’, sus inversos, va a estar definida por lo siguiente:

r? L 2 r}(OB+AO0)  r%d

AO OB  AOxOB  AOxOB

Donde r es el radio de inversiéon. Sin embargo, la inversion si preserva édngulos,
lo cual veremos en el siguiente teorema.

A'B'= A0+ OB =

Teorema 2.3.19. Sea ¥ = C(O,r) una circunferencia de inversion. Si €1 y
%> son dos circunferencias con el punto P en comiun, entonces el dngulo entre
sus respectivas inversas €, y €, en P’ coincide con el dngulo entre €1 y €2 en
P. Es decir, la inversion preserva dngulos.

Demostracion. Vamos a considerar la circunferencia %4 tangente a %, y que
pasa por Py P’. Analogamente, la circunferencia 4z tangente a %5 y que pasa
por Py P'.

Como €4 y ¢p tienen las mismas tangentes que 41 y %2 en el punto P
respectivamente, entonces el angulo entre €4 y €p coincide con el angulo entre
%1 v €. Ademas, el angulo entre ¥4 y €5 en P es igual a su angulo en P’.

Como P y P’ son inversos, entonces ¥4 y % son ortogonales a %, esto
implica que sus inversas con respecto a € son ellas mismas.

Por otro lado, notemos que la tangente ¢1 a €4 la corta unicamente en el
punto P, esto quiere decir que la inversa ¢} de ¢ corta a la inversa de %4
unicamente en P’. Pero la inversa de €4 es ella misma, entonces £ y €4 tienen
dinicamente a P’ en comun, por lo cual son tangentes en P’. Analogamente, la
inversa ¢ de ¢y (tangente de €5) y €5 son tangentes en P’. Esto quiere decir
que el angulo entre ¢; y ¢4 es igual al angulo entre €4 y €5 pero este angulo
es igual al angulo entre ¢; y 5. Por lo tanto, la inversién preserva dangulos entre
circunferencias. n

A continuacion enunciamos proposiciones que seran ttiles méas adelante.

Proposicion 2.3.20. Dada una circunferencia € y dos puntos inversos P, P’
con respecto a ella. Sea A es un punto sobre la circunferencia, si consideramos
a €(A,r) como circunferencia de inversion, entonces la imagen de €, P y P’
es una recta y dos puntos simétricos con respecto a € (A,r).

Demostracion. Sea € la circunferencia dada, P, P’ puntos inversos con respecto
a ella y A sobre € como en la figura 2.9. Sea % 54 una circunferencia con centro
A. Observemos que el inverso de € con respecto a € 5 es una recta £ que pasa
por los puntos de interseccion de € y % ». Nombremos Q y Q' los inversos de Py
P’ con respecto a % a, respectivamente. Fijémonos en el inverso de la recta PP’,
la cual es una circunferencia ortogonal a ¢ (ya que la inversion preserva angulos
y € es ortogonal a cualquier circunferencia que pase por Py P’), llamémosla
%'p. Asi mismo, el inverso de la circunferencia que tiene como didmetro a PP’
es una circunferencia ortogonal a %, entonces QQ’ es ortogonal a £ pero mas
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Figura 2.9: Proposicién 2.3.20

atn, notese que el centro O’ de la inversa de €p debe estar en £ (pues esta es
ortogonal a la circunferencia), entonces QO = O'Q’ que era lo que se queria
probar. ]

Dadas dos circunferencias es posible tener una tercera de tal forma que
las dos dadas sean inversas una de la otra con respecto a la tercera. A esta
circunferencia se le conoce como circunferencia de antisimilitud, la cual
tendré como centro a uno de los puntos de homotecia. Para conocer mas sobre
esta circunferencia se puede consultar [1].

Si las circunferencias son ajenas es importante hacer la observacion de que
s6lo se puede tomar como centro de la circunferencia de antisimilitud al centro de
homotecia externo H, ya que recordemos que dos puntos inversos y el centro de
inversion deben ser colineales, y ademéas deben estar en el mismo rayo respecto
al centro de inversion. Si las circunferencias son tangentes el caso es el mismo,
ya que solo tendran una circunferencia de antisimilitud. Esto se puede resumir
en el siguiente teorema, cuya demostracion se puede encontrar en [6].

Teorema 2.3.21. Dos circunferencias, con radios distintos, que se intersecan
tienen dos circunferencias de antisimilitud, que pasan por los puntos de intersec-
cion y son mutuamente ortogonales, cuyos centros son los centros de homotecia
de las circunferencias dadas. Dos circunferencias que mo se intersecan o que
son tangentes, tienen una circunferencia de antisimilitud, la cual es coaxial con
ellas y cuyo centro es el externo o interno de homotecia, dependiendo si las cir-
cunferencias son mutuamente externas o uno estd contenida dentro de la otra.

Como se menciona en el teorema anterior, cuando tenemos dos circunferen-
cias que se cortan en mas de un punto, vamos a tener dos circunferencias de
antisimilitud. Como las circunferencias se intersecan en dos puntos, éstos de-
beran quedar invariantes al momento de aplicar la inversion, es por ello que
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)

Figura 2.10: Circunferencia de antisimilitud de dos circunferencias ajenas.

la circunferencia de antisimilitud debe de pasar por estos puntos. En este caso
las circunferencias van a ser aquellas que tengan por centros a los centros de
homotecia y como radio la distancia entre los centro y los puntos de interseccién
de las circunferencias, como se muestra en la figura 2.11.

77
N

Figura 2.11: Circunferencia de antisimilitud de dos circunferencias no ajenas.

Proposicion 2.3.22. Dos circunferencias no concéntricas se pueden invertir
en dos circunferencias que tengan el mismo radio.

Demostracion. Sean €1y €2 dos circunferencias no concéntricas. Sabemos que
al menos existe una circunferencia de antisimilitud por el Teorema 2.3.21. Fijé-
monos en una de sus circunferencias de antisimilitud €s y sean P y P’ sobre
%1y %2, respectivamente, donde P’ es inverso de P respecto a %’s. Tomamos
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un punto A sobre €, y trazamos la circunferencia € (A, r). Por la Proposicion
2.3.20 si invertimos P, P’ y €’s respecto a € (A, r) obtenemos una recta ¢, Q
y Q' puntos simétricos con respecto a £. Sabemos que la imagen inversa de €1
respecto a €(A,r) es una circunferencia, entonces el lugar geométrico de los
puntos ) y Q' son dos circunferencias simétricas con respecto a £. |

A continuacion veremos que en el caso que se tienen dos circunferencias de
antimislitud éstas serédn ortogonales, pero para ello vamos a necesitar la nocion
de circunferencia de similitud y algunos resultados que no se demostraran en
este texto pero que pueden consultarse en [1].

Definicion 2.3.23. A la circunferencia que tiene como didmetro el segmen-
to entre los centros de homotecia H y K, se le nombra circunferencia de
similitud.

Proposicion 2.3.24. La circunferencia de similitud de dos circunferencias da-
das € y € estd en la familia coaxial determinada por € y €.

Proposicion 2.3.25. Las circunferencias de antimisilitud, en el caso en el que
se tengan ambas, son ortogonales entre st.

Demostracion. Sean 61, %» dos circunferencias que se intersecan en dos puntos,
Cu(H,rm), €x(K,rKk) sus circunferencias de antisimilitud y sea P uno de los
puntos de interseccion de €1 y 6. Como H y K son centro de homotecia,
consideremos a €s la circunferencia de similitud de %1(01,71), 2(02,72), la
cual pasa por P ya que pertenecen a la misma familia coaxial. Asi, el angulo
£LHPK es recto, y por lo tanto €, €k son ortogonales (por el Teorema 1.2.6).

|

Observacion 2.3.26. Dadas dos circunferencias 61, 6> y €a su circunferencia
de antisimilitud, el dngulo entre €1 y €a es igual al dngulo entre €2 y €x.

Proposicion 2.3.27. Sea A un punto y tres circunferencias que pasen por A . Si
las circunferencias se cortan por pares en otro punto distinto de A, entonces sus
seis circunferencias de antisimilitud se invierten en las bisectrices del tridngulo
formado por las inversas de las circunferencias.

Demostracion. Sean €1, €2 y €3 las tres circunferencias dadas y sean B =
C1NEC2, C=F2NE35y D= %3N%;. El centro de inversion sera el punto
A Notese que como €1, €2 y €3 pasan por el centro de inversion, entonces
sus inversos son rectas que no pasan por dicho punto y ademéas estas rectas se
intersectaran por pares, en B’, C' y D’ los inversos de B, C'y D.

Vamos a demostrar que los inversos de las circunferencias de antisimilitud
son las bisectrices del tridAngulo AB’C’D’. Sabemos que dos circunferencias de
antimisilitud son ortogonales entre si, ademas por la observaciéon 2.3.26 y como
la inversién preserva angulos, concluimos que los inversos de las circunferencias
de antisimilitud son las bisetrices del triangulo AB’C’ D’ que es lo que se queria
demostrar. |
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Figura 2.12: Tres circunferencias con sus seis circunferencias de antisimilitud.

Corolario 2.3.28. §i tres circunferencias concurren en un punto y se intersecan
por pares, entonces sus seis circunferencias de antsimilitud se intersectan por
tercias en cuatro puntos.

Demostracion. Por lo Proposiciéon 2.3.27 sabemos que las circunferencias de
antisimilitud se pueden invertir en bisectrices de un tridngulo. Sabemos que las
bisectrices se intersectan en cuatro puntos por tercias: incentro y 3 excentros, y
ademas los puntos de interseccién son los inversos del incentro y los excentros,
por lo cual queda demostrado. |

Proposicion 2.3.29. Si tres circunferencias se intersecan entre si por pares y
con un punto en comun, entonces se pueden invertir en tres circunferencias del
mismo radio.

Demostracion. Sean €1, €2 y €3 las tres circunferencias dadas. Por la Proposi-
cion 2.3.22 basta con invertir respecto a cualquiera de los puntos de interseccién
de las circunferencias de antisimilitud ya que al hacer esto con las tres circun-
ferencias por pares, por transitividad tendriamos que las tres tienen el mismo
radio. |

Para cerrar este capitulo, vemos algunos resultados de polos y polares que
ocupamos més adelante. Vamos a fijarnos en dos puntos inversos Py P’ con res-
pecto de una circunferencia %, con ellos vamos a construir nuestras definiciones
como en la figura 2.13.

Definicion 2.3.30. La linea p que es perpendicular a PP’ y que pasa por P’
es la linea polar de P y P es llamado el polo de p.
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Como primera observaciéon podemos decir que si el polo esta dentro de la
circunferencia entonces su polar estara afuera, si el polo se encuentra afuera
entonces la polar intersecaria a la circunferencia, y por dltimo si se encuentra
sobre ¢ la polar sera la recta tangente que pase por el polo.

Pl

Figura 2.13: Polo y polar.

Teorema 2.3.31 (Fundamental de polos y polares). Si con respecto a una
circunferencia dada la polar de P pasa por @, entonces la polar de @ pasa por
P.

La demostracion de este tltimo teorema se encuentra en [9]. Y podemos decir
que dos puntos son conjugados polares si la polar de uno pasa por el otro punto.
De manera analoga decimos que dos rectas son conjugadas polares cuando el
polo de una se encuentra en la otra.

Sea un tridangulo AABC, jsera posible encontrar una circunferencia de tal
forma que cada lado sea la polar del vértice opuesto? La respuesta es afirmativa.
A este tipo de triangulo se le llamaré tridngulo autopolar, y a la circunferen-
cia,circunferencia polar.

Veamos que los tridngulos autopolares tienen que ser obtusdngulos. Recor-
demos que la recta que pasa por el polo debe de ser perpendicular a la polar
por definicién, aplicando esto para cada lado del tridngulo concluimos que el
punto de interseccion de estas rectas es el ortocentro del tridangulo, por lo cual
este debe ser el centro de la circunferencia polar.

Analicemos cada caso.

1. Tridangulo rectangulo.

El ortocentro de un triangulo rectangulo coincide con el vértice donde
se encuentra el angulo recto. Pero entonces dicho vértice no tendria in-
verso, por lo cual no existiria circunferencia para la cual el tridngulo sea
autopolar.
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2. Triangulo acutangulo.

En ese caso el ortocentro se encuentra dentro del tridngulo. Recordemos
que un punto y su inverso deben de tener el mismo sentido con respecto al
centro de inversién, pero un vértice y su pie de altura estan en semirayos
opuestos de la recta que pasa por ellos con respecto al ortocentro. Por lo
cual no existiria circunferencia para la cual el triangulo sea autopolar.

. Triangulo obtuséngulo.

En este ultimo caso el ortocentro se encuentra fuera del triangulo. Los
vértices y sus respectivos pies de altura siempre quedan en el mismo semi-
rayo que pasa por ellos con respecto al ortocentro. Veamos que solamente
uno de los vértices del tridngulo puede estar dentro de la circunferencia.
Para ello vamos a analizar que pasaria si dos vértices, digamos A y B,
estuvieran dentro de €p. Consideremos a la polar de A y b la polar de B,
sabemos que a y b estan contenidas en el exterior de ¥p, como a y b son
lados del tridngulo AABC entonces su interseccion C' tiene que estar en
el exterior o ser un punto sobre ép. Por otro lado, si ¢ esta en el exterior
de €p entonces c es secante a €p, como A y B estan en el interior de €p
entonces CA y CB son secantes a €p, lo cual es una contradiccién pues
ya habiamos dicho que b y a estaban en el exterior de €p.

Asi concluimos que para que un tridngulo sea autopolar este tiene que ser ob-
tusangulo.

En el siguiente capitulo tratamos con mas detalle los triangulos polares ya

que estan estrechamente relacionados con los grupos ortocéntricos.



Capitulo 3

Grupos Ortocéntricos

3.1. Propiedades

Teniendo en cuenta los conceptos de los capitulos pasados, ahora si podemos
tratar un nuevo concepto, el cual es el desarrollo principal de este texto. Veremos
con detalle las propiedades de un grupo ortocéntrico de puntos el cual definimos
de la siguiente manera:

Definicion 3.1.1. Un conjunto de cuatro puntos, digamos A, B, C'y H, tal que
al tomar tres puntos, el cuarto resulta ser el ortocentro del tridngulo formado
por los primeros tres, es llamado grupo ortocéntrico de puntos.

Al conjunto de los cuatro tridngulos formados por A, B, C'y H los llamare-
mos grupo ortocéntrico de tridngulos.

Observacion 3.1.2. Si AABC es un tridngulo y H su ortocentro, entonces A,
B, C y H es un grupo ortocéntrico de puntos. (Ver figura 3.1)

Al considerar cuatro puntos, no colineales por tercias, se generan cuatro
tridngulos distintos. La pregunta natural es: jcualquier conjunto de cuatro pun-
tos (no colineales por tercias), o de cuatro tridngulos, pueden formar un grupo
ortocéntrico? En la siguiente proposiciéon vemos una condicién necesaria para
que cuatro tridngulos formen un grupo ortocéntrico.

Proposicion 3.1.3. Si cuatro puntos forman un grupo ortocéntrico, entonces
tres de los tridngulos formados son obtusdngulos y el restante es acutdngulo.

Demostracion. Sea A, B, C'y H los puntos del grupo ortocéntrico Sean D, F
y F' los pies de altura correspondientes a A, B y C respectivamente.
Supongamos que en el triangulo AABC' se tiene que £ BAC' > 7,
secuencia su ortoncentro esta fuera del tridngulo, ya que dos pies de altura se
encuentran en las prolongaciones de los lados (ver figura 3.1). Sean D, E'y F los
pies de altura correspondientes a A, B y C, respectivamente, entonces los an-
gulos {HF A, {HFE A son rectos. Asi el cuadrilatero OH F AFE es ciclico, por lo
cual tenemos que la suma de los angulos L BHC y £ EAF es igual a dos rectos.

en con-

49
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Como el tridngulo AABC' es obstusangulo, entonces el dngulo L BAC' es mayor
a uno recto, pero ademéas £ BAC es igual a L EAF al ser opuestos por el vértice.
De aqui concluimos que el angulo £ BHC' es menor a uno recto, y ademas los
angulos £ AC' B también es menor a un recto, ya que {ADB = LACB+£DAC,
andlogamente se puede ver que L ABC es menor que un rangulo recto. Por lo
tanto el tridngulo AH BC' es acutangulo. Falta ver que los tridngulos ABAH y
A HAC son obstusangulos también, pero esto se puede ver con lo ya visto en la
demostracion cuando el tridngulo AABC es acutangulo.

W
Iio/\\E

Figura 3.1: Ortocentro fuera del triangulo.

Ahora supongamos que el triAngulo AABC' es acutangulo, entonces su orto-
centro H esta dentro del tridngulo ya que los pies de las alturas van a estar dentro
de los lados del tridngulo (ver figura 3.2). Tenemos que los dngulos LAFH y
£ AFEH son rectos, asi el cuadrilatero JAF HE es ciclico, por lo cual los d&ngulos
LFAFE y {EHF suman dos angulos rectos. Como el tridngulo AABC' es acu-
tangulo, entonces el dngulo £ BAC' es menor a uno recto, por lo que el dngulo
A EHF es mayor a uno recto. Como los angulos A FHF y £ BHC' son iguales al
ser opuestos por el vértice H, entonces el angulo £ BHC' es mayor a un dngulo
recto, por lo tanto el triAngulo ABC'H es obstusdngulo. De manera similar los
triangulos AAHB y AAHC son obtuséangulos.
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Figura 3.2: Grupo Ortocéntrico.
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Por lo tanto en un grupo de tridngulos ortocéntricos, tres tridAngulos son
obtusangulos y uno es acutangulo. |

Con la proposicion anterior afirmamos que no cualesquiera cuatro puntos
van a formar un grupo ortocéntrico.

Ya que hemos establecido una condicién necesaria para formar grupos or-
tocéntricos. A continuacion vemos propiedades especiales de estos grupos para
més adelante estudiar algunos ejemplos.

Proposicion 3.1.4. Los cuatro circuncirculos de un grupo ortocéntrico de tridn-
gulos son congruentes.

Demostracion. Por el Corolario 1.5.5 sabemos que el circuncirculo del triangu-
lo formado por dos vértices y el ortocentro es congruente al circuncirculo del
triangulo dado. Aplicando este resultado a cada uno de los triangulos del grupo
ortocéntrico llegamos a lo que se queria demostrar. ]

Figura 3.3: Grupo Ortocéntrico con circuncirculos.

La siguiente proposicion es el reciproco del resultado anterior.

Proposiciéon 3.1.5. Sean cuatro circunferencias congruentes y cuatro puntos
no colineales por tercias. Si cada punto estd en tres de las cuatro circunferencias,
entonces los cuatro puntos forman un grupo ortocéntrico de puntos.

Demostracion. Sean €1(01,1), €2(02,r), €3(03,7) y €4(O4,7), cuatro cir-
cunferencias congruentes, A, B, C' y H, puntos tales que A = 1 N %2 N E4,
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B=1N%3N%Ey, C =%FCNE1sNE3y H=C3N%2N%1, como en la
figura 3.3. Afirmemos que 0102 es paralelo a BC'. Para ello observemos que
£LHBO3 = £01HB ya que los tridngulos AO1HB y AOszH B son congruentes
pues BH es comun y BO3 = HO3 = O1B = O1H, por lo cual O1BO3H es
paralelogramo. Anélogamente HO3C O+ es un paralelogramo, y sus cuatro lados
miden lo mismo. Asi O1 B, HO3 y O2C son paralelos, en particular como O1B
es paralelo a O2C' y miden lo mismo entonces O1 BCOs es un paralelogramo.
Ahora tenemos que 0105 es perpendicular a AH ya que A y H estén en la
mediatriz del segmento 0105 y al ser paralelo a BC' entonces AH es perpendi-
cular a BC. Analogamente se prueba que BH es perpendicular a AC' 'y CH es
perpendicular a AB, por lo tanto, H es el ortocentroy A, B, C'y H forman un
grupo ortocéntrico.
|

De la prueba de este ultimo resultado, inferimos el siguiente corolario que
nos sera de utilidad mas adelante.

Corolario 3.1.6. Sea A, B, C y H un grupo ortocéntrico. Si Oy, Oz, O3 y
Oy son los circuncentros de los tridngulos NABH, NACH, ABCH y NABC
respectivamente, entonces los segmentos 0105 y BC, 0103 y AC, O.03 y AB
son paralelos respectivamente.

El siguiente teorema es una consecuencia del Teorema 1.3.3.

Teorema 3.1.7. Sea A, B, C' y H puntos de un grupo ortocéntrico. Si conside-
ramos uno de los tridngulos formados, entonces las circunferencias que tienen
como didmetros un lado y el segmento entre el vértice restante y el ortocen-
tro son ortogonales. Mds aun los pies de las otras dos alturas son los puntos
comunes de dichas circunferencias.

Teorema 3.1.8. Si A, Hy B, C son parejas de puntos diametralmente opuestos
de €1 y 6s, respectivamente, donde €1, 6> y AH, BC son ortogonales por pares,
entonces A, B, C y H forman un grupo de puntos ortocéntrico.

Demostracion. Sean P punto medio de AH, L punto medio de BC'y F, E
las intersecciones de € y %2 (ver figura 3.4). Como %1 y %2 son ortogonales,
entonces A LEP = {PEL = 7. Notemos que los tridngulos ALFB y APAF

son isosceles, y también que L LBF = {BFLy {PFA = K{FAP, por lo cual,

%A{FLB + L{LBF = g = %AAPF + APFA,

Nombremos K a la interseccion de AH con LF y D a la interseccion de AH con
BC. Observemos que los triangulos AKDL y AKFP son semejantes ya que
ambos tienen un éngulo recto en D y F', respectivamente y L DKL = {FPK
por ser opuestos por el vértice. Asi {KLD = AFPK, pero

AKLD = LFLB = LFLB,
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Figura 3.4: Teorema 3.1.7

AFPK = {PFA+ AFAP =24PFA

Entonces, %AFLB = {PFA.
Tenemos que,

1
54FLB + {LBF = g — {LBF + {PFA = g

Pues %KFLB = APFA. Por lo tanto,
ABFA=ABFL+ ALFP+ APFA=n7

Asi podemos concluir que B, F'y A son colineales. De manera anéloga se prueba
que C, E y A son colineales.

Por otra parte, notemos que { BFC' = {HFA = 7 pues BC'y AH son
didametros de €, y %2, respectivamente. Entonces la perpendicular a AB por F'
pasa por H y por C, por lo tanto ', H y C son colineales. Andlogamente se
demuestra que B, H y E son colineales.
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Notese que AD es altura del triangulo AABC por hipoétesis, y ademas ya
probamos también que BE y CF son alturas de este tridngulo. Como AD, BE
y CF concurren en H, entonces este es el ortocentro de AABC. Por lo tanto,
A, B, C' 'y H son un grupo ortocéntrico de puntos. ]

Es natural preguntarse qué otras propiedades cumple un grupo ortocéntrico.
A continuacion veremos que los tridngulo orticos de los tridngulos que conforman
un grupo ortocéntrico tienen una caracteristica especial, la cual definimos en la
siguiente proposicion.

Proposicion 3.1.9. Los tridngulos determinados por un grupo ortocéntrico tie-
nen el mismo tridngulo ortico.

Demostracion. Sea A, B, C, H un grupo ortocéntrico. Vamos a ver que los
triangulos AABC y ABCH tienen el mismo triangulo értico. Sean D, E'y F
los pies de las alturas del tridngulo AABC, asi ADEF es su triangulo ortico.
Observemos que HD, CE y BF son las alturas del tridngulo ABCH, entonces
ADEF es también su tridngulo o6rtico. Andlogamente con los demas triangu-
los. Por lo cual concluimos que el tridngulo értico es el mismo para todos los
tridngulos del grupo ortocéntrico. |

Figura 3.5: Triangulo ortico de un grupo ortocéntrico.

Sin embargo esta caracteristica no se mantiene para el caso del triangulo
medial, ya que los puntos medios si van a variar dependiendo del triangulo del
conjunto de puntos que tomemos.

La siguiente propiedad, al igual que la anterior, nos puede parecer trivial,
pero conlleva algo muy importante. Los grupos ortocéntricos no solo comparten
el mismo triangulo 6rtico, sino que también comparten la misma circunferencia
de los nueve puntos.

Corolario 3.1.10. Los tridngulos determinados por un grupo ortocéntrico de
puntos tienen la misma circunferencia de los nueve puntos.

Demostracion. Como los tridngulos de un grupo ortocéntrico tienen el mismo
triangulo pedal, comparten tres pies de alturas. Como una circunferencia queda
determinada por tres puntos y los tres pies de alturas estan en la circunferencia
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Figura 3.6: Circunferencia de los nueve puntos de un grupo ortocéntrico.

de los nueve puntos, entonces, el grupo ortocéntrico tiene la misma circunferen-
cia de los nueve puntos.
]

3.2. Nuevos grupos ortocéntricos a partir de uno
dado

Dado un grupo ortocéntrico, es posible formar otros. Por ejemplo, los cir-
cuncentros de los cuatro tridngulos determinados por un grupo ortocéntrico de
puntos van a formar otro grupo ortocéntrico.

Teorema 3.2.1. Los cuatro circuncentros de los tridngulos determinados por
un grupo ortocéntrico de puntos forman un nuevo grupo ortocéntrico. Ademds,
el nuevo grupo es simétrico al grupo dado, y el centro de simetria es el centro
de la circunferencia de los 9 puntos.

Demostracion. Sean O, Oz, O1, O4 los circuncetros de los tridngulos AABC,
ABCH, ACHA y ANHBA, donde H, A, B, C forman el grupo ortocéntrico de
puntos dado (ver figura 3.7).

Si N es el centro de la circunferencia de los 9 puntos del triangulo AABC,
entonces por el Teorema 1.3.5, los puntos H, O y N son colineales (linea de
Euler). Ademés H es simétrico a O respecto a N (por el Teorema 1.3.2 N es
punto medio del segmento HO). Como N es el centro de la circunferencia de
los nueve puntos para cada triangulo del grupo ortocéntrico, podemos repetir
el argumento e inferir que A es simétrico a O3, pues A es el ortocentro del
triangulo AHBC' y O3 es su circuncentro, de la misma manera tenemos que B
es simétrico a O y C es simétrico a Og, ya que B es el ortocentro del tridAngulo
AHAC, O es su circuncentro y C' es el ortocentro del triangulo AHBA y Oq
es su circuncentro.

Veamos que O es el ortocentro del tridngulo AO10203 ya que, por el Coro-
lario 3.1.6, AB es paralelo a 0103, AC' a 0203, BC a 0105, asi también AH
es paralela a OO3, BH a O0O; y CH a OOy. Como AH, CH y BH son altu-
ras del triangulo AABC, entonces OO3, OO y OO4 son alturas del tridngulo
ANO10203 y O es su ortocentro.
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Figura 3.7: Grupo ortocéntrico de circuncentros.

Por lo tanto O, O, Oz, O3z es un grupo ortocéntrico simétrico al grupo
ortocéntrico dado.
|

Que cuatro triangulos tengan la misma circunferencia de los nueve puntos es
bastante impresionante. Pero, uno podria cuestionarse si es posible que exista
algin conjunto con una mayor cantidad de tridngulos que pueda seguir cum-
pliendo dicha propiedad. Antes de contestar esta pregunta, veremos que si se
tiene un conjunto de ocho tridngulos que comparten el mismo centro de dicha
circunferencia.

Lema 3.2.2. El circuncentro del tridngulo ANO ;0203 es H. Mds aiun, A, B,
C son circuncentros de los tridngulos NO20 0, NO3OO04s y ANOO;03 respec-
tivamente.

Demostracion. Por la Proposiciéon 3.1.4 tenemos que OsH = OsH = r, y como
0203 es paralelo a AC' (por el Corolario 3.1.6), entonces BH es perpendicular a
0203 (porque BH es perpendicular a AC), asi H esta en la mediatriz de O203.
De manera similar se prueba que H esté en la mediatriz de 0105, por lo tanto,
H es el circuncentro del AO10203. De manera anéloga se prueba que A, B, C
son circuncentros de AO2010, AO3002 y AOO103 respectivamente. |

Proposicion 3.2.3. Los tridngulos determinados por un grupo ortocéntrico y
el grupo ortocéntrico determinado por sus circuncentros tienen el mismo centro
de la circunferencia de los 9 puntos.

Demostracion. Por el lema anterior tenemos que H es el circuncentro del trian-
gulo AO10203. Sabemos que el centro de la circunferencia de los nueve puntos
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es el punto medio entre el ortocentro y el circuncentro. Por lo tanto N, el punto
medio de HO, es el centro de la circunferencia de los nueve puntos del triAngulo
AN0O10203 y por el Corolario 3.1.10 los triangulos determinados por los puntos
0O, O1, O3 y O3 tienen la misma circunferencia de los nueve puntos. Asi, conclui-
mos que los triangulos determinados por A, B, C'y H y el grupo ortocéntrico
determinado por sus circuncentros tienen el mismo centro de la circunferencia
de los 9 puntos. [ |

Proposicion 3.2.4. El tridngulo pedal del grupo ortocéntrico de puntos O, Oy,
Og, O3 es el tridngulo simétrico respecto a N del tridgulo pedal del grupo orto-
céntrico de puntos A, B, C'y H.

Demostracion. Sea AD’'E’'F’ el triangulo pedal del grupo ortocéntrico O, Oy,
04, O3 y ADEF el triangulo pedal del grupo ortocéntrico A, B, C, H (figura
3.8). Sea N el centro de la circunferencia de los nueve puntos de los triangulos
generados por A, B, C'y H, sabemos que DN = EN = FN al ser radios. En la
proposicion pasada probamos que N es también el centro de la circunferencia de
los nueve puntos del triangulo AO10203, asi D'N = F'N = E'N al ser radios.
Entonces

DN=EN=FN=D'N=FN=EN

Resta ver que N, D y D’ son colineales. Fijémonos en el triangulo ALDD’, al
ser £ DLD’ un 4ngulo recto tenemos que DD’ es un didmetro, asi N, D y D’
son colineales, analogamente se prueba para los demas vértices. Asi los vértices
del tridngulo AD'E'F’ son simétricos a los del ADEF. [ |

Figura 3.8: Proposicién 3.2.4

Corolario 3.2.5. Los puntos D', E' y F' también estin en la circunferencia
de los 9 puntos del triangulo ANABC'.
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Los circuncentros de los tridAngulos determinados por un grupo ortocéntrico
no son los tnicos que definen un grupo nuevo, los centroides también forman un
nuevo grupo ortocéntrico de puntos.

Proposiciéon 3.2.6. Los cuatro centroides de los tridngulos determinados por
un grupo ortocéntrico forman otro grupo ortocéntrico cuyos tridngulos son se-
mejantes a los del dado. Ademds, el nuevo grupo es simétrico al grupo dado, y
el centro de simetria es el centro de la circunferencia de los 9 puntos.

Demostracion. Sea A, B, C, H el grupo ortocéntrico dado, G, O y N el centroi-
de, circuncentro y centro de la circunferencia de los 9 puntos del trianguloAABC,
G1, G2 y G centroides de los tridangulos AHBC, AAHC y ANABH, respecti-

vamente. Sabemos que estos puntos son colineales y ademas g—g = %, como N
es punto medio del segmento OH, tenemos que % = %

Observemos que los triangulos AG1GN y AAHN son semejantes por el
criterio lado-angulo-lado, asi AH y GG1G son paralelos. De la misma manera se
puede llegar a que G2G3 es paralelo a BC, entonces GG es perpendicular a
G2G3. Siguiendo un razonamiento similar, G3G es perpendicular a G1G2, con
lo cual demostramos que G es ortocentro del tridngulo AG1G2G3, por lo tanto
G, G1, G2 y G3 forman un grupo ortocéntrico de puntos.

Recordemos que todos los tridngulos de un grupo ortocéntrico tienen el mis-
mo centro de la circunferencia de los 9 puntos, entonces vamos a tener la misma
razon para los demas tridngulos y sus respectivos centroides. Asi, los tridngulos
determinados por los centroides van a estar en razén de semejanza de % con res-

pecto a los tridngulos determinados por los puntos del grupo ortocéntrio dado.
]

Figura 3.9: Grupo ortocéntrico de centroides.

Corolario 3.2.7. Los tridngulos determinados por un grupo ortocéntrico y el



3.2. NUEVOS GRUPOS ORTOCENTRICOS A PARTIR DE UNO DADO 59

grupo ortocéntrico de puntos formado por sus centroides tienen el mismo centro
de circunferencia de los nueve puntos.

Demostracion. Sabemos que el centro de la circunferencia de los nueve puntos
es el tnico punto que divide al segmento GH en razén %, asi N es el centro
de circunferencia de los nueve puntos del tridngulo G1G2G3, y por el Corolario
3.1.10 también lo es de los tridngulos determinados por los puntos G, G1, 2 y

Gs. |

El problema de Apolonio consiste en encontrar una circunferencia tangen-
te a otras cuatro circunferencias. El descubrimiento de la circunferencia de los
nueve puntos resolvio el problema. Los grupos ortocéntricos definen tridngulos
que comparten la misma circunferencia de los nueve puntos (Corolario 3.1.10)
uniendo este resultado con el teorema de Feuerbach, tenemos la siguiente pro-
posicion.

Proposicion 3.2.8. La circunferencia de los 9 puntos de los tridngulos deter-
minados por un grupo ortocéntrico es tangente a 16 circunferencias.

Demostracion. Como ya mencionamos, la circunferencia de los 9 puntos es tan-
gente a las tres circunferencias excritas y a la inscrita de un triangulo. Como
tenemos 4 tridngulos para los cuales la circunferencia de los 9 puntos es la mis-
ma, entonces va a ser tangente a las 4 circunferencias de cada triangulo. Por
lo tanto, la circunferencia de los 9 puntos es tangente a las 16 circunferencias
(inscritas y excritas). [ |

Proposicion 3.2.9. Dado A, B, C y H un grupo ortocéntrico vamos a consi-
derar { una linea cualquiera que pase por N el centro de la circunferencia de los
nueve puntos del grupo. Entonces se cumple que d(A,¢) + d(H,?) + d(B,{) =
d(C,0) o bien d(A,0) + d(H,t) = d(B,¢) + d(C,?).

Demostracion. Sea A, B, C, H el grupo ortocéntrico dado, N el centro de la
circunferencia de los nueve puntos del grupo y ¢ una recta que pase por N.
Vamos a considerar, dos casos. El primero cuando la recta deja 3 puntos en
un semiplano y 1 en el restante, el segundo cuando quedan dos puntos en un
semiplano y dos en el otro. El caso cuando la recta pasa por uno de los puntos
del grupo ortocéntrico se puede reducir a cualquiera de los casos anteriores ya
que la distancia de ¢ a dicho vértice sera 0 y las cuentas se siguen de la misma
manera.

Sea O el circuncentro del tridngulo AABC' y L el punto medio de BC'. Por
la Proposicién 1.2.1 la distancia de un vértice al ortocentro es igual al doble
de la distancia del circuncentro al punto medio del lado opuesto. Realicemos la
siguiente construccion:

Trazamos rectas £1, lo, U3, L4, €5 y Lg paralelas a ¢ que pasen por A, H, B,
C, O y M respectivamente, donde M es el punto medio del segmento AC.
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Figura 3.10: Proposicion 3.2.9 Caso 1

Notemos que en el primer caso (figura 3.10) tenemos lo siguiente:
d(A,0) = d(A, lz) +d(H, l3) + d(B,?),
d(C,£) = d(C,¥5) + d(O, ls) + d(M, 1)

Como HN = NO (notemos que H y O siempre van a quedar en lados opuestos
de la recta, al ser puntos distintos y colineales con N), tenemos que:

De manera analoga como M es punto medio de AC, entonces
d(A, b2) + d(H, €3) + d(B, () + d(M, £) = d(O, ls) + d(C, l5)

Sea Z el pie de la perpendicular desde B a {5, tenemos que los tridngulos AHZ B
y AOIM son semejantes donde I es el pie de la perpendicular desde M hacia
U5, ya que tienen lados paralelos. Asi ﬁ—g = % y como BH = 20M, entonces
ﬁg =2= %. Por lo que 2IM = ZB, es decir d(B, {2) = 2d(0, ¢g). Con esto
se termina el primer caso ya que,

2d(0, l) = d(H, ls)
(O, lg) + d(B, 0) + d(H, t3) + d(O, ls) = d(M, ) + d(H, 3) + d(O, )
(A, 0s) + d(H, l3) + d(B, ) + d(M, €) + d(O, €) + d(B, £) = d(C, l5) + d(O, ls) + d(M, 0)
(A, 63) + d(H, l3) + d(B, 0) + d(H, l3) + d(B,0) + d(B, £) = d(C, 5) + d(M, €) + d(O, lg)
d(A,€) + d(H, €) + d(B,£) = d(C, )
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Figura 3.11: Proposicién 3.2.9 Caso 2

Ahora veamos que en el segundo caso (figura 3.11) tenemos que:

d(B,0) +d(C,0) = d(O, ) — d(O, l3) + d(C, ls) + d(M, £),
— d(H,0) — d(O, s) + d(A, ) + d(M, £),
— d(H,0) — d(O, {s) + d(A, €) + 2d(M, ¢)

Sea J el pie de la perpendicular desde O hacia 3. Notemos que los tridngulos

ABOJ y AN M1 son semejantes ya que tienen lados paralelos correspondientes.
Asi, d(O, £3) = 2d(M, ¢). Por lo tanto,

d(B,0) + d(C,0) = d(A, £) + d(H, )

Que era lo que se queria demostrar. ]

Siguiendo con sumas dentro de los grupos ortocéntricos, tenemos el siguiente
resultado:

Teorema 3.2.10. La suma de los cuadrados de las longitudes de cualquier

par de segmentos no adyacentes de un grupo ortocéntrico de puntos es igual al
cuadrado del didmetro del circuncirculo.
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Demostracion. Sea A, B, C'y H un grupo ortocéntrico. Recordemos que todos
los circuncirculos que se forman tienen el mismo radio. Consideremos los seg-
mentos CH y AB, y denotemos por A’ al punto diametralmente opuesto a A.
Aplicando el Teorema de Pitdgoras al tridngulo AAA’B obtenemos que

AA”? = AB* + BA” (3.1)

Como A’'B =20M = CH (por la Proposicion 1.3.4), donde M es punto medio
del segmento AB y O es el circuncentro del tridnguloAAA’ B, entonces sustitu-
yendo en la ecuacién (3.1) tenemos que

AA”? = AB? + CH?

Es decir la suma de los cuadrados de dos segmentos no adyacentes de un grupo
ortocéntrico es igual al cuadrado del didmetro del circuncirculo. |

Ya establecimos una relacién entre la circunferencia de los nueve puntos y
los grupos ortocéntricos. A continuacién vemos que también existe una relaciéon
entre la linea de Euler y los grupos ortocéntricos.

Proposiciéon 3.2.11. Las lineas de Fuler de los tridngulos determinados por
un grupo ortocéntrico de puntos son concurrentes.

Demostracion. Sea A, B, C'y H un grupo ortocéntrico, y sean ¢, {1, {2, {3 las
lineas de Euler de los tridngulos AABC, ANAHB, ANAHC y ACBH respecti-
vamente. Como la linea de Euler pasa por el centro de la circunferencia de los
nueve puntos, y ademés un grupo ortocéntrico de tridngulos comparte el mismo
centro para dicha circunferencia, entonces £, £1, £2, £3 son concurrentes en dicho
punto. |

Lema 3.2.12. Sea un tridngulo AABC con alturas AD, BE, CF y H su orto-
centro. Si X pertenece al segmento BC, entonces la potencia de H respecto a la
circunferencia de didmetro AX es igual a HBx HE = HC« HF = HAx HD.

Demostracion. Notemos que los triangulos AHFB y AHEC son semejantes
ya que ambos tienen édngulos rectos en F'y F,y como {EHC = {BHF al ser
opuestos por el vértice, tenemos que

HF HB
ﬁ:H—C:HC’*HF:HB*HE

De manera similar tenemos que los tridngulos AH DB y AH E A son semejantes,
asi
HD HB

Por lo tanto,
HAxHD=HB+«HE=HCx+HF

Si tomamos un punto X sobre BC'y trazamos una circunferencia de didametro
AX, observemos que AD es una secante, ya que £ ADC = 7, asi la potencia de
H respecto a esta circunferencia es HA x HD. ]
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Vamos a ver otro ejemplo de grupo ortocéntrico.

Sea AABC un tridngulo rectangulo con el dngulo recto en LCAB como se
muestra en la figura 3.11.

Tracemos la altura AD, donde D es el pie de la misma. Ahora fijémonos en las
bisetrices de los dngulos £ BAD y £ DAC y llamemos S y S’ a las intersecciones
con CB, respectivamente. También, consideramos las bisectrices de los angu-
los LABD y LACD. Sean U, V' y W los incentros de los triangulos AABC,
NABD y ANAC D respectivamente. En estas circunstancias tenemos lo siguiente:

Proposicion 3.2.13. Los puntos A, U, V y W forman un grupo ortocéntrico.

Demostracion. Para ver que es un grupo ortocéntrico basta ver que uno de los
puntos es el ortocentro del tridngulo formado por los otros tres.

Sean B’ la interseccion de la bisectriz del dngulo £CBA con AC, X la
interseccion de BB’ con AS’, C' la interseccion de la bisectriz del 4ngulo £ ACB
con AS, Y la intersecciéon de CC’ con AS, Z la interseccion de AD con BB’,
la interseccion de AD con CC".

Notemos que los tridangulos ABAB’ y ABDZ son semejantes ya que ambos
tienen un angulo recto en A y D, ademis L ABB' = £B’'BC pues BB’ es
bisectriz, asi tenemos que £LAB'X = £BZD. Pero £BZD = £XZA al ser
opuestos por el vértice, y como £ ZAX = £XAB’ porque AS’ es bisectriz,
entonces los triangulos AAX Z y AAX B’ son semejantes por el criterio angulo-
angulo. Por lo cual podemos concluir que el tridngulo AAZB’ es isosceles y
como AX es bisectriz entonces AX es altura. Por lo tanto AW es perpendicular
aUV.

De manera anéloga se demuestra que los tridngulos ACAC’ y ACDQ son
semejantes y que el tridngulo AAQC’ es isosceles, teniendo como resultado
que CQ es altura del triangulo AAVW, por lo cual U es su ortocentro. Asi
concluimos que A, U, V y W forman un grupo ortocéntrico. |

Figura 3.12: Grupo ortocéntrico de A, U, V .y W
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3.3. Transformaciones de los grupos ortocéntri-
cos

En la seccién anterior probamos que los circuncentros de un grupo orto-
céntrico forman, a su vez, otro grupo ortocéntrico. Asi el Teorema 3.2.1 es un
ejemplo de que los grupos ortocéntricos se preservan bajo una transformacion
rigida. Pues si AABC es un tridngulo con H su ortocentro y O, O1, Oz, Os
circuncentros de AABC, NACH, NABH y ABCH, respectivamente, entonces
el tridngulo AO10203 es la rotacion del AABC' con centro en N (centro de la
circunferencia de los 9 puntos) y angulo oo = 7. Esto se ve facilmente gracias al
resultado siguiente.

Proposicion 3.3.1. Los tridangulos ANO ;0203 y ANABC' son congruentes, y
ademds sus lados son respectivamente paralelos. En general los tridngulos ABC H
y NO1020; AHAB y NOO30;; ACHA y AO2003 son congruentes y con
lados paralelos.

Demostracion. En la demostracion de la Proposicién 3.1.5 vimos que los cua-
drilateros (JO102BC, 00203 AC y [00O103AB son paralelogramos, entonces
0104 = BC, 0302 = AC 'y 0103 = AB. Por lo tanto los triangulos AABC' y
AO30504 son congruentes y con lados son paralelos (ver figura 3.7). De manera
similar se prueba para los demas pares de triangulos. |

Corolario 3.3.2. Las lineas BO2 y CO; son paralelas, asi también AOg y COg,
AO; y BOg3 son paralelas.

Demostracion. Sea N el centro de la circunferencia de los nueve puntos del trian-
gulo AABC. Fijémonos en los tridngulos ABNOy y ACNO1, estos tridngulos
son congruentes pues CN = NOy y NB = NOy, por ser simétricos respecto a
N, y ademas sus angulos en el vértice NV son iguales al ser opuestos por el vérti-
ce, entonces CO; = BO2 y ademas son paralelas ya que los dngulos £ NO2B y
£ NCO1 son iguales. De manera analoga se muestra que los triangulos AN BOs
y ANAO1; ANAOs y ACNOs3 son congruentes y de manera similar se llega
a los resultados deseados, es decir, AO2 y CO3, AO; y BOs3 son paralelas (ver
figura 3.7). [ ]

El grupo ortocéntrico formado por los circuncentros de los triangulos de-
terminados por un grupo ortocéntrico no fue el tinico que se mencioné en la
secci6n anterior, también se hizo mencién al grupo ortocéntrico formado por los
centroides de los tridngulos determinados por un grupo ortocéntrico. El cual,
a diferencia del grupo de los circuncentros, no es el resultado de una rotacién
dinicamente, sino también de una homotecia cuya razén de homotecia es 3:1.
Los grupos ortocéntricos son preservados bajo traslacion, reflexion, homotecia
y rotacién, aunque no hemos establecido ninguna demostracion, esto se puede
deducir a partir de que los grupos ortocéntricos solo necesitan presevar angulos.
Como las transformaciones rigidas respetan dngulos y distancias, se cumple la
afirmacion. La tnica que restaria seria la homotecia, ya que esta no conserva las
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distancias, pero en los grupos ortocéntricos lo mas importante son los dngulos

) )
y la homotecia si los respeta, es por ello que se van a seguir preservando bajo
esta ultima transformacion.

Al igual que las propiedades que teniamos con los grupos ortocéntricos de un
tridngulo y el grupo determinado por sus circuncentros, aqui también tenemos
propiedades similares. Denotaremos por: G, G1, G2, G3 a los centroides de los
triangulos AABC, NAHC, NAHB y AHBC, respectivamente, como en la
figura 3.9.

Proposicion 3.3.3. Las lineas AC y G3G; son paralelas, asi también AB y
G2Gy, BC y Go2Gs son paralelas.

Demostracion. Esto se sigue de la Proposicién 3.2.6. |

A manera de resumen de las tultimas dos secciones de este trabajo, tenemos
la siguiente proposicién.

Proposicion 3.3.4. Los centroides y los circuncentros de los tridngulos deter-
minados por un grupo ortocéntrico forman dos grupos ortocéntricos de puntos
que comparten el centro de sus respectivas circunferencias de los nueve puntos,
este punto es también el centro de semejanza de estos dos nuevos grupos.

Demostracion. Sean G, Gy, G2, Gz y O ,01, Oz, O3 los grupos ortocéntricos
dadosy A, B, C, H el grupo ortocéntrico central. Como ya vimos, los tres grupos
comparten el centro N de la circunferencia de los nueve puntos y ademas el grupo
A, B,C, Hy O, O1, Oz, O3 son simétricos respecto N. Més atn, sabemos que
varios puntos son colineales con el centro de la circunferencia de los 9 puntos,
y como ya teniamos una razon entre el grupo A, B, C, H y G, G1, G2, G3, de
aqui podemos decir que la razon entre los primeros dos grupos sera 3:1.

|

3.4. Inversion de un grupo ortocéntrico

En esta seccion estudiamos los grupos ortocéntricos bajo la inversion. Es im-
portante aclarar que vamos a invertir inicamente puntos y no los segmentos de
recta que determinan los lados del tridngulo, ya que estos podrian transformarse
en circunferencias.

Para la inversion necesitamos una circunferencia, la cual va a ser la clave de
todo. Si la inversion deja fijos a los puntos de un grupo ortocéntrico, claramente
nuestro grupo se habréa preservado bajo esta transformaciéon. Por otra parte,
como los puntos que estan sobre la circunferencia de inversién son fijos bajo
la inversion, entonces si ocupamos la circunferencia circunscrita al tridngulo
AABC como circunferencia de inversion, estos tres puntos seran fijos, y solo
restaria ver que ocurre con H. El punto H es el circuncentro tinicamente cuando
AABC es un triangulo equildtero, en cuyo caso H es el centro de inversiéon y
nuestro grupo ortocéntrico se preserva bajo esta inversion. En general, H no
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%
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Figura 3.13: Puntos no conciclicos.

sera el centro de inversion, pero el ortocentro de un tridngulo es tinico, entonces
el inverso de H no va a ser el ortocentro del triangulo AABC. Por lo tanto, si
AABC no es equilatero, entonces la circunferencia circunscrita no es una buena
candidata como circunferencia de inversion

Una observaciéon importante es que no existe una circunferencia donde los
cuatro puntos sean conciclicos o bien donde uno sea el centro y los otros tres
estén sobre la circunferencia (a excepcion del tridngulo equilatero). En general no
es posible invertir a un grupo ortocéntrico en si mismo, sin embargo, cualesquiera
cuatro puntos no conciclicos se pueden invertir en un grupo ortocéntrico.

Teorema 3.4.1. Dados cuatro puntos no conciclicos, estos pueden ser inverti-
dos en un grupo ortocéntrico de puntos.

Demostracion. Sean A, B, C'y H cuatro puntos no conciclicos, y €1, €2, €3
circuncirculos de los triangulos AHAC, ABCH y AH AB respectivamente. Por
el Corolario 2.3.27 sabemos que por tercias las circunferencias de antisimilitud
se intersecan, sin pérdida de generalidad vamos a elegir H' uno de estos puntos
de interseccion. Tomando a H’ como centro de inversion, por la Proposicién
2.3.28, es posible invertir €1, €2, €3 en tres circunferencias del mismo radio,
digamos ¢”’1, 6’2, ¢'3. Por la Proposiciéon 3.1.5, las intersecciones de 4”1, %2,
%’'3 forman un grupo ortocéntrico, con lo cual se demuestra el teorema. |

Esta es una herramienta muy tutil ya que con esta construcciéon seremos
capaces de siempre obtener grupos ortocéntricos de puntos de una manera muy
sencilla.
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Ahora estudiamos un caso més especifico.

Consideremos € (S,r) y €1(S’,r") dos circunferencias que se intersequen en
Ay H. Las prolongaciones de los diametros FH y FH de ¥ y %1 intersecan
en By C a %1 y % respectivamente, como se muestra en la figura 3.13, asi
tenemos el siguiente lema.

Lema 3.4.2. El eje radical de € y €1 pasa por el centro del circuncirculo del
tridngulo AHBC.

Demostracion. Vamos a invertir todo con respecto a H. Notese que las circunfe-
rencias que pasan por H se van a invertir en rectas que no pasan por este punto.
Mas atn se invertiran en los lados del triangulo AA’B’C’, donde A’, B’ y C’
son los inversos de A, B y C, respectivamente. Las rectas AH, BH y HC se van
a invertir en ellas mismas. Notese que como los didmetros son ortogonales y la
inversiéon preserva angulos entonces se tiene que A’H, B'H y C'H son alturas
del tridangulo AA’B'C’. Como H es el ortocentro entonces AH es ortogonal a
%>, entonces el eje radical de € y €1 pasa por el centro del circuncirculo del
triangulo AH BC. |

Proposicion 3.4.3. Los puntos A’, B’, C’ y H forman un grupo ortocéntrico
de puntos.

Demostracion. En la demostracion anterior vimos que A’H, B'H y C'H son
alturas del tridngulo AA’B’C’, es decir, A’, B’, ' y H forman un grupo orto-
céntrico. |

Figura 3.14: Lema 3.4.2

En la seccion de inversion del capitulo dos, mencionamos el concepto de
triangulo autopolar, el cual debe ser un tridngulo obstuso. Como el lado opuesto
a un vértice es su polar, entonces la recta que contiene al centro de inversion, al
vértice y a su inverso es perpendicular al lado opuesto y asi para cada vértice.
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Figura 3.15: Grupo Ortocéntrico resultante de la inversion por H.

Esto nos dice que el centro de inversiéon es el ortocentro y méas atin, como el
triangulo es obstusangulo, el ortocentro estd afuera del tridngulo. De hecho,
concluimos que todo grupo ortocéntrico tiene tres tridngulos autopolares.

Es claro que la circunferencia de inversiéon no puede tener un radio cualquiera.
Para que D sea el inverso de A este tiene que cumplir que HD x HA = r?,
despejando obtenemos que r = VHD x HA el cual sera el radio de nuestra

circunferencia polar con centro en H.

Teorema 3.4.4. Las circunferencias polares de los tres tridngulos obtusdngulos
determinados por los puntos de un grupo ortocéntrico son ortogonales por pares.

Demostracion. Sean A, B, C'y H puntos de un grupo ortocéntrico, y €1(A,r1),
€2(B,r2) vy €3(C,r3) las circunferencias polares de los triangulos ABHC),
ANAHC y AAHB, respectivamente. Supongamos que el punto H es el vérti-
ce comin donde se encuentra el &ngulo obtuso.

Sean AD, BE y C'F alturas del triangulo AABC'. Tenemos que

r? = ADx AC,
r32 = CD x AC

Entonces se sigue que

r2+r32=AD%x AC+CDx*CA

= (AD — CD)AC
= (AD + DC)AC
= AC?

Lo cual implica que ¥’2 y €3 son ortogonales. De manera analoga se demues-
tra que los otros dos pares de circunferencias son ortogonales. |
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Figura 3.16: Triangulo autopolar.

Con esto concluimos el estudio de grupos ortocéntricos en el plano euclidiano
y damos paso al estudio en el espacio euclidiano.
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Capitulo 4

Grupos Ortocéntricos en el
espacilo

4.1. Triedros y tetraedros

Este tltimo capitulo se dividira en dos partes, la primera donde analizaremos
a los grupos ortocéntricos dentro de un triedro y la segunda, donde se analizaran
en un tetraedro. Antes de comenzar es importante aclarar que el lector puede
consultar las nociones que requiera del estudio de la geometria euclidiana en el
espacio en [2] o [10].

Ahora que ya vimos co6mo se comportan los grupos ortocéntricos en el plano,
la pregunta natural es: jexistirdn grupos ortocéntricos si subimos una dimen-
sién? La respuesta es afirmativa, si ahora estamos en un espacio de tres dimen-
siones; en lugar de tener tridngulos, tendremos angulos triedros y tetraedros,
que son definidos de la siguiente manera:

Definicioén 4.1.1. Sea IT un plano en el espacio y S un punto en el, dibujamos
tres semirayos a, b y ¢ desde S. Las areas determinadas por cada par de semira-
yos, las llamaremos caras, a S vértice y las rectas a, b y ¢ seran aristas. A esta
figura la denotaremos como S — abc y recibe el nombre de dngulo triedro o
simplemente triedro.

Definiciéon 4.1.2. Al volumen comprendido por la interseccién de 4 triedros
tomados por tercias lo llamaremos tetraedro.

Definicion 4.1.3. Al paralelepipedo cuyas caras son rombos lo llamamos rom-
boedro.

4.2. Grupos Ortocéntricos en los triedros

En los triedros se define un concepto similar a la altura de un triangulo, pero
en lugar de tener una recta, vamos a tener un plano.

71
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Definicién 4.2.1. El plano que contiene a una arista de un angulo triedro tal
que es perpendicular a la cara opuesta a la arista, es llamado plano altura del
triedro.

Dados dos planos que se intersectan en una recta, elegimos un punto P sobre
esta interseccion. Vamos a definir al angulo entre dos planos como el angulo que
se forma entre sus dos vectores normales con origen en P.

Definicién 4.2.2. El angulo formado entre dos planos se llama angulo diedro.

Figura 4.1: Angulo diedro

A los 4ngulos diedros los denotaremos de la siguiente manera £Labc donde
los planos determinados por a y b (denotado por ab); b y ¢ (denotado por be)
son las caras del angulo diedro y b su interseccion.

Lema 4.2.3. Sea IT un plano y £ una recta perpendicular o I1. Si II' es un plano
que contiene a £ entonces I es perpendicular a II.

Demostracion. Sea X el punto de interseccion de £ y IT Observemos que el vector
normal a II tiene la misma direccion que la recta ¢, denotaremos a este vector
normal por 7. Considereremos p la recta perpendicualr a II' y que pasa por X,
esta recta debe estar contenida en II ya que, en particular, es perpendicular a
£. Ademas esta recta tiene la misma direccién del vector normal de IT', al cual
denotaremos como 77"

Como /¢ es perpendicular a p entonces 7 -7 = 0. Por lo tanto II y II' son
perpendiculares. |

Lema 4.2.4. Sean II; y Ils dos planos perpendiculares con £ su recta de inter-
seccion. Si a es una recta en Iy y perpendicular a £, entonces a es perpendicular
a HQ .

Demostracion. Sea A el punto de interseccion de a y ¢ denotamos por b a la
recta perpendicular a £ en Ils y que pasa por A. Por definicion de dngulo diedro,
a 'y b son perpendiculares. Como ¢ y b son distintos, entonces a es perpendicular
a cualquier recta en Ils que pase por A. Por lo tanto, a es perpendicular a
I,. ]
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Teorema 4.2.5. Sea Labc un dngulo diedro recto, X un punto sobre b y II un
plano que pasa por X de tal forma que que interseca a ab en p y a be en q, donde
p y q son perpendiculares, entonces Il es perpendicular a una de las caras del
diedro.

Demostracion. Si p no es perpendicular al plano be, entonces consideramos una
recta p’ en ab tal que p’ es perpendicular a b. Por el Lema 4.2.4, p’ es perpendi-
cular al plano bc, es decir, el vector director de p’ tiene la misma direcciéon que el
vector normal 77 al plano be. Como p y p’ son distintas entonces cualquier recta
en el plano ab que pase por X tiene como vector de direccién una combinacién
lineal de los vectores de p y p’. Entonces, cualquier recta en ab que pase por X
es perpendicular a ¢, es decir, ¢ es perpendicular a ab. Asi por el Lema 4.2.3 IT
es perpendicular a ab. ]

Existen definiciones en el plano que tienen un concepto similar en tres di-
mensiones con ciertas diferencias. Por ejemplo, en el plano, tenemos el concepto
de rectas concurrentes, en el espacio es posible intersecar dos o mas planos, por
ello tenemos el siguiente concepto:

Definicion 4.2.6. Los planos que se intersecan en una linea dada en el espacio
forman un haz de planos, donde la linea dada es llamada eje. En este caso,
los planos del haz se dice que son coaxiales.

Como ya vimos, las alturas de un tridngulo son concurrentes, por lo cual es
natural pensar que los planos altura en un triedro seran coaxiales, esto es lo que
demostraremos a continuacion:

Teorema 4.2.7. Los tres planos alturas de un triedro son coaziales.

Demostracion. Sea S — abc un triedro y e, f las intersecciones de los planos
alturas Iy, II, en las caras ca y ab, respectivamente. Nombramos h a la inter-
seccion de los dos planos alturas . Consideremos un plano IT perpendicular a la
recta h y llamémosle H a la interseccion de estos. Este plano II corta a a, b, ¢,
e, f en los puntos A, B, C, E'y F, respectivamente.
Notemos que B, H y F pertenecen a la interseccion de II, y II, llamémosle
{1 a esta recta. Como II, es perpendicular a la cara ca, en particular BE es
perpendicular a AC ya que E se encuentra en la intersecciéon I, y ca, y F esta
sobre el segmento AC. De manera similar, notemos que C, H y F pertenecen
a la interseccion de II. y II, llamémosle /5 a esta recta. Tenemos que C'F es
perpendicular a AB ya que Il. es perpendicular a la cara ab, y F' se encuentra
en la interseccion de Il. y ab, y F' esta sobre el segmento AB. Sea D el pie de
la altura por el vértice A del tridngulo AABC, como {1 y /2 son alturas del
triangulo AABC y ambas se intersecan en H, es decir H es el ortocentro del
trianguo AABC, entonces AD pasa por H, asi el plano II, que pasa por A, H,
D y S es perpendicular a la cara bc, por lo cual II, es plano altura del triedro
S — abe. Por lo tanto, los planos altura Iy, II. y II, son coaxiales y su eje es h.
|
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Figura 4.2: Angulo triedro.

Esta parte de nuestro estudio es muy analoga a lo que se tenia en el tridngulo,
por ello al eje coaxial de los planos altura lo vamos a nombrar de la siguiente
manera:

Definicion 4.2.8. El eje comin de los tres planos alturas es llamado linea
ortocéntrica del angulo triedro.

Corolario 4.2.9. Fl tridangulo determinado por las intersecciones de las aris-
tas de un triedro y un plano perpendicular a la linea ortocéntrica tiene como
ortocentro a la interseccion de esta linea con el plano.

De manera parecida a como fuimos escribiendo las propiedades del orto-
centro, en este capitulo estudiamos propiedades de la linea ortocéntrica. Las
propiedades son muy similares, en la mayoria de los casos basta con cambiar la
palabra punto por recta o recta por plano. Por ejemplo, recordemos al triangulo
ortico, el cual es formado por los tres pies de altura de un triangulo dado, en los
triedros ya definimos planos alturas, lo cual nos lleva a pensar en la posibildad
de un concepto analogo al del triangulo értico.

Definicion 4.2.10. Sea S — abc un triedro y h su linea ortocéntrica, sean d, e, f
las intersecciones de los planos alturas con las caras bc, ca, ab respectivamente.
El triedro S — def es llamado triedro ortico.

Teorema 4.2.11. El tridngulo drtico del tridngulo determinado por las inter-
secciones del triedro dado con un plano perpendicular a su linea ortocéntrica
queda determinado por las intersecciones del plano con el triedro drtico del trie-
dro dado.

Demostracion. Sea S — abe el triedro dado, h su linea ortocéntrica, II un plano
perpendicular a h, S—def el triedro 6rtico de S—abcy D, E'y F las interseccio-
nes de Il con d, e y f, respectivamente. Llamemos A, B y C a las intersecciones
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Figura 4.3: Angulo triedro determinado por un grupo ortocéntrico.

de a, b y ¢ con II, respectivamente. Por el Corolario 4.2.6, sabemos que H es
el ortocentro del tridangulo AABC, donde H es la interseccion de IT y h. Asi
D, E y F son pies de altura, por lo tanto ADEF es el triangulo ortico del
ANABC. |

Ya que hemos definido triedros en el espacio, ahora si podemos hablar de
grupos ortocéntricos.

Definicion 4.2.12. Dado un cojunto de cuatro lineas, digamos a, b, ¢ y h, tal
que al tomar tres lineas, la cuarta resulta ser la linea ortocéntrica del triedro
formado por las lineas tomadas, recibe el nombre de grupo ortocéntrico de
lineas.

Observacion 4.2.13. Si S—abc es un triedro y h su linea ortocéntrica, entonces
a, b, ¢c y h forman un grupo ortocéntrico de lineas.

Proposicion 4.2.14. En un grupo ortocéntrico de lineas, el plano generado por
dos de ellas es perpendicular al plano generado por las dos lineas restantes.

Demostracion. Sea a, b, ¢ y h un grupo ortocéntrico de lineas. Consideremos el
triedro S —abc y a los planos Il y II; generados por a, ¢ y b, h, respectivamente.
Como h es la linea ortocéntrica del triedo entonces I1; es plano altura de S —abc,
por lo tanto II; es perpendicular a II, de manera analoga se puede probar para
los triedros S — bch, S — cha y S — abh. |

Proposiciéon 4.2.15. Sean a, b, ¢ y h un grupo de lineas ortocéntricas y II un
plano perpendicular a una de las lineas, entonces las intersecciones de 11 con a,
b, ¢ y h determinan un grupo ortocéntrico de puntos.
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Demostracion. Sin pérdida de generalidad, consideremos el triedro S — abe, y
sean A, B, C, H las intersecciones de II con el triedo y h, entonces por el
Corolario 4.2.9 tenemos que H es el ortocéntro del triangulo AABC, por lo
tanto A, B, C'; H forman un grupo ortocéntrico de puntos. |

Recordemos que en el plano los grupos ortocéntricos pueden estar definidos a
través de puntos o tridngulos. En el espacio ya definimos los grupos ortocéntricos
de lineas, a continuacién los vamos a definir mediante angulos triedros.

Definicién 4.2.16. Las aristas de un angulo triedro y su linea ortocéntrica de-
terminan cuatro angulos triedros a los cuales se les nombra grupo ortocéntrico
de angulos triedros.

Teorema 4.2.17. Los cuatro triedros de un grupo ortocéntrico tienen el mismo
triedro ortico.

Demostracion. Sean S — abc, S —bch, S — cha y S — hab un grupo ortocéntrico
de triedros.

Consideremos a S —def el triedro o6rtico de S —abc y h su linea ortocéntrica.
Fijémonos en el triedro S — bch, como a, b, ¢ y h forman grupo ortocéntrico de
lineas, entonces a es la linea ortocéntrica es S — bch y los planos altura de las
caras bc, ch y hb son ah, ab, y ac, respectivamente. Pero las rectas de intersecciéon
son las lineas d, e y f. Anélogamente se tiene que d, e y f son las intersecciones
de los triedros S — cha y S — hab con sus respectivos planos alturas. Por lo tanto
el triedro S — def es el triedro ortico de cada uno de los cuatro triedros de un
grupo ortocéntrico. |

Definicion 4.2.18. Al plano que divide a un éngulo diedro en dos angulos
diedros iguales se le llama plano bisector.

Teorema 4.2.19. Dado un dngulo triedro S-abe, 11, Iy, 1. sus planos altura
y S —def su triedro drtico. Entonces I, Iy, I, son planos bisectores de los
dngulos diedros edf, def y efd, respectivamente.

Demostracion. Sea II un plano perpendicular a la linea ortocéntrica del triedro
S — abc, nombremos a A, B, C'y H las intersecciones de II con las aristas y la
linea ortocéntrica, respectivamente. Por el Corolario 4.2.9, sabemos que H es el
ortocentro del triangulo AABC y sean E, F'y D las intersecciones de II con e,
f vy d, respectivamente, entonces su triangulo 6rtico es el tridngulo ADEF.
Sabemos que AD es la bisectriz del dngulo L EDF del triangulo ADEF.
Entonces el plano II, biseca al angulo driedo edf. De manera anéloga se prueba
para los demés angulos diedros de S — def. |

Proposicién 4.2.20. Si un plano corta a cuatro lineas de un grupo ortocéntrico
en cuatro puntos que, a su vez, forman un grupo ortocéntrico, dicho plano es
perpendicular o una de las cuatro lineas dadas.
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Demostracion. Sea Il el plano dado, a, b, ¢ y h las lineas del grupo ortocéntrico
y sean A, B, C, H los puntos de intersecciéon del plano II con a, b, ¢ y h,
respectivamente, donde A, B, C, H forman un grupo ortocéntrico de puntos.
Como a, b, ¢ y h forman un grupo ortocéntrico de lineas entonces, por la
Proposicion 4.2.14 bh es es perpendicular a ac, y como II interseca a ambos
planos en BH y AC, respectivamente, donde BH y AC son perpendiculares
pues son un grupo ortocéntrico, por el Teorema 4.2.5 II es perpendicular a bh
0 a ac. Supongamos que es perpendicular a bh, entonces Il es perpendicular a
b o a h. Si Il es perpendicular a ac, entonces el plano es perpendicular a a o a
c. |

4.3. Rectas y puntos notables de un tetraedro

Al igual que en los tridngulos, en un tetraedro tenemos rectas y puntos
notables, éstos tltimos contindan con la misma definicién de concurrencia que
tenian en el plano euclidiano. Es importante hacer la distincion entre mediana
y bimediana en el espacio.

Definicion 4.3.1. La linea que une dos puntos medios de dos aristas opuestas
de un tetraedro sera llamada bimediana.

Los siguientes resultados no lo demostraremos en este texto pero se puede
encontrar en [10].

Teorema 4.3.2. Un tetraedro puede ser inscrito en una esfera.
Al centro de dicha esfera se le conoce por circuncentro.

Proposicion 4.3.3. Las rectas perpendiculares por los circuncentros de las ca-
ras de un tetraedro al plano que las contienen pasan por el circuncentro de este.

Proposicion 4.3.4. Dadas dos rectas en el espacio no coplanares existe una
tnica recta perpendicular a ambas.

Demostracion. Sean £ y £’ no coplanares. Vamos a considerar un punto A sobre
¢, trazamos m una recta paralela a ¢ por A. Consideremos el plano II deter-
minado por £ y m. Notemos que el plano II es paralelo a ¢. Ahora tracemos
un plano perpendicular a II que contenga a ¢ y lo nombramos II;, sea ¢ la
interseccion de II y II; entonces ¢ es paralela a ¢'.

Sea B la interseccion de £ y g. Elegimos C un punto sobre ¢’ y de tal forma
que CB sea perpendicular a II, entonces C'B es perpendicular a £y £'.

Supongamos que exise una segunda perpendicular a ambas. Llamémosle F A,
entonces E'A es perpendicular a m, en particular EA es perpendicular al plano
II. Dibujemos una recta EE’ perpendicular a ¢, asi EE’ es perpendicular a II,
pero por un punto sélo existe una tinica perpendicular a un plano, por lo tanto
CB es tnica. |

Definicién 4.3.5. La perpendicular comiin de dos aristas opuestas de un te-
traedro es llamada bialtura.
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Definicion 4.3.6. La linea que une un vértice de un tetraedro con el centroide
de las cara opuesta es llamada mediana.

Definicion 4.3.7. A cualquier plano que tenga como directriz a la recta perpen-
dicular determinada por dos rectas no coplanares se le llamara plano director.

Observacion 4.3.8. Cualquier plano director de dos aristas opuestas es per-
pendicular a su bialtura.

Teorema 4.3.9. Los puntos medios de dos pares de aristas opuestas de un
tetraedro forman un paralelogramo.

Demostracion. Sean ABCD un tetraedro y sean C',C”, B’ y B” puntos me-
dios de AC, DB, AB y DC, respectivamente. Aplicando el Lema 1.1.1 en los
triangulos ADCB y ACBA tenemos que C"”B” es paralelo a C’ B, de manera
similar si nos fijamos en los tridngulos AACD y ADBA tenemos que C'B” es
paralelo a C"” B’, por lo tanto C'B”C" B’ es un paralelogramo. |

La demostracion del siguiente teorema se puede encontrar en [2].
Teorema 4.3.10. Las tres bimedianas de un tetraedro son concurrentes.

Al punto de interseccion de las tres bimedianas se le llama centroide del
tetraedro.

Teorema 4.3.11. Sean ABCD wun tetraedro y sean C',C", B’ y B” puntos
medios de AC, DB, AB y DC, respectivamente. El plano determinado por
C'C" y B'B" es paralelo al plano determinado por CB y AD.

Demostracion. Sean ABC D un tetraedro y sean C’,C”, B’ y B"” puntos medios
de AC, DB, AB y DC, respectivamente. C'C"” y B’B” son diagonales del
paralelogramo C'B"”"C" B’, y como las aristas CB y AD son respectivamente
paralelas a los lados de este paralelogramo, entonces el plano generado por
C'C" y B'B” es paralelo a CB y AD (ver figura 4.4). [ |

Corolario 4.3.12. El plano generado por dos bimedianas de un tetraedro es un
plano director de las dos aristas restantes de este.

Teorema 4.3.13. La bialtura de un par de aristas opuestas de un tetraedro es
perpendicular a las dos bimedianas del par de aristas opuestas restantes

Demostracion. Sea ABC'D un tetraedro, ¢ la bialtura de las aristas AD y BC;,
C',C", B" y B” puntos medios de AC, DB, AB y DC, respectivamente. Como
el plano C'B"”C" es plano director de AD y DB, entonces / es perpendicular al
plano C'B"”C", pues { es perpendicular a AD y a DB al ser bialtura. Asf £ es
perpendicular a cualquier recta contenida en el plano C'B”C”, en particular ¢
es perpendicular a C'C"” y B'B".
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Figura 4.4: Bimedianas de un tetraedro.

Corolario 4.3.14. La bimediana de un par de aristas opuestas de un tetraedro
es perpendicular a las dos bialturas del par restante de aristas opuestas.

Demostracion. Sea ABCD un tetraedro, £ la bialtura de las aristas AD y BC),
{1 la bialtura de AB y DC; C¢',C", B’, B”, D' y D" puntos medios de AC,
DB, AB, DC, AD y BC respectivamente. Por la proposicion anterior £ es
perpendicular a C'C"” y B’B”, también ¢ es perpendicular a C'C"” y D'D”, en
particular C'C" es perpendicular a £y £1, que es lo que se queria demostrar. W

Definicién 4.3.15. Dado un tetraedro ABC D, diremos que dos aristas opues-
tas AC y DB son rectangulares si existe un punto P en el espacio tal que es
posible construir un plano DBP perpendicular a AC.

Asi como definimos la mediana, también definimos la altura de la siguiente
manera:

Definicion 4.3.16. La altura de un tetraedro es la recta perpendicular a
una cara y pasa por el vértice opuesto a dicha cara.

Una vez dada esta definicion, enunciamos algunas propiedades y carateristi-
cas de las alturas de un tetraedro.

Teorema 4.3.17. Sea ACBD un tetraedro y he, hp alturas por los vértices
C y B, respectivamente. Si ho, hp son coplanares, entonces la arista CB es
rectangular a la arista DA.

Demostracion. Sea H el punto de interseccion de he y hp. Notemos que el
plano BC'H es perpendicular a los planos ADC y ADB, en particular, como
AD es la interseccion de ambos planos, AD es perpendicular al plano BC'H en
algtin punto M. Asi AD es rectangular a BC' (figura 4.5). |
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D

Figura 4.5: Alturas de un tetraedro

A continuacion enunciamos el recicropo.

Teorema 4.3.18. Sea ACBD un tetraedro y he, hp alturas por los vértices C
y B, respectivamente. Si la arista CB es rectangular a la arista opuesta DA,
entonces heo, hp son coplanares.

Demostracion. Como CB y DA son rectangulares, entonces podemos trazar
BMC un plano perpendicular a AD en algin punto M. Noétese que este plano
es perpendicular a los planos ADB y ADC. Como AD es la interseccion de los
planos ADB y ADC, entonces h¢ y hp estan contenidas en el plano BCM. B

Corolario 4.3.19. FEl punto de interseccion de dos alturas de un tetraedo yace
en una bialtura del tetraedro.

Demostracion. Notemos que BH y C'H son alturas del triangulo ABC M, por lo
cual H es su ortocentro, asi HM es perpendicular a BC. Como M H es también
perpendicular a AD entonces M H es bialtura de BC'y AD. |

Una vez estudiadas las rectas notables de un tetraedro, pasamos a la cons-
truccion de nuestro tetraedro ortocéntrico.

4.4. Tetraedro ortocéntrico asociado a un trian-
gulo

En las secciones anteriores mencionamos que los planos alturas de un triedro
no se van a intersecar en un solo punto. Incluso puede ocurrir que las bialturas,
o alturas, de un tetraedro tampoco se intersequen en un solo punto. Sin embargo
es posible dar un modelo de tetraedro que sea similar a un grupo ortocéntrico
de triangulos.

Definicion 4.4.1. Un tetraedro en el cual cada arista es perpendicular a la
arista opuesta es llamado tetraedro ortocéntrico.
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Figura 4.6: Tetraedro ortocéntrico.

Dado un tridngulo acutangulo AABC, al cual llamaremos triangulo base,
construimos un tetraedro de la siguiente manera, esta construcciéon se puede
consultar en [8].

Construccion:

Consideremos el incirculo del tridngulo AABC' con centro en [ y radio 7.
Sean D, E y F los puntos tangentes en BC, AC' y AB, respectivamente. Tra-
zamos rectas perpendiculares a, b y ¢ al plano ABC que pasen por A, By C.
Elegimos puntos A’, B’ y C’ sobre a, by ¢, de forma que estén en un mismo
semiespacio y tales que AA" = AF, BB’ = BD,CC’ = CE. Asi, tenemos al
tetraedro cuyos vértices son los puntos A’; B’, C’ e I (figura 4.6).

Vamos a probar que la construccién anterior genera un tetraedro ortocéntri-
co. Para ello demostraremos un resultado que sera de utilidad. Cabe mencionar
que esta construccion solo funciona si el tridngulo es acutangulo, ya que de lo
contrario el ortocentro puede estar fuera o sobre el tridngulo y esto nos causaria
problemas a la hora de trazar rectas.

Lema 4.4.2. Cualquier tetraedro estd inscrito en un paralelepipedo de tal ma-
nera que las aristas del tetraedro son diagonales de las caras del paralelepipedo.

Demostracion. Sea ABC'D un tetraedro y sea P el punto medio de la arista
BC. Sea E un punto que vive en el mismo semiespacio que D con respecto al
plano ABC tal que EP es paralelo a AD, y sea H un punto sobre EP tal que
FH = DAy EP = PH. Unimos E con B, D, C; tracemos ¢; paralela a EC
que pase por By (s paralela a BE que pase por C (figura 4.7). Observemos
que EC, BE, {1 y {5 son coplanares, y ademas forman un paralelogramo, lo que
quiere decir que sus diagonales se cortan en el punto medio, entonces ¢1 y ¢
pasan por H.

Ahora tracemos /3 y {4 paralelas a DE que pasen por B y C, respectiva-
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Figura 4.7: Tetraedro inscrito en paralelepipedo.

mente, {5 paralela a BE por D y {g paralela a CE por D. Denotemos por F al
punto de intersecciéon de ¢4 con £g y por G al punto de interseccion de ¢35 con fg.

Finalmente, unimos G, H y F con A. Observemos que las caras GBED,
BHCFE y DECF son paralelogramos tales que GD, BE, HC son paralelas
entre si de la misma magnitud, y BH, EC, DF son paralelas entre si de la
misma magnitud. Entonces, los tridngulos ABEH y AGDA son congruentes,
lo cual implica, que GA es paralela a BH. Analogamente, F'A es paralela a
CH. Asi, GDF A es un paralelogramo, lo cual implica que GBHA y AHCF
también son paralelogramos. Por lo tanto, el tetraedro ABCD esté inscrito

en un paralelepipedo cuyas diagonales de sus caras coiciden con las aristas de
ABCD. |

Lema 4.4.3. Si ABCD es un tetraedro ortocéntrico, entonces las caras del
paralelepipedo que lo contiene (como en el lema anterior) son rombos.

Demostracion. Consideramos la cara BHCE. Como EH es paralela a la arista
DA, entonces EH es perpendicular a BC'. De esta manera, los tridngulos ACEP
y ACHP son congruentes, entonces BHEC es un rombo. Anélogamente, los
triangulos AFEC y AABH son congruentes, entonces AB es paralela a FE,
lo cual implica que F'E es perpendicular a DC, por lo que FC = FE. Asi,
concluimos que las caras del paralelepipedo son rombos. |

En demostracion del siguiente teorema recurriremos a la geometria analitica,
ya que esta nos facilita las cuenta y nos ayuda a ver con mas claridad el resultado.
Estaremos considerando al tetraedro en un sistema de coordenadas esféricas
donde el origen es A, 6 se mide con respecto al semirayo AA’ y ¢ con respecto
al semirayo AB en el plano ABC.
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Teorema 4.4.4. Sea ANABC un tridngulo, I su incentro. Si A’B'C'I es el
tetraedro construido como al principio de esta seccion, entonces A'B'C'I es
ortocéntrico.

Demostracion. Vamos a ver que efectivamente nuestra construcciéon nos da un
tetraedro ortocéntrico, para ello basta que ver que pares de aristas opuestas
son ortogonales entre si. Para facilitar la prueba usaremos la siguiente notacion:
x=AF,y=BF yz=CF donde I y F son los puntos tangentes del incirculo
con los lados del tridngulo AABC (figura 4.6).

Tenemos que t+y = c¢; y+2z = a; z+x = b donde a, by c son las longitudes
de los lados opuestos a los vértices con la misma letra. Las coordenadas de los
puntos cuando AA’ coincide con el eje z positivo y AB con el eje x positivo son:

A=(0,0,0) B=(c0,00) C=(bcos(A),bsin(A),0)
A"=(0,0,z) B’ =(c,0,y) C = (bcos(A),bsin(A), z)

I= (m,xtan(g),()) E = (xcos(A),xzsin(A),0)

Reescribimos a A’I de la siguiente manera:

ﬁzx?ertan(g)?fxz = lﬂ:7+tan(§)yfz,
x
y asi también reescribir a B'C":
B'C’ = (beos(A) — ¢) 7 +bsin(A) ] + (z —y) k
Haciendo su producto vectorial llegamos a que:
1 . A
EA I-B'C"=bcos(A) —c+ bsin(A) tan(E) +y—=z
=b(2 cos2(§) —1)—c+5b(2 sin(é)cos(g)tan(é)) +y—=z
A A A A
=b(2 COSQ(E) -1+ 2sin(5)cos(§)tan(§)) —cty—=z
A1 A A A
_ 2027y _ — in( - - _ _
= b(2(cos (2) 5 +51n(2)cos(2)tan(2))) cty—=z
1 1, A
= b(2(§(COS(A) +1)— 3 + sin (5))) —ct+y—=z
1 1 1
= b(2(§(cos(A) +1)— 3 + 5(1 —cosA)))—c+y—=z
=b—ct+y—=z

=0

Pero al ser su producto vectorial igual a cero podemos concluir que los vectores
son ortogonales. De manera analoga se prueba para cualquier otro par de aristas
opuestas, por lo tanto A’B’C’I es un tetraedro ortocéntrico. [ |
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Teorema 4.4.5. Las cuatro alturas de un tetraedro ortocéntrico son concurren-
tes.

Demostracion. Sea ABCD nuestro tetraedro, vamos a inscribirlo en un parale-
lepipedo cuyas caras sean rombos. Los vértices restantes de este paralelepipedo
forman otro tetradro al cual llamaremos EFGH (figura 4.8), asi las caras co-
rrespondientes de éstos seran paralelas (por ejemplo ABC es paralela a EFG).

Fijémonos en la altura desde A, y la denotamos por a,. Notese que ay es
perpendicular a BC'D y como BCD es paralelo a FGH, entonces aj es per-
pendicular a FGH. Las aristas AF, AG, AH son iguales en longitud por ser
aristas del romboedro, entonces aj, pasa através del circuncentro del tridngulo
AFGH, y por la Proposicion 4.3.3 también pasa por el circuncentro del tetrae-
dro FFGH. Analogamente se hace para las alturas restantes, por lo tanto, las
alturas son concurrentes en el circuncentro del tetraedro EFGH. |

Definicion 4.4.6. El ortocentro es la interseccion de las alturas de un tetrae-
dro.

Proposicion 4.4.7. Un tetraedro es ortocéntrico si y sdlo su paralelepipedo
circunscrito es un romboedro.

Demostracion. =) La prueba de esta proposicion sale inmediatamente del Lema
4.4.3.

<) Las diagonales de las caras de un romboedro son perpendiculares entre
si, y por el Lema 4.4.2 las aristas del tetraedro coiciden con sus diagonales, por lo
tanto las aristas son perpendiculares entre si y el tetaredro es ortocéntrico. W

Figura 4.8: Paralelepipedo circunscrito.

Teorema 4.4.8. Las alturas de un tetraedro ortocéntrico pasan através de los
ortocentros de sus respectivas caras del tetraedro.
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Demostracion. Vamos a fijarnos en los angulos triedros formados por uno de
los vértices del tetraedro y las aristas que concurran en el. La altura es la linea
ortocéntrica de dicho triedro y por el Corolario 4.2.9 corta a un plano perpen-
dicular a ésta en el ortocentro del tridngulo determinado por las intersecciones
del plano con las aristas. De manera analoga se hace para los vértices restantes,
entonces las alturas del tetraedro van a pasar por los ortocentros de las caras
opuestas. [ |

Teorema 4.4.9. En un tetraedro ortocéntrico las bialturas pasan por el orto-
centro de éste y determinan en cada cara sus respectivos tridngulos orticos.

Demostracion. Por el Corolario 4.3.20 la interseccion de dos alturas se encuentra
en la bialtura de la arista que une los vértices de las alturas y su arista opuesta.
Asi, el ortocentro H' se encuentra en las bialturas. Veamos que H L es altura de
la cara A’B’C’, donde H es el ortocentro y L es la interseccion de la bialtura
correspondiente con A’B’, por lo tanto L es pie de altura, andlogamente se
prueba para los demaés. ]

Proposiciéon 4.4.10. Un tetraedro es ortocéntrico si y solo si la suma de los
cuadrados de sus aristas opuestas es la misma para todos los pares.

Demostracion. =) Supongamos que ABCD es ortocéntrico, entonces esta con-
tenido en un romboedro con las aristas del tetraedro como diagonales de las
caras del romboedro.

Teniendo en cuenta la notacioén usada en el Teorema 4.4.4, tenemos que AB
es perpendicular a GH (en la cara GBHA), cuyo punto de interseccion es P.
Entonces,

(GH)? + (AB)? = (2GP)* + (2AP)?

4(GP)* + 4(AP)?

= 4(AG? — AP?) + 4(AP)?
4(

Como GH = DC entonces,
(DC)? + (AB)? = 4(AG)?
Al tratarse de un romboedro, todas sus aristas son congruentes, digamos k, asi,
(DC)? + (AB)? = 4k?

Esto se puede hacer para cada par de aristas opuestas.

<) Sea ABCD un tetraedro tal que la suma de los cuadrados de aristas
opuestas es igual a una constante k.

Construyamos el paralelepipedo que lo contiene como en el Lema 4.4.2, cada
cara es un paralelogramo con una arista como diagonal y la otra diagonal es
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paralela y de igual magnitud que la arista opuesta. Vamos a fijarnos en las
caras GBHA y AHCF. Por la ley del paralelogramo tenemos que

2(GA? + AH?) = BA? « GH? = AC? « FH? = 2(F A? + AH?)
Entonces GA = FA. Si ahora nos fijamos en la cara DGAF entonces
2(GA? + AH?) = BA? « GH? = DA? x GF? = 2(GA? + FA?)

Asi AH = F'A. Por lo tanto el paralelepipedo es un romboedro y por la Propo-
sicion 4.4.7 concluimos que ABCD es ortocéntrico.
[ ]

Proposicion 4.4.11. En un tetraedro ortocéntrico las bimedianas tienen la
misma longitud.

Demostracion. Para ver que las bimedianas tienen la misma longitud basta
con notar que como el tetraedro es ortocéntrico entonces esta inscrito en un
romboedro, por lo cual sus aristas son congruentes, en particular si nos fijamos
en los puntos medios. |

Para el siguiente teorema necesitamos la definicion que sigue:

Definicién 4.4.12. Dado un tridngulo y su incirculo, sean X, Y y Z los puntos
de tangencia Las cevianas AX, BY y C'Z son concurrentes y a este punto se le
llama punto de Gergonne.

Teorema 4.4.13. Sea AABC un tridngulo y A’B’C’I su tetraedro ortocéntrico
asociado. Si H es el ortocentro de A’B’C’I, entonces la proyeccion ortogonal de
H al NABC es el punto de Gergonne de dicho tridngulo.

Demostracion. Utilizando la notacién del Teorema 4.4.4 veamos que las rectas

A'D, B'E y C'F son alturas del tetraedro A’B’C'I ya que B'E = (zcos(A) —
¢)i +xsin(A)j —yk, entonces

11—
—A'IB'E = (zcos(A) — ¢) + xsin(A) tan( 5
x
A
=x(2 COS2(§) — 1) — ¢ + 2z sin’(

Entonces z — c+y = 0. Por lo tanto B’E y A’I son perpendiculares (figura 4.9).
Analogamente tenemos que B’ E es perpendicular a C'I, asi B'E es perpendicu-
lar al plano A'C’I y es altura del tetraedro. Como el tetraedro es ortocéntrico,
las alturas se intersecan en un punto H, el cual es el ortocentro del tetraedro. Los
planos AA’D, BB'E, y CC'F forman un haz de planos, tal que su eje coaxial
pasa justamente por la interseccion de las cevianas AD, BE y C'F. Por lo tanto
esta interseccion K resulta ser el punto de Gergonne del triangulo AABC W



4.4. TETRAEDRO ORTOCENTRICO ASOCIADO A UN TRIANGULO 87

Figura 4.9: Ortocentro proyectado de un tetraedro.

Como ya se menciond, nos gustaria que al estar en el espacio muchas de
las propiedades que teniamos para el grupo de puntos ortocéntricos se sigan
conservando en el espacio. Por ejemplo, pensemos en la circunferencia de los
nueve puntos, en el espacio euclidiano tenemos un analogo que es la esfera de
los 12 puntos, el siguiente teorema nos garantiza la existencia de esta esfera.

Teorema 4.4.14. Cualesquiera tres vértices de un tetraedro ortocéntrico y los
ortocentros de las respectivas caras opuestas son puntos que se encuentran en
una misma esfera y mds aun, las cuatro esferas obtenidas son congruentes.

Demostracion. Sea ABCD un tetraedro ortocéntrico, nombremos A, al pie de
altura desde A. Como ABCD es ortocéntrico, por el Teorema 4.4.8 A es el
ortocentro del tridngulo ABCD. Vamos a fijarnos en el romboedro circunscrito
de ABCD y consideremos a EFGH el tetraedro que se forma con los vértces
restantes del romboedro. Notemos que las alturas correspondientes entre los
dos tetraedros son iguales en longitud tenemos que estas son bisecadas por las
correspondientes caras del tetraedro opuesto. Como A’ es equidistante a los pies
de alturas de los vértices restantes de ABCD y ademas A'B = A'C = A’'D
tenemos que los pares de puntos B, By; C, Cy; D, Dy se encuentran sobre una
misma esfera cuyo centro es A’ y radio la longitud de una arista del romboedro.
De manera analoga se da a notar que tenemos esferas con centros en B’, C' y
D’ y con los mismo radios, con lo cual queda demostrador el teorema. |

Definicion 4.4.15. A la interseccién de las medianas de un tetraedo se le
conoce por centroide.

Teorema 4.4.16. En un tetraedro ortocéntrico los puntos medios de las aristas
y los pies de las bialturas estdn en una misma esfera cuyo centro coincide con
el centroide del tetraedro.
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Demostracion. Recordemos que las tres bimedianas de un tetraedro ortocéntrico
son iguales en longitud, notemos que G, el centroide del tetraedro es el centro
de una esfera que pasa por los extremos de dichas bimedianas, es decir pasa
por los puntos medios de las aristas, mas aun esta esfera es cortada por las
caras en circunferencias de nueve puntos respectivamente, asi tenemos que los
pies de altura de cada cara del tetraedro, ya que recordemos que estos son los
ortocentros de las caras correspondientes, estan en la esfera también, pero estos
puntos son ademas también los extremos de las bialturas del tetraedro, por lo
tanto los puntos medios de las aristas y los pies de las bialtura estan sobre una
misma esfera. ]



Conclusiones

A lo largo del texto vimos diferentes resultados relacionados a los grupos
ortocéntricos de puntos. A continuaciéon haré menciéon de los que, a mi parecer,
son los méas sobresalientes.

El primero de ellos es como a partir de un grupo ortocéntrico de puntos dado
podemos generar nuevos grupos ortocéntricos simplemente fijindonos en puntos
notables del triangulo. Asi también en la conservacion de diversas propiedades
y la obtencién de nuevas.

El segundo seria que ahora somos capaces de generar un grupo ortocéntrico
a partir de cualesquiera cuatro puntos que nos den, para ello basta hacer la
inversion adecuada.

Y por tltimo, el saber que en el espacio euclidiano de tres dimensiones po-
demos generalizar este concepto no solo en tetraedros sino también en triedros,
lo cual deja la puerta abierta al lector para preguntarse si es posible pensar en
grupos ortocéntricos en otras geometrias o en dimensiones mas grandes.
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