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1. Justificacion.

La extrusion se ha convertido en una técnica de procesamiento importante en una
variedad creciente de procesos de alimentos. La tecnologia de coccion por extrusion
se usa en el procesamiento de granos béasicos y proteinas, en los sectores de

produccion de alimentos para consumo humano, para mascotas y otros sectores.

El uso de la coccion por extrusion otorga al proceso ciertas ventajas como la
versatilidad para producir diversos productos con un solo sistema de extrusion, alta
capacidad de produccion respecto a otros sistemas de coccién/formacion, diversas
formas y alta calidad en los productos finales, bajos costos en cuanto a los requisitos
de mano de obra y espacio, no producen efluentes ni materiales peligrosos y debido
a que se pueden modificar proteinas vegetales, almidones y otros materiales
alimenticios se pueden generar nuevos y novedosos productos (Harper, 2009).

En este contexto, el proceso de extrusion de alimentos permitira, sin duda, extender
las fronteras de la ingenieria quimica enfocada a la quimica de alimentos para crear

productos de alto valor comercial (Barranco, 2015).

Para poder obtener los beneficios que otorga la técnica de extrusion para el
procesamiento de alimentos, es menester conocer y estudiar los procesos fisicos y
quimicos que estan involucrados en el proceso. Mediante el planteamiento y
resolucién de los balances de materia, energia y movimiento es posible hallar un
modelo matematico que describa de forma aproximada comportamiento real del

extrusor.

Se pretende que dicho modelo pueda ser utilizado en un extrusor de tipo
monohusillo marca Meelko, adquirido por el Laboratorio de Ingenieria Quimica de
la Facultad de Quimica, y realizar un estudio de los parametros operativos del
mismo, junto con un analisis de sensibilidad paramétrica de las variables de
operacion, con fin de hallar perfiles de comportamiento de los parametros operativos

del sistema y con ello poder predecir aproximaciones al comportamiento real.



2. Objetivos.

2.1 Objetivo general.

Desarrollar un modelo mateméatico que permita estudiar los pardmetros operativos
en la zona de dosificacion de un extrusor de monohusillo, donde se simule la
extrusion de una harina de arroz y sea de utilidad para generar alimentos

expandidos novedosos para consumo humano.
2.2 Objetivos particulares.

e Investigar y analizar el comportamiento reoldgico de la harina de arroz.

e Encontrar la solucion de los balances de momentum y energia en el extrusor
para el caso newtoniano y no newtoniano.

e Realizar un analisis de sensibilidad paramétrica de las variables operativas

del proceso de extrusion.

3. Antecedentes.

3.1 Proceso de extrusion.

El proceso de extrusion se ha vuelto una técnica popular para el procesamiento de
diversos materiales. Hoy en dia con el desarrollo de versiones mejoradas y
modificadas de las maquinas extrusoras han permitido el desarrollo de una amplia
variedad de productos que incluyen: almidones precocinados y modificados,
cereales, bocadillos, sustitutos del empanizado, alimentos para mascotas suaves y

hamedos y harina de soya entera (Harper, 2009).

El extrusor tiene como objetivo producir una masa homogénea fundida del material
alimentado donde se especifica una velocidad de flujo, una presion y temperatura
adecuada para un proceso en particular o para la siguiente operacion en una linea
de proceso (Middleman, 1977).

En el caso del procesamiento de alimentos por la técnica de extrusion se encuentran

diversas modalidades: en frio, caliente y expansion inducida por vapor.



e Extrusion en frio.
Usada para realizar mezclas suaves y moldear pasta, sin utilizar calor directo ni
procesos de coccion dentro de la extrusora. En lo relativo al procesamiento de
alimentos, se usa principalmente para la produccion de pasta y masa. Estos
productos pueden ser procesados de manera consecutiva: secados, cocidos,

envasados al vacio, congelados.

e Extrusion en caliente.
Consiste en la transformacion termomecanica de materias primas en lapsos de
tiempo acotados, a altas temperaturas, y aplicando presion. En lo relativo al
procesamiento de alimentos, se usa principalmente para la coccion de materias
primas a base de biopolimeros, y para producir alimentos texturizados y productos
alimentarios, tales como: cereales para el desayuno listos para ser saboreados,

aperitivos (salados y dulces), alimento para mascotas, aperitivos, pellets.

e Expansion inducida por vapor.
Implica que la expansion se da mediante fusién cuando el producto sale del molde
mediante la evaporizacion del agua, lo que da como resultado productos altamente
expandidos. El procesamiento continuo determina los atributos de textura de los
productos extrudidos, tales como la crocantez, el tostado y la dureza. Este proceso
es usado para producir cereales para el desayuno directamente expandidos,

aperitivos y panes crujientes (Clextral, 2020).

3.2 Componentes del extrusor.

Un extrusor consiste en un tornillo de Arquimedes aleteado que gira en un cilindro
acoplado, el cual estd adaptado generalmente con resistencias eléctricas. El tornillo
normalmente tiene alabes poco profundos que al girar provocan una compresion en
el material alimentado y promueven el arrastre del material desde la tolva de

alimentacion hasta ser descargado a través de una boquilla (Harper, 2009).

La obtenciéon de la masa fundida del material alimentado recae en la cantidad de
energia producida mediante la disipacion viscosa del material, consecuencia del

esfuerzo impuesto por el tornillo sobre el material al momento de girar.
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\ Cilindro

Cabezal

Tornillo \ Boquilla
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Figura 1. Esquema de un extrusor de tornillo simple. (Beltran & Marcilla)

La Figura 1 presenta un esquema general de un extrusor tipico de un solo husillo,

donde es posible apreciar las partes basicas que la conforman.

3.2.1. Tornillo de extrusion.

Puede tener una o dos “cuerdas” en espiral a lo largo de su eje que configuran un
canal helicoidal de anchura constante. El diametro medido hasta la parte externa
del hilo es el mismo en toda la longitud para permitir un ajuste preciso en la camisa
cilindrica, con una distancia entre ellas apenas suficiente para dejarlo rotar. En la
literatura se describen tres zonas diferenciadas a lo largo del tornillo, las cuales
cumplen con una mision en particular: alimentar, comprimir y dosificar (Figura 2).

La zona de alimentacion es la mas cercana a la tolva, en la cual la profundidad del
canal del tornillo es maxima. Esta zona tiene como objetivo compactar el material

alimentado en una forma sélida y densa para transportarlo hacia la siguiente zona.

En la zona de transicidbn o compresion tiene lugar la fusion del material. Conforme
el material se va compactando la presion va aumentando (Figura 2), obligando al

aire atrapado escapar via la tolva de alimentacion.

Finalmente, la zona de dosificado generalmente posee una profundidad de canal
constante y de menor altura, en esta zona el material ya completamente fundido es
homogenizado y presurizado para forzarlo a atravesar la boquilla que le dara forma
(Verdu, 2016).
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Figura 2. Zonas del proceso de extrusion en el tornillo (Beltran & Marcilla)

Cabe sefialar que la versatilidad del proceso de extrusion es debido precisamente
al tornillo de la extrusora, pues el disefio de éste estard basado en la funcion que
quiera proveer al material (fundir, homogenizar, remover algun solvente volatil) y el
tipo de material que sera procesado. La Figura 3 esquematiza los parametros

geomeétricos del tornillo que son clave para su disefio.

Direccion de flujo

D: Diametro del Cilindro.

R: Radio del tornillo.

0: Angulo del alabe con la vertical.

w: Ancho del canal

h: Profundidad del canal.

é: Holgura entre el cilindro y el &labe
N: Numero de revoluciones por minuto.

Figura 3. Parametros geométricos del tornillo. (Beltran & Marcilla)

Los tornillos pueden variar tanto en el espesor del eje como en la altura de los alabes
a lo largo del mismo, esto con el fin de tener un tornillo que cumpla con los

requerimientos de procesamiento del material.

Existen otros tipos de extrusores que poseen mas de un tornillo dentro de la camisa
cilindrica, donde las variantes dependen del giro de los tornillos (contrario o
paralelamente). Los extrusores de doble tornillo tienen la ventaja de obtener un
mezclado y desgasificado de mejor calidad y un mejor control en el tiempo de
residencia del material dentro del extrusor, sin embargo, estos suelen tener un costo

mas elevado respecto a los de un solo tornillo (Beltran & Marcilla).
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3.2.2. Camisacilindrica o barril.

Es aquella que contiene al tornillo de extrusion, la superficie del cilindro debe ser
muy rugosa con el fin de aumentar la friccion del material compactado en su
trayectoria por el extrusor. El cilindro suele construirse de aceros muy resistentes
para evitar el desgaste y corrosion que pueda presentarse. Por lo general el cilindro
posee sistemas de transferencia de calor, como el caso de resistencias eléctricas
circulares, localizadas a lo largo del cilindro, del mismo modo también es posible
utilizarse sistemas de radiacion o enchaquetados con fluidos refrigerantes y
calefactores (Beltran & Marcilla).

Acoplar sistemas de intercambio de calor tiene como objetivo obtener un gradiente

de temperatura razonable entre la zona de alimentacion y de dosificado.

3.2.3. Tolva.

La tolva es el contenedor que se utiliza para introducir el material a procesar al
cilindro de la extrusora de manera continua, debe de estar bien ensamblada con la
garganta de alimentacion para proporcionar un flujo constante de material. Esto
puede conseguirse facilmente con tolvas de seccion circular, aunque son mas caras
y dificiles de construir que las de seccién rectangular. Comunmente, se disefian con
un volumen que permita albergar material para 2 horas de trabajo (Beltrdn &

Marcilla).

3.2.4. Garganta de alimentacion.

Se sitla en la primera seccion del cilindro y se encuentra conectada a la tolva
mediante una boquilla, cominmente posee un sistema de refrigeracién con la
finalidad de que las particulas de granza no se adhieran a las partes internas de la

extrusora (Beltran & Marcilla).

3.2.5. Plato rompedor y filtros.

El plato rompedor es un disco delgado de metal lleno de orificios y se encuentra al
final del cilindro, el propésito del plato es servir de soporte a un paquete de filtros
alineados cuyo fin es evitar que salgan los posibles contaminantes que contenga el

producto extruido. El paquete de filtros mejora el mezclado y homogenizan el

13



producto fundido. Es necesario contar con un disefio de extrusor que permita la
limpieza recurrente de estos filtros para evitar una caida de presion excesiva y

disminuya la produccion (Beltran & Marcilla).

3.2.6. Cabezal y boquilla.

El cabezal es la pieza situada al final del cilindro, se encuentra sujetando la boquilla
y por lo general manteniendo el plato rompedor. Generalmente va atornillado al
cilindro. El perfil interno del cabezal debe facilitar lo més posible el flujo del material

hacia la boquilla.

Por otro lado, la funcion de la boquilla es la de moldear el material extruido. Las
boquillas se pueden clasificar de acuerdo con la forma del producto, teniendo asi
diferentes geometrias, tales como cilindros, laminas y de tipo circular. (Beltran &

Marcilla)

3.3 Extrusion de alimentos.

En la industria de alimentos extruidos, se utilizan como base los mismos
ingredientes de otras industrias de alimentos, aunque con una funcion diferente para
la formacion aportando cualidades y propiedades fisicas, quimicas y nutricionales
especificas.

La linea de produccién de alimentos extruidos comienza con la molienda de la
materia prima (granos de maiz, arroz, trigo, etc.), este proceso tiene como finalidad
garantizar un adecuado tamafio de particula y una buena distribucion del tamafio

de particula, lo cual genera algunos beneficios:

¢ Mejora de la apariencia del producto y una textura mas suave.

e Mejora la absorcion de agua facilitando la coccion (gelatinizacion del
almidodn).

e Disminuye la densidad del producto.

e Aumenta la dureza de la particula. (pellet, snack, croqueta, etc.)

e Disminuye la frecuencia de taponamientos, atasques en el sistema de
extrusion.

e Disminuye el desgaste de los componentes del extrusor (R.Guy, 2001).

14



Una vez obtenido el tamafio de particula ideal, la harina se conduce a silos de
almacenamiento adicionados con sensores de carga para monitorear el peso vy,

posteriormente, cargar la tolva de alimentacion.

En algunos casos, existen pre-acondicionadores, cuya funcion es adicionar
humedad (vapor, agua y aditivos de base acuosa) y energia térmica para generar
la hidratacion de las harinas. El tiempo de residencia en estos equipos es un
parametro que definira el grado de gelatinizacion que se dara en esta etapa previa

a la extrusion.

Posteriormente, el material es llevado a la tolva del extrusor para transformar la
harina en un fluido altamente viscoso donde terminaré de ser cocido antes de pasar
por la boquilla y obtenga la forma deseada. Finalmente se encuentra un sistema de

cuchillas que determina el largo de cada particula saliente.

La extrusion garantiza que la gelatinizacién se complete, obteniendo una masa de
material fundido con residuos soélidos despreciables. Cuando la viscosidad de la
masa es muy baja, la friccion se reduce provocando que el producto no quede
cocido completamente, provocando efectos negativos en la textura del producto
(masa tipo barro, alta porosidad, baja densidad, exceso de expansion, producto
guebrado). Cuando la viscosidad es demasiado alta, el producto puede quemarse,
desnaturalizando las proteinas mas de lo necesario, lo que ocasiona un producto
no apto para consumo debido a que genera un mayor trabajo para poder digerirlo y
aprovechar su contenido nutricional (Reyes, 2009).

3.3.1. Materia prima para extruir.

Dentro de la extrusién de alimentos existe una gran variedad de ingredientes como
el maiz, arroz, soya y trigo, que son utilizados para elaborar un sinfin de productos

extruidos.

El arroz posee una excelente fuente de almidon que ayuda a la expansion y
aglutinacion de la masa cuando es procesada en el extrusor, requiere menos vapor
en el pre-acondicionador y mas agua para evitar una alta variacion en el flujo dentro

del extrusor.
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Los alimentos tienen propiedades reologicas complejas y de dificil determinacion, la
mayoria de sus propiedades deben estar asociadas a las condiciones en las que se
miden y varia segun el instrumento que se utilice. Los resultados normalmente no
son un parametro reoldgico exacto, sino una relacion que muestra como varian las
propiedades de los ingredientes involucrados en un sistema de fuerzas aplicadas
(Reyes, 2009).

Se presenta en la Tabla 1 la composicion general de las materias primas utilizadas

en la extrusion de alimentos (Reyes, 2009).

Tabla 1. Composicién de las principales materias primas en extrusion de alimentos.

Componente Maiz Arroz Trigo
Agua 12.5% 13.1% 13.2%
Proteina 8.5% 7.2% 11.7%
Grasa 3.8% 2.2% 2.0%
Carbohidratos 64.7% 73.4% 61.0%
Fibra 9.2% 2.9% 10.3%
Sales 1.3% 1.2% 1.8%

3.3.2. Comportamiento reoldgico de la harina de arroz.

Para determinar el comportamiento reolégico de un material se construye el grafico
de viscosidad aparente en funcion de la velocidad de corte. Una vez conociendo el
comportamiento reoldgico, se evalla la influencia y el impacto que tendra en las

diferentes condiciones del proceso de extrusion.

La Figura 4 permite observar tres zonas que revelan el comportamiento reoldgico
de la harina de arroz. La primer y tercer zona, a valores altos y bajos de rapidez de
corte respectivamente, donde es posible formar una recta de pendiente cero, se
observa que la viscosidad no cambia con la rapidez de corte y que el fluido adopta

un comportamiento reoldgico tipo newtoniano.
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Figura 4. Comportamiento reoldgico de la harina de arroz. (Reyes, 2009)

Por otra parte, la segunda zona en el rango intermedio de la rapidez de corte
presenta una curva con pendiente diferente de cero, se observa que la viscosidad
disminuye conforme aumenta la rapidez de corte, lo cual hace referencia a un

comportamiento reolégico tipo pseudoplastico.

Para extrusores que trabajan a velocidades de rotacion lo suficientemente bajas o
altas resulta una buena aproximacién modelar el sistema adecuando la ecuacion de
la viscosidad de Newton, luego utilizar una ecuacion constitutiva que refleje el

comportamiento global de la masa fundida, como la ley de la potencia.

4. Desarrollo de modelado matematico.

La zona de dosificado suele modelarse como una primera aproximacion para
conocer la operacion del extrusor, donde la masa de harina se encuentra
completamente fundida y las pequefias cantidades de sélido por fundirse pueden

considerarse despreciables.

Basado en esto ultimo, esta zona es modelada como una bomba, en la que el
movimiento del material fundido se produce como resultado del giro del tornillo y de

la configuracion helicoidal del mismo (Middleman, 1977).
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Con el fin de asociar un sistema de coordenadas cartesianas se supondra que el
tornillo se encuentra totalmente desenrollado, generando asi un canal de seccion
rectangular, donde el cilindro sera supuesto como un plano que se mueve
uniformemente al canal a una velocidad “U” con un angulo 6 con respecto a la

direccion “z” positiva. (Figura 5)

|U| = nDN
3]

o

Ux = mDMsin(6)

L
T/
\!

= L X v
. w =

SUPERFICIE DEL TORNILLO

Figura 5. Sistema de coordenadas en el canal del extrusor (Reproduccion de la literatura).
(Middleman, 1977)

Ademas, se considera que la altura de los alabes “h” es constante y la holgura que

existe entre el &labe y el cilindro es despreciable ya que h >> 6.
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4.1 Balance de momentum en el extrusor.

La masa de fundido es considerada como un fluido incompresible en estado
estacionario e isotérmico, que se mueve bajo la suposicion de un flujo
completamente desarrollado (sin cambios en el espacio). El fluido extruido se mueve
como consecuencia de dos mecanismos de transferencia de momentum: por

difusién y presion. (Figura 6)

La transferencia de momentum por difusion se debe al arrastre de la masa fundida
por el movimiento del plano que conforma al cilindro, esto sucede mediante el
contacto intimo de las capas de material fundido. Este movimiento promueve la

llegada del material de la alimentacion hasta la boquilla del extrusor.

Por otra parte, la transferencia de momentum por presion es generada por la
diferencia de presidn que se origina entre la alimentacion y el cabezal del extrusor,
debido a que la existencia de la boquilla y el plato rompedor impiden la salida del

material fundido, en este caso, el movimiento por presion retrasa la salida del

material del extrusor.

FLUJO POR
PRESION

FLUJO POR
ARRASTRE

FLUJO
TRANSVERSAL

FLUJO POR
PRESION

SOrNT14 3d NOIDYNIGIWOD

FLUJO POR FLUJO AXIAL

ARRASTRE

Figura 6. Perfiles de velocidades reproducidos de la literatura.
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Se recurre a la ecuacién de continuidad para el sistema bajo estudio para comenzar

el desarrollo del modelo:

ap _
E+V-pv—0 (4-1)

Aplicando a la ecuacion ( 4-1) la suposicion de estado estacionario y que el fluido

es incompresible se obtiene:

V-v=0 (4-2)

Ahora bien, se analiza la ecuacién de balance de momentum en estado isotérmico.

]
L4V pov = —Vp — [V 1] + pg (4-3)

Como consecuencia de considerar que no existen cambios en las propiedades del

material fundido, que se mueve por causa del movimiento de arrastre y presion y

que las fuerzas inerciales y gravitacionales son despreciables, la ecuacién del

balance de momentum resulta:

0=-Vp—[V-1] (4-4)
Dado el sistema de referencia planteado en la Figura 5, el vector de velocidad se

simplifica a: I7=(Vx,Vy,VZ)=(Vx(y),0,VZ(y)), donde se considera que las

by, (=)

componentes “x” y “z” son causantes del flujo transversal y axial del fluido,
respectivamente. De esta manera, se presenta la ecuacion de balance de

momentum para la coordenada: transversal y axial.

ap d
—_—= - 4-5
— % (Txy) (4-5)
ap _ d
az a (sz) (4-6)

Las componentes del vector de velocidad que causan el movimiento pueden ser

expresadas en términos de la velocidad angular (|l7| = nDN) como sigue:

Uy = |U|sin® = nDNsin(6) (4-7)

U, = |(7|cos€ = nDNcos(0) (4-8)
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Se asume un gradiente de presién uniforme dentro del canal en la direccion “z” el
cual representa el gradiente de presion generado debido a la acumulacion de

material fundido en el extrusor.

dP _ AP
iz z (4-9)

Donde AP es la diferencia de presion en el extrusor y Z la longitud de la cuerda

helicoidal del husillo.

4.2 Caso newtoniano

Como primera aproximacion se sustituird el modelo newtoniano en el balance
diferencial de momentum, basado en que el extrusor operara a velocidades de
rotacion relativamente bajas. La ecuacion constitutiva del modelo newtoniano es la

ley de la viscosidad de Newton:

av;
Ty =t (4-10)

dxj
La ecuacién (4-10) es la proposicion mas simple que puede hacerse para relacionar
el esfuerzo y el gradiente de velocidad, representando asi, que la relaciéon entre
ambas cantidades es una constante conocida como viscosidad, y describe que la
transferencia por difusion esta dada por un gradiente de velocidades. Ahora bien,

sustituyendo la ecuacién constitutiva en los balances de momentum se obtienen:
ap _ d dvy
— T — — _‘Ll —_
dx dy dy (4-11)

AP _ 4 (_ dL)
z - Tay\Hg (4-12)
La solucién analitica de ambos balances es similar, por o que se obvia una de ellas.

De esta manera, resolviendo la ecuacién ( 4-12) por el método de variables

separables obtenemos la solucion general.

1 AP y?
vZ=;*7*7+C1y+CZ (4-13)

Para particularizar la ecuaciéon ( 4-13) se proponen las siguientes condiciones a la

frontera.
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CF1: y=0;v,=0 C.F.2: y=h;v,=U,

La C.F.1 explica que en la superficie del canal del tornillo la magnitud de la velocidad
es nula, ya que se supone que el husillo se mantiene fijo, mientras que la C.F.2
explica que el fluido adopta la magnitud de la velocidad en la componente “z”en la

pared del cilindro.

e Aplicando la C.F.1: e Aplicando la C.F.2:

2 2
vz(y=0)=0=i*g*%+61(0)+62 vZ(y=h)=UZ=%*g*h7+C1(h)+0

€=0 ¢ =l I o°

h 2u Z
Por consiguiente, se obtiene la solucion particular para el balance de momentum en
la direccion axial, lo que representa el perfil de velocidades para la direccion axial

dentro del canal.

U, AP
v () ===+ y(h=Y) (4-14)
Utilizando las siguientes variables es posible adimensionalizar el perfil de
velocidades:
— Yz =Y
$=0,0 M=%
h2AP
o) =n——-*n—n) (4-15)

En la ecuacion ( 4-15) el primer término refleja un perfil de velocidad lineal debido
al movimiento por arrastre, mientras que el segundo término refleja un perfil de

velocidad parabdlico debido al gradiente de presion.

Por otra parte, la ecuacion ( 4-11) contempla que el gradiente de presiones es
independiente de la coordenada “y”, por lo cual se asume que la velocidad es
paralela a las superficies del husillo y del cilindro. Esto ultimo no puede ser posible

debido a la existencia de los alabes del husillo, puesto que al estar cerca de ellos el
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material fundido chocay se regresa, generando la existencia de un flujo recirculante
(Middleman, 1977).

La consideracion de flujo paralelo resulta una buena aproximacion si la relacion de
aspecto entre la altura y el ancho del canal es relativamente grande, obteniendo un
perfil de velocidad transversal como el mostrado en la Figura 6. De acuerdo con lo
reportado en la literatura, existe una desviacion considerable en el calculo del perfil
de velocidad transversal hasta una distancia h/2 de los alabes, en donde la

velocidad comienza a tener dependencia de la coordenada “y”.

e e e e o a4 e a ——
b — i i i i i e i i i i i i i i i e i i e i e e e e =
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Figura 7. Campo de vectores del flujo transversal (Kaufman, 2003)

Segun la literatura, para una relacion de aspecto de 5, se encontré el siguiente
campo de vectores del flujo transversal para un fluido no newtoniano, incompresible,
en estado isotérmico y estacionario (Figura 7), es posible visualizar una zona de
estancamiento entre la superficie del husillo y las 2/3 partes de la altura del alabe y

las regiones de desviacion por efecto de las paredes de los alabes a una distancia
aproximada de h/2 (Tadmor & Gogos, 2006).
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Por tanto, se deduce que, a menor relacion de aspecto, la longitud de la regién
donde la desviacion es considerable aumenta, lo cual implica considerar los efectos
de borde en la resolucion del sistema en cuestion, sin embargo, para el ejemplo
anterior con una relacion de aspecto de 5, la zona donde la aproximacion de flujo
paralelo es valida, es considerablemente mayor respecto a las zonas donde existe
desviacidn, en consecuencia, mientras mas grande sea la relacion de aspecto la
deviacion tendera a ser menor y por lo tanto, la resolucién del perfil de velocidades

transversal podra despreciar los efectos de borde.

Por consiguiente, la solucion de la ecuacion ( 4-11) resulta equivalente a lo
desarrollado para la ecuacién ( 4-12), sin embargo, las condiciones para

particularizar la ecuacion cambian ligeramente.
C.F.3: y=0;v,=0 C.F.4: y=h;v, =-U,

Aplicando las condiciones de frontera resulta:

y Uy 1 dapP

vx(y)=—T—Z*a*3’(h—Y) (4-16)

Una vez encontrados los perfiles de velocidad para cada componente es posible

encontrar la expresion del flujo volumétrico partiendo de la siguiente expresion:

w rh
Q=J; Jy vdydx (4-17)
Esta expresion permite visualizar como se contabiliza el flujo volumétrico de material
fundido que atraviesa el area transversal del canal, mediante el uso de la doble

integral.

Debido a la existencia de los alabes del husillo se deduce que no es posible que
haya flujo de material fundido en la direccion “x”. Igualando la ecuacion ( 4-17) a

cero:

y Uy 1 dp

h
Q=Jfywr[-=F+* o xy0—h)ldy=0
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Es posible hallar el gradiente de presiones (dP/dx) despejandolo de la expresion

anterior.

ap _ 6uU,
dx h2

(4-18)

Ahora bien, es posible sustituir la expresion del gradiente de presiones constante
en el perfil de velocidades transversal y adimensionalizar como en el caso del perfil

de velocidades axial.

Ux = Uy % (2 h 3%) ( 4-19)

¢ =n(2-3n) ( 4-20)

Donde ¢ = v, /U, yn = y/h son las variables adimensionales.

4.3 Estimacion del punto eficiente de operacion.

4.3.1. Curva caracteristica del husillo.

De acuerdo con lo anterior, se deduce que el flujo total de la masa fundida tendra
lugar en la direccién axial. Resolviendo la doble integral de la ecuacion ( 4-17) y
sustituyendo perfil de velocidades en “z” hallamos la expresion de flujo volumétrico.

whU, wh3*AP
2 12u  Z

Q=

Claramente es posible observar que en la ecuacion ( 4-21), el primer término

(4-21)

representa la contribucién al flujo debida al arrastre de material, mientras que el
segundo término representa la contribucion negativa de flujo debida al gradiente de

presién en el cilindro.

Tal como se muestra en la Figura 8, es posible expresar el ancho del canal en
funcion del diametro del tornillo, esto se logra tomando como referencia el triangulo

rectangulo amarillo.

w = mDsin(6) (4-22)
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|< L
Figura 8. Canal del husillo desenrollado reproducido de la literatura.

Ademas, observando el triangulo rectangulo que forman los triAngulos: azul y
amarillo, se puede expresar el largo del canal en términos de L y el seno del angulo

helicoidal, donde L es la suma del ancho del canal y el espesor del alabe.

L
Z_sin(e)
Por consiguiente, el flujo volumétrico puede expresarse en términos de sus

(4-23)
pardmetros geomeétricos, sustituyendo las ecuaciones ( 4-8), ( 4-22) y ( 4-23) en la
(4-21).

AP
Q=AN-B— (4-24)

nDsin?(0)h3

Donde A4 = %hTL'ZDZ sin(f)cos(9) y B=—

La ecuacion ( 4-24) representa la ecuacion caracteristica del husillo, mostrando la
relacion entre flujo volumétrico y la diferencia de presion, la cual esta expresada en
términos de las variables geométricas del extrusor.
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4.3.2. Curva caracteristica de la boquilla.

Una vez que el producto alimenticio atraviesa el husillo de extrusion, la acumulacion
de presion en la punta hace que la masa viscosa fluya a través del troquel o boquilla,

cuyas secciones transversales mas comunes son circulos, hendiduras o un anillo.

Como consecuencia de que el fluido pase a través de la boquilla en una direccién y
considerando una boquilla con seccion transversal circular, el perfil que se
desarrolla dentro de la boquilla puede ser aproximado al perfil parabdlico de un tubo
circular con la condicién de flujo totalmente desarrollado ( 4-25) (Harper, 2009).

i(r*l’ )——A—Pr
ar rz) = T ( 4-25)

Ahora bien, considerando la suposicién de fluido newtoniano:

a (r " %) — AP
a\" ") T ( 4-26)
Resolviendo esta ecuacion con las siguientes condiciones a la frontera obtenemos

el perfil de velocidades parabdlico en la direccion axial.

C.F.5: r=R,;v,=0 C.F6: 1=0;22=0

2 2
v =2 B e[ — ()]
Ly 4p Rp (4-27)
Utilizando la expresion de flujo volumétrico en coordenadas cilindricas (ecuacion (

4-17)) es posible hallar la expresion de flujo volumétrico en la boquilla, conocida

como la ecuacién de Hagen-Poiseuille.

szk*A—P tal que:k=”—Rg

" 8Ly ( 4-28)
La ecuacion ( 4-28) representa la ecuacion caracteristica de la boquilla del extrusor,
mostrando la relacion entre el flujo volumétrico y la diferencia de presion en el
extrusor, en donde k contiene las variables geométricas de la boquilla: Ry, y Ly, las

cuales expresan el radio y longitud del canal de la boquilla respectivamente.
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4.3.3. Punto eficiente de operacién del extrusor.

Si la Unica salida del extrusor es a través de la boquilla, el flujo Q y el incremento de
presion AP de la ecuacidén ( 4-28) deben ser idénticos a los de la ecuacion
caracteristica del husillo ecuacion ( 4-24), de esta manera cuando se grafiquen
simultdneamente las ecuaciones caracteristicas de la boquilla y del husillo, es de
esperarse que la interseccion de ambas curvas arroje el punto eficiente de

operacion, devolviendo los valores de operacion eficiente para Q y AP.

Por lo tanto, resulta facil encontrar la interseccion de ambas curvas, puesto que las
expresiones de las ecuaciones ( 4-24) y ( 4-28) son algebraicas, basta con resolver
un sistema de ecuaciones y encontrar la interseccion. Resolviendo el sistema de

ecuaciones resulta:

Ak

C=Gm*N ( 4-29)
__uA
AP =G N (4-30)

4.3.4. Condiciones limite.

Observando las ecuaciones ( 4-29) y ( 4-30) es posible visualizar dos condiciones
limites que proveen medidas Utiles para conocer el comportamiento del extrusor.
Suponiendo que la descarga al final del cilindro es totalmente abierta, es decir, que
no existe boquilla alguna que presente resistencia al paso de material fundido
(@ k - =), se obtiene el flujo maximo posible (Middleman, 1977). Aplicando el limite

cuando k — o a la ecuacion ( 4-29) resulta:

Qmax = AN (4-31)
Ahora bien, suponiendo el caso contrario, donde la descarga al final del cilindro
fuera nula, lo que significaria que la resistencia al paso de material impuesta por la
boquilla sea muy grande que no permita salir (@ k — 0), obtendremos la mayor
diferencia de presion dentro del extrusor (Middleman, 1977). Aplicando el limite

cuando k — 0 a la ecuacion ( 4-30) resulta:

APpax = l;TAN (4-32)
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4.4 Caso no newtoniano.

Recordando que la masa de material fundido no posee un comportamiento
newtoniano, como primera aproximacion se sustituird el modelo de Ostwald-de
Waele en el balance diferencial de momentum descrito en secciones anteriores. La

ecuacion constitutiva del modelo no newtoniano es bien conocida como la Ley de la

Tij = —lm

Donde n es el indice de la ley de la potencia y m es un pardmetro conocido como

Potencia:

dvi

-1
n ] dvl-

de' de' ( 4—33)

consistencia del fluido, la cual tiene unidades que dependen de n. El parametro n
es una medida del grado de comportamiento no newtoniano del fluido. En las
regiones en que m disminuye al aumentar la velocidad de corte, el comportamiento
del fluido se denomina pseudoplastico y donde m aumenta al aumentar la velocidad

de corte, el comportamiento del fluido se denomina dilatante (Bello, y otros, 2014).

También es posible notar que cuando n =1 la ecuacion ( 4-33) se reduce a la
expresion de la Ley de viscosidad de Newton, mientras que paran <1 el fluido
adopta el comportamiento pseudoplastico y para para n > 1 el fluido adopta el
comportamiento dilatante. En este caso, las harinas de cereales por lo general

adoptan un comportamiento pseudoplastico (Harper, 2009).

Ahora bien, sustituyendo la ley de la potencia en el balance de momentum dentro

del extrusor ( 4-6).

n-1  ap

nmz ( 4-34)

d?v,
dy?

dv,

dy

4.4.1. Adimensionalizacion de ecuaciones de balance.

Con el fin de amenizar el trabajo al programador, se decidié adimensionalizar tanto
los balances diferenciales de momentum a resolver tanto para el extrusor como para

la boquilla. Utilizando las siguientes variables adimensionales:
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1
v, y U, (mZ )ﬁ
=a—;, nN=7,;, a=—|——
=0y, "Th h \hAP
De esta manera, el balance diferencial adimensional de momentum en el extrusor
resulta:

d [lde|" Lae _
wllal a-1=0 (43

Cuyas condiciones a la frontera se escriben como sigue:
CF1. p(0)=0 ; CF2. ()=«

El modelamiento de la boquilla continuara siendo con fluido newtoniano, pues es

una buena aproximacion debido a la suposicion de una boquilla de tipo tubular.

4.4.2. Limitaciones del modelamiento con la ley de la potencia:

Dado que la expresion del modelo de la ley de la potencia tiene contenida a la
velocidad de corte o gradiente de velocidades dentro de un signo de valor absoluto,
se debe tener precaucion al momento de utilizar dicho modelo. Se presentan a

continuacion dos casos que pueden visualizarse en la Figura 9.

Si se tiene una resistencia en la boquilla lo suficientemente pequefa para que el
flujo por presion sea minimo y en consecuencia se tiene una distribucion de
velocidades con pendiente positiva, es posible descartar el signo del valor absoluto
en el balance de momentum en la direccion axial:

;—n(i—:)n =1 ( 4-36)

En caso contrario, si la resistencia de la boquilla es considerable, el flujo por presion
se presentara con mayor intensidad, apareciendo en la distribucién de velocidades
como un maximo, en este punto el gradiente de velocidades es cero, por lo cual es
necesario definir una ecuacion diferencial para la region antes y después del
maximo por separado, considerando el signo que tendra el gradiente de velocidades

guitando el signo de valor absoluto del modelo de la ley de la potencia.
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Figura 9. Posibles casos para el modelamiento utilizando la ley de la potencia (caso no
newtoniano)

Como resultado de esta consideracion, Kroesser y Middleman proponen las
siguientes expresiones como las soluciones del perfil de velocidad para las regiones
descritas anteriormente (Kroesser & Middleman, 1965).

— (Uo—ﬂ)ﬁ—(no)ﬁ

3 para 0<n<n,

PL (4-37)

_ (1=mo)f-(1-n9)#
B

Donde 8 = (1 +n)/ny n, es el maximo de la distribucién de velocidades y puede

Py +a para nosn<1 (4-38)

encontrarse con la siguiente expresion, basado en la evaluaciéon de las condiciones

a la frontera:

Ba = (1 —=no)# — (mo)F (4-39)
Finalmente, también proponen una expresion para obtener el valor del flujo

volumétrico adimensional.

Q _ (1), [mE+a-n)tF g ( 4-40)
oz = () = [ — o]
Sin embargo, menciona que para que sea valida la solucién se debe cumplir que

a<1/p.
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4.5 Balance de energia en el extrusor.

Se recurre a la ecuacion de energia térmica para poder establecer el balance de
energia para el extrusor. En este caso, se presenta la ecuacion de energia

excluyendo el término de compresion reversible:

DT
pCy—- = —(V-q) + (—1:Vv) (4-41)
La cual establece que el cambio de temperatura de un elemento fluido en un sistema
de flujo es la suma de la ganancia (o pérdida) de calor por conduccion y la

contribucion por disipacion viscosa en el elemento.

Dado que las viscosidades del polimero son altas y las conductividades térmicas
son bajas, se debe asegurar una transferencia de calor eficiente para controlar el

sistema a la temperatura deseada (Tadmor & Gogos, 2006).

Al integrar el término de disipacion viscosa sobre el volumen del sistema, resulta la

contribucion total de conversion de energia mecanica en calor.

E, = fV(—T: Vv)dv (4-42)
De este modo, para el sistema que se modela, resulta sencillo reescribir el balance

de energia en términos de la entalpia por unidad de masa:

Ah=§+B, talque:§g=q/G yB,=P,/G (4-43)
Donde es q el flux de calor, P, la potencia total y G el flujo masico. Ahora bien,

expresando la entalpia en términos de presion y temperatura:

& T AP 4-44
Ah = [ GpdT += (4-44)
Igualando las ecuaciones ( 4-43) y ( 4-44) resulta:

AT = é(q +B, - %”) (4-45)

El balance macroscopico de energia se reduce a:

Po=B, 4% (4-46)

Dividiendo entre el flujo masico, obtenemos:

P, = E, + (AP)Q (4-47)
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De esta manera, es posible visualizar que la potencia total que entra es utilizada
para incrementar la presion y el resto es para disiparse en forma de calor.
Despejando el término E,, de la ecuacion ( 4-46) es posible notar que la cantidad de
energia que se esta disipando en forma de calor es igual a la potencia total que
entra a través del eje que conecta al motor con el husillo menos el producto del flujo

volumétrico por el incremento de presion.

Sustituyendo la ecuacion ( 4-46) en la ( 4-45) es posible obtener el cambio de

temperatura en términos del calor que entra y la disipacion viscosa.
1 rA =3 -
ATza(q+Ev) (4-48)
4.6 Potencia total.

El calculo de la entrada de potencia de eje viene dado del producto entre el esfuerzo
cortante en cualquier punto sobre la superficie del cilindro y la velocidad del cilindro,

integrando sobre la superficie completa del cilindro.
Es posible expresar lo anterior en forma tensorial:

Ry, = J(=[f 7] - U)dS (4-49)
Donde S es la superficie del cilindro, 7 es el vector unitario normal exterior, T el
tensor de esfuerzo en la superficie del barril y U es la velocidad del cilindro. Para el
sistema que se modela, donde las componentes de la velocidad y del esfuerzo se

discutieron en las secciones anteriores, la ecuacion ( 4-49) resulta:

Py = —[tyzly=n Uy + Tyxly=nUy] * wZ (4-50)
Siguiendo el procedimiento de Tadmor y Gogos (Tadmor & Gogos, 2006), de la
(4-21) se define la contribucion por arrastre y por presion:

whU, wh3*AP
2 12u  Z

QZ = Qd + Qp = (4'51)
Donde es @, el flujo por arrastre y @, es el flujo por presion. Realizando el cociente
de estas dos cantidades, es posible sustituirlo en el perfil adimensional de

velocidades axial.
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Qp _ —h?AP
Qq  6uZU, (4-52)

Q
¢=n+3 L xnl-n (4-53)
Por lo tanto, resulta facil hallar la derivada del perfil de velocidad o en su caso el

valor de la rapidez de corte:

av, Uzde _

_ Uz W _
Yyz = dy hdn h [1 + 3Qd ¢ 277)] (4-54)

Sustituyendo la derivada en la ecuacion ( 4-10) y evaluando en la superficie del
O _ 00 _0Q 4

cilindro y sabiendo que — =
Qa Qa Qa

Tyzln:l = —u% [1 -3 (di N 1)] ( 4-55)

Para el caso de la componente en “x” como el flujo es considerado como nulo Q = 0

Ux
Tyxly=1 = =403 (4-56)

Sustituyendo ( 4-55) y ( 4-56) en la ( 4-50):

[ %1 —3(2_ Uz
B, = [u - [1 3 (Qd 1)] +4p =] wz (a5
Sustituyendo las expresiones de velocidad angular ecuaciones ( 4-7) y ( 4-8):

n2D?N?

By = [” — (4(cos?(8) + sin?(8)) — 3 cos?(6) Q% )] * wZ (4-58)

Sabiendo que la identidad cos?(8) + sin?(8) = 1, la potencia total resulta:

m2D2N2wL 2 Q i
PW MW(4—3COS (Q)Q_d) (459)

4.7 Célculo de la Disipacién Viscosa.

Sustituyendo la expresion de la potencia total en la ecuacion ( 4-47) y despejando

el término de la disipacion viscosa:

m2D2N2wL

_ 6cos2(9) 2 2 ? 4-60
E,=u s (®) 4 — 6 cos (H)Qd+3cos (9)( )] ( )

<
Qa4
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Con fin de encontrar un aproximado del incremento de temperatura para el caso de
operacion adiabatica, despreciando el término de conduccion de calor, la ecuacion
(4-48) se reduce a:

AT =L+ (4-61)
Cp pQ

5. Simulacién del modelo.

Para llevar a cabo la simulacién del modelo matematico del proceso de extrusion de
harina de arroz fue necesario utilizar una plataforma de programacion, donde se
eligi6é a Matlab por su versatilidad en la resolucion de ecuaciones diferenciales. Para
poder simular el proceso fue necesario realizar una recopilacion de parametros

geomeétricos del husillo y las propiedades fisicoquimicas de la harina de arroz.

5.1 Pardmetros geométricos del husillo y de la boquilla.

Con la ayuda del asesor de proyecto, fue posible obtener una refaccion del husillo
con el que trabaja el equipo de extrusion Meelko dentro del Laboratorio de Ingenieria
Quimica de la Facultad de Quimica. La Tabla 2 presenta la informacién recabada
de la geometria de la refaccion del husillo (Figura 10).

Tabla 2. Parametros geométricos del husillo
D[m] e[m] him] w[m] 6[°] L[m] No Espiras
0.038 0.004 0.0075 0.013 8.10 0.017 13

o e s e e Y e Y W Y

R, \ 4

Figura 10. Fotografia del husillo.

Para encontrar el angulo del alabe se utiliz6 la ecuacion ( 5-1) (Gutiérrez Morales &
Bornacelli Castillo, Julio 2008):
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0 =tan~! (W+e) (5-1)

D

Por otra parte, la boquilla propuesta para el desarrollo de este modelo sera una de
tipo tubular, por lo que las caracteristicas geométricas de ésta se resumen a la

longitud y didmetro de la boquilla, las cuales se presentan en la Tabla 3.
Tabla 3. Parametros geométricos de la boquilla
Db [m] Lo [m]
0.002 0.005

5.2 Propiedades fisicas de la materia prima.

Para trabajar el modelo planteado en la seccion anterior se decidié que la materia
prima que pasaria por el proceso de extrusion seria una harina elaborada a partir
de arroz. Con el fin de obtener un buen modelado, se tomaron de la literatura datos
experimentales reales de un experimento de extrusion de harina de arroz en un
extrusor de doble husillo (Guha & Ali, 2011). A continuacion, se presenta en la Tabla

4 los datos tomados de la literatura.

Tabla 4. Composicién de harina de arroz de la variante Agonibora.

Componente Composicién
Humedad 12.1%
Proteina 7.8%
Lipidos 0.9%
Carbohidratos 75.9%
Fibra 2.9%
Sales 0.4%

También fue posible obtener los parametros de la ley de la potencia de la literatura
(Tabla 5): indice de la ley de la potencia y el parametro de consistencia del fluido,
los cuales fueron considerados como constantes bajo la suposicion de estado
isotérmico. Sin embargo, es necesario mencionar que para el caso no isotérmico
estos parametros dependen de la temperatura y no pueden considerarse

constantes.
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Tabla 5. Parametros experimentales del modelo de la ley de la potencia

Parametro Valor aT=120°c Unidades
n 0.855 adimensional
m 0.211 Pa-s"

Conociendo la composicion de la harina, es posible calcular la capacidad calorifica,
la conductividad térmica y la densidad de la materia prima, utilizando ecuaciones de
cada propiedad que describen la contribucion de cada componente en funcion de la

temperatura, las cuales se presentan en la Tabla 6 (B.R. Becker, 2003).

Tabla 6. Ecuaciones de propiedades térmicas para componentes alimenticios (-40°C <t < 150°C)

Propiedad térmica Modelo de la propiedad térmica por su componente
Capacidad calorifica Humedad Cp,, = 4.1762 x 103 -9.0864 x 1072t + 5.4731 x 107 3t?
J-kgt Kt Proteina Cp = 2.0082 x 103 + 1.2089t - 1.3129 x 107 3t2
Lipidos Cp = 1.9842 x 103 + 1.4733t-4.8008 x 1073t2
CH Cp = 1.5488 x 103 + 1.9625t - 5.9399 x 107 3t?

Fibra Cp = 1.8459 x 10° + 1.8306t - 4.6509 x 103>
Sales Cp = 1.0926 x 103 + 1.8896t - 3.6817 x 107 3t?

Conductividad Humedad k,, = 5.7109 x 1071 + 1.7625 X 1073t - 6.7036 x 10~ °t?

térmica Proteina k = 1.7881 x 1071 + 1.1958 x 1073t - 2.7178 x 10~6t2
W-mt- K1 Lipidos k = 1.8071 x 1071 -2.7604 x 1073t - 1.7749 x 1077t?
CH k =2.0141x 1071 +1.3874 x 1073t -4.3312 x 10~6t?

Fibra k =1.8331x10"1+1.2497 x 1073t -3.1683 x 107°t2
Sales k =3.2962 x 1071 +1.4011 X 1073t -2.9069 x 10~°t>

Densidad Humedad p,, = 9.9718 x 10% + 3.1439 x 1073t -3.7574 x 107 3t2
kg - m?3 Proteina p = 1.3299 x 103-5.1840 x 10~ 't
Lipidos p =9.2559 x 10%2-4.1757 x 10~ 1t
CH p = 15991 x 103-3.1046 x 101t

Fibra  p = 13115 x 103 -3.6589 x 10~ 't
Sales  p = 2.4238 x 103 - 2.8063 x 10~ 1t
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Introduciendo las ecuaciones de la Tabla 6, las composiciones de la Tabla 4 y las
ecuaciones ( 5-2), ( 5-3) y ( 5-4) en Matlab, se obtuvo un estimado de las

propiedades térmicas para la harina presentadas en la Tabla 7.

Cp = X7 Cp; + X, (5-2)
k = ?=C1 k; * X; (5-3)
p =X pi*X; (5-4)

La viscosidad aparente para ciertas rapideces de corte se determin6 con ayuda de
los parametros obtenidos de la literatura para el modelo de la ley de la potencia,

para el modelamiento del caso newtoniano. (Guha & Ali, 2011)

Tabla 7. Propiedades de la harina de arroz.

Capacidad calorifica Cp 1907.7 J-kg'-Kt

Conductividad térmica k 0.0997 W-m?l-Kt
Densidad p 13183 kg - m3

Viscosidad Aparente n 0.211 Pa-s

Para reproducir los perfiles de operacion fue necesario suponer algunas variables

de proceso, las cuales se enlistan en la Tabla 8.

Tabla 8. Variables de entrada de proceso.

Frecuencia de rotacion* N300 5.00 st
Frecuencia de rotacion** Nso0 8.33 st
Temperatura de la masa fundida Th 120 °C

* Tomada de (Guha & Ali, 2011).

** Frecuencia de rotacion real a la que opera el extrusor que se pretende modelar.
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5.3 Construccion del codigo.

5.3.1. Caso newtoniano

Una vez recopilados la serie de variables de entrada descritas anteriormente, se

asigno una variable para cada dato dentro del cédigo.

El reto para poder reproducir los perfiles del sistema consiste en resolver el conjunto
de ecuaciones diferenciales para los balances de momentum en el extrusor y en la
boquilla con sus respectivas condiciones que definen la particularidad del sistema
en cuestion. Para ello fue necesario utilizar la funcion bvp4c (boundary value
problem — fourth-order method) la cual resuelve ecuaciones diferenciales ordinarias
de la forma y’ = f(x,y), x € [a,b], que estan sujetas a condiciones limites no

necesariamente iniciales. El uso basico de la funcién bvp4c es el siguiente:
sol = bvp4c (odefun, bcfun,solinit)

Donde odefun, bcfun y solinit son las entradas y sol es la salida de la funcion
bvp4c, odefun contiene el sistema de ecuaciones diferenciales a resolver, bcfun
contiene las condiciones limite asociadas al problema, solinit es una estructura que
contiene las aproximaciones iniciales de la solucion y es construida mediante la
funcién bvpinit. Finalmente, sol representa una estructura que contiene la
aproximacion numérica calculada, asi como algunos datos informativos de la

solucién. Los campos mas importantes de la estructura sol son:

e sol.x contiene la malla final del intervalo [a, b].
e sol.y contiene la aproximacion numerica de la solucion y(x) en los puntos de

sol.x

Adicionalmente la funcion puede ser definida con el argumento options el cual es
creado usando la funcién bvpset, el cual puede especificar las tolerancias de error

para la solucion.

Con el fin de trabajar con un rango conocido, se procedié a adimensionalizar las

ecuaciones diferenciales a resolver.
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Utilizando las variables adimensionales ya mencionadas anteriormente, la forma

adimensional de la ecuacion ( 4-12):

d?¢ _ h%AP

dn? ~ uzu, (5-5)

Cuyas condiciones a la fronteraresultan: ¢ =0enn =0y =1enn = 1.

Para poder utilizar la funcién bvp4c es necesario realizar un cambio de variable que
convierta la ecuacién diferencial de orden 2 ecuacién ( 5-5) a un sistema de dos

ecuaciones diferenciales de orden 1. Utilizando el cambio de variable:¢p = ¢, y que

do L . .
o = P resulta el siguiente sistema de ecuaciones:
dpq
an -~ P2 (5-6)
do, _ h2AP
dn  pzu, (5-7)

A continuacion, se presenta el desarrollo para construir las entradas de la funcion

bvp4c en Matlab.

1. Se define una funcién anénima que represente el segundo miembro de cada una

de las ecuaciones del sistema de ecuaciones a resolver:
f = Q(x, y) [y(2), (hr2*%AP)/(u*z2*Uz) ]

2. Se define una funcion anénima que evalua la funcién que define las condiciones

a la frontera:
bc = QA(ya, yb) [ya(1); yb(1)-11
3. Se construye la estructura para proporcionar la aproximacion inicial.
xmesh = linspace(0,1,500)
solinit = bvpinit(xmesh, [0 0])
4. Se construye el argumento options ajustando una tolerancia relativa de 0.001:

options = bvpset(‘RelTol’, 1e-3)
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5. Se utiliza la funcion bvp4c para calcular la solucion y posteriormente se traza la

solucioén.

sol=bvp4c(f, bc, solint, options)

Este procedimiento se llevo acabo de la misma manera para el caso de la resolucién
de la ecuaciones diferenciales para el balance de momentum de la componente

transversal dentro del extrusor y el balance de momentum en la boquilla.

Para poder hallar el valor del punto eficiente de operacion del extrusor, se construyo
la gréfica Q vs AP, donde se supuso un conjunto de valores de caida de presién en
el extrusor basados en el valor maximo que puede tomar, con ayuda de la funcién
trapz se obtiene numéricamente el valor del flujo volumétrico para cada caida de

presion tanto para el extrusor como para la boquilla en cuestién.

La funcién trapz(X,Y) calcula la integral aproximada de “Y” mediante el método
trapezoidal con respecto al espaciado escalar especificado por “X”, donde en este
caso “X” son el conjunto de valores de la variable adimensional n y “Y” son el

conjunto de valores de la variable adimensional ¢.
Las lineas de codigo se presentan al final del documento en el Anexo 1.

5.3.2. Caso no newtoniano.

Como primer paso fue necesario encontrar numéricamente el valor del maximo de
la distribucion de velocidad para poder obtener el valor de flujo volumétrico. Se
utilizé la funcién vpasolve, la cual funciona alimentando dos entradas: la ecuacion
gue se quiere resolver y la variable en la cual esta expresado y se quiere encontrar.
En este caso, la ecuacion a resolver es la ecuacion ( 4-39) y la variable a encontrar

es el maximo (n,).

Una vez encontrado el valor del maximo se utilizé la expresién ( 4-40) para el calculo

de flujo volumétrico.

Para ambos casos, newtoniano y no newtoniano, se establecié un vector que
contiene un conjunto de valores de caida de presion basado en fracciones de la

caida de presion maxima en el extrusor ( 4-32), con la finalidad de utilizar dichos
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valores para calcular distintos valores de flujo volumétrico y poder encontrar el punto

eficiente de operacion del extrusor.

Con ayuda de la funcion InterX obtenida de la pagina de MathWorks realizada por
el usuario NS se pudo obtener el valor de la interseccion entre la curva del husillo y
de la boquilla y asi conocer los valores optimos. (NS, 2021)

Se llevaron a cabo célculos repetitivos con ayuda de la estructura de un ciclo for,
con ello es posible evaluar las funciones descritas anteriormente y hallar el punto
eficiente de operacion, ademas de que fueron de utilidad para graficar los perfiles
de velocidad.

Las lineas de cddigo se presentan al final del documento en el Anexo 1.

6. Resultados de la simulacioén.

Se realizaron dos series de simulaciones del sistema a distintas frecuencias de
rotacion del tornillo (300 y 500 rpm) para el caso newtoniano y el no newtoniano.

Las variables de salida de la simulacidén se presentan a continuacion.

Tabla 9. Variables de salida de proceso N= 300 rpm

Variables de salida new(izi(i)ano n:\/\?tsoon:\;o Unidades
Flujo volumétrico Q 6.14x10° 3.43x10° m? - s
Incremento de presion AP 1.65 0.93 MPa
Flujo mésico G 20 14 16.42 kg - h'
Potencia total Pw 0.69 0.75 w
Disipacion Viscosa Ev 0.59 0.69 W
Cambio de Temperatura AT 1.40x1012 9.40x1013 K
No. Reynolds Re 35.58 35.56 -
No. Brinkman Br 5.20x1011 8.01x101 -
Flujo volumétrico maximo Qmax  2.88x105 2.88x10°5 m3 - st
Incremento de presion maximo  APmax 2.09 2.09 MPa
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Como primera observacion, los perfiles de velocidad para el caso newtoniano, tanto
para el extrusor como para la boquilla se graficaron de manera paralela la solucién
analitica y la solucibn numérica descrita en este trabajo, y en todos los casos,
empatan de manera correcta ambas soluciones y las condiciones a la frontera

impuestas se cumplen, por lo que visualmente se estima un error minimo entre

ambas soluciones.
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Figura 11. Perfil de velocidades adimensional direccion axial (a. newtoniano, b. no

newtoniano) con N = 300 rpm.
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Figura 12. Perfil de velocidades adimensional a. Direccion axial b. Direccion transversal

con N =500 rpm.
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Tabla 10. Variables de salida de proceso N= 500 rpm

Variables de salida newcigi(i)ano ngvjtsoonil\::]o Unidades
Flujo volumétrico Q 1.02x10°® 5.24x10 m? - s
Incremento de presion AP 2.75 1.41 MPa
Flujo mésico G 48.58 24.88 kg - ht
Potencia total Pw 1.93 210 W
Disipacion Viscosa Ev 1.65 1.94 W
Cambio de Temperatura AT 6.7x1012 4.0x1012 K
No. Reynolds Re 59.27 59.27 -
No. Brinkman Br 3.13x1011 5.20x1011 -
Flujo volumétrico maximo Qmax  4.81x105 4.81x10°5 m3 - s
Incremento de presion maximo  APmax 3.49 3.49 MPa

Para el caso no newtoniano, solo se graficd la solucién analitica, basada en la
resolucién numérica de la ecuacion ( 4-39), donde se obtuvo el valor del maximo del

perfil de velocidades adimensional.

Los perfiles de velocidad adimensional en la direccion axial en el extrusor muestran
la tendencia esperada (Figura 11 y Figura 12), donde se visualiza claramente las
contribuciones de velocidad lineal (flujo por arrastre) y la velocidad parabdlica (flujo

por presion), esto se cumple para el caso newtoniano y el no newtoniano.

Tabla 11. Valores del maximo caso no newtoniano.

Variable de Salida N300 Nis00
Velocidad adimensional (méaximo) do -0.26 -0.66
Altura adimensional (maximo) Mo 0.32 0.40

Con ayuda de las expresiones ( 4-37) y ( 4-38) fue posible hallar el valor de la
velocidad adimensional del maximo basado en el calculo numérico de mo, los valores
se presentan en la tabla 11. El valor de los maximos arroja la tendencia que a
conforme se aumenta la rotacion del husillo, el maximo se mueve en direccién

positiva de eje de las ordenadas, lo que habla de un incremento en el flujo de
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presion, puesto que el aumento de la rotacion del husillo conlleva mayor cantidad

de material y por ende una caida de presion mayor.
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a. . b. )
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Figura 13. Perfil de velocidades adimensional direccion transversal (a. 300 rpm, b. 500
rpm.)
Por otra parte, también se reprodujo el perfil de velocidades adimensional en la
direccion transversal para el caso newtoniano (Figura 13), donde se puede observar
gue se cumplen las condiciones a la frontera, y se observan de igual manera en el
perfil axial, las contribuciones de flujo por arrastre y por presion. Tampoco se
observa alguna diferencia considerable entre los perfiles a rotaciones del husillo

diferente.

Ademas, se reprodujo el perfil parabdlico de velocidades dentro de la boquilla para
el caso newtoniano (Figura 14), donde se adimensionaliz6 con respecto a la
velocidad caracteristica de la direccién axial, con el fin de conocer que tanto

aumenta con respecto a ésta.

La construccion del perfil parabdlico de la boquilla se llevé a cabo en dos regiones,
antes y después del maximo de velocidad (coordenada r = 0), debido a que en la
solucion general del balance de momentum de la boquilla da como resultado una
expresion que contiene un término logaritmico y en la coordenada del maximo (r =

0) el logaritmo no esta definido.
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Figura 14. Perfil de velocidades adimensional en la boquilla (a. 300 rpm, b. 500 rpm.)
Observando las Figura 15 y Figura 16, es posible visualizar que no hay cambios
apreciables en las curvas del husillo y de la boquilla con respecto a la velocidad de
rotacion, sin embargo, al tomar en cuenta las variables de proceso de salida
mostradas en las Tablas 9 y 10, al incrementar la frecuencia de rotacion del husillo,
incrementa la cantidad de material fundido que atraviesa el extrusor, aumentando
el flujo méasico y la potencia total requerida, por consiguiente, la energia generada

por disipacion viscosa incrementa.

En la Tabla 9 y 10 se presentan los incrementos de temperatura en el extrusor para
cada caso, los cuales poseen valores cercanos a cero, lo cual refuerza la suposicion
de estado isotérmico, indicando que toda la energia que entra al sistema de manera
mecénica se transforma en presion para mover al fluido y lo demés se disipa en

forma de calor.

Se calcul6 el niumero de Reynolds para cada caso, y su valor se encuentra en los
rangos de comportamiento laminar e indica que la transferencia de momentum por
el mecanismo de difusion es quien domina con respecto a la transferencia de

momentum por el mecanismo convectivo.
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Figura 15. Punto eficiente de operacion del extrusor (a. newtoniano, b. no newtoniano)

con N = 300 rpm
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Figura 16. a. Punto eficiente de operacién del extrusor (a. newtoniano, b. no newtoniano)

con N =500 rpm

Asimismo, se calculo el numero de Brinkman, resultando en ambos un valor muy
grande, puesto que el gradiente de temperaturas obtenido por las suposiciones
descritas anteriormente es casi nulo, por lo que se supone entonces que el
mecanismo de transferencia de calor que domina es la disipacién viscosa y no la

conduccion, lo cual refuerza la suposicion de considerar un sistema isotérmico.
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Al incrementar la frecuencia de rotacion del husillo aumenta la velocidad de corte a
la cual estara sometida la masa fundida, y al tratar con un fluido pseudoplastico, su
viscosidad disminuye, permitiendo un flujo volumétrico mayor de material que pasa
a través de la misma boquilla, por ello los flujos volumétricos de las simulaciones de
N=300 rpm tienen un valor menor respecto a los valores obtenidos para la

simulacién de N=500 rpm.

También es posible observar que los puntos eficientes de operacion obtenidos
reflejan altos incrementos de presion y bajos flujos volumétricos debido que, al tener
un diametro de boquilla pequefio, se presenta una resistencia mayor al paso del

flujo, lo cual incrementa la caida de presion dentro del extrusor.

Finalmente, es posible notar que existe una disparidad entre los valores de las
variables de salida para el caso newtoniano y el no newtoniano, pero ambos se
mantienen en los mismos ordenes de magnitud, la actividad experimental revelara

cual modelo representa mejor el sistema real.

7. Analisis de sensibilidad paramétrica

Para el caso del modelado y simulacién de equipos de proceso industriales, resulta
atil emplear la técnica del andlisis de sensibilidad paramétrica para poder analizar
el comportamiento de cualquier proceso industrial, a través del monitoreo de la
sensibilidad de respuesta que generan los parametros involucrados en el modelo

matematico (Ojeda, GilPavas, Dobrosz-Gomez, & Gémez, 2014)

La sensibilidad paramétrica esta definida por qué tan sensible es el comportamiento
del sistema de estudio frente a cambios en los valores de los parametros
involucrados en el modelo matematico del mismo (HERNANDEZ-PEDRERA,
RIVERA-SOTO, MATOS-DURAN, & PINO-CUENCA, 2014).

Para entender como se utiliza esta técnica, se parte de la suposicion de un modelo
matematico que describe un comportamiento dindmico como el siguiente:
dx

— = f(xtp) (7-1)
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Donde p representa el vector de parametros del sistema. Ahora bien, la siguiente
ecuacion representa como cambia o depende el comportamiento del sistema con

respecto algun parametro.

as _ (f)g 4 (¥ _
= G5+ () (72)
donde S contiene los coeficientes de sensibilidad dados por el namero de

parametros y ecuaciones que describan el sistema.

Sll 'TE) Slj
S=|: -
: 7-3
Sy .. Sij (7-3)
Y se define como coeficiente de sensibilidad:
axl-
Sij = o, (7-4)

Esta técnica puede ser aplicada en el sistema en cuestion utilizando las ecuaciones

de balance de momentum en el extrusor y el siguiente vector de parametros.

dv, _ sin(6) AP _h mDNcos(0) (7-5)
dy ~ uNeLc ( 2) + h

dvy _ TDNsin(0) (2 _ E) ( 7-6)
dy h y

p=1I[w AP, N, 6, h, Lc, D] (7.7)

Los coeficientes de sensibilidad pueden tener valores positivos o negativos, cuando
posee un valor positivo, indica que un aumento en los parametros de entrada
conduce a un incremento en la variable dependiente, mientras que cuando posee

un valor negativo ocurre lo contrario.

Es posible evaluar los coeficientes de sensibilidad paramétrica integrando
simultdneamente las ecuaciones que representan el sistema dinamico y el grupo de

ecuaciones diferenciales lineales que representa a los coeficientes de sensibilidad.

Se implemento una funcién en Matlab basada en la literatura, la cual puede resolver
lo anteriormente explicado, las lineas de codigo se encuentran en el anexo | y el
conjunto de ecuaciones diferenciales a resolver se encuentran en el anexo Il de este

trabajo. Los resultados se muestran a continuacion en la Figura 17 y Figura 18.
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Figura 17. Resultados del analisis de sensibilidad paramétrica (a. Perfiles de Velocidad
eficientes, b. Efecto de la viscosidad sobre los perfiles de velocidad, c. Efecto de la caida
de presién sobre los perfiles de velocidad, d. Efecto de la frecuencia de rotacién sobre los

perfiles de velocidad).

Los resultados muestran diferentes tendencias, en el caso de la figura 17 los
parametros analizados son variables de entrada del proceso: viscosidad, caida de
presion y frecuencia angular, por otra parte, en la figura 18 se planteé como un caso
hipotético la posibilidad de que existan cambios en los pardmetros geométricos del
husillo: angulo, profundidad, longitud de cuerda y didmetro, pues en el sistema en

cuestidn, no son posibles las variaciones de estos parametros.

Los resultados muestran que los coeficientes de sensibilidad tienen una mayor
variacion respecto de la velocidad axial que de la velocidad transversal segun el

modelo matematico propuesto en este trabajo para fluido newtoniano.
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En la figura 17b se observa que el parametro de la viscosidad marca un perfil
parabdlico con valores positivos, lo cual habla de que todos los incrementos en
viscosidad repercutiran en el incremento de velocidad en la direccion axial. Por otra
parte, la figura 17c muestra que el pardmetro de la diferencia de presién en el
extrusor marca un perfil parabdlico con valores negativos, por o que se supone que
a todo incremento de este parametro en el sistema repercutira en decrementos de
la velocidad axial en el rango de la profundidad del husillo. Para el caso de la
velocidad transversal no hay efecto alguno por causa de los pardmetros: viscosidad
y caida de presién, como consecuencia de la aproximacion de flujo paralelo

explicada anteriormente.

Por altimo, la figura 17d muestra un perfil de cambios lineal con valores positivos
para el pardmetro de frecuencia angular sobre la velocidad axial, mientras que para
la velocidad transversal muestra un perfil de cambios parabdlico con valores
negativos, lo que indica que a medida que haya incrementos en este parametro
repercutira en incrementos en la velocidad axial y decrementos en la velocidad

transversal.

La figura 18 presenta la influencia de los parametros asociados a las variables
geometricas del extrusor sobre el sistema. Para el caso de la velociadad axial, el
efecto del &ngulo de los alabes del husillo muestra una funcién convexa con valores
nagativos, el efecto de la longitud de cuerda muestra una funcion céncava con
valores positivos y tanto el efecto de la profundidad del alabe como el efecto del
diametro del husillo muestra una funcion lineal con valores positivos. Por otra parte,
para el caso de la velocidad transversal, tanto el efecto del angulo como el del
diametro del husillo presentan una funcién céncava con valores negativos, no hay
efecto alguno con respecto a la longitud de cuerda y el efecto de la profundidad de

los alabes muestra una funcion parabdlica con valores negativos.
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Figura 18. Resultados del andlisis de sensibilidad paramétrica (a. Efecto de la angulo del
husillo sobre los perfiles de velocidad, b. Efecto de la profundidad del alabe sobre los
perfiles de velocidad, c. Efecto de la longitud de cuerda sobre los perfiles de velocidad, d.
Efecto del diametro del husillo sobre los perfiles de velocidad).

7.1 Variacion de parametros.

Con ayuda de la plataforma de programacién es posible visualizar como una
variable de proceso tiene efecto sobre el comportamiento global del sistema. Para
esto se eligié una variable de proceso y un parametro geométrico del husillo para
estudiar su influencia en el comportamiento global: Caida de presién y la

profundidad de los alabes.

Como primer paso, se reviso la influencia de estas dos variables sobre el perfil de

velocidades en la direccién “z”, donde se utilizé el conjunto de datos de caidas de
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presion que fueron utilizados para construir la curva Q vs AP, y se propuso un

conjunto de profundidades de &labe del 25, 50 y 75% del ya propuesto. (Figura 19).
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Figura 19. Perfil de velocidades adimensional en la direccion axial variando la caida de

presion y la profundidad del alabe.

La variacion de ambos parametros refleja una influencia similar en el
comportamiento del perfil de velocidades axial, puesto que al disminuir tanto el
incremento de presion como la profundidad del alabe la curvatura de la gréafica se

va perdiendo hasta obtener un comportamiento lineal.

Al disminuir el incremento de presion en el extrusor la contribucion de flujo por
presion va disminuyendo y conforme se acerca al incremento de presion nulo, se
cumple la condicién limite de flujo total, donde la resistencia a fluir es nula y el fluido
se comporta como un fluido entre dos placas paralelas con una de ellas en

movimiento, en este caso perdura el movimiento por arrastre.

En el caso de manipular la profundidad del alabe, es posible observar que a medida
gue la altura del alabe aumenta, el flujo que sale por la boquilla disminuye, puesto

gue la contribucién de flujo negativa (flujo por presion) va aumentando.
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Figura 21. Influencia de la variacion de la profundidad del alabe sobre el flujo y la potencia
requerida.

Es evidente que, al aumentar el incremento de presién dentro del extrusor, el flujo
sera menor, pues habra una contribucién de retroceso mayor en el perfil de flujo
global, esto se vera reflejado en una disminucion de flujo volumétrico y como
consecuencia un aumento de potencia requerida (Figura 20). Por otra parte, al
disminuir la profundidad de canal, disminuye la zona donde pasara el flujo de
material fundido, es por lo que el flujo volumétrico disminuye, y como consecuencia
de ello, la potencia requerida disminuira, pues se necesitara menos energia para
mover menos cantidad de fluido. (Figura 21)
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Figura 22. Influencia de la variacion del radio de la boquilla sobre el punto 6ptimo de
operaciéon (a. N= 300 rpm, b. N= 500 rpm)

Asimismo, es posible modificar las caracteristicas geométricas de la boquilla, pues
esta variable de igual manera influye considerablemente sobre el comportamiento
global del sistema, en este caso es mas notable sobre el punto eficiente de

operacion.

Se realizaron cuatro corridas de la simulacién para obtener las variables de salida
para un conjunto de dos radios (1/2Rb y 3/2Rb) a las dos frecuencias de rotacion
trabajadas (300 y 500 rpm).

Los resultados muestran que a medida que el radio de la boquilla disminuye la
pendiente de la curva caracteristica de la boquilla disminuye, resultando un punto
eficiente con un incremento de presion elevado y un flujo volumétrico bajo, esto se

cumple en ambas frecuencias de rotacion planteadas.

Por lo que se deduce que, a menor radio de la boquilla, el sistema presentara mayor
resistencia a fluir, requiriendo valores de potencia elevados y dando como

consecuencia flujos de material pequefios.
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8. Conclusiones.

. Se logré un estudio exitoso de los parametros operativos del equipo de
extrusion, ya que el presente trabajo muestra un buen precedente para posteriores

modificaciones y adecuaciones del modelo.

. Se analizaron y describieron los fendmenos de transporte involucrados en el
proceso de extrusion y se logré encontrar el punto de operacion eficiente para el

modelo del caso newtoniano y del caso no newtoniano.

. Se reprodujeron los perfiles de velocidades del extrusor y de la boquilla,

reflejando la fisica del problema con sus respectivas consideraciones.

. El andlisis de sensibilidad paramétrica muestra la influencia que tienen los
pardmetros geométricos del tornillo y las variables de proceso sobre las variables

de salida de proceso que son claves para el disefio y operacion del extrusor.

9. Proyecciones a futuro.

. Optimizacion del codigo utilizado para que sea mas eficiente respecto al
tiempo de resolucién y mas preciso para los resultados de la variables de salida con

el fin de tener una mejor prediccién de los parametros operativos del sistema.

. Realizar una mejora del modelo expuesto en este trabajo considerando la
implicacién del flujo transversal en el modelo no newtoniano y con la consideracion

de un sistema no isotérmico.

. Que dicho trabajo sirva como base para la elaboraciéon de un protocolo
experimental para la realizacion de una practica utilizando el extrusor de
monohusillo y extruyendo distintos tipos de harina dentro del Laboratorio de
Ingenieria Quimica de la Facultad de Quimica de la UNAM.
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ANEXO .

Lineas de codigo de Matlab.

clc; clear; close all;
format short
Modelado de Extrusor de monohusillo del LIQ de la FQ, UNAM,
Utilizando como materia prima: Harina de Arroz.
Definimos pardmetros del husillo
= 0.0381; %m - Didmetro del husillo
heta = 0.1411; %rad - Angulo helicoidal
= 0.0075; %m - Altura del Alabe
0.013; %m - Ancho del canal
= 0.004; %m - Espesor del Alabe
= 13; % Numero de espiras del husillo
c = wte; Sm - Longitud de la cuerda
= p*Lc/sin(theta);
Definimos parametros del fluido

= 0.211; %Pa*s - Viscosidad

Definimos parametros de la boquilla
b = 0.002; %m
b = Db/2; %m
Lb = 0.005; %m
% Propiedades del fundido
Cp = 1.9077e3; % J/kg K - Capacidad térmica a P=cte
K = 0.0997; % W/mK — Conductividad termica
ro = 1.3183e3; %kg/m3 - Densidad

% Definimos especificaciones del extrusor
N = 500/60; %1/s - Frecuencia de rotaciédn
Uz = pi*D*N*cos (theta); %m/s
Ux = pi*D*N*sin (theta); %m/s
B (w*h"3)/(12*2); %parametro geometrico
A = 0.5*w*h*D*pi*cos (theta); S%Sparametro geometrico
k (p1i*Rb”™4) / (8*Lb); Sparametro geometrico
%$Condiciones Limite

DPmax = (m*A*N)/B; %Caida de presidn maxima
Qmax = A*N; $%$Flujo volumétrico maximo

%% CASO NEWTONIANO

% Punto eficiente de operacidn analitico
Qopt = (A*k*N)/ (B+k); %m3/s
DPopt = ((A*m*N)/ (B+k)); %Pa
% Potencia requerida
Qdrag = w*h*Uz/2;

N O O = Ot O o0 oo e
Il

o g oo 3

2021.

Pw =(m*pi”2*D"2*N"2*w*Z)/ (h) * (4-3* (Qopt/Qdrag) * (cos (theta)) "2);

% Disipacidédn viscosa

Ev =(m*pi"2*D"2*N"2*w*Z) / (h) * (4-6* (Qopt/Qdrag) * (cos (theta)) "2+. ..

3* (Qopt/Qdrag) "2* (cos (theta) ) *2) ;
% Diferencia de Temperatura.
DT = (1/Cp)* (Ev/ro*Qopt); %K
Flujo masico
G = Qopt*ro*3600; %kg/h
% Reynols

o\

Dh = 4* (w*h)/ (2*w+2*h); %Diametro hidraulico
Re = (ro*pi*D*N*Dh) /m;

$Brinkman

Br = (m* (pi*D*N)"2)/ (K*DT) ;
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% Balance de momentum direccidén "z": Extrusor.

% Ecuacidén Constitutiva: Ley de viscosidad de Newton. Adimensionalizada.
% edol phi' (l)= phi(2) & edo2 phi' (2) = kl

fl = Q@(x, vy) [y(2); (DPopt*h"2)/(m*Z*Uz)];

Se establecen las condiciones a la frontera

phi(eta=0)=0 & phi(eta=1)=1

bcl = @(ya, yb) [ya(l); yb(1)-1];

% Definimos rango de eta [0 1] y no. de puntos

xmeshl = linspace(0,1,500);

% Establecemos valores iniciales con la funcidén bvpinit y
% la toleracia relativa llamando a odeset

solinitl = bvpinit (xmeshl, [0; 0]);

optionsl = odeset('RelTol',l.e-3);

% Llamamos a la funcidén bvp4c y colocamos las entradas:

% vector de sistema de edo's, CF y solucion inicial.

soll = bvpdc(fl , bcl, solinitl, optionsl);

oo

oe

% Balance de momentum direccidn "x": Extrusor.

% Ecuacidén Constitutiva: Ley de viscosidad de Newton. Adimensionalizada.
% edol phi'(l)= phi(2) & edo2 phi'(2) = -6

f2 = @(x, y) [y(2); -6]; %DPx/m

Se establecen las condiciones a la frontera
phi(eta=0)=0 & phi(eta=1)=-1

c2 = @(ya, yb) [ya(l); yb(1)+1];

Definimos rango de eta [0 1] y no. de puntos

xmesh?2 = linspace(0,1,500);

% Establecemos valores iniciales con la funcidén bvpinit y
% la toleracia relativa llamando a odeset

solinit2 = bvpinit (xmesh2, [0; 0]);

options2 = odeset ('RelTol',1l.e-06);

% Llamamos a la funcidén bvp4dc y colocamos las entradas:

% vector de sistema de edo's, CF y solucion inicial.

sol2 = bvp4c(f2 , bc2, solinit2, options2);

o0 O o0 oe

% Balance de momentum: Boquilla.

o

Ecuacidén Constitutiva: Ley de viscosidad de Newton. Adimensionalizada.
edol phi'(1l)= phi(2) & edo2 phi'(2) = - ((DPopt*Rb"2)/ (Lb*m*Uz))-y(2)/x
3 =Q@(x, y) [v(2), =((DPopt*Rb"2)/ (Lb*m*Uz))-vy(2)/x];

Se establecen las condiciones a la frontera

% phi(ro=1)=0 & phi' (ro=0)=0

bc3 = @(ya,yb) [ya(2); yb(1)1;

% Definimos rango de ro y no de puntos para la regidén antes/después de 0
xmesh3 = linspace(l.e-8, 1,1000);

xmesh4 = linspace(-1.e-8, -1,1000);

% Establecemos valores iniciales con la funcidén bvpinit para la regidn

% antes y despues de 0 y la toleracia relativa con a odeset

solinit3 = bvpinit (xmesh3, [1 1]);

solinit4 bvpinit (xmesh4, [1 11);

options3 = odeset ('RelTol',1.e-3);

% Llamamos a la funcidén bvp4c y colocamos las entradas:

% vector de sistema de edo's, CF y solucion inicial para cada regidn.
sol3 = bvpdc(f3 , bc3, solinit3, options3);

sold4 = bvp4c(f3 , bc3, solinit4, options3);

o

o° Hh
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% Punto eficiente de operacidn.

% Vector de caidas de presidén %Pa

DP =[0*DPmax, 0.2*DPmax, 0.4*DPmax, 0.6*DPmax, 0.8*DPmax, 1*DPmax]
% Contruccidén de la curva del tornillo del extrusor.
for i=1:6

f==0@0(x, y) [y(2); (DP(1,1i)*h"2)/(m*Z*Uz)];
bc = @(ya, yb) [ya(l); yb(1)-1];
xmesh = linspace (0,1,1000);

solinit = bvpinit (xmesh, [0; 0]);
options = odeset ('RelTol',1.e-3);
sol = bvpdc(f , bc, solinit, options);
Qe = w*trapz((sol.x)*h,sol.y(1l,:)*Uz);
Qext (1) = Qe;
end
% Contruccidén de la curva del tornillo de la boquilla.

for 1i=1:6
£ =@(x, y) [y(2),-((DP(1,1)*Rb"2)/ (Lb*n*Uz))-y(2)/x];
bc = @(ya,yb) [va(2); yb(1)]1;
xmesh = linspace(l.e-8, 1,5000);

solinit = bvpinit (xmesh, [1 1]);
options = odeset ('RelTol',1l.e-8);
sol = bvpdc(f , bc, solinit, options);
r =(so0l.x)*Rb;
V = sol.y(1l,:).*r;
Qb = 2*pi*trapz(r,V*Uz);
Qbog (i) = QOb;
end

%% CASO NO NEWTONIANO.

% Definimos parametros del fluido
n=0.855; %Indice ley de la potencia

betha = (1+n)/n;
% Vector de caidas de Presitdn
DP =[ 0.2*Dpmax, 0.3*Dpmax, 0.35*Dpmax, 0.4*Dpmax, 0.42*Dpmax];
% Calculo de los maximos
syms x
% Se calcula una alpha para cada DP
for i=1:5
alpha = (Uz/h)* ((m*2)/ (h*DP(1,1)))"(1/n);
alphav (i) = 621lpha;
end
% Se calcula un valor méximo de etaO para cada DP
for i=1:5
S vpasolve (betha* (alphav(l,1i)) + x"betha - (l1-x)”"betha == 0,
maxeta (i) = S;
end

etal0 = maxeta;
% Se calcula un flujo volumetrico para cada DP

for i1i=1:5
Q = h*w*Z* (1/ (betha*alphav(1l,1)))*((((etal(1,1)) " (1l+betha)+...
(l1-etal0(1,1i)) "~ (1+betha))/ (1+betha))-(etal(1l,i)) " (betha)):;
Qe (i)= Q;
end

X);
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% Se quitan decimales innecesarios
N1=1elO;

Qextn = vpa (fix (Qe*N1) /N1)

%% Condiciones eficientes

o\

oe

funcién InterX para encontrar el punto eficiente.

% N=500rpm

Dpopt = 1.4087e4; %Pa

Qopt = 5.24226e-6; %m3/s

% N=300rpm

% Construccién del perfil de velocidades axial en el extrusor.
Alphaopt = (Uz/h)*((m*Z)/ (h*Dpopt))~(1/n); S$parametro adimensional
$Solver que calcula el valor del maximo

syms x

Sopt = vpasolve (betha* (alphaopt) + x"betha - (l1-x)“betha == 0, x)
% Se quitan decimales innecesarios

N4=1000;

max = vpa (fix (Sopt*N4) /N4)

% Valor de velocidad adimensional del méximo con las dos funciones
phioptl=(((max-max)“betha- (max)“betha)* (1/betha))* (1/alphaopt);
phiopt2 =(((max-max) " betha-(1-

max) “betha) * (1/betha) +alphaopt) * (1/alphaopt) ;

%% Regidn antes del maximo ——————=—=————————"——"—"—"—"—"————~—(—~—~—~—~—~(—~(—(—(—(—(—(—(—————

N2=0.001; %tamafio de paso

etal = (0:N2:max); %Vector de puntos de eta

ml = (max/N2)+1 %Numero de puntos de eta

% Evaluamos la funcidén en la region antes del maximo

For i=1:ml
phi=((max-etal (1,1i)) "betha- (max)“betha) * (1/betha) ;
phil (i)=phi;

end

% Multiplicamos por el factor 1/alpha para poder comparar 1os casos

% Newtoniano y no Newtoniano

Phil = phil* (1/alphaopt) ;

eta2 = (max:N2:1); %vector de puntos de eta

m2 = ((l-max)/N2)+1 %numero de puntos eta

% Evaluamos la funcién en la regidédn después del maximo.

For i=1:m2
phi =((eta2(1l,1i)-max)“betha- (l-max)“betha)* (1/betha)+alphaopt;
phi2 (i)=phi;

end

% Multiplicamos por el factor 1/alpha para poder comparar los casos

$Newtoniano y no Newtoniano

Phi2 = phi2* (1/alphaopt) ;

o)

% Se grafican los resultados.

Con los valores de flujo volumétrico y caidas de presion se ocupa la

% Region después del maximo ——————————————————————————
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Lineas de codigo del andlisis de sensibilidad paramétrica.

function main

clc; clear all; format compact;

Analisis de Sensibilidad Parametrica del Extrusor de monohusillo
del LIQ de la FQ, UNAM, 2021.

Utilizando como materia prima: Harina de Arroz.
Suposicidédn FLUIDO NEWTONIANO.

Parametros

global m DP N theta h Lc D p;

% Definimos pardmetros del husillo

D = 0.0381; %m - Didmetro del husillo

theta = 0.1411; %rad - Angulo helicoidad

h = 0.0075; %m - Altura del Alabe

w = 0.013; %$m - Ancho del canal

o® o© o o°

o\

e = 0.004; %m - Espesor del Alabe

p = 13; % Numero de espiras del husillo
Lc = wte; %m - Longitud de la cuerda

% Definimos parametros del fluido

m = 0.211; %Pa*s

% Definimos especificaciones del extrusor
N = 500/60; %1/s

DP = 2.7501le+04; %Pa

yrango = linspace(0,0.0075);

vO=[0000O0O0O0O0O0O0OO0OOODOO0O0]:;
[y,v] = odelb5s(@Rodessa_demo, yrango,v0);
sl = m*v(:, ;

1)
s2 = m*v(:,2)
s3 = DP*v (:,3
s4 = DP*v (:,4
s5 = N*v (:,5);
s6 = N*v(:,06)
s7 = theta*v(:,7);
s8 = theta*v(:,8);
s9 = h*v(:,9);
s1l0 = h*v(:,10)
sll = Le*v(:,11
sl2 = Le*v(:,12
sl3 = D*v(:,13)
sl4 = D*v(:,14)

vz = v(:,15);
vx = v(:,16);
end

function f = odessa demo (y,V)
global m DP N theta h Lc D p
sl =
s2 =
s3
s4 =
sb =
s6 =
s7
s8 =

Il Il
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s9 = v(9);

s10 = v (10);

sll = v (11);

sl2 = v(12);

sl3 = v (13);

sld = v(14);

vz = v (15);

v = v(16);

% Estados de sensibilidad

f(1) = (-DP/ (m"2* (p*Lc/sin(theta))))* (y-(h/2));

£f(2) = 0;

£(3) = (1/(m*(p*Lc/sin(theta)))) *(y-(h/2));

f(4) = 0;

f(5) = pi*D*cos (theta) /h;

f(6) = (pi*D*sin(theta)/h)* (2-(y*6/h));

f(7) = (DP*cos (theta)/ (m*p*Lc))*(y-(h/2))-pi*D*N*sin (theta) /h;
f(8) = (pi*D*N*cos (theta)/h)*(2-(y*6/h));

f(9) = DP/(2*m* (p*Lc/sin(theta)))-pi*D*N*cos (theta)/h"2;
£(10) = 12*y*pi*D*N*sin(theta)/h"3 - 2*pi*D*N*cos (theta)/h"2;
f(11) = (-DP/ (m* (p*Lc”2/sin(theta))))*(y-(h/2));

£f(12) = 0;

f(13) = pi*N*cos (theta) /h;

f(14) = ((pi*N*sin(theta))/h)*(2-(y*6/h));

% Ecuaciones del sistema

f(15) = (DP*sin(theta)/ (m*p*Lc)) * (y-(h/2))+pi*D*N*cos (theta) /h;
f(lo6) (p1*D*N*sin (theta) /h) * (2-(y*6/h));

f = f';

end
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ANEXO I
Calculo de nimeros adimensionales.

¢ No. Reynolds.

DV
Re = iadd
u
e No. Brinkman.
pV?
Br =—
" kAT

Adimensionalizacién de las ecuaciones de balance caso newtoniano.

“y

e Balance de momentum en la direccion “x” en el extrusor.

ar 0( 6vx)
dx _ ay\ "y

Variables adimensionales.

Adimensionalizacion:

dx  h?  9ndy

ar  é6uUx 0 677( 0v, 0¢p 6n>
K¢ an ay

9vx _ on _ 1.
Tal que 30 —nyqueay—h.

6uUx pUx 0 (6(]5)
h?2 ~ h2? on\dy

Resulta:

-5

e Balance de momentum en la direccion “z” en el extrusor.
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Variables adimensionales.

Adimensionalizacion:

ov, _ am _ 1.
Tal que e U,y que P

AP pU, 0 (6(,0)

Z ~ h? an\ay
Resulta:

h?AP 0 (6<p)

uZU,  on\dy

e Balance de momentum en la direccion “z” en la boquilla.

AP 0 ( 6v2> AP 0%v, N v,
_— = — * _—r =
Ly "=\ HR) ° ULy, "= T

Variables adimensionales.

— vZ 0 — T
YTU fTR,
Adimensionalizacion:
APR, R d do <6vZ do 69) dv, dp do
ULy, ¢= angar do 0dp Or do 0do Or
ovy B_Q _ i
Tal que e = Uy que -~ =—
APR, U,/ 0 (0p\ O0J¢
el 3
ULy Ry \" 0o \do/ 0o
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Resulta:

APR: 0 (6(,0) 1d¢
ULbUz aQ

do/ ede
Analisis de sensibilidad paramétrica.
Para evaluar los coeficientes de sensibilidad se llevaron a cabo los siguientes pasos:

1. Integrar el modelo matematico:

V= f(vv% p):v(YO) =7

2. Evaluar las derivadas parciales dadas por:

of(v,y,p)
v

of(v,y,p)
dp

3. Integrar las ecuaciones de sensibilidad:

. <0f @y, p)) S+ <0f ,y, p)>
av dp

De esta manera, adecuando el sistema en cuestion:

Ecuaciones de balance de momentum:

dv, sin(6) AP( h) N mwDNcos(6)

dy uN,Lc 2 h

dv, mDNsin(60) (2 6y)
dy h h

Evaluando el jacobiano:

af(v,y,zo)_[o 0
av. o o0

Evaluando la matriz de derivadas parciales con respecto al vector de

parametros p = [ u,AP,N,8,h,Lc, D]":
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0 (0,y,p) _

dp
sin(6) AP( h) sin(0) ( h) mDcos(0) cos(0) AP( h) wDNsin(0) sin(8) AP wDNcos(6)
[ 12N, Lc 2) uN,Lc\’ 2 n UN,Lc 2 n 2uN,Lc h?
0 0 nDsin(0) (2 6y) mDNcos(0) (2 6y) 2nDNsin(0) N 12ynDNsin(6)
| h h h h h? h3 |
[ sin(@) AP ( h) mNcos(60) ]
uN,Lc? 2 h ‘
mDNsin(0) 6y
0 =2 (2-2)
h h
De esta manera, el conjunto de ecuaciones a integrar esta dado por:
. _ sin(0) AP _h mDNcos(0) . _ - _ mDNcos(6) __ 6y . _
V2 = TiNoLe ( 2) S— v(0) =0 S2a = (ei)l (2 h()g) 1 524(0) =0
X . i AP DN
Uy = nDN:n(g) 2- 6%) ;e (0) =0 S1s = SIZI/:NQLC - = ;(z)s  $15(0) =0
. in(6)AP h ) . 2nDNsin(8) . 12ymDNsin(0) )
S11 = —S:;NeLC ( - 5) ; 511(0) =0 Sps = == hszm + =2 h35m ; $25(0) =0
o . _ o sin(@)AP _ E . _
S21 = ?in(B) h S (0) =0 516 = pNeLc? (y 2)  516(0) = 0
$12 = M(y B 5) 512(0) = 0 S26 =0 ; $26(0) = 0
Sy =0 N 1 $22(0) =0 5}, = THee®) 1 $17(0) =0
. nDcos . _ X .
Si3 = — ; $13(0) =0 S, = ””5;"(9) (2 -2  5,,(0) = 0
Sy = 2O (5 )  S,3(0) =0
- cos(6) AP h mDNsin(0) . _
S1a = UNgLc ( - E) - h :514(0) =0
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