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Introduccion

EI ADN es la molécula que contiene las instrucciones para generar proteinas, las cuales
se encargan del crecimiento, desarrollo, funcionalidad y reproduccién de los seres
vivos y es representada mediante una secuencia o sucesion de cuatro letras, donde
cada letra corresponde a un compuesto molde llamado base nitrogenada [2]. Se de-
nomina secuenciacion a la determinacion del orden de las cuatro diferentes bases
de alguna de estas moléculas, es decir, la determinacion de la secuencia [3]. Para ello,
existen multiples técnicas que han sido desarrolladas a lo largo de las ultimas décadas.
La cuestion es que dichos métodos sélo pueden obtener secuencias cortas de ADN. Co-
nocer el orden de las bases en estos compuestos nos permite saber como funcionan los
organismos a nivel molecular, por lo que es de gran interés para las ciencias biologicas
y de la salud.

Si poseemos la secuencia de algun individuo de cierta especie, obtener la de cual-
quier otro miembro resulta mas facil, ya que se tiene una referencia para las demas.
Como menciona Langmead [4], los métodos de secuenciacion nos brindan las piezas
de un rompecabezasy, por ende, la molécula de referencia funge como la imagen en la
caja que nos indica coémo armarlo. El problema surge en como obtener dicha secuencia,
es decir ;como obtenemos la imagen de la caja? Una técnica para obtenerla es a través
del proceso de secuenciacion por escopeta, el cual consiste de un procedimiento ex-
perimental y un anadlisis informatico [1, pag. 159].

A partir del una molécula de ADN, podemos obtener fragmentos de una longitud
secuenciable que posteriormente nos permitira conocer como ensamblar la molécula
original. Incluso dados dos fragmentos de ADN, pertenecientes al mismo ADN, podemos
ver qué tan parecidos son a partir de los traslapes entre ellos [1, pag. 161].

GAGACGCCGTTTGGCCTCACGCCGGA
CCGTTTGGCCTCACGCCGGATGAC

A mayor traslape, existe mayor evidencia del orden entre dos fragmentos, sin em-
bargo no podemos limitarnos a dos traslapes. Considerando n fragmentos obtenidos
de una molécula, debemos tomar en cuenta las n! posibles formas de ordenarlas, don-
de aquella que nos dé la cadena de caracteres de menor longitud podria ser la mejor
candidata al ADN original.

GAGACGCCGTTTGGCCTCAAATGGACGCCGGA
GTTTGGCCTCAAATGGACGCCGGATGACCCCT
GGACGCCGGATGACCCCTCCAGCGTGTTT
TGACCCCTCCAGCGTGTTTTATCTCTGCGA
GAGACGCCGTTTGGCCTCAAATGGACGCCGGATGACCCCTCCAGCGTGTTTTATCTCTGCGA

1



Una forma de modelar lo anterior, para obtener la molécula original, es a través
de un problema de optimizacion de redes llamado el problema del mensajero (PM).
El planteamiento original nos dice que un mensajero debe de entregar cartas a n di-
recciones diferentes en el menor costo, pasando por cada direccién una unica vez. En
nuestro caso, las secuencias de fragmentos corresponden a las direcciones y el costo
de ir de un fragmento a otro esta en funcion del traslape.

Es posible transformar el PM al problema del agente viajero (PAV), el cual consiste
en que una persona debe recorrer un listado de ciudades al menor costo, pasando una
Unica vez por cada una de ellas y regresando a la ciudad de origen. La ventaja de utilizar
el planteamiento del PAV es que el problema ha sido altamente estudiado desde la
década de 1930 hasta la fecha, por lo que se conoce una gran variedad de formas de
abordarlo.

El objetivo principal de este trabajo es modelar matematicamente el ordenamiento
de secuencias de ADN como un problema del agente viajero asi como proponer métodos
para resolverlo y programarlos en Python3. Como objetivo adicional, este trabajo aporta
material didactico para algunos cursos como programacion enteray teoria de redes, ya
que incluye el desarrollo de temas concernientes a dichos cursos, asi como el software.

Este texto estd dividido en 5 capitulos los cuales contienen lo siguiente:

En el primer capitulo veremos algunos conceptos basicos de biologia molecular,
como lo son los enlaces quimicos y las moléculas orgdnicas para poder describir a las
proteinas, las enzimas y al ADN, las cuales son moléculas esenciales para el proceso
experimental de la secuenciacién. También veremos el dogma central de la biologia
molecular, el cual es una simplificacion del flujo de informacion de como se sintetizan
las proteinas a partir del ADN dentro de las células. Lo anterior sera util para entender
algunos procesos quimicos que se utilizan en los métodos de secuenciacién. En este
mismo capitulo se presentan dos métodos utilizados para conocer la secuencia de
pequenas moléculas de ADN, la secuenciacion Sanger y la secuenciacion de Illumina.
Para los fines de esta tesis, es de mayor interés conocer el segundo método.

En el segundo capitulo plantearemos el problema del agente viajero de dos formas,
como un modelo de redes y como un programa entero mixto. A partir del modelo de
redes, proporcionaremos una transformaciéon del PM al PAV. Del planteamiento entero
mixto del PAV, veremos que podemos resolver una relajacion del problema en tiempo
eficiente. A dicha relajacion se le conoce como el problema de asignacion y al algorit-
mo que lo resuelve se le llama hungaro. A partir de lo anterior, proporcionaremos un
algoritmo de ramificacion y acotamiento que resuelve el PAV apoyandonos ademas de
algunos algoritmos de redes.

En el tercer capitulo examinaremos los errores comunes de la secuenciacion de
[Mlumina, razon por la cual es necesario definir una medida de calidad para la lectura
de las bases nitrogenadas. Ademas examinaremos un estandar para almacenar los
datos experimentales en una computadora, el cual es el formato . fastq. Posteriormente
definiremos formalmente a las cadenas de caracteres, a sus prefijos, sufijos y traslapes
entre cadenas. A partir de ello, propondremos un modelo del PM el cual nos proporcio-
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nara el orden de las secuencias obtenidas. Este primer modelo no considerara errores
de secuenciacion, por lo que definiremos un segundo modelo el cual si las tome en
cuenta a partir de una penalizacidén, la cual depende de la similitud entre los traslapes.

En el cuarto capitulo se presentara una introduccion a la teoria de complejidad;
daremos la definicién de algoritmo a partir del modelo computacional de Turing para
definir a la clase de problemas de decisién P y NP. De ahi definiremos a los proble-
mas NP-Completos, NP de optimizacién y NP-Duros, para finalmente justificar que
el problema del agente viajero es dificil de resolver, es decir, demostraremos que es
NP-Duro. Para la justificacion de la proposicién anterior, utilizaremos reducciones
polinomiales, reducciones de Turing y el Teorema de Cook—-Levin. Debido a lo previo
expuesto, introduciremos los métodos heuristicos y describiremos cualidades que
buscamos en dichos. De aqui, hablaremos un poco de los algoritmos de tipo genéticos y
describiremos uno para resolver instancias del PAV.

En el quinto capitulo trabajaremos con un ADN de referencia del fago A. A partir
de €l, generaremos datos sin errores por medio de una computadora, aplicaremos el
modelo propuesto en el capitulo 3 y lo secuenciaremos con los algoritmos presentados
en los capitulos 2 y 4 para comparar los resultados con la secuencia original.

Adicionalmente se incluyen dos apéndices al final del trabajo. El primer apéndice
incluye algunos elementos esenciales de teoria de redes y programacion matematica
que son indispensables para algunos resultados de los capitulos 2 y 4. En el segundo
apéndice se incluye el pseudocddigo de las rutinas vistas en los capitulos 2, 3 y 4, asi
como dos diagramas del método de ramificacion y acotamiento y del algoritmo genético.

Se pretendio que el texto fuera autocontenido. A continuacién se muestra una lista
y un diagrama de subsecciones para

1.2.2 Acidos desoxirribonucleicos. 3.3.3 Red de traslapes aproximados.
1.3.2 Secuenciacién de Illumina. 4.1.2 Problemas Py NP

2.1.2 El problema del mensajero. 4.1.3 Problemas NP-Completos y NP-Duros.
2.2.2 El algoritmo hungaro. 4.2.2 Algoritmos genéticos.

2.3.3 Ramificacién y acotamiento para el PAV. 5.1.1 Creacion del archivo FASTQ.

3.1.2 Formato FASTQ. 5.1.2 Limpieza de datos y matriz de costos.
3.2.2 Red de traslapes. 5.2.1 Algoritmo de ramificacién y acotamiento.
3.3.2 Una métrica de errores. 5.2.2 Algoritmo genético.
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Capitulo 1

Secuenciacion del ADN

En el libro Biologia, Curtis, Barnes, Schnek y col. [2, pag. 172] afirman que las moléculas
de acido desoxirribonucleico tienen forma de hélice y portan parte de las instrucciones
genéticas de cada ser vivo. Estas moléculas se encuentran distribuidas al interior del
nucleo en el caso de las células eucariotas, y estas en una etapa del ciclo celular son
envueltas en 23 pares de cromosomas en el caso del ser humano. A todo el conjunto de
cromosomas se le conoce como genoma [2, pag. 215].

Este primer capitulo esta dividido en tres secciones. En la primera seccion daremos
una breve introduccion a la estructura de las moléculas orgdnicas, de las cuales estan
conformados los seres vivos. En la segunda seccién veremos a los acidos nucleicos, su
replicaciony el procedimiento en el cual se interpreta al ADN para formar las moléculas
que conforman a los seres vivos. En la tercera seccion conoceremos dos importantes
meétodos para obtener la secuencia de fragmentos de ADN, los cuales son necesarios
para obtener la secuencia del genoma.

1.1. Principios de biologia molecular

Para comprender el tema principal del trabajo, es necesario que examinemos algunos
conocimientos basicos de la biologia, especificamente, la biologia molecular. En su libro
Biologia celular, Avers [5] explica que las moléculas de ADN se encuentran albergadas
de manera individual en el ntcleo de una célula en el caso de las eucariotas, la cual
es la unidad fundamental de los seres vivos. Las células suelen estar en constante
cambio por medio de reacciones quimicas. Recordemos que una reaccion quimica
es un procesos en cual los compuestos quimicos (sustratos) cambian su estructura
molecular para obtener nuevas moléculas (productos).

1.1.1. Enlaces quimicos y moléculas organicas

Un compuesto quimico es la unién de dos o mas atomos, los cuales tienen la posibi-
lidad de estar separados o unidos. Los atomos suelen mantenerse unidos por medio
de enlaces quimicos. Los enlaces quimicos se clasifican en dos categorias: los fuertes
que requieren mayor energia para su ruptura y los débiles que necesitan poca energia
para ser rotos. Solo necesitamos conocer los covalentes y los puentes de hidréogeno que
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6 Capitulo 1

son enlaces de tipo fuertes y débiles respectivamente.

Los enlaces covalentes se forman cuando dos &tomos comparten uno o mas electro-
nes. Esto se debe a que la estructura de dos 4&tomos al unirse se vuelve energéticamente
estable. Una molécula compuesta por enlaces covalentes tiene carga eléctrica neutra.
Es posible tener hasta un enlace covalente triple que una a dos atomos. En la figura
se muestra la unién de un dtomo de hidrégeno con un atomo de carbono por medio de
un enlace covalente simple y la unién de un carbono con un nitrégeno por medio de
uno triple. Los enlaces covalentes de dividen en dos grupos: los polares y no polares.

H—C——N
Figura 1.1: Representacion de enlaces covalentes.

Los enlaces covalentes no polares se dan cuando los electrones de las dos moléculas
estan distribuidos uniformemente, un ejemplo es el hidrogeno molecular He (H-H), el
enlace de dicha molécula es apolar, ya que los electrones compartidos estan distribui-
dos uniformemente. Lo contrario sucede con enlaces covalentes polares, los electrones
estan distribuidos de una manera no uniforme, lo que lleva a que dado un enlace apolar
entre dos 4&tomos, la carga eléctrica esté mas cerca de un nucleo que de otro. Aunque
los atomos estén equilibrados, intramolecularmente un dtomo resulta tener mayor
electronegatividad que otro.

Los puentes de hidrogeno son enlaces intermoleculares formados por un atomo
de hidrogeno y un atomo con un enlace polar. Este enlace se forma por el ntucleo del
hidrégeno y la electronegatividad del &tomo adherido al enlace polar. Usualmente el
atomo suele ser de oxigeno, de nitrégeno o de fltor. En la figura[1.2] se muestra un
ejemplo de un puente de hidrégeno entre dos moléculas de agua representado con la
linea punteada.

O

/ \

HoH
/ é\
H H
Figura 1.2: Puente de hidrégeno entre dos moléculas de agua.

Se denomina como moléculas o compuestos organicos a las estructuras molecula-
res cuya composicion es mayormente de carbono. La cantidad de moléculas organicas
es enorme, ya que el carbono tiene la habilidad de formar enlaces covalentes simples,
dobles o triples con a&tomos de carbono, oxigeno, nitrogeno, hidrogeno, foésforo, azufre,
entre otros. De esta forma, se pueden crear cadenas o estructuras ciclicas. Lo anterior
se debe a que un atomo de carbono tiene 4 electrones de valencia y para poder estabili-



Secuenciacion del ADN 7

zarse se necesitan 4 electrones adicionales.

Las cuatro clases principales de compuestos organicos en la biologia molecular
son los carbohidratos, los lipidos, las proteinas y los acidos nucleicos. Estas cuatro
clases de compuestos organicos contribuyen a las estructuras, funciones y regulacion
de las células. Usualmente, las moléculas orgdanicas son polimeros, los cuales son
estructuras organicas de gran masa. Estos estdn compuestos por estructuras mas
pequenas llamadas monomeros.

1.1.2. Proteinas

Las proteinas son moléculas organicas que ayudan a dar estructura y motricidad a los
seres vivos, también son las encargadas de multiples procesos de regulacion, trans-
porte y sefializacion a nivel celular. Antes de hablar de la estructura de las proteinas,
debemos de conocer los aminoacidos y los polipéptidos. Los aminoacidos son moné-
meros formados por un grupo amino (NH3), un grupo carboxilo (COO™) y otra estructura
molecular denotada por R (veamos la figura[l.3). Los aminoacidos se clasifican por la
molécula R que se encuentre en su estructura, llamada molécula lateral. Se conocen
muchos tipos de aminoacidos, pero 20 son necesarios para la generacion de proteinas
[5, pag. 42]. De dichos 20 aminoacidos, 10 pueden ser sintetizados por la célula (no
esenciales) y 10 se obtienen por un medio externo (esenciales). Como ejemplos, un
aminoacido esencial es la leucina (Leu) y un no esencial es la serina (Ser).

COoO°

H3N"—C—H

R

Figura 1.3: Estructura basica de los aminodcidos.

Los aminodcidos se pueden unir a través de enlaces covalentes llamados enlaces
peptidicos, los cuales son el resultado de unir un grupo amino y un grupo carboxilo.
Un ejemplo simple de un enlace peptidico es cuando a partir de unir dos aminoacidos
se obtiene un dipéptido y una molécula de agua. Un dipéptido es ilustrado en la la figura
donde el enlace peptidico se muestra en color azul. A una molécula constituida
por varios aminoacidos por medio de enlaces peptidicos, se le conoce como péptido.
Usualmente los péptidos formados por no mas de 10 aminodcidos, se les conoce como
oligopéptidos, en otro caso, a dicho péptido se le dice polipéptido.

Estructuralmente, las proteinas son un polipéptido o varias cadenas polipeptidi-
cas unidas por diversas fuerzas. Las proteinas llegan a tener cuatro descripciones
estructurales distintas. La primera es conocida como estructura primaria, la cual es
la secuencia (o secuencias) unica de aminoacidos para cada proteina. Dicha secuen-
cia suele ser representada con una cadena de circulos, que representan aminoacidos,
conectadas por lineas, que representan a los enlaces peptidicos. En la figura[l.5a) se
da una representacion visual de la estructura primaria. Cabe recalcar que los aminoa-



8 Capitulo 1

IS VAN

Figura 1.4: Estructura de un dipéptido.

cidos que la proteina contenga y el orden de dichos aminoacidos, es esencial para el
funcionamiento de cada proteina, ya que el minimo cambio podria cambiar totalmente
su funcion o sus funciones.

La estructura primaria no es suficiente para poder estudiar a las proteinas, pues su
configuracion espacial influye en su funcionamiento. La estructura secundaria nos
permite ver como interactiian los aminos y carboxilos de diferentes aminodcidos en
una proteina. Estos suelen conectarse por medio de puentes de hidrégeno por medio
de un hidrégeno algun amino y el carbono de algun carboxilo. Como consecuencia
de esto, algunos segmentos de las proteinas suelen doblarse usualmente en forma de
hélice (@) o en forma de lamina (). En la figura[l.5b) se muestra un ejemplo de hélice—a.

La estructura terciaria nos permite ver como interactuan las moléculas laterales de
una proteina entre si. Las moléculas laterales suelen interactuar por medio de puentes
de hidrégeno u otras fuerzas, como los puentes disulfuro o interacciones idnicas. Las
estructuras terciarias usuales son glébulos y filamentos o fibras. En la figura[1.5¢) se
muestra un péptido plegado que conforma a la hemoglobina. Finalmente, en caso de
tener una proteina conformada por varias cadenas polipeptidicas, necesitamos de una
estructura cuaternaria, la cual especifica por colores a las subunidades de la proteina.
En la figura[1.5d) aparecen todos los péptidos que constituyen a la hemoglobina.
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Figura 1.5: Diferentes estructuras de la hemoglobina.

1.1.3. Enzimas

Las interacciones dentro de la célula quedan definidas por una serie de reacciones
quimicas. A esta quimica celular, se le denomina metabolismo. Para comprender su
funcionamiento, es necesario conocer tres aspectos: el origen de la energia necesa-
ria para la realizacion de las reacciones quimicas; los mecanismos encargados de la
transferencia de la energia y las moléculas que permiten o facilitan la ejecucion de las
reacciones. A las ultimas moléculas mencionadas, se les conoce como catalizadores.
Existen cierta clase de catalizadores bioldgicos que son de mayor indole para este
trabajo, los cuales son llamados enzimas.

Las enzimas son proteinas que influyen en la velocidad de las reacciones quimicas.
Toda reaccion quimica necesita energia para poder ser llevada a cabo. A la energia mini-
ma necesaria para efectuar una reaccion, se le conoce como energia de activacion. La
enzima permite que la energia de activacion sea reducida. Visto desde una perspectiva
espacial, las moléculas dispersas en un medio, tienen cierta probabilidad de reaccio-
nar unas con otras. Como las enzimas reducen la energia de activacion, aumenta la
probabilidad de que dichas reacciones sucedan en el medio. Ademas, las enzimas no
benefician a que ocurran todas las posibles reacciones de un medio, pues éstas suelen
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ser altamente especificas. Mientras una enzima es mas especifica, serd mas rapida la
reaccionya que la capacidad del sustrato para discriminar moléculas ajenas sera mayor.

Algo importante es destacar que tras la reaccién enzimatica, la enzima o las enzimas
involucradas se mantienen intactas. Una analogia muy usada para describir el mecanis-
mo de las reacciones enzimaticas, es la famosa relacion de cerradura y llave, esto se debe
a que muchas enzimas son tan buenas al diferenciar a un sustrato de otras moléculas
en el medio. Esto se debe a que los sustratos tienen un sitio molecular especifico al
cual se adhiere la enzima. La enzima también cuenta con una regién llamada sitio
activo, que es el lugar al que se une la enzima con el sustrato. En sintesis, la reaccion
enzimatica consiste de dos pasos, la enzima y el sustrato se encuentran en el medio
y se incorporan para formar un complejo transitorio enzima-sustrato, posteriormente
se produce la reaccion quimica para obtener los productos y la enzima se separa de
dichos productos. En la figura[l.6|podemos apreciar dichos pasos.

Un medio de control en los sistemas biologicos, es reduciendo o neutralizando
las reacciones enzimaticas. Dicha reduccion se puede lograr al inhibir las enzimas.
Hay dos tipos de inhibiciones, las irreversibles y las reversibles. Por una parte, la
inhibicion irreversible puede darse al cambiar la estructura de una enzima al adherir
un inhibidor a la molécula. El proceso de disociacién entre el inhibidor y la enzima
suele ser muy tardado. Por otra parte, en la inhibicidon reversible la enzima no pierde

sus propiedades funcionales y la inhibicién puede ser anulada veloz.

Figura 1.6: Pasos de una reaccion enzimatica con la relacion cerradura-llave.

1.2. Los acidos nucléicos y el dogma central

Curtis, Barnes, Schnek y col. [2] y Avers [5] mencionan que una de las moléculas mas
importantes en la biologia son los dcidos nucleicos, ya que dentro de ellas se encuentran
los genes. Un gen esta definido como una secuencia de acidos nucleicos que portan
las instrucciones para sintetizar una proteina. Hay dos tipos de dcidos nucleicos, los
acidos desoxirribonucleicos (ADN) y los acidos ribonucleicos (ARN). A lo largo de esta
seccion veremos su composicion, sus principales caracteristicas y el dogma central de
la biologia molecular.
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1.2.1. Nucleotidos

Avers [5] afirma que asi como las proteinas estan formadas en cadena por aminoaci-
dos, las secuencias de ADN estan formadas por moléculas llamadas nucleétidos. Cada
mononucledtido esta formado por un grupo fostato, una azucar pentosa y una base
nitrogenada. El nombre de las bases nitrogenadas es debido a que son compuestos
organicos formados por al menos dos atomos de nitréogeno. Hay muchos tipos de bases
nitrogenadas, pero nos interesan sélo las siguientes: adenina, timina, uracilo, guanina y
citosina. Las letras caracteristicas del ADN son dadas por la inicial de cada base nitro-
genada. Cabe recalcar que la timina se encuentra en el ADN y el uracilo en el ARN. La
adeninay guanina se llaman bases puricas y se caracterizan por su estructura de dos
anillos. La timina, el uracilo y la citosina son bases pirimidinicas y se caracterizan por
tener un anillo en su estructura.

Los polinucledtidos son formados por multiples mononucledtidos unidos por un
enlace covalente llamado puente fosfodiéster. Los puentes fosfodiéster unen a dos
azucares pentosa en el tercer (3’) y quinto (5’) carbono por medio de un grupo fosfato.
Gracias alas propiedades de los nucleotidos, hay 4" posibles polinucleotidos de longitud
n,ya que tenemos 4 bases nitrogenadas para el ADN (A,C,G,T) y para el ARN (A,C,G,U).
La adenina y timina, asi como la guanina y citosina, tienen la posibilidad de formar
puentes de hidrogeno mediante los cuales se mantienen unidas dichas moléculas, por
eso se llaman bases complementarias. En la figura[l.7|se presenta a los nucleétidos
del ADN, asi como la direccién de lectura y las tres componentes principales de un
mononucledétido. Los vértices de dos lineas sin especificar al elemento, representan un
atomo de carbono.

1.2.2. Acidos desoxirribonucleicos

Como ya expusimos previamente, Curtis, Barnes, Schnek y col. [2] comentan que las
instrucciones genéticas de cada individuo estan descritas en las moléculas de ADN.
Dentro de cada célula, podemos encontrar moléculas de ADN. En el caso de la célula
eucariota, varias cadenas de ADN se encuentran en su ndcleo. Una de las principales
caracteristicas de esta molécula, es que tiene una estructura de doble hélice (dextro-
gira), gracias a la complementariedad de las bases. Esto permite que se mantenga la
continuidad genética al momento de replicar las moléculas.

El ADN se replica de forma semiconservativa. Dicha proceso utiliza las dos hebras
de una secuencia como molde y como resultado se obtienen dos copias. El procedimien-
to sucede durante el crecimiento celular y es parte de su reproduccién. Este empieza
con la separacion de los puentes de hidrégeno en un extremo, los cuales mantienen
unidas a las dos cadenas. La separacion es llevada a cabo en varios sitios especificos
conocidos como origen de la replicacion. El proceso requiere de diferentes proteinasy
enzimas, que ayudaran a la separacion y conexion de las hebras, colocacién de los
mononucleétidos, union de los diversos fragmentos (de hebras) que se repliquen, entre
otras funciones.

Dada una secuencia a replicar, es necesario tener una molécula conocida como
primer o cebador, la cual es una pequenia secuencia de ARN que se acoplara al sitio
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Figura 1.7: Molécula de ADN.




Secuenciacion del ADN 13

de iniciacién de la replicacién. Tras esto, la ADN polimerasa se adhiere a la cadenay
empieza a sintetizar a las nuevas moléculas. Lo anterior se realiza a la par de que las
helicasas desenrollan el ADN y rompen los puentes de hidrogeno y las proteinas de
union mantienen ambas cadenas separadas. La sintesis se realiza en direccion 5’ a 3’
de forma continua y de 3’ a 5’ de forma discontinua. Durante el proceso de replicacion,
los primers son sustituidos por mononucleétidos de ADN y los fragmentos (de Okazaki)
sintetizados en direccion 3’ a 5’ de manera discontinua se separan del mecanismo de
replicacion con sus extremos protegidos con proteinas. Posteriormente, los fragmentos
son presentados a una hebra continua y acoplados por las ADN ligasas. Al terminar el
copiado, la molécula es liberada y otra hebra es replicada sucesivamente hasta duplicar
a todo el genoma.

i i
ool
] ]

Figura 1.8: Replicacién de ADN.

Al momento de replicar una secuencia, la polimerasa suele tener errores en la co-
locacién de los mononucleoticos. Este error se da cada cien mil pares de bases. Hay
mecanismos que se encargan de corregir estos desaciertos y logran que no haya errores
en cada diez millones de pares de bases o incluso en diez mil millones. Para ponerlo a
comparacion, consideremos que el genoma humano tiene 3 mil millones de pares de
bases. Aun con las mejores tasas de error, siempre es posible tener errores durante la
replicacion. Dichos errores se denominan mutaciones.

Hay cuatro propiedades importantes del ADN: 1) se pueden generar replicas exactas
de la molécula; 2) sufre mutaciones y las transmite a futuras generaciones; 3) porta la
informacién genética que especifica las caracteristicas de las células y los organismos;
4) y transfiere la informacion genética a moléculas que permitan la sintesis de las
proteinas. La sintesis de las proteinas es realizada afuera del nucleo en las células
eucariotas, por lo que se necesita de una molécula que transmita esta informacion.
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1.2.3. Acidos ribonucleicos y el dogma central de la biologia molecular

El ARN es otro acido nucleico esencial para los procesos bioldgicos. A diferencia del
ADN, el ARN consta de una sola cadena en su estructura. Otra diferencia es el azucar
pentosa, ya que en el ADN tenemos una azucar desoxirribosa, mientras que en el ARN
es la ribosa. En la tabla[1.1] se encuentran ilustradas las diferencias. Tres principales
variantes del ARN implicadas en la sintesis de proteinas, son el ARN mensajero (ARNm),
el ARN traductor (ARNt) y el ARN ribosémico (ARNT).

Tabla 1.1: Diferencias entre el ADN y el ARN.

Azticar Base Conformacién Plegamiento
pirimidica lineal espacial
O r N
HO—CH, 0. OH [0
VAN b
;H H; H,C N—H =0
ADN H H . | /go ‘/ - /\
OH H N -
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I|-I =<2 <
e r
HO—CH, o_ OH | <
H H H N—H | ﬁ{
ARN N Uk | /
H /go | < 5
OH OH N b
~
| r

H

La labor del ARNm es portar la informacion de un gen desde el nucleo (en células
eucariotas) al citosol, lugar donde se sintetizan las proteinas por medio de moléculas
llamadas ribosomas. El proceso descrito a continuacion, es llamado transcripcién. El
ARNm es elaborado en el ntcleo por una ARN polimerasa durante la activacion de un
gen en algun cromosoma. El inicio del gen es llamado promotor, el cual es una secuen-
cia de nucleodtidos. La ARN polimerasa se adhiere al inicio del gen en una de las dos
cadenas, separa a las dos hebras y a partir de bases dispersas en el medio, comienza
a elaborar una cadena de ARNm en direccion 5’ a 3’ mientras que la ARN polimerasa
se mueve en direccion 3’ a 5’ sobre la hebra de ADN. Para finalizar con la elaboracion
del ARNm, el ARN libera a la hebra de ADN y la nueva molécula de ARNm. Esto sucede
gracias a una secuencia de terminacion y por medio de una enzima externa o al haber
un plegamiento en el ARNm.

Antes de salir del ntcleo, el ARNm necesita pasar por una etapa de procesamiento,
donde modificara a la molécula. Al inicio de la molécula se adherira una guanina modi-
ficada conocida como 5’ casquete, mientras que al final se aniadira una molécula llamada
cola poli-A conformada de multiples adeninas. Las moléculas anteriores previenen que
el ARNm sufra dafios en su trayecto a los ribosomas. Adicionalmente a estos cambios,
hay fragmentos de la secuencia (intrones) de ARNm que son retirados, mientras que
el resto de fragmentos (extrones) permanecen en la molécula. Es posible que el pro-
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Figura 1.9: Transcripcion de un gen.

cesamiento suceda durante la transcripcién. Cabe mencionar que al igual que en la
transcripcion, la traduccién también es realizada con la ayuda de enzimas y proteinas.

Figura 1.10: Maduracion del ARNm.

La ultima etapa para la sintesis de proteinas es un proceso conocido como traduccion,
aqui el ARNm es utilizado por un ribosoma para formar un polipéptido. El ARNry el
ARNt juegan papeles esenciales en esta etapa. Los ribosomas estan conformados por
subunidades constituidas por proteinas y ARNr. Cada uno tiene tres sitios donde pasara
el ARNm, el sitio A, el sitio P y el sitio E. El ARNt es una estructura que transporta un
aminoacido a los ribosomas. Recordemos que 20 aminoacidos son esenciales para
la formacioén de polipéptidos, y 4 bases nitrogenadas no son suficientes para indicar
el orden de aminoacidos. Un coddn es una secuencia de tres bases nitrogenadas, la
cual tiene asociada a un aminoacido. Hay 64 posibles secuencias de 3 aminoacidos, las
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cuales son suficientes para especificar a los 20 aminodacidos esenciales. El ARNt tendra
un codon complementario para cada codon dentro del ARNm.

En la inicializacién de la traduccion, el ARNm se acopla al sitio P del ribosoma.
Especificamente, un codon AUG, conocido como el codon de iniciacion, se adhiere al
ribosoma. Un ARNt con coddn complementario UAC con metionina (un aminodcido) se
acopla al ARNm y a partir de aqui, empieza la construccion del péptido. Al siguiente
codon de la secuencia se acopla otra molécula de ARNt, la cual es colocada en el sitio
A. En el momento que el enlace peptidico sea formado, las moléculas en el sitio T son
desplazadas al sitio E y las moléculas en el sitio A son desplazadas al sitio T. El ARNt en
el sitio E se desacopla del ribosoma y de su aminoacido. Este procedimiento continta
hasta que al ribosoma llegue una secuencia de terminacion por parte del ARNm. Hay
tres secuencias de terminaciéon: UAA, UAG y UGA. A dichas secuencias se acoplan un
ARNt de terminacion, el cual no contiene aminodacido alguno. Cuando algin ARNt con
secuencia complementaria AUU, AUC o ACU se acople al ribosoma, la secuencia de
ARNm y la cadena polipeptidica seran liberados y las subunidades ribosomales se

disocian.

Figura 1.11: Traduccion del ARNm a proteina.

Recapitulemos lo visto hasta el momento sobre el flujo de informacién genética: 1)
las secuencias de ADN son replicables; 2) el ADN es apto para transcribirse a ARN; 3) el
ARN es traducido en proteinas. A este flujo unidireccional se le conoce como el dogma
central de la biologia molecular. El dogma fue propuesto y bautizado por Francis
Crick, un codescubridor de la molécula del ADN. Aunque el proceso sea conocido
de dicha forma, muchos cientificos prefieren el nombre de hipdtesis central, ya que la
palabra dogma se refiere a una afirmacion que no debe ponerse en duda. No todos los
organismos compuestos por acidos nucléicos siguen este dogma, algunas excepciones
son los ribosomas y los virus. Las excepciones involucran procesos de transcripcion
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inversa (De ARN a ADN) y autoreplicacién de ARN.

Figura 1.12: El dogma central de la biologia molecular.

1.3. Secuenciacion de lecturas

Conocer las secuencias de aminodcidos es importante en muchas ramas de la biologia
y medicina. De acuerdo con Heather y Chain [3], durante las ultimas décadas, se han
desarrollado varios métodos para conocer el orden de los nucleodtidos en una secuencia
de ADN o ARN. Hasta el momento, se han desarrollado tres generaciones diferentes
de tecnologias para llevar a cabo el procedimiento mencionado. Una de las mayores
dificultades al momento de secuenciar, es que a mayor longitud de la secuencia, mas
complicaciones hay en el proceso. El procedimiento para una cadena larga de ADN es
realizar varios cortes y posteriormente encontrar la disposicién de las bases nitrogena-
das.

Veamos un procedimiento fundamental mencionado por Curtis, Barnes, Schnek
y col. [2]. Cuando una molécula de ADN es sometida a una temperatura de 95°, se da
la ruptura de los puentes de hidrégeno y esto ocasiona que las hebras se separen. Si
posteriormente se reduce la temperatura a 60° y se agrega cebadores, monodesoxiribo-
nucleoétidos y polimerasas al medio, un proceso de replicacion seria llevado a cabo. Los
cebadores se incorporan a cada hebra, la polimerasa se une a los cebadores y comienza
la formacion de las cadenas complementarias. A este procedimiento se le conoce como
la reaccion en cadena de la polimerasa (PCR) y es esencial para la secuenciacion de
ADN. A una repeticion del procedimiento anterior se le llama ciclo de amplificacion de
la PCR. Si este proceso es repetido sucesivamente, tendriamos como resultado varias
copias recortadas del ADN con el que contdbamos en un inicio. El recorte es debido a
que los primers se adhieren a sitios especificos al interior de la molécula. Las ventajas
de este procedimiento es que no es costoso y podemos realizar varias copias de ADN
en poco tiempo.

Como ya mencionamos, en caso de contar con cadenas largas, es necesario recortar-
las en trozos mas pequenos para que sea posible su secuenciacién, como mencionan
Alberts, Johnson, Lewis y col. [6]. Esto se puede realizar por medio de una separacion
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fisica o por medio de la ADNasa o la ARNasa, que son enzimas capaces de romper el
enlace que une al carbono 3’ de una azucar pentosa y a un grupo fosfato. Estos cor-
tes fisicos son elaborados de manera aleatoria pero es posible que se efectiien de tal
manera que las hebras resultantes aproximen cierta longitud. La ADNasa buscara un
sitio especifico (una secuencia corta de mononucleotidos) donde efectuara el corte.
A estas hebras de longitud recortada se les conoce como lecturas y juegan un papel
fundamental para conocer la secuencia original. Para finalizar el capitulo, veremos dos
tipos de secuenciacion de lecturas.

1.3.1. Secuenciacion Sanger

Heather y Chain [3] comentan que uno de los primeros métodos de secuenciacion es
el método Sanger. Recordemos que los mononucleétidos del ADN tienen un extremo
3’y un extremo 5’. Estos son llamados deoxinucleétidos (ANTP’s), donde la N denota
al nucleotido (A, C, T o G). Al hacer la replicacién de una lectura, la elaboracion es en
direcciéon 5’ a 3'. La idea de la secuenciacién Sanger es agregar al medio un nuevo tipo
de mononucleoétido, llamado dideoxinucleotido (ddNTP), que no tiene un grupo OH
en su carbono 3’y esto previene la adicion de un nuevo dNTP. Si la polimerasa llega
a acoplar un ddNTP durante la replicacién de una hebra, el proceso se detendra y se
liberaran ambas hebras.

Para realizar la secuenciacion Sanger, se necesita un contenedor, al que se le agrega
polimerasas, primers, copias de la lectura a replicar, dNTP’s y ddNTP’s. Los ddNTP’s
se agregan en menor concentracion con el fin de que la polimerasa se detenga en
todos los sitios. Adicionalmente los ddNTP’s contienen tintes fluorescentes para ser
visualizados al ser expuestos a un ldser. Una vez agregados los quimicos al contenedor,
las polimerasas inician el proceso de replicacion forman varias subcopias de distintas
longitudes de las lecturas. El contenido del frasco se puede incorporar a un sistema de
electroforesis capilar. Recordemos que los fragmentos mas pequenos, recorren el gel
mas rapido. Al aplicar electricidad a dicho sistema, un laser y un lector detectaran la
luz reflejada por los tintes fluorescentes. Se utiliza un tinte distinto para cada base. En
la figura[1.13]se muestra un ejemplo para la lectura TAAGCATGCA.

1.3.2. Secuenciacion de Illumina

Durante muchos afios se utilizaron los métodos de primera generacion para obtener la
secuencia de lecturas [3]. Uno de los principales objetivos de los cientificos, era reducir
los costos de las secuenciaciones. Un gran avance se dio con los secuenciadores de
proxima generacién o secuenciadores de segunda generacion. Estos disminuyeron
los costos considerablemente al poder secuenciar varias lecturas al mismo tiempo. El
método de segunda generacién que describiremos, es la secuenciacion por sintesis
(SBS). Dicho método de secuenciacion es llevado a cabo en una maquina. Existen mu-
chos secuenciadores de este tipo, pero en este trabajo describiremos la tecnologia de
Hlumina, en particular la del secuenciador MiSeq.

Suponiendo que ya contamos con las lecturas, a ambos extremos de las lecturas se
agrega un adaptador inicial de ADN y un adaptador final. Ambos contienen un primer,
un indice de reconocimiento y un sitio de adherencia. Los sitios de adherencia iniciales
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Figura 1.13: Secuenciacion Sanger.

son iguales entre si, asi como los finales. Estos extremos son clave para un proceso
llamado amplificacion. Tras afnadir adaptadores a las lecturas, éstas pasan por varias
celdas de flujo, las cuales tienen copias de los adaptadores afiadidos a los fragmentos.
De esta forma, cada lectura se acopla solo a un lugar especifico de las celdas. En este
sitio, comienza la amplificacion por puente. La lectura es replicada, desnaturalizada
y extraida del medio. La copia de dicha lectura se une al otro sitio de adherencia para
realizar nuevamente un ciclo de secuenciacion. Varios ciclos de amplificacion son re-
queridos para obtener un agrupamiento de varias copias de la lectura, asi como copias
de su hebra complementaria. Ya con los ciclos concluidos, las copias con adaptador
final acoplado a la celda son removidas y los adaptadores sin lecturas son protegidos
para evitar el acoplamiento de otras moléculas. El procedimiento es presentado en la

figura

EEEEE R R

Figura 1.14: Amplificacion de la lectura.
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A partir de este punto, comienza el proceso de secuenciacién. Varios primers ini-
ciales son anadidos al medio. También se introducen nucleétidos con terminadores
fluorescentes y ADN polimerasas para replicar las secuencias. Ademas de distinguir
las bases nitrogenada por colores, los terminadores previenen que cada polimerasa
sintetice la molécula rapidamente, esto con la finalidad de poder fotografiar toda la
celda y asi observar la base anadida en cada lectura. Para realizar la fotografia, se ex-
traen las bases del medio. Tras hacer el retrato, el terminador es removido y se agregan
las bases con terminadores fluorescentes. Decimos que ha pasado un ciclo en la SBS
cada vez que se agrega un nucleotido, se realiza una fotografia y se retira el terminador
fluorescente de la lectura. El proceso se repite hasta obtener la longitud deseada de la
lectura, la cual quedara definida por el numero de ciclos que se realicen. Esta reaccion
es ejemplificada en la figura[1.15

AIT| |A|T AIT| AT AIT||A|T
TIA |T|A TA|T AN [TAIT A
G|C| |G| C GC GC ,, GC GC
A A —— A A 7 AT AT
A A A A QA A
G G G G ¢ G G
G G G G G G

Figura 1.15: Un ciclo de la SBS.

El producto de la replicacién es sustraido de la celda. Se afiade un primer para el
indice de la lectura, el cual es secuenciado de forma analoga. El producto de la replica-
cion del indice sale de la celda. Recordemos que los adaptadores finales se encuentran
protegidos, por lo que se retira la proteccidén para que pueda unirse la secuencia aco-
plada al adaptador inicial. Nuevamente se replican las lecturas y ya con ambas copias,
las copias con adaptadores iniciales acoplados son liberadas y los adaptadores son
protegidos. Se repite el procedimiento para secuenciar la lectura complementaria y el
indice. Al final, las lecturas son almacenadas en un archivo FASTQ para posteriormente
ser analizadas.

El ultimo paso es conocer el orden de la secuencia original a partir de la informacién
de las lecturas. En el tercer capitulo hablaremos a detalle sobre como ordenar los datos
obtenidos. Dicha secuencia puede ser obtenida con una secuencia de referencia o
por medio de una secuenciacién por escopeta, que es para secuencias sin referencias
[1, pag. 159]. Podemos transformar el problema del ordenamiento de lecturas en el
problema del agente viajero, definido en el siguiente capitulo.
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El Problema del Agente Viajero

Para este punto ya tenemos las bases biolégicas suficientes para entender cémo es el
procedimiento experimental para secuenciar una molécula de ADN, pero no tenemos
las bases matematicas para el procedimiento informatico. Es necesario conocer el
problema del agente viajero (PAV) para saber ordenar las lecturas de ADN y obtener la
secuenciacion del genoma [1]. En sintesis, el problema del agente viajero consiste en
recorrer un listado de ciudades de la manera mas eficiente posible pasando por ellas
solo una vez y regresando a la ciudad de origen [7].

Aunque a primera vista parezca algo simple, el problema es aplicable en dreas
como las ciencias gendmicas, la logica, las telecomunicaciones, entre otras. Durante
muchas décadas, se han realizado grandes estudios respecto a este problema para con-
seguir métodos efectivos que lo resuelvan. En este capitulo, plantearemos el problema
del agente viajero e implementaremos un método para poder resolver instancias del
problema.

2.1. Conceptos Preliminares

El objetivo de esta seccidon es dar una introduccién de los conceptos matematicos para el
entendimiento del PAV. Podemos utilizar elementos de teoria de redes y programacion
entera para plantear el problema. También veremos una variante del problema que
sera de nuestro interés en los capitulos posteriores. Antes de dar el planteamiento
general, veamos un ejemplo practico para motivar el estudio sistematico de los temas
mencionados.

Ejemplo 2.1. Los pilotos aviadores Anibal y Agustin trabajan para una empresa correos
y paqueteria con cede en la Ciudad de México. Por cuestiones de logistica, la empresa
solo cuenta con ellos para repartir paquetes a las siguientes ciudades: Ciudad de Méxi-
co, Guadalajara, Monterrey, Los Cabos, Tijuana y Hermosillo. Dicha entrega debe de
realizarse en el menor tiempo, regresando a Ciudad de México y sin pasar dos veces
por una misma ciudad. El empleador de ambos pilotos quiere que las entregas sean
efectuadas en un soélo dia, pero sus contratos indican que pueden pilotar un total de 6
horas por dia. Veamos si esto es posible. A continuacion, en la tabla[2.1]se muestra el
tiempo estimado en minutos de cuanto tardaria de ir de una ciudad a otra [8].

21
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Tabla 2.1: El tiempo estimado de viaje entre una ciudad y otra en minutos.

Destino
Origen CDMX Guadalajara Monterrey LosCabos Tijuana Hermosillo
CDMX - 64 83 107 188 155
Tijuana 64 - 80 86 159 120
Monterrey 83 80 - 111 152 135
Los Cabos 107 86 111 - 114 97
Tijuana 188 159 152 114 - 141
Hermosillo 155 120 135 97 141 -

Podemos definir una grafica G = (X,A) donde X es el conjunto de ciudades que el
piloto debe visitar, es decir, X :={1,2,3,4,5,6}, donde 1 representaria a Ciudad de México,
2 a Guadalajara, 3 a Monterrey, 4 a Los Cabos, 5 a Tijuana y 6 a Hermosillo. Notemos
que el conjunto de aristas seria el de las posibles rutas de vuelo que Anibal puede tomar
y estaria dado por A :={(i,j) € X x X :i # j} pues no nos interesa considerar arcos que
conecten a una ciudad consigo misma. Observemos que en este caso no necesitamos
de una grafica dirigida, pues la distancia de un nodo x a un nodo y es la misma que
del nodo y al nodo x y por ello no es necesario definir direcciones. La grafica quedaria
descrita visualmente como se muestra en la figura[2.1]

Observacion 2.1. En el contexto del PAV, se le conoce como tour a un ciclo o circuito
hamiltoniano y a los circuitos o ciclos no hamiltonianos se les conoce como subtours.

Figura 2.1: Grafica de ciudades y rutas aéreas.

En este caso nuestro problema es encontrar el ciclo hamiltoniano de menor costo.
Notemos que aun no incluimos los tiempos estimados de cada ruta de vuelo. Podemos
definir una funcion ¢ : A — R que seria el tiempo promedio que le tomaria a Anibal ir
de la cuidad i a la ciudad j. Dichos valores los podemos tomar de la tabla[2.1] Con los
elementos anteriores, podemos definir unared R = (X,A,c).
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2.1.1. Planteamiento general

Consideremos un problema mas general. Supongamos que tenemos un conjunto de
n ciudades (n = 3), conectadas directamente una entre otra. Supongamos sin pérdida
de generalidad que la ciudad de origen es la ciudad 1. El costo de ir de la ciudad i ala
ciudad jesc;;=0,coni,je(l,...,n} ei #j. Lo anterior puede ser planteado como un
problema de programacion lineal binaria. Las variables de decision serian aquellas
que nos indiquen si se viaja de la ciudad : a la ciudad ;. Definimos a las variables de
decision x; ; € {0,1} como

1 siseviajadelaciudad i alaciudad j,
X;i=
1o eo.c.

coni,je{l,..,n},i #j. Paralas restricciones, primero consideremos que al salir de una
ciudad i, so6lo podemos llegar a sola una ciudad ;. Esto lo aseguramos con la restriccion

n
Y xij=1, iefl,...,nk (2.1)
j=1
J#i

Ademas, sillegamos a una ciudad j es porque salimos de una tunica ciudad i, por lo que

n
Y oxij=1, jef{l,...n} (2.2)
i=1
i£]

Las restricciones anteriores no son suficientes para definir el problema, pues es po-
sible tener subtours, los cuales son circuitos de cardinalidad menor a n. Consideremos
la solucion x12,x23,%3,1,%45,%5,6,%6.4 = 1y el resto de las x; j = 0 para el ejemplo[2.1} es
factible considerando inicamente las dos restricciones anteriores. Esto indicaria que
Anibal iria a las ciudades 1, 2 y 3 en un tour y posteriormente a las ciudades 4, 5y 6.

Para evitar el problema anterior, es necesario introducir restricciones de elimina-
cién de subtours. Dantzig, Fulkerson y Johnson [9] exhiben que una forma de expresar
estas restricciones es evitando circuitos de cardinalidad menor a n que excluyan al
nodo 1. Asi,

Y ) xij<card@)-1, (2.3)
1€Q jeq
J#i
para todo conjunto @ € 2({2,...,n}) tal que card(®) = 2. Con lo anterior, todos los circui-
tos de cardinalidad menor o igual a n — 1 no seran factibles, dejando soélo los circuitos
hamiltonianos. El problema con estas restricciones, es que al trabajar con la potencia
del conjunto {2,...,n}, la cantidad de restricciones sera de aproximadamente 2”. Por lo
tanto, el planteamiento anterior resulta impractico.

Un planteamiento para el PAV con una menor cantidad de restricciones es propuesto
por Miller, Tucker y Zemlin [10], donde ahora tenemos un problema lineal entero mixto.
Para expresar las restricciones de eliminacion de subtours, se definen las variables
auxiliares a; € R, parai€{2,...,n} y n = 4. Obtenemos las siguientes restricciones
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a;—a;j+(n—-1x;;<n-2, (2.4)

parai,je{2,...,n}, 1 #j. Veamos que dichas condiciones son equivalentes al PAV. Probe-
mos que un subtour no corresponde a una solucién factible del problema entero mixto.
Consideremos un subtour ¢ = {(rg,r3),...,(rz,r2)} tal que no contiene al nodo 1 y con
3 <card(t)=k—1<n-1. Considerando las restricciones propuestas, parai€{2,...,k—1}
tenemos

Ur; =Qri g T (n- l)xri,riﬂ s=n-2,

y ademas

r, = Qpy + (0= 1)xp, py <N —2.

Como consideramos a ¢ un subtour, todas las x,, ,,,, =1 =x,, r,, €ntonces se obtienen las
desigualdades

Qr, —Qp;y <1, paraie{2,...,k -1},

ar, —ar, <—1.

Si se suman las restricciones anteriores, obtenemos que 0 < —% + 1, lo cual no corres-
ponde a una solucion factible, ya que & = 3.

Probemos ahora que dado un tour factible, existen valores para las variables a’s
tales que satisfacen las desigualdades (2.4). Ahora, considerando a 1 como la ciudad
inicial del tour, si el arco (i, ;) pertenece a un tour (x; ; = 1) e i es la k-ésima ciudad
visitada, proponemos a «; = k. Esto nos lleva a que

(x,-—aj+(n—1)xi,j:k—(k+1)+n—1

=n-2.

Consideremos ahora que x; ; =0,

ai—aj+(n—1)xi,j:ai—aj

<n-2,

ya que en este caso a;,a; €{1,...,n—1} pues 1 es la n-ésima y ultima ciudad en visitar,
demostrando asi que todo recorrido factible, cumple las restricciones.

El criterio con el cual compararemos a una solucion con respecto a otra es por su
costo, es decir, la suma de los costos de los arcos o aristas que conforman el tour. Con lo
anterior, definimos a nuestra funcién objetivo como
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Por lo tanto, el problema general del agente viajero queda expresado de la forma

n n
Min Z Zci,jxi,j,

i=1j=1
Jj#i
n
s.a in’j:]_, i€{1,...,n},
Jj=1
Jj#i
n
Y oxij=1, jefl,...,n},
i=1
1#£]

a;—a; +(n—-Dx;j<n-2, i,je(2,...,n}, i#],
xij€{0,1}, i,je{l,...,n}, i #].

Es importante mencionar que no necesariamente tenemos simetria en los costos,
es decir, no necesariamente tendremos que ¢; j =c¢;;. En este caso,lared R =(X,A,c)
debe ser dirigida. Un ejemplo practico es considerar la entrega de paquetes, donde
para ir de una direccion i a una direccion j en automovil, la distancia de regreso no
necesariamente es la misma. En la figura[2.2|podemos apreciar un ejemplo con vias de
un sentido.

©

Figura 2.2: No necesariamente c; j=c; ;.

2.1.2. El problema del mensajero

Otras variantes del problema del agente viajero surgen cuando no necesariamente
queremos empezar y terminar en la misma ciudad. El problema del mensajero (PM) [1,
pags. 157-159] busca el camino hamiltoniano de menor costo en una red R. De aqui
surgen dos subvariantes, cuando se especifican los nodos de inicio y fin y cuando se
escogen dichos nodos de manera arbitraria.

Veamos como resolver el PM sin especificar las ciudades de inicio y fin por medio
del PAV. Sea R =(X,A,c) una red dirigida completa y sin bucles, donde X ={1,...,n}y
¢;j =0 paratodo (i,/) € A. Definimos a una nuevared R’ = (X',A’,¢') donde
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X'=1{0,1,...,n}, A ={G,))eX xX":i #j},
c:A'—R, c'(i,j) = c(i, ),
c'(i,00=¢'(0,i)=0, paratodoi,jeX,i#].

Al resolver la instancia anterior del PAV, obtendremos un tour ¢ = {(0,x1),...,(x,,0)}
de costo c(0,x1) +--- + c(x,,0). Notese que si eliminamos los arcos los arcos (0,x1) y (x,,0),
obtendremos el camino hamiltoniano de menor costo en la red G, ya que el costo de
todos los arcos de la forma (0,7) e (,0) es O, para i € {1,...,n}.

2.2. El Problema de Asignacion

Antes de ver un método para resolver el PAV, veremos una version con menos restriccio-
nes, ya que resolverla resulta mas facil. El problema de asignacién consiste en destinar
tareas a ciertos trabajadores de la forma mas eficiente para realizarlas [11, pag. 5]. La
razon por la cudl se dice que el problema de asignacién es una relajacion del PAV, es
porque el problema de asignacion tiene en esencia las restricciones y yno las
demas.

Asi como el agente viajero, el problema de asignacién puede ser representado a
partir de una red o como un problema de programacion lineal binario. Esta ultima
forma resulta ser de nuestro interés, ya que un resultado teérico nos permite reducir el
problema a uno de programacion lineal. A lo largo de esta seccién, veremos un ejemplo
del problema de asignacion, su planteamiento general, algunas de sus propiedades
matematicas y daremos un algoritmo para resolver el problema a partir de una grafica
bipartita. Para esta seccion utilizaremos lo presentado en el libros Assignment problems
de Bukard, Del’Amico y Martello [11] e Integer Programming de Conforti, Cornuejols
y Zambelli [12].

2.2.1. Planteamiento general

Supongamos que tenemos n tareas a realizar y contamos con n personas para ello.
Cada persona puede resolver una sola tarea y todas las tareas deben de ser resueltas.
Suponemos que no todas las personas tienen la misma capacidad de resolver una tarea
en cuestion de costo, el cual puede representar tiempo, dinero, entre otros. El problema
de asignacién busca resolver todas las tareas de manera éptima en tiempo secuencial.

Definimos a las variables de decision del problema. Sea «; ; € {0,1} dada por
1, si se asigna la tarea i a la persona j,
Xi i =
" 0, e.o.c.

donde i,; € {1,...,n}. Para las restricciones, tenemos dos supuestos a considerar. El
primero nos indica que cada persona se puede encargar de resolver una y sélo una
tarea, entonces dada una persona j € {1,...,n}, tenemos que
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n
Z xi; =L
i=1

El segundo nos indica que todas las tareas deben de ser resueltas, por lo que se le debe
de asignar cada una de ellas a una sola persona, es decir, dada i € {1,...,n},

n
2: xi ;=1
j=1

Ahora, definimos al peso de nuestra red como el costo ¢; ; = 0 que implicaria asignarle a
la persona j la tarea i. Nuestra funcién objetivo quedaria expresada como

n n
Z2=) ) Cij%i
i=1j=1

Por lo tanto, nuestro modelo queda de la siguiente forma

n n

Min ) ) cijxij
i=1j=1
n
s.a in,j =1, jefl,...,n},
i=1
n
in,jzl, 1e{1,...,n},
J=1

xl>.] € {07 1}’ i)j € {1,-..,n}.

Notemos que el problema de asignacion es un problema de programacion lineal
binario. El problema anterior puede ser representado con una red bipartita (UuV ,A,c),
donde U es el conjunto de tareas, V es el conjunto de personas, A =U x V y finalmente
c¢:A — Reslafuncién de costo. Los costos de los arcos pueden ser expresados en una
matriz de n x n. Definimos a la matriz C € M,,.,(R) dada por

cij=c(,j), dondei,je(l,..,n.

Ejemplo 2.2. Mauricio, Santiago, Iker y Bruno deben de exponer una presentacion de
cuatro temas en su clase de fisica. Ellos quieren exponer los temas en el menor tiempo
posible para salir lo antes posible de la clase. En la tabla 2.2} se da una estimacién
en minutos de cuanto les tomaria exponer cada tema a cada uno. Notemos que la
informacion de la tabla2.2|puede ser plasmada en una red.

Tabla 2.2: Los minutos que tardarian en resolver cada ejercicio.

Integrantes
Temas Mauricio(1) Santiago(2) Iker(3) Bruno(4)

1 20 21 15 17
2 17 16 20 19
3 11 29 19 22
4 13 12 30 19
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Figura 2.3: Grafica de las tareas y los integrantes del equipo.

Con la tabla anterior podemos construir una matriz C € M4.4(R), la cual contendra
en la entrada ¢; ; el tiempo promedio en el que el integrante i tardara en exponer el
tema j.

20 21 15 17
17 16 20 19
11 29 19 22|
13 12 30 19

2.2.2. Elalgoritmo hungaro

Como ya mencionamos anteriormente, la relajacién PL del modelo lineal binario del
problema de asignacion tiene soluciones enteras. No es necesario considerar la restric-
cion de que cada x; ; € {0,1}, ya que al resolver el problema lineal, se garantiza que se
cumple. Al representar las condiciones anteriores en forma matricial (Ax = b), tenemos
que A es una matriz totalmente unimodular y b es un vector de entradas enteras.

Definicion 2.2. Sea A € M,,.,(R) una matriz con coeficientes enteros, decimos que es
una matriz totalmente unimodular si para cualquier submatriz cuadrada S de A, se
tiene que det(S) € {1,0,—1}.

Notemos que el planteamiento general del problema de asignacion se puede rees-
cribir en forma matricial como

Min clx,
sa Ax=b,
xe{0, 1}

dondeb=(1,...,1)! eR?", ce R" y A € My, ,2(R) conformada por ceros (representados
por espacios vacios) y unos definida como
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1 1 1
Observemos que x es el vector de componentes x; ;. La matriz anterior, es una matriz
totalmente unimodular [11, pag. 74]. Ademas, si a la matriz anterior le retiramos una

fila cualquiera, la matriz resultante seria de rango completo, es decir, el rango de la
matriz A es de 2n —1[13, pag. 172].

Teorema 2.3. Sea A € M,,«,(R) una matriz totalmente unimodular (m <n), be Z™ y c € R"™.
El problema de programacion lineal en forma estandar dado por

Min clx,
sa Ax=b,
x=0.

donde {y e R" : Ay = b,y > 0} es una region no vacia tiene una solucion éptima x* € 7™.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, supongamos que A es de rango completo,
es decir, rango(A) = m. En caso de que A sea derango p <m,como{yeR":Ay=05,y =0}
es una regién no vacia, entonces el sistema tiene solucion. Por el teorema de Rouché—
Capelli podemos eliminar p filas con indices {l1,...,l,} de la matriz para que la matriz
resultante sea de rango completo. Lo mismo hacemos para el vector b en los indices
{l1,...,1,}. El sistema resultante representaria la misma region.

Veamos que cualquier sbf tiene entradas enteras [14]. Recordemos que si x satisface
las restricciones anteriores, entonces x e {y e R" : Ay = b,y = 0}. Si {j1,...,jm} €1{1,...,n}
es un conjunto de indices tal que el conjunto {4;,,...,A; } es una base de R™, entonces
la matriz B € M, (R) dada por B =[A},|---|A;, 1 es no singular. Recordemos que si
x € R” es una sbf para el problema anterior, entonces paratodale{l,...,n}\{j1,...,Jm}
tenemos que x; =0y paratodake{l,...,m}, x;, = (B1b);. Por la regla de Cramer [15, pag.
72], tenemos que (B~1d),, = det(B})/det(B), donde B;, es la matriz resultante de sustituir
la fila £ con el vector b en la matriz B. Como A es totalmente unimodular y B es una
submatriz invertible de A, entonces det(B) es 1 0 —1. Como B es totalmente unimodular
y los enteros son cerrados por las operaciones de suma, resta y producto, entonces
det(B) = Zeyn s(a)H;?zl(Bk)j’g(j) € 7 [15, pags. 19-20]. Asi queda demostrado que toda
sbf es entera y por lo tanto tiene un optimo x* € Z". O

El teorema anterior es una versién modificada del teorema de Hoffman y Kruskal
[12]. Notemos que el problema de asignacion satisface las hipotesis previas, por ello
podemos asegurar que si relajamos la restriccion x € {0,1)"" a 0 < x < 1, entonces la
solucién optima x* para el problema sera entera. Mas aun, por la restriccion Ax = b, si
relajamos 0 <x < 1ax >0, se garantiza que x tendra inicamente entradas iguales a 0 o
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1. Consideremos el problema de programacién lineal dado por

n n
Min ) Y cijxij,
i=1j=1
n
s.a Y xij=1, i€{l,...,n},
=t

n
Y x =1, jefl,...,n},
i=1

x;;=20, i,je{l,...,n}

Entonces, el problema dual esta dado por

n
Max Z(ui +v;),
i=1
s.a ui+vj<c;j, i,je{l,...,n}

De aqui podemos aplicar el teorema de holguras complementarias. Tenemos que dados
x,u,v, la solucion es dptima si y solo si se satisface

xij(cij—ui—v;)=0, Vi, je{l,..,nh

Podemos definir a los coeficientes de costo reducido de la forma

c;ji=cij—u;-vj, Vi, jel{l,.,n}h

Con ayuda de los coeficientes de costo reducido y resolviendo el problema dual,
se plantea el algoritmo htuingaro, el cual determina una solucién para el problema de
asignacion. El algoritmo consiste en 3 pasos. El primero llamado preprocesamiento es
encontrar una solucion parcial del primal y factible del dual. El segundo paso llamado
hungaro consiste en verificar si la asignacion es total o parcial, en caso de ser parcial,
se procede al tercer paso. El tercer paso llamado procedimiento alternante tiene como
objetivo encontrar una cadena o un camino aumentante para introducir una tarea no
asignada.

Es importante remarcar que utilizaremos indexaciones para tratar a los elementos
de Uy V.Como card(U) = card(V) = n, podemos indexar a los conjuntos anteriores con
los elementos del conjunto {1,...,n}. Por ello, haremos referencia a los elementos de
Uy V como el i-ésimo elemento de U o el j-ésimo elemento de V, parai,je€({1,...,n}.
Ademas, representaremos a las entradas del vector x € R"* en la matriz X € M, »(R). En
la tabla[2.2|aparece la indexacién del ejemplo[2.2]
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Definimos a f y ¢ dados por

oo e.0.C.

f(j):={

oo e.0.C.

i sialacolumna jseasignalafilai(x;;=1),

i) {j sialafilai se asignala columna j (x; ; = 1),
@)=

Sea X € M,,«,(R), dada por «; ; =0, para toda i, j € {1,...,n}. Dentro de esta matriz guarda-

remos las asignaciones de las tareas a las personas. La entrada x; ; de X, representa

a la entrada x,(;-1)+; del vector x. Sea U = @ el conjunto de tareas asignadas. Sean
=n .

u,v,f,peR vectores tales u;,v; =0V fi,p; =oo para toda i € {1,...,n}, que sus entradas

son cero.

Preprocesamiento

1. Obtener el valor minimo de cada renglén i € {1,...,n} en la matriz C y guardar el

numero en la i-ésima entrada del vector .

2. Paracada je{l,...,n}, asignar los valores v; = min{c; ; — u;}.

3. Paratodaslasfilasie{1,...,n}, revisar el j-ésimo elemento de la fila. Si el elemento
es cero, Si i no esta en el conjunto de tareas asignadas (U) y si la j-ésima entrada
del vector f es infinito, entonces introducimos a i a las tareas asignadas, f(j) =iy

p@)=j.

Al final del algoritmo de preprocesamiento, tendremos a la matriz de costos reduci-
dos, la cual usaremos méas adelante. Resolvamos el ejemplo[2.2] primero debemos de
encontrar la solucién factible del dual (u,v). Sea C € M4,.4(R) dada por

20
17
11
13

C=

De aqui obtenemos a u.

21
16
29
12

15
20
19
30

17
19
22"
19

u1 =min{20,21,15,17} =15,
ug =min{17,16,20,19} = 16,
ug =min{11,29,19,22} =11,
u4 =min{13,12,30,19} = 12.

Ahora podemos obtener a v.

v1 =min{20-15,17-16,11-11,13-12} =0,
v2 =min{21-15,16-16,29-11,12-12} =0,
vg3 =min{15-15,20-16,19-11,30-12} =0,
v4 =min{17-15,19-16,22-11,19-12} = 2.
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Tabla 2.3: Algoritmo de preprocesamiento para el Ejemplo

Indices

i J f) cy U
1 oo 5 &

1 2 o 6 1%}
3 oo 0 &
4 oo 0 {1}
1 oo 1 {1}

9 2 o O {1}
3 1 4 {1,2}
4 o 1 {1,2}
1 e’ 0 {1,2}

3 2 2 18 {1,2,3}
3 1 8 ({1,2,3}
4 o 9 {1,2,3}
1 3 1 {1,2,3}

4 2 2 0 {1,2,3}
3 1 18 {1,2,3}
4 oo 5 {1,2,3}

Con la solucion factible, podemos asignar los valores iniciales a los vectores f,¢
y al conjunto U. Aplicando el algoritmo, tenemos que u = (15,16,11,12)¢, v = (0,0,0,2)’,
f=(3,2,1,00), p=(3,2,1,00)' y U = {1,2,3}. Dada una solucién factible (z,v) del problema
dual y los vectores f,¢, podemos definir una grafica Go = (UuV,Ay), donde A es el
acoplamiento de G obtenido en el preprocesamiento de la siguiente manera: (i,7) € Ao
siy solo si¢(i)=j, parai,je{l,..,n}. Definimos a los siguientes conjuntos:

SU :=Los vértices examinados del conjunto U,
SV :=Los vértices examinados del conjunto V,
LV :=Los vértices etiquetados del conjunto V.

Podemos incluir a los conjuntos SU, SV y LV en una grafica con la notacion definida
enla ﬁgura El siguiente algoritmo tomara un nodo & € U\U y encontrara una cadena
o camino Ap-alternante enraizado en k. Las aristas o arcos de la grafica son actualizadas
con A,. Este procedimiento se repite hasta que U = U. Dos componentes esenciales para
los otros dos pasos del algoritmo, son los vectores 7, pred € R", los cuales almacenaran
los coeficientes de costo reducido mas pequenos de cada nodo jeV conie SU y los
nodos para la cadena alternante respectivamente. El vector pred es construido a partir
del vector n y de un nodo expuesto.

Consideraremos que una iteracién es cada vez que escogemos un nodo no asignado
ke U\U. También consideramos que una subiteracion del algoritmo se da cada vez
que se actualicen los vectores pred y . Para cada iteracion y subiteracion, se presenta
el esquema de la figura[2.5] Los arcos de la grafica, representan el acoplamiento actual.
Es importante observar que se necesitara a solucion dual (x,v) y a la matriz de costos
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durante todo el procedimiento.

k< Examinado

%k «—— Etiquetado

Figura 2.4: Notacion para el algoritmo hungaro.

Hungaro
1. SiU =U, FIN. En otro caso, ir al paso 2.
2. Sea k € U un nodo expuesto. Hacer pred = (%,...,k). Obtener j € V y atualizar pred
por medio del procedimiento alternante.
3. Introducimos a £ en U. Actualizamos el acoplamiento, es decir, mientras que i # &,

hacer i =pred(y), f(j)=1i, h=¢@), pi)=jy j=h.Iral paso 1.

Procedimiento alternante

1.

2.

Hacer 7 = (c0,...,00) V k =i.

Marcar como examinado al nodo i. Para cada j € V tal que ¢; ; < 7(j), hacer pred(;) =
i1y n(j)=c;; ysin(j)=0, entonces etiquetar a ;.

. Sitodos los nodos en V etiquetados ya fueron examinados, entonces se procede a

hacer la actualizacién dual.

= Tomar 6 = min{n(j) : j es un vértice no etiquetado de V}.
m Para cadanodoieU examinado, hacer u; =u; +6.
= Para cadanodo jeV etiquetado, hacerv; =v;-6.

» Para cadanodo j €V no etiquetado, hacer n(;j) = n(j) — 6. Si n(j) = 0, entonces
etiquetar a j.

. Sea j € V un nodo etiquetado pero no examinado. Marcar a j como examinado. Si j

no estd acoplado (es decir, f(j) = 0o), terminar el algoritmo y regresar a j como un
nodo expuesto. En otro caso, hacer i igual al nodo acoplado con j (es decir, i = £(;))
e ir al paso 2.

Notemos que el procedimiento alternante buscara un nodo expuesto en V para
encontrar una cadena o camino aumentante por medio de los coeficientes de costo
reducido y una cadena de nodos entre U y V. En caso de no encontrar dicho nodo con
la solucidén dual actual, se realiza una actualizacién dual al determinar una 6 > 0 para
extender al conjunto de nodos sobre los cuales se puede aumentar la cadena.
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G 7 pred

* * | | |
e e a1  predd)
* o l l

@ @ i 1(2) i pred(2) i
* | |

. 3 3 3
@ . w(n) | pred(n) |

Figura 2.5: Esquema para cada subiteracion.

Proposicion 2.4. La actualizacion dual del algoritmo Hiungaro es tal que
1. nj=minfc; j:i € SU} paratoda j €V estd bien definido;

2. losarcos de la red actual que conecten pares de nodos escaneado-etiquetado o no etiquetados
mantienen un costo reducido de cero;

3. se encontrard una cadena aumentante;
4. los coeficientes de costo reducido son no negativos.
Demostracion. Al inicio del algoritmo § =min{rn;:je V\LV,ie SU},donden;=¢; ;.

1. Al hacer la actualizacion, V\LV # &, ya que para entrar al procedimiento alter-
nante, no debe haber un acoplamiento perfecto para G, entonces no se etiquetara
a todo nodo en v. De lo anterior, al llegar a la actualizacion, debe existiri e SU y
J€V\LV. Al actualizar las variables duales, obtendremos el coeficiente de costo
reducido tal que 7; =¢; j fue reducido en § unidades, ya que u; fue actualizado por
u; +6. Por la definicién de 6, se concluye que¢; j =0 para je V\LV yieSU.

2. Notemos que (i, ) € Ag siy s6lo si¢; ; =0. Suponiendo que (i, ) es talque i e SU y
J€LV, entonces seredefinea0=c; j=¢;j+6-6=0.EncasodequeiceU\SUy
JEV\LV,¢; ; no es actualizado.

3. Sije V\LV,entonces se redefine a n; como n; —§. Por la definicion de §, al menos
uno nodo j € V\LV pasara a tener costo reducido 0, por lo que a partir del vector
pred se puede encontrar una cadena aumentante.

4. De lo anterior, falta analizar el caso donde i e U\SU y j€ LV. Aqui ¢; j aumenta §
unidades, ya que v; es sustituido por v; -4, porlo quec; ;= 0.

O
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La proposicion anterior garantiza que el algoritmo htingaro resuelve el problema de
asignacion. Regresando al ejemplo de esta seccion, tenemos que el inico nodo expuesto
es 4, por lo que k& = 4. Los esquemas quedarian como se muestra a continuacion.

Iteracion 1: & = 4, planteamos la grafica a partir del segundo paso del algoritmo hungaro
y del primer paso del procedimiento alternante.

G 7T  pred
-

.y

-
DR

Subiteracion 1.1: i =4 y recordemos que la soluciéon dual actual es u = (15,16,11,12)' y
v =(0,0,0,2)'. El paso 2 nos indica que marquemos al nodo 4 de la izquierda. Actualiza-
mos al vector 7 = (1,0,18,5)!, pues cada entrada de la cuarta fila de C resulta ser finita.
Etiquetamos a 2 de V. Saltamos el paso 3. El paso 4 nos indica que lo marquemos como
examinado y que hagamos i = 2, ya que pred(2) = 2.

G T pred

O
S S
EECEE
. .
@@ s
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Subiteracion 1.2: i = 2. Marcamos como examinado al nodo 2 de U. Notemos que cg 3 =
4<18yco4=1<5,hacemos n(3) =4, n(4) = 1, pred(3) =2 y pred(4) = 2. No se etiquetan a
nodosenV.

G n  pred
o
y
.
i

Subiteracién 1.3: i = 2. Se actualiza la soluciéon dual ya que todos los nodos etiquetados
de V han sido examinados. Tomamos 6 = min{1,4} = 1. Recodemos que la solucién
dual es u =(15,16,11,12)! y v = (0,0,0,2)’. Los nodos examinados de U son 2 y 4, entonces
u=(15,16+1,11,12+1)!. El inico nodo examinado de V es el 2, por lo que v = (0,0-1,0,2)’.
Porlo tanto, se tienen los vectores duales u = (15,17,11,13)' yv = (0,—1,0,2)!. Los nodos no
etiquetados de V son 1, 3y 4, entonces 7 =(1-1,0,4-1,1-1)" =(0,0,3,0)" y etiquetamos a
ly4deV.Tomamosaj=1deV pues estd etiquetado pero no examinado. Lo marcamos
como examinado. Hacemos i =3 y marcamos como examinado a i.

G T pred

« O
S S
32

. .

ORI
O
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Subiteracién 1.4: i = 3. No hay actualizaciones en 7 ni en los vectores duales. Tomamos
aj=4enV.Marcamos a j como examinado. Hemos encontrado un nodo expuesto.

G /2 pred

« O
2 S
32

« O

@A
O

Para este punto, ya tenemos un nodo expuesto en V que fue examinado y etiquetado,
por lo que ese nodo sera el otro extremo del acoplamiento. Con ayuda del vector pred,
podemos ver el nuevo acoplamiento. El paso 3 del algoritmo hungaro se muestra en los
arcos de color fucsia.

G n  pred
o
-
R
N

Como el acoplamiento es perfecto, hemos terminado con el algoritmo hungaro.
Podemos decir que el tema 1 lo debe de exponer Iker, el tema 2 lo debe de exponer
Bruno, el tema 3 lo debe de exponer Mauricio y el tema 4 lo debe de exponer Santiago.
La suma de los tiempos promedio en el que tardaran en exponer los temas, es de 57
minutos.
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2.3. Algoritmo de ramificacion y acotamiento

Recordemos que nuestro objetivo es resolver el PAV. El método que utilizaremos para
resolverlo es conocido como algoritmo de ramificacién y acotamiento o simplemente
ramificacién y acotamiento. El primer algoritmo de este tipo para resolver el PAV fue
publicado en 1963 por Little, Murty, Sweeney y col. [16]. Dada una instancia del PAV,
utilizaremos el algoritmo huingaro para resolver varios problemas de asignacién hasta
llegar al 6ptimo del PAV.

A continuacion, lo que estudiaremos en esta seccion. Primero, veremos un ejemplo
ilustrativo de ramificacion y acotamiento para un problema lineal entera en R?, pues es
posible ver con graficas el procedimiento. Posteriormente veremos como detectar cir-
cuitos que se vayan formando en la grafica, con la finalidad de prevenir la formacion de
subtours durante el procedimiento. Finalmente, veremos el algoritmo de ramificacién
y acotamiento para el PAV y resolveremos el ejemplo

2.3.1. Un ejemplo de programacion entera

Sea x* una solucién 6ptima de un problema lineal entero. Notemos que si el 6ptimo
x para la version relajada PL de un problema lineal entero satisface que todas sus
entradas son enteras, entonces también es el 6ptimo del problema lineal entero, es decir,
z(x*) = z(x). En caso de que el 6ptimo de la relajacion PL tenga al menos una entrada
no entera, entonces z = z(x) es cota para z* = z(x*). Si la direccion de optimizacion es
maximizar, entonces z* =z, en el otro caso, z* < z. También es importante destacar que
para cualquier x una solucién factible del problema lineal entero, entonces z(x) <z* si
queremos maximizar o z(x) = z* si queremos minimizar.

Ejemplo 2.3. Consideremos el problema lineal entero dado por

Max 2z =6x1+5x9,
S.a 11x1+ 18x9 <61,
3x1+ 2x9 <13,
X1, x9 =0,

X1, x0€Z.

En la figura[2.6] se muestran los puntos factibles del problema anterior, asi como
su relajacion PL. Al ver la grafica, no es claro cudl es la solucion al problema entero.
Llamemos a la relajacion PL del problema anterior como problema #1. Al resolver el
problema #1 por medio del algoritmo simplex [13, pag. 82], obtenemos que la solucion
optima es x = (7/2,5/4)! con z(x) = 27.25. Notemos que ninguna de las dos entradas del
vector es entera, por lo que no es solucion del problema lineal entero.
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X2 Region factible del PL
Puntos factibles del PLE
® Optimo del PL

Q)

[HEY

0 T x1

Figura 2.6: Grafica del ejemplo[2.3|

Dada la solucion optima del problema #1, podemos aprovechar que la segunda en-
trada es 5/4, por lo que podemos ver qué pasa en los casos donde xg <1y x9 > 2. Dichas
regiones contienen a todas las soluciones enteras del problema original. Asi, definimos
dos nuevos problemas lineales.

Problema #2: Problema #3:
Max 2z =6x1+5x9, Max 2z =6x1+5x9,
s.a 11x1+ 18x9 <61, s.a 11x1+18x2 <61,
3x1+ 2x9 <13, 3x1+ 2x9 <13,
X9 <1, X2 =2,
X1, x9 = 0. X1, x9 = 0.

Al proceso anterior, se le llama ramificacion, ya que la union de las dos regiones fac-
tibles de los problemas #2 y #3, contiene a todos los puntos factibles del #1. La solucion
optima del #2 es (11/3,1)! con 2(11/3,1) = 27, mientras que el #3 tiene solucién 6ptima
a (25/11,2)! con 2(25/11,2) = 23.63. La solucién 6ptima de ambos problemas tienen un
numero no entero en la entrada x;. Como el éptimo del #2 tiene valor 27 en la funcion
objetivo, entonces posiblemente sea mas prometedor ramificar ese problema.

Del problema #2, se definen a los #4 y #5, los cuales tienen el mismo planteamiento
con las restricciones adicionales x; <3 y x1 = 4 respectivamente. El 6ptimo del #4 es
(3,1)! con 2(3,1) = 23 y el éptimo del #5 es (4,1/2)! con z(1,1/2) = 26.5. Como el optimo
del problema #4 ya es entero, podemos decir que (3,1) es un candidato para el 6ptimo
del problema original y no es necesario seguir ramificando a partir de ese problema.
Notemos que podemos ramificar a los #3 y #5. Como el 0ptimo del #5 tiene como valor
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de la funcion objetivo 26.5 > 23.63, entonces podemos ramificarlo.

Del problema #5, se definen a los #6 y #7, los cuales tienen el mismo planteamiento
con las restricciones adicionales x2 < 0 y x2 = 1 respectivamente. Observemos que la
region definida por las restricciones del #7 es vacia, por lo que denotamos al problema
de no factible. El 6ptimo del #6 es (13/3,0)! con z(13/3,0) = 26.5. Para este punto, pode-
mos ramificar por el #3 y #6. Como el 6ptimo del #6 tiene como valor de la funcién
objetivo 26 > 23.63, entonces podemos ramificarlo.

Del problema #6, se definen a los #8 y #9, los cuales tienen el mismo planteamiento
con las restricciones adicionales x; <4 y x; = 5 respectivamente. Observemos que la re-
gion definida por las restricciones del #9 es vacia, por lo que es un problema no factible.
El 6ptimo del #8 es (4,0) con z(4,0) = 24. Notemos que el 6ptimo del #8 ya es entero, por
lo que es un nodo candidato. Ademas, z(4,0) = 24 es mayor que z(25/11,2) = 23.63, por lo
que podemos considerar al #3 como no prometedor. Cuando etiquetamos a los nodos
como no prometedores o no factibles, se acota la region de busqueda, lo que se conoce
como acotamiento. Podemos observar que el 6ptimo es (4,0)' con z(4,0) = 24.

La union de las regiones de los problemas que etiquetamos de candidatos y no pro-
metedores, contiene a todos los puntos factibles del #1. En la figura2.8|se encuentra la
grafica de las ultimas regiones definidas en el proceso. Todo el procedimiento anterior,
se puede plasmar en una estructura de arbol como se muestra en la figura[2.7} Al nodo
asociado al problema #%, se le dice nodo #&. Al valor 6ptimo de la funcién objetivo del
problema lineal #%, se le conoce como la cota del nodo k.

Alosnodos 1, 2,5y 6 del arbol, se les dice nodos no terminales, ya que cada uno de
ellos tienen ramificaciones. A los nodos 7 y 9 se les dice no factibles, ya que las regiones
sobre la cual estan definidos sus problemas lineales asociados, es una region vacia. Al
nodo 3 se le dice nodo no prometedor, pues durante la ramificacion se encontrd una
solucion factible para el problema lineal entero cuyo valor 6ptimo era mayor que el
optimo del nodo 3, entonces no era necesario seguir ramificando por ese nodo. A los
nodos 4y 8 se les dice nodos candidatos, pues son los éptimos de los problemas lineales
asociados a los nodos son vectores con entradas enteras, por lo que posiblemente
son el 6ptimo del problema lineal entero. Los nodos no factibles, no prometedores y
candidatos, son llamados nodos terminales.
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[27.25]
X9 =2
#3
xq = 25/11
[27] xp =2 [23.63]

x1 >4  No prometedor

No prometedor
x9 <0

Candidato

Figura 2.7: El arbol del algoritmo de ramificacién y acotamiento para el ejemplo
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X2 Regiones factibles de los PPL’s
Puntos factibles del PPLE
® Optimo del PPLE

[HEY

0 T N x1

Figura 2.8: Las regiones definidas por los nodos terminales.

2.3.2. Deteccion de circuitos

Antes de adentrarnos al algoritmo de ramificacion y acotamiento para resolver el PAV,
es necesario que sepamos detectar circuitos cuando estemos agregando arcos a una
digrafica parcial de G, ya que los no hamiltonianos llevaran a nodos no factibles. Consi-
deremos a G =(X,A) una digrafica completa y sin bucles, donde X ={1,...,n}. A partir
de G, queremos construir una digrafica parcial G, = (X,A,) desde la grafica Gy = (X, @).
Bajo cierto criterio, iremos construyendo conjuntos A;’s donde A; = A;_; Ua hasta for-
mar un circuito hamiltoniano A, €A, parai€{l,...,n} ya € A. Entonces, necesitamos
un algoritmo que verifique si A; contiene circuitos para comprobar si la construccion
se realiza de manera correcta. ;CoOmo detectamos un ciclo bajo esta premisa?

Sabemos que si a una digrafica G = (X,A) se le agrega una arista a, pueden suceder
dos cosas: 1) el numero de componentes conexas disminuye en una unidad si la arista
a une a dos componentes conexas y a no pertenece a algun ciclo; 2) el numero de com-
ponentes conexas se mantiene igual y a pertenece a un ciclo de G [17, pag. 3]. Entonces,
podemos contar el numero de componentes conexas que tenga la grafica G; = (X,A;),
paraie{l,...,n}. Notemos que en cada iteracion A; deberia de tener exactamente n —i
componentes conexas. Dicho lo anterior, necesitamos un algoritmo que cuente compo-
nentes conexas.

En sintesis, el algoritmo va a tomar nodos de X e ird recorriendo a sus vecinos, a los
vecinos de sus vecinos y asi sucesivamente hasta no tener mas nodos por recorrer bajo
ese método. De esa forma, ira contando las componentes conexas. Al final, solo restara
saber silas componentes conexas de la grafica G; es igual a n —i. El algoritmo inicia
con un contador de componentes conexas c = 0, el conjunto de nodos no examinados N =Xy
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el conjunto de nodos examinados E = &.

Algoritmo de componentes conexas
1. Tomarie N yhacer E = E u{i}.

2. Tomar i € E y actualizar E = (TG)NnN)U(E\{i}) y N = N\{i}. Si E # &, repetir el paso.
SiE =@, Ir al paso 3.

3. Hacerc=c+1.SiN # &, entoncesiral paso1l.Si N # &, tenemos que c es la cantidad
de componentes conexas.

Siintroducimos un nodo de N a E, empezariamos a analizar alguna componente
conexa. Durante la ejecucion del algoritmo, E iremos retirando a los nodos que vaya
examinando para introducir a sus vecinos no examinados. Eventualmente se termina-
rian eliminando a todos los elementos de E. Para ese punto, se sabe que todos los nodos
que se encontraron al repetir el paso 2, pertenecian a una sola componente conexa,
por lo que se agrega una unidad a c. Este proceso se repite hasta que todos los nodos
hayan sido examinados. Con la siguiente proposicion, queda justificado el algoritmo.

Proposicion 2.5. Sea G = (X, A) una digrdfica completa y sin bucles. Si G; = (X,A;) es una
grdfica construida con ayuda del algoritmo anterior, entonces G; tendria n —i componentes
conexas y no contiene ciclos, para i € {1,...,n}.

Demostracion. Procedemos por induccién sobre el conjunto {1,...,n —1}.

Base inductiva: Sea i = 1, entonces se agrego a algun arco a; =(i,j) € A. Al aplicar el
paso 2 para k € X \ {i,j}, irlamos directamente al paso 3, pues I'(k) = &. Si k € {i, j}, se
repite una vez el paso 2. Con lo anterior, tenemos n — 1 componentes conexas. Ademas,
con solo un arco, la tinica forma de tener un ciclo es por medio de un bucle, lo cual
contradice la hipotesis, por lo que G es aciclica.

Hipotesis de induccion: Supongamos que paraalgunai e {1,...,n},lagraficaG; = (X,A;)
es aciclica y tiene n — i componentes conexas.

Paso inductivo: p.d. G;;1 =(X,A;,1) es aciclica y tiene n — (i + 1) componentes conexas.
Seaa;1 € A\A; la arista que se propone para construira A;;; = A; U{a;1}. Procedemos
por casos. En caso de que no disminuya en una unidad el nimero de componentes
conexas de G; a G;.1, €s porque a;;1 genera un ciclo en alguna componente conexa
X}, ya que ambos extremos de a;+1 Se encuentran en X;. Por lo tanto, se rechaza al
candidato. En caso de que disminuya en una unidad el nimero de componentes conexas
de G; a G;.1, es porque a;,1 tenia sus extremos en distintas componentes conexas. Al
ejecutar el algoritmo anterior, tendriamos que la cantidad de componentes conexas es
n—(i+1)yno tenemos ciclos en la grafica. O

Consideremos al ejemplo [2.1]y supongamos que hemos construido hasta el mo-
mento a Az ={(1,2),(2,3),(4,6)}. Notemos que G3 = (X,A3) es una grafica con tres com-
ponentes conexas ({1,2,3},{4,6},{5}) y sin circuitos. Supongamos que el criterio que
estamos utilizando para construir a A4 nos indica que A4 = A3 U{(3,1)}. Comenzamos
conN ={1,2,3,4,5,6}, E=2yc=0.
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Tabla 2.4: Ejemplo de deteccién de componentes conexas.

Paso N E ¢
1 {1,2,3,4,5,6} {1+ o
2 {2,3,4,5,6} {2,3} O
2 {3,4,5,6} {3t 0
2 {4,5,6} g 0
3 {4,5,6} o 1
1 {4,5,6} {4 1
2 {5,6} {6 1
2 {5} g 1
3 {5} g 2
1 {5} {5} 2
2 %] g 2
3 %) g 3

De la tabla[2.4] sabemos que hay 3 componentes conexas en (X,A3 U{(3,1)}), por lo
que rechazamos a (3,1). Suponiendo que tras rechazar a (3,1), el criterio ahora sugiere
meter a (5,1), veriamos que la cantidad de componentes conexas es 2, por lo que po-
driamos aceptar a (5,1), ya que no genera ciclos.

Finalmente, para verificar que el ciclo hamiltoniano que se va formando es un
circuito, debemos comprobar que cada arco que se agregue no comparta extremos
iniciales o extremos finales con algun otro arco de la digrafica parcial. Lo anterior no
es necesario incluirlo en el algoritmo de componentes conexas y veremos la razén mas
adelante. Con lo anterior, tenemos lo necesario para detectar a los nodos no factibles
del algoritmo de ramificacion y acotamiento presentado en la siguiente subseccion.

2.3.3. Ramificacion y acotamiento para el PAV

Consideremos al PAV de n ciudades. Definimos a C como la matriz c; j = c(i, j) (el costo
de ir de la ciudad i a la ciudad j) para (i,j) € A,y ¢; ; = oo para i € {1,...,n}. Definir los
costos de la diagonal como infinitos, previene que elijamos esas alternativas al resolver
un problema de asignacion. Sin embargo, no aseguramos que se prevenga la formacion
de subtours, pero obtendremos una cota para el problema del agente viajero. A partir
de este punto, denotaremos a las cotas del nodo 2 como wy,.

En el primer nodo o problema #1, se debe resolver el problema de asignacion para
. . . — .. .
la matriz C y obtener la matriz de costos reducidos C( ) (el subindice denota el numero

del problema). Con la matriz E(D, la ramificacion se realiza a partir de un conjunto de
penalizaciones, el cual es propuesto por Little, Murty, Sweeney y col. [16].

Definicion 2.6. Dada una matriz C € M, ., (R) de coeficientes de costo reducido. Si ¢ ;j=0,
definimos a la penalizacion del arco (i, j)) como

0G,j):=min{cy, ke {l,..,n}, k#i} +min{e;, 1€ {l,...,n}, 1 #j}.
Definimos al conjunto de penalizaciones de C como

0:=100,))<o0:¢;;=0,i,jell,...,n}.
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Entonces, dado el conjunto de penalizaciones de una matriz de costos reducidos,
ramificamos sobre la variable «; ; tal que 60(i, /) = max6 bajo el criterio del nodo mas
prometedor (el mismo criterio de la figura[2.9). Notemos que al ser un problema binario,
las nuevas restricciones serian x; j =1 0 x; ; = 0 para cada rama. Lo anterior se divide
en dos nodos tales que uno “contiene” todos los tours tales que tienen al arco (i, j) y el
otro contiene a los que no tienen al arco (i, /). En caso de tener «; ; = 1, podemos hacer
x;; =0 para evitar la formacion de subtours por medio de esa variable. Al ramificar de
la forma anterior, no se descartan soluciones factibles.

Dado que en el algoritmo hungaro no podemos asignar un valor a las variables de
decision de forma directa, modificaremos la matriz de costos C para que las variables
x’s tomen los valores deseados. Supongamos que se ramificé a algan nodo #p y se ob-
tuvieron a los nuevos nodos #g y #q + 1, donde en #¢ necesitamos que x; ; =0y que en
#q+1,x;,;=1yx;; =0.Yahemos dicho anteriormente que al definir un costo infinito,

forzamos a que la variable sea 0, por lo que podemos definir E(q) igual a E(‘U ) excepto en

, . . . . —{g+1) . .
la entrada (i, ), la cual tendra valor infinito. Si consideramos a C(qu ) igual a la matriz
C'?), definimos sus entradas (j,1),(i,1),(k,j) (conl e{l,..,n},l Zjy k€ {l,...n}, k #1) igual
a infinito y su entrada (i, ) igual a cero, entonces forzamos a que x; j =1y x;; =0.

Por la forma en la que se define al conjunto 6 y las modificaciones que se hacen a
una matriz C para que x; j = 1, no obtendremos soluciones no factibles para el problema
de asignacion, es decir, soluciones que no satisfagan las ecuaciones y (2.2). Si
durante la ramificacién, en algiin nodo obtenemos circuitos no hamiltonianos forma-
dos porlasvariables x's con valor 1, entonces etiquetaremos a ese nodo como no factible.

Para encontrar circuitos no hamiltonianos, es suficiente aplicar el algoritmo de
componentes conexas. Por las modificaciones que se realizan a las matrices de costo
reducido, no es posible tener dos variables x; j,x; ; = 1, ya si al ramificar primero a
x; j = 1, tendriamos que EZ, ; =00, lo que haria imposible esa ramificacion. Por una justi-
ficacion similar, también llegamos a que no es posible tener dos variables «x; j,x;; = 1.
Por la argumentacion anterior, no es posible tener la formacion de arboles ramificados
durante la ejecucion del algoritmo, s6lo debemos evitar la formacion de circuitos.

Algoritmo de ramificacion y acotamiento para el PAV

1. Consideremos C la matriz de costos original, ¢ = 2, X la matriz de n x n con co-
eficientes 0y zg = oo el costo de la mejor solucion factible actual. Empezamos a
desarrollar nuestro arbol con el nodo #1. Resolvemos el problema de asignacién

. . L=,

para C y obtenemos a la matriz de coeficientes de costo reducido C " junto con la
matriz de asignacion XV, Hacemos w; = > u%’ + v%) la suma de las variables
duales obtenidas al reducir la matriz C.

2. Si hay nodos sin sucesores con etiqueta No terminal, procedemos al paso 3. En
otro caso, X es la matriz asociada al mejor tour encontrado y z¢ es el costo del tour.
FIN.

3. Seleccionamos el nodo #p sin sucesores, con etiquetado No terminal y con la mejor
cota w,, .
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4. Silasvariables de ramificacién x’s con valor 1 forman un circuito no hamiltoniano,
etiquetamos al nodo como No factible.

5. Siw, <z ylos arcos asociados a la matriz X, forman un circuito hamiltoniano,
entonces etiquete al nodo como Candidato. Siw, < zo, entonces actualizamos a z
porw,yaX porX,.

6. Siw, > zo, entonces etiquetamos al nodo como No prometedor.

7. En otro caso, buscamos un arco (i, j) tal que 6(i,j) = max6 a partir de la matriz

—(p) .
C"”’. Ramificamos a los nodos #q y #(g +1) como sucesores de #p, donde x; ; =0
. —(q) =(g+1) .
para el nodo #q y x; ; = 1 para el nodo #q + 1. Definimos a C rc 7 como copias
—(p) — — .
de C”’. Hacemos E(iqj). = 0o, cg";’l) =0, c(iql”) =ooy Eﬁf}“l) =oo,parak,le{l,....,n}, k#j
—(q) =(g+1)

y 1 #i. Aplicamos el algoritmo hungaroa C *',C para obtener a las matrices
X@, x4y definimos wy = w, + X" _ @'? + v\ )y w1 =wp + X7 _ @GP 408D,
Redefinimos ¢ = ¢ + 2 e ir al paso 2.

Observacion 2.7. Sean C una matriz de costos y (u,v) la solucién dual 6ptima obtenida
al resolver el problema de asignacion asociado a C. Notemos que podemos definir una
matriz de costos reducidos C a partir de C y (,v). Suponiendo que a C se le hace alguna
de las dos modificaciones del algoritmo anterior, entonces el vector (z,v) define una
solucion dual factible. Por la argumentaciéon anterior y por los teoremas de dualidad,
podemos asegurar que las cotas w’s son el valor 6ptimo de resolver el problema de
asignacién asociado a las matrices C’s modificadas.

Proposicion 2.8. El algoritmo de ramificacion y acotamiento anterior resuelve el PAV.

Demostracion. Sea R =(X,A,c) una red dirigida, completa y aciclica, donde X ={1,...,n}
yc:A —[0,00). P.d. El algoritmo se ejecuta en tiempo finito.

Vemos que el arbol formado por la ramificacion de una instancia esta acotado estric-
tamente por el caso donde se ven todas las posibles combinaciones para las variables
x; j,parai,jefl,...,n}, i # j. Notemos que el problema PAV tiene n(n — 1) variables. Al ver
todas las posibles combinaciones, se puede construir un arbol con 2*»~Y nodos, pues
gn(n-1) — 22(2”1_1)2’3‘1 < ooy el k-ésimo nivel del 4rbol tendria 2*~! nodos. Por lo tanto, el
algoritmo se ejecuta en tiempo finito.

P.d. El algoritmo encuentra el valor 6ptimo.

Sea S el conjunto de circuitos hamiltonianos que se pueden formar en la red. Como
el algoritmo se ejecuta en tiempo finito, podemos asegurar que en algin momento
todos los nodos con la etiqueta No terminal tendran sucesores. Cuando esto suceda,
tenemos los siguientes casos:

= Los nodos con el etiquetado No factible no contienen soluciones factibles;

= Jos nodos con el etiquetado Candidato tienen como solucion éptima a un tour de
costo minimo, el cual contiene a un subconjunto de tours S’ < S;

» es posible que los nodos con el etiquetado No prometedor contengan un conjunto
S"c8S.
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Podemos asegurar que la unién de las regiones de busqueda de los nodos con etique-
tado Candidato y No prometedor contiene a S. Ademas, el tour mas barato de los nodos
candidatos es mds barato que cualquiera de los no prometedores por construccion. Por
lo tanto, el algoritmo resuelve el PAV.

O

Para este punto, tenemos los conocimientos necesarios para encontrar el mejor
tour del ejemplo[2.1] Empecemos definiendo a zg = co. La informacion de la tabla2.1]
puede ser plasmada en la siguiente matriz de costos.

co 64 83 107 188 155
64 oo 80 86 159 120
83 80 oo 111 152 135

C=l107 86 111 oo 114 97| (2.5)
188 159 152 114 oo 141

155 120 135 97 141 oo

Al aplicar el algoritmo hungaro en la matriz anterior, obtenemos nuestra primer

. =) . . , . .
matriz reducida C ", la cual es perteneciente al primer nodo del arbol de ramificacion
y acotamiento.

co 0 0 56 93 77
0 oo 0 38 67 45
E(l)z 0 0 oo 44 41 41
21 3 9 oo 0 O}
58 32 6 0 oo O
42 10 6 0 0 oo

La asignacién del algoritmo hungaro fueron los arcos (1,3),(3,2),(2,1),(4,5),(5,6) y
(6,4), la cual es una solucion con subtours y por lo tanto, no factible. El valor de esta
asignacion es de 579, la cual define a la cota w; =579. Observemos que hay dos ceros

por cada fila y por columna, entonces max6 = 0, por lo que podemos tomar a (1,2) para
ramificar. Definimos a C y6(3) como copias de . Ademads, hacemos 5(12; =00, 5(23)1 =00,
6(13; ooy 623)2 =oo,conle(2,3,4,56}yke(l,3,4,5,6}. Al reducir las matrices, finalmente
obtenemos las siguientes matrices

co oo 0 56 93 77 oo 0 oo oo oo ™
0 oo 0 38 67 45 oo oo 0 38 67 45
6(2)= 0 0 oo 44 41 41 6(3)= 0 oo oo 44 41 41
21 3 9 oo O O} 21 oo 9 oo O O
58 32 6 0 o O 58 co 6 0 oo O
42 10 6 0 0 oo 42 oo 6 0 0 oo

Al aplicar el algoritmo hingaro en las matrices anteriores, no obtenemos cambios
en las matrices. Como no se realizo alguna actualizacién dual durante la reduccién
de las matrices anteriores, las cotas son las mismas que las del nodo #1. Hacemos
we =579 y wg = 579. La asignacion del nodo #1 es la misma que la del nodo #3. Los
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arcos asignados en el nodo #2 son (1, 3),(3,2),(2,1),(2,1),(4,5),(5,6) y (6,4). Procedemos a
ramificar sobre el nodo #2. El tinico arco con penalizacién distinta de cero es (1,3), con
0(1,3) = 56, pues los demas ceros comparten fila o columna con otro cero, por lo que
ramificamos sobre la variable x; 3. Definimos a c® y c® como copias de ¢®. Hacemos
€} = 00, 5} =00, ¢y) =00y €} = oo, con l € {2,3,4,5,6} y k € {1,2,4,5,6). Al reducir las
matrices, obtenemos lo siguiente

co oo oo 0 37 21 oo oo 0 oo oo oo
0 oo 0 41 70 48 0 oo oo 38 67 45
6(4): 0 0 oo 47 44 44 =B _[oo 0 oo 44 41 41
18 0 6 oo 0 O} 21 3 o0 oo O O}
55 29 3 0 oo O 58 32 oo 0 oo O
39 7 3 0 0 oo 42 10 co 0 0 oo

La suma de las variables duales de la matriz 5(4) es 59, por lo que ws =59 + wg = 638
y los arcos asignadas son (1,4),(4,2),(2,3),(3,1),(5,6) y (6,5). Los arcos asignados en el
nodo #5 son los mismos que en el nodo #2, por lo que w5 =579. Tenemos que w3 Y ws
son las mejores cotas hasta el momento. Procedemos a ramificar sobre el nodo #3.
Vemos que 6(2,3) =38 +6 =44y 0(3,1) =21 + 41 =62, los demas ceros de la matriz tienen

penalizaciones iguales a cero o infinitas. Con lo anterior, ramificamos sobre la variable

. —(6) _ —=(1) . —3) _ _
x3,1. Definimos a C y C ~ como copias de C . Hacemos ¢§) = co, ¢} =00, ) =00y

627)1 =oo,conle{1,2,4,5,6}y k€{2,3,4,5,6}. Al reducir las matrices, tenemos que

oo 0 oo o0 oo oo oo 0 oo oo oo o
oo oo 0 38 67 45 oo oo 0 38 67 45
6(6) _|o0 o0 o0 3 0 0 6(7) _ 0 o0 co co 00
0 co 9 o0 0 0} o o0 9 oo 0 O
37 co 6 0 oo O o oo 6 0 oo O
21 co 6 0 0 oo oo oo 6 0 0 o©

La suma de las variables duales de 5(6) es 62, por lo que w7 =62 +ws =641y el tour
asignado es {(1,2),(2,3),(3,5),(5,6),(6,4),(4,1)}. Actualizamos a zo = 641 y etiquetamos al
nodo #7 de candidato. Los arcos asignados del nodo #6 son los mismos que los del nodo
#3, por lo que w7 = 579. Las mejores cotas hasta el momento son w5 y w7. Ramificamos
al nodo #5. Notemos que 6(2,1) =59y 0(3,2) = 44, los demas ceros de la matriz tienen
penalizaciones iguales a cero o infinitas. Basado en lo anterior, ramificamos sobre

. . —(8) _—=(9) . —(5) _ _
la variable xg 1. Definimosa C y C como copias de C . Hacemos c(28)1 = 00, c(19; = 00,
) =coy c) =00, conle(l,3,4,5,6}y k€ 2,3,4,5,6}. Al reducir las matrices, tenemos
que

co oo 0 oo oo o oo oo 0 oo o o

co oo oo 0 29 7 0 oo co 0o 0o ™

6(8) _ | 0 oo 44 41 41 e 0 oo 44 41 41
0 3 00 co 0 0} c© 3 o oo 0 0
37 32 oo 0 o O o0 32 oo 0 o 0

21 10 co 0 0 oo oo 10 co 0 0 oo
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La suma de las variables duales de 6(8) es 59, por lo que wg =59 + w3 = 638 y los arcos
asignadas son (1,3),(3,2),(2,4),(4,1),(5,6) y (6,5). Los arcos asignados del nodo #9 son los
mismos que los del nodo #5, por lo que wg = 579. Las mejores cotas hasta el momento

son wg Y wg. Procedemos a ramificar sobre el nodo #7. La inica penalizacion finita 'y

positiva es 0(2,3) = 38+6 = 44. Ramificamos sobre la variable x 3. Definimos a c” yE(H)

. —() _ _
como copias de C . Hacemos ¢4's) = oo, ¢4y = 00,0y’ =00y ¢') = 00, con l € {1,3,4,5,6} y

k€{1,2,4,5,6}. Al reducir las matrices, tenemos que

co 0 o0 o o ™ oo 0 o0 o0 oo o
co co co 0 29 7 co co 0 oo oo oo
6(10) _ 0 o0 co o o ™ 6(11) _ 0 o0 co o oo ™
oo oo 3 oo 0 0} o oo oo co 0 O
oo oo 0 0 oo O oo oo co 0 oo O
co co 0 0 0 oo co co co 0 0 oo

La suma de las variables duales de C""” es 44, por lo que wyg = 44 + wg = 623 y el tour
asignado es {(1,2),(2,4),(4,5),(5,6),(6,3),(3,1)}. Actualizamos a zo = 623 y etiquetamos al
nodo #10 de candidato. Notemos que las variables sobre las que se ha ramificado al nodo
#11 llevan a un circuito no hamiltoniano (x12,x23,x31 = 1), entonces etiquetamos al
nodo #11 de no factible. Las mejores cotas hasta el momento son wg y w11. Procedemos a

ramificar a wg. La inica penalizacién finita y positiva es 0(3,2) = 41 +3 = 44. Ramificamos

. . —(12) _—(3) . —9)
sobre la variable x5 2. DefinimosaC ~ yC ~ como copias de C . Hacemos ¢y3 = oo,

6(213) = 00, Eg?) =00y Egg) =oo,conle{1,2,4,5,6}y k€{1,3,4,5,6}. Al reducir las matrices,
tenemos que

co o 0 oo oo oo co co 0 oo oo oo
0 oo co 0 oo ™ 0 o0 co o oo ™
6(12) _ |00 o0 oo 3 0 O 6(13) _|oo 0 oo co oo oo
oo 0 o0 co 0 O0OF o0 oo oo co 0 0
co 29 oo 0 oo O co co co 0 oo O
co 7 oo 0 0 oo oco oo co 0 0 oo

Notemos que las variables sobre las que se ha ramificado al nodo #13 llevan a un
circuito no hamiltoniano (x32,x2,1,x1,3 = 1), entonces etiquetamos al nodo #13 de no

factible. La suma de las variables duales de 6(12) es 44, por lo que wis =44+ w9 =623y
el tour asignado es {(1,2),(2,4),(4,5),(5,6),(6,3),(3,1)}. Las cotas w4 = 638 y wg = 638 son
mayores que nuestra zo = 623, por lo que etiquetamos a los nodos #4 y #8 como no
prometedores.

Para este punto, no queda ningin nodo por ramificar. La ruta que deben de realizar
los pilotos es Ciudad de México, Guadalajara, Los Cabos, Tijuana, Hermosillo, Monterrey
y regresar a Ciudad de México. El tiempo promedio de esta ruta es de 10 horas con 38
minutos, por lo que los pilotos se pueden turnar el avion durante el recorrido para cum-
plir sus contratos laborales. En la figura[2.9] se encuentra el 4rbol del procedimiento
anterior.
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Durante la ramificacién, obtuvimos dos tours con el mismo valor, de hecho, son el
mismo tour pero uno esta recorrido en el sentido opuesto del otro. Esto se debe a que
contamos con un problema simétrico. En este caso, podemos modificar al algoritmo
tal que al hacer la variable x; ; = 0 por medio de modificar el costo a ¢; ; = co, también
prohibiremos «x;; haciendo c;; = co. Esto nos pudo haber ahorrado algunos nodos. Otra
observacion importante es que estamos trabajando con arboles, y estos crecen de
manera exponencial. En caso de resolver instancias grandes del PAYV, el algoritmo se
vuelve ineficiente. Hablaremos mads sobre esto en el capitulo 4.

#1

X1,3,%3,2,%2,1,
X4,5,%X5,6,X6,4- [579]

#2 #3
X1,3,%X3,2,%X2.1, X1,3,%3,2,%X2,1,
X4,5,%X5,6,%X6,4- [579] X45,%56,X6,4- [579]

#4 #5 #6 #7
X1,4,%4,2,X2 3, X1,3,X3,2,X21, X1,2,X2.3,X3 5, X1,3,X3,2,X21,
X3,1,%5,6,%6,5- [638] X4,5,%5,6,%X6,4- [579] X5,6,%X6,4,%X4,1- [641] X4,5,%5,6,%X6,4- [579]

*21=1  candidato x23=0

No prometedor «,;=0 (x12=0)

x2,3:1
(x32=0)

#8 #9 #10
x1,3,%3,2,%2,4, X1,3,%3,2,%2,1, X1,3,%3,6,%6,5,
X4,1,%5,6,X6,5- [638] X4,5,X5,6,X6,4- [579] X5,4,X4,2,X2 1. [623]

#11
NF

x32=1 Candidato
(x2,3=0)

No prometedor x;,=0

#12
X1,2,%2,4,X45,
X5,6,%X6,3,X3,1. [623]

#13
NF

Candidato

Figura 2.9: El algoritmo de ramificacién y acotamiento para el ejemplo
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Ordenamiento de fragmentos

Como ya mencionamos en el primer capitulo, las moléculas de ADN son secuencias de
bases nitrogenadas, las cuales son representadas con letras. Conocer dicha secuencia
necesita de la obtencion de lecturas, las cuales son trozos de la secuencia original. La
secuenciacion de novo consiste en secuenciar una molécula de ADN sin una secuencia
de referencia, segun Gusfield [1, pag. 159] en el libro Integer linear programming in compu-
tational and systems biology. Este procedimiento es conocido como secuenciacién por
escopeta.

En sintesis, la secuenciacion por escopeta consta de cuatro pasos principales. El
primer paso consiste en extraer el ADN a secuenciar para realizar varias copias por
medio de una PCR. El segundo paso es fragmentar las secuencias de manera aleatoria. El
tercer paso es secuenciar las lecturas. Estos tres primeros pasos ya fueron presentados
en el primer capitulo. El tltimo paso consiste tratar los datos y determinar el orden de las
lecturas para conocer la secuencia original. Una metodologia para ordenar las lecturas
es planteando el problema como un problema de mensajero, que posteriormente sera
reformulado mediante una instancia del PAV. En la figura[3.1]se encuentra ilustrado el
proceso anterior.

3)

G G C A/A G G G|T
1) A|lA|T|G||A|G|G

G||G|C||A||A|G

G||G||T||A||A|T||G|A|G|G

4)

2)

G G T|I/AJA T G A GG

G G|C A/A G G G T A AT GAGG

Figura 3.1: Secuenciacién por escopeta.
Este capitulo esta dividido en tres secciones. En la primera seccién veremos los posi-
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bles errores que ocurren durante la SBS y como interpretar los datos computacionales
obtenidos en el procedimiento. En la segunda seccidén veremos la relacion entre el en-
samblaje de lecturas y el PAV, construyendo una red dirigida, completa y sin bucles por
medio de ellas y sus traslapes. En la tercera seccion hablaremos de como manejar los
errores cometidos durante la secuenciaciéon de lecturas en el problema de optimizacion
y en la obtencion de la secuencia.

3.1. Errores e interpretacion de datos computacionales

Antes de ver el procesamiento de la informaciéon obtenida tras la SBS, necesitamos
saber cudles son las desventajas de esta secuenciacién y entender como interpretar los
datos obtenidos en el procedimiento. En la actualidad, existen muchas compaiiias que
desarrollan tecnologia de secuenciacion de segunda generacion, pero recordemos que
en nuestro caso describiremos la tecnologia de lllumina.

3.1.1. Errores de secuenciacion

Las lecturas son secuencias formadas por las letras A, C, T y G obtenidas tras el proceso
de SBS. Como ya mencionamos en el capitulo 1, cada una de estas lecturas se obtiene
a partir de fotografiar una agrupacion de miles de ellas, las cuales crean una senal
luminica para identificar las bases. El problema con las imagenes es que no necesaria-
mente serdan 100 % nitidas, ya que durante la secuenciacién pueden suceder errores.
Nos basaremos en los trabajos de Pfeiffer, Grober, Blank y col. [18] y de Massingham
y Goldman [19] para describir algunos de estos errores de secuenciacion en el proceso
de la SBS.

Los principales errores de la SBS que mencionan son: diafonia entre agrupamientos
adyacentes, errores de fase y atenuacion. Recordemos que durante la preparacion del
ADN a secuenciar, es decir, el primer paso de la figura[3.1] es posible tener errores de
mutacién. Estos errores son inherentes de la PCR, como explicamos en el capitulo 1. Atn
asi, las tasas de mutacion son bajas y afectan poco al resultado final de la secuenciacion.

Una dificultad que se presenta al realizar las fotografias es la identificacion de
agrupamientos, pues en la imagen solo se ven puntos de colores. Nos referimos a las
diafonias entre agrupamientos adyacentes cuando dos agrupamientos no son distin-
guidos al realizar las fotografias. En lugar de observar dos circulos en la fotografia, se
percibe un évalo. Tras el paso de varios ciclos, es mas probable que se pueda diferenciar
a los dos agrupamientos. En la figura[3.2|se muestran dos agrupamientos (C).

Los errores de fase son aquellos donde una copia en un agrupamiento no va a la
par de los ciclos realizados. Los de prefase ocurren cuando la lectura es mas corta que
la cantidad de ciclos y los de posfase cuando la lectura es mas larga. La razon por la
gue ocurren estos errores es por un mal lavado de las bases nitrogenadas durante cada
ciclo de la SBS y por no retirar los terminadores fluorescentes. Este tipo de errores
se pueden minimizar con los lavados entre los ciclos. En la figura[3.2] se muestra un
ejemplo de ambos errores, donde una copia tiene un error de prefase (C) y una copia
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tiene uno de posfase (T).

La atenuacion es un fenémeno donde no se logra distinguir a los tintes fluores-
centes en los terminadores. Esto es debido a que las moléculas son daniadas por la
exposicion a la luz emitida para poder observarlas. Dicho error tiende a ocurrir cuando
la secuenciacion lleva varios ciclos. Para evitar este error, la secuenciacion de la lectura
no debe exceder cierta cantidad de ciclos. En la figura[3.2|se muestra la atenuacion en
los tintes (T).

]

—[T] e
T
TT'T'; T__;T?TT T
G Tl TE G
_ T —— [e96ienGEEle
T e el plabAsalt  [AlfGIGIGR1E(A
—C —C—C_C—C—C C AA A oATA C CA A A
C?L—C C p=L CC—_ —~—1C C CAv-L A: C L (L Al (.C C
CloTmlchciplicpt cickclclc caclc

Figura 3.2: Errores de agrupamiento, fase y atenuacion.

Ya con las fotografias, el secuenciador realizarad un andlisis de imagenes. Durante el
andlisis se utilizan algoritmos para determinar los agrupamientos y la intensidad de
las 4 bases en cada uno de ellos. Como resultado, se obtiene un archivo de intensidad
de agrupamientos en un formato .cif. En este archivo, se almacenan las intensidades
de los distintos agrupamientos en la celda. Ya con el archivo de intensidad luminicay
considerando los errores anteriores, el siguiente paso es determinar el orden de bases
que conforman cada lectura. Esto es por medio del proceso conocido como llamada de
bases [20].

Como ya hemos comentado, no se tendra la certeza de que las bases secuenciadas
sean 100 % correctas. Consecuentemente, se introduce una medida de calidad. Dada
la fotografia de una base nitrogenada N € {A,C,T,G} en el proceso de SBS, definimos a
@ como la calidad de la base N dada por @ = —10log;,(p), donde p es la probabilidad
de que la base secuenciada sea incorrecta [21]. Esta probabilidad es estimada por el
software del secuenciador durante la SBS para cada base [19]. Notemos que mientras
mas grande sea @, menor es la probabilidad de que la base sea incorrecta, esto puede
ser observado en la figura[3.3]
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—p= 10—Q/10

0 10 20 30 40
Q

Figura 3.3: Probabilidad de que una base sea incorrecta en funcién de su calidad.

3.1.2. Formato FASTQ

En el primer capitulo comentamos que tras el procedimiento de SBS, el secuenciador
almacena las lecturas en un archivo [3]. Un formato comun para plasmar la informacion
delaslecturas es el formato FASTQ, segun Cock, Fields, Gotoy col. [21]. Antes de manejar
las secuencias, es necesario dar una definicion matematica para las cadenas y otras
definiciones complementarias de ellas [22} pag. 13—-14], ya que serdan fundamentales
durante el resto de este trabajo.

Definicion 3.1. Definimos un alfabeto I' como un conjunto finito de cardinalidad ma-
yor o igual a 2. A los elementos de un alfabeto se les llama letras o caracteres. De-
finimos las cadenas (de caracteres) de I" de longitud » como el conjunto de funcio-
nesT, ={w:{1,...,n} = T}, con n € N. Dichas cadenas suelen ser representadas como
una secuencia de n caracteres w = y1ys...y, donde y; € T para i € {1,...,n}. Definimos
un lenguaje L del alfabeto I' como un conjunto de cadenas y a cada elemento de L
se le denomina palabra. Definimos al lenguaje de todas las posibles cadenas de T,
I'* =UpenTn, incluida la cadena vacia denotada como e : @ — I'. Finalmente, definimos
la longitud de una cadena como una funcion |-|: I'* — N donde |w| =n siw e I'™.

Ejemplo 3.1. Los conjuntosI'; ={0,1} yI's ={A,C,G,T} son alfabetos, w = TTAGGG es una
cadena de I'; y |w| = 6. Un lenguaje de I'y seria L, = {TTAGGG, TAGGCT, AG}, donde una
palabra de L; es TTAGGG. Otro lenguaje de I's es I';, el cual contiene todas las cadenas
posibles.

Observacion 3.2. a) Las lecturas obtenidas en la SBS son cadenas de caracteres; b) en
el contexto de secuenciacion, a las subcadenas w e {A,C,T,G}* de una lectura tales que
lw| = k, se les conoce como k-meros, segun Lapidus [23} pag. 201].

En los archivos se guardan todas las cadenas correspondientes a lecturas de una
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secuenciacion. Cada una de ellas es almacenada de la siguiente forma

@Titulo con una descripcién opcional.
Lectura expresada con las letras A,C,T,GoON.
+Repeticion del titulo.

Calidad de la lectura.

Laletra N estd reservada para denotar que no hay informacion suficiente para identificar
la base nitrogenada. La calidad de la lectura es representada por numeros enteros
codificados en un formato ASCII, siglas en inglés de Codigo Estdndar Americano para
Intercambio de Informacion [24) pag. 6]. La calidad @ es un entero entre 0y 62, el cual
es representado por un numero del 64 a 126 en el formato ASCII [21], que es un caracter
imprimible. Esto es conocido como la codificacion PHRED+64. Esta tabla puede ser
consultada en [25].

Ejemplo 3.2. Supongamos que contamos con la siguiente lectura perteneciente a un
archivo .fastq.

©J02459.4 Escherichia_phage_Lambda length=12
ATGTGGCGGGTT
+J02459.4 Escherichia_phage_Lambda length=12
EGzo~rq[HeMf

Veamos como obtener la calidad de las lecturas. La primera lectura tiene asociada una
letra E. Consultando la tabla ASCII, vemos que dicha letra tiene asociado al nimero
69. Como se utiliza la codificacion PHRED+64, la calidad esta trasladada 65 lugares
(el conteo empieza en 0), por lo que concluimos que es 4. Al hacer el procedimiento
anterior con las demas lecturas, vemos que las calidades son 6, 57, 46, 29, 49, 48, 26, 7,
36,12y 37.

3.2. Adaptacion del PAV al ordenamiento de lecturas

Una forma de inferir la secuencia del genoma a partir de las lecturas, es resolviendo un
problema conocido como el Problema de la Supercadena Comun mas Corta (o SCS
por sus siglas en inglés) [26, pag. 187], el cual consiste en obtener la cadena mas corta
que contenga a las lecturas. La ventaja es que podemos resolver el SCS formulandolo
como un PM sobre una red especifica. En el capitulo 2 vimos como resolver al PM a
partir del PAV, por lo que nuestro problema se reduce a encontrar el ciclo hamiltoniano
mas barato. La cuestidén es como definir a la funcion de costos.

3.2.1. Prefijos, sufijos y traslapes

Los traslapes entre las cadenas representan la evidencia que tenemos para afirmar
que dos cadenas son sucesivas en el ordenamiento. Mientras mas grande es el traslape,
tenemos una mayor evidencia de que dos cadenas son sucesivas, por esta razon que-
remos obtener la supercadena comun mas corta. Para poder resolver el SCS a partir
del PM, necesitamos conocer una definicién para los traslapes y esta la obtendremos a
partir de los prefijos y sufijos de cadenas.
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Definicion 3.3. Dada una cadena w =y1ys...y, de un alfabeto I', le llamamos prefijo a
cualquier subcadena p, = y1ys...y; de w y le lamamos sufijo a cualquier subcadena
Sw=YiYi+1.--Yn de w, paraie{l,...n}.

Ejemplo 3.3. Seaw = GTTTAAGGCGTTT € {A,C,T,G}*, un prefijo de w esla cadena p,, = GTTTA
y un sufijo seria la cadena s,, = CGTTT.

A partir de los prefijos y sufijos podremos definir a los traslapes. Si un sufijo u resulta
ser prefijo de v, entonces tendriamos un traslape entre ambas. Notemos que puede
existir mas de un traslape entre dos cadenas de un alfabeto I', por lo que debe definirse
como una relacién entre dos cadenas.

Definicion 3.4. Dado un alfabeto I', definimos al operador de concatenacion de ca-
denas como +: I xI'* - T* dadopor u+v =y1...¥n¥Yn+1---Ymdondeu =yy...y, yv =
Yn+1---Ym- Usualmente el operador se omite y a la concatenacion de dos cadenas se le
denota con uv. Definimos la relacion de traslapes de un lenguaje L<T'™* comot S L x L
donde el par ordenado (u,v) € 7 si existen tres cadenas w,w1,wg €I'* tales que wijw=uy
wws =v, donde a w se le llama la cadena de traslape (o traslape) entre u y v.

En general, la cadena de traslape entre u y v es sufijo de u y prefijo de v, por lo que
hacemos énfasis en que el orden es importante. Observemos que por la definicion, w =€
también es un traslape, por lo que 7 = L x L. Si restringimos la longitud del traslape, no
necesariamente se da la igualdad anterior. La metodologia que usaremos para ordenar
los fragmentos es por medio de los traslapes. Si dos lecturas 1; y A; tienen un traslape
grande, es mas probable que A, sea una cadena sucesora de A;. Estas relaciones pueden
ser plasmadas por medio de unared R =(X,A,c¢).

Antes de continuar, es necesario mencionar que aun considerando que la secuen-
ciacién no tuvo errores, al conjunto de lecturas se le debe realizar un tratamiento antes
de ser utilizado para plantear la red. Una forma rapida de hacerlo es quedarnos con
cadenas lo suficientemente largas para permitir un traslape largo y verificar si existen
lecturas que sean subcadenas de otras lecturas para eliminarlas, segun Gusfield [1,
pag. 160]. Una forma eficiente de detectar las subcadenas es con el algoritmo de Boyer
y Moore [27].

3.2.2. Red de traslapes

En el resto de esta seccion, veremos como realizar el ordenamiento de lecturas para
obtener la secuencia original suponiendo que las lecturas no contienen errores de
secuenciacion. Mencionamos que mientras mas grande sea el traslape, mayor eviden-
cia tendremos para decir que dos cadenas son sucesivas. Esto genera un problema ya
que el PM es un problema donde se busca el camino hamiltoniano de menor costo. A
continuacion veremos como plantear una red cuya funcién de costos es tal que a menor
costo del arco (i, ) mayor es la evidencia de que A; y A; son lecturas sucesivas.

Dado el conjunto de lecturas tratadas A < {A,C,T,G}* con card(A) = n, definimos a
X ={1,...,n} como una indexacion del conjunto. Construimos digrafica G = (X,A) sin
buclesy completa dela siguiente manera. Cadanodo i € X representa al indice de alguna
lectura en A y cada (i,j) € A es la relacion entre algun sufijo de la lectura A; y algun
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prefijode A;. Ala grafica G = (X,A) se le conoce como una grafica de traslapes. Definir
la funcion de costos ¢: A — R involucra un problema de optimizacion. Ejemplifiquemos
lo anterior antes de definir a los costos de manera general.

Ejemplo 3.4. Supongamos que tenemos las siguientes dos lecturas de las cuales que-
remos obtener un traslape:

A1 : CGGGTCTGTG,
A : TGTGTTCCGGC.

Notemos que las cadenas 1y 2 tienen varios traslapes, un traslape o = TG, pues w es
sufijo de la cadena 1y prefijo de 2. Una propuesta mds apegada a nuestra metodologia
seria ' = TGTG, el cual podria ser considerado el mejor traslape entre 1y 2, ya que no
hay un traslape mds grande. Un costo que proponemos es ¢(1,2)=10+11-2-4=13. En
la figura[3.4|se ilustra la obtencién de dicho costo.

10

11
A C|G|G G |T |C|T|/|GI|T|G

Ag: T G |T||G|T T C C G G| C

4

Figura 3.4: Costo de las cadenas del ejemplo

En general, la funcién de costo queda definida como

c(@,)) =1l +11j| - 2max {|w| :w € {A,C,T,G}" es traslape de (1;,1))}, 3.2

donde 1;,1; € A son las lecturas asociadas a los indices i, j € X respectivamente. Note-
mos que la funcién anterior es no negativa, ya que dado un traslape w de dos cadenas
Aiy Aj, se satisface que |w| < |A;|y lw| <A, por lo que |A;]+ 4| —2|w| = 0, para cualquier
Ai,Aj € A. Notemos que de no haber retirado a las lecturas que fueran subcadenas de
otras lecturas, tendriamos problemas en definir el costo y existe la posibilidad de que no
se pueda definir dicho traslape con prefijos y sufijos. Ya conlared R =(X,A,c), podemos
resolver el PAV y obtener un ordenamiento de las lecturas para conocer la secuencia
original.

Aqui remarcamos que tratar al conjunto de lecturas A es importante, ya que de no
hacerlo, podriamos tener dificultades con los traslapes y la funcion de costo. En caso
de no quitar las lecturas que son k-meros de otras lecturas, tendriamos problemas
pues el traslape se encontraria adentro de otra. Silas lecturas son cortas, no tendremos
suficiente informacion para determinar su posicion en el genoma. Los genomas no son
aleatorios y siguen patrones dentro de su estructura, razon por la que una lectura corta
no es util.
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Comentdabamos anteriormente que obtener el tercer término implica resolver un
problema de optimizacién. Para ello, se necesita de un algoritmo de deteccién de trasla-
pesy seleccionar el maximo de ellos. Dado un alfabeto I', podemos encontrar el traslape
maximo del par (u,v) e I'* x I'*. Al iterar sobre los posibles sufijos de u, podemos ver si
estos son prefijos de v.

Algoritmo de deteccion de traslapes

1. Dado el par ordenado de cadenas (u,v) e I'* xI'*, definimos a ¢ := min{|u|,|v[} y a
qg=0.

2. Paraie({l,...,/}, tomamos al sufijo de u de longitud i, lamado w. Si w resulta ser
prefijo de v, redefinimos a ¢ := .

3. g eslalongitud del traslape maximo del par ordenado (u,v). FIN.

Ejemplo 3.5. Veamos que efectivamente w = TGTG es la cadena maxima del par (u,v)
del ejemplo(3.4] Recordemos que u = CGGGTCTGTG y v = TGTGTTCCGGC, entonces ¢ =10 =
min{10,11}. Las §’s en el cuadro[3.1]indican si existe un traslape en caso de ser iguales a
1.

Tabla 3.1: Deteccién de traslape.

Paso w 6 q
1 G 0 O
2 G 1 2
3 GIG 0 2
4 TGTG 1 4
5 CTGTG 0O 4
6 TCTGTG O 4
7 GTCTGTG O 4
8 GGTCTGTG 0 4
9 GGGTCTGTG O 4

10 CGGGTCTGTG O 4

De lo anterior podemos concluir que el traslape maximo tiene una longitud de 4, es
decir w = TGTG.

Ya con un algoritmo de deteccion de traslapes maximos, podemos plantear una red
a partir de un conjunto de lecturas A. Dada la red de traslapes y resolviendo en ella
el problema del mensajero, se resuelve un problema conocido como el problema de
apareamiento de todos los sufijos y prefijos (PATSP), el cual es una forma de obtener
el orden original de una secuencia de ADN. Esta metodologia tiene desventajas pero
eso sera discutido en la conclusion.

Ejemplo 3.6. Consideremos la secuencia de ADN A dada por

A= GAGACGCCGTTTGGCCTCAAATGGACGCCGGATGACCCCTCCAGCGTGTTTTATCTCTGCGA.
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Queremos obtener dicha secuencia a partir de un conjunto de lecturas A = {/11-}‘1.‘:1 donde

A1 = AAATGGACGCCGGATGACCCCTC,
A2 = GAGACGCCGTTTGGCCTCAAATGG,
Ag = TGTTTTATCTCTGCGA,

A4 = CCCTCCAGCGTGTTT.

De lo anterior, podemos plantear una red de traslapes, la cual es una red dirigida
completa y sin bucles R =(X,A,c). Los costos de dicha red se pueden obtener a partir
del algoritmo de deteccion de traslapes. En dicha red R, al resolver el PM para obtener
la solucién al SCS. La red resultante es la presentada en la figura

47
(o)

O 3 )
31

Figura 3.5: Red de traslapes.

En el capitulo 2 vimos que haciendo una modificacién a una red donde se necesita
resolver un PM, podemos plantear un problema del agente viajero, esto es agregando
un nodo, aristas y extendiendo la funcién de costos. Asi, obtenemos la matriz de costos
C dada por

co 0 0 O O

0 oo 47 39 28
C=10 35 oo 40 39|{.

0 37 36 oo 31

0 38 39 21 oo

Ya con la matriz C, podemos aplicar el algoritmo de ramificacién y acotamiento visto
al final del capitulo 2. El tour obtenido es ¢ = {(0,2),(2,1),(1,4),(4,3),(3,0)}. Recordemos
que debemos quitar los arcos que contengan al nodo cero para obtener la solucion del
PM en la red R. Podemos construir la cadena original de dos formas: 1) calculando los
traslapes nuevamente o 2) utilizando la matriz de costos y las longitudes de las cadenas
en A, yaque |w; ;| =(c; ; — IA;|—A;1)/2. Haciendo cualquiera de estos dos procedimientos,
obtenemos la cadena original A.

A3 = GAGACGCCGTTTGGCCTCAAATGG

Ay = AAATGGACGCCGGATGACCCCTC
A= CCCTCCAGCGTGTTT
Ag = TGTTTTATCTCTGCGA

A = GAGACGCCGTTTGGCCTCAAATGGACGCCGGATGACCCCTCCAGCGTGTTTTATCTCTGCGA
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Ya conociendo la secuencia, podemos definir a las coberturas. Dada una cadena
A€{A,C,T,GH* con [Al=my {A;}7_; un conjunto de lecturas de A, decimos que la base (en
la posicion i de 1) y; tiene una cobertura (denotado por Cob(y;)) igual a & si ya con las
lecturas ordenadas, la base aparece en & lecturas diferentes, parai€({1,...,n}. También
se define la cobertura general como CobG(A) = (X7, |A;[)/m.

Ejemplo 3.7. Dado el ejemplo[3.6] la cobertura de cada base nitrogenada seria la si-

guiente:
A9 = GAGACGCCGTTTGGCCTCAAATGG
A= AAATGGACGCCGGATGACCCCTC
Ay = CCCTCCAGCGTGTTT
Ag = TGTTTTATCTCTGCGA

A = GAGACGCCGTTTGGCCTCAAATGGACGCCGGATGACCCCTCCAGCGTGTTTTATCTCTGCGA
Cob: 11111111111111111122222211111111111122222111112222211111111111

donde la cobertura general es CobG(1) = 78/62 ~ 1.258.

Segun Simpson [28], la cobertura juega un papel fundamental para la secuenciacion.
Para conocer la secuencia del genoma, se necesita tener suficiente evidencia para saber
si el ordenamiento es correcto. A mayor sea la cobertura, mas informacion se tiene para
realizar la secuenciacion. En general, se considera que una cobertura promedio de 30
a 50 es suficiente para realizar el procedimiento anterior. Notemos que el ejemplo|[3.6|
no satisface estas condiciones, ya que sélo nos sirvié para ilustrar el procedimiento de
ordenamiento de lecturas.

Una modificacion que se puede realizar ala funcion de costos es pedir que el traslape
entre dos lecturas sea al menos de cierta longitud, de lo contrario hacer ese costo infinito.
Esto reduce el espacio de busqueda de los ciclos hamiltonianos, sin embargo puede
suceder que todos los tours de costo finito queden eliminados con esta metodologia.
Como ejemplo de esto, si hubiéramos pedido un traslape de 6 bases como longitud
minima en el ejemplo[3.6] todos los caminos hamiltonianos tendrian costo infinito y
por lo tanto no habria soluciones.

3.3. Ensamblaje con errores de secuenciacion

Enlaseccion anterior, consideramos que la secuenciacion fue realizada sin errores. Este
supuesto es técnicamente improbable que suceda en la practica, porlo que necesitamos
saber como manejar los datos sin dicho supuesto. Veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.8. Supongamos que tenemos dos lecturas 1; y 12. Queremos determinar si
hay un traslape largo para el par (11, A9).

A1 = GAGACGCCGTTTGGCCTCCCGCCGGA

Ag = CC_TTTGGCCTCACGCCGGATGAC

Observemos que el inico traslape posible es ¢, pero el traslape mostrado tiene dos base
de diferencia. Esto nos motiva a tratar de corregir los errores de secuenciacion, dar
una nocion de traslapes aproximados y ver como podemos aplicar esto al ordenamiento.
En esta seccién, mencionaremos algunos programas de tratamiento y correccion de
datos, una métrica de errores y cémo incluirla en la red de traslapes.
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3.3.1. Manejo de errores

Tras obtener el archivo . fastq producido por la MiSeq de Illumina, es necesario inspec-
cionar la calidad de los datos y realizarles un tratamiento para posibilitar el plantea-
miento de una red de traslapes aproximados y asi obtener una buena secuenciacion. A
lo largo de las ultimas décadas se han desarrollado varios programas para facilitar las
labores anteriores. A continuacién, veremos algunos de ellos.

FastQC [29] es un programa desarrollado por el grupo de bioinformatica del Instituto
de Babraham. Dicho software recibe un archivo .fastq con datos crudos a partir del
cual se genera un resumen estadistico de la calidad de las lecturas. Dicho resumen
incluye la longitud de la cadena, el porcentaje del contenido CG (el cual tiende a ser
superior al 50 %) y algunos diagramas de cajas para cada posiciéon de las bases en las
lecturas. Este programa también puede ser utilizado para verificar que el conjunto de
lecturas sea de buena calidad tras una limpieza de datos.

En este punto, se puede hacer un recorte del conjunto de lecturas para mejorar la
calidad o usar algun software de correccion de errores. Hacemos nuevamente énfasis
en que la cobertura juega un papel fundamenta, pues a mayor cantidad datos, los al-
goritmos de correcciéon suelen tener un mejor desempeno. En breve describiremos la
rutina principal de dos algoritmos de deteccion y correccion de errores.

SHREC es un algoritmo publicado por Schroder, Schréder, Pgulisi y col. [30], el cual
se basa en plantear un trie de sufijos a partir del conjunto de lecturas A, donde depen-
diendo de la frecuencia de los sufijos, ira corrigiendo los errores. Dadas las lecturas A,
un trie de sufijos es una estructura de arbol que contendra a todos los sufijos de las
lecturas en A. En el ejemplo[3.9veremos cdmo construirlo a partir de un conjunto de
lecturas.

Ejemplo 3.9. Dado el conjunto de A; = {TCTGTG, TATGTTC, GTCTGT}, veamos cOmo cons-
truir el trie de sufijos. Primero plasmemos a todos ellos en una tabla.

Tabla 3.2: Sufijos de las lecturas del ejemplo

Longitud TCTGTGT TATGTTC GTCTGT

1 T C T
2 GT TC GT
3 TGT TTC TGT
4 GTGT GTTC CTGT
5 TGTGT TGTTC  TCTGT
6 CTGTGT  ATGTTC GTCTGT
7 TCTGTGT TATGTTC -

Ya con ellos, podemos construir una red dirigida donde cada nodo esta asociado
a las bases presentes en un sufijo representado por un camino desde la raiz. El nodo
inicial indica una cadena vacia de caracteres. En la figura [3.6] se presenta el trie del
ejemplo. Podemos ver que 4 sufijos de la tabla[3.2]inician con TG, por lo que la G debajo
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de la primera T en aparecer en la grafica[3.6]estd etiquetada con dicho numero.
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Necesitamos obtener un nivel ¢ € N en funcion de A para iniciar la deteccién de
errores. Si ¢t =2, podremos ver que las ramas que contienen a los prefijos AT y TA tienen
un peso de 1y una longitud de al menos 6 bases. Observando que el conteo de valor
bajo empieza desde A y dicha base no se presenta en otras ramas, podemos inferir que
ahi existe un error. Notemos que los sufijo TGTGT y GTGT son casi idénticos a TATGT y ATGT,
por lo que G es una letra candidata para corregir dicho error. Finalmente, la lectura
corregida seria TGTGTTC.

DecGPU es un algoritmo desarrollado por Liu, Schmidt y Maskell [31], cuya subru-
tina principal detecta k-meros frecuentes los cuales utiliza para retocar los errores.
Las cadenas son encontradas y las correcciones realizadas al resolver un problema
conocido como el problema de alineacion espectral. Veamos el ejemplo[3.10/donde
se ilustra una metodologia similar.

Ejemplo 3.10. Consideremos al conjunto de lecturas A que contiene a

A1 = TAGGGTTAGGGTTA,
Ao = GGTTAGAGTTAGGGT,
A3 = TTAGGGTTAGGGTTA.
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Un 6-mero que se repite 4 veces es TTAGGG. Dicho 6-mero difiere en una base del 6-mero
TTAGAG, el cual sélo aparece una vez. Considerando esto, es posible que exista un error
en la quinta base A de la subcadena anterior. De ahi se concluye que la lectura A5 =
GGTTAGGGTTAGGGT.

3.3.2. Una métrica de errores

Lo anterior es util para reducir el numero de errores de secuenciacién, pero aun asi,
no estamos exentos de corregirlos totalmente. Dicho eso, la idea de plantear una red
de traslapes carece de sentido. Como ya mencionamos anteriormente, en lugar de
pensar en traslapes, nos sera util manejar la idea de traslapes aproximados. Para ello, es
necesario tener una forma de medir qué tan parecida es una cadena de otra.

Comentamos que en el ejemplo|3.8, necesitdbamos realizar dos cambios al sufijo
CCGTTTGGCCTCCCGCCGGA de A1 para que fuera prefijo de A5. Dichos cambios era la elimi-
nacién de una G y el intercambio de una C por una A. Otra forma de ver el traslape
seria realizar la insercion de una G y el intercambio de una A por una C en el prefijo
CCTTTGGCCTCACGCCGGA de Ao para que sea sufijo de 1. Veamos la definicidn de estas tres
modificaciones.

Definicion 3.5. Dado I' un alfabeto, decimos a las funciones g : IT'* xNxI' = T'*, §7:T* x
NxI —T*yép:I'* xN—TI'* como funciones de intercambio, insercion y eliminacion
respectivamente sidadosw=7y1...y, €T*,i€{1,...,n} yy' €T, sus reglas de correspon-
denciaestan dadas pordg(w,i,y) =y1...Yi—-1Y'Yi+1---Yn, O1(@, L, ¥Y) = y1 ... ¥i-1YiY YVi41---Yn
Vop(w,i)=v1...Yi-1Yi+1---Yn-

Ejemplo 3.11. Consideremos a A; = TTTGGCCT y a Ao = TTAGGCCTA. Veamos qué cambios
podemos efectuar en 1, para obtener a As.

6p(TTTGGCCT, 3) = TTGGCCT,
57(TTGGCCT, 2,A) = TTAGGCCT,
57(TTAGGCCT, 8,C) = TTAGGCCTC,
8g(TTAGGCCTC,9,A) = TTAGGCCTA.

Vemos que tras 4 operaciones, logramos transformar a A, en Ay, pero se pudo haber
obtenido con sélo un intercambio y una insercion.

Del ejemplo anterior, vimos que hay varias formas de modificar a las cadenas para
queresulten seriguales a otras. La cuestion es que no nos sirve hacer muchos cambios si
estos se pueden realizar en menor cantidad. Reducirlos nos puede ayudar a definir una
meétrica para cadenas. Nuestro objetivo es proponer una métrica para el conjunto I'*, la
cual nos indicara la cantidad de cambios que necesitamos realizar en una cadenau e I'*
para obtener a la cadena v € I'*. A dichas métricas para cadenas se les conoce como
distancias de cadenas [32, pag. 31]. A continuacion, una métrica util para manejar el
problema de los traslapes aproximados [32, pag. 37].

Definicion 3.6. Dado un alfabetoT, se define a la distancia de Levenshtein a la funcién
do :T* xI'* > Rtal que d #(u,v) es el minimo numero de inserciones, eliminacionesy
sustituciones que se le debe realizar a la cadena u para obtener la cadena v.
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La distancia de Levenshtein considera a los errores de fase y mutaciéon que sucedan
durante la secuenciacion de lecturas. Considerando los traslapes aproximados entre las
lecturas, podemos utilizar la métrica anterior para penalizarlos. La cuestion es como
podemos calcular a la distancia entre dos cadenas u,v € I'*. Erickson [33] comenta que
una manera de calcularlo es considerando una definicion recursiva. Dadas las cadenas
u,v € I'*\{e} tales que |u| = n y |v| = m, entonces

do(u,v)+1,
do(u,v)=min{ d »(u',v)+1,
dﬁf)(ul’ U/) + H{Yn#Ym}(Ynanm)a

donde y, y n,, son las ultimas letras de u y v, u' =6p(u,n) y v’ = 6p(v,n). Notemos que la
definicion anterior, tiene tres casos distintos en los cuales se considera lo siguiente:

1. se agrego n, env;
2. seelimino a y, de u;

3. serealizd un intercambio si vy, # n,, 0 no hay modificaciones siy, =n,.

Es sencillo calcular la distancia de cualquier cadena u € I'* a la cadena vacia, ya que
se deben de agregar todas las letras que componen a u, por lo que d #(u,¢) = |u|. Por con-
mutatividad de las métricas, tenemos que d «(¢,v) = |v|, para cualquier v € I'*. Contando
con un caso base y una ecuacion recursiva, podriamos proceder por recursién, pero
es un proceso muy costoso en un sentido computacional. Erickson [33, pag. 9 cap. 5]
propone realizar el calculo por medio de la programacién dindmica.

Recordemos que en programacion dinamica, queremos dividir el problema en
varios subproblemas para resolverlos y a partir de ellos obtener la solucion al problema
global. Partiremos del hecho de que d #(u,¢) = |u| = d »(¢,u) para cualquier cadena u y a
partir de ello realizar los calculos restantes. Dados u,v € I'* tales que |u| =ny |v| = m, sea
L € M(5+1)x(m+1)(R) una matriz en funcion de (u,v) dada por /; j = d #(u;,v;), donde u;,v;
son las subcadenas de u y v conformadas por sus primeras i y j letras respectivamente,
paraie€{0,...,n}y je{0,...,m}. Por las propiedades ya mencionadas de la distancia de
Levenshtein, tenemos que li,j = ml’n{li,j_l +1, li—l,j +1, li—l,j—l + 1]%.75"].}, li,O =1, l(),j =j y
loo=0,paraie(l,...,n}yje(l,...,m}. Al completar a la matriz L, obtenemos d ¢ (u,v) =
I,.m. Esto resulta mas eficiente que el método recursivo ya que ahorra varios calculos
[33, pag. 9 cap. 5].

Ejemplo 3.12. Sea u = GCTT y v = ACTTTG. Calculemos la distancia entre ellos. Observe-
mos que ya conocemos la primera fila y la primera columna de la matriz L.

01 2 3 45 6
1

L=|2
3

4

A partir de aqui, el resto del calculo consiste en utilizar la recursividad de la distancia
de Levenshtein. Como A # G, tenemos que d ¢(A,G) =111 =min{1+1,1+1,0+1} = 1. Como
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C # G, tenemos que d #(AC,G) = /12 =min{l +1,2+1,1+1} =1. Como A # C, tenemos que
d(AGC) =11 =min{2+1,1+1,1+1} = 1. Como C = C, tenemos que d ¢(AC,GC) = Iz =
min{2+1,2+1,1+0} = 1. Continuando con los calculos, la matriz resultante es la siguiente.

01 2 3 45 6
112 3 455
L=12 2 1 2 3 4 5
3 3 212 3 4
4 4 3 21 2 3

Navarro [32} pag. 37] comenta que 0 < d »(u,v) <max{|ul,|v|}, por lo que podemos de-
cir que las cadenas u,v son parecidas en una proporcion p := d (v, v)/max{|ul,|v|} € [0, 1].
Esto nos sera util para ver qué tanto se parece un genoma conocido con un genoma
obtenido por la secuenciacion por escopeta y el PAV. Ahora, suponiendo que |u| > |v],
entonces d ¢(u,v) = |u| - |v], pues a v se le necesitan agregar al menos |u| - |v| letras para
serigual a u. En general d (u,v) = ||u|—|v||, por lo que una cota superior de la proporcion
p es llul - lvll//max{lul, [v]}.

Una constante que nos sera util mas adelante es x > 1 en funcion del par (u,v) tal que
xd (u,v) < |u| + |v|, para cualesquiera u,v € I'*\{e}. Notemos que d ¢(u,v) < min{|u|,|v|} +
max{|ul,|v|} = |u| + |v|, ya que d »(u,v) <max{|ul,|v|} y porque la inica u e I'* tal que |u| =0
es u =e¢. Vemos que « esta dada por

min{lul, [v]} + max{lul, v}
Kuyp =

b

max{|ul,|vl}
debido a que xd »(u,v) < max{|ul,|v|} + min{|ul|, |v]} = |u| + |v].

3.3.3. Red de traslapes aproximados

Utilicemos las ideas anteriores para proponer una nueva funcién de costos en lared R
y asi obtener el ordenamiento de las lecturas. Recordemos que un traslape del par (u,v)
se da cuando un sufijo de u y un prefijo de v coinciden. Si ahora consideramos que es
posibles tener errores, comparamos a cada prefijo y sufijo y penalizaremos en funcion
de la distancia entre ellos. Dado el conjunto de lecturas tratadas A tal que card(A) = n,
podemos construir a la digrafica completa y sin bucles G = (X,A), donde X ={1...,n} es
una indexacion de las lecturas. Definimos a la funcion ¢ : A — R dada por

c(i,7) = 1Al +|1Aj| —max{|s;| + |p ;| — ks, p,d 2(s;,p;) :s; es sufijo de A; y p; es prefijo de A},

donde A;,1; € A son las lecturas asociadas a los indices i, € X. Al tercer término de
la ecuacion anterior lo llamaremos como calidad del mejor traslape (aproximado) y
una forma de calcularlo para el arco (i, ), es iterando sobre todos los sufijos y prefijos
de A; y A;, ala par de calcular la distancia de Levenshtein entre ellos. Como |s;| <[A;| y
Ip;| <|A;l, tenemos que c(i, j) es no negativo, para toda (i, j) € A.

Ejemplo 3.13. Consideremos a las lecturas

A1 = TTATGACA,
Ao = ACGAAAAC.
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Dichas lecturas contienen dos errores cada una, por lo que utilizaremos la definicion
anterior de la funcion ¢ para calcular el costo ¢(1,2). Debemos iterar sobre todos los
sufijos de 1; y los de prefijos de Ay para ver cual es la mejor aproximacion del traslape
y asi obtener el tercer término del costo. Para ello, es necesario encontrar el maximo
entre 64 posibles combinaciones. Por lo anterior, en la tabla[3.3|se presenta el cdlculo
de 10 combinaciones.

Tabla 3.3: Calidad de los traslapes aproximados entre A, y As.

s1 p2  Is1l  Ip2l de(si,p2) Ks,,p, Calidad del traslape

ACA ACGAAAA 3 7 4 1.428571 4.285714
ATGACA A 6 1 5 1.16 1.16
TTATGACA AC 8 2 6 1.25 2.5
A ACGA 1 4 3 1.25 1.25

TGACA ACG 5 3 3 1.6 3.2
TATGACA ACGAAA 7 6 3 1.857142 7.428571
TATGACA AC 7 2 5 1.285714 2.571428
TTATGACA ACGAAA 8 6 5 1.75 7
GACA ACGA 4 4 2 2 4
ATGACA ACGAAA 6 6 2 2 8

Para este ejemplo, el tercer término es el asociado a las cadenas ATGACA y ACGAAA. De
lo anterior, tenemos que c(1,2) = 8+8—8 =8, esto es ilustrado en la figura[3.7] La razon
por la cual incluimos a las constantes x’s en el costo, es para que reducir la cantidad
de sufijos y prefijos que definan al costo, lo cual es util para la obtencion del genoma
una vez que se tenga el orden de las lecturas. Sin la constante en el ejemplo anterior,
TATGACA y ACGAAA también serian candidatos de un traslape aproximado.

6
A1z [T][T][2][T][c][a][c][A

Ag: Al[c][c][A][a][A][A][c
6

e(1,2)=8+8-(6+6-E.9)

Figura 3.7: Costo de las lecturas del ejemplo

Ejemplo 3.14. Consideremos la secuencia de ADN A dada por

A= GAGACGCCGTTTGGCCTCAAATGGACGCCGGATGACCCCTCCAGCGTGTTTTATCTCTGCGA.
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Queremos obtener dicha secuencia a partir de un conjunto de lecturas A = {/11-}‘1.‘:1 donde

A1 = GTTTGGCCTCAAATGGACGCAGGATGACCCCT,
Ao = GAGAACGCCGTTTGGCCTCAAATGGACGCCGGA,
Ag = TGACCCCTCCAGCGTGTTTTATCTCTGCGA,

A4 = AGACGCCGGAGACCCCTCCAGCGTGTTT,

las cuales contienen errores de secuenciacion. A partir del conjunto A, podemos plan-
tear una red de traslapes aproximados, la cual es una red dirigida completa y sin bucles
R =(X,A,c). Endichared R, podemos resolver el PM para obtener la solucion al SCS. La
red resultante es la presentada en la figura[3.8]

9.91
e

11.7

(———==2%0)
38.9

Figura 3.8: Red de traslapes.

41.1

En el capitulo 2 vimos que haciendo una modificacién a una red donde se necesita
resolver un PM, podemos plantear un problema del agente viajero, esto es agregando
un nodo, aristas y extendiendo la funcion de costos. Asi, obtenemos la matriz de costos
C dada por

oo 0 0 0 0

0 oo 345 344 304
C=(0 19 oo 358 302].

0 386 363 oo 328

0 379 333 22 oo

Ya con la matriz C, podemos aplicar el algoritmo de ramificacion y acotamiento visto al
final del capitulo 2. El tour obtenido es ¢ ={(0,2),(2,1),(1,4),(4,3),(3,0)}. Recordemos que
debemos quitar los arcos que contengan al nodo cero para obtener la solucion del PM
en lared R. Podemos construir al genoma a partir de los £-meros obtenidos al definir
los costos y haciendo un andlisis de cadenas aproximadas sobre ellos.

A2 = GAGAACGCCGTTTGGCCTCAAATGGACGCCGGA

A= GTTTGGCCTCAAATGGACGCAGGATGACCCCT
Ay = AGACGCCGGA_GACCCCTCCAGCGTGTTT
Ag = TGACCCCTCCAGCGTGTTTTATCTCTGCGA

A = GAGAACGCCGTTTGGCCTCAAATGGACGCCGGATGACCCCTCCAGCGTGTTTTATCTCTGCGA
A GAGA_CGCCGTTTGGCCTCAAATGGACGCCGGATGACCCCTCCAGCGTGTTTTATCTCTGCGA
Cob: 111111111222222222222223333333333233333332222222222211111111111
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En este caso, la cobertura general de 1’ es 123/63, que es aproximadamente 1.9523.
Esta resulta util al momento de corregir los errores de secuenciacion. A mayor cantidad
de lecturas, sera mas facil corregirlos. Notemos que mientras mas frecuente sea una
letra en alguna posiciéon (incluyendo los espacios vacios), es utilizada para ocupar
la posiciéon de incertidumbre. El tinico error que no fue corregido fue la letra A en la
quinta posicién de A/, debido a que no se tienen mas lecturas para evidenciar el error.
El genoma obtenido con las lecturas y la molécula de referencia coinciden en un 98.41%.
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Complejidad y heuristicas

En el capitulo 2 se propuso una algoritmo de ramificacion y acotamiento para resolver
el PAV. Cuando se resuelven instancias pequenas con dicho algoritmo, no hay proble-
ma alguno, ya que se resuelve en poco tiempo. La dificultad surge cuando se necesita
resolver instancias grandes, ya que el algoritmo podria llegar a tardar siglos o mas
tiempo para encontrar un 6ptimo. Aunado a esto, usualmente las lecturas obtenidas en
la secuenciacion son muy pequenas [3, pag. 9]y hay que ordenar una gran cantidad de
ellas, por lo que queremos resolver una instancia grande del PAV.

En la actualidad, no se conocen algoritmos que resuelvan eficientemente instancias
grandes del PAV. Por el motivo anterior, se opta por el uso de métodos heuristicos, los
cuales no garantizan llegar al 6ptimo pero sillegan a buenas soluciones de un proble-
ma de optimizacion en poco tiempo. En nuestro caso, nos interesa ver un heuristico
gue obtenga buenas soluciones para instancias del PAV. En este capitulo, veremos la
dificultad computacional del PAV y veremos un meétodo heuristico.

4.1. Teoria de complejidad y el PAV

En sintesis, el PAV consiste en obtener el tour de menor costo de una red completa y
sin bucles. A partir de él, podemos definir un nuevo problema al dar un presupuesto
k y verificar la existencia de algun tour que cueste a lo mds % unidades. El problema
anterior es conocido como el problema de decision asociado al PAV. Los problemas de
decisidn se caracterizan por ser preguntas cuya respuesta sélo es afirmativa o negativa.
A partir de ellos definiremos cuando un problema es complicado de resolver. En esta
seccion, daremos una nocién matematica de la dificultad de un problema a partir de
la teoria de complejidad computacional y demostraremos que el PAV es un problema
NP-Duro, los cuales se consideran como problemas dificiles de resolver. Para esta seccion,
utilizaremos principalmente el libro Introduction to Theory of Computation de Sipser [22]
hasta nuevo aviso.

4.1.1. Maquinas de Turing

Para este punto necesitamos dar una nocion formal de lo que conocemos como algorit-
mo. El modelo utilizado hasta la fecha es el que fue propuesto por Alan Turing en 1936
y se llama mdquina de Turing. Supongamos que tenemos una cinta de longitud infinita
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hacia ambos lados, dividida por celdas y que contendra las letras de una cadena w e I'*,
donde I es un alfabeto, y espacios en blanco en el resto de celdas. Se suele reservar el
simbolo u para los espacios vacios o en blanco de la cinta. La primera cadena se ira
modificando a partir de un alfabeto X tal que e X yI' c X. Ahora, las modificaciones
son realizadas por una cabecilla que inicialmente se encuentra sobre la celda de la
primera letra de w. Dicha cabecilla puede cambiar de estado, sobrescribir la celda ob-
servada y moverse a la izquierda o derecha dependiendo de su estado y la letra que
observe (vea la figura[4.1). La parte esencial para dar formalidad a la nocién anterior, es
poder conceptualizar la cabecilla y sus movimientos en una funciéon llamada funcion
de transicion.

Definicion 4.1. SeanT, X alfabetos tal que L€ 2 yI' €2y @ un conjunto finito (llamado
conjunto de estados), definimos una funcion de transicion determinista como una
funcién 6:@Q x~ — @ x X x {—1,1}; es decir, dados el estado de la cabecilla y la lectura de
la celda en la cinta, podemos cambiar el estado de la cabecilla, reescribir sobre la celda
y mover la cabecilla a la izquierda o derecha. Definimos a una maquina de Turing
determinista M como una tupla M =(Q,T,Z,5) donde @ es un conjunto de estados tal
que qo,94,9r € @ son los estados inicial, de aceptacién y de rechazo respectivamente, I’
esun alfabetoy §:Q x X — @ x £ x{—1,1} es una funcién de transicion.

Mientras que no se llegue a un estado final, la maquina de Turing ird cambiando la
localizacion de la cabecilla, el contenido de la cinta y actualizara su estado. Lo anterior
es representado en su configuracion, la cual se denota con u qv, donde u,v € (Z\{L})*
son cadenas sin espacios tal que uv es la cadena actual de la cinta, q € @ es el estado
actual de la maquina y la cabecilla se encuentra localizada en la primera letra de v.

e)(th )
§ u | o @ U §i§ gl o @ ] §

Figura 4.1: Maquina de Turing de configuracion 00g; a 0gi3l.

Ejemplo 4.1. Definamos una maquina de Turing que reciba enteros positivos en base
binaria (sin ceros a la izquierda) y los duplique. La maquina debe aceptar cadenas del
lenguaje L definido por L ={w € {0,1}* :w=71...7n, Y1 =1, n € Z*}. Adicionalmente una
vez que reconozca la cadena, queremos que la maquina duplique el numero, por lo que
debe de agregar un cero al final de la cadena. Dicho esto, tenemos que @1 ={q0,91,94,9r},
'y ={0,1}, £1 ={0,1,u} y 6, tiene regla de correspondencia como se muestra en la figura
Supongamos que introducimos la cadena 1010. La configuracién inicial de la ma-
quina de Turing sera ¢(1010.

La mdaquina de Turing desde la configuracién inicial, pasara por las siguientes
configuraciones:

LgolOo10u, w1l1g:010uy, wl0gi10uu, wlO0lg:O0uu, 11010q,0Ll.
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1-1,1

u—u,1 ‘
0-0,1 0—0,1

Figura 4.2: Diagrama de flujo de la funcion de transicion §;.
Finalmente obtendremos la cadena 10100, la cual es el resultado deseado.

Una forma de ver como se comporta la funciéon de transicion, es por medio de una
digrafica como la de la figura[4.2] perteneciente al ejemplo[4.1} Cuando una maquina
de Turing recibe una cadena de I'*, hay tres posibles casos: que la maquina acepte a
la cadena por medio del estado g,, que la maquina rechace la cadena por medio del
estado g, 0 que la maquina itere de manera indefinida. Al disenar una maquina de
Turing, se pretende que no suceda el tercer caso.

Definicion 4.2. Sea M =(Q,T,X,6), la coleccion de cadenas que acepte una maquina de
Turing M es llamado el lenguaje de M y se denota por L(M). Decimos que un lenguaje
L’ es Turing reconocible si existe una maquina de Turing M tal que L’ = L(M). Si dada
cualquier palabra de I'*, la maquina siempre llega al estado ¢, 0 g,, entonces ala maqui-
na se le dice decisiva. Sea L un lenguaje del alfabeto I', decimos que L es decidible si
existe una maquina de Turing M tal que para toda palabra en L, la maquina M siempre
llegue al estado ¢, 0 g,

Las maquinas de Turing deterministas no son las inicas que existen. Existen mul-
tiples tipos de maquinas de Turing, las cuales son llamadas variantes del modelo de
Turing. Cabe mencionar que todas las variantes son equivalentes al modelo original.
Para los fines de este texto, inicamente definiremos una variante de la maquina de-
terminista, la cual es la maquina de Turing no determinista. Podemos definir al no
determinismo como ver todas las posibilidades al recibir una instruccion.

Definicion 4.3. Definimos una funcion de transicion no determinista como s :Q xX —
P(Q xZx{-1,1}), es decir, dado el estado de la cabecilla y la lectura de la celda en la cinta,
podemos ver diferentes posibilidades inmediatas, como cambiar el estado, se puede
mover a la izquierda o derecha y sobreescribir en la celda que observe. Definimos a
una maquina de Turing no determinista N como una tupla N =(Q,T,X,5) donde @,T
y = coinciden con la definicion[4.1]y § es una funcion de transicion no determinista.

La unica diferencia de las maquinas de Turing deterministas y las no deterministas,
es la funcion de transicion. En las primeras se puede ver que la configuracion de la
maquina se puede representar a partir de una secuencia, para las segundas se tiene
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una configuracion ramificada. Esto se puede apreciar en las figuras[4.3]y[4.4] Con que
solo una de sus ramas llegue a un estado q,, la cadena inicial es aceptada. Un resultado
importante es que toda maquina de Turing no determinista existe una determinista
equivalente [22, padg. 178]. Lo anterior indica que ambos tipos de maquina pueden llegar
al mismo resultado, pero posteriormente veremos que no necesariamente al mismo
tiempo.

Ejemplo 4.2. Supongamos que tenemos un alfabetoI' ={1,...,n}, es decir, para cada nu-
mero naturaldel 1 al n, tenemos un representante distinto. Sea® ={qo,q1,...,91n-1,94a,9r}-
Nuestro objetivo en este ejemplo, es disefiar una maquina de Turing no determinis-
ta N todas las palabras w € I'* de tales que |w| = card(I') = n. Definimos a § : @ x X —
2@ x Z x{1,-1}) dada por

6(qo,y) ={(gr,1, 1)},
5(Qi, U) = {(Qi+1, 1, 1),(Qi+1,2, 1), s ,(Qi+1,n, 1)}a
6(Qn—l, I—') = {(Qa, 1’ 1),(Qa,2, 1)7 s :(Qa,n, 1)}

parayeTl ei€{0,...,n—2}. La primer ecuacidn indica que si lee una cadena distinta a la
cadena vacia (ya que u ¢ I'*), la cadena se rechaza automaticamente. En otro caso, el
algoritmo enlistara a todas las posibles cadenas de I'* con longitud n. Se puede disefiar
una maquina de Turing no determinista como la anterior para numeros binarios y una
letra de separacion #. En ese caso, I'={0, 1,#} y la entrada seria el namero n codificado
en binario, el cual indicaria las posibles combinaciones con repeticiones de longitud n.
En este caso, el disefio de la funcion de transicion es mas elaborado.

Lgod
Ulgiu UL2q1U LingiU
uil...1g,u --- L121...1q4U1 --- Unn...nq.U

Figura 4.3: Ramificacion del algoritmo no determinista del ejemplo

Hemos visto que la definicion de maquina de Turing sirve como un modelo matema-
tico para definir formalmente un algoritmo. El modelo de maquina de Turing permite
recibir las entradas de un algoritmo codificadas en una secuencia de algun alfabeto.
Cada vez que se sobrescribe en la cinta, se esta iterando el algoritmo. Al llegar a un
estado final, la cadena escrita en la cinta es la salida del algoritmo. Hasta ahora hemos
definido a las maquinas de Turing a partir de un nivel formal (detallado), al describir los
alfabetos, la funcién de transicion, entre otras cosas. A partir de aqui, vamos a utilizar
la descripcion de alto nivel, la cual solamente se enfoca en describir el algoritmo y
sin entrar en los detalles de su implementacion abstracta. En el ejemplo[4.3|se da una
descripcién de alto nivel.
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Las estructuras abstractas se pueden interpretar como la palabra de algun len-
guaje para realizar cdlculos o aplicar algoritmos. Como ejemplo tenemos a la red
R =({1,2,3},{(1,2),(2,3)},c¢) con ¢(1,2) = 3y ¢(2,3) = 1/3, la cual puede ser descrita con
la base binaria como

(R) = (1#10#11) ((1#10)#(10#11) ) (11#1/11),

donde (R) pertenece a alguin lenguaje formado por el alfabetoI'={0,1, (,),/,#}. En caso
de no incluir a los valores de la funcion ¢ en la cadena inicial, se puede dar una regla de
correspondencia y una maquina de Turing podra calcular el costo de una arista cuando
sea necesario. Recordemos que podemos comparar el orden de dos racionales positivos
al/b,c/d cona,b,c,d € Z* y b,d distintos de cero con la definicion a/b < c¢/d < ad < be.
En general, dado un objeto abstracto A, diremos que (A) es su representacion en cinta
o codificiacion como una cadena formada por algin alfabeto. En caso de contar con
los objetos Aq,...,A,, surepresentaciéon como cadena es denotada por (A1,...,A,).

4.1.2. ProblemasP y NP

Podemos caracterizar el tamano de una instancia del PAV mediante el numero de
ciudades que tenga. Para el problema de asignacién sucede algo similar, podemos
considerar el tamano de una instancia del problema como la cantidad de tareas que se
necesite asignar en dicha instancia. A este tamano, lo denotaremos como tamano de la
entrada. Para el resto de esta seccion, denotaremos a » como el tamaino de la entrada
de una mdaquina de Turing (determinista o no determinista).

Definicion 4.4. Sea X un lenguaje de un alfabetoI' y Y < X. Definimos a un problema
de decision como la tupla I1=(X,Y) y decimos que el problema es decidible si existe
una maquina de Turing (un algoritmo) M = (Q,T,X,5) tal que para toda palabra w, €Y,
se llegue al estado g, y para toda palabra w, € X \Y, se llegue al estado q,. En este caso
decimos que M resuelve a II.

Un problema de decision se reduce a saber si una palabra se encuentra en el lenguaje
o no. Cuando el lenguaje X no es especificado, se toma a X =T'*, donde I es el alfabeto
del lenguaje Y. En el caso anterior, nos referimos al lenguaje Y como el problema de
decision. De forma coloquial, los problemas de decision son aquellos que se responden
con afirmaciones o negaciones. A las palabras del lenguaje Y cuando éste es referido
como un problema de decisién, se le conocen como instancias.

Ejemplo 4.3. Sean X ={0,1}* y L el lenguaje definido en el ejemplo[4.2] Sea m e N'y (m)
su representacion en base 2. Definimos la siguiente maquina de Turing M:

M = Recibe (m), el numero m codificado en base dos:
1. Se observa la primera entrada de (m).
2. Sila primera letra de la cadena (m) es 1, aceptamos. En otro caso, rechazamos.

La maquina de Turing M muestra que el problema IT = (X, L) es decidible. Si introduci-
mos la cadena 1010, entonces en el segundo paso se acepta a la entrada.
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Definicion 4.5. Sea M una maquina de Turing decisiva. Definimos el numero de pasos
de ejecucion de M como una funcion f :N — N, donde f(n) es el maximo niumero de
pasos que M utiliza en total (si es determinista) o como la cardinalidad de la rama
mas larga (si es no determinista) para una entrada de tamano n. Veamos la figura[4.4]
Notemos que podemos definir una funciéon mondétona no decreciente T :N — R* u {0} tal
que Tof =tdonde ¢:N— R* U{0} es el tiempo de ejecucion de un algoritmo.

Determinista No determinista

qa\qr

f(n) : : f(n)

- qa\qr qa\qr -~

Figura 4.4: Pasos de ejecucion para maquinas deterministas y no deterministas.

La maquina determinista del ejemplo[4.1necesit6 n + 1 pasos para su ejecucion, con
n el tamano del nimero binario que recibia al inicio. Ademas, con la del ejemplo[4.2]
pasa algo similar, es no determinista y todas sus ramas tienen n pasos (sin contar la
configuracion inicial), entonces tiene n + 1 pasos de ejecucion, con n el tamano de las
posibles configuraciones a encontrar.

Definicion 4.6. Sea t:N — R* u{0} una funcion. Definimos la clase de complejidad de
tiempo determinista, TIME(#(n)), como el conjunto de lenguajes que son decidibles
en tiempo O(¢(n)) por alguna maquina de Turing determinista. Definimos la clase de
problemas polinomiales (P) como la clase de lenguajes que son decidibles en tiempo
polinomial por una maquina de Turing determinista. Matematicamente, esto seria

P= | TIME (n*).
keN
Continuando con el ejemplo veamos si el problema de decision II esta en P.
Dada w € {0,1}*, sOlo es necesario ver la primera letra de la cadena para verificar que
efectivamente es una palabra en L. Esto implica que el lenguaje es decidible en tiempo
©O(k) para alguna constante £ no negativa, pues sin importar el tamano de la entrada, el
tiempo de verificacion siempre sera idéntico.

Definicion 4.7. Sea t :N — R* u{0} una funcion. Definimos la clase de complejidad de
tiempo no determinista, NTIME(¢(n)), como el conjunto de lenguajes que son decidi-
bles en tiempo @(¢(n)) por alguna maquina de Turing no determinista. Definimos la
clase de problemas no deterministas polinomiales (NP) como la clase de lenguajes
que son decidibles en tiempo polinomial por una maquina de Turing no determinista.
Matematicamente, esto seria

NP = | NTIME (n*).
keN
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Proposicion 4.8. La clase de problemas P estd contenida en NP (P < NP).

Demostracion. Sean IT € P un problema de decision y M una maquina determinista que
lo resuelva en tiempo polinomial. Como toda maquina de Turing determinista es no
determinista, yaque @ x X x{-1,1} € (@ x X x {—1,1}), entonces M es una maquina no
determinista tal que resuelve a I1y por lo tanto, IT € NP. O]

Una propiedad importante que cumplen las maquinas de Turing deterministas, es
que para toda maquina de Turing no determinista decisiva que tarde un tiempo ¢(n) en
decidir, existe una maquina de Turing determinista decisiva equivalente que tarda un
tiempo 27¢™) en decidir [22, pag. 284]. Otra propiedad importante es que los lenguajes
NP son aquellos que se pueden verificar en tiempo polinomial.

Definicion 4.9. Un verificador de un lenguaje L sobre un alfabeto I' es una maquina
de Turing decisiva V tal que se puede definir a L como

L={weT™:V acepta a la cadena (w,c), para alguna cadena c e I'"}.

Ala cadena c se le suele llamar certificado o testigo y se utiliza para comprobar que
w € L. Pediremos adicionalmente que |c| < p(Jjw]), donde p : N — N es un polinomio. Esta
definicion se ejemplifica mas adelante.

4.1.3. Problemas NP-Completos y NP-Duros

Ya hemos definido las clases de problemas Py NP, ademas de haber visto algunos ejem-
plos y propiedades. En palabras simples, los problemas P son aquellos que son rapidos
de decidir y los problemas NP son rapidos en verificar. Una pregunta importante que
hasta la fecha sigue sin tener respuesta, es saber si P estd estrictamente contenido en
NP o son iguales. Un gran avance fue desarrollado por Stephen Cook y Leonid Levin en
los afios 70’s, al definir una clase de problemas llamados no deterministas polinomiales
completos (NP - C). Antes de definir a los problemas NP - C, veamos el primer problema
conocido del conjunto NP - C.

El problema de satisfacibilidad booleana (SAT) consiste en saber si para una formula
l6gica de la forma normal conjuntiva (de la definicion|4.10), existe una combinacion
de ceros y unos tal que resulte ser verdadera. Dicha formula légica, sélo contiene a los
operadores y, 0 y no, representados por los simbolos A, v y - respectivamente.

Definicidon 4.10. Definimos al operador unario —: {0,1} — {0,1} y a los operadores bi-
narios A,V :{0,1}2 — {0, 1} con las reglas de correspondencia ~x = 1-x, x A y = min{x, y}
y xV y = max{x, y}. Dado n = 2 un natural, definimos a los operadores A,V : {0, 1}* — {0, 1}
con las reglas de correspondencia

/\(xl,...,xn) =min{xq,...,X,}, \/(xl,...,xn) =max{x1,...,%,}.

Decimos que la expresion booleana ¢ :{0,1}"* — {0,1} esta en forma normal conjuntiva
(FNC) si su expresion esta dada en la forma

(P(x)=/\(\/Tj),

el \jed;
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donde I ¢ Z* es un conjunto finito, J; ={1,...,n} paratodaie Iy r;=x; 0 7; = 7x;. La
expresion ¢ es satisfacible si existe x € {0,1}" tal que ¢(x) = 1.

Ejemplo 4.4. Sea ¢; : {0,1}* — {0,1} la expresién booleana con la regla de correspon-
dencia ¢1(x1,x2,x3,24) = (mx1 Vx3) A(mxg V x4). Notemos que (0,0,0,1) satisface a ¢1, ya
que

¢$1(0,0,0,1) = min{max{1 - 0,0}, max{1 - 0,1}}
= min{max{1,0},max{1, 1}}
=minf{l,1} =1

Algo conveniente de mencionar de la definicion(4.10} es que a las 7;’s se les conoce como
los términos de las variables x;’s y a cada componente V¢, 7; como una clausula.

Definicion 4.11. Definimos al problema de satisfacibilidad booleana (SAT) como el
problema de decision IT=(X,Y) tal que

X ={(¢) : ¢ estd en FNC},
Y ={(¢): ¢ estd en FNC y es satisfacible}.

Es decir, si para una férmula en FNC ¢ encontramos una combinacion x de ceros
y unos tal que ¢(x) = 1, aceptamos a ¢. Regresando al ejemplo notemos que la
cadena ¢ = 0001 es un certificado para ¢1, ya que podemos disenar algun verificador V
que compruebe que (¢;) es satisfacible, por medio de (¢1,c). El SAT resulta ser de los
problemas mas dificiles de NP, la pregunta es ;como podemos definir a los problemas
dificiles de NP?

Definicidon 4.12. Dados dos lenguajes L1 y Ly del alfabeto I', una funcién f : L1 — Ly
es una funciéon computable en tiempo polinomial si existe una maquina de Turing
determinista decisiva M que se detenga cuando la cadena f(w) € Lo esté en su cinta, dada
la cadenainicial w € L;. Un lenguaje A es un polinomialmente reducible a un lenguaje
B (denotado por A <p B) si existe una funcién computable en tiempo polinomial f : T* —
I'*, donde paratodaweI'*, we A siy soélo si f(w) € B. Lo anterior se puede generalizar
para problemas de decisién, tomando a los problemas I1; = (X1,Y7) y IIs = (X9,Y5) sobre
un alfabeto I', decimos que I1; <pIls siy sélo si f : X7 — X5 es una funcion computable
en tiempo polinomial tal que para todo w € X1, w € Y7 siy sOlo si f(w) € Ys.

Reduccion po- Mdaquina M decidible

—> l1nom1al deAa — —| de B (aceptacion o

rechazo de f(w)).

Mdaquina M* decidible de A (aceptacién o
rechazo de w).

Figura 4.5: Concepto de reduccién polinomial.

Consideremos a ITy,ITy € NP. Si tenemos un método eficiente para resolver a IT; y una
reduccion polinomial de II, a IT;, entonces podemos resolver eficientemente a ITs. De lo
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anterior, podriamos decir que I es a lo mas tan dificil de resolver que I1;. Si cualquier
IT e NP es reducible en tiempo polinomial a IT* € NP, entonces I1* seria el mas dificil de
resolver dentro de NP, o uno de los mas dificiles de resolver, en caso de que no fuera el
unico. La siguiente definicion nos permite conocer a los problemas mas dificiles de NP.

Definicion 4.13. Un lenguaje B es NP-Completo (o NP-C) si se satisface que
1. BeNP;
2. paratodo AeNP, A <pB.

Ala segunda condicién de la definiciéon[4.13]se le conoce como NP-completez. El
primer problema conocido del conjunto NP — C fue el SAT y esto fue demostrado por
Stephen Cook y Leonid Levin en el ano 1971 [22, pag. 299]. A este resultado se le conoce
como el Teorema de Cook—Levin. Otro resultado importante es que dados los lenguajes
Ay B sobre un alfabeto I' tales que Ae NP-C,Be NPy A <p B, entonces Be NP-C [22|
pag. 304]. Adicionalmente, Richard Karp exhibié en 1972, por medio del Teorema de
Cook-Levin y del resultado anterior, que habia 21 problemas dentro del conjunto NP-C
[34].

Para este punto, tenemos las herramientas necesarias para demostrar que el pro-
blema de decisién asociado al PAV, es NP — C. Primero demostraremos que el problema
es NP, para ello nos basaremos en una demostracion del libro Introduction to the Theory
of Computation de Sipser [22]. Posteriormente demostraremos por medio del SAT que el
problema de decision asociado al PAV estd en NP - C, ya que el SAT es NP-C y el SAT
puede ser reducido a dicho problema de decision, tendriamos que nuestro problema
es NP - C [35]. La reduccién en tiempo polinomial se realiza al convertir férmulas FNC
a redes cuyos ciclos hamiltonianos estén asociados a un vector x € {0,1}" que satisfaga
la formula en FNC.

Teorema 4.14. Consideremos el lenguaje L < T'*, para algun alfabeto T, cuyas palabras son de la
Jorma (R,k), donde R = (X, A,c) una red dirigida completa y sin bucles, c(a) es polinomialmente
computable para cualquier a € A y k es un racional no negativo tal que |(k)| < p([{(R)|) para algin
polinomio p :N — N, donde se satisface que R contiene al menos un circuito hamiltoniano t con
c(t) < k. Ellenguaje L es NP - C.

Demostracion. P.d. El problema es NP. Para esto necesitamos, construir una maquina de
Turing no determinista que resuelva el problema en tiempo polinomial. Consideremos
an:=card(X)y que X ={1,...,n}. Definimos a la maquina de Turing no determinista N
con la siguiente descripcién de alto nivel:

N = Recibe la cadena (R,k), donde R es una red dirigida, completa y sin bucles y & es
un real no negativo computable en tiempo polinomial.

1. Escribir una lista de » numeros naturales, ry,...,r,, tales que 1 < r; < n, para
i€{l1,...,n}. Cada numero en la lista es seleccionado de manera no determinista.

2. Verificar si hay numeros repetidos en la lista. En el caso de encontrar repeticiones,
rechazamos.

3. Verificar que Z?:_ll c(ri,ri+1)+c(ry,r1) < k. Sino se satisface la desigualdad anterior,
rechazamos. En otro caso, aceptamos.
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Vemos que en paso 1, se exponen todos los posibles ordenamientos (con repeticio-
nes) de la lista {1,...,n}. Aqui se puede aplicar la maquina de Turing no determinista
vista en el ejemplo[4.2] Dicho algoritmo necesita de n pasos para su ejecucion. Para
el paso 2, revisar si hay al menos un numero repetido. Finalmente, en el paso 3 se
verifica la desigualdad. Todo lo anterior se puede realizar en tiempo polinomial no
determinista. Por lo tanto, el problema estd en NP.

P.d. E1 SAT es reducible a nuestro problema en tiempo polinomial. Para toda ins-
tancia del SAT, podemos construir una red R = (X, A, c). Vamos a demostrar que una
férmula en FNC es satisfacible siy solo si existe un tour ¢ en la red R tal que c(¢) < &, para
alguna % € Q que cumpla la hipotesis del teorema. Consideremos a ¢ una férmula con n
variables. Sea m el numero de cldusulas. Nuestro objetivo es construir una red dirigida
R =(X,A,c) donde al resolver el problema del enunciado a demostrar, obtendremos un
vector (x1,...,x,) = x tal que ¢(x) = 1. A la par de dar la construccion general, veremos la
construccién para el ejemplo[4.4/de manera visual.

Consideremos n conjuntos de nodos diferentes Cj,...,C, correspondientes a las n
variables de nuestra férmula ¢. Cada conjunto esta formado por 2m nodos, es decir,
C;={vi1,vi2,...,vi2m} Paraie{l,...,n}. Ademas de estos nodos, agregaremos un nodo
por cada clausula de ¢, es decir, los nodos K3, ...,K,,. Finalmente agregaremos los nodos
sy t.Observemos que X =C1U---UC, U{K7,...,Kn,s,t}. Para ¢1(x) = (mx1 Va3) A(xg Vxg),
tenemos dos cldusulas y cuatro variables, por lo que agregaremos los siguientes nodos:

Q)

X1 U11 V1,2 U1,3 U14

DR
X2 U211 V22 U23 U2.4
X3 U3,1 U32 U333 U3,4

@ X9 VX4
X4 U4,1 V42 U433 V4.4

©

El siguiente paso es definir al conjunto A de nuestra red. Agregamos a los arcos
(v;j,vij+1) paraie(l,...,n}y je{l,...,2m -1} (senalados con color ), los cuales indi-
can que debemos igualar a 1 la variable x; si son recorridos. También agregaremos a
los arcos (v; j,v; j-1) paraie{l,...,n} y j€{2,...,2m} (senalados con color naranja), los
cuales indican que debemos igualar a 0 la variable x; si son recorridos. Vamos a co-
nectar los conjuntos C; por medio de los arcos (v; 1,vi+1,1), (Vi 1,Vi+1,2m), Wi2m,Vi+1,1) Y
(vi2m,Vi+12m) Para i€ {1,...,n —1} (estos arcos estan senalados con color fucsia). Para
conectar a los arcos s y ¢ con las cadenas C;’s, agregaremos a los arcos (s,v1,1),(s,v1.2m),
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(Vn,1,8), (Vn2m,t) ¥ (¢,5). Finalmente conectaremos a los nodos K;’s con el resto de la red.
Dadasi€({l,...,n}yje{l,...,m}, six; es el término de la i-ésima variable en la j-ésima
cldusula de ¢, entonces agregamos los arcos (v; 2;-1,K;) y (K;,v; 2;) (senialados con color
lila); o si —x; es el término de la i-ésima variable en la j-ésima cldusula de ¢, entonces
agregamos los arcos (K;,v; 2j-1) ¥ (v; 27, K ) (senialados con color ). Veamos el
ejemplo:

Como en nuestro problema de decisién la red debe ser completa y sin bucles, agre-
gamos los arcos restantes a R. Finalmente definimos a la funcién ¢: A — R con la regla
de correspondencia c(a) = k/(2mn + m +2) para los arcos a definidos en el parrafo ante-
riory c(a) = 2k para los demads arcos, la cual es computable en tiempo polinomial. A
continuacion, unas observaciones para continuar con la demostracion.

» Estared es construida en tiempo polinomial.

s Como card(X) = 2mn +m + 2y todo ciclo hamiltoniano en una digrafica es de la
misma cardinalidad, entonces los tours ¢ que sélo contengan arcos con costo
menor a k, son tours de costo c(z) = k.

= Cualquier ciclo hamiltoniano de costo & pasa de derecha aizquierda o de izquierda
a derecha por los conjuntos C;’s. Si tenemos un tour de costo k, se debe de ir de
un nodo v; ; aun nodo v;41 j directamente o cruzando por algin nodo K. De forma
similar, podemos ir de un nodo v;_1,; aun nodo v, ;.

» Suponiendo que existe un vector que satisfaga la férmula ¢, recorremos el con-
junto C; de izquierda a derecha si x; = 1, o en sentido contrario en otro caso. Se
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debe recorrer la clausula cuando sea posible. Debemos conectar a los C;’s de tal
forma que se mantenga la continuidad del ciclo. Al final, conectamos a un nodo
de C, cont,atconsyasconunnodode C;. Al concluir, obtendremos un ciclo
hamiltoniano en R de costo k. Lo anterior satisface la condicién we A = f(w) e B
de la definicion[4.12]

Suponiendo que existe un tour ¢ de costo & en la grafica, si atravesamos el conjunto
C; de izquierda a derecha, entonces asignamos a x; = 1, en otro caso, x; = 0. Dado
que ¢ visita una vez cada nodo K, al menos un conjunto C; atraveso al nodo K; en
la direccion adecuada. Al concluir, obtendremos una asignacion que satisface la
férmula ¢. Lo anterior satisface la condicion f(w) € B= w € A de la definicion|4.12

Noétese que también queda demostrado que no existe un ciclo hamiltoniano de
presupuesto a lo mas % siy solo si la formula ¢ es no sasfacible.

Con los argumentos anteriores, queda demostrado que el problema de decision

asociado al PAV es NP -C. Con el certificado del ejemplo[4.4] podemos ver que un ciclo
hamiltoniano asociado a él es el siguiente

\
»

aSa=o)
SONGEE
ORCNCRC
©0eE

(=)

O

Hasta el momento no hemos hablado concretamente de los problemas de optimiza-

cién. Asi como los problemas NP son faciles de verificar, los problemas NPO forman un
conjunto de problemas de optimizacion cuyas soluciones factibles de una instancia
dada son faciles de comparar. Estos problemas seran definidos a continuacién desde
una perspectiva de optimizacion combinatoria. También definiremos a su éptimo y a
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su valor éptimo. De aqui, resta extender la nocion de dificultad a problemas de optimi-
zacion y finalmente demostrar que el PAV es un problema dificil. Para ello, haremos
uso del libro Complexity and Approximation de Ausiello, Crescenzi, Gambosiy col. [36].

Definicidon 4.15. Decimos que una tupla Q = (X,S,z,m) es un problema de optimiza-
cion donde

1. X es el conjunto de entradas o instancias codificadas en algun lenguaje L con
alfabeto T;

2. S:X —T* es la funcion de soluciones factibles, la cual asocia a una instancia x
con su conjunto de soluciones factibles S(x);

3. z:{(x,y):x€ X,y € S(x)} — Q es la funcion objetivo;
4. m € {Min,Max} es la direccion de optimizacion.

Ejemplifiquemos la definicién anterior por medio del PAV. Recordemos que en el
capitulo 2 vimos como modelar a las instancias del problema de distintas formas. Una
forma conveniente es por medio de una matriz C como la de la ecuacion[2.5] entonces
las instancias del PAV serian de la forma x = (C). Suponiendo que n es el nimero de
ciudades de nuestra instancia, cada solucion factible se pueden representar con una
permutacion de orden »n tal que o(1) = 1, de manera que nuestro conjunto de soluciones
factibles seria de la forma S(x) = (01,09,...,0,—1y). Dadas x € X, una matriz de costos C,
y ¥ € S(x) una permutacion ¢ donde ambas estan codificadas, la funcién objetivo queda
definida como z(x,y) = c4(1),0(2) + Co(2),03) +*** + Co(n),0(1)- Finalmente, en el PAV se desea
encontrar el tour de menor costo, por lo que la direccién de optimizacion es m = Min.

Definicion 4.16. Decimos que un problema de optimizacién Q =(X,S,z,m) es un pro-
blema no determinista polinomial de optimizacion (NPO) si

= X es Turing reconocible en tiempo polinomial determinista;

= para toda y € S(x) se satisface que |y| < p(lx|) con p :N — N un polinomio;

= S(x) es un lenguaje Turing reconocible en tiempo polinomial determinista;
= La funcién objetivo z es computable en tiempo polinomial determinista.

Asi como las palabras en los problemas de decision NP son rapidas de verificar,
las soluciones factibles de instancias en problemas de optimizacion NPO son rapidas
de comparar. Sea x € X una instancia de Q, a partir de la definicion anterior podemos
ver que dadas y1,ys € S(x), es sencillo realizar una comparacion, ya que z(x, y1) y z(x, y2)
se puede calcular facilmente y dependiendo de la direccion de optimizaciéon de Q,
sabremos qué alternativa es mejor. En el caso del PAV, podemos caracterizar a una
instancia de n ciudades con una matriz de n x n, lo cual es polinomial. Las soluciones
factibles se pueden representadar por una permutacion de orden » o una matriz de
ceros y unos, lo cual también es polinomial. Finalmente, evaluar la funcion objetivo
también es un procedimiento polinomial, ya que se realizan n(n — 1) multiplicaciones y
posteriormente n(n — 1) — 1 sumas.

Definicion 4.17. Sea Q =(X,S,z,m) un problema de optimizacién. Dada una instancia
x € X, decimos que y; es su 6ptimo si z(x, y;) = m{z(x,y) : y € S(x)} y su valor 6ptimo es
opt(x) = z(x, y;).
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Dado un problema de optimizacidn, derivan tres problemas diferentes mediante los
cuales se puede llegar a una solucion al resolverlos. La primera es obtener la solucion
factible que al evaluar en la funcion objetivo, nos dé el mejor valor. La segunda forma
es obtener el mejor valor 6ptimo. La tercera forma es saber si dado un presupuesto
k, existe una solucion factible tal que su valor en la funcion objetivo sea al menos tan
bueno como k.

Definicion 4.18. Dado un problema de optimizaciéon Q = (X,S,z,m), definimos a los
siguientes problemas:

= problema de construccion Q., dada una instancia x € X, se debe llegar al 6ptimo
y: y asuvalor 6ptimo opt(x);

= problema de evaluacion Qf, dada x € X, se debe obtener al valor éptimo opt(x);

= problema de decision Qp, dada x € X y £ un real no negativo computable, verificar
si existe y € S(x) tal que z(x,y) <k sim =Miny z(x, y) = k en otro caso.

Un algoritmo que resuelve el problema de construccion del PAV, es el de ramificacion
y acotamiento, expuesto en el capitulo 2. Sélo nos enfocaremos en los de construcciéon
y de decision para desarrollar lo restante. Algunos lenguajes L son tan dificiles que
aunque satisfagan la NP—completez, no necesariamente estan en NP [22, pag. 325].
Ademas, la definicion de reducibilidad polinomial no se adapta a los problemas de
construccion, por lo que necesitamos una definicién de reducibilidad mas general.

Definicion 4.19. Definimos al oraculo de un lenguaje B como un dispositivo externo
capaz de responder si una cadena w € B. Definimos al oraculo de un problema de
construccion de Q = (X,S,z,m) como un dispositivo externo capaz de determinar el
optimo y; y su valor éptimo opt(x) para cualquier instancia x € X. Se dice que una
maquina de Turing M es una maquina de Turing con oraculo, si M tiene la capacidad
de preguntarle a un oraculo. Denotaremos a ésta con M.

En sintesis, un oraculo es un objeto abstracto que nos permite conocer la respuesta a
un problema. Usualmente se le pide al oraculo que dé la respuesta de manera inmediata,
por lo que si M'! es una maquina de Turing con oraculo para el problema II, por lo que
M" resuelve el problema en un paso.

Definicion 4.20. Sean I1; y I problemas (de decision o construccion). Decimos que I1;
es Turing reducible polinomial (o simplemente Turing reducible) a I1,, denotado por
I1; =7 IIy, si existe maquina de Turing determinista M con acceso a un oraculo de ITs que
resuelva a I1; en tiempo polinomial. Si I1; <7 I y Iy <7 I3, entonces decimos que I1;
y II; son Turing equivalentes y se denota por I1; =7 I1s. Decimos que I1; es NP-Duro
(NP - D) si para todo IT € NP, se satisface que IT <7 I1;.

Asi como la reducibilidad polinomial, la Turing reducibilidad nos permite saber
qué tan dificil es un problema a comparacion de otro. Si para dos problemas I1; y Il
sabemos que I1; <7 Iy, por consiguiente resolver I1; no es tan complicado como resolver
I1e. Dicho eso, si un problema es NP-Duro, entonces es al menos tan dificil de resolver
como cualquier problema en NP. Ademas, si dos problemas son Turing equivalentes,
uno es tan dificil de resolver como el otro. Para demostrar que un problema es NP-Duro,
es suficiente con demostrar que un problema NP—-Completo es Turing reducible a él.
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Teorema 4.21. El problema de construccion del agente viajero es NP —D.

Demostracion. Sea Q =(X,S,z,Min) el problema del agente viajero, Q¢ su problema de
construcciéon y Qp su problema de decision (definido en la proposicion[4.14). Tomamos
x € X una instancia de Q (una red) y (x, k) una instancia de Qp asociada a x, con & un
real no negativo tal que |(k)| < p(|{x)|) para algun polinomio p :N— N. P.d. Qp <7 Q¢. Al
tener un oraculo para Q¢, sélo necesitariamos comparar a la constante & de la instancia
(x,k) con el valor éptimo opt(x) de la instancia x. Si opt(x) < &, entonces aceptamos a la
instancia (x,k), en otro caso, rechazamos. Por lo tanto Qp <7 Q¢. Como Qp es NP-C,
queda demostrado que el problema del agente viajero es NP-Duro.

L]

Para finalizar con esta seccion, es importante mencionar que dado un problema
de optimizacién, los problemas asociados de decision, evaluacion y construccion son
Turing equivalentes, por lo que los tres tienen el mismo nivel de dificultad [36, pags.
31-32]. Hasta la fecha, no se conoce algun algoritmo que resuelva el problema de cons-
truccion para el PAV en tiempo polinomial, ni se ha demostrado que dicho algoritmo
no exista. En caso de que exista un algoritmo que resuelva en tiempo polinomial el
PAV, los conjuntos P y NP serian iguales, en caso de no existir, sabriamos que P esta
estrictamente contenido en NP. Desde 1971, Steven Cook planted la conjetura P v.s. NP
y aun en la actualidad, no se ha logrado responder. El problema es tan relevante que el
Instituto Clay de Matematicas ofrece una compensacion de un millén de délares a la
persona o las personas que resuelvan la conjetura [37].

4.2. Una heuristica para el PAV

Ya hemos visto que el problema del agente viajero es un problema dificil y esto es
técnicamente imposible al resolver grandes instancias. En general, al no contar con
algoritmos eficientes para los problemas NP-Duros de optimizacion, se opta por me-
todos que no necesariamente llegaran al optimo del problema, pero se ejecutan en
tiempo polinomial. En el resto del capitulo, nos enfocaremos en dar una sintesis de
ellos, llamados heuristicos, y ver una implementaciéon de uno para el PAV.

4.2.1. Las heuristicas como alternativas de optimizacion

A estas alturas del texto, es preciso hacer una reflexion sobre la metodologia empleada
para el desarrollo de las matematicas. Al momento de enunciar un resultado matemati-
co, es necesaria su demostracion para ser aceptado como verdadero, como explica Polya
[38l pags. 215-221] en How to solve it. Esto nos permite que la teoria matematica tenga
bases soélidas y resultados fuertes. Como ejemplo de lo anterior, tenemos al famoso
teorema de Pitagoras. El enunciado nos dice que dado un triangulo rectangulo, la suma
de los cuadrados de sus catetos es igual al cuadrado de su hipotenusa. No se sabe con
certeza si alguien de la escuela pitagérica lo demostro, pero el teorema es publicado
como la proposicion 47 del libro los Elementos de Euclides, donde se demuestra de dos
formas distintas.

Mansfield y Wildberger [39] comentan que en el siglo pasado, el arquedlogo Edgar
Banks descubrioé una tabla a la que se bautizé con el nombre de Plimpton 322, 1a cual fue
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tallada por los babilonios. En dicha tabla se encuentran escritas ternas pitagoéricas, que
son numeros enteros que satisfacen la ecuacion a? + b2 = ¢2. De aqui podemos ver que
aunque los pitagoricos y Euclides contaban con un enunciado formal, siglos antes los
babildnicos descubrieron soluciones enteras a la ecuacion pitagoérica. Esta es la esencia
de la metodologia heuristica, la cual no necesariamente lleva a la solucion definitiva
de un problema, pero lleva al descubrimiento de soluciones provisionales, practicas y
utiles [38, pags. 112-114]. Al no saber si existen algoritmos eficientes para resolver cier-
tos problemas de optimizacién bajo el modelo computacional de Turing, los métodos
heuristicos son una alternativa conveniente para obtener buenas soluciones en poco
tiempo.

En optimizacion, la metodologia heuristica es empleada para resolver diversos pro-
blemas NP -D. Segin Wang y Chen [40], una heuristica o algoritmo heuristico es un
método computacional que intenta mejorar alguna solucion a partir de la medida de
optimalidad. En nuestro contexto, la heuristica trata de determinar mejores soluciones
factibles y € S(x) de manera iterativa en tiempo eficiente para una instancia x € X de
algun problema de optimizacién Q = (X, S,z,m), el cual usualmente es NPO por su facili-
dad de comparacion. Dependiendo de los autores, a los algoritmos heuristicos también
se les suele llamar metaheuristicas [41], donde el prefijo meta hace referencia a algo
mas alla de las heuristicas.

Aparte de lo ya comentado, Wang y Chen [40] mencionan que otra ventaja usual
de los algoritmos heuristicos es que no necesitan demasiada memoria para su ejecu-
cién. Notemos que el algoritmo de ramificacion y acotamiento del capitulo 2, el cual no
es heuristico, no cuenta con esta virtud, pues la memoria utilizada tiende a crecer al
menos de manera exponencial en funciéon del numero de ciudades. Ahora, hay dos prin-
cipales problemas con esta metodologia. Uno ya mencionado es que estos métodos no
garantizan encontrar la solucidon 6ptima sin buscar por todo el conjunto de soluciones
factibles. El otro es que en algunos casos no tendremos garantia de que nos acercaremos
al 6ptimo en un tiempo razonable.

Melian, Moreno-Pérez y Moreno-Vega [41] proponen caracteristicas que nos gusta-
ria tener en un algoritmo heuristico. Dependiendo el problema o el contexto, ciertas
propiedades seran mas deseables que otras. Algunas caracteristicas para el algoritmo
son las siguientes: 1) general: el método puede ser utilizado para amplia variedad de
problemas e instancias; 2) efectivo: debe proporcionar soluciones proximas al 6ptimo;
3) eficaz: la probabilidad de llegar al 6ptimo en casos practicos debe ser préxima a 1; 4)
eficiente: debe aprovechar los recursos computacionales y ejecutarse en poco tiempo;
5) simple: debe ser sencillo de comprender; 6) robusto: no debe ser sensible a pequenas
alteraciones en la instancia.

Algunos tipos de heuristicas que mencionan, son los siguientes:

1. Las heuristicas de relajacion resuelven versiones faciles de los problemas a opti-
mizar al retirar restricciones del modelo.

2. Las heuristicas constructivas van annadiendo componentes a la solucion a partir
de un proceso de andlisis y seleccion.
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3. Las heuristicas de busqueda definen un concepto de vecindad con el fin de en-
contrar mejores soluciones a partir de la medida de optimalidad.

4. Las heuristicas evolutivas se basan en la evolucién de un conjunto de soluciones,
el cual tiende a mejorar en cada iteracion.

Una heuristica de relajacion para el PAV seria el algoritmo hungaro del capitulo 2, la
cual no proporciona soluciones factibles, pero si cotas inferiores para el valor 6ptimo.
Los algoritmos de glotones son algoritmos constructivos. Un método de este tipo es
Kruskal [17, pags. 9—10]. Un ejemplo de algoritmo de buisqueda es el algoritmo simplex
[13, pag. 82], pero éste no es un heuristico. Los algoritmos genéticos constituyen un
ejemplo de algoritmos evolutivos, los cuales son presentados a continuacion.

4.2.2. Algoritmos genéticos

Alos algoritmos cuya cadena final dependa de numeros aleatorios son conocidos como
algoritmos aleatorios, seguin Tardos y Kleinberg [42]. Es necesario hacer énfasis en
que los algoritmos genéticos involucran aleatoriedad para su ejecucion, al igual que
otras heuristicas. Alves da Silva y Falcao [43] comentan que los algoritmos genéticos
son una alternativa eficiente para resolver problemas de gran escala, como lo es el
nuestro. Ademas, el proceso en el que se basan dichos algoritmos, va de la mano con
temas bioldgicos ya expuestos en este texto. En lo que resta de esta seccion, nos enfoca-
remos en dar una breve descripcion de los algoritmos genéticos a la par de describir
una implementacion para el PAV. Para dar la descripcion general de los algoritmos
genéticos, nos basaremos el Fundamentals of Genetic Algorithms, de Alves da Silva y Falcao
[43].

Los algoritmos genéticos se basan en simular una dinamica poblacional, donde
cada individuo representa una solucion factible de algun problema de optimizacion.
Usualmente los pobladores son cadenas de numeros binarios, de caracteres o de nu-
meros racionales. A los pobladores se les llama cromosomas, pues son cadenas de
informacion. A un fragmento de informacién de cada cromosoma, le llamaremos gen.
La poblacidén inicial de cromosomas puede ser generada de manera aleatoria o genera-
da de manera sistematica con alguna heuristica.

En nuestro caso, queremos que cada cromosoma cifre un ciclo hamiltoniano (una
solucion factible y € S(x)). Anteriormente mostramos una codificacién que es conocida
como representacion por caminata, la cual utiliza un vector que representa una per-
mutacion, segun Larranaga, Kuijpers, R. Murga y col. [44, pag. 137]. Dada o :{1,...,n} —
{1,...,n} una permutacion de orden n, un cromosoma seria y = (¢(1),0(2),...,0(n)), y para
evitar redundancias, pedimos que o(1) = 1. Del ejemplo[2.1} el cromosoma asociado a la
solucién obtenida al final del capitulo 2 seria y =(1,2,4,5,6,3) y las entradas (ciudades)
serian los genes del cromosoma.

Tras cada iteracion, un nuevo conjunto de cromosomas sustituira a la poblacion.
Suponiendo que estamos en la n-ésima iteracion, dicha poblacién se define a partir
de operadores de apareamiento, mutacién y elitismo aplicados a la poblacién en la
iteracion n—1. El tamano de la poblacion suele ser de 30 a 200 cromosomas [43, pag. 38].
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La simulacién de dicho proceso evolutivo se detendra con un criterio de paro. Usual-
mente se escoge el numero de generaciones o el tiempo de ejecucion del algoritmo
para detenerlo y regresar a la mejor solucién encontrada.

Recordemos que los algoritmos genéticos simulan el proceso evolutivo de una po-
blacion dinamica. Es importante saber qué cromosomas son los mas aptos en una
generacion. Esto lo medimos por medio de una funcion de aptitud. Dicha funcion se
puede elaborar a partir de la funcion objetivo y anadiendo penalizaciones en caso de
romper la factibilidad. Mientras la aptitud de un individuo sea mayor, mayor sera su
probabilidad de reproduccion.

Afortunadamente, la representacion por caminata siempre lleva a soluciones facti-
bles, entonces sélo debemos considerar a la funcion objetivo para definir a la funcién
de aptitudes. Una forma inmediata de definirla es que dado un cromosoma de la ins-
tancia x € X, la funcion de aptitudes para un cromosoma que represente a la solucion
y seria el reciproco de la funcién objetivo, es decir, A(y) = 1/z(x, y), suponiendo que la
funcion objetivo es positiva para toda solucion factible. Recordemos que la direccion
de optimizacién es Min, entonces mientras menor sea el valor de la funcién objetivo,
mayor es la aptitud de un individuo.

Recordemos que los individuos deben ser apareados para proporcionar nuevos cro-
mosomas. Ahora, las soluciones factibles deben pasar por un proceso de seleccion para
saber a cuales utilizaremos para aparear. Existen diversos métodos para seleccionar a
los individuos. La mayoria de ellos involucran a la funcion de aptitud y aleatoriedad.

Utilizaremos un método llamado seleccion proporcional. A partir de las aptitudes
de los individuos, crearemos una funcién de distribucion acumulada. Suponiendo que
contamos con k cromosomas indexados y definiendo a A(m) = Y AG)parame{l,...,k},
la funcién F queda definida como

0 six<1,
A .
F(x)= _(—m) sim<sx<m+1, parame{l,....k—1}, 4.1)
Ak
1 Six>k.

Suponiendo que u es un numero aleatorio del intervalo [0,1], si u € [F(m —1),F(m)), en-
tonces escogemos al cromosoma con indice m para el apareamiento, con m € {1,...,k}
[45, pag. 7-8]. Siu =1, entonces escogemos a k.

Ya con los cromosomas seleccionados, necesitamos un proceso de apareamiento.
Esta funcion va a depender de la codificacién de los cromosomas. La idea es que dadas
dos soluciones factibles a aparear, podamos producir una o varias soluciones factibles
que compartan rasgos de las soluciones padre.

Dados dos cromosomas representados como caminatas, usaremos una funcién
llamada cruce conservativo maximal (MPX) [44, pag. 146-147]. Supongamos que
elegimos dos indices aleatorios i,j € {2,...,n} con i < j y dos cromosomas y; y ye. La
descendencia de dichos cromosomas queda definida con el proceso que se muestra a
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continuacion:

1. tomamos desde la i-ésima hasta la j-ésima ciudad del cromosoma y; y la coloca-
mos después de la ciudad 1 en el cromosoma descendiente;

2. las ciudades restantes son colocadas en el orden dentro de ys.

Otra implementacion que se puede realizar a un algoritmo genético es un proceso
de elitismo. Dados & cromosomas, podemos conservar a m de los mejores miembros
de la poblacion actual, con m € {0,...,%}. Esto es para no redescubrir buenas soluciones
tras varias iteraciones. También da lugar a mayor probabilidad para la reproducciéon
de las mejores soluciones.

Ya considerando el proceso de elitismo, podemos crear una lista de indices de cro-
mosomas con k£ —m elementos obtenida a partir de la seleccién proporcional. Dicha
lista permite la repeticion de indices. De ella podemos realizar un cruzamiento con
un cromosoma y su sucesor y el extremo final con el extremo inicial, asi obtendremos
k —m nuevos cromosomas.

Finalmente, hablaremos sobre el operador de mutacion. Recordemos que dicho
proceso se define como un error aleatorio que surge durante la replicacién de una
molécula. En este caso, dado un cromosoma, una mutacion es una alteracion en el
orden de las ciudades. Este operador nos permitira tener una mayor variedad en los
cromosomas. Dicha mutacién ocurre con una probabilidad p, la cual suele estar en
el intervalo [0.001,0.05] [43, pag. 38] . Una mutacién muy practica es la mutacion por
intercambio (EM) [44, pag. 149]. Suponiendo que un cromosoma fue elegido para
modificarlo, se obtienen dos indices de forma aleatoria i, € {2,...,n} tales que i < J,
entonces se intercambian las ciudades con dicho indice.

Ejemplo 4.5. Apliquemos los algoritmos genéticos al ejemplo[2.1} Consideremos una
poblacion de 6 cromosomas, un elitismo de 2 pobladores, una probabilidad de mutacion
de 0.03 y una generacién. Durante toda la ejecucion, utilizaremos 6 cifras significativas.
La poblacién inicial es la siguiente (el superindice sefnala la generacion):

#'=(1,2,3,4,5,6), ¥ =(1,2,5,3,4,6),
¥ =(1,4,6,2,3,5), y'=(1,6,3,4,2,5),
y'=(1,5,2,3,6,4), ¥ =(1,6,2,5,4,3).

Al evaluar las soluciones en la funcién objetivo obtenemos los siguientes valores:
2 =665, 20 =738, 2 =744, 2V = 834, 2V = 766 y 2¥’ = 742. Las aptitudes serian los
reciprocos de los numeros anterlores es decir, A(i) = 1/z; para i € {1,...,6}. Dicho lo
anterior definimos a la funcion de aptitud A : {1,...,6} — R dada por A(1) = 1.50375 x 1073,
A(2) = 1.35501 x 1073, A(3) = 1.34408 x 1073, A(4) = 1.19904 x 1073, A(5) = 1.30548 x 1073 y
A(6) =1.3477 x 1073. De lo anterior obtenemos que ¥'%_, A(i) = 8.05509 x 1072,

Como nuestro parametro de elitismo es 2, solo necesitamos obtener 4 pobladores pa-
ra la préxima generacioén. Utilizando el generador de nimeros pseudo-aleatorios men-
cionado por Pages [45, pag. 2] en Numerical probability y considerando los parametros
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no = 110 (semilla), a = 13, b = 17 y N = 907, obtenemos los nimeros pseudo-aleatorios
(a 6 cifras significativas) &; = 0.595369, & = 0.758544, &3 = 0.879823 y &4 = 0.456449. Si
definimos a F a partir de A como se muestra en la ecuacién [4.1] obtenemos que en
los puntos {1,...,6}, la funcién presenta saltos. La imagen de esos saltos es el con-
junto {0.186684,0.354902,0.521764,0.670619,0.832688,1}. Como ¢1 € [0.521764,0.670619),
&9 €[0.670619,0.832688), &3 € [0.832688,11y &4 € [0.354902,0.521764), podemos concluir
que la lista de cromosomas seleccionados es (4,5,6,3).

Delalista anterior, obtenemos que los apareamientos seran dados porlos pares (4,5),
(5,6),(6,3)y (3,4). Dicho esto, empezamos con el procedimiento de cruza. Para esta parte,
necesitamos 6 numeros aleatorios y consideremos a los puntos equiprobables {2,...,6}.
Los siguientes numeros pseudo-aleatorios son é5 = 0.95259, &g = 0.402425, &7 = 0.250275,
&g =0.272326, &g = 0.558985, é19 = 0.285556, £11 = 0.730981y é19 = 0.521499. Lo anterior nos
indica que debemos tomar a los indices (6,4), (3,3), (4,3) y (5,4).

1. Del primer cromosoma de cada par ordenado y con ayuda de los indices, obtene-
mos una caminata parcial

yV'=(1,4,2,5,#,#), yiP = (1,2,#,#,#,#),
¥V =(1,2,5,4,#,#), ¥V =(1,5,4,4,#,#).

2. Completamos los cromosomas con las ciudades restantes en el orden del segundo
cromosoma de los pares ordenados.

»'=(1,4,2,5,3,6), ¥ =(1,2,6,5,4,3),
¥V =(1,2,5,4,6,3), ¥ =(1,5,4,6,3,2).

Por el proceso de elitismo, definimos los ultimos dos cromosomas como y(l)
(1,2,3,4,5,6)y y5" =(1,2,5,3,4,6). Unicamente falta aplicar el operador de mutacion, para
esto necesitamos 6 numeros aleatorios. Los siguientes numeros pseudo-aleatorios son
€13 =0.798235, £14 =0.39581, £15 =0.164277, {14 = 0.154355, {17 = 0.025358 y &1 = 0.348401.
Esto indica que aplicaremos una mutacién al cromosoma yél), ya que ¢17 < 0.03. Ne-
cesitamos 2 numeros aleatorios y consideremos a los puntos equiprobables {2,...,6}.
Obtenemos que &19 = 0.54796 y 9o = 0.142227 , por lo que elegimos a los indices 3y 2y
redefinimos a y\" = (1,3,2,4,5,6).

Finalmente obtenemos que los valores del vector 2V, que son z{" = 794, 2{" = 633,
=652, 2" =678, 2 =659 y 2\’ = 738. Observemos que el promedio del vector 2 es
748.16 yel del vector 2(1) es 692.3, lo cual nos indica que hubo una mejora en la poblacion.
Segun el algoritmo genético, la ruta que deben seguir los pilotos es Ciudad de México,
Guadalajara, Hermosillo, Tijuana, Los Cabos, Monterrey y regresar a Ciudad de México,
con un tiempo promedio de 633 minutos. Comparado con el valor 6ptimo encontrado
con el algoritmo de ramificacién y acotamiento, sélo hay 10 minutos de diferencia.

(1)



Capitulo 5

Aplicacion al fago A

En los capitulos anteriores, estudiamos el problema del agente viajero y como obtener
una secuencia de ADN por medio de una instancia del PAV. En este capitulo, aplicaremos
dichas técnicas para secuenciar el genoma del fago A, el cual es un virus que infecta a
la bacteria E. Coli [2}, pag. 194]. Como hay que realizar varios cdlculos, debemos utilizar
una computadora para realizar el ordenamiento. Varios de los algoritmos mencionados
alolargo de la tesis fueron implementados durante la elaboracion de este trabajo en el
lenguaje Python3 [46] y pueden ser encontrados en github.com/re-vez/TesisLic. A lo
largo de este capitulo, veremos cémo generar lecturas a computadora a partir de un
genoma de referenciay aplicaremos la metodologia descrita para ordenar a un ejemplo
con el genoma mencionado.

5.1. Generacion de datos in silico y la matriz de costos

Para aplicar nuestra metodologia a ejemplos de escala real, es necesario que contemos
con datos de laboratorio. Comentabamos en el capitulo 3 que nuestra metodologia
solo consideraria datos sin errores, lo cual es técnicamente imposible de obtener de
forma experimental. Una alternativa es generarlos por medio de una simulacion en
una computadora. Se le llaman experimentos in silico a los métodos computacionales
utilizados para lo anterior y lo obtenido es util para comprobar y desarrollar hipdtesis
bioldgicas, segun Ekins, Mestres y Testa [47, pag. 9]. Muchos de estos experimentos son
realizados a partir de modelos matematicos y simulaciones.

Existen varios generadores de lecturas in silico, los cuales son analizados en el trabajo
de Alosaimi, Bandiang, Biljon y col. [48]. Para fines practicos, generaremos las lecturas
con el proceso presentado a continuacién. También desarrollaremos los supuestos
que consideraremos para su obtencion. A partir de los datos in silico, realizaremos el
tratamiento mencionado en el capitulo 3. Ya con los datos tratados obtendremos la
matriz de costos por medio de la ecuacién[3.1} Dicha matriz representa una instancia
del PAV, la cual podremos resolver. El siguiente diagrama de la figura[5.1muestra los
pasos de este procedimiento.

También en la figura[5.1] aparecen dos formatos que no hemos mencionado. El for-
mato .fasta es usado para almacenar genomas secuenciados 23} pag. 202]. El formato

.npy almacena objetos de la libreria NumPy, la cual es una paqueteria de calculo numeéri-
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Genoma de S -
. Datos in silico Datos tratados Matriz de costos
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.fast .txt -1
.fasta d x Py

Figura 5.1: Generacion de la matriz de costos.

co [49]. Ya con la matriz de costos y los datos tratados, podemos utilizar algunos de los
algoritmos mencionados en el capitulo 2 o 4 para obtener la secuencia del genoma.

5.1.1. Creacion del archivo FASTQ

Parala generacion de las lecturas requerimos un genoma secuenciado y a partir de él se
aplicaran los procesos de simulacion descritos mas adelante. Una base de datos gendémi-
cos de libre acceso es la del Centro Nacional para la Informacién de Biotecnologia (o por
sus siglas en inglés, NCBI), en particular el genoma que utilizaremos puede ser encon-
trado con el numero de acceso J02459 [50|. Este genoma consta de 48502 pares de bases.

Primero necesitamos simular la duplicacién del ADN. Recordemos que esto es posi-
ble por medio de la PCR y teniendo los primers adecuados que se unen a la molécula.
Supuesto 1: En el medio del experimento se encuentran unicamente la molécula a
secuenciar y todos los materiales necesarios para hacer una cantidad arbitraria de
copias de la secuencia. Si realizamos C ciclos en la PCR con una unica copia de ADN en
el medio, en teoria obtendremos 2€ réplicas.

Muchos de los organismos conocidos tienen ADN de doble hélice, por lo que es
necesario separar a la cadena codificante de la cadena complementaria. Romper los
puentes de hidrégeno que unen a las hélices es posible al elevar la temperatura en el
medio. Supuesto 2: Somos capaces de retirar a las cadenas complementarias del medio.
De esta forma, no tendremos que realizar un analisis de datos exhaustivo para iden-
tificar a qué hebra corresponde cada una de las lecturas que obtendremos mas adelante.

Gusfield [1, pag. 160] comenta que en la secuenciacién por escopeta, los cortes para
obtener las lecturas deben ser aleatorios. Mencionamos anteriormente que podemos
romper las moléculas de ADN de manera fisica, lo cual resulta ser un proceso aleatorio.
Supuesto 3: El evento aleatorio donde se rompe un enlace fosfodiéster en particular,
es independiente al rompimiento de los demas y todos estos eventos tienen la misma
probabilidad, la cual podemos manipular. El hecho de que todos los enlaces tengan la
misma probabilidad de romperse, reduce la cantidad de calculos a realizar.

Entrando mas a detalle en el proceso aleatorio de los cortes. Dada || la longitud del
genoma, necesitamos simular un conjunto de variables aleatorias independientes e
c 1 . . . . C . . .
idénticamente distribuidas {X i}?fl *1 con n :N— Nuna funcién estrictamente creciente
tal que n(0)=0y

n(i) n(i)+1

Y Xj<IMl< ) X; paratodaie{t,..,2¢}. (5.1)

j=ni-1+1 J=nli-1)+1

Enla ﬁgurase encuentra ilustrada la condicién 1# El nimero Z;li‘,)l(_l’i 141X DOS
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indicara un sitio de corte en la i-ésima copia, con k€ {1,...,n(i)—nGi -} eie{l,...,2°}.
Las variables aleatorias X|s son tales que X; — 1 ~ Geo(p). La esperanza de dicha variable
aleatoria es 1/p, por lo que si queremos que los fragmentos tengan en promedio una
longitud ¢, definimos a p = 1/¢.

pe o o
D& A <L Ly
1: \ \ \ |
QX $‘
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Figura 5.2: Cortes aleatorios.

Como resultado obtendremos un conjunto de moléculas de ADN que podemos se-
cuenciar en una maquina MiSeq. Supuesto 4: No hay errores durante la secuenciacion
de las lecturas. Otro parametro a considerar son los ciclos para determinar las bases
leidas de cada molécula; dependiendo del tipo de secuenciador que utilizado, puede
variar la cantidad de letras observadas [51]. Dados un fragmento de longitud ! y ¢ los
ciclos que realiza la maquina, el nimero de bases secuenciadas sera min{c,/}. Como
no nos interesa la calidad, pues son datos generados sin errores, podemos incluir una
calidad simbolica como un parametro. Tras esto, podemos obtener un archivo .fastq
que contenga a las lecturas del proceso anterior. El codigo que generador de lecturas se
llama Lectures. py.

Las variables aleatorias de nuestro ejemplo fueron generadas con la paqueteria
NumPy. Al aplicar el proceso anterior al genoma del fago 1 se obtuvieron 2558 lecturas.
Los parametros utilizados fueron: 200 ciclos en el secuenciador MiSeq, 4 ciclos de repli-
cacion de PCR del genoma, una calidad de 40 unidades, un promedio de corte en cada
300 pares de bases yla semilla 13013 (parala generacion de nimeros pseudo-aleatorios
con NumPy). El resultado anterior puede ser consultados en el archivo J02459. fastq.

5.1.2. Limpieza de datos y matriz de costos

Comentamos en el capitulo 3 que necesitamos verificar que ninguna cadena en el ar-
chivo .fastq sea subcadena de otra cadena del mismo archivo, para poder definir a los
costos sin problema alguno. Primero debemos eliminar las lecturas que estén conteni-
das en otras. Por un lado, mencionamos que un método para hacerlo es utilizando el
algoritmo de Boyer y Moore [27]. Por otro lado, Python3 tiene implementada la funcion
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find () que dadas dos cadenas regresa el indice donde comienza la subcadena, si se
encuentra, o —1 en otro caso. Dicho esto, nos auxiliaremos de la funcion implementada.

Recordemos que el tratamiento de datos consiste en dos pasos. Primero necesita-
mos considerar una longitud minima ¢ para las lecturas lo cual nos dara un conjunto A.
Esto es para desechar datos que aporten poca evidencia para la secuenciacion. Una
vez descartadas las lecturas cortas necesitamos verificar que no existan pares de ellas
(u,v) € A x A tales que u sea subcadena de v, en caso de que esto ocurra, redefinimos a
A como A\{u} hasta eliminar todas las cadenas que satisfagan lo anterior. El cédigo que
realiza el tratamiento de las lecturas se encuentra en el archivo NoErrorTreatment . py.

Al aplicar el procedimiento a las lecturas del archivo J02459. fastq, el conjunto se
redujo a 1466 lecturas. La longitud minima que pedimos fue de 50 bases. Los resultados
de este procedimiento pueden ser consultados en el archivo Treated. txt, donde cada
linea de codigo representa una lectura. La suma de las longitudes de todas las lecturas
es de 339491, entonces tenemos una cobertura general de 339491/48502 ~ 6.99952.

En el capitulo 4 comentamos que una forma de representar instancias del PAV es por
medio de matrices. Sila instancia cuenta con n ciudades, necesitamos una matriz C de
n x n entradas. Cada entrada c; ; de dicha matriz estard dada por la ecuacion para
i,je{l,...,n},encasode quei #jy c;; =oco. Recordemos que en esta matriz debemos
resolver un problema del mensajero, por lo que debemos extender la matrizen unafilay
una columna al final. Con lo anterior, tenemos una extension de C de tamafio (n+1)x(n+
1) talque ¢ 41 =0, cpt1,j =0Y cnt1,0+1 =00. En dicha matriz extendida resolveremos el
PAV para obtener el ordenamiento de las lecturas. El codigo del procedimiento anterior
se encuentra en los archivos OverlapMatrix.py y OverlapMatrixNew.py.

5.2. Secuenciacion del genoma Escherichia phage Lambda

En esta etapa, ya podemos aplicar los algoritmos de optimizacion descritos para obte-
ner el ordenamiento de las lecturas. Recordemos que dichos métodos son el algoritmo
de ramificacion y acotamiento y el algoritmo genético. Ya con el ordenamiento, solo
resta acomodar a las lecturas para obtener la secuencia del genoma. Para verificar qué
tan parecidos son los genomas, utilizaremos la distancia de Levenshtein entre las dos
cadenas dividida por el maximo entre la longitud de ambas.

Notemos que en nuestro ejemplo, la cobertura general de las bases es de 7, 1o cual
es muy reducido a lo recomendado. La razon por la que trabajaremos con estos datos es
para utilizar una instancia de tamafo manejable del problema. En caso de no hacerlo,
el unico algoritmo que podriamos ejecutar seria el algoritmo genético. El algoritmo de
ramificacidon y acotamiento podria no terminar ya que utilizaria toda la memoria RAM
de la computadora donde se ejecute.

5.2.1. Algoritmo de ramificacion y acotamiento

Para obtener la secuenciacion del genoma a partir de la matriz de costos, el diagrama
ilustrado enla figura[5.3|resume las transformaciones a realizar. La matriz de dimension
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(n+1)x(n+1) seralaentrada del algoritmo. Dicho algoritmo se encuentra implementado
en el archivo Cap.py con el nombre BnB. Este nos regresara una matriz X de tamano
(n+1)x(n+1),donde x; ;= 1sisevadelaciudad i ala ciudad j en otro caso.

. Matriz .
M M i
atriz de costos atriz Tour Secuencia
de costos — . — ., deorden | — — final
extendida .npy
il ik o 1EKG
Py npy Py

Figura 5.3: Obtencion de la secuencia con el algoritmo de RyA.

Ya con la matriz X, necesitamos obtener la caminata para realizar el ordenamiento.
El camino hamiltoniano sera almacenado en un vector ¢ de dimension n de NumPy por
medio de una representacion de caminata y utilizaremos un contador ¢ = 1. Para esto,
nos fijaremos en la j tal que x,.1 ; = 1, donde definiremos a #(1) := j y ¢ := 2. A partir de
aqui, definiremos a i := j y redefiniremos a j como la entrada tal que x; j=1,a t(c):=jy
finalmente a ¢ := ¢ + 1. El proceso anterior se repetird hasta que c sea igual a n. El cédigo
de este procedimiento se encuentra en el archivo MatrixToPath.py.

Tenemos una matriz C de tamano 1467 x 1467. La cota inicial del algoritmo fue
w =98702y el valor éptimo z* = 98703, el cual se obtuvo después de examinar 2951 no-
dos. Este procedimiento utilizo de aproximadamente 46 GB de RAM, dato a considerar
para (no) replicar el proceso. Dicho codigo se encuentra en el archivo Order . py.

Al ordenar las lecturas, obtuvimos que la secuencia tiene una longitud de 49551
basesy tiene una distancia de Levenshtein de 7115 bases. Esto nos indica que el genoma
original y nuestro genoma secuenciado se parecen en un 85.643074 %. Este resultado
se encuentra en el archivo Escherichia_phage_Lambda_seq_4.txt y fue generado por el
codigo del archivo FinalDNA.py. Las primeras 35513 bases son idénticas entre los dos
genomas. En el camino hamiltoniano se encuentra el arco que une a las lecturas 814
y 1434 de costo 311 (la suma de la longitud de las lecturas), las cuales son cortas y no
tienen traslapes. Es posible que esto haya sido ocasionado por la falta de cobertura.

5.2.2. Algoritmo genético

En el capitulo 4 se utilizo un algoritmo genético para el PAV, pero podemos hacerle
unas pequenas modificaciones para que este resuelva instancias del PM.

= Omitiremos la condicion de que o(1) = 1, pues no podemos fijar una ciudad inicial.
= El costo de la caminata y = (o) estara dado por c(y) = X" ¢o(),0(i+1)-

= Los numeros aleatorios para la eleccion de los indices en el cruce conservativo
maximal serdn tomados del conjunto {1,...,n}, aligual que los indices de mutacion.

Con las modificaciones anteriores, no es necesario extender a la matriz C obtenida
al ejecutar el cédigo del archivo OverlapMatrix.py. Para obtener la secuenciacion del
genoma a partir de la matriz de costos, el diagrama ilustrado en la figura[5.4|resume
los archivos a ejecutar.
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Figura 5.4: Obtencion de la secuencia con el algoritmo genético.

En el archivo OrderGen.py se encuentra el codigo necesario para obtener un camino
hamiltoniano que aproxime al 6ptimo de la instancia dada por la matriz C. El algoritmo
es una funcion del archivo Cap4.py y tiene el nombre de geneticAlgorithm. Hay otra
version que guarda los mejores caminos de cada generacion para posteriormente ser
graficados, dicha funcién tiene el nombre de geneticAlgorithmPlot. Los parametros
que se utilizaron para el algoritmo son 5000 generaciones, 200 pobladores, 10 pobla-
dores de élite y 0.05 % de probabilidad de mutacion. Los parametros de poblacion y
mutacion fueron seleccionados como los mas grandes sugeridos por Alves da Silva y Fal-
cdo [43, pag. 38] y el parametro de generaciones fue seleccionado en funcion del tiempo
ejecucion del algoritmo anterior. Se obtuvo una solucion y con valor z(y) = 522208, la
cual fue encontrada en la generacion 3231. En la figura se muestra el desemperno
del algoritmo. Notemos que el error absoluto con respecto al valor éptimo es 423505 y
el error relativo es 4.2907.
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Figura 5.5: La mejor ejecucion del algoritmo genético.

El genoma obtenido por medio de la solucion anterior, tiene una longitud de 261304
bases. No fue posible comparar las cadenas para saber en qué proporcién se parecen,
ya que para obtener la distancia de Levenshtein, se necesitan 94.4 GB de memoria RAM
(la memoria necesaria para generar un arreglo matricial de NumPy de 48503 x 261305
entradas). Por la cota inferior de la distancia de Levenshtein, podemos asegurar que
las secuencias se parecen a lo mas en un 18.5619%. Dicho genoma se encuentra en el
archivo Escherichia_phage_Lambda_seq_Gen.txt.



Conclusion

Alo largo de esta tesis planteamos un modelo matematico para resolver un problema
de indole biolégico. El ordenamiento de lecturas es utilizado para obtener un genoma
de referencia, o como menciona Langmead [4], la caja del rompecabezas.

Para lograrlo, describimos un método de secuenciacion de segunda generacion, es-
tudiamos un método exacto y un heuristico para el problema de optimizacion conocido
como del agente viajero, el cual utilizamos para obtener dicho ordenamiento. Adicional
a lo anterior, evidenciamos que el PAV es un problema dificil de resolver por medio de
la teoria de complejidad computacional.

Debido a que el problema es NP-Duro, a mayor cantidad de lecturas a ordenar,
mas tardada sera la ejecucién de los algoritmos conocidos para resolver el problemay
posiblemente no se puedan ejecutar varios a falta de tiempo o de memoria, como es el
caso del algoritmo de ramificacién y acotamiento. Si P = NP entonces existiria algun
algoritmo eficiente para resolver el PAV, pero hay mucho escepticismo y posiblemente
P esté estrictamente contenido en NP.

A causa de lo anterior, las heuristicas resultan ser una alternativa util en la practica,
como lo presentan Kato y Hasegawa [52] con un algoritmo para el modelo presentado
en el capitulo 3. El algoritmo genético presentado para el PM no resulté dar buenas
aproximaciones en poco tiempo, esto no debe ser motivo para demeritar los métodos
heuristicos. Una modificacion que se puede realizar es aplicar un método glotén con
algunas perturbaciones aleatorias para la generaciéon de soluciones iniciales del algo-
ritmo genético. Lo anterior es justificado por Ma [53].

Cabe mencionar que la metodologia para el ordenamiento de fragmentos, desarro-
llada alolargo de este trabajo, no es la inica que podemos aplicar. Existe una desventaja
importante al utilizar las lecturas de un secuenciador MiSeq en conjunto con el PAV,
debido a que son demasiado cortas y esto puede generar dificultades al momento de
tener k-meros repetitivos en una secuencia. Una manera de ejemplificar lo anterior es
a través de los llamados telomeros, secuencias que en los humanos son constituidas
por 6-meros de la forma TTAGGG, mismos que se repiten alrededor de 2500 veces en la
cadena codificante de los extremos de cada cromosoma [2, pag. 182]. Esto es mucho
mayor a la longitud maxima de un secuenciador de Illumina.

Para aventajar el inconveniente anterior, existen nuevas tecnologias de secuencia-
cién donde la longitud de las lecturas suele exceder las diez mil bases |3} pag. 14], pero

presentan tasas de error altas (entre 5y 15%) en comparacién con las de lllumina [28];
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dichas fallas pueden ser corregidas con ayuda de la cobertura, la cual es definida antes
del ejemplo[3.7}

Una metodologia utilizada para las secuencias de una MiSeq segun Simpson [28], es
la propuesta por Pevzner, Tang y Waterman [54] que consiste en construir graficas de De
Bruijn, en donde los caminos eulerianos nos indican como ensamblar las lecturas para
obtener la secuencia original. A diferencia de nuestro procedimiento, aqui se busca
verificar la existencia de dicha caminata o encontrar lo mas cercano a una. Aunque las
graficas generadas son de gran tamano, comprobar lo anterior se puede efectuar en
tiempo polinomial [55].

Aunado a lo anterior, no necesariamente tendremos la certeza suficiente para decir
que dos lecturas son sucesivas, por ende, las lecturas suelen utilizarse para ensam-
blar supercadenas llamadas contigos. Con estas estructuras y utilizando técnicas de
bioinformatica, se puede obtener un genoma. Este procedimiento es usado por secuen-
ciadores como ARACHNE, el cual fue desarrollado por Batzoglou, Jaffe, Stanley y col. [56].

Para este trabajo elegimos la tecnologia de segunda generacién con el fin de utilizar
datos experimentales tratados. Finalmente, esto no se realizé porque implicaba el desa-
rrollo de subrutinas adicionales para obtener el genoma con lecturas ordenadas a partir
de los traslapes aproximados, lo cual no era el objetivo del trabajo. Como mencionamos
en el capitulo 1, otra razon para la eleccion de esta tecnologia es su bajo costo.

Ya con el genoma de referencia, sera mas sencillo obtener la secuencias de otro
individuo de la misma especie. Usualmente la referencia y la molécula de ADN que
buscamos secuenciar suelen coincidir en mas del 99 %. Aqui se emplean métodos como
el algoritmo de Boyer y Moore para aparear las lecturas con algtin 2-mero del genomay
asi armar toda la nueva secuencia. Un algoritmo para este tipo de secuenciacion es el
de Nsira, Lecroq y Elloumi [57].

Por ultimo, conocer las secuencias de ADN es fundamental para el area de epigenéti-
ca, la cual se dedica al estudio de los genes, asi como su expresion y sus modificaciones
[58]. Al conocer su ubicacion en el genoma y su proteina asociada, es posible saber
como se efectiian las modificaciones, tanto al cddigo genético como a su ambiente, para
favorecer o transformar su expresion. Esta rama es fundamental en los estudios de
salud, pues diversos de ellos han comprobado que dichas alteraciones desembocan en
enfermedades como el cancer, la diabetes, entre otras. En el 2005, se fundé un proyecto
que se dedica al mapeo de ellas, llamado el proyecto del epigenoma humano. Afortunada-
mente, hay articulos que demuestran que dichos procesos pueden ser revertidos por
medio de farmacos, aunque sera con el tiempo y los avances cientificos que veremos si
es posible prevenir o curar estas patologias.

El trabajo en sintesis:
Llegando a los origenes de la vida por el camino de menor costo.
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Apéndice A

Elementos de Investigacion de
Operaciones

En este apéndice se presentan elementos bdsicos de ramas de la investigacion de
operaciones, como lo son de graficas, redes y programacion matematica. Los conceptos
expuestos a continuacion, son necesarios para comprender los capitulos 2, 3y 4 del
trabajo.

A.1. Graficas y redes

Esta seccion del apéndice A fue elaborada a partir de los libros Introduccion a la teoria
de redes de Hernandez—Ayuso [17, ap. Al y Assignment problems de Bukard, Dell’Amico
y Martello [11} cap. 3].

Definicion A.1. Definimos una grafica G como la pareja de conjuntos G = (X,A), donde
X es un conjunto no vacio llamado el conjunto de nodos y A < X x X llamado el conjunto
de arcos en caso de tener direcciones o aristas no tenerlas. Notese que para cada
elementoa € A, existen i, € X tales que se puede representar a a como a = (i, j), donde a
i se le denota el nodo o extremo inicial de ¢ y a j se le denota como el nodo o extremo
final de a. En este texto, supondremos que X es un conjunto finito.

Definicion A.2. Dados dos arcos (o aristas), decimos que son arcos adyacentes (0
aristas adyacentes) si tienen extremos en comun.

Definicion A.3. Sea G = (X,A) una grafica (dirigida o no dirigida). Definimos a una
cadena como la secuenciadearistasay,...,aq €nlacual a; comparte un extremo cona; 1,
paratodai€({l,...,q — 1}. Notemos que dos arcos sucesivos en la cadena son adyacentes.
En caso de tener una grafica dirigida, decimos que la cadena ay,...,a, €s un camino si
el extremo final de a; es igual al extremo inicial de a;,1, paratodaie({l,...,q — 1}.

Definicion A.4. Una cadena elemental (o camino elemental) es una cadena (o ca-
mino) tal que no repite nodos, i.e., dadas a,,a, € A aristas (o arcos) tales que a, = (i1,/1)
yaq =(ig,j2) CON p # g, entonces iy ¢ {ig, j2} Y j1 ¢ {i2, jo}.

Definicion A.5. Un ciclo es una cadena aj,as,...,aq4 tal que a1 y a4 tienen un extremo
en comun. Un circuito es un ciclo ay,ay,...,a4 tal que el extremo inicial de a; coincide
con el extremo final de a,.

97



98 Capitulo A

Definicion A.6. Un circuito (o ciclo) hamiltoniano es un circuito (o ciclo) elemental
que contiene todos los nodos de la grafica. Una cadena (o camino) hamiltoniano es
una cadena (o camino) elemental que contiene todos los nodos de la grafica.

Definicion A.7. Un circuito (o ciclo) euleriano es un circuito (o ciclo) que contiene
todas las aristas (o los arcos) de la grafica sin repetirlas. Una cadena (o camino) eule-
riano es una cadena (o camino) que contiene todas las aristas (o los arcos) de la grafica
sin reperitlas.

Definicion A.8. Sean i,j € X. Decimos que j es vecino de i si (i,j)€ Ao (j,i)€A.SiG es
una digrafica, decimos que j es predecesor de i si (j,i) € A 0 que j es sucesor de : si
(i,j) € A. Definimos a las funciones I'",I'",I': X — #(X) dadas porI'*(i)={j € X : (i,j) € A},
I()={jeX:(j,i)e A} yTG)=T+G)uT ().

Definicion A.9. Sea X' c X, definimos una subgrafica de G como G’ = (X',A’) donde
A" ={(i,j)e A:i,je X'}. Definimos a una grafica parcial de G como G' = (X,A’) donde
A'cA.

Definicion A.10. Sea G = (X,A) una grafica. Decimos que G es una grafica conexa si
para cualquier par de nodos, existe una cadena que los una. Si X1,...,X}, es una particion
de X donde cada (X;,A;) es una subgrafica grafica conexa y paracadaxe X; y y € X; no
existe una cadena que los una paratodai,je{l,...,k} coni # j, decimos que X7q,...,X};
son las componentes conexas de G.

Definicion A.11. Sea G =(X,A)una graficayd € Z*. Unared R es una terna formada
por R =(X,A,f), donde f es una funcién con valores en R y dominio en X, A 0o X UA.

Definicion A.12. Sea G = (X uX’,A) una grafica donde X, X' son conjuntos ajenos. De-
cimos que G es una grafica bipartita se cumple que paratodo (i,j)e A,ie XyjeX' o
viceversa.

Definicion A.13. Decimos que la grafica G es un arbol si G es una grafica aciclica y
conexa.

Definicion A.14. Sea G =(X,A)una graficay M < A. Decimos que M es un acoplamien-
to de G si los arcos dentro de M no son adyacentes entre si. Decimos que una arista
a € A es una arista acoplada sia € M.

Definicion A.15. Sea G =(X,A), M < A un acoplamiento de G y a1,as,...,aq un camino.
Decimos ay,as,...,a, €s un camino M-alternante si dado un arco perteneciente a M,
entonces su antecesor y su sucesor en el camino no pertenecen a M, o si dado un arco
que no pertenece a M, entonces su antecesor y su sucesor en el camino si pertenecen a
M.

Definicion A.16. Sea G =(X,A), M < Aun acoplamientode Gyai,as,...,aq un M-camino
alternante tal que el extremo inicial de a; estd en X y el extremo final de e, estd en X'.
Decimos a1,as,...,a4 €S un camino M-aumentante si hay aristas conectadas a dichos
extremos que no sean pertenecientes a M.

Definicion A.17. Sea G = (X,A), T = (N,A’) un d&rbolcon Nc X yA'Cc A, M < A un
acoplamiento de G,y k € N. Decimos que T es un arbol M-alternante enraizado en %
si todos los caminos que se puedan definir en 7 con nodo inicial 2 son M-alternantesy
todos los caminos maximales (los que van a nodos terminales del arbol) desde la raiz
son de cardinalidad par.
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A.2. Programacion matematica

Esta seccion del apéndice A fue elaborada a partir de los libros Linear Programming de
Karloff [59, cap. 1y 3], Integer Programming de Conforti, Cornuejols y Zambelli [12} pag.
1-5], Linear Algebra and Geometry de Shafarevich y Remizov [60] y Numerical Lineal Algebra
de Allaire y Kaber [15, pag. 19].

Definicion A.18. Dado n € Z*, definimos a una permutacion de orden » como una
funcion inyectiva o :{1,...,n} — {1,...,n}. Definimos a ., como el conjunto de todas las
permutaciones de orden n.

Observacion A.19. Recordemos que los ordenamientos de orden n pueden ser repre-
sentados con vectores de R”.

Teorema A.20 (de Rouché—Capelli). Dado un sistema de ecuaciones en forma matricial
Ax=>bdonde A e M, xn(R), x € R* y b € R™, entonces el sistema tiene solucion si y sélo si el rango
de A coincide con el rango de la matriz extendida [A|b].

Definicion A.21. Sea F cR", decimos que F es un conjunto convexo si para cualesquie-
rax,ye FyA€[0,1], entonces Ax+(1—- A1)y € F. Decimos que z € F es un punto extremo
de F sino existen x,y € F distintos y 1 € (0,1) tal que z = Ax +(1 - A)y.

Observacion A.22. Dados x,y e R* conx = (x1,...,%,)' Yy = (y1,...,yn)}, decimos que x > y
six; =y;, paratodaie{l,...,n}. Decimos que x es entero si cada entrada de x es entera.

Definicion A.23. Definimos un problema de programacion lineal (o modelo lineal)
en forma canonica como

Max c'x,
s.a Ax<b,
x=0,

donde c,xeR*, beR™" y A € M,«»(R) con A de rango m. Si en lugar de la desigualdad
Ax < b tenemos Ax = b, entonces el problema lineal estad en forma estandar. Definimos
a un problema de programacion lineal entera (o modelo lineal entero) como

Max c'x,

s.a Ax<b,
x=0,
x entero.

En caso de que solo necesitemos que algunas entradas de x sean enteras, entonces el
problema anterior es conocido como programacion lineal entero mixto. En particular,
si x es un vector con entradas binarias ({0, 1}), decimos que el problema anterior es un
problema de programacion lineal binario. A cada ecuacion, desigualdad o condicion
del sistema se le conoce como restriccion. A la funcion z(x) = c’x se le llama funciéon
objetivo.

Observacion A.24. Observemos que todo problema lineal en la forma estandar se
puede transformar a la forma candnica si partimos a cada fila a’x = b; del sistema de
ecuaciones en las dos desigualdades —aﬁx <-b;y aﬁx <b;,paraie{l,...,m}. Dela misma
forma, las desigualdades del problema canoénico se pueden transformar en ecuaciones
al aumentar en n dimensiones el problema con las variables x;cs =0 (llamadas variables
de holgura) para asi tener m ecuaciones de la forma a§x+xk <bj,parake{n+1...,n+m}.
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Teorema A.25. Elconjunto F = {x € R" : Ax < b,x = 0} es un conjunto convexo. Ademds, si existe
M =max{c'x : x € F} con c € R", entonces existe x* un punto extremo de F tal que c'x* = M. Lo
anterior también se satisface para F' = {x e R" : Ax = b,x = 0}.

Definicion A.26. Consideremos el problema lineal en su forma estandar de la definicion
Supongamos que m <n'y A es de rango completo. Decimos que un vector x* € R"
que satisface el sistema anterior es una solucion basica factible (sbf) si dados los
indices I ={j1,...,jm} ={1,...,n} ylamatrizB=[A},]...|A; ] cuyas columnas forman una
base de R™, se tiene que las entradas x; = (B~'b),, (llamadas variables basicas) para
k eI ylas entradas x; =0 (llamadas variables no basicas) para k€ {1,...,n}\I.

Teorema A.27. Consideremos el problema lineal en su forma estindar de la definicion[A.23]
Entonces x es shf del problema lineal si y sdlo si es punto extremo de la region definida por sus
restricciones.

Definicion A.28. Dado el problema de programacioén lineal en forma candnica de la
definicién|A.23| definimos su problema dual como

Min blw,
sa Alw=ec,
w = 0.

donde w € R™. En este contexto, al problema lineal original se le conoce como problema
primal.

Teorema A.29 (de dualidad débil y fuerte). Considere un problema de programacion lineal
v su problema dual. Sea x € R" una solucion factible del primal y w € R™ una solucion factible
del dual, entonces se satisface que c'x < b'w. La igualdad se da si y solo si x y w son soluciones
dptimas del primal y dual respectivamente.

Teorema A.30 (de holguras complementarias). Considere un problema de programacion
lineal y su problema dual. Sea x € R" una solucion factible del primal y w € R™ una solucion
factible del dual, entonces las soluciones son dptimas si y solo si

A'w-c)x=0 y (Ax-b)'w=0.

Definicion A.31. Consideremos el problema entero lineal de la definicién Si
retiramos la restriccion de que las entradas del vector x sean enteras, entonces ese
problema se conoce como la relajacion PL del problema entero. En general, decimos
que un problema es la relajacion de otro si toda restriccion del primero es restriccion
del segundo.

Definicion A.32. Sean f,g:N — R* funciones. Decimos que g(n) es un limite superior
asintotico de f(n) (o bien, f(n) es G(g(n))) si existen c,ng € Z* tales que para toda n = n,
se satisface que f(n) < cg(n).



Apéndice B

Pseudocodigos y diagramas de flujo

En este apéndice se presentan los pseudocddigos cada algoritmo y los diagramas de
flujo de algunos. Todos los algoritmos presentados a lo largo de este trabajo fueron
implementados en el lenguaje de programacion Python 3. Los cédigos se encuentran
en el repositorio github.com/re-vez/TesisLic.

B.1. Capitulo 2

Algoritmo 1: Preprocesamiento.
Datos: Una matriz C de costos.
Resultado: U conjunto inicial de asignaciones,
¢ un inicial vector de asignacion de personas,
f un vector inicial de asignacion de tareas,
(u,v) una solucion dual factible.
paraic{l,..,n} hacer

L u;:=minfc; j:je{l,...,n}};

para je({1,...,n} hacer
| vj:=minfc; j—u;:i€{l,..,n}};
paraic{l,..,n} hacer
para je({1,...,n} hacer
sif(j)=o0,¢;j—u;—-v;=0yi¢U entonces
L L FG) =1, () :=j,U:=Uuli};
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Algoritmo 2: Procedimiento alternante.

Datos: k£ nodo expuesto de la grafica actual,
@ un inicial vector de asignacion de personas,
f un vector inicial de asignacion de tareas,
(u,v) una solucion dual factible.
Resultado: s un nodo expuesto mediante el cual haremos el procedimiento
alternante,
pred el vector de predecesores actualizado.
7(j):= oo, para toda j € {1,...,n};
SU=SV=LV:=0,s:=00,1:=k;
mientras s = co hacer
SU =SU u{i};
para j e VALV tales quec; j < n(j) hacer
pred(j) =1, n(j)=c;; ;
si 7(j) = 0 entonces
| LV =LV u{j}

si LV\SV = & entonces
6 =min{n(j):je VA\LV};
para e SU hacer
L u;:=u;+0;
para j € LV hacer
L vji=v;-0,
para je V\LV hacer
n(j) :=n(j) -0,
si 7(j) = 0 entonces
| LV:=LVuU{}

Sea je LV\SV;

SV =8V uij}

si /(j) =0 entonces
§:=J;

en otro caso

| i=10)
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Algoritmo 3: Hungaro.

Datos: U conjunto inicial de asignaciones,
¢ un inicial vector de asignacion de personas,
f un vector inicial de asignacion de tareas,
(u,v) una solucion dual factible.
Resultado: v
mientras #U < n hacer
Sea ke U\U;
pred(q) =k, para toda q €{1,...,n};
Sean j,pred obtenidos del procedimiento alternante aplicado con el nodo &;
U:=Uuik};
i:=pred()), f(j):=1i, h:=@@), pi):=j, j:=h;
repetir
‘ i:=pred()), f(j):=1i, h:= @), pi):=j, j:=h;
hasta que i = &;

Algoritmo 4: Resultados del algoritmo hungaro.
Datos: C la matriz de costos,
(u,v) € R" x R" la solucién dual obtenida por el algoritmo htngaro,
¢ el vector de asignacion de personas con respecto a las tareas.
Resultado: X una matriz de asignacion optima,
z el valor 6ptimo de la funcién objetivo,
C la matriz de costos reducidos asociada a la solucién obtenida.
Sea X,C € M, .,(R) matrices nulasy z := 0;
paraie{l,...,n} hacer
z2:=z+u; +v;,
paraie{l,...,n} hacer
Ei,j =Cij Ui —Uy,
si p(i) = j entonces
| xij:=1,

Algoritmo 5: Deteccion de vecinos.
Datos: x un nodo del conjunto X,
Aj € A un conjunto de arcos.
Resultado: I', el conjunto de vecinos de x con respecto a los arcos Ay,.
Seak:=card(A;)yTI,:=o paraic{l,...,k} hacer
sia; =(x,y), con a; el i-ésimo arco del conjunto A;, entonces
| Ty:=T,uly},
sia; = (y,x), con a; el i-ésimo arco del conjunto A, entonces
| Ty:=T,ulyk
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Algoritmo 6: Deteccion de componentes conexas.

Datos: n la cardinalidad del conjunto de nodos en la grafica,
A} € A un conjunto de arcos.
Resultado: ¢ la cantidad de componentes conexas en la grafica (X,Ap).
SeaN:={1,...,n},, E:=0yc=0;
mientras N # & hacer
Tomamos x € N y hacemos E := E U {x};
mientras E # @ hacer
Seaick;
E:=T@)nN)UE\{});
N :=N\{i}
L c:=c+1.

Algoritmo 7: indices del conjunto de penalizaciones.

Datos: C € M,,«,,(R) una matriz de costos reducidos.
Resultado: p el par ordenado de indices de la variable a ramificar.
Seak:=0,m:=0Yy p :=(o0,00);
paraic{l,...,n} hacer
para je{l,...,n} hacer
sic; ; =0 entonces
m:=min{cy ;:ke{l,...,n\{i}} + min{c; ; : I € {1,...,n}\{j}};
si m <ocoy k < m entonces
| ki=myp=(,))

Algoritmo 8: Factibilidad de la solucién.
Datos: X € M,,.,(R) una matriz de asignacion.
Resultado: § un booleano tal que es 1 si y solo si X es una solucién factible.
Sead=1,a:=0,i:=1yj:=1;
mientras =101 # 1 hacer

6=0;
mientras x; ; = 0 hacer
| j=i+L

1:=j,j=1ya:=a+1;

sia =n entonces
L 6=1.
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Algoritmo 9: Ramificacién y acotamiento para el PAV.
Datos: C € M,,.,(R) una matriz de costos.
Resultado: X € M,,.,(R) una matriz que contiene a un tour éptimo,
z el valor optimo de la instancia asociada a C.
Definimos a g := 2, zg := oo y creamos al primer nodo del arbol con la etiqueta #1
con etiqueta No terminal;

Sean w®,x® ¢ el valor optimo, el 6ptimo y la matriz de costos reducidos
respectivamente obtenidos al aplicar el algoritmo htungaro a C;
Sea 6V el booleano obtenido al aplicar la prueba de factibilidad a X;
mientras haya un nodo con etiqueta No terminal y sin ramificar hacer
Sea p = ¢ tal que w'” = min {w® : el nodo #a es No terminal y no se ha
ramificado sobre él};
si las variables de ramificacion del nodo #p igualadas a 1 forman un ciclo no
hamiltoniano entonces
| Etiquetamos al nodo #p como No factible.
sino, si 5?) =1yw® <z, entonces
\ Hacemos zg := w'?) y etiquetamos al nodo #p como Candidato;
si no, si w'? >z, entonces
\ Etiguetamos al nodo #p como No prometedor;
en otro caso
Sean (i, ) los indices obtenidos del conjunto de penalizaciones;
Desde #p, ramificamos a los nuevos nodos #q y #(q + 1);

. . —(p) —(p)
Definimos a las matrices €@ :=C"” y cl+V.=C"’;
(q) ._ (g+1) . _ (g+1) . _ (g+1) _ .
Hacemos C;;i=00, ¢ = 0, i] =O0Yyc, =00, para le{l,...,n\{J}y

ke{l,...,n}\{i}. Definimos a z(q),X(q),E(q) el valor 6ptimo, el dptimo y la
matriz de costos reducidos respectivamente obtenidos al aplicar el
algoritmo hungaro a C?.;

Definimos a w'? := 2@ + w@;

Definimos a 2@+, x@+D 9" ¢l valor optimo, el 6ptimo y la matriz de
costos reducidos respectivamente obtenidos al aplicar el algoritmo
hungaroa €9 ;

Definimos a w7V ;= z(a+D 4 @,

qg:=q+2

Tomamos a z := zg y definimos a X como la matriz asociada al valor z.
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C la matriz de costos, INICIO
q =2 el contador de nodos, e
z9 =oo el mejor valor encontrado.

Aplicamos el algoritmo htungaro

a C y obtenemos a wi, c y XM,
Asociamos esto al nodo #1 y lo eti-
quetamos como No terminal.

l

Seleccionamos a algun nodo sin
sucesores #p con etiquetado No
terminal y con la mejor cota w,.

¢Hay nodos sin suceso-
— res que tienen etiqueta ——>®
No terminal? FIN

Si

1. Ramificamos a partir de los
indices (i, ) asociados al
maximo del conjunto de pena-
lizaciones de C?.

¢Sus variables x’s igualadas a 1 for-

) ) ) . 2. Definimos a los nodos #
man un circuito no hamiltoniano? 7y

#(gq + 1) como sucesores de #p.

Si —(g+1
l 3. Definimos a E(q) y C(qu ) como
No  Etiquetamosa #p como copias de C”.
No factible.
4. Hacemos qu} = oo, E(iqj”) = 0,
, E(i‘”l) = 00y E;q;.'l) := oo para
éwp <20 y los arcos asociados a X kEle{l...,n), k#]yl#i.
forman un tour? ) )
5. Aplicamos el algoritmo
, i . sl
151 htngaro para C*y ¢4
Etiquetamos a #p como No para obtener X(q)(,)f(q“z y
Candidato. ;w), < zo? wm = wp + L@ +v™) con
. m€{q,q +1}.
lSl
| 6. Etiquetamos a #q y #(g+1) co-
X:=x" .
iwp = 20? 2 mo No terminales y hacemos
A o= Uhpo q:=q+2.
@ ) Etiquetamos a #p como
) No prometedor
Si 1
No

Figura B.1: Diagrama de flujo del algoritmo de ramificacién y acotamiento.
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B.2. Capitulo 3

Algoritmo 10: Costos con traslapes.
Datos: A<{A,C,T,G}* un conjunto de n lecturas.
Resultado: C € M,,,,(R) la matriz de costos.
Sea C la matriz tal que c; j:= o0, Vi,j€{1,...,n};
paraic{l,...,n} hacer
paraje({l,...,n}\{i} hacer
t:=0,u:=2;,v=21;
parake({l,...,min{|u|,|v]}} hacer
siuy...up=v,_p...v, entonces
L t:=1;

cij:=lul+lvl-2t

Algoritmo 11: Distancia de Levenshtein.
Datos: u,v e I'* dos cadenas de caracteres
Resultado: d »(u,v) € R la distancia de Levensthein entre u y v.
SeaL:=0¢ M(|u|+1)’(|v|+1)(|R).;
paraie{l,...,|u|+1} hacer
L li1:=1;
paraje{l,...,|lv|+1} hacer
L lij=1J;
paraie{2,...,|u|+1} hacer
L paraje{2,...,|v|+1} hacer

L li,j = min{li,j_l + 1,li—1,j + lyli—l,j—l + ﬂui,vj};

do(u,v) :=ly+1,p+15
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Algoritmo 12: Costos con traslapes aproximados.
Datos: A < {A,C,T,G}* un conjunto de n lecturas.
Resultado: C € M,,,,(R) la matriz de costos.

Sea C la matriz tal que ¢; j:= o0, Vi,j€{1,...,n};
paraie{l,...,n} hacer

para je{l,...,n}\{i;} hacer

t* =00, u:=A;,v=21;;

parake{l,...,|ul} hacer

parale{l,...,|v|} hacer

S:=Up_pSUp, P:=V1...U];
t:=|s|+[pl = (1+min{|s],|p|}/max{|s|,|pIDd (s, p);
sit > t+ entonces

|t =t;

| ciji=lul+lvl-t%
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B.3. Capitulo 4

Algoritmo 13: Evaluacion de aptitudes.
Datos: P €[]/, #, una tupla con m ordenamientos de orden n,
CeM,,(R)la matriz de costos.
Resultado: v € R™ un vector de aptitudes de la poblacion
P la poblacion ordenada de menor a mayor costo.
Seav:=0eR™;
paraie{l,...,m} hacer
Sea o :=P;;
L vi:=1/ (Z?;f Co(j),a(j+1>):
Ordenamos a v;
Reordenamos a P con respecto a v;

Algoritmo 14: indices de seleccién.
Datos: v € R” el vector de aptitudes de la poblacion,
€ el parametro de elitismo.
Resultado: I € R™ ¢ los indices de pobladores a cruzar.
SeaF:=0eR™"yS:=Y"  v;;
Hacemos Fy :=v1/S;
paraie{l,...,m—1} hacer
L Fiy1:=F;+v;.1/8S,

Generamos al conjunto {¢;}777° de numeros aleatorios;
Definimos al:=0eR™ ¢,
paraie{l,...,m—¢} hacer

n:=0;

mientras ¢; < F,, hacer

| ni=n+1;
Ii =n- 1
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Algoritmo 15: Reproduccién MPX.
Datos: (01,09) € ¥, x ¥, dos ordenamientos de orden n.
Resultado: ¢ € %, un ordenamiento de orden n.
Sean é1,¢&9 ~ UnifDisc({1,...,n}) v.a.iid. y¢c:=0eR?;
Definimos a p:=min{¢,¢9}, M :=max{é1,é} YV :i= ;
paraie€{u,...,M} hacer
¢(@):=01(i);
| V=V u{c@}
paraie{l,...,n} hacer
paraje{l,...,n}\{y,...,M} hacer
sios(i) ¢ V entonces
¢(j) :=02(2);
V:=Vu{c()}

Algoritmo 16: Reproduccion de la poblacion.
Datos: P €[], #, una tupla con m ordenamientos de orden n,
¢ el parametro de elitismo,
I eR™ ¢ los indices de pobladores a cruzar.
Resultado: P’ un conjunto de m ordenamientos de orden n.
paraic{l,...,c} hacer
| P:=P;
paraie{l,...,m—¢—1} hacer
L P!, . eseldescendiente del par (Pr),Pri+1);

P! es el descendiente de reproducir al par (P,,—¢,P1);

Algoritmo 17: Mutacién.
Datos: o € %4, un ordenamiento de orden n.
Resultado: 0 € ¥, un ordenamiento de orden n.
Sean &1,¢9 ~ UnifDisc({1,...,m}) v.a.i.i.d.;
Hacemos h :=0(&1), 0(&1) :=0(&2) y 0(&2) :=h.

Algoritmo 18: Mutacién de la poblacién.
Datos: P € [ , %, un vector con m ordenamientos de orden n,
p una probabilidad de mutacion.
Resultado: P € [, %, un vector con m ordenamientos de orden n.
Generamos al conjunto {¢;}? ; de numeros aleatorios.;
paraic{l,...,m} hacer
L si &; < p entonces

| P;eselresultado de mutar a P;
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Algoritmo 19: Produccion de nueva generacion.
Datos: P €[], &, un tupla con m ordenamientos de orden n,
CeM,,(R)la matriz de costos,
¢ el parametro de elitismo,
p €1[0,1]1a probabilidad de mutacion.
Resultado: P € [T, %, una vector con m ordenamientos de orden n.
Obtenemos el vector de aptitudes v y la poblacion ordenada con respecto a él;
Sometemos a la poblaciéon P al proceso de seleccion para obtener los indices I;
Reproducimos a la poblacién P considerando al conjunto I y al pardmetro ¢;
Mutamos a la poblacién P con probabilidad p;

Algoritmo 20: Genético.

Datos: m € Z* el tamano de la poblacion,

CeM,.,(R)la matriz de costos,

£€{0,...,m} el parametro de elitismo,

p €1[0,1]1la probabilidad de mutacion,

g €Z" el nimero de generaciones a simular.

Resultado: o € .%, el mejor ordenamiento de orden n con respecto a C,

z el mejor valor encontrado de la instancia.

Definimos o € #, un ordenamiento arbitrario y z := co. Generamos a P € [[2; #,
una tupla con m ordenamientos de orden n;

paraic{l,...,g} hacer

Modificamos a P como una nueva generacién con los parametros m,C,ey p.;

Obtenemos el vector de aptitudes v y la poblacion ordenada con respecto a €l;

siv; <z entonces

z:=vl;
o:=Pq;
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Generamos a una poblacion — Evaluamos las aptitudes de P,
inicial P de m individuos. De- — almacendndolas en v.
finimos a zg:= o0, k:=0y o un
ordenamiento arbitrario. v
Obtenemos los indices de selec-
cion I a partir de P y v.

INICIO |
Obtenemos m — & nuevos pobla-
dores a partir de I, P y v. Susti-
tuimos a los m —& con menores
® FIN aptitudes con los nuevos pobla-
) .21: S No dores.
No = & !

Mutamos con probabilidad p a
E los individuos de P.
1/v1:=29

=0 l

S1 Evaluamos nuevamente a la po-
Hacemos k:=k+1, ¢1/v1 <2¢? Fi blacién P para obtener v.

Figura B.2: Diagrama de flujo del algoritmo genético.
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