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Resumen

De entre los distintos métodos que existen actualmente para para ma-
nipular objetos sin contacto, la levitacién actstica ha tenido un interés
creciente en afios recientes, debido al desarrollo en la tecnologia para
producir ondas sonoras en el rango del ultrasonido de manera mas
controlada, y a la flexibilidad que presentan las ondas de sonido para in-
teractuar con una amplia cantidad de materiales. La determinacién de las
fuerzas para efectuar la levitacién, conocidas como fuerzas de radiacién
actstica, forma una parte necesaria para aplicaciones en manipulacién.
Para su estudio, y para explorar posibles aplicaciones, se ha recurrido a
modelos como el de Gor’kov, donde los cuerpos tienen tamafios peque-
fios comparados con la longitud de onda, o el uso de rayos cuando el
tamafio es mucho mas grande. Pero el uso estas aproximaciones tiene
el inconveniente de dejar inexplorada una variedad de posibles efectos.
El objetivo de esta tesis consiste en realizar un estudio de las fuerzas de
radiacion actsticas para la levitacion en aire, sin considerar aproxima-
ciones respecto al tamario de las particulas mediante el uso de la teoria
generalizada de Lorenz-Mie. Para esto, el problema se aborda llevando a
cabo la simulacién de un campo estacionario generado por ondas planas
contrapropagantes, con una frecuencia de 40 kHz en aire, y calculando
numéricamente la fuerza a lo largo del eje principal de propagacién para
particulas esféricas de poliestireno expandido con radios desde 0 hasta
1.5A. En este trabajo se devela un aspecto que pareciera contraintuitivo: en
un campo estacionario las posiciones de atrapamiento de una particula
no recaen en exclusivamente en las zonas de baja presién promedio. Se
identifican tres situaciones especiales: esferas de cierto tamafio cuyos
puntos de equilibrio estable se ubican en los nodos de presién del campo,
esferas de tamafio mayor con puntos de equilibrio estable en antinodos,
y esferas con tamafos especificos que sentirdn una fuerza nula. Ademas,
conforme las particulas son cada vez méas grandes aparecen resonan-
cias mecénicas observadas como cambios abruptos en la magnitud y el
signo de la fuerza. Con el fin de estudiar el origen fisico de los efectos
no resonantes, se utiliza el pseudo momento actstico para observar la
tendencia de movimiento de la esfera por accién de los campos actsticos,
corroborando asi los resultados del calculo numérico de las fuerzas. Por
otro lado, las resonancias son identificadas con valores concretos del
radio en los cuales se excitan los modos vibracionales [ =1,2,3,4 dela
esfera libre, y posteriormente se agrega el peso como una fuerza negativa
adicional a las fuerzas de radiacion actsticas, identificando asi un tamafo
maximo para el cual la fuerza total es positiva, y para el cual se tendria
una condicién de levitacién.




Abstract

Among the different methods that currently exist to manipulate objects
withouth contact, acoustic levitation has been of increasing interest in
recent years, due to the development of technology to produce ultrasonic
sound waves in a more controlled manner, and the flexibility of sound
waves to interact with a wide range of materials. Determination of the
forces to perform levitation, known as acoustic radiation forces, forms
a necessary part of applications in manipulation. To explore possible
applications, models such as Gor’kov’s equation, where bodies have small
sizes compared to the wavelength, or the use of rays when the size is much
larger have been used. But the use of these approaches has the drawback
of leaving a variety of possible effects unexplored. The goal of this thesis
is to study the acoustic radiation forces for levitation in air without
considering particle size approximations using the generalized Lorenz-
Mie theory. To achieve this, the problem is approached by carrying out the
simulation of a stationary field generated by counterpropagating plane
waves, with a frequency of 40 kHz in air, and numerically calculating
the force along the main propagation axis for spherical particles made
of expanded polystyrene with radii from 0 to 1.5A. This work reveals
an aspect that seems counter-intuitive: in a stationary field the trapping
positions of a particle do not fall solely in low average pressure areas.
Three special situations are identified: spheres of certain size whose
stable equilibrium points are located at pressure nodes, spheres of a
larger size with stable equilibrium points at antinodes, and spheres with
specific sizes that will experience a null force. In addition, as the particles
become larger, mechanical resonances appear, which are seen as abrupt
changes in magnitude and sign of the force. In order to study the physical
origin of the non-resonant effects, acoustic pseudo momentum is used to
observe the tendency of the sphere to move due to the action of acoustic
fields, thus corroborating the results of the numerical calculation of the
forces. On the other hand, resonances are identified with specific values
of the radius at which vibrational modes, | =1, 2, 3, 4, of the sphere are
excited. The weight is then added as an additional negative force to the
acoustic radiation forces, thus identifying a maximum size for which the
total force is positive, and pointing a levitation condition.




Introduccion

La idea de mover un objeto sin contacto fisico es bastante antigua y es
comun que se encuentre en el imaginario publico. Tener la capacidad de
manipular objetos a distancia o sin alguna herramienta intermedia se
muestra como una habilidad muy 1til ademas de vistosa, por lo que es
comtnmente mostrada como una tecnologfa innovadora en la narrativa
fantastica de medios cinematograficos o literarios. Pero fuera del terreno
de la ciencia ficcién, la manipulacién sin contacto es una realidad, y quizés
la forma maés simple de realizarlo es la levitacién. Conseguir métodos
para levitar cuerpos en aire ha sido el objeto de miiltiples investigaciones
cientificas. Por mencionar algunas dreas generales donde se han explorado
técnicas de manipulacién sin contacto, se encuentran la levitacién por
campos eléctricos [1] o magnéticos alternantes [2], la levitacién por
métodos aerodindmicos [3], levitacién por radio frecuencia[l], el uso
de superconductores [2], o la manipulacién éptica [4] y actstica [5]. En
estas técnicas de levitacién se consigue mantener suspendidos en el aire
materiales s6lidos o liquidos mediante campos eléctricos y magnéticos,
flujos intensos de algtn fluido, haces laser u ondas de sonido.

Concretamente para la levitacién actstica en aire, la primera observa-
cion experimental de atrapamiento de particulas data de 1866 con el
experimento conocido como el tubo de Kundt [6], donde August Kundt
generaba una onda actstica estacionaria por medio de una barra resonan-
te colocada en un extremo de un tubo horizontal transparente, y particulas
de polvo se aglomeraban en los nodos de presién. Posteriormente, el
primer uso de ondas acusticas para levitar gotas liquidas ocurrié en 1933
de la mano de Biicks y Miiller [7], cuando reportaron un experimento en
el cual mantuvieron suspendidas gotas de alcohol en los nodos de presiéon
de un campo estacionario generado por una barra vibrante de cuarzo y
un reflector colocado en la parte superior. En los décadas de 1970 y 1980
hubo un interés en el desarrollo de formas para mantener suspendidos
cuerpos por campos estacionarios, para realizar estudios en condiciones
de microgravedad y experimentos que se llevaron a cabo bajo contratos
de la NASA [5]. Aunque mucha de la investigacién concerniente a la
levitacién actstica tiene cerca de 50 afios, no es hasta afios recientes que
ha sido desarrollada con enorme entusiasmo, debido principalmente al
desarrollo de nuevos dispositivos para generar ondas de sonido, como los
transductores Langevin de alta potencia, o los arreglos de transductores
ultrasonicos con control de fase, y a la enorme ventaja que presenta para
realizar tareas en disciplinas tales como la biologfa [8-11], quimica [12, 13],
desarrollo de farmacos [14], aplicaciones en la industria que requieran
de transporte sin contacto (Pick-and-Place) [15], o el andlisis de muestras
sin la presencia de contenedores adicionales (Espectroscopia de plasma
inducido por laser, LIBS) [16]. Ademads, es posible trabajar con particulas
cuyos tamafios vayan del orden de cientos de micrometros hasta varios
milimetros [5, 17], caracteristica bastante ttil en la tendencia actual de
la miniaturizacién de dispositivos, lo cual lo vuelve una herramienta
prometedora. Si bien varias de estas caracteristicas pueden estar dis-




ponibles con los otros métodos de levitacién, la manipulacién actstica
tiene la capacidad de interactuar con una mayor variedad de materiales
y tamarios, incluyendo algunos seres vivos [18], lo que ha dado lugar
a potenciales aplicaciones como los displays volumetricos en 3D [19],
formados a partir de los llamados voxels: grupos uniformes de particulas
en movimiento rapido con persistencia de la visién [20]. Sin embargo, a
pesar de los avances y de ser una herramienta tan versatil, mucha de la
fisica detras de la levitacion actstica se encuentra aun en desarrollo [5, 21].

La base de la manipulacién actstica recae en el uso de las fuerzas de
radiacién, originadas por el intercambio en el flujo de momento entre el
campo y un objeto [22]. Uno de los primeros en realizar un tratamiento
mas sistematico sobre la presion ejercida por el sonido fue Lord Rayleigh.
Extrayendo una cita de su articulo On the Pressure of Vibrations [23]:
“It seemed to me that it would be of interest to inquire whether other
kinds of vibration exercise a pressure ... ”, Rayleigh reflexiona sobre
la presién de radiacién ejercida por la luz, deducida por primera vez
por Maxwell dentro de la teoria electromagnética, y se pregunta sobre la
posibilidad de que ondas como el sonido exhiban un comportamiento
similar. Posteriormente L.V. King [24] y Yosioka y Kawasima [25] llevaron
a cabo un célculo de la magnitud de las fuerzas de radiacién actsticas
en un fluido ideal para una esfera compresible. Sin embargo, fue hasta
1962 cuando L.P. Gor’kov [26] reuniera esta informacién y condensara la
nocién de fuerza de una manera elegante a través del calculo por medio
de un potencial U, para particulas compresibles esféricas cuyo tamafio
es pequefio comparado con la longitud de onda.

En este modelo la fuerza es producida por dos factores: una componente
debida al gradiente del promedio temporal de la presion cuadrética y
otra debida al gradiente del promedio temporal del modulo cuadrado de
la velocidad de las particulas del medio. La interpretacién de la fuerza
deriva en un resultado intuitivo: una esfera dentro de un campo se
moveré hacia las regiones de menor presién, y por otro lado tendra la
tendencia a dirigirse hacia regiones con altas velocidades de particula
(estas regiones corresponden a zonas con presion negativa de Bernoulli)
[27]. Con algunas excepciones, como modelos que recurren al uso de
rayos cuando el tamafio de los objetos es grande comparado con la
longitud de onda (actstica geométrica) [22], gran parte de los avances
realizados en el estudio y aplicaciones de fuerzas actisticas recurren
a la ecuacion de Gor’kov para simular la fuerza ejercida en particulas
levitadas actisticamente. Como ejemplos en el uso de esta base tedrica,
se encuentran los experimentos realizados por Asier Marzo [28, 29],
donde, mediante arreglos multifase han conseguido la manipulacién de
multiples particulas de distintos materiales atrapandolas en los nodos de
presién de distintas configuraciones de campos estacionarios. Es comtn
observar que la configuracién elegida cuando se busca la estabilidad
en la levitacién, es la de un campo de tipo estacionario producido por
un emisor y un reflector, o dos emisores puestos frente a frente para
generar una cavidad resonante, debido a que en la configuracién de
onda estacionaria plana los nodos de presién coinciden con los antinodos
de la velocidad de particula, ademds de la posibilidad de modificar el
campo para producir los nodos en los lugares deseados, ajustando la
frecuencia o la fase relativa entre los emisores, atrapando particulas en
ellos. El comportamiento de atrapar particulas en las regiones de minima
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presiéon promedio se ha convertido en todo un paradigma. Naturalmente,
si las predicciones nos resultan intuitivas y légicas, ademds de estar
respaldadas por evidencia experimental es normal que genere confianza.
Pero quedan atin varias interrogantes que no suelen considerarse en
estos estudios, por ejemplo ;qué ocurre cuando el tamafio de los objetos
es del orden de la longitud de onda y su volumen mayor al de la zona
de baja presién?, o ;qué pasa con los objetos cuando, por su forma o
tamario, exhiben resonancias mecénicas?. Este tipo de preguntas marcan
un hecho, y es que existe atin una riqueza de efectos fisicos sin explorar
en la manipulacién actstica.

Para hacer un célculo de las fuerzas de radiacién, modelos como el de
Gor’kov hacen uso de el esparcimiento de las ondas de sonido para
encontrar los campos que dan origen a la acustoforesis (movimiento
de particulas resultado de las fuerzas actsticas). Pero, para ampliar el
modelo de Gor’kov y superar las aproximaciones consideradas, investiga-
ciones se han llevado a cabo con el fin de adaptar un modelo ya conocido
en electromagnetismo. El modelo de Lorenz-Mie fue concebido como
solucién de las ecuaciones de Maxwell para estudiar el esparcimiento
de la luz para una onda plana sobre una particula esférica [30]. Poste-
riormente este modelo fue ampliado para considerar campos de forma
arbitraria, lo que se conoce como la teoria generalizada de Lorenz-Mie
[30-32]. Recientemente D. Baresch [33], y M. A. Pessoa [34] han adaptado
exitosamente este modelo en el campo actstico, permitiendo el calculo de
fuerzas de radiacion. Particularmente, el trabajo realizado por D. Baresch
tiene la ventaja de incluir un método eficaz que incluye el calculo cuando
la posicién del objeto dispersor es arbitraria, haciendo uso de matrices
de rotacién y traslacién [33, 35-37].

El objetivo principal de este trabajo consiste en estudiar estas fuerzas
de radiacién actstica sin tener en cuenta aproximaciones en el tamafio
del objeto a levitar. En particular, se estudia un sistema de levitaciéon
de campo estacionario ultrasénico construido por ondas planas con-
trapropagantes, generando asi un patrén periédico. Para este estudio
se usa como punto de partida el modelo desarrollado por D. Baresch
modificando aspectos y pardmetros del mismo para su aplicacién en el
sistema de interés. Se muestra aqui un aspecto interesante y que pareciera
contradictorio: cuando se tiene un campo estacionario de ondas planas
los sitios de atrapamiento varian en funcién del tamafio de la particula,
siendo posible a las esferas colocarse también de manera estable dentro
de regiones de alta presién promedio, e incluso es posible optimizar
la fuerza ejercida sobre los objetos escogiendo adecuadamente su tamatio.

La naturaleza mecénica de las ondas de sonido hace necesaria la introduc-
cién previa de conceptos basicos sobre mecénica de fluidos y vibraciones
elasticas. Estos conceptos se presentan en el capitulo 2, donde se hace
una revisién de las ecuaciones bdsicas y su relacién con el fenémeno
acustico.

En el capitulo 3 se desarrollan los métodos para el célculo de la fuerza
a través de la teoria generalizada de Lorenz-Mie, mostrando ciertas
analogias presentes con su contraparte 6ptica. La piedra angular en este
desarrollo de la fuerza se encuentra en la conservacién del momento

1 Introduccion
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lineal transportado por los campos, por lo que se comienza con una
expresion para calcular el cambio en este flujo de momento debido a
la presencia de un objeto, continuando con una expansién en ondas
esféricas de los campos involucrados. Los resultados de este modelo
constituyen la base para las simulaciones numéricas presentadas en el
capitulo posterior.

En el capitulo 4 se muestran los resultados de los cdlculos numéricos para
la fuerza, hechos para una particula esférica de poliestireno expandido
colocada en distintas posiciones dentro del patrén periédico. Aqui se
presentan un par de efectos no estudiados hasta el momento, y que
mantienen similitudes con las trampas épticas periddicas [38], producto
del anélisis para particulas cuyo tamafo no suele encontrarse en los
limites de las aproximaciones antes mencionadas. Asimismo, se discute
la naturaleza de estos efectos y se presenta una explicacién fisica para
estos dos fenémenos.

Finalmente en el capitulo 5 se hace un repaso de las conclusiones obteni-
das en este trabajo de tesis.

1 Introduccion
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El campo actstico y las
vibraciones mecanicas

Cuando se habla sobre la propagacién de las ondas se suele hacer una
distincién entre dos tipos. La primera, aquellas que requieren de un
medio para propagarse, como las olas en un estanque, sonidos musicales,
ondas sismicas producidas por un terremoto etc, son ejemplos de un
tipo llamado ondas mecénicas. El segundo tipo, aquellas que también
pueden viajar a través de algtin medio material, pero no necesitan de él
para la propagacién, incluye a ondas como las electromagnéticas o las
mas recientemente descubiertas ondas gravitacionales.

En particular para el sonido, ya sea en el rango audible o en los um-
brales como el ultrasénido e infrasénido, es comun que el medio de
propagacién sea un fluido. Este es un tipo de onda mecénica, que se
define como fluctuaciones de la presién en equilibrio del medio, py. Estas
fluctuaciones involucran cambios en la densidad en equilibrio, py, dando
lugar a los llamados efectos de compresién y rarefaccion [39].

Las ecuaciones de conservacion resultan ttiles ya que involucran propie-
dades en equilibrio del medio, como pg y po, y propiedades generadas
por las perturbaciones, como la densidad p y presién p instantdneas, o la
velocidad de particula v a la que se desplaza un elemento de fluido. Al
hacer la distincién entre las propiedades en equilibrio e instantdneas en el
medio vale la pena definir variables como la presién actistica P = p — po
(también llamada presién sonora) y la condensacién s = (p — po)/po.
Pero antes de discutir estas ecuaciones de gobierno es necesario examinar
primero el enfoque, las variables, y los marcos de referencia que suelen
emplearse.

En principio existen dos formas de definir y tratar el medio, el método
de la mecénica estadistica y el método del medio continuo [40]. En el
enfoque microscépico de la mecénica estadistica, el medio consiste de
moléculas individuales cuyo movimiento es determinado por las leyes de
la dindmica. Ya que aqui las magnitudes macroscépicas son obtenidas en
términos de cantidades moleculares resulta en una forma elegante para
determinar las propiedades del fluido. Desafortunadamente, a pesar de
que esta teorfa esta plenamente desarrollada para fluidos como gases
ligeros, se encuentra incompleta en cuanto a liquidos se refiere [40].
El método del medio continuo por su parte, toma en cuenta que una
particula del fluido es lo suficientemente grande como para contener un
gran numero de moléculas, pero suficientemente pequefia como para
poder establecer un tnico valor a variables como la presién y densidad
[39]. Una condicién para la aproximacién al medio continuo suele ser tal
que

1
— < V < L3 (2.1)

donde 1 es el numero de moléculas por unidad de volumen, L la longitud
fisica més pequefia que se tenga en el campo del fluido (como cualquier
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2 El campo actistico y las vibraciones mecdnicas 8

cuerpo alrededor del cual el fluido pudiera moverse), y V es un volumen
lo suficientemente pequefio tal que V'/3 es pequefio comparado con L
[40]. Sin embargo, el enfoque del medio continuo da lugar a que no exista
distincién entre un liquido, un gas ligero o un gas denso [41], tratando
a los fluidos por igual. Tomando en cuenta los distintos aspectos entre
ambos métodos, el enfoque del medio continuo resulta més préctico en
cuanto al tema tratado en esta tesis y es el que se abordara.

Una vez establecido nuestro enfoque, al trabajar en mecanica de fluidos,
el siguiente punto a enfrentar consiste en decidir el marco de referencia
sobre el cual se derivardn las ecuaciones. Los dos sistemas basicos con
los que se suelen tratar son el sistema de referencia euleriano y el sistema
lagrangiano [42].

En el sistema euleriano, las variables x, y, z y t son independientes y
representan la posicién de un volumen de control a través del cual fluyen
particulas (particulas en el sentido del medio continuo) al tiempo ¢ [40].
No se pone atencién en particulas en especifico y es el sistema espacial
usual (Figura 2.1).

Por otra parte, en el sistema lagrangiano se pone atencién sobre una masa
particular del fluido y se va siguiendo conforme fluye. Esta porcién del
fluido puede cambiar de forma pero siempre se consideran las mismas
particulas por lo que se suele llamar sistema coordenado material [22].
Aqui las variables x, y, z y t ya no son independientes y se consideran
como variables base x, o, Zo Y to, las cuales especifican el elemento del
fluido en su posicién inicial de equilibrio al tiempo tg. Los cambios en
las coordenadas, y su relacién con el sistema euleriano, se obtienen a
partir de las componentes de la velocidad v a la que se mueve esta masa
particular (Figura 2.1).

t—to

el e ()
e (x = x0)
(x,y,2) Q D)

(%0, Yo 20)

(z = 2o)

Sistema Euleriano

Sistema Lagrangiano

El uso de un sistema u otro depende del problema a abordar. Quizés el
ejemplo mds inmediato y que relaciona ambos sistemas es la llamada
derivada material [40]. Sea @ una variable del campo (densidad, tem-
peratura, etc.). En el sistema euleriano «a es una funcién de la posicién
(x,y,z) del volumen de control.

Mientras tanto, si en el sistema lagrangiano observamos por un corto
periodo de tiempo 6t como fluye cierta porcién de un elemento del fluido,
su posicién tendrd un cambio 6x, 6y, 0z, lo cual trae consigo un cambio
oa.

Durante este intervalo de tiempo 6« es calculado como una variacion,

Figura 2.1: Representacion de los sistemas
coordenados usuales en mecanica de flui-
dos. En el sistema euleriano el volumen
de control esta fijo en el espacio, y alguna
propiedad « cambia en el. Por otro lado
en el sistema lagrangiano la propiedad
a cambia conforme una porcién de masa
fluye.
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da da da da
oa = §5t+£6x+@5y+zéz (22)

Tras dividir por 6t y hacer 5t — 0 esta variacién es:

Da da da da da

E—E‘f‘ £+va+w£. (23)
donde 0x/0t = u, 6y /ot = vy 6z/0t = w, son las componentes de la
velocidad v cuando 6t — 0. Esta es la definicién de derivada material, en
la cual Da /Dt representa el cambio total en la variable «, es decir, es
la tasa de cambio temporal en el sistema lagrangiano, mientras el lado
derecho es su equivalencia en el sistema euleriano [40]. Reescrito de
manera vectorial la derivada material tiene la forma

%:a—a+(v-V)a. (2.4)
Dt ot

En ciertas ocasiones la derivacién de las ecuaciones de conservacién
se suele realizar en coordenadas lagrangianas ya que es mas sencillo
plantear las variaciones en una porcién del fluido utilizando la derivada
material, aunque para tener expresiones mas manejables para su solucién
en este sistema se suelen requerir acciones adicionales en comparacién
a su contraparte. Es por esto que las ecuaciones suelen resolverse en
coordenadas eulerianas. Si se desea cambiar entre un sistema u otro, se
hace uso de la definicién de la derivada material. Para este trabajo se hara
uso del sistema euleriano debido a lo practico de su representacion.

2.1. Ecuaciones de gobierno

Una vez establecidos el marco de referencia con el cual trabajar esta-
mos en condiciones de presentar un conjunto de ecuaciones con las
cuales establecer la propagacién de una perturbacién y sus relaciones
existentes.

Ecuacién de continuidad

Es comtn derivar la ecuacién de continuidad mediante primeros princi-
pios utilizando un volumen rectangular de lados Ax, Ay, Az y calculando
la masa neta que fluye a través de é1 [39]. Sin embargo resulta mds practico
derivar la ecuacion de continuidad calculando la tasa de cambio en la
masa dentro de un volumen arbitrario V por accién del flujo que atraviesa
la superficie S del volumen (Figura 2.2).

d
En este caso la tasa de cambio en la masa es T, f pdV, mientras que el

flujo que atraviesa un elemento de superficie, dS, es —pv - dS [22]. De este
modo, poniendo en términos algebraicos el enunciado de continuidad
tenemos que

9
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Figura 2.2: Volumen arbitrario V' en el
cual fluye una cantidad « a través de su
superficie S.

2 pdV + /pv -dS =0. (2.5)
ot Jy s

Al utilizar el teorema de la divergencia en la integral de superficie es
posible ordenar en una sola integral de volumen

J

y debido a que este volumen es escogido de manera arbitraria y no varia
con el tiempo esto resulta en

ap B
-+ V. (pv)] dV =0, (2.6)

9p

— +V-(pv)=0. (2.7)
ot

Esta es la ecuacién de continuidad exacta [22]. Si expandimos el segundo
término en la ecuacién anterior y hacemos uso de la derivada material
podemos reescribir la ecuacién de continuidad

Dp
ﬁ+pv-v—0 (2.8)

Ecuacion de Euler

De igual manera, en este caso es necesario derivar una ecuacion para la
segunda ley de Newton, lo cual conduce a la conservacién del momento.
En un fluido real, la existencia de viscosidad y el hecho de que los
procesos actsticos no son perfectamente adiabéticos introduce términos
disipativos que influyen al hacer un balance de la fuerza [22]. Tales casos
no son tratados aqui, ya que si bien a ciertas escalas pueden influir de
manera significativa esta no es la situacién. De nuevo, consideremos un
volumen arbitrario V fijo. La cantidad de momento transportada por un
elemento de fluido que pasa a través de la superficie dS es (pv)v - (=dS)
[22]. En este caso, de acuerdo con la segunda ley de Newton, el flujo total

de momento d/dt ( fv pv dV), es igual a la suma de las fuerzas exteriores

mas el momento neto que fluye a través de S [39]. Dentro del término que
involucra las fuerzas exteriores, normalmente se consideran dos tipos,
fuerzas superficiales F;, como la presién, y fuerzas que afectan al cuerpo
en si, representadas mediante /V BpdV, donde B es cualquier fuerza que
afecte al volumen, como la gravedad [22].

Si en las fuerzas superficiales se considera tinicamente la presién sonora,
estoes Fs = — /s PdS, la ecuacion para el momento es
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i/pvde/deV—‘/PdS—‘/(pv)v-dS. (2.9)
ot Jy v S S

Se procede entonces de manera analoga a la ecuaciéon de continuidad, ha-
ciendo uso del teorema de la divergencia para convertir las dos integrales
de superficie a integrales de volumen y reordenando los términos,

d(pv

/ (% —-pB+VP+V. [(pv)v]) dv =0. (2.10)
14

Nuevamente, ya que el volumen es arbitrario el integrando debe ser

cero. Sin embargo, si expandimos la derivada temporal y la divergencia

obtenemos que

d d

8_7t)p + a—fv +[V-(pv)]v+(pv-V)v+ VP -pB=0. (2.11)
En virtud de la ecuacién de continuidad, el segundo y tercer término son
cero, por lo que finalmente resulta

p (‘;—Zt’ + (v - V)v) +VP = pB. (2.12)

Esta ecuacién no lineal para fluidos no viscosos es la ecuacién de Euler
[39]. En su forma mas tipica la fuerza B suele ser la fuerza de gravedad
8§ =-8%

Al considerar procesos actsticos de baja amplitud se asume que |(v -
V)v| < [dv/dt]y (p — po), con lo cual,

Po (8_7) + g) + VP =0. (2.13)
ot

Ademas, aunque la fuerza gravitacional es tomada en cuenta en situacio-

nes como la estratificacién del medio donde dp/dz = —pg, este término

es frecuentemente despreciado en actstica, esto es |pog| < |VP|. Bajo

estas suposiciones la ecuacién se simplifica como

J
poa—? - _VP. (2.14)

Esta se conoce como la ecuacion lineal de Euler [22].

Las suposiciones tomadas anteriormente proporcionan ademaés la parti-
cularidad de considerar que el fluido no contiene vorticidades inherentes.
Para corroborar esta afirmacion, tomamos el rotacional de la ecuaciéon
2.12. Debido a que V X VP = 0, y ya que pg no varia con la posicién se
tieneque VX v = 0.
Esto implica que la excitacién actstica bajo las consideraciones tomadas
para llegar a la ecuacién 2.12 es irrotacional [40]. Esta caracteristica trae
consigo la posibilidad de definir una funcién ¢, conocida como potencial
de velocidades

v =Vo. (2.15)

11
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Si sustituimos este potencial en la ecuacién 2.12 es posible reordenarla,

\Y (poé—‘f + P) =0. (2.16)

Ya que la cantidad entre paréntesis debe ser cero, obtenemos una relacién
para el potencial y la presién actstica

J
p= —poa—f. (2.17)

Ecuacion de estado

Hasta el momento contamos con un par de ecuaciones, la ecuacién
de continuidad y la ecuacién de Euler, que involucran tres variables
del campo, P, v y p. Para tener un conjunto cerrado es necesaria una
tercera ecuacion [22]. La ecuacién de estado resulta ser titil en actstica
ya que relaciona las variables fisicas que describen el comportamiento
termodinamico del fluido como la presién, densidad y entropia . Cuando
se considera que la conductividad térmica del fluido y los gradientes
de temperatura de la perturbacién son pequefios, como es comun en
actstica, la entropia permanece constante [39], es decir tenemos un
proceso isentrépico en el cual la relacion entre la presién y la densidad
pasa a ser simplemente p = p(p). Para esta situacién el medio puede
describirse a través de la adiabata [40]

'}/
% - (%) (2.18)

donde y es la razén de capacidades calorificas. En el caso de fluidos, esta
relacion sencilla entre p y p no es valida, pero debido a que el proceso
isentrépico se mantiene, es posible determinar esta relacién de manera
experimental, con lo cual una expansién en serie de Taylor es lo més
conveniente [22]

1(dp 5
(P—Po)+§ (‘9—F’2)p0 (p—po)y +---. (2.19)

Ip
= + | —
P =Ppo ( 8p)
Con las fluctuaciones pequefias que se estdn considerando, solo los

términos de orden bajo se mantienen y existe una relacién lineal entre
las variables de presién y densidad tal que

po

P~%s, (2.20)

donde % = po (g—Z) es el modulo de bulto adiabético y s es la conden-
po

sacién s = (p — po)/po.

Contamos ahora con un conjunto completo de tres ecuaciones, inclui-

das las versiones lineales de la ecuacién de momento y de estado. Si

linealizamos la ecuaciéon de continuidad es posible combinarlas para

obtener una sola ecuacién diferencial lineal [39]. Para esto, escribimos p

12
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con ayuda de la condensacién p = po(1 + s) y sustituimos en la ecuacién
2.7. Asumiendo que s es pequefia y que pp no varia con el tiempo de
manera significativa

d
poge + V- (pov) = 0 (2.21)

se vuelve la ecuacion lineal de continuidad. A continuacién tomamos la
divergencia de 2.14

V- (pog—::) = -V?P. (2.22)

Podemos eliminar la divergencia al tomar la derivada temporal de 2.21, y
considerando que las variables espacial y temporal son independientes:

d%s v
po&tz +V. (poﬁ) =0 (223)
De manera que
d%s
— - V2P =0. 2.24
ere (2.24)

Siendo mas ttil tener tiinicamente términos de la variable P, se realiza el
cambio por medio de la ecuacién de estado 2.20. Si se define la velocidad
termodinamica del sonido como

J
2=2 (—p) , (2.25)
po \dp/,
la ecuacién se vuelve
1 d*P
V2P - = — =0. 2.26
c2 Jt? ( )

Esta es la ecuacion lineal de onda sin pérdidas para la propagacién del
sonido [22]. De manera similar al combinar las ecuaciones 2.21, 2.15, 2.17
y 2.20 se obtiene que el potencial de velocidades ¢ satisface la ecuacion
de onda bajo las mismas condiciones que P

_1%¢

2
TR (2.27)

2.2. Vibraciones en una esfera

Vibraciones de Lamb

Debemos recordar que, después de todo, el sonido son perturbaciones
en forma de vibraciones. Cuando una onda de sonido impacta sobre un

objeto, si este no es perfectamente rigido, puede ponerse a vibrar [39].

13



2 El campo actistico y las vibraciones mecdnicas

Si tuviéramos una cdmara con la suficiente calidad y la lente adecuada,
podriamos captar las vibraciones. En el fondo, estas vibraciones participan
en la generacién del llamado fenémeno de esparcimiento [43].

A diferencia de un sélido rigido donde las distancias entre sus particulas
se encuentran fijas, un cuerpo eléstico, tras sufrir una deformacién por
alguna fuerza externa, tiende a regresar a su estado original [44]. Si la
fuerza estd dentro de los limites mecénicos, fuerzas de traccién aparecen
debido a las interacciones moleculares y tienden a regresar al sélido a su
estado de equilibrio [45]. Ciertamente la geometria més simple en que
podemos pensar para un cuerpo eldstico es la esfera.

El problema para las vibraciones libres en una esfera eldstica homogénea
fue resuelto por Horace Lamb en 1882 [46]. A partir de ese momento,
otros autores han calculado diferentes variaciones de este problema,
considerando modelos de esfera con capas o cuerpos anisotrépicos.
Estudios posteriores hechos de 1935 a 1953 por los autores Sezawa (1935,
1936), Sezawa y Kanai (1937), Inove (1936, 1937) y Vanek (1953) fueron
realizados para tratar de dar luz al origen de los terremotos terrestres
tomando como punto de partida la teorfa de la elasticidad en esferas.
Dentro de esta teoria, concretamente en el régimen lineal, dos conceptos
centrales son el esfuerzo y la deformacién [44] (popularmente conocidos
como Stress and Strain en inglés). El esfuerzo surge como resultado de las
fuerzas de traccién que sufre el cuerpo. Un enfoque adecuado consiste
en considerar que estas fuerzas acttian a través de superficies dentro
del sélido [45]. Bajo este concepto se introducen el vector de traccién
mecanica T, como la fuerza por unidad de érea dF /ds y i como el vector
normal exterior a la superficie ds, de manera que

dF
Th) =1 —_ 2.28
@) d;TO ds ( )

La relacién entre las componentes del vector unitario 7 con el vector
de traccién ocurre a través del llamado tensor de esfuerzos, o tensor de
esfuerzos de Cauchy Tj; [45]:

siendo Ej la i-ésima componente de la fuerza actuando por unidad de
drea en una superficie perpendicular a la direccién 7;.

La condicién para las vibraciones de una esfera eldstica utiliza las compo-
nentes de este tensor de esfuerzos, al considerar que la superficie r = a,
esta libre de tracciones [46], y por lo tanto

Tir =Tho = Tr(p =0. (2.30)

Estos esfuerzos traen consigo un grado de deformacién en el sélido
elastico, caracterizado por el desplazamiento u# de sus particulas [44].
Las componentes para las posiciones fuera de equilibrio u, debidas a
estos desplazamientos du son calculadas mediante la siguiente ecuacion
[45]:

14
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u;(xj + dx]-) = ui(xj) + Sijdx;j + Qjidx; (2.31)
en donde
1 [ Jdu; auj
Sij = 3 (a—x] + 8_361) (2.32)
1 [ Jdu; a”j
i==|=—-= 2.
Qi 2 (axj ox; (2.33)

son el tensor de deformacién simétrico y antisimétrico respectivamente.
Si el esfuerzo y la deformacién son pequefios estas cantidades son
proporcionales [45]. Para encontrar una relacién entre ellas cuando
ocurren estas pequefias deformaciones se realiza una serie de Taylor

TS =T+ (L) sua:(=ZE ) g
ij\Qkl 1] 8Skl 50 ki > asklasmn Skl:_% klomn
mn (2.34)
y se mantienen tinicamente valores a primer orden. Ya que por condicién

de equilibrio T;;(0) = 0, se consigue la relacién de proporcionalidad

Tij = cijkiSki- (2.35)

Esta es la forma maés general de la ley de Hooke para sélidos elasticos

oT;
[45], donde Cijlik = Fkl

propiedades elésticas del material [44].

) es el tensor de rigidez y contiene las
Sk1=0

En el caso de un sélido isotrépico, el tensor eldstico ¢;jx; debe ser invariante
para cualquier cambio de ejes, rotacién o simetrfa alrededor de un punto
o un plano [45]. Las tinicas cantidades que no son afectadas por estas
transformaciones ortogonales son un escalar y el tensor unitario 6;;.
Debido a que el tensor unitario es simétrico solo hay tres combinaciones
posibles que contienen los cuatro indices, 6;;0ki, 0ik0j1, 0i10k, por lo que
es posible escribir el tensor de rigidez de la forma

Cijki = Ap0ijOki + w10ik0j1 + 12010k, (2.36)
donde A, 1, g2 son constantes. De la definicion 2.32 de Sij , cijki es

simétrico respecto a los primeros dos indices, ¢;jx1 = ¢jiki , por lo que
p1 = U2 = pp y el tensor es escrito como

Cijki = Ap0ijOkr + tp(0ikOj1 + 0i10k). (2.37)

Por lo tanto, en un sélido isotrépico las propiedades elasticas pueden ser
especificadas por las constantes A, u,, conocidas como coeficientes de
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Lamé [46]. Con esta versién del tensor de rigidez, 1a ley de Hooke puede
reescribirse como [45]:

Ti]' = /\,,Siiéij + Zypsi]' (2.38)

donde S = S;; es la traza del tensor de deformaciones. Los coeficientes
de Lamé pueden ser calculados mediante otras constantes mecénicas del
material como el modulo de Young E, o el coeficiente de Poisson v, .

E, vy E, m A, m Cuadro 2.1: Relaci(’)r} entre diferentes pgré—
v (E-20) metros que caracterizan el comportamien-
A P ¢ ? A to eldstico de un material. Estas pueden
(1+vy)(A =2vy) 3u—E considerarse como férmulas de conversién
E para determinar un parametro a partir de
u —2 (1 n ) u u un par distinto.
4
P
3A +2u)
E E I
A+u
E-2u A
Vp Vp
2u 2(A + 1)

En ciertos casos sencillos, donde no sea necesario calcular todas las com-
ponentes de los esfuerzos o deformaciones, estos pueden ser encontrados
de manera experimental, pero si se quieren conocer completamente los
tensores de esfuerzo o deformacién es necesario determinar el vector de
desplazamiento u. Si es posible calcular la divergencia y el rotacional de
la funcién u# en todos los puntos de una regién finita entonces el campo
puede determinarse utilizando la descomposicién de Helmholtz [32],
mediante los potenciales escalar y vectorial @ y A:

u=VO+VxA (2.39)

En este caso, @ representa desplazamientos longitudinales mientras que
A representa desplazamientos ortogonales [44]. Si se toma la condicién
de Gauge, V - A, tanto A como O satisfacen la ecuacién de Helmholtz
[35]

(V2+ kD=0 (2.40)
(V2+kHA=0 (2.41)

en donde kj, k; son el numero de onda longitudinal y transversal res-
pectivamente. A su vez, si A se encuentra en la base de coordenadas
esféricas, este puede descomponerse mediante un par de potenciales
escalares (i, x) conocidos como potenciales de Debye [35]:

A=VX(ré)+qV xXVX(réx). (2.42)

Aqui g es una constante para tener una equivalencia correcta en las
unidades. Estos potenciales de Debye satisfacen la ecuacién de Helmholtz
(V2 + k?)(¢, x)=0]35].Si se introducen las funciones
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L=Vd (2.43)
M =V X (ré ) (2.44)
N =gV xVx(réx) (2.45)

el vector de desplazamiento es escrito de forma compactau = L+ M + N,
y queda en términos de tres potenciales escalares. El objetivo consiste en
encontrar expresiones para los potenciales que satisfagan la ecuacién de
Helmholtz. Si se utiliza la base esférica para realizar una expansién en
armonicos, estos potenciales son [30]

® = o j, (k)P (cos O)e'™? (2.46)
= B j,(kir)P" (cos 0)e'™? (2.47)

Y =B n

X = €jn(kir)PM (cos O)e'™? (2.48)

Con estos potenciales, el vector de desplazamiento u tiene una forma
determinada, con la cual es posible calcular los elementos del tensor T;;
por sustituciones sucesivas en las ecuaciones 2.32 y 2.38.

Retomamos ahora la condicién de frontera para una esfera eldstica. Para
resolver el problema se sustituyen las componentes necesarias del tensor
Tij dentro de la ecuacién 2.30. Si las constantes &, B Y 6 son distintas
de cero, se llega al siguiente sistema de ecuaciones [44]:

—%(kta)2 (2112 -n—-1- %k%az) jn(kia)ju(kia) + - -
+(n® +2n? —n = 2 — kK2aPkjajus (kia)jn(kea) + - - -
+ (n3 +n%-2n-— %kfﬂz) kiaju(kia)jpsa(kea) + - -

+(2 = n? = n)(kia)(kta)ju+1(k1a)ju+1(kta) = 0 (2.49)

(1= Dju(ksa) = Kytjnaa (ki) = 0 (2.50)

Las raices de la ecuacién 2.49 proporcionan las frecuencias de los llamados
modos esferoidales, mientras las raices de la ecuacién 2.50 son las frecuencias
de los modos torsionales [44]. Estas ecuaciones han sido resueltas por Sato
y Usami (1962), definiendo las frecuencias reducidas adimensionales
& = ak; yn = aky, y se encuentran tabuladas para la [-ésima raiz del
n-ésimo armonico en [44].

Presion a segundo orden. El enfoque de Langevin

Existen dos tipos de variables a segundo orden que son caracteristicas.
Las primeras son obtenidas directamente de las ecuaciones diferenciales
no lineales y son consideradas como soluciones exactas. Las segundas

17
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son cantidades del campo a primer orden que contienen productos y
potencias a orden superior [42]. Como ejemplo de este segundo tipo
tenemos las densidades de energia actstica.

La densidad de energia cinética en la aproximacién de actstica lineal
es

1
T = Epov -, (2.51)
mientras que la densidad de energia potencial es

PZ
- 2pocs ’

(2.52)

El objetivo principal de este trabajo consiste en el calculo de fuerzas actis-
ticas cuando una onda incide sobre un objetivo. En términos generales,
la fuerza en un fluido es la integral del tensor de esfuerzos T [40]

F= /ids, (2.53)
S

en la superficie del objeto. Este tensor T fue discutido con un poco maés
de detalle en la seccién 2.2. Cuando en el fluido no existen pérdidas
este tensor puede escribirse como T = —PJ, con 6 la matriz unitaria
cuyos elementos se escriben mediante la delta de Kronecker 6;; [41]. Esta
relacién es 1til ya que permite conectar la ecuacién de conservacion del
momento lineal 2.12 (despreciando la fuerza de gravedad) con la forma
alternativa [42]:

dv 1_ =

La conexién entre las ecuaciones 2.12 y la anterior ocurre al utilizar la
identidad V - (a¢A) = aV - A + (Va) - A, donde a es un escalar y A un
tensor cartesiano, de manera que V - (P§) = VP.

Para la construccién de una ecuacién mds adecuada para la conservacion
del momento, la cual serd de vital importancia en el desarrollo de la
fuerza de radiacién, escribimos una ecuacion tensorial recurriendo a la
siguiente identidad: V- (a ® a) = (a-)a + aV - a, en la cual 4 es un vector
cualquiera de tres dimensiones y a ® b es el producto de Kronecker
definido para dos vectores como

al ﬂ1b1 a1b2 a1b3
az | (b1, ba, b3) = [ ab1  asby  azbs |, (2.55)
as a3b1 El3b2 {13b3

de manera que tras sustituir (v-V)v =V (v ®v)-vV-ven254y
en conjunto con la ecuacién de continuidad 2.7 se obtiene la siguiente
expresion

18
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d(pv)
ot

+V- (PS + v ® v) = 0. (2.56)

Se define ahora el tensor de flujo de momento B [42], mediante sus
componentes

B,‘]‘ = P(S,‘]‘ + poivj, (2.57)

y finalmente la ecuacién de conservacién del momento obtiene la forma

d(pv) =

Enlaecuacién 2.58, se tienen las variables de campo p y v como cantidades
a segundo orden por productos entre ellas, pero no se ha hecho mencién
sobre la presiéon P. Ciertamente es necesario tener una relacién para la
presién a segundo orden. De las multiples expansiones a segundo orden
que existen para la presion, el enfoque de Langevin es el mas adecuado
ya que resulta en una teoria mas general para la fuerza de radiacién
en combinacién con el enfoque de Brillouin [42]. La llamada segunda
relacién de Langevin es:

P=p—-po=T—-& + cons. (2.59)

Esta relacién hace uso de las densidades de energia, cantidades que
involucran productos de variables a primer orden. La constante es usada
para conectar las distintas expansiones de la presién, pero no tiene
contribucién a la integral de superficie cerrada de la fuerza [42], por lo
que no se considera en este caso.

Asf la presién a segundo orden P, es:

1 0
Py = —— P2 Py . (2.60)
2p0c0

y queda determinada por medio de variables a primer orden Py, v;.

Enfoque de Brillouin

De acuerdo con Brillouin, la fuerza
de radiacién en coordenadas Euleria-
nas se entiende como el negativo del
promedio temporal de la densidad de
flujo de momento, y define el tensor
de flujo como S = —(M) + po6, pero
la adicién del término pod no cambia
el resultado de la integral de la fuerza
[42].



La fuerza de radiacion acustica

Desde que se conoce la naturaleza ondulatoria del sonido y la luz
ha existido una inherente comparacién entre ambos debido a efectos
compartidos como la interferencia o difraccién, fenémenos que son
propios de campos ondulatorios.

3.1. Analogia entre la presién de radiacion
Optica y acustica

Por un lado, la presién de radiacién debida a la luz tiene sus antecedentes
en la época de Johaness Kepler en 1619 al observar la forma de la cola
de los cometas, siempre apuntando en direccién contraria al sol. Kepler
sefial6 este fenémeno en su libro De Cometis Libelli Tres donde present6
su hipétesis adjudicandole este efecto a una fuerza externa ejercida por
la luz solar. Siglos mds tarde James Clerk Maxwell en 1862 formularia la
teorfa electromagnética cldsica dentro de la cual se ratificé6 de manera
tedrica la prediccion de esta fuerza de radiacién como consecuencia de
la ley de conservacién del momento lineal transportado por los campos
eléctrico E y magnético B [30] .

Presién de radiacién 6ptica

Al establecer una ecuacién para la conservaciéon del momento lineal,
un punto de partida es considerar la relacién entre la segunda ley de
Newton F = dp,, /dt y la fuerza de Lorentz, F = Q (E + v X B), para una
carga Q = p.V que se mueve a velocidad v, en donde p, es la densidad
de carga eléctrica en un volumen V. De esta manera la relacién es la
siguiente [30]:

dpm
%:/p(E+va)dV. 3.1)

A través de las ecuaciones de Maxwell es posible eliminar la dependencia
de las fuentes, p y pv, dejando una expresién que involucre inicamente
a los campos [30]

dpy
Zw% eo(ExB)dV:e:o/[(V-E)E+c2(V-B)B+-~

+c*(VxB)XxB-Ex(VXE)|dV. (32

Si reacomodamos el lado izquierdo de esta ecuacién es posible identificar
y dar un significado fisico a la primera integral

3.1 Analogia entre la presién de ra-
diacién 6pticay acdstica . ... 20
Presién de radiacién 6ptica . 20
Presién de radiacién actistica 22

3.2 Componentes tridimensionales
delafuerza............. 24
3.3 Posicionamiento arbitrario del
dispersor .............. 28
Operadores de traslacién y rota-
cqon. ... 29
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%(pm‘F‘/Go(EXB)dV):eO/[...]dV_

El segundo término del lado izquierdo es identificado como un mo-
mento lineal pero debido enteramente a los campos. Este es el momento
electromagnético:

pr :/eo (ExB)dV. (3.3)

Por otra parte, el lado derecho de la ecuacién 3.2 es bastante engorroso
y visto de ese modo es dificil obtener informacién 1til de el. Ya que el
objetivo es buscar una ecuacién del tipo continuidad para la conservacion
del momento, se cambia la integral de volumen por una de superficie
usando el teorema de la divergencia. Asi es posible identificar un flujo de
momento.

A través del desarrollo explicito de las componentes de las divergencias
y rotacionales de la ecuacién 3.2, se introducen los elementos del tensor
de Maxwell [30]:

1
M;j = €9 |E:Ej + ¢*B;B; - S(E-E+ ¢’B - B) 5,,] , (34)

con el cual es posible escribir la componente i-esima de la ecuacién 3.2
como

d IM;;

= (putps), = ;/ Pl

o0 visto como una divergencia:

d =
¥ (pm +ps) = / V-Mdv. (3.5)

Utilizando nuevamente el teorema de la divergencia se tiene finalmente
una ecuacién de la cual se puede obtener informacién mas facilmente:

d -
T upr) = i -as

:F:j[z\?-ds (3.6)

por lo que interpretamos a M;; como el flujo de momento por unidad de drea.
En otras palabras, es la fuerza por unidad de drea transmitida a través de
la superficie S.

Asf, la presion de radiacion sobre una particula se identifica como el promedio
del esfuerzo aplicado sobre la superficie de este objeto.
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Frad = / (W) - dS (37)
S

Presion de radiacion acustica

El andlisis de particulas incompresibles en campos actsticos data desde
los trabajos hechos por King en 1934, pasando por el modelo para las
fuerzas en particulas compresibles hechos por Yosioka y Yakisawa en
1955 hasta el famoso articulo de Gor’kov en 1962 donde generaliza y
resume estos resultados [26]. La naturaleza de la fuerza de radiacién
es andloga al caso 6ptico: la conservacién del momento transportado
por los campos de presion actistica p y de velocidad de particula v, sin
embargo, a diferencia del electromagnetismo, en actstica tenemos un
campo escalar y uno vectorial; esto marca un cambio importante en sus
respectivos modelos, atin asi es posible obtener y reescribir ecuaciones de
tal manera que se pueda tener una comparacién entre ambas situaciones
[47].

Retomando lo mencionado en la seccion 2.2, en el marco de la actistica
la fuerza en un objeto inmerso en un fluido es la integral del tensor de
esfuerzos en la superficie de dicho objeto F = /s T -ds.

Al considerar componentes cartesianas del tensor de esfuerzos Tj; nos
referimos a la Figura 3.1 en el cual en cada cara hay una fuerza por unidad
de drea 7, la cual a su vez se puede descomponer en sus tres componentes
x,VY,z. Asi por ejemplo, para la cara perpendicular al eje z habr4 una
fuerza por unidad de drea con componentes 7.y, Tzy, Tzz, y lo mismo
para el resto de las caras.

Para especificar el estado de los esfuerzos en el objeto se necesitan los
valores de las 9 componentes que conforman el tensor

Este tensor de esfuerzos puede descomponerse como la suma de un
tensor de esfuerzos normales de compresién (componentes de la diago-
nal) y un tensor de esfuerzos viscosos o cortantes (componentes fuera
de la diagonal) [41]. Ademads se contempla la siguiente convencién: una
componente del esfuerzo es positiva cuando la normal exterior a la
superficie como la tensién tienen direcciones paralelas.[40]

Si el objeto de estudio son ondas actsticas en un fluido no viscoso, las
componentes del tensor de esfuerzos son cero a excepcién de la diagonal,
la cual se corresponde con la presién —Po;; [41]. El signo negativo
representa el esfuerzo normal de compresién que soporta debido al
fluido circundante [40]. Antes de proceder con la ecuacién de la fuerza
se debe tener en cuenta otra de diferencia importante respecto a su
contraparte 6ptica. Una onda actstica hace vibrar la superficie del objeto
provocando que esta varie con el tiempo S = S(f) [47], mientras que las

Sobre la fuerza F

El tensor de esfuerzos T no es el ané-
logo al tensor de Maxwell M. El ten-
sor de Maxwell representa el flujo de
momento por unidad de area trans-
portado por los campos, mientras que
el tensor de esfuerzos representa una
generalizacién de las presiones sobre
la superficie de un objeto debida al
fluido circundante.

y

Figura 3.1: Componentes cartesianas del
tensor de esfuerzos ¢.
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ondas electromagnéticas dejan constante la superficie del objeto S. Por lo
tanto la fuerza acustica es

F= —/ Pds. (3.8)
S(t)

La fuerza de radiacién se calcula al tomar el promedio temporal

Frg = - < / PdS>. (3.9)
S(t)

El hecho de que la superficie S varie con el tiempo representa una
dificultad (ademas esta ecuacién atin no es comparable con el caso
6ptico). Para tener una ecuacién mas tratable y anédloga al caso 6ptico se
utiliza la ecuacién de continuidad del momento lineal actstico [22]:

Y v F=o (3.10)
ot S '
donde
Bi]' = po;iv;j + P(Si]' (3.11)

son las componentes del tensor de flujo de momento actistico o tensor de
Brillouin vistas en la seccién 2.2 , p es la densidad actistica y v es la
velocidad de particula. En analogia con el caso 6ptico, la ecuacién 3.10
es integrada sobre un volumen, el cual esta acotado por un lado por la
superficie vibrante de la particula S(¢) y por el otro por una superficie
fija en el fluido S [35].

Utilizando el teorema de la divergencia es posible cambiar el término
V - B de la ecuacién 3.10:

J _ _
/ ﬂdV—/ B-dS+/B~dSR:0. (3.12)
v Ot S(t) Sk

Mediante el teorema de transporte de Reynolds podemos intercambiar
la integral de volumen y la derivada temporal [40], haciendo que la
ecuacién de continuidad 3.10 adopte la siguiente forma:

i/ pvdV—/ Pd5+/ B-dSg =0,
t Jvi S(t) Sk

Al tomar el promedio temporal y usar el hecho de que la media de
una derivada temporal se cancela, la ecuacién anterior se reduce a dos
términos

(o

Teorema de transporte de Reynolds

Es comtn que al derivar las ecuacio-
nes de continuidad en mecanica de
fluidos se use un volumen de con-
trol, con alguna propiedad escalar de
interés @, en un marco de referen-
cia Lagrangiano. Es necesario trans-
formar tales términos en expresiones
equivalentes que involucren integra-
les de volumen en coordenadas Eu-
lerianas. El teorema que permite rea-
lizar tal transformacién es el llama-
do Teorema de transporte de Reynolds:

D da
Di fv adV = _/V E+n-(au)dV don-
de n es el vector unitario normal a la

superficie que envuelve al volumen V.
[40]
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Asi tenemos una ecuacién para la fuerza de radiacién que no incluye la
superficie vibrante de la particula y que ademas es comparable con el

caso 6ptico:
F= —</ PdS> - —/ <§>-dsR. (3.13)
S(t) SR

El objetivo ahora es el célculo de la integral 3.13, la cual depende de las
componentes del tensor de flujo de momento B, que es la cantidad fisica
relevante para la fuerza de radiacién.

3.2. Componentes tridimensionales de la
fuerza

El calculo de la fuerza de radiacién requiere conocer las distribuciones de
presién y velocidad resultantes en el medio por la presencia de un objeto,
lo cual determina un problema de esparcimiento de los campos. Uno de
los métodos mds completos y que tiene la ventaja de derivar expresiones
vélidas para objetos esféricos de tamafio arbitrario y campos incidentes de
forma arbitraria es la llamada teoria generalizada de Lorenz-Mie (GLMT
por sus siglas en inglés). Esta teorfa (también conocida como difusién de
Mie) fue originalmente concebida como una solucién a las ecuaciones de
Maxwell para el problema del esparcimiento por una esfera dieléctrica
realizando una expansién en ondas esféricas de los campos. Esto tiene
una caracteristica, y es que mientras mas se desvié el campo de una onda
esférica, mas términos serdn necesarios para caracterizarlo correctamente,
pero resulta conveniente para el sistema que aqui se estudia.

De manera andloga al caso 6ptico, la presién de radiacién se calcula
con suficiente precisién utilizando términos de orden 2 en expansién
perturbativa del campo ultrasénico, por lo tanto es necesario expresar la
presién P involucrada dentro de las componentes del tensor de flujo de
momento como una cantidad de segundo orden. Para esto se utiliza la
relacién de Langevin para la presién 2.2,

1

Esta forma de la presién a orden 2 es aquella que seré requerida dentro
de la ecuacién 3.11 para tener de manera explicita los elementos del tensor
de flujo de momento,

Bifzpovz j

@, (1) 1 PO, (1))2

o+ | —— - = Oij. 3.15
R Pl IR X () LS

El modelo que se usard en esta tesis se enfoca en la resolucion de la

integral 3.13 a través del potencial de velocidad ¢t = ¢; + s (el cual

es derivado en el capitulo 2) usando como marco de referencia aquel

mostrado en la Figura 3.2.

Este potencial satisface la ecuacién de onda [17]

Onda esparcida
Onda incidente x o

b1 =di+ s

o]

Figura 3.2: Sistema de referencia centrado
en la esfera para un campo incidente en z
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2 —
Vigr - 5 —5 =0, (3.16)

Si consideramos que después de la extincién de los fenémenos transitorios
del sistema la perturbacién es armoénica podemos adoptar la convencion
de la parte temporal e /¢!, separando as las partes espacial y temporal en
la ecuacién de onda [30]. Esto nos conduce a la ecuaciéon de Helmholtz en
las variables espaciales. Debido al tipo de sistema que se esta analizando
(particula esférica) resulta conveniente realizar una expansiéon en ondas
esféricas para aplicar de manera mas simple las condiciones de frontera:

di=Po >, >, Anjn(kr)Y3H(0, 9), (3.17)

n=0 m=-n

donde ¢g es una amplitud real constante, A};' son constantes conocidas
como coeficientes de forma y Y}! son los arménicos esféricos. Ya que
el campo debe ser finito en el origen, la dependencia radial se expresa
mediante las funciones esféricas de Bessel j, (k). Por otro lado, el poten-
cial esparcido es una onda divergente, por lo que puede ser expresado
de manera similar a ¢; utilizando las funciones esféricas de Hankel de

primera especie hf}):

Ps = qboi Z AR D (kr)Y™(6, @), (3.18)

n=0 m=-n

donde los coeficientes R} son conocidos como coeficientes de esparci-
miento, éstos son determinados mediante las condiciones de frontera.

Al desarrollar el integrando de la ecuacién 3.13, la componente i-esima de
la fuerza viene dada por: F; = — /SR 2 (Bij)dS;. Sin embargo, el elemento
diferencial de superficie tinicamente contiene una componente radial
dSg = dSg# = R?sin 0d Odt, por lo que los tnicos elementos posibles
en el desarrollo para las componentes F; de acuerdo a la ecuacién 3.15
son:

F, — (By) = (pa + povy), (319)
Fo — (Bro) = (pov:ve), (3.20)
Fp — <qu)> = <POUrU(p>~ (3.21)

Como se ha mencionado anteriormente, para el célculo de tales com-
ponentes de la fuerza son necesarias la presién a segundo orden y la
velocidad de particula a primer orden; no obstante, una revisién de las
ecuaciones 3.15 y 3.14 muestra que estas cantidades fisicas relevantes pue-
den ser obtenidas del potencial total ¢ = ¢ por medio de las ecuaciones
de gobierno,

P
oW =Vp, pr= _poa_ﬂf, (3.22)

La presién a segundo orden es calculada entonces mediante 3.14,

Sobre las componentes Bj;

Si bien, a primera vista las componen-
tes en 3.19-1.21 estarian invertidas en
sus indices, al revisar 3.11 se observa
que el tensor B es simétrico: Bij = Bji
eliminando este detalle.
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o1 3¢2 8¢2 1&¢2 1 &(PZ
<P2>‘7<§(§) ‘(W) ‘(?%) ‘(m%) b B

de tal manera que los elementos del tensor de flujo de momento quedan
determinados por una tinica variable:

1 (90N (99)\ 1 [(99)\*  (19)° 1 9¢\°
@0 =rizz(5) +(3) ‘z((W) +(+5) * (o) )

(3.24)
od 0
(Bro) = po<%a—f£>, (3.25)
_ 1 dpdop
(Brp) = PO(myﬁ . (3.26)

Las componentes cartesianas de la fuerza son obtenidas a partir del
cambio entre coordenadas esféricas. Ya que el cambio se obtiene al
multiplicar por la matriz de transformacién, y dada la relacién entre las
componentes de la fuerza observada en 3.19 - 1.21 es posible obtener
directamente estas componentes cartesianas si introducimos esta matriz
de transformacién en el integrando, Frag = — st ]?dS r [33], donde ]? esta
dado por:

[ K sinf@cos@p cosOcosp —sing (Brr)
f=|fy |=| sinOsing cosOsingp cosgp (Bro)
fz cos 6 —sin 6 0 (Bry)

Asf por ejemplo, la componente axial de la fuerza F; es escrita como:

FZ:/ (Brg)sinQdSR—/ (By;) cos 0dSg (3.27)
SR SR

Lo que resta ahora es integrar estos factores para cada componente de la
presioén de radiacion Frag.

Ya que la superficie esférica Sg es arbitraria, realizar una aproximacién
en campo lejano, kr > 1, resulta conveniente ademads de ser un método
comun en problemas de radiacién [35].

En esta aproximacioén, consideremos la relacién existente entre las fun-
ciones esféricas de Bessel y las funciones esféricas de Hankel de primera
especie,

WV (kr) + 15D (kr)
2 7

jin(kr) = (3.28)

por lo que la aproximacién de campo lejano se aplica inicamente sobre
las funciones esféricas de Hankel:

W o (€
hy (kr) = (—i) o (3.29)
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Con el objetivo de tener expresiones manipulables més sencillas de los
campos incidente y esparcido se introducen las funciones adimensionales

Fs, Fgl) y Ffz) [33], definidas de la siguiente manera:

Fs(0,p) = Z Z iTMANRIYNO, @), (3.30)
n=0 m=-n

FY6, ) = Z STATAMYM0, @), (3.31)
n=0 m=-n

F?(6, ¢) Z STTATY0, @), (3.32)
n=0 m=-n

donde 7 es el radio de la esfera en la Figura 3.2. De esta forma los campos
@iy ¢s dados por las ecuaciones 3.17, 3.18 son reescritos,

$i = agy —F(l o, (p)+ F(Z ©,9)], (3.33)

¢s = (3.34)

Tras introducir esta forma de los campos incidentes en los elementos
del tensor B, se integran términos que contienen las funciones adimen-
sionales de manera cuadrética: |Fs|?, FSF:(D, FSP:(Z). Las integraciones
requieren del uso de las propiedades de ortogonalidad de los polinomios
de Legendre y de las funciones exponenciales. Este desarrollo puede
observarse con detalle en [33]. Finalmente las expresiones buscadas para
las componentes cartesianas de la fuerza son:

ﬂP0¢ . .
— Z Z Qn [ AmAZTll - J{AmAﬁf }) Di Tt
n=0 |m|<n
— (VI'R{AJAYEY - R{AT A Y D
(3.35)

7Ipo(P . 1
0 Z(]] |Z|] QM [~ (VI"R{AI' A"} + R{AT AT *}) D} - -
n m|<n
— (VI'S{AS A} + S{A A Y DA
(3.36)

ﬂpoql)o

F, = Z Z 2(n +m+1)Qp [R{AN AT YD; — I{AF A" D} .

n=0 |m|<n

(3.37)
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donde

Dylz = an+an+1+2(anan+1+ﬁnﬁn+l)/ Dﬁ = ﬁn+1_ﬁn+2(ﬁn+1an_an+1ﬂn)
(3.38)

T 1)2((;1";))('” VA= e ). (339)

Los @, y Bn son la parte real R{R,} = a, e imaginaria I3{R,} = B
de los coeficientes de esparcimiento de la teoria de Lorenz-Mie [31, 33].
Las ecuaciones 3.35 - 3.37 completan el calculo general de la presién de
radiacién actstica para una esfera en un medio homogéneo no viscoso
[33].

3.3. Posicionamiento arbitrario del dispersor

Regresemos por un momento a las componentes (Fy, Fy, F,) de la fuerza.
El resultado de estas ecuaciones proviene de un andlisis basado en el
sistema de referencia de la Figura 3.2. Aqui se ha considerado un haz
incidente, definido por sus coeficientes A} a través de tal referencia. La
manera para calcular estos coeficientes no es tinica [31], y depende del
problema a tratar el escoger un método u otro; tal es el caso visto en [48],
donde se recurre al uso de cuadraturas para su evaluacién. Sin embargo,
el uso de cuadraturas sumado al resto de los calculos necesarios para
conocer F,q implica un costo elevado de computo cuando se modifica la
posicién de la esfera a un punto arbitrario del espacio.

Si se realiza un trabajo analitico extra sobre los coeficientes A}’ es posible
reducir este costo de manera significativa utilizando las propiedades
de ortogonalidad de los arménicos esféricos para obtener operadores
de traslacién y rotacion de la base. El uso de transformaciones de base
para calcular expansiones en armonicos esféricos es un tema de investi-
gacion en si mismo que tiene aplicaciones en dreas tales como la quimica
cudantica, donde estas expansiones aparecen como factores de orbitales
atémicos [49], en el desarrollo multipolar de campos electromagnéticos
[30], asi como problemas con condiciones a la frontera cuya resolucién
utilice el método de la matriz T [49].

Hasta el momento no se ha mencionado de manera explicita, pero en
este estudio se ha considerado el caso de una respuesta lineal por parte
de la particula dispersora, es decir la relacién entre el campo incidente y
el esparcido debe ser lineal,

pj = ZTijai/ (3.40)
1

donde a; son los coeficientes de expansién del campo incidente y p; los
coeficientes de expansién del campo esparcido, lo cual permite hacer uso
del método de la matriz T, cuyos elementos son T;;.
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El hecho de que estos elementos Tj; dependan tnicamente de las pro-
piedades de la esfera y la velocidad del campo dentro de ésta (c; y c;),
permite conocer la fuerza calculando una tnica vez la matriz T para
una particula en especifico, y reutilizarla para los célculos posteriores
en distintas posiciones [49]. Esta ventaja es aprovechada en el desarrollo
de un algoritmo para el computo numérico de la fuerza [35], ya que es
posible acoplarlo con métodos recursivos que permitan la determinacién
de los operadores de traslacién y rotacion.

Operadores de traslaciéon y rotacién

Las funciones esféricas de Bessel j,(kr) para el campo incidente, ademas
de ser regulares en el origen, cumplen la condicién de Sommerfeld:

Iim r (%L: - ikjn) =0, (3.41)

r—00

por lo que, es posible calcular una expansién en serie centrada en
diferentes localizaciones [36]. Si queremos conocer la forma de estas
expansiones de manera local los coeficientes deben ser trasladados y
evaluados.

De las ecuaciones 3.17 y 3.18 nos centramos en las soluciones elementales
ala ecuacién de Helmholtz, llamadas soluciones regulares % y singulares

S

RN (r) = jn(kr)Y,;“(G, Q) (3.42)
S = h (kr)Y)" (0, ) (3.43)

Para obtener los operadores deseados, se realiza un desarrollo en con-
junto con los armoénicos esféricos, mediante el teorema de adicién [36],
centrados en el punto P dado por la relacién d = d” + d” (ver Figura
3.3).

Los pasos para realizar esta reexpansion de los armoénicos esféricos han
sido desarrollados en [36], y consisten en llevar a cabo productos escalares
apropiados de los valores locales en el origen con aquellos localizados
en puntos a una distancia 4. La expresion resultante de tales productos
es la siguiente:

Figura 3.3: Traslacion entre los sistemas E
yE
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REE) = >, > RIR)L jukr YO, @), (3.44)

n’'=0l=—n’

donde el simbolo (& |% ), denota los productos en los cuales las soluciones
elementales regulares % son re-expandidas en términos de soluciones
regulares o singulares en los sistemas E’ (ver Figura 3.3), cuyos coeficien-
tes son (% IQ)zln,. Estos coeficientes, que renombramos como CZT;f,, son
los operadores buscados y dependen de la distancia de traslacién |d| = d.
Dado que estos coeficientes pueden considerarse como matrices de trans-
formacién ([49], [36]), en general una traslacién arbitraria consistird del
operador con sus elementos completos (distintos de cero). En este punto
resulta conveniente realizar una traslacién a lo largo del eje z, ya que los
operadores para este tipo de transformacién contienen muchos ceros en
sus elementos [49]. En el caso de una traslacion de este estilo se tiene
una simetria axial y se elimina la dependencia de [ en los coeficientes:
crl = [35],

n,n’ n,n’

R(x) = > Co L jw(kr' )Y (6, @) (3.45)
0

n’=

De la ecuacién 3.17 es posible inferir entonces que los coeficientes de
forma del haz A} para una nueva posicién axial en un sistema E’ son
[35]:

Ay =>Cn AY (3.46)

n’=0

Con esto tenemos la informacién del haz para una nueva posicién de la
esfera en una base local centrada en el origen.

La situacién es analoga con las rotaciones, existen maneras de conocer
una expansion en serie en un sistema rotado cuyo origen coincida con
el sistema original mediante el uso de los simbolos de Wigner o los
coeficientes de Clebsch-Gordan, pero estos métodos son relativamente
costosos de calcular [50]. De acuerdo con [36] una transformacién de los
armoénicos esféricos debido a una rotacion entre sistemas que comparten
el origen de coordenadas viene dada por

Y0,0)= > DR QY (O, ¢). (3.47)

m'=—n

Los coeficientes D, ’m,(Q) dependen de la matriz Q de rotacién general
definida por las matrices de rotacién cartesiana:

Q= Qx(a)Qy(.B)Qz(V) (3.48)

donde &,  y y son los angulos de Euler.
A diferencia de una traslacién, la magnitud de un vector no cambia por
transformaciones de rotacién, por lo que podemos expresar los A}} en
una base rotada de manera mds directa,

30
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n

A= > Di(QAY. (3.49)

m'=—n

Hasta ahora nos hemos limitado a traslaciones sobre el eje z y rotaciones
en sistemas que comparten el mismo origen, sin embargo, es posible
obtener expresiones para una posicién arbitraria de la esfera tinicamente
a partir de dos rotaciones y una traslacién axial.

El proceso parte de rotar el sistema de referencia original E de tal manera
que su eje z sea colineal con el vector que une los sistemas E y E’ (el
vector d en la Figura 3.3).

Posteriormente, se realiza una traslacién axial hasta la posicién deseada,
y por dltimo una segunda rotacién para volver a los ejes colineales con la
base original E. (Ver Figura 3.4)

a)

Figura 3.4: Localizacién de un punto arbi-
trario. a) Sistema original y posicién obje-
tivo. b) Rotacién colineal R1 con el vector
d, traslacion T a una distancia d, rotacién
R2 a la base original.



Efecto de tamafio en campos
periodicos

4.1. Fuerzas y simulacién del campo actistico

Numerosas investigaciones se han realizado en el campo de la levitacion
acustica con propésitos en diversas areas. Los modelos tedricos utilizados
en tales estudios suelen considerar distintas aproximaciones respecto
al tamario de la particula, siendo las mds comunes la aproximacién de
Gor’kov para particulas esféricas cuyo radio a es menor a la longitud de
onda, a < A, o actistica de rayos en donde a > A. A pesar de que estas
aproximaciones son adecuadas para un buen numero de aplicaciones y
suelen resultar en expresiones simples de manejar, existe una riqueza
inexplorada en los efectos existentes en las fuerzas de radiacion actstica
justamente por estas aproximaciones, debido principalmente a que el
tamarfio de ciertos objetos de interés no suele encontrarse en los limites
de las aproximaciones mencionadas. Es por esta razén que la Teoria
Generalizada de Lorenz-Mie se ha elegido para la descripcién de los
campos incidente y esparcido y por lo tanto, para la caracterizacion
tedrica de las fuerzas.

En la adaptacién de la GLMT usada en este trabajo hemos utilizado como
criterio para la convergencia de la serie de ondas esféricas aquel discutido
en la referencia [35], en el cual N = ka + 3(ka)'/3, tomando [NT], parael
truncamiento minimo de términos en la representaciéon de los A} y R}/
introducidos en el capitulo anterior.

Como un ejemplo del uso de este modelo, aqui se realiza la simulacién
numérica de dos tipos de campos: un campo estacionario generado
por ondas planas contra-propagantes y un campo enfocado. Al usar
una representacién arménica, resulta conveniente utilizar como variable
principal el potencial ¢, y de esta manera la presién sonora pude obtenerse
mediante la ecuacién 2.17. En la Figura 4.2 se muestran tanto el campo
total Pr = P; + Ps; como el campo esparcido Ps. de las simulaciones
utilizando una frecuencia v = 40 KHz. Considerando como medio de
propagacion aire a 20 ‘C se ha tomado la velocidad del sonido como
¢ = 343 m/s, con lo cual la longitud de onda en este medio es A =8.60
mm. Esta representacion es hecha a partir de las ecuaciones 3.17, 3.18
en las cuales se requiere conocer la expansién en ondas esféricas para
los A}}. Para una onda plana, estas expansiones son bien conocidas y
pueden encontrarse en textos como [43], [31], [32]. Cuando este campo
se propaga en el eje z la expansion tiene la forma

[s]

etfreost = 37 i"(2n + 1)Py(cos 0), (4.1)
n=0

4.1 Fuerzas y simulacién del campo
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por lo que al comparar con la ecuacién 3.17 los coeficientes de forma
resultan

A" = A, =i"(2n +1). 4.2)

Mientras tanto, la expansién para un haz enfocado ha sido tratada en [37]
para un transductor esférico con distancia focal rq y apertura ay (Figura
4.1). Aqui el potencial ¢; es calculado a partir de la integral de Rayleigh

1 eikR
i(r,0,0)= — ——dSy, 4.3
610,00 = 5 [ ugmdso @3)
donde la integral es calculada sobre la superficie esférica del transductor,
dSy = rg sin 8pdOpd @, u corresponde a la velocidad de vibracién de la
superficie del transductor y R la distancia entre el punto de observacién
y un punto sobre tal superficie. El integrando puede ser expandido
utilizando la identidad derivada en el texto [51]:

ikr 00

S @+ DAY (kro)ju(kr)Pa(cos y), (4.4)

n=0

e —_—
ikr

con cos Y = sin 0 sin By cos(p — @o) + cos O cos Oy. En el caso a tratar,
donde la esfera se encuentra sobre el eje de incidencia del haz, u puede
ser definida como la funcién de la pupila u = ue™ 0 f(0p). En esta
funcién, ¢/™'? introduce una variacién de fase mediante m’ (el cual es
fijo), mientras que f(6p) es una funcién normalizada a la unidad que,
para el caso de arreglos multielementos, o que incluyan variaciones de
fase entre puntos de la fuente, ayuda a adaptar un patrén de interferencia
deseado en la zona focal [52]. No se ahondara mds en esta funcién, ya
que para la situacién particular mostrada aqui de un campo simétrico
alrededor del eje z generado por un tinico sistema de transductor céncavo
f(B0) =1y m’ = 0. Casos més generales pueden encontrarse en [37], [52].
De esta manera, tras la resolucién de la integral se hace una comparaciéon
entre el resultado y el potencial de la ecuacién 3.17 para la identificacién
de los coeficientes de forma,

— |
A = @n 4 ) o), ®

en donde f"(ap,10) = (kr0)2h§ll)(kr0)l,’l”, e I' se corresponden a la
integral

s
I = / P} (cos Bp) sin 6pd 6y (4.6)

)

con un dngulo de apertura ag = arcsin(ap/7o).

La base para la simulacién de un campo deseado recae en la expansiéon
en ondas esféricas e identificacion de los coeficientes de forma. Salvo por
casos muy especificos es posible encontrar en la literatura expansiones
para los campos mayormente utilizados (ondas planas, esféricas[32], [48]

P(r,6,0)

dSy = 19 sin8ydBydgg

Figura 4.1: Esquema de un transductor
céncavo esférico con dngulo de apertu-
ra . Se considera el origen del sistema
coordenado en el foco del transductor y el
potencial ¢; se calcula en un punto P.
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cilindricas, haces gaussianos, Bessel [48] o pulsos [53] por mencionar

algunos).

0.5
3000
< 2000
= 0
1000
-0.5 0
0.9 0.4 0.1 0.6 1.1
z/\
a)
x10%

1.1

-0.4

0.1
z/\

<)

0.6

x /A

o PSC
5 2000
1500
0 ) 1000
500
0.5 0
0.9 0.4 0.1 0.6 11

z/\

b)

PSC
0.5 15000
~ ( 10000
S o )
5000
0.5 0
0.9 -0. 0.1 0.6 11

4
z/\

d)

Figura 4.2: Representacion de los campos de presién total rms Pt = P; + Ps. y esparcido Ps. para una esfera de poliestireno expandido
(p = 22 kg/m®) de radio a =0.25. En todos los casos la esfera se encuentra sobre el eje en el punto z =0.1A. a) Campo Pr estacionario
generado por ondas planas contrapropagantes, b) Campo esparcido Py, del mismo sistema. ¢) Campo Pr generado por un haz enfocado
con apertura 4o = 3.2 cm y distancia focal rp = 6.0 cm, d) Campo esparcido Ps. para este sistema.

Para la caracterizacién de las fuerzas se ha optado por un sistema de
estudio basado en un campo estacionario generado por interferencia de
ondas planas. Esta interferencia se realiza de la manera mostrada en

Figura 4.3: Campo con componentes perio-
dicas generado por interferencia de ondas
planas. En este esquema se dibujan las di-
recciones de las ondas usadas para generar
el campo incidente: a) Ondas estaciona-

Figura 4.3.
x x
=0
P ™
4
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ki k2
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0=0 0=m p=m
P
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1 rias en z, b) Ondas oblicuas con angulo de
incidencia 6 = 1t/4

Ambos tipos de incidencia se pueden escoger para obtener un gradiente
de presién en la direccion z (correspondiente al caso a) y en la direccién x
(caso b). Debido a este gradiente de presion, la fuerza en la interferencia
del sistema a) exhibe una tinica componente, F = F, 2, mientras en el
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caso b) existen componentes F = F, X + F, £ (siendo x una componente
de tipo estacionaria y z correspondiente a una onda progresiva).

En miras de un esquema experimental, si la direccién z se corresponde
con un eje vertical, la componente F, se suma a la fuerza debida a la
gravedad que experimentaria una particula dentro de un campo del tipo
a). Bajo esta situacion el sistema b) ofrece la posibilidad de soporte lateral
mediante la componente F,.

La fuerza axial F, en particulas pequefias ha sido explorado a través
del modelo de Gor’kov. Para comparar los resultados de la fuerza entre
esta aproximacién y con el uso de la GLMT se ha ampliado el rango de
tamarios para el calculo de F, en una onda para mostrar discrepancias.

4
ex10 ‘

= 'GLMT
Gorkov Force

0 ‘ . . . . ‘ ‘ ‘ Figura 4.4: Fuerza de radiacién axial para
0 002 004 006 008 01 012 014 046 048 0.2 una onda estacionaria plana. Se ha calcu-
alA lado la fuerza para esferas de poliestireno

La comparacién de las fuerzas entre ambos modelos es razonablemente
buena para pequenas particulas, donde la solucién analitica de Gor’kov
es valida. Las discrepancias comienzan alrededor de 0.14 =0.86 mm
donde la aproximacion muestra una tendencia a la alta en la fuerza.

4.2. Efecto de tamaiio no resonante en ondas
estacionarias

A partir de este momento, y a menos que se mencione lo contrario, los
pardmetros del sistema consistirdn de un campo de presién ultrasénico
con frecuencia v = 40 kHz y amplitud inicial Py = 3 kPa, que se propaga
con una velocidad ¢y = 343 m/s en aire a temperatura ambiente, con
densidad pg = 1.20 kg/m?. Debido a la amplia aplicacién y versatilidad
que tiene el poliestireno en la levitacién actstica se ha escogido este
material para el estudio, cuyo valor de densidad es p, = 22 kg/m?>.

En una trampa actstica, una particula quedard atrapada en un punto
del campo donde las fuerzas converjan. Aprovechando la capacidad de
la GLMT para ser usada cuando el tamario de particula es arbitrario, se
llevé a cabo un célculo de la fuerza axial F, para el sistema a) de la Figura
4.3, en un rango de valores del radio a desde 0 a 1.50A. En la GLMT,
la informacién del campo con respecto al origen de coordenadas, que
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de acuerdo a nuestro sistema de referencia coincide con el centro de la
particula esférica, esta determinado por los coeficientes de forma A}/
Para calcular la fuerza en una posicién fuera del origen se multiplican
los coeficientes de forma por las matrices de traslacion y rotacién, lo
cual da como resultado nuevos coeficientes que contienen informacién
respecto a esta nueva posicién. Una vez determinada la nueva posicién
del campo con respecto a la particula se calculan las componentes Fy,
Fy, y F; de la fuerza para una tamafo arbitrario a de la esfera. Al variar
solo la posicién de de la particula, sus pardmetros como el radio o las
propiedades del material no cambian, por lo que es posible cambiar de
posicién nuevamente y calcular las componentes de la fuerza hasta cubrir
una region del espacio deseada. Posteriormente, se escoge un tamario de
particula a distinto y el proceso general puede repetirse hasta abarcar el
rango de tamafios deseado.

En el sistema de ondas planas a utilizar se calcula tnicamente la compo-
nente F, en distintas posiciones a lo largo del eje de z de propagacién,
generando asi un mapa de fuerzas F,; = F(a, z) que puede verse en la
Figura 4.5c). De este mapa es posible obtener perfiles de la fuerza versus
posicion (Figura 4.5a)) y fuerza versus radio de particula (Figura 4.5b)).
En la Figura 4.5a) se han escogido dos tamafios de particula, 4; =0.20A
y a2 =0.38A, donde la fuerza tiene un comportamiento periédico a lo
largo del eje z pero con signos opuestos. En estos perfiles periédicos
las posiciones de atrapamiento pueden encontrarse en los puntos de
inflexién de la fuerza, sin embargo solo aquellas posiciones donde la
pendiente de la curva sea negativa corresponden a puntos donde la esfera
sentird fuerzas restauradoras que tenderan a regresarla al sitio de fuerza
cero, es decir, a puntos de equilibrio estable. En esta grafica se ha incluido
también el campo amplitud de presién rms en el fondo para localizar
estos lugares de atrapamiento estable dentro de él.

Lo primero que salta a la vista al comparar los perfiles de fuerza para
ambos tamarios de particula son las distintas posiciones de equilibrio
estable que adquieren. Para el caso del radio 4y, las particulas son atra-
padas en los nodos de presién, situacién que resulta intuitiva y que
ademas es predicha mediante en aproximaciones, como la de Gor’kov.
Con una particula més grande de radio a,, estas posiciones de equilibrio
se localizan en los antinodos de presién dando lugar a una situacién que
no puede ser explicada mediante el modelo de Gor’kov.

Este fenémeno es andlogo al llamado efecto de tamariio visto en 6ptica
[4], pero el comportamiento de las inversiones de signo mostradas en la
grafica de la Figura 4.5.b tiene una mayor riqueza en los efectos actsticos
debido a la aparicién de resonancias, las cuales son apreciables como
cambios abruptos en la magnitud y signo de la fuerza.

Estas resonancias dependen del tamafio (radio) de la esfera y de la
naturaleza mecanica de las ondas, debido a los modos vibracionales que
una esfera elastica homogénea puede contener y serdn examinadas en la
seccion 4.3.

Podemos designar como zona no resonante de atrapamiento la compren-
dida en un intervalo de radio de particula a < 0.65A. Ademas de las
posibles posiciones de equilibrio estable, resulta notable la presencia de
zonas de fuerza nula, en este caso para valores mas especificos.

Dichos tamafios se corresponden a los cruces por ceros en la grafica de
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Figura 4.5: Fuerzas en un campo estacionario. a) Comportamiento axial de la fuerza para dos esferas de radio ;= 0.20A (linea azul) y
ap =0.38A (linea morada), con el campo de presién rms de fondo. b) Perfil de fuerza en funcién del tamarfio de particula para dos posiciones
fijas dentro del campo, z1 =0.12A (linea punteada verde) y zo =-0.12A (linea punteada naranja). c) Mapa de fuerzas F(a, z), los valores de

posicién z y tamarfio 4 se encuentran en términos de la longitud de onda: A =8.57 mm
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la Figura 4.5b), que para el caso de la zona no resonante son a =0.304,
a =0.46A y a =0.64A. Al examinar en conjunto con el mapa de la Figura
4.6, para esferas con tales radios la fuerza axial es nula a lo largo de todo
el eje z y por lo tanto no depende de la posicién. Si consideramos ademads
que la fuerza transversal ( Fy y Fy) es nula debido al uso de onda plana,
esferas de tales tamafios no podran ser atrapadas dentro de un campo
estacionario generado por ondas planas contrapropagantes.

Tenemos entonces tres situaciones, esferas de cierto tamafio cuyos puntos
de equilibrio estable se encuentran ubicados en los nodos de presién del
campo, esferas para cuyo tamafio los puntos de equilibrio se encuentran
en antinodos y esferas de tamafios muy especificos que sentirdn una fuer-
za nula en cualquier punto a lo largo del eje principal. Para determinar
el origen de estos fenémenos es necesario analizar méas detalladamente

Figura 4.6: a) Dependencia de la fuerza
axial con el tamario de particula, se ob-
servan valores para los cuales F, = 0. b)
Mapa de fuerzas en la zona no resonante.
Se incluye la direccién de la fuerza para
los dos tamarios de particula mencionados
anteriormente
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la estructura de la presién de radiacién en este sistema de campo estacio-
nario.

Cerca de los puntos donde F(zg) = 0, la fuerza de radiacién puede ser
aproximada por una funcién que dependa solo de la posicién F(z). Si el
sistema tiene un solo grado de libertad, como lo es en este caso, la forma
del potencial (del cual puede ser derivada la fuerza) cerca de los puntos
de equilibrio nos muestra su caracter. Si se tienen méas grados de libertad,
se toma un criterio considerando los minimos locales. Al expandir la
funcién F(z) en serie de Taylor alrededor del punto de equilibrio y
mantener Ginicamente los términos a primer orden se tiene la ecuacion:

dF

Fe = Feo + (2] =0, )
)

y obtenemos una fuerza de tipo ley de Hook, F(z) = k(z — zp), con

k = +(dF/dz),,, es decir, una fuerza cuyo potencial es § = k(z — 20)%/2.

Debido a la posibilidad de tener dos situaciones en funcién del signo de
la derivada (Figura 4.7), para caracterizar el punto de equilibrio como
estable o inestable es necesario entonces estudiar el origen propio de esta
fuerza: los campos de presién P y velocidad de particula v.

Antes de proceder con el andlisis, escogemos una esfera de tamafio arbi-
trario dentro de la zona no resonante para observar su comportamiento.
Ya que el campo incidente lejos de la esfera es perturbado de manera
poco significativa comparado con los alrededores (como se puede ver
en la Figura 4.2a)), que es donde se esparce el campo, situamos nues-
tra atencién sobre la presion esparcida P;, el campo de presién total
Pr = P; + Py, y la velocidad de particula v.

Para una esfera de radio a = 0.25A ubicada en una posicién fuera del
punto de equilibrio sobre el eje, z = 0.304, la distribucién de los campos
puede verse en la Figura 4.8.

De acuerdo con la grafica de la Figura 4.6, una particula de este tamafio
serd atrapada en los nodos de presion. Si estas zonas representan posicio-
nes de equilibrio estable, la esfera debe tener la tendencia a desplazarse
hacia tal direccién. Para el punto z = 0.30A el nodo més cercano se
encuentra a la izquierda, en z = 0.25A.

Debido a que en promedio la esfera se alejard de zonas de maxima
presion, las graficas mostradas en la Figura 4.8a) y b) podrian conducir
a la nocién de que, contrario a lo que se menciona, la tendencia del
movimiento de la esfera ocurre hacia la derecha, es decir, al antinodo.
Por otro lado, si las representaciones de Ps, y la velocidad de particula
varian de manera arménica con el tiempo en esta posicion fija, es notable
el signo que ambas van tomando en distintos instantes: observando las
iméagenes mostradas en la Figura 4.8a) y c), la presién esparcida es positi-
va a la izquierda de la esfera, mientras tanto, los vectores de la velocidad
de particula apuntan en direccién negativa respecto al eje principal en
esta misma zona, lo que genera un desfase en signo a lo largo del tiempo.
Esta relacién entre ambas cantidades proporciona pistas indicando que
la observacién individual de P y v no es suficiente.

F E,
£(2) &(2)

Figura 4.7: Formas posibles del potencial
&. Fuera del punto de equilibrio, la esfera
sentird fuerzas que tenderan a regresarla
al punto de equilibrio (esquema izquierdo)
o alejarse de él (esquema derecho).
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Figura 4.8: a). Campo de presién esparcida Ps.. En esta posicioén fija las zonas de presién positiva y negativa que se muestran varian de
manera armonica en el tiempo. b). Médulo del campo de presién total |Pr|. En esta figura, el mapa de colores representa valores positivos
unicamente y tanto los nodos como antinodos son observables. ¢) Campo vectorial de velocidades en conjunto con |Pr|. Al igual que la
presién, la magnitud de la velocidad de particula es mucho mayor en la periferia de la esfera. Debido a que la magnitud se representa con la
longitud de los vectores, su reducido tamafio en la regién lejana a la esfera produce un efecto de "sombra".

Mientras tanto, se tiene ademas la situacién de las particulas esféricas que
experimentan una fuerza nula. Estas particulas tienen la caracteristica de
tener tamafios especificos correspondientes a los ceros de la grafica en la
Figura 4.6. Esto puede verse también como el radio para el cual existe el
cambio en el perfil de fuerza, de una particula que se atrapa en los nodos,
a una que se atrapa en los antinodos. A causa a lo especifico de este valor
del radio, se han revisado los perfiles de fuerza dentro de un intervalo
de tamarios que contiene este cambio en el comportamiento de la fuerza,

los cuales pueden verse en la Figura 4.9.

x10"° a=0.295)

1.5

-1 -0.5 o 0.5 1

Figura 4.9: Perfiles de fuerza en un pe-
queno intervalo de tamaros. Cada linea
representa el comportamiento de la fuerza
axial F, para un radio de esfera a;.

En estas graficas atin se observa el comportamiento senoidal de la fuerza,
sin embargo, la magnitud de esta disminuye hasta el punto donde ocurre
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el cambio de signo en este perfil de fuerza. Al considerar esta situacién,
se ha aumentado la precisién en el valor del radio utilizado para estas
particulas con el fin de ilustrar la distribucién de sus campos.
Observando detalladamente notamos que atin en magnitudes muy
pequefias la fuerza continua mostrando el comportamiento senoidal, pero
la magnitud de esta fuerza es tan pequefia que para fines practicos puede
considerarse cero. En vista de esto, la representacién de la distribucion
de los campos en estos tamafios continua presentando comportamientos
analogos a los casos vistos anteriormente, ya que tanto la magnitud de
los vectores, como la distribucién del mapa de colores se encuentran
escalados respecto a sus propios valores maximos en una figura.

Enla fuerza de radiacién actistica, incluso dentro del régimen de particula
pequefia la influencia de los campos de presién y velocidad de particula
combinados determina dicha fuerza, por lo que no es posible separar sus
efectos individuales.

Recordemos que, como se menciono en la seccién 3.1, la presién de
radiacioén es

Froa=— | (B)-dSg, (4.8)
Sr

donde B es el tensor de flujo de momento, cuyas componentes son

11 1
Bij = povivj + 3 —2P2 — Povk Uk | Oij. Para el caso de ondas planas
Pocy
que se propagan sobre el eje z la velocidad de particula es simplemente
v = vZ. Sustituyendo en el tensor de flujo de momento se obtiene la

siguiente expresion

1 1/ 1
Bij = 7]32(51']‘ + poUz 3 —ZPZ + POU2 bij. (4.9)
0 pocy

Ya que en este punto estamos considerando los campos a primer orden,
es posible utilizar las ecuaciones de estado a primer orden, P! = (co)? p1
y p'o! = P'o'/c2. Asi, la componente z del tensor B se simplifica
obteniendo

Ply!

Co

(B) - 2 = (——) = (coGa), (4.10)
siendo esta la tinica componente que contribuye a la fuerza de radiacién.
En esta ecuacion, G, = P'v!/cf es el pseudo momento actstico, analogo
al pseudo momento electromagnético mostrado en la seccién 3.1. Este
puede ser escrito también en términos del vector de Poynting actistico
Ss = Pv. Debido a que la tnica componente de la fuerza es obtenida
a través de la ecuacioén 4.10, esta puede analizarse mediante el pseudo
momento actstico.

Con el pseudo momento G, como nueva variable, revisamos los tres
casos originales (Figura 4.5), a1 = 0.20A, a; = 0.38A y a3 = 0.30A. Cabe
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destacar que, al representar el pseudo momento como campo vectorial
no se muestra directamente la fuerza, ya que tal fuerza resulta de la
integracion sobre una superficie esférica. A pesar de ello, debido a la
simetria azimutal, la envolvente del campo vectorial para G, ofrece una
imagen visual de la direccién resultante, la cual se corresponde con la
direccién de la fuerza.

Se ha sefialado anteriormente que la determinacién en cuanto a la
estabilidad del punto de equilibrio, F(zo) = 0, se consigue revisando en
las vecindades de zg. Con esto en mente, en el conjunto de imédgenes de la
Figura 4.10 se muestran los campos para varias posiciones z, incluyendo
los puntos de equilibrio.

Independientemente de la naturaleza de la posicién de equilibrio, en
sitios donde la fuerza es cero se observa una simetria de los campos. Esto
se muestra para las filas donde z =0.15A y z =0.25A. Es destacable la
distribucién del pseudo momento en tales filas de imégenes, donde la
simetria da lugar a una resultante nula.

Recordemos que el pseudo momento se construye a partir del producto
de los campos Ps. y v. Si observamos la fase entre estos campos en el
conjunto de figuras, es posible inferir la direccién producida por tal
producto, sin embargo cabe destacar que esta direcciéon corresponde al
momento transportado por los campos, mientras que el momento que
experimenta la particula es el negativo de este.

Mas atin, si la particula se encuentra cerca del equilibrio, en las posiciones
z = 0.15A y z = 0.35A, la envolvente del campo vectorial del pseudo
momento muestra una resultante hacia el nodo de presién, es decir,
existird una fuerza de restituciéon semejante al indicado en la Figura 4.7.

En cambio, la situacién es opuesta para la particula a = 0.38 A. Aqui en
los alrededores de las mismas posiciones del caso anterior la resultante
tiende alejarse de los nodos, mientras que es atraida a los antinodos de
presiéon. Este cambio es resultado de la manera en que son esparcidos
los campos conforme el tamano de la esfera aumenta. En contraposicién
con la particula pequefia que se atrapa en los nodos, las regiones donde
se esparcen con mayor magnitud estos campos cambian al sitio opuesto
pero conservado la relacién entre fases similar al caso anterior. Esto da
lugar a que la fuerza restitutiva cambie de direccién generando que esta
particula se atrape en los antinodos.

Este pseudo momento funciona como una primera herramienta para
determinar la tendencia en el desplazamiento de una particula colocada
en cualquier punto dentro de un campo periédico.
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Figura 4.10: Representacién de la distribucién de los campos Ps¢, v, y G, para una particula que se atrapa en los nodos del campo de
presion. En la primera columna observamos nuevamente el campo esparcido Psc en un instante determinado. La segunda columna muestra
el campo de velocidad de particula en conjunto con el campo esparcido. Por ultimo la tercera columna muestra el campo vectorial del

pseudo momento actistico G,.
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Figura 4.11: Representacién de la distribucién de los campos Ps¢, v, y G, para una particula que se atrapa en los antinodos del campo de
presion. En la primera columna observamos nuevamente el campo esparcido Ps. en un instante determinado. La segunda columna muestra
el campo de velocidad de particula en conjunto con el campo esparcido. Por ultimo la tercera columna muestra el campo vectorial del
pseudo momento actstico G.
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Figura 4.12: Representacién de la distribucién de los campos Psc, v, y G, para una particula que experimenta una fuerza nula a lo largo del
eje z. En la primera columna observamos nuevamente el campo esparcido Ps¢ en un instante determinado. La segunda columna muestra el
campo de velocidad de particula en conjunto con el campo esparcido. Por ultimo la tercera columna muestra el campo vectorial del pseudo
momento acustico G,.
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4.3. Efecto de tamaiio resonante

Cuando una esfera es colocada dentro de una onda de sonido, las
perturbaciones de presién y velocidad generan vibraciones mecénicas en
el objeto. Sino se consideran otros efectos no radiativos y de transferencia
de calor, estas vibraciones son quienes contribuyen al esparcimiento
del campo [33]. Cuando el tamafio es pequefio, aparece la dependencia
de la fuerza con el radio vista en la seccién anterior, pero conforme
la particula esférica alcanza un tamario lo suficientemente grande los
modos vibracionales del cuerpo comienzan a excitarse. En la secciéon
2.2 del capitulo 2 se hizo una revisién de las frecuencias para estos
modos vibracionales, los cuales dependen del radio de la esfera a, y de
velocidad del sonido en el material incluido en los nlimeros de onda
longitudinal y transversal k; y k;. Si llegado a un cierto tamario es posible
excitar uno de estos modos, la aparicién de una resonancia se hace notar
mediante los cambios abruptos en la fuerza. El sistema utilizado consiste
de ondas planas contrapropagantes a una frecuencia de v = 40 kHz, si
los cambios abruptos en la fuerza efectivamente representan resonancias
mecénicas del objeto, es de esperar que estas deban presentarse si la
esfera es colocada dentro una onda plana viajera a la misma frecuencia.
En la Figura 4.13 se han comparado los perfiles de fuerza normalizados
del sistema estacionario y el de una onda viajera para los mismos tipos de
particulas. Lo mas notorio es la coincidencia entre los picos de fuerza en la
onda viajera, y los cambios abruptos presentes en el campo estacionario.
Esta coincidencia hace posible identificar el radio para el cual ocurren
estos aumentos en la fuerza.
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Revisando el calculo de los modos vibracionales en la esfera eléstica
de Sato y Usami, podemos utilizar las frecuencias reducidas & = ak; y
n = ak;, para calcular los primeros 5 valores de las frecuencias esferoida-
les en para cada tamafio.

I | a=0705A | a=0.795A | a =1.125A | a =1.41A
1 40.65 35.87 2541 20.17
2 45.99 40.58 28.75 22.82
3 64.54 56.94 40.33 32.03
4

81.01 71.47 50.63 40.20

Figura 4.13: Comparacién del comporta-
miento de la fuerza axial en dos campos.
Se aprecian las resonancias en el campo
progresivo y su correspondencia con el
estacionario. La magnitud de la fuerza se
encuentra en unidades arbitrarias

Cuadro 4.1: Frecuencias en kHz de los
primeros cuatro modos esferoidales /, para
los radios de esfera correspondientes a las
resonancias de la Figura 4.13.
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De acuerdo a la tabla anterior, la frecuencia con la cual se ha trabajado
excita los modos sucesivos, n =1, 1 =1,2,3,4.

Existe entonces esta correspondencia para los modos de vibracién libre
en una esfera eléstica, sin embargo, existe un inconveniente cuando
el tamarfio de la particula esférica comienza a crecer. A pesar de que
el poliestireno expandido usado en estas simulaciones tiene una baja
densidad, si se desea que las fuerzas de radiacién compensen el propio
peso de la particula para tener una condicién de levitacién, es necesario
afnadirlo como una fuerza adicional a las fuerzas actsticas. Si la direccién
z se toma en el eje vertical el efecto del peso se considera como una
fuerza en direccién negativa que se calcula para cada valor del radio
a utilizando la densidad del poliestireno p, y la gravedad mediante la
ecuacién W = 4(ra®p, ¢)/3, con g la aceleracién debida a la gravedad.
En la figura Figura 4.14 se muestra esta fuerza considerando el peso de la
particula.

z | 5
N \
w-15"f —~ \\ 1
A |
21——2z,=0.12) ‘ |
z,=-0.12) \
-2.5 \‘ 1
3 | | /
0 0.5 1 1.5
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En esta gréfica se observa que existe un punto 4 =1.16 a partir del cual la
fuerza total es negativa, y por lo tanto particulas de tamafios mayores a
este no podrdn mantenerse suspendidas. Esto muestra un gran obstaculo
para observar de manera experimental las resonancias. Ya que la fuerza de
radiacién es directamente proporcional al cuadrado de la amplitud inicial
(g (ecuacién 3.37), que a su vez es directamente proporcional al cuadrado
de la presién inicial Py (ecuacién 2.17), una manera de compensar el peso
las particulas es incrementar esta presion inicial, aunque esto supondria
un gasto energético mucho mayor. Otro método consiste en cambiar por
un sistema de haces enfocados, ya que se ha demostrado en [28] que
el aumento en la densidad de energia implica fuerzas con un orden de
magnitud mayor al caso de ondas planas.

Figura 4.14: Perfil de la fuerza axial consi-
derando el peso de las particulas esféricas
para dos posiciones en el campo z1 y z».
Se observa el descenso gradual en la mag-
nitud de la fuerza hasta el punto en que
no es posible mantener suspendidas parti-
culas de un radio mayor a=1.16A.



Conclusiones

A lo largo de este trabajo se ha realizado un estudio sobre levitacién
producto de las fuerzas de radiacién actsticas, que se manifiestan como
una fuerza no nula ejercida por los campos sobre las particulas, revelando
aspectos no explorados en investigaciones previas sobre el tema. Para
llevar a cabo esta tarea, se comenz6 examinando la naturaleza mecanica
de las ondas actsticas, recapitulando las bases teéricas en cuanto a
aspectos de propagacién de ondas acusticas en fluidos y vibraciones
mecénicas se refiere. Tales conceptos fueron revisados en el capitulo 2,
donde la conexién entre las variables fisicas involucradas ha llevado a la
conservaciéon del momento lineal transportado por las ondas, concepto
que forma el nticleo central para un desarrollo de la fuerza de radiacién
actstica.

Entrando mas a detalle con la propia fuerza de radiacién, en el capitulo
3 se estableci6 la ecuacién base para su célculo (ecuacién 3.13), y la meto-
dologia para resolverla. Una manera de calcular la fuerza de radiacién
sobre un objeto suele ser resolviendo numéricamente la integral de la
fuerza, pero este método presenta el inconveniente de estar restringido
para sélidos rigidos cuya superficie no varfa con el tiempo. Se introdujo
entonces la teorfa generalizada de Lorenz-Mie para desarrollar una forma
de calcular las componentes cartesianas de la fuerza de radiacién actstica,
utilizando una expansién en ondas esféricas. Durante la seccién 3.3, se
revisé ademds un método desarrollado recientemente para calcular esta
fuerza de manera eficaz cuando el objeto dispersor se encuentra fuera del
origen de coordenadas, haciendo uso de matrices de rotacién y traslacién.

Teniendo las herramientas necesarias para el estudio de la fuerza de
radiacién actstica, durante el capitulo 4 se realiz6 el calculo numérico en
un rango de tamarios de particulas esféricas de poliestireno expandido
con radios de 0 a 1.5, para un campo generado por dos ondas planas
contrapropagantes con frecuencia de 40 kHz en aire en direccién del
eje z. El comportamiento de la fuerza, sin considerar aproximaciones en
el tamafio de la particula, trajo consigo dos caracteristicas importantes:
una dependencia de la fuerza con el radio de la particula, e inversiones
abruptas en su signo conforme el tamafio crece. El modelo de Gor’kov, y
una nocién un tanto intuitiva, indican que los lugares de atrapamiento
estable se encontrardn en los nodos de presiéon del campo. Para tamafios
de particula aproximadamente menores a 0.1 de radio, los resultados
del calculo estdn de acuerdo con este comportamiento; Sin embargo,
conforme el radio de la esfera crece, esta puede atraparse de manera
estable en antinodos de presién del campo. Este efecto ha sido omitido en
los diversos estudios anteriores, ya que en su gran mayoria el enfoque ha
recaido en disefiar campos para atrapar particulas en los nodos. Con el
sistema de onda plana, se ha mostrado también que el efecto de tamario
presenta una manera de optimizar la energia utilizada escogiendo el

5.1 Perspectivas a futuro



tamafio adecuado para el cual la fuerza tiene una magnitud mayor. Para
dar una interpretacién fisica al origen de este comportamiento, se utiliz6
el pseudomomento actstico que incluye el efecto combinado de los
campos de presién y velocidad de particula para explicar la tendencia
del desplazamiento de la esfera dentro del campo estacionario. Ademads,
debido a que la fuerza experimenta cambios de signo en funcién del
radio de la esfera, existirdn ciertos tamafios muy especificos sobre los
cuales habra una fuerza nula a lo largo del eje principal, razén por la
cual no es viable atraparlas en un sistema como el utilizado aqui. Para el
segundo efecto, fue posible identificar las inversiones abruptas en el signo
de la fuerza, con resonancias consecuencia de la naturaleza mecénica
de las ondas. Cuando el tamafio de la particula crece, se inducen los
modos vibracionales de la esfera libre por accién del campo incidente.
Como estos modos dependen tinicamente del radio de la particula y
de la frecuencia del campo, se hizo una comparacién entre una onda
viajera de la misma frecuencia y el campo estacionario. Tras esto, se
identificaron los tamafios en los cuales ocurren tales resonancias, y se
calcularon las primeras cinco frecuencias esferoidales para el arménico
n = 1, observando que los modos excitados a la frecuencia utilizada
son! =1,2,3,4. Por otro lado, el aumento en el tamario para los cuales
aparecen las resonancias implican un aumento en el peso de la particula,
haciendo que su papel sea atin mas relevante si se busca que las fuerzas
de radiacién compensen la fuerza de gravedad.

5.1. Perspectivas a futuro

Los efectos encontrados en el andlisis de las fuerzas actsticas muestran
una enorme riqueza y un amplio panorama de estudio posible. Las
aplicaciones y la investigacién a futuro en levitacién actstica vislumbran
una herramienta para formar la tecnologia de procesos sin contacto. A
pesar de los recientes avances, atin existen mdltiples retos por superar. Por
ejemplo, la levitacion de materiales cada vez mas densos hace necesario
considerar maneras de optimizar la energia utilizada. Si en lugar de
un campo periédico generado por ondas planas, se consigue enfocar
el campo, la energia se concentrarfa en el foco y es posible mejorar
la estabilidad del levitador, permitiendo el uso de esferas de mayor
tamario, liquidos como agua o incluso mercurio. Si se opta por un sistema
estacionario de este estilo se conserva la forma periédica del campo,
pero ahora, nuevos efectos aparecerian por la existencia de gradientes
de presiéon y velocidad de particula en la direccién transversal, y por
la influencia de pardmetros como el radio de curvatura o la apertura
numérica. En este trabajo el estudio se hizo tomando en cuenta una esfera
eldstica en un medio no viscoso. Si bien variables como la temperatura no
han sido consideradas de manera explicita, con la idea presentada en este
trabajo se podrian generar calculos para examinar el comportamiento de
la fuerza de manera paramétrica, variando las propiedades que se afectan
con la temperatura como la densidad del medio o la velocidad del sonido
(y por tanto el contraste con las impedancia particula-medio), pero para
tener un mayor entendimiento de como afecta a las fuerzas de radiacién es
necesario una revision mas exhaustiva de las bases tedricas. Junto a esto,
la variacién en la velocidad del campo actstico afecta a las resonancias, y
con la gran sensibilidad que tiene la fuerza alrededor de estas, hace que
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el andlisis del contraste en las impedancias sea necesario para observar
como afecta al posicionamiento de las particulas en nodos o antinodos
de presién para las zonas resonantes. Sin duda, la levitacién en aire
se esta convirtiendo en un instrumento poderoso para la investigacion
académica, y posiblemente para el desarrollo en la industria en un
futuro, presentando temas de investigacién en si mismos y que abren el
panorama para avances en el campo de la manipulacién actstica.
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