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Resumen

En este trabajo se estudian d&tomos bosdnicos sin espin en redes Opticas a temperatura
cero, descritos por el modelo de Bose-Hubbard [1,2]. Este sistema presenta una transicion
de fase cudntica, entre el aislante de Mott, en la cual el nimero de 4&tomos por sitio es entero,
y la fase del superfluido. Para tratar este problema, se utilizan diferentes aproximaciones: la
aproximacion de desacoplamiento [3]], en la que se desprecian las fluctuaciones de segundo
orden de los operadores de creacién y aniquilacion por sitio, y el formalismo B+U [4], el
cual es una extension a la teoria de desacoplamiento que toma en cuenta las fluctuaciones
de procesos de salto doble de particulas dispersadas. Con ambos métodos, se reproduce el
diagrama de fases del sistema. La teorfa B+U, que inicialmente se formulo para el modelo
de Bose-Hubbard con un modo espacial, es extendida en esta tesis para tratar problemas con
un mayor nimero de modos. Esto lo aplicamos al problema de dtomos ultrafrios en redes
Opticas dentro de una cavidad 6ptica. Colocar al sistema dentro de una cavidad origina un
mayor acoplamiento entre la luz y la materia, ya que la luz dispersada hacia la cavidad
modifica el potencial de la red y se crean estados autoconsistentes de luz-materia. Esto
hace posible la aparicion de diferentes fases de la materia, con interacciones de corto y largo
alcance [5/6]. Como resultado principal del presente trabajo, se obtiene el diagrama de fases
del problema con la cavidad utilizando el formalismo B+U, el cual se compara con el que
se obtiene utilizando la aproximacién de desacoplamiento, elaborado en trabajos previos
[S]. Se observa que al utilizar el formalismo B+U y al tomar en cuenta las fluctuaciones
de procesos de salto doble, las curvas de transicion de fase ocurren a una mayor energia
de tunelaje. La principal ventaja del formalismo B+U es el poder obtener resultados més
precisos en comparacion con la teoria de desacoplamiento, a un bajo coste computacional.
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1 Introduccion

La mecdnica cudntica es la rama de la fisica que estudia sistemas a escalas atémicas y
subatémicas, dominio en el que la fisica clasica deja de ser vélida. Esta teoria, formulada
en la década de 1920, es actualmente uno de los pilares principales de la fisica contem-
pordnea, siendo sus predicciones comprobadas experimentalmente a un grado inmenso de
presicién. Actualmente, transcurrido un siglo desde que se establecieron los fundamentos
del mundo microscépico, las comunidades de fisica atémica, molecular, dptica cudntica
y materia condensada buscan controlar sistemas cudnticos macroscopicos, tanto para de-
sarrollar nuevas tecnologias como computadoras cuénticas y materiales novedosos, como
para seguir entendiendo las propiedades de la naturaleza.

Uno de los campos de investigacion que se han desarrollado en este contexto es el de
la materia ultrafria, en el que los 4&tomos son enfriados a temperaturas cercanas al cero ab-
soluto y las propiedades cudnticas de la materia se vuelven importantes. Los sistemas de
materia ultrafria representan uno de los sistemas mds controlables y prometedores para es-
tudiar la fisica cuantica de muchos cuerpos, permitiendo ademads el descubrimiento de fases
y fenomenologia nunca antes vistas. Esta drea ha logrado muchos avances teéricos y expe-
rimentales en los dltimos afios. El suceso que marcé el inicio de una era de descubrimientos
en esta area fue en 1995, afio en el que se logré crear experimentalmente condensados de
Bose-Einstein en gases diluidos de Rubidio [[7], Litio [8]] y Sodio [9], mediante técnicas
de enfriamiento con laseres y trampas magnéticas. Un condensado de Bose-Einstein se da
en dtomos bosénicos debajo de una temperatura critica y estd caracterizada por una ocu-
pacion macroscépica del estado menos energético, por lo que es un fendmeno puramente
cudntico [10].

A pesar de los avances experimentales, tratar con sistemas de muchos cuerpos tedrica-
mente sigue representando una gran dificultad. Si se quiere resolver un modelo de manera
exacta, el sistema se ve limitado a un sistema pequefio, ya que la dimensién del espacio
de Hilbert crece de manera exponencial conforme aumenta el nimero de particulas. Co-
mo consecuencia, es necesario utilizar diferentes métodos estadisticos y aproximaciones
de medios efectivos.

Una alternativa para atacar el problema de muchos cuerpos es desarrollar sistemas que
imiten el comportamiento de sistemas cudnticos de muchos cuerpos, pero que estos sean
mds simples y accesibles experimentalmente, siendo posible variar libremente sus pardme-
tros y explorar sus caracteristicas en diferentes dominios. Especificamente, se busca descri-
bir los sistemas complejos de la materia condensada, ya que en sélidos y otros materiales
es complicado modificar experimentalmente las cantidades que determinan el comporta-
miento de los dtomos. A estos sistemas imitadores se les denomina simuladores cudnti-
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cos [[11] y fueron inicialmente idealizados por Feynman en 1982 [12]]. Algunas propuestas
para realizar simuladores cudnticos son los dtomos ultrafrios [13]], trampas con iones [14]
y tecnologias con fotones [[15]].

Uno de los simuladores cudnticos que han logrado reproducirse casi perfectamente
de manera experimental [16] es el modelo de Bose-Hubbard, propuesto inicialmente por
Fisher [1] y su realizacion con dtomos ultrafrios en redes 6pticas por Jaksch [2]. Dicho mo-
delo describe el comportamiento de bosones con interacciones repulsivas de corto alcance
en un potencial periddico y esta caracterizado por una transicion de fase entre un aislante
de Mott y una fase superfluida. En este caso, la red 6ptica imita el potencial peridédico que
existe en un sélido, siendo posible modificar la red a través de los ldseres que la forman.
El modelo de Bose-Hubbard es el modelo mas simple que puede describir bosones interac-
tuantes en una red, por lo que representa un punto de partida para desarrollar modelos més
complejos.

Se han desarrollado extensiones al modelo de Bose-Hubbard, tomando en cuenta parti-
culas con espin, con interacciones més alld de sitios vecinos, con particulas de varias clases,
por nombrar algunos ejemplos [11]. Entre estas modificaciones, es posible colocar la red
Optica dentro de una cavidad de alta reflectancia, la cual altera las interacciones entre los
atomos y la luz, produciendo procesos de largo alcance que acoplan todos los sitios del
sistema [5,6|]. Como consecuencia, dependiendo de la region del espacio de pardmetros en
el que uno se encuentre, es posible observar la formacién de fases estructuradas espacial-
mente.

En la presente tesis se expone el modelo de Bose-Hubbard, desde la formacion de una
red optica y los fendmenos que permiten colocar a los dtomos en esta, hasta las diferentes
aproximaciones analiticas para simular el problema. El enfoque del trabajo estd en descri-
bir la transicién de fase de este y otros modelos asociados. Primero, en el capitulo 2] se
describe qué es una red 6ptica y la forma de cambiar las propiedades de los dtomos, co-
mo su energia cinética y su interaccion, cuando estan sobre la red. También, se deduce el
modelo de Bose-Hubbard y se exponen diferentes aproximaciones para tratar el problema.
Mediante el ansatz de Gutzwiller se obtiene su diagrama de fases. Al final del capitulo se
introduce el tema de transiciones de fase cudnticas y el concepto de universalidad, que per-
mite identificar propiedades similares en diferentes modelos, asi como algunos elementos
de teoria de campo. En el capitulo 3| se expone la teoria B+U, una aproximacion aplicable
al modelo de Bose-Hubbard, que permite mejorar los resultados obtenidos por la aproxi-
macién de desacoplamiento, incluyendo fluctuaciones de operadores de salto hasta orden
cudrtico, a un bajo coste computacional. Esta teoria es extendida en la presente tesis a sis-
temas que admiten mds de un modo espacial. En el capitulo ] se describe el modelo de
la red Optica dentro de una cavidad. Dicho sistema, que en trabajos previos [S] fue resuel-
to utilizando la aproximacion de desacoplamiento, es tratado mediante la teoria B+U de
dos modos. Finalmente, en el capitulo [5] se presentan las conclusiones y los comentarios
finales.
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2.1. Atomos ultrafrios en redes épticas

2.1.1. Redes opticas

Una red 6ptica es un potencial peridédico formado por un campo electromagnético, en
el cual es posible colocar a los 4&tomos en sitios determinados y obtener el andlogo de una
red de un sélido. El fenémeno fisico principal que permite almacenar a los 4tomos en estas
redes es la interaccién del campo eléctrico con el momento dipolar eléctrico inducido sobre
el atomo, como se vera en esta seccion.

Consideremos un campo eléctrico E(r,t) oscilante, con frecuencia @ lejos de las re-
sonancias atémicas, de manera que no se induzcan transiciones significativas hacia otros
niveles atomicos. Un dtomo colocado en este campo adquiere un momento dipolar d dado
por [11]

d(r) = a(w)-E(r,1), (2.1)

donde « es el tensor de polarizacion. Si el campo eléctrico se supone uniforme en la escala
espacial de los 4&tomos, es posible aplicar la aproximacién dipolar, en la cual la contribucién
de la interaccién dipolo-campo al Hamiltoniano es [17]]

A =—-d-E, (2.2)

donded =ey jE;j es el operador de momento dipolar. Los £; son las posiciones de los elec-
trones con respecto al niicleo atomico. El cambio de energia que induce esta contribucién
se puede ver como un potencial externo conservativo que actia sobre el &tomo. Cuando la
polarizacién es un escalar, es decir, cuando el medio es isotrépico, el potencial queda dado
por [10]

1

V(r,w) = —3a/(0) (E(r,1)?),. 2.3)

donde /() es la parte real de la polarizacidn, la cual depende de la frecuencia del campo
eléctrico @ y de los estados atémicos excitados. (E(r,?)?), representa un promedio tem-
poral sobre un tiempo mucho mayor al periodo del campo E(r,?). Es posible calcular la
polarizacion utilizando teoria de perturbaciones a segundo orden para campos pequefos.
En esta situacién, cuando una resonancia @, estd mas cercana a @ que las otras, el potencial
cumple

(2.4)



4 CAPITULO 2. MARCO TEORICO

con A = @ — o, la desintonia del ldser con respecto a la resonancia atémica @,, e I(r,t)
la intensidad del campo eléctrico. Dependiendo del signo de la desintonia, se tiene un
potencial repulsivo si A > 0, en el que los 4tomos se alejan de los mdximos de intensidad,
y uno atractivo si A < 0.

Para crear una red Sptica, es necesario elegir un campo eléctrico tal que (E(r,t)?), sea
periddico en el espacio. La forma mas simple de lograrlo es sobreimponiendo dos haces
contrapropagantes provenientes de ldseres que tengan la misma frecuencia @. Suponiendo
que los haces estdn polarizados en el eje z y se propagan a lo largo del eje x, el campo
eléctrico queda dado por

E, = Eycos(kx — ot) + Eycos(—kx — wt) = 2 cos(kx) cos(wz). (2.5)

Como (cos?(wt)), = 3, podemos escribir el potencial como
2 Vo
V(x) = Vycos”(kx) = ?(cos(ka) +1), (2.6)

lo que representa un potencial con periodicidad A /2, donde A es la longitud de onda de los
haces de los laseres. V| es una constante que determina la profundidad de la red.

De manera similar, es posible colocar pares adicionales de l4seres en las demds direc-
ciones espaciales, creando redes Opticas de mayores dimensiones. Por ejemplo, el andlogo
de (2.6) en tres dimensiones es

V(r) = Vo(cos? kx4 cos® ky + cos” kz), (2.7)

donde se supone una red homogénea y que no hay interferencia entre las tres ondas esta-
cionarias. Esto ultimo se puede lograr eligiendo polarizaciones ortogonales para cada onda
estacionaria. Adicionalmente, se pueden crear redes de diferentes geometrias, cambiando la
orientacion de los ldseres, su polarizacion o la forma de los potenciales. Las redes formadas
son ideales, ya que no presentan defectos, son rigidas y no soportan fonones, es decir, no
hay excitaciones a modos colectivos de vibracién de la red. La profundidad y periodicidad
de la red también pueden ser controladas variando los pardmetros de los l4seres.

2.1.2. Interacciones entre atomos y resonancias de Feshbach

A continuacidn se describen las fuerzas interatdmicas de los atomos alcalinos neutros,
los cuales son usados usualmente para la formacién de condensados de Bose-Einstein. Es-
tos atomos tienen un electrén fuera de sus capas llenas, es decir, un electrén de valencia.
Al interaccionar dos dtomos, existe una componente atractiva debida a que electrones de
valencia en diferentes estados de espin pueden formar un enlace covalente al ocupar el mis-
mo orbital. Esta fuerza no estd presente cuando los dos electrones tienen el mismo estado
de espin, por el principio de exclusién de Pauli. Por otra parte, la fuerza también tiene una
componente repulsiva, que domina a distancias interatomicas pequefias. Dicha fuerza es
causada por la repulsion electromagnética de Coulomb entre las nubes electrénicas de los
atomos. Adicionalmente, a distancias mayores, hay otra componente atractiva debida a la
interaccion dipolo-dipolo entre los &tomos. Esta es la fuerza de van der Waals y tiene la for-
ma —a/r®, con o una constante. Aunque esta fuerza es mas débil que la que forma enlaces
covalentes, la fuerza de van der Walls puede formar estados ligados en dtomos alcalinos.
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A pesar de que las fuerzas entre 4tomos alcalinos neutros son fuertes, estas son de corto
alcance y ocurren raramente en un gas diluido. En los gases ultrafrios, la separacién entre
particulas es del orden de 100 nm. Esto es mayor a la escala de longitud asociada a las
interacciones interatomicas, usualmente por un orden de magnitud. Como consecuencia,
los procesos de mds de dos cuerpos no son importantes y solo es necesario considerar la
dispersion de dos cuerpos, aplicando la teoria cudntica de la dispersion. Adicionalmente,
la funcién de onda de un sistema de muchos cuerpos varia lentamente en el espacio para la
mayoria de las configuraciones; la excepcion es cuando ocurren colisiones entre dtomos y la
funcién de onda varfa rdpidamente. Para evitar tratar con las correlaciones de corto alcance
ocasionadas por las dispersiones y la complicada dependencia espacial del potencial real,
se utiliza un potencial efectivo que toma en cuenta las correlaciones de corto alcance.

La dispersion de un par de particulas de masas m a bajas energias es dominada por la
onda s y estd descrita por la longitud de dispersiéon a. Como las energias cinéticas de los
atomos son bajas, el momento relativo entre los atomos es pequeiio y la longitud de onda
de de Broglie es mucho mas larga que la extension efectiva del potencial de interaccion. En
consecuencia, es posible reemplazar el potencial por uno de contacto, que es proporcional
a la longitud de dispersion [10]:

Amhla
m

Vir—r) = S(r—r). (2.8)

La longitud de dispersion a puede ser ajustada variando pardmetros externos, como campos
eléctricos y magnéticos. Con esto, es posible modificar las interacciones de los dtomos en
redes Opticas. Al mecanismo que permite lo anterior se le conoce como resonancia de
Feshbach [[18]], el cual se describe a continuacién.

Para entender las resonancias de Feshbach, es necesario introducir algunos conceptos
de teoria de dispersion. Consideremos la dispersion dada por

A+B—A +FB, (2.9)

de dos particulas A y B, que da como resultado las particulas A’ y B'. Las particulas pue-
den tener diferentes estados internos, por lo que A’ y B’ pueden corresponder a diferentes
estados de A y B para dispersiones ineldsticas. Se le denomina como canal a un estado po-
sible de las dos particulas antes o después de la colisiéon. Un canal queda determinado por
la eleccion de los nimeros cudnticos de las particulas. El canal de entrada consiste en el
estado de A y B, mientras que el canal de salida esta dado por el estado de A’ y B’. Un canal
es abierto si las particulas tienen energia cinética suficiente para considerarse libres una de
las otras asintéticamente a distancias grandes. Un canal es cerrado en el caso contrario y
corresponde a un estado ligado.

Consideremos dos potenciales V,(R) y V.(R), que dependen de la distancia R entre las
particulas, como se muestra en la ﬁgura El potencial V,(R) representa a un canal abierto
y tiende asintéticamente a cero, por lo que para R grande, si la energia de las particulas es
mayor a cero, estas son libres. El potencial V.(R) corresponde a un canal cerrado, que
soporta estados ligados en un intervalo de R.

Suponemos que tenemos dispersion de atomos ultrafrios, de manera que se tienen ener-
gias cinéticas bajas y es suficiente considerar la dispersion de onda s. Una resonancia de
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Ernf

0+ ! - E res

Va(R)
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Figura 2.1: Potencial V,, y V. que ocasionan una resonancia de Feshbach. El fendmeno ocurre cuando
los dtomos del canal de entrada con energia E,,, colisionan y se acoplan a la resonancia del canal
cerrado, con energia E ;.

Feshbach ocurre cuando la energia del estado ligado del canal cerrado es cercana a la del
estado no ligado del canal abierto. En este caso, los dos canales se acoplan de manera re-
sonante. Esto ocasiona un cambio en la longitud de dispersién de onda s dado por [[10,/18]]

47rh(l _ 47rhaa + | <Tres|ﬁcerrad0ﬂﬁabierto|‘Pent> |2, (210)
m m Eent — Eres

donde P.. a0 y Popiero sON operadores de proyeccion a los espacios respectivos, Eqn; y
|Wens) denotan la energia y el estado del canal de entrada, E,.; y |\¥,es) son la energia y el
estado de la resonancia, m es la masa de las particulas, que se suponen iguales, y a, es la
longitud de dispersién de onda s asociada al potencial V,(R).

La diferencia de energia entre los canales puede ser controlada mediante un campo
magnético externo. Esto modifica la longitud de dispersion de los atomos, mediante la

expresion [[18]
A
= 1— 2.11
a=a, ( B—Bo) , (2.1

donde B es el campo magnético, By es el valor del campo magnético donde se da la reso-
nancia y para el cual la longitud de dispersion diverge, y el pardmetro A es el ancho de la
resonancia, expresado por

A— m2 | <‘Pres|pcerradoﬂpabierto|‘{]ent> |2 . (2.12)

dnh*a, Ho —|—,LL[3 — Ures
En la ecuacién anterior, ig = JE¢ /dB, donde Eg¢ es la energia del canal §. Eq y Eg corres-
ponden a las energias de las particulas que colisionan. De esta manera, es posible controlar
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las interacciones para dtomos en redes opticas.

Por tltimo, la ecuacién (2.11]) muestra que cerca de la resonancia By, la longitud de
dispersion es muy grande. En esta region, el estado tiene un comportamiento universal tal
que puede ser descrito en términos de un potencial efectivo con longitud de dispersién a.
Ademds, es posible hacer una distincion respecto al tamafo del ancho de la resonancia A.
En las resonancias estrechas, usualmente menores a 104 T, el comportamiento universal
solo persiste para una fraccion muy pequefia del ancho. Por otro lado, el comportamiento
universal en las resonancias anchas, mayores a 10~% T, se extiende sobre una fraccién
considerable del ancho de la resonancia [18]].

2.2. Modelo de Bose-Hubbard

Consideremos un sistema de N dtomos bosonicos sin espin que interaccionan entre ellos
mediante el potencial V (r —r'), en presencia de un potencial externo V. (r). El Hamilto-
niano en segunda cuantizacion (ver apéndice |A) es el siguiente:

(2.13)

En el caso de atomos en redes Opticas, V,y (r) incluye al potencial periddico de lared y a
otros potenciales externos adicionales, como el potencial debido a una trampa magnética.
Como se trabaja con dtomos ultrafrios, el potencial interatdmico se puede reemplazar por
un potencial de contacto V(r —r') = (4xh*a/m)8(r — '), con m la masa atémica y a la
longitud de dispersion de onda s.

Para obtener el modelo de Bose-Hubbard, se supone que los 4tomos permanecen en
la banda energética mds baja, lo cual se puede lograr cuando la red es lo suficientemente
profunda. En este caso, es posible expandir los operadores de campo en la base de funciones
Wannier w(r —r;) de la banda més baja:

¥(r) = Zl;iw(r —TIj). (2.14)

En la ecuacidn anterior se introduce el operador de aniquilacion de particulas b; en el sitio
i, con el correspondiente operador de creacion b:f. Estos operadores cumplen las reglas de

conmutacién [ZA?,-,B;] =8y [bi,bj] = [13;,13;] = 0. Sustituyendo (2.14) en (2.13) y emplean-
do la ortogonalidad de las funciones de Wannier, se llega al Hamiltoniano

H= _Ztij[;j[;j+2Uijkli9;r[;;gk[;l7 (2.15)
ij i
donde el tunelaje 7;; y la interaccion U;jy; estan dados por

2v72
lij = _/dr wi(r—r;) (_% +Vext(r)) W(r_rj)v (2.16)
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Ami?
U = & a/drw*(r—ri)w*(r—rj)w(r—rk)w(r—rl). 2.17)

m
Consideramos ahora sélo el tunelaje entre sitios vecinos y que este es isotropico en toda
la red, con valor ¢. El término #; de un mismo sitio se ignora ya que su contribuciéon por
sitio es constante. También, se toma sélo las contribuciones del mismo sitio en la inter-
accion (2.17), ya que las funciones de Wannier son funciones localizadas y sus traslapes
despreciables. Con estas suposiciones, se llega al Hamiltoniano de Bose-Hubbard

A vie U,
A=-Y bjb,~+52_ni(m—1), (2.18)
l

<i,j>
donde U = Ujji, y lasuma ) ; ;- es sobre los j primeros vecinos de los sitios i. El operador

nj= lAalTlA),- es el operador de nimero del sitio i. El modelo (2.18)) describe a &tomos bosénicos
ultrafrios neutros sin espin en una red Optica, en el régimen de amarre fuerte, cuando los
atomos permanecen en su banda energética mds baja, solo hay tunelaje entre sitios vecinos
y la interaccién de contacto solo se da entre 4&tomos de un mismo sitio.

Si suponemos que el nimero de particulas del sistema puede cambiar, es necesario
trabajar en el ensamble gran canénico e introducir el potencial quimico y que controla el
numero de particulas en el sistema. Con esto, el Hamiltoniano de Bose-Hubbard es [1]]

AH=-1Y B}‘Bj+%2ﬁi(ﬁi—l)—u2ﬁi- (2.19)

<i,j> i i
El primer término de (2.19) favorece el tunelaje de los dtomos entre sitios vecinos; el segun-
do término se debe a la interaccién de contacto entre los 4&tomos y penaliza la ocupacion de
varios d&tomos en un determinado sitio, a la vez que favorece la localizacion de un nimero
fijo de atomos por sitio. Como resultado, se tiene una competencia entre la energia cinéti-
ca de las particulas y las interacciones interdtomicas, que puede ser cuantificado mediante
el cociente z¢/U, donde z es el nimero de coordinacién o de vecinos mds cercanos. Esto
origina que el modelo de Bose-Hubbard presente dos fases, un superfluido y un aislante de
Mott.

En la fase del aislante de Mott, las densidad de 4tomos por sitio estd conmensurada a
nimeros enteros y la funcién de onda de los 4tomos se encuentra localizada en los sitios
de la red. Las fluctuaciones de la densidad son en gran parte suprimidas, pero permanecen
finitas. No hay coherencia de fase, la longitud de correlacion es finita y existe una brecha
energética de excitaciones de huecos y particulas, por lo que es necesario suministrar cierta
cantidad de energia al sistema para agregar o retirar particulas. El salto de atomos entre
sitios diferentes de la red constituye una excitacion de un par hueco-particula, en el que se
retira un 4tomo de un sitio y se coloca en otro sitio. Dado que la creacion de esta excita-
cién requiere de suministrar una energia finita al sistema, los saltos se ven suprimidos y el
sistema es un aislante. Ademads, esta fase es incompresible.

En el estado superfluido, la funcién de onda de los dtomos estd distribuida en toda la
red, por lo que los atomos pueden moverse libremente sobre esta y no estdn localizados.
La viscosidad es nula, existe coherencia de fase de largo alcance y el espectro energético
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es continuo. Las fluctuaciones de d&tomos por sitio son grandes y la longitud de correlacién
diverge.

La existencia de las dos fases en el modelo se puede entender por el siguiente argumen-
to. La fase de aislante de Mott ocurre debajo de un valor critico (z¢/U)., cuando la energia
de interaccion domina a la energia de tunelaje. En este caso, el aumento de energia ciné-
tica de las particulas al moverse por la red no compensa el aumento en energia potencial
causada por la repulsion de los 4tomos en un mismo sitio y la energia total aumenta. Por
consiguiente, es energéticamente favorable que no haya tunelaje y los &tomos permanezcan
localizados. Por otra parte, arriba del valor critico (z¢/U )., los d&tomos tiene energia sufi-
ciente para superar la repulsion de los demds dtomos; la energia se minimiza cuando los
atomos se desplazan por la red. Esto ocasiona que el sistema pase al estado supefluido.

Como comentario adicional a la deduccién del modelo de Bose-Hubbard, al realizar la
expansion en operadores de sitio utilizando las funciones de Wannier (2.14), se supuso una
red de tamaio infinito, con un potencial periddico que se extiende por todo el espacio. En la
préctica, esto no es posible y siempre se tiene un nimero finito de sitios en la red, por lo que
en la expansion (2.14) se deben de tomar solo las funciones de Wannier que correspondan a
sitios de la red. Aun asi, el modelo de Bose-Hubbard presenta un buen modelo en el interior
de la red.

En lo que sigue se buscard describir la transicién de fase entre el aislante de Mott y el
superfluido en el modelo de Bose-Hubbard de manera analitica. Para esto, serd necesario
realizar diferentes aproximaciones de campo medio.

2.2.1. Aproximacion de Bogoliubov

Consideremos el limite de interacciones débiles del modelo de Bose-Hubbard (2.19),
con el cociente zt/U — oo, y desarrollamos una teoria de campo en medio, siguiendo el
tratamiento en [3]. Cuando se desprecian las interacciones, las N particulas del sistema
se condensan en el estado base. Si se toman en cuenta interacciones débiles, se tiene un
nimero Ny macroscopico de particulas en el condensado. Es conveniente transformar los
operadores de sitio al espacio de cuasimomento, mediante

A 1 ;
bi= Y age T, (2.20)
Sk

~ 1 .
bl = ——Y al ek, (2.21)
i \/ﬁy % k
Los operadores dy y &IZ destruyen y crean una particula con cuasimomento Kk, respectiva-
mente. N, es el nimero de sitios y r; es la posicion del sitio i. Se toma un sistema de volu-
men finito, de manera que se tienen sumas discretas, donde k pertenece a la primera zona
de Brillouin. Se cumple que en ambas representaciones el nimero total de particulas esta
P ey ; AV —

dado por N = ¥, b/ b; = Yy ajdy. Utilizando ¥, e/® )1 = N.§ o y & =2t Y9, coskja,
donde d es la dimensidn de la red, el Hamiltoniano transformado es

_ 1U
H= Zdltdk(—&‘k — ,u) + - Z dlidl’a’\k”dk’” 61(+k’.k”+k”" (2.22)
k 2 Ns kK K' K" ’
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La aproximacién de Bogoliubov se basa en el hecho de que, para un condensado Bose-
Einstein, el promedio de &tomos condensados es una cantidad macroscépica Ng >> 1. Las
particulas condensadas se encuentran en el estado de cuasimomento k = 0, que es el estado
de menor energia. El nimero de particulas condensadas es Ny = <d5d0> por lo que se

aproxima (dg) = (ao) v/ Np. Los operadores de creacion y aniquilacion se separan en sus
valores promedios y un operador de fluctuacién, que denotamos con el mismo simbolo.

dag — v/ No + do, (2.23)
ay — /No+ay. (2.24)

Minimizando la energia con respecto a las particulas condensadas, se expande (2.22)
a segundo orden en las fluctuaciones. El potencial quimico se fija a u = Ung — zt, de ma-
nera que los términos lineales en las fluctuaciones se anulen. Con esto, el Hamiltoniano
resultante es

1 _
H = <—Zl‘—‘u—|—§Un()) NO""Zalidk(_gk_“)
k

| (2.25)

A A At At At A

+ EUHO Z(aka_k +a,a' | +44,dy).
k

En (2.25)), los términos de energfa cinética son tratados de manera exacta, mientras que los

términos correspondientes a la interaccion son aproximados. El Hamiltoniano es diagona-

lizado mediante una transformacion de Bogoliubov

Ck Ug Vg ag
— . 2.26
(6Tk) (vi'; ”li) (&'k) ’ ( )

donde los operadores ck y cli obedecen la misma regla de conmutacion [k, élT(] =1, lo que
implica que los coeficientes de la transformacién satisfacen |uy|*> — |vi|*> = 1. Exigiendo
que el Hamiltoniano transformado tenga la forma final

1 1 _ A A
H = —ZUnoNo+ 3 Y [hox — (2t — &+ Uno)] + Y heeéléx, (2.27)
k k

se llega a que los coeficientes de (2.27) cumplen

hoy = \/ (2t — &)? + 2Unoé&x, (2.28)
1 /zt—&+Ung
> = |uk]2—1=5 (;7—1). (2.29)

La ecuacién (2.28)) es el espectro de excitacion. En el limite termodindmico, el espectro es
continuo en K, por lo que no hay brechas energéticas.

Es posible obtener la densidad de particulas n en funcion de la densidad de particulas
condensadas ng, a temperatura cero [3]:

1/2
n—no+/ < —Eq+Uno 1), (2.30)

hog
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con q = 2mk/a y a la distancia entre sitios vecinos. La fraccién condensada n,/n como
funcion del cociente U/t se muestra en la figura para una red cuadrada y una red
cubica. En esta aproximacion, la fraccién condensada es méxima, con valor 1, en el limi-
te U/t — 0, que corresponde a cuando no hay interacciones. Conforme el cociente U /¢
aumenta, la fracciéon condensada disminuye, tendiendo a cero para U/t — oo, donde las
interacciones son mucho mayores que la energia de tunelaje. No se observa ningtin valor
critico en el que la densidad se vaya a cero, por lo que la transicién de fase no es descrita
en esta aproximacion. Esto se debe a que las interacciones juegan un papel importante al
describir el aislante de Mott y estas s6lo son tomadas de forma aproximada. En su lugar, es
posible desarrollar otra teoria de campo medio que trate las interacciones de manera exacta
y aproxime los términos de tunelaje. Esto se mostrara en la seccion siguiente y serd la base
para los siguientes desarrollos del presente trabajo.

1.0 T T T T T T T T 1,0 _I-.- T T T T T T T
\
0.8F \ @ 1  ost " (b)
. 06f 1 . o6t
= 04 1% g4l
0.2} - 02}
0.0h A 00
0 20 40 60 80 100 120 140 0 20 40 60 80 100 120 140

U/t Uft

Figura 2.2: Fraccion condensada g /n en funcién del cociente U /¢, del modelo de Bose Hubbard en
la aproximacién de Bogoliubov, en una red cuadrada de (a) dos y (b) tres dimensiones. Las lineas
azules corresponden a n = 1.0 y las lineas naranjas a densidad n = 0.5.

2.2.2. Aproximacion de desacoplamiento

A continuacién se busca describir la transicion de fase aproximando los términos de
energia cinética del modelo de Bose-Hubbard. Se define el pardmetro de orden superfluido
¥ como el valor de expectacion del operador de aniquilacién en el estado base del siste-
ma. Este pardmetro se supone independiente de los sitios y, sin perdida de generalidad,
se toma como un ndimero real: ¥ = (b;) = <l§j> = /n;. n; es el valor esperado del nime-
ro de particulas en el sitio i. La aproximacion de desacoplamiento consiste en despreciar
las fluctuaciones de segundo orden de los operadores de creacion y aniquilacidn, es de-
cir, 513;513]- = (lej - <131T))(l3j —(b;)) ~ 0, por lo que ZA)ZZA?j ~ 1//(13? +b;) — w?. Haciendo la
descomposicién anterior en el Hamiltoniano de Bose-Hubbard, se logra escribir el Hamil-
toniano en una suma de términos locales:

~ ~ U
H:Z —Ztl[/(bj—f—bi)—i—zlll/zﬁ—zﬁi(ﬁi_1)_ﬂﬁi ) (2.31)
i



12 CAPITULO 2. MARCO TEORICO

donde z es el nimero de vecinos més cercanos. Por lo tanto, es suficiente resolver el pro-
blema para solo un sitio i.

Consideremos el limite de interacciones fuertes zt /U — 0. Como trataremos con el Ha-
miltoniano de un solo sitio, se omite el subindice i en los operadores. Ademads, denotamos
el Hamiltoniano en este limite como H(¥).

A

1
A0 = SUA(A—1) — i+ zty? (2.32)

El Hamiltoniano es diagonal en la base de nimero |n), n =0,1,2,..., tal que /i|n) = n|n).
A estos estados se le llaman estados de Fock y tienen un nimero definido de dtomos por
sitio: (/1) = n. La energia de estos estados es

1
EY = SUn(n—1) —un-+21y”. (2.33)
La energia Eé(,o) del estado base del sistema se calcula pidiendo que Eéo) <E g(?t)l’ obtenién-
dose
0 i 0
I S < . (2.34)
78(g—1)—ug siU(g—1)<u<Ug
La diferencia de energia (energia de excitacion) entre estados con diferente » estd dada por
0 0
EO —EY —Un—y, (2.35)

por lo que el espectro es brechado. Ademds, d (i) /du = 0, por lo que estos estados son
incompresibles. Estas dos caracteristicas, ademds de que los estados tienen densidades con-
mensuradas enteras, definen a la fase del aislante de Mott (MI). Es necesario notar que
cuando /U es un entero, la brecha energética (2.35) se anula, el espectro es continuo y se
tiene un superfluido.

Para tratar el caso en que z¢/U es no nulo, se aplica teoria de perturbaciones al Hamil-

toniano A9, tomando el término de tunelaje YV = —zty (@ + lAa‘L) como la perturbacion.
Escribimos
H=HY yV
1 A (2.36)
= JUa(A—1) - ui+zty? — (b’ +b).

La primera correccion a la energia es nula, ya que E 1) = (yV) y los valores esperados de
los operadores de creacion y aniquilacion en la base de Fock no perturbada son nulos.
Abhora se calcula la correccion de la energia a segundo orden.

2 (gl —2ry (5" +b)|n) |
ES =Y

e B -E
o HelbTlg =1 P | {glblg+1)[? )
B2 W e R e 237
g g—1 4 g+l

B g g+1
_(ZW)2<U(g—1)—u+u—Ug)’
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g Jrzt(g-l—l)
g—1)—pu pn-Ug

Aplicando la teoria de transiciones de fase de segundo orden de Landau, se escribe la
energia como funcion del pardmetro ¥ y luego se minimiza esta expresion,

— Be=Sale- 1) - ug+av? 1) o). @)

2

Eg(y) = ao(g, 1, U) + Yaz (g, 1, U) + O(y*), (239)

donde
(2.40)

g at(g+1) )
ax(g, u,U)=zt + +1]).
28 #U) (U(g—l)—u n—-Ug

La energia del estado base es minima con respecto a Y, si Y = 0 cuando a, > 0, o para
algtin valor ¥ # 0 cuando ay < 0. Por lo tanto ax(g, fi,U) = 0 es la frontera entre las dos
fases. A su vez, es una ecuacion cuadritica en U, que tiene como solucién

| - 1 /- _
,ai:E[U(Zg—1)—1]i§\/U2—2U(2g+1)+1, 2.41)
donde se definen U = U /zt y fi = p/zt. Estos valores de i determinan la frontera entre las
dos fases en el espacio fase.

De la misma condicién a(g, fi,U) = 0, la frontera entre las fases en el espacio y /U y
zt/U es

1 1
l__ & 8+ (2.42)

a p-U(g-1) Ug—p’

de donde )
a  glg-1)-pRe-1+(f)
- =— i . (2.43)
U 1+5
Las fronteras de transicién dadas por (2.41) y (2.43) se muestran en las figuras 2.3]y 2.4]
respectivamente

2.2.3. Ansatz de Gutzwiller

En el limite /U — 0, los operadores de diferentes sitios estan desacoplados y el Ha-
miltoniano es diagonal en la base de nimero de diferentes sitios. Los estados del sistema
son estados de Fock y podemos escribir al estado como |¥), = Hi(@j)” |0), donde |0) es
el estado de vacio. Esto corresponde al aislante de Mott. Por otra parte, en el limite sin
interacciones ¢t /U — oo, se tiene un estado superfluido y el estado se puede escribir como

un estado coherente [[19] [¥) = [TV, exp( N /NSIQD |0),, con N el nimero de particulas,

Nj el nimero de sitios, 13; el operador de creacién de particulas en el sitio [ y |0), el estado
de cero particulas en el sitio /. Por lo tanto, en ambos limite el estado es de la forma

Nmax

Baw =TTY. A 1), (2.44)
i n=0
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50 T v T T T ‘*r * ‘t T ‘Tt T T T T T g:3

g=1

Figura 2.3: Diagrama de fase del Hamiltoniano de Bose-Hubbard, bajo teoria de perturbaciones de
segundo orden. Se definen U = U/zt y fi = u/zt. Las lineas solidas indican la separacién entre la
fase superfluida y los aislantes de Mott. Para un valor de fi fija, al aumentar U es posible entrar a
diferentes estados de Mott. Las lineas punteadas indican el diagrama de fase a orden cero y separan
los diferentes estados de Mott. g indica la densidad de las fases de Mott.

La aproximacién de Gutzwiller [19] consiste en utilizar (2.44]) como el estado de siste-
ma, para todos los valores de z¢/U. De esta forma, el estado de Gutzwiller interpola ambos
limites y proporciona una forma simple de calcular numéricamente las cantidades del sis-
tema, junto con el Hamiltoniano por sitio en la aproximacion de desacoplamiento

H=|—zy(b"+b)+zy*+ %ﬁ(ﬁ — 1) — il . (2.45)

El estado |¥);y presenta un llenado maximo 7., que trunca la base del espacio de Hilbert.

Ademds, los coeficientes cumplen la condicién de normalizacién Y, | f,gi) ?=1.
Como ejemplo, para un llenado miximo de 4, la forma matricial del Hamiltoniano
Hy,m = (n|H|m) es

tzy? 7y 0 0 0
—tzy tzy? — L —\2tzy 0 0
(H) = 0 =2y 12y’ +U -2 —\/3tzy 0
0 0 —V3tzy  tzy? +3U -3 —21zy
0 0 0 —21zy tzy? +6U —4u

(2.46)

Los coeficientes f,gi) se determinen tal que minimicen la energia del estado base del

sistema. Esto es equivalente a realizar un algoritmo autoconsistente que busque convergen-

cia en el pardmetro y, con la condicién de autoconsistencia (13> = v [20], evaluando en el
estado base. Dicho algoritmo consiste en:

1. Proponer un valor inicial yp al pardmetro de orden diferente de cero .
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Figura 2.4: Diagrama de fases obtenido por teoria de perturbaciones en la energia cinética a segundo
orden. Se observa la frontera entre el superfluido (SF) y el aislante de Mott (MI). El nimero en los
l6bulos de los aislantes de Mott indica la densidad en los sitios.

2. Crear la matriz del Hamiltoniano dependiente del pardmetro de orden.

3. Obtener el estado base y calcular el valor de expectacion del operador de aniquila-
cioén. Este niimero es el nuevo pardmetro de orden y.

4. Evaluar si |y — yp| < €, donde € es una tolerancia. Si se cumple la condicioén, y
converge al valor deseado. Si no se cumple, se actualiza el valor del pardmetro de
orden Yy — Y y se repite desde el paso 2 con el nuevo pardmetro de orden.

El diagrama de flujo del algoritmo se muestra en la figura[2.5]

Los resultados de la simulacion se presentan en la figura donde se grafican el pa-
rametro de orden superfluido y y la densidad por sitio p = (7). Se observan las fases del
aislante de Mott, donde v = 0 y la densidad por sitio es un niimero entero; y el superfluido,
donde |y| # 0 y la densidad no estd conmensurada. Para determinar la frontera de transi-
cién de fase, se encontraron los puntos donde Y se hacia diferente de cero y se realizé un
ajuste sobre estos puntos.

El estado de Gutzwiller presenta ciertos problemas. Por ejemplo, que el aislante de Mott
corresponda a un sélo estado de Fock |ng) solo es correcto cuando 7 = 0. La aproximacién
no toma en cuenta correlaciones espaciales, ya que las funciones de correlacion de diferen-
tes sitios se factorizan entre contribuciones de cada sitio: (‘I’|l3§l3 ) = (P[] |P) (P|b;|P)
para i # j. Esto hace que las predicciones sean malas para bajas dimensiones, donde las
correlaciones son mds importantes; los resultados mejoran a mayor dimensiones. Por tlti-
mo, este ansatz no toma en cuenta efectos de tamafio finito; se predice una transicion de
fase en sistemas de cualquier tamafio debido al desacoplamiento en contribuciones de cada
sitio por separado. La transicion de fase en realidad necesita de un sistema grande.
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No se cumple

v Se cumple

Figura 2.5: Diagrama de flujo del algoritmo para determinar el valor de y = (3), utilizando la teorfa
de campo medio.
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Figura 2.6: Diagrama de fases del modelo de Bose-Hubbard, en la aproximacién de campo medio,
utilizando el estado de Gutzwiller con llenado maximo de 6. (a) Pardmetro de orden superfluido |y|.
(b) Densidad por sitio p = (7).

2.3. Transiciones de fase cuanticas

Una transicion de fase cudntica estd definida para sistemas a temperatura cero, en los
puntos donde la energia del estado base no es analitica [20]]. Las transiciones de fase cuin-
ticas son causadas por las fluctuaciones cudnticas, que dependen de la competencia entre
diferentes pardmetros que describen al sistema. En el modelo de Bose-Hubbard, la transi-
cion aislante-superfluido es una transicion de fase cudntica. La competencia de parametros
que origina la transicion esta caracterizada por el cociente entre la amplitud de tunelaje y
la interaccién 7 /U. Adicionalmente, una transicion de fase cudntica de segundo orden se ve
acompafiada por un cambio abrupto en el estado base del sistema y se asocia al rompimien-
to espontdneo de alguna simetria. Por ejemplo, la simetria U (1) se rompe espontdneamente
al pasar al estado superfluido, en el modelo de Bose-Hubbard. En contraste, a temperatu-
ra finita, una transicion de fase es causada por las fluctuaciones térmicas, que son mucho
mayores a las fluctuaciones cudnticas y la transicion esta definida para los puntos donde la
energia libre es no analitica.

Un punto critico g, es un punto en el espacio de parametros g donde se da la transicién
de fase cuantica. De manera similar al caso clasico, en los sistemas conocidos con transicio-
nes de fase cudnticas de segundo orden, varias cantidades fisicas siguen un comportamiento
divergente o de ley de potencias en la cercania de los puntos criticos, caracterizados por los
llamados exponentes criticos [21]. Estos exponentes permiten introducir el concepto de
clases de universalidad. Si diferentes sistemas tienen el mismo conjunto de exponentes cri-
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ticos, estos pertenecen a una determinada clase de universalidad. El comportamiento de los
sistemas pertenecientes a la misma clase de universalidad es similar cerca del punto critico,
a pesar de sus diferentes estructuras microscopicas.

A continuacién se definen los exponentes criticos, utilizando Ag = g — g, como la dis-
tancia al punto critico. En el modelo de Bose Hubbard, Ag = (zt/U) — (zt/U)., donde
(zt/U). es el punto critico y los puntos criticos son todos los puntos en el espacio de para-
metros que forman la frontera entre el aislante de Mott y el superfluido. Las cantidades que
presentan comportamiento critico son: la parte singular de la energia libre f;, la longitud de

correlacion &, el tiempo de relajacion 7, el pardametro de orden Y = —%, la susceptibilidad
X = —g—g y la funcion de correlacion del pardmetro de orden G(r). Al definir f;, la energia

libre se separa en la suma de la parte regular f,, que no cambia de manera significativa al
acercarnos al punto critico, y la parte singular f, que contiene el comportamiento singular
del sistema cerca del punto critico [22]. Para definir al pardmetro de orden, se introduce
un campo externo H conjugado al pardmetro de orden en la energia libre, que se acopla a
este y contribuye el término lineal en el parametro de orden —H Y en la expresion de la
energia libre. Este campo externo rompe la simetria asociada a la transicién de fase. Los
coeficientes criticos a, v, B, 7, zy 0 se definen en la cercania del punto critico Ag — 0 por
las siguientes relaciones [21]:

fi o< |Agl* %, (2.47)

& o |AgTY, (2.48)

< |AglP, (2.49)

X(H =0) o< |Ag|77, (2.50)

Toc |Agl ™Y, 2.51)

w(H,Ag=0)o<H'/? (2.52)
1

G(I’) o< m’ (2.53)

donde r es la distancia y d es la dimension del sistema,
La teoria de escalamiento permite obtener relaciones que satisfacen los exponentes cri-
ticos, por lo que estos no son independientes. Estas son [21]]:

2—a=v(d+7z), (2.54)
o+2B+y=2, (2.55)
B+y=B8, (2.56)
vi2—n)=7, (2.57)
2B=v(d+z-2+n). (2.58)

El coeficiente B para el modelo de Bose-Hubbard esté relacionado con el pardmetro
de orden superfluido y = (b;). Para los puntos multicriticos a densidad n =1y n = 2,
obtuvimos el valor de B = 1/2, variando la energia de tunelaje del sistema a densidad
constante y utilizando la simulacién con la aproximacion de campo medio. En este caso, 8
se define por ¥ = |zt /U — (2t /U).|P, donde la posicién de los puntos multicriticos estd dada
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"y = 0.50 + 1.098
~1.0 e ]

y=Iny

x=In[zt/U7 — (zt/U),]

Ty =05r+16328

y=Iny

r=Inf=t/U — (2t/U),]

Figura 2.7: Comportamiento critico del modelo de Bose-Hubbard, en los puntos multicriticos. La
transicion se da a densidad constante (a) n = 1 y (b) n = 2. Se muestra el logaritmo del pardmetro de
orden superfluido y al variar el logaritmo de la energia de tunelaje zt /U con respecto a la posicion
del punto critico (z£/U).. Las pendientes de las rectas resultantes dan el coeficiente critico de f =

1/2 para los dos casos.

por (z1/U).. Los resultados se muestran en la grafica2.7 El valor de B = 1,2 coincide con
el valor de la teorfa de campo medio. En el apéndice [B|se calculan los coeficientes criticos

de la teoria de campo medio.

Una alternativa tedrica equivalente al uso de operadores para el estudio microscopico
del problema de muchos cuerpos es el de integrales funcionales. Mediante esta formula-
cidn, sistemas interactuantes pueden ser clasificados en un nimero pequefio de clases de
universalidad, definidas por sus simetrias fundamentales [23]]. La idea bésica de este méto-
do es escribir la funcion de particién del sistema como una integral sobre todos los grados
de libertad en todos los tiempos. En el apéndice [C] se trata con la teorfa de campo de Bose-
Hubbard, utilizando integrales funcionales.

Mediante integrales funcionales, la accién del modelo de Bose-Hubbard (C.13)) se es-
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cribe como

5= / [ (hb*db — ublbi+ o bbbb)—th* ] (2.59)
d <ij>

donde los campos complejos b; = b;(7) y b} = b} (7) son los eigenvalores de los operadores

b;, b , al tiempo imaginario 7. La integracion es sobre el tiempo imaginario. Como se
muestra en el apéndice siguiendo a detalle el tratamiento en [20] y [24], se puede
escribir la accion del modelo como

B
S|, W] — / dx / dr

or i’ 9%r
* \V/ 2 2 4
< (ngm o= S0P - v e ),
(2.60)

donde se introducen los campos ¥, ¥*, mediante una transformacién de Hubbard-Stratonovich
[2325]] y lo campos b;, b} fueron integrados. a = |a| es la magnitud del vector base de la
red hipercubica. El sistema ademds tiene la funcién de particion

_ /@ o BVFo—iSI¥, ¥ 2.61)

donde V es el volumen del sistema y .% es la densidad de energia libre. Se encuentra que
el coeficiente r de (2.60)) es

1

r= " —x0(1/U), (2.62)

donde (1/U) +1 (1/U)

_ oM + no(H
W0W/U) = G Oy = T K= Uno(ujU) = (269
y
in—1<¢t Z*r
no(u/U) = {0 :Z <0< g=mnet (2.64)
U

La frontera entre el superfluido y el aislante de Mott utilizando teoria de perturbaciones a
segundo orden en la aproximacion de desacoplamiento esta descrita por r = 0, lo cual se
puede ver al comparar (2.62) con (2.42).

Tomemos ahora una teoria de campo efectiva, que incluye solo las contribuciones de
los campos a la accion (2.60) hasta orden cudrtico. Consideremos el coeficiente ar de la

accion ( cerca de la transici6n de fase, es decir, cerca de r = 0. Dependlendo si g{l

nulo, tenemos dos posibles casos, en los que la transicién de fase es descrita por dos teorias
de campo distintas con diferente clase de universalidad [1}20]:

€S

» Transicién genérica: ocurre cuando es no nulo. Este es el caso de todos los puntos
de la transicion de fase, excepto en las puntas de los 16bulos de Mott. La accién que
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describe esta transicion es

hp P 2
SBose[lP7lP*] = /ddX/ art (—h—r‘P*&;\P a
0

_ V2 4+ w2+ L
- sV AR S )

(2.65)

donde se despreci6 el término de la segunda derivada en el tiempo, suponiendo que
domina el término de la primera derivada. Esta accion describe la clase de universali-
dad de la transicion vacio-superfluido de la teoria critica del gas de Bose diluido [20]].
En este caso, la transicién se ve acompafiada por un cambio en la densidad, lo cual
puede darse al agregar o quitar un nimero pequeiio de particulas que se encuentren
en la fase de Mott; esto es, variando el potencial quimico.

= Transicién en los puntos multicriticos: se da cuando g—r es nulo. Esto ocurre si r es
independiente de p, lo cual corresponde a las puntas de los I6bulos de Mott, donde
la frontera de transicion tiene una tangente vertical en la figura[2.4] La transicién en
los puntos multicriticos estd descrita por la accion

np h? 9%r
* d 2
Sorlw.w) = [t | df(‘?a_w“’f‘*” -

ST
Ahd? d 2 ’
(2.66)

que corresponde a la teoria del modelo XY, o modelo de rotor O(2) en d + 1 dimen-
siones [20]. Esta transicion de fase se da a densidad constante y su causa es diferente
a la de la transicién genérica, ya que un aumento en la energia cinética ocasiona que
los dtomos puedan superar la repulsiéon de los otros dtomos y moverse libremente
por el sistema, pasando a la fase superfluida. En este caso, no cambia el potencial
quimico al darse la transicidn. Para el modelo XY en tres dimensiones, estimaciones
tedricas utilizando simulaciones Monte-Carlo basada en escalamientos de tamafio
finito y expansiones a altas temperaturas [26], indican que los valores de los coefi-
cientes criticos son o = 0.0146(8), y=1.3177(5), v =0.67155(27), n = 0.380(4),
B =0.348585(2) y 6 =4.780(2).



3 Teoria B+U aplicada al modelo de Bo-
se Hubbard

En el presente capitulo se expone el formalismo B+U aplicado al modelo de Bose-
Hubbard, siguiendo la referencia [4]. La teoria se formul6 originalmente como el limite de
frecuencia cero de la teoria dindmica de campo medio para bosones (BDMFT), un método
muy preciso pero computacionalmente exigente. El formalismo B+U es mds simple y tiene
un costo computacional bajo. Este se puede ver como una extension a la teoria de campo
medio estatico de la seccién[2.2.2] donde se toman en cuenta las fluctuaciones ocasionadas
por procesos de salto doble entre sitios vecinos. En la seccion [3.1] se dard una breve intro-
duccidn a las ecuaciones del BDMFT, para posteriormente desarrollar la teoria B+U de un
modo a detalle (seccién [3.2)) y extenderla a varios modos (seccion [3.3)). A esta teoria, que
le denominamos B+U multimodo, sera aplicable a sistemas con fases moduladas espacial-
mente, que presenten varios modos, como es el caso de dtomos ultrafrios en una red dptica
dentro de una cavidad. Dicho problema se tratard en el capitulo ] En el presente capitulo,
se utilizan integrales funcionales de la accion y la funcién de particion, tema que se puede
revisar en el apéndice [C.1]

3.1. Teoria dinamica de campo medio para bosones

La dificultad de tratar analiticamente de manera exacta, incluso los Hamiltonianos de
muchos cuerpos mas simples, y el rdpido crecimiento de las capacidades computaciona-
les, han motivado el atacar dichos problemas mediante métodos numéricos. Los métodos
exactos son los de diagonalizacion exacta [27,28] y los métodos Monte Carlo [29]. Sin
embargo, ambos métodos presentan ciertas limitantes. En el método de diagonalizacion
exacta, el espacio de Hilbert crece exponencialmente conforme aumenta el tamafio del sis-
tema, por lo que el problema solo es tratable para un ndmero de sitios pequefo. Por otro
lado, los métodos Monte Carlo presentan un problema de signo, que no les permite ser
aplicables a bajas temperaturas. Las dificultades anteriores provocan que el uso diferentes
aproximaciones sea esencial en el estudio de problemas de muchos cuerpos. Una de las
aproximaciones con mayor precision numérica para sistemas fuertemente correlacionados
ha sido la teoria dindmica de campo medio (DMFT) y su extension a bosones (BDMFT).

La teoria dindmica de campo medio fue inicialmente desarrollada para el caso fermi6-
nico [30]]. La idea principal del método es mapear el modelo de red a un modelo de una
impureza embebida en un campo medio efectivo, tomando en cuenta las fluctuaciones lo-

22
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cales. La aproximacion se vuelve exacta en el limite de infinitas dimensiones espaciales o,
equivalentemente, en el limite de nimero de coordinacién grande. Posteriormente, la teoria
fue extendida al caso bosdnico, estableciéndose la teoria dindmica de campo medio para
bosones (BDMFT). Diferentes deducciones del BDMFT se pueden encontrar en [31-33]).
A continuacién se muestra la deduccion de la accion efectiva del sistema de la impure-
za, presentada en [32], utilizando el método de medio efectivo, junto con las ecuaciones
autoconsistentes que se obtienen. Las cuentas las desarrollamos a detalle.
Se parte de la accion del modelo de Bose-Hubbard homogéneo:

B
5:/0 dt (hzi:bf(f)afbi(f)—t y b;f(r)bj(r)>

<i,j>

y , 3.1
+/0 drzi: <§ni(7)(ni(f) —1) —Wli(f)) .

Los campos b;(7) se expanden alrededor del campo medio y = (b;(7)), como b;(7) =
¥+ 8b;(T). ¥ es un nimero complejo independiente del sitio y de 7, que permite romper
la simetria U(1) del sistema. Con esto, el término de energia cinética es:

—t Y bi(0)b;(v) = —ary” Y bi(t) —aw ) b () +aNs|y* —1 Y 8b;(7)8b;(t),

<i,j> <i,j>

donde Nj es el nimero de sitios.

Consideramos un sitio arbitrario del sistema, denotado por o. La accién del sistema se
separa en tres partes: S = Sy + 5, +AS. S, incluye solo los campos del sitio o, AS contiene
los términos conformados por los campos del sitio o y el resto del sistema, y Seys estd
conformado por campos que no incluyen al sitio o.

So = / Y ("lb:(r)afbo(r) [y by (1) + Wb (T)] + o (D) (e (1)~ 1)
0 2 (3.2)

_ () +zt|w|2>,

AS = — /O " det Y (8b5(t)8b; () + 8b%(1)8bo(7)). (3.3)

<o,j>

Nos interesa derivar una accion efectiva S, 7, tal que solo incluya campos del sitio o y
la funcion de particion del sistema se pueda escribir como Z = Z,,Z.s¢. Las funciones de
particion del sistema completo y del bafio son

z— / D(b|D[b*)eFS, (3.4)

ZWZ/@@M@@W%%%%”, (3.5)
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donde la medida de integracién 2°)[b]2°)[b*] excluye los campos del sitio 0. Desarro-
llando,

Zeff = Zow /@ b*]e_}lso/@[b(())]@[b(o)*]e—}a(SexH—As)

150 [ G011t 3 2
m/@ 0/@[ 12 k;o ;
AS\k
— * *lSU - <(_7) >Zext 36
—/%M%Mehgk—Tf— 36
x1,—1 1 1
~ [Tl |1 1891, 4 51 (85,
x/@[bo]@[b*]e e f
donde
1
Zoont 7 t/@[b(o)]@[b(O)*]e_;lisexz(m)’ (37)

y la accion efectiva queda dada por

1
Sers = S0+ (AS),, = 5 [{(A8)), — (85)7,]
| (3.8)

=Sy 52 (A8,

En el segundo renglén de (3.8), se utiliz6 que los términos con (AS),  se anulan:

d (6b,(7 6[9 + (oD% ob,
2 / X (D, + B0, 80

=0.

De esta manera, la accion efectiva (3.8) coincide a segundo orden en la expansion (3.6).
Introduciendo la matriz de hibridacién

A(T—7) = e ( Leo> Los> (ObIEIONI(E)7

ext

Z<o7j> Z<o7i> <5bj(f)*6b;'k (T/>>z

ext

Yo, j> Y<o,i> (6bj(T)8b (T/)>Zext
Yoo J> Z<o z><5b*(7)6 (T/)>Zext ’

(3.10)
y la notacién ®;(1) = (5;23) Y= ( ‘lVV*) , la accion efectiva del BDMFT queda como
Seff = /0 dt <hbo(r)8fbo(r) — V' P, + Eno(r)(no(r) —1)
(3.11)

2 1 hB np ! ! /
— uny(7) + 2t |yl > - 5/ dr/ dt' 8D} (T)A(T— ) 8D, (7).
0 0
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Para obtener un conjunto de ecuaciones autoconsistentes, los valores de expectacion
en el sistema efectivo son identificados con los valores de expectacion del sitio 0. De esta
manera, el pardmetro de orden superfluido en el sistema efectivo se calcula mediante

Y= (bo(7))z,, - (3.12)

También, se utiliza la ecuacién de Dyson [32]
Y(iw,) = i0,03 + ul + Aliay,) — G (iay,), (3.13)

donde ¥ es la autoenergia, @, son las frecuencias de Matsubara, A(i@,) es la transformada
de Fourier de A(7 —7'), y G.(iw,) es la transformada de Fourier de la funcién de Green
conexa, definida por

Ge(1) = — (T®(7)®T(0))g  +P¥', (3.14)

Seff

con T el operador de ordenamiento temporal.

La aproximacién central de DMFT es que la autoenergia de la red coincide con la
autoenergia del sistema efectivo, por lo que la autoenergia se vuelve un cantidad local
independiente del momento, es decir, X(k,i®,) = L(i®,). Esto permite calcular la funcién
de Green de la red mediante la siguiente expresion:

Grea(i®n) =Y [i0,05+ (1t — &)1 — Z(i,)] . (3.15)
k

El algoritmo consiste en suponer un valor de ¥ y A, para calcular el valor de la autoenergia
X(i®w,) a partir de (3.13)). Posteriormente se calcula la funcion de Green de la red mediante
(3.13). Luego, se impone la igualdad G.(i®,) = G,4(i®,), de manera que se actualiza el
valor de la funcién de hibridacidn a partir de la ecuaciéon de Dyson

A(ioy,) = X(ioy) — i0,05 — u1+G, ) (io,). (3.16)

Utilizando adicionalmente la ecuacion y la transformada de Fourier inversa de la
funcion de hibridacion, se calculan nuevos valores para A(T — 7') y W, que son sustituidos
en la accién (3.11)). La accién se resuelve y se cierra el ciclo autoconsistente; este se repite
hasta obtener convergencia.

La parte computacionalmente demandante en el BDMFT es la resolucién de la accion
(3.11), razén por la cual se formuld la teoria B+U. En [31,32] se muestra un algoritmo
de Monte Carlo cudntico para resolver el problema, método que va mds alla de la presente
discusion. Algunos resultados del BDMFT se presentan en la figura[3.1] en donde se exhibe
una gran concordancia con los resultados obtenidos por cédlculos Monte Carlo. Esto implica
que la transicién de Mott queda bien descrita por cantidades locales.
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Figura 3.1: Diagrama de fases del modelo de Bose-Hubbard, utilizando BDMFT, simulaciones
Monte Carlo, la solucién de la red de Bethe para z = 6 y la teoria de campo medio estatica. (Panel
superior) Transicion del superfluido a la fase normal. (Panel inferior) Diagrama de fases del estado
base, mostrando los 16bulos de Mott para n = 1 y n = 2. Figura tomada de [31]].

3.2. Teoria Bogoliubov+U (B+U)

A continuacién se deduce la teoria B+U del modelo de Bose-Hubbard [4]]. Las cuen-
tas las desarrollamos nosotros en detalle. Para deducir el formalismo B+U, se parte del
Hamiltoniano de Bose Hubbard homogéneo

A=—1Y bibj+= Zn, —uY i (3.17)
<i,j> i
Los operadores de creacion y aniquilacién se expanden de acuerdo a b i=V+ 8b j» con
Y= <13 ;) independiente del sitio. El Hamiltoniano se divide en tres partes: H, incluye a
operadores que son solo de un sitio arbitrario o, AH contiene a operadores que mezclan al
sitio del origen con otros sitios, y H.,,, contiene a los otros términos: H = H, + H,,, + AH.

~ U

Hoy = S (ito —1) = ity — 2 (w"bo + wh)) + 21|y (3.18)
AH = —t Y (8b}8b;+8b,8b)) =—1 Y 5d]5®;, (3.19)
<i, o> <i, o>

_ (b (v
con 0P, = (613?) y¥= (W*)

Andlogamente a BDMFT, se separa la funcién de particiéon Z = Tr e BH| del sistema

completo en la forma Z = Z,;Z, s, donde Z,,; es la funcion de particion del sistema sin el
sitio o. La funcidn de particion Z, ry adquiere la forma aproximada
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Tr|e~BHex o=BHo p=BAH (3.20)

Zext

= Trp[e P (e P2 4 1,

donde en la segunda linea se separaron las exponenciales despreciando los conmutadores
que incluyen a AH. Al calcular la traza denotada por Tr,, se suma sobre la base de ntimero,
variando solo el indice correspondiente al sitio 0. Realizando una expansion en cumulantes,

~ 2 N A2

(e PAY o PR g+ (), ~(O)G,,) (3.21)

ext

(AH) Ay involucra a términos de la forma (8b;) Ao = (b;) A, — ¥ =0, conio,porlo
que (AH)p = 0. Para el otro término de la exponencial,

B an g2
S, ~ < Y 5dj5d, Y 6c1>*5c1>>
Hext

<i,0> <j,0>

242
— T i
== 5¢0< Y 6% ) 69! >H 5D,

<i,0> <j,0>

B 8b:6b1  8bi5h,
29%APC X X siisit obiob, e

<i,0><j,0>
B

~ 56CI>2A6<I>0.

(3.22)

En la anterior ecuacion se definid la funcidn de hibridacién como

A— ﬁt22<i,0>2<j.,0> <5%Z6Z}J>Iflm ﬁt22<10>2<j0> <52; 6£> H.
Bt22<i,o>z<j,o> <5b;6bj‘>geﬂ ﬁt22<zo>2<10> <6b 5b> o ‘

X

(3.23)

Notar que A definida de esta forma cumple Aj; = Ay, Aj2 = A3, . Esto implica que implica
que la funcién de particion del sistema efectivo se puede escribir como

Zepr =Tr, [e_ﬁH” (e_BAHmm]
o (3.24)
_ TI'O [efﬁ(Hof§5¢>0A5¢>0)].

Recordando que Z, s = Tr, [e‘ﬁﬂeff ], se llega a la expresion del Hamiltoniano efectivo

A

1 U
Hepp = —55¢2A5¢o + 5 1o(flo = 1) — Wity — 2V D, + 2ty (3.25)

Expandiendo el Hamiltoniano de forma explicita, se tiene
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——(8b}8b,+ 8b,8b7)A11 — —5b*5b’fA12——5b 8b,A},

S
S
I
(Sl

+
3)

A
>

N = =0

— 1) —un, _Zt(w*bo + I//bD +Zt|1//|2

b} *)(i’o_W)"*‘(l;o_l//)(lgi_l//*)]All

VB~ w1~ 5 (b~ W) (b~ WA,

=
|
€ <

S

fio (il — 1) — iy — 2t (W*bo + Wby) + zt|w|?

_l’_
* 7 7 A * 70 P *
= (ll’ b0+wb2—n0—§— W!Z) A+ (V’ bi—zbibz— v 2) Ar
- | P U R R
+ (‘l/ o — Ebobo - WZ) 12+ Eﬁo(ﬁo —1) — i, — 2t (Y b, + ij)) +Zt|‘»‘"2‘
(3.26)

La caracteristica principal de la teoria B+U es la imposicion de que el valor del con-
densado y la funcién de Green del sistema completo coincidan con las cantidades corres-
pondientes del sistema efectivo:

v=1(bop,,, - (3.27)
G2 (@, =0) = — (P, D]

o

Vi1 (@On = 0) +P¥'. (3.28)

Notamos que este Hamiltoniano es equivalente al modelo BDMFT (3.11)) en el limite
A(t—1) = AS(t— 1), (3.29)

donde ahora A es independiente del tiempo. Con esto, la accidn de sistema efectivo es:

np
Sury— /0 dt (th(‘L')aTbO(T) — 2V D, (1) + %no(f)(no(f) —1) (3.30)

1
— uny (1) +zt|y* - ESCIDZ(T)ASCIDO(r)) :

Debido a la relacién del sistema descrito por (3.25]) con el modelo BDMFT, es posible
escribir una ecuacién de Dyson a partir de (3.13). Sin embargo, como A ahora es inde-
pendiente de tiempo, la ecuacion de Dyson solo debe de ser evaluada a una frecuencia de
Matsubara. Para que las matrices A y G.'! tengan la mismas propiedades de simetria, se
evalia a frecuencia cero. Esto nos da la ecuacién de Dyson

A=X(iw, =0)—ul+G; ' (im, = 0), (3.31)

de donde se puede calcular A en funcién de las autoenergias X, utilizando ademads las defi-
niciones

1
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Gliw, = 0,k) "' = G, ' (k,iwy, = 0) — X, (3.33)

donde G, Yk, im,) = (1 — £(k))I +im,0; es la funcién de Green local y £(k) es la relacién
de dispersion.

Para resolver el problema, se considera el gran potencial Q[y,X], el cual se minimiza
variando las autoenergias X. Segun la teoria del BDMFT, el minimo con respecto al término

cinético 5(59 = 0 ya es tomado en cuenta por la condicion de autoconsistencia (3.27).

1y)
Para simplificar la minimizacién, nosotros escribimos Q[X, y] = Q[A[X], y] y el potencial

se varia con respecto a las hibridaciones.

5Q 5Q 5Q
59 6A115A11+ 6A125A12+6TT26A12
(3.34)
= _5Ai7

donde A; € {A}1,A12,A},}. Integrando
oQ
— Q= —dA

Y/

oQ oQ
“x8% 5 faa(59) |

§6Ai i ; | 5a, (3.35)
oQ

A; O

El dltimo término del pendltimo renglén en (3.35) incluye segundas derivadas con respecto
a las A, que se desprecian, como se muestra a continuacion. El gran potencial es Q =

—é an(A, l,l/) = —[lg InTr [e_ﬁHEff((A7W))i| Se tiene que g? aHEff >H , por lo que
6Q 52Q
d =) ———dA;
(6Ai> g’SAjéAi J
= Z ! Tr {—ﬁe_ﬁHeff%% +€—5Heff 82I_Ieff dA ;
A;j Zeff aAj aAi 8AJ~8A,~ J (336)
OHesr OHsy
B TN
AZ] 8AJ aAl Himp ’
~ 0,

ya que los términos <8§1sz 83%" >H son de la forma <6bg)5bg)5bg)5bg)) Hynp = 0- Con
J 1 im

esto, el gran potencial es

imp

oQ oQ oQ
QA y) = EAU + 6A12A12+ (6A ) 12 (3.37)
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oQ

s = (wbot wbl—bb, ———|w| 2 g (3.38)

oQ PO DU |
Etiainl * T TRt Rt T2
5h s <l// bl —5bibi— 5w >Hgff. (3.39)

Durante la minimizacidn, el valor de las componentes de A se acotan, de manera que
no rebasen la energia cinética de doble salto:

|A12]<\A11\<( ) (8b)8b, + 8b,8b) D,

— 205 _wbh. —whi 4+ =
= (o — ¥y — Wb} 5 +1w] i

(3.40)

3.2.1. Algoritmo autoconsistente a 7 = 0

Con las ecuaciones de la seccion anterior se obtiene el algoritmo autoconsistente de la
teoria B+U, mediante el cual se puede obtener la funcién de hibridacién A y el pardmetro y
a temperatura cero. Para la funcién de onda, se emplea el ansatz de Gutzwiller. Los pasos
son:

1. Se inicializa con Aj; = Ajp = 0y y igual al valor calculado en la aproximacién de
desacoplamiento.

2. Se calcula un nuevo valor de y a partir del Hamiltoniano efectivo (3.25)) y el valor
de expectacion del operador de aniquilacién (3.27).

3. Se minimiza el gran potencial de la ecuacion (3.37)) con respecto a Aj; y Ay, toman-
do en cuenta la condicién (3.40). En este cdlculo se deja y constante.

4. Se calcula un nuevo valor de y con el nuevo valor de A a partir del (3.23) y (3.27).

5. La minimizacion del gran potencial y el cdlculo de y se repiten hasta obtener con-
vergencia en Y.

El diagrama de flujo del algoritmo se muestra en la figura

3.2.2. Diagrama de fases

En las figuras 3.3y [3.4] se muestran los resultados del modelo de Bose-Hubbard bajo la
aproximacion B+U a temperatura cero.

La comparacion de las fronteras de transicion del estado de Mott al superfluido se puede
ver en la figura [3.5] para la aproximacién de desacoplamiento (campo medio) y la aproxi-
macioén B+U.

La aproximacion del B+U sigue describiendo dos fases para el modelo de Bose-Hubbard.
Sin embargo, las fronteras de transicion del aislante de Mott al superfluido ocurren a un
mayor zf. Esto nos dice que las fluctuaciones de las densidades, despreciadas en la aproxi-
macion de desacoplamiento, son importantes al describir donde ocurre la transicion de fase.
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Figura 3.2: Diagrama de flujo del algoritmo B+U.
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Figura 3.3: Diagrama de fases del modelo de Bose-Hubbard en la aproximacién B+U. (a) Pardmetro
de orden superfluido. (b) Densidad por sitio.
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Figura 3.4: Funciones de hibridacién (a) Aj; y (b)A; del modelo de Bose-Hubbard, calculadas
mediante la teoria B+U.
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Figura 3.5: Fronteras de transicién del modelo de Bose-Hubbard, utilizando la aproximacién de
desacoplamiento (campo medio) y la teoria B+U.
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Segun [4], la teoria B+U reproduce con una precision de aproximadamente el 1 % la transi-
cion cerca de las puntas de los 16bulos, para redes en tres y dos dimensiones, mejorando la
precision en las demds zonas. Cuando las fluctuaciones en la densidad son pequefias, la fisi-
ca a bajas energias es capturada correctamente, como se muestra al hacer la aproximacién a
segundo orden (3.21). Las funciones de hibridacién mostradas en la figura 3.4 representan
a las fluctuaciones de las densidades. Debido a su definicién (3.23), las fluctuaciones por
sitio se obtienen al hacer el cociente A/2, lo que se debe de tomar en cuenta al calcular las
cantidades observables por sitio. En el limite atémico z¢t/U — 0, las funciones de hibrida-
cién son nulas y se recupera la teoria de campo medio. En este caso el nimero de dtomos
por sitio no fluctiia y se mantiene en un nimero entero. Conforme aumenta el tunelaje, las
fluctuaciones incrementan de manera suave, siendo mayores en la fase superfluida, donde
las densidades no estdn conmensuradas.

Cerca de los puntos criticos (zt/U). a densidades n = 1 y n = 2, se obtuvo el com-
portamiento del pardmetro de orden ¥ como funcién de la energia de tunelaje zz. Esto se
muestra en la figura [3.6] donde se hicieron los ajustes con una recta de pendiente 0.5. La
concordancia entre los datos de la simulacion y el ajuste indican que el coeficiente critico
B definido por v o< [(z1/U) — (2t /U).|P tiene un valor de B = 0.5 en la teoria B+U, al igual
que en la aproximacién de desacoplamiento.

Una de las limitantes de la teoria B+U es que, al igual que la teoria BDMFT, se basa en
cantidades locales. Por consiguiente, no puede capturar la fisica correspondiente a longitu-
des de onda grandes. A temperaturas diferentes de cero, la falta dependencia temporal hace
que la precision de la teoria B+U disminuya en comparaciéon con el BDMFT, pero sigue
mejorando los resultados en comparacién con la aproximacién de desacoplamiento.

3.3. Generalizacion de la teoria B+U a mas de un modo

Es posible alterar la estructura de una red 6ptica de manera que aparezcan diferentes
modos espaciales, por ejemplo, introduciendo la red ptica en una cavidad. En esta situa-
cion, los sitios quedan clasificados en diferentes modos, formandose diferentes subredes.
En esta seccidn nosotros proponemos una extension a las ecuaciones del B+U, para el caso
en que el sistema tiene mas de un modo espacial. La generalizacion consiste en aplicar
la teoria B+U a un sitio de cada modo, sin tratar exactamente con las correlaciones entre
diferentes sitios. De esta manera, los sitios de los diferentes modos interaccionan mediante
el campo efectivo del B+U.

Consideremos un sistema con Hamiltoniano

A

A=Y s-1Y blb, (3.41)

donde la suma sobre i es sobre los distintos Nj sitios y 4 solo incluye operadores locales.
Para el modelo de Bose-Hubbard, .77 = %ﬁi (A; — 1) — un;. Haciendo la descomposicién

lA)le) = l//,-lB; + W}‘Bi — Yy + SZAJZZA) ; y separando el Hamiltoniano en sus diferentes modos,
escribimos

R
A=Y Y[, —ap:)—t Y, 6b[8b;, (3.42)

E=1ie& <i,j>
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y=Iny

y = Iny

v =050z +0.965

-8.0

=15

-7.0

x = In[zt/U — (2t/U},]
' Ty =050z+ 1384 '
-9.0 -85 -80 -7.5 -7.0 -6.5 -6.0

T = ln[:!';'{.-" - {-llr-;’;['r}r']
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Figura 3.6: Logaritmo del pardmetro de orden superfluido y, variando la energia de tunelaje z¢ /U
cerca de los puntos multicriticos, para (a) n = 1 y (b) n = 2. Los puntos rojos son los datos obtenidos
por la simulacion, que se ajustan por una recta (azul). La pendiente de la recta da el valor del

coeficiente critico f3.
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donde ahora la suma sobre & es sobre los diferentes R modos. Los operadores quedan
denotados por el subindice i, que corresponde al sitio i, y el subindice &, referente al modo.
ﬁg,z‘ contiene a los términos cinéticos y estd dado por

A

Lo s ;
Bei= 3 [(Wery +We_ )b i+ (Ve +We1)be ]

1 * * *
- Z[(‘I’§+1 + ‘l’gq)‘l’é +(Werr + 1/’571)‘!’5]

e —+

(3.43)

En este caso, cada modo puede tener su propio parametro de orden superfluido y; = (l;é i)
Por condiciones periddicas, b = bg1. Debido a que se toman sélo los primeros vecinos,
el acoplamiento de operadores del modo &’ solo se da con operadores de &' — 1y &'+ 1.

Consideramos R sitios distintos y de diferentes modos. Los operadores de estos sitios
se denotan por el subindice primado 6/. Notar que los subindices & y &’ corresponden
al mismo modo espacial. Nuevamente se separa el sistema en H = Hiy + AH + H.,,,, donde
Hp = ):Ig,: | [C%%/ — ztﬁéf] incluye a los operadores locales de R sitios primados. AH incluye
a los términos con productos de los operadores del resto del sistema con los operadores de
los sitios &’.

_ ot ot 7
_—/ltgzl éZ |8b1,(8bgy -+ 8be_y )+ (8B, -+ 8B, )3be]
I — < /J>

:—mz Y (8D, ;+60),, )6

&'=1<&,j>

(3.44)

8b;
Sb!
si R > 2, de manera que no se cuente doble para el caso de dos modos. Por otra parte, H,,;
incluye el resto de los términos con operadores de sitios diferentes a los &’.

Se recuerda la notacién 6P; = ( ) En la ecuacion anterior A = %, sSiR=2,y A =1,

Realizando la separacion de la funcion de particion Z = Z.Z, 7, se tiene

A
Leff = 7

~ Trg [e_ﬁﬁR (e_BAﬁ>

(3.45)

ﬂext]7

donde en la traza Trg se suma sobre los indices de los R sitios, en la base de nimero.

Mediante una expansion en cumulantes y tomando en cuenta que (AH)p =0, se sigue
exi

que

Zofp = Trgle Pers]

(3.46)
~Trg |e
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Evaluando el valor de expectacion en la exponencial

R R
<(Aﬁ)2>ﬁm:x2t2<z Yy Y Y [(acpg o0l oD,
E'=18'=1<¢j> < k>

.
[(5c1>€ 1k+5¢§+1k)6q)é’] >

HL’XZ
_12 2 Z Z (SCI)T
&'=1¢'=1
><< Z Z (6<b5_17j+6d>5+17j)(6d>2_1k+5<I>C+1k)> 5@5/.
<&, j><{ k> Hey

(3.47)

Por el momento se consideran R sitios que no son vecinos mds cercanos. Los términos de
la suma con &’ # {’ se desprecian, ya que involucran a operadores de sitios que no son
primeros vecinos entre ellos. Consideramos que los sitios &’ sélo interactiian mediante el
campo medio efectivo, por lo que no se toman en cuenta las siguientes correlaciones:

< Y Y <5<1>¢1,j+5<1><:+1,j><5<1>21k+5¢g+1k>>H ~0. (3.48)

<&, j><g k>

Por lo tanto, el Hamiltoniano del sistema efectivo queda como

. R A . 1
Heff — Z {—Ztﬁél + %/ — §5¢E,A§/5CD§/} , (349)
=
con
Aé’ :ﬂ,ztzﬁ Z Z <[6q)€/+17j+5q35/_17j] [5 £l +5CI)§, lz]> . (3.50)

ext

<&, j><&i>

Se observa que (3.49) corresponde a R Hamiltonianos del B+U de un modo.
Se imponen las condiciones de autoconsistencia

e = (ber),, (3.51)

pe =gy - (3.52)

para &’ = 1,..,R y se minimiza el gran potencial Q[Ag/,lyg] con respecto a las Ag/. El
potencial queda dado por

R oQ oQ oQ
Q = 5, 1 {—Aéll aAé Aélz aAZ Aélz} (353)
= 12

5Q _ aHeff>
6A Heff

Las derivadas parciales se calculan mediante
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Por dltimo, se imponen las siguientes cotas en las componentes de la funcién de hibri-
dacion, de manera que no se exceda la energia cinética de doble salto:

(@) spt i s st
‘A§]/2| < ’Aélll ’ < T <6b§/6b§/ + 5b5/5b€,>Heff . (3.54)

En la seccion [4.1.2] se aplica la teorfa B+U a un sistema de dos modos espaciales y se
comparan los resultados con la aproximacién de desacoplamiento.



4 Atomos en redes opticas dentro de una
cavidad

Colocar una red 6ptica con un gas ultrafrio dentro de una cavidad permite aumentar el
acoplamiento entre los campos de luz y los dtomos (figura[4.1)). La dispersién de la luz por
los atomos hacia la cavidad modifica el potencial de la red, provocando estados autoconsis-
tentes entre la luz y la materia. En este esquema, es posible la formacién de diferentes fases
de la materia [J5,(6,34,35]], donde compiten procesos de corto y largo alcance. Escogiendo
adecuadamente el perfil espacial de los campos inducidos por los ldseres y la cavidad, es
posible construir arbitrariamente estructuras de subredes y controlar de manera artificial las
interacciones de muchos cuerpos entre los 4tomos; con esto se puede provocar el rompi-
miento de la simetria espacial y realizar fases moduladas espacialmente, como la onda de
densidad de carga y el supersoélido.

X

Figura 4.1: Atomos ultrafrios en una red dptica dentro de una cavidad. El acoplamiento con el
campo cudntico de la luz induce diferentes modos atémicos (bolas de colores).

En el presente capitulo se estudia una posible configuracion de dtomos bosénicos ul-
trafrios dentro de una cavidad, utilizando las herramientas presentadas en los capitulos
anteriores, que son la aproximacion de desacoplamiento de campo medio y la teoria B+U.
Como resultado principal, se muestra la modificacion del diagrama de fases al aplicar la
teoria B+U, con respecto a los resultados de [5].

39
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4.1. Dispersion de luz a 90°

El modelo a considerar se toma de [5], el cual ha sido realizado experimentalmente
en [36]]. El laser bombea luz a 90° con respecto al eje de una cavidad de un solo modo,
con los dtomos localizados en los minimos de difraccién del campo de la cavidad. Esto
genera una estructura de dos subredes cuadradas, con sus respectivos modos espaciales,
que denotamos por O (sitios impares) y E (sitios pares).

El Hamiltoniano efectivo que describe a este sistema es [3]]

2 2

A b | 8effID . R

qu=H”+l%%l‘b]mw—nan}, (4.1)
N \%

con la suma de v sobre N;/2 sitios. Los operadores con subindice O/E actian sobre
los sitios O/E. Ny es el nimero total de sitios y Hj, es el Hamiltoniano de Bose Hub-
bard: H? = —tYcij> lAJlTlA)j —uY,i;+ %Ziﬁi(ﬁi — 1). El traslape Jp estd dado por Jp =
Jo(x —x;)ul(X)uy(x)0(x — x;)d"x, con u.(x) y upy(x) los perfiles de los campos del 14-
ser de bombeo y de la cavidad, respectivamente. g.rs €s una constante de acoplamiento
efectivo.

El modelo (@.1)) presenta cuatro posibles fases: el superfluido, en el que la funcién de
onda de muchos cuerpos estd distribuida por toda la red, hay coherencia de fase de largo al-
cance, las fluctuaciones de las densidades por sitio son grandes y el espectro es continuo; el
aislante de Mott, una fase incompresible en el que el niimero de 4&tomos por sitio es entero,
los d&tomos permanecen localizados en los sitios, se suprime el tunelaje y las fluctuaciones
de la densidad son pequefias; la onda de densidad, fase que es similar al aislante de Mott,
pero el sistema deja de ser homogéneo y se forma una estructura de subredes, con diferen-
tes densidades por sitio; el supersdlido, que es la combinacion del superfluido con el orden
de onda de densidad, es decir, se tiene un superfluido donde las densidades por sitio son
diferentes en cada subred. Adicionalmente, para la fase de supersélido y onda de densidad,
las diferentes densidades en las subredes forman planos de Bragg, los cuales difractan la
luz hacia la cavidad, minimizando la energia del sistema.

4.1.1. Aproximacion de desacoplamiento

Para desacoplar los operadores de salto del primer término de H, y los operadores de
ntimero de diferentes sitios, se utiliza la aproximacién b; b; ~ (l;j} bi+ (b)) lA)lT - <13:() (bj)
y ity = (i) Aj =+ () Ai — (i) ().

Dado que en el sistema aparecen los dos modos O y E, introducimos los pardmetros
superfluidos Wy /g = (bo /E) Y las densidades pp/r = (fig/g), que serdn determinadas au-
toconsistentemente.

Se obtiene el siguiente Hamiltoniano efectivo [5]:

Hypp~HG+Hyp, 4.2)
A N A Ue 28efrlpl*
@h=§-ﬂ&—%%+§%wv4%—ﬂ%—mwy@w%g, (4.3)
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N x 7 7 1 * *
Bo/e = Wk 0boE + V/E/ObTO/E - E(WOWE + YoVg), 4.4)
Hoje = 1 E28.r7[p*Ap, (4.5)
Usw = UL M (4.6)
O/E N, ) -

con§ =0/EycpoE= i]JD|2AppO/E — |JD|2p(2)/E/NS. Se define el pardmetro de orden
de onda de densidad (DW) como Ap = (po — pe)/2, de manera que cuando Ap # 0, las
densidades atdmicas adoptan un patrén de tablero de ajedrez en los sitios pares e impa-
res. Adicionalmente, se tienen los pardmetros de orden superfluidos Yy g, que indican la
aparicion de esta fase. Estos parametros permiten identificar cuatro diferentes fases: ais-
lante de Mott (Ap =0, Wy g| = 0), superfluido (Ap =0, |yy/g| # 0), onda de densidad
(Ap #0, |yo/e| = 0) y la combinacién del superfluido y la onda de densidad, el supersé-

lido (SS) (Ap #0, |Wo/e| #0).

Aplicando un algoritmo autoconsistente para determinar el valor de los pardmetros de
orden superfluidos Yo, W y de las densidades pp, pg, se calcul6 el promedio de los pa-
rdmetros de orden superfluido Ly = |¥p + Wg|/2, el pardmetro de orden de densidad de
carga Ap = |po — pe|/2 y el promedio de la densidad por sitio p = (po + pg)/2. Estos
resultados se muestran en la figura El algoritmo consistié en suponer un valor inicial
de Yo, VE, po Y PE, Yy calcular el estado base del Hamiltoniano con el ansatz de Gutzwiller.
Posteriormente se volvieron a calcular estas cuatro cantidades a partir de sus definiciones
como valores de expectacion de 130 /e Y fo/E- El ciclo se repiti6 hasta obtener convergencia.

4.1.2. Aproximacion B+U

En esta seccion se utiliza la aproximacion que propusimos en de la teoria B+U de
un sistema de dos modos al problema de la red en la cavidad. El Hamiltoniano efectivo y
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MI(3)

MO o |
| _
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Figura 4.2: Resultados de la simulacion utilizando la aproximacion de campo medio, con g.rr =
—0.25 y Ny = 100. (a) Pardmetro de orden superfluido Zy = |yp + yg|/2. (b) Pardmetro de orden
de la onda de densidad Ap = |pp — pg|/2. (c) Densidad promedio p = (po + pg)/2. Las lineas
punteadas representan las fronteras entre las fases superfluido (SF), aislante de Mott (MI), onda de
densidad (DW) y supersoélido (SS).
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el gran potencial presentados en la seccion [3.3] quedan dados por las expresiones:
A A R U n n g n
Hepp= ), l—ztﬁé — Hehe 75”5 (g —1) = —;\ff Ip|*pzig — geffcaé]
N
1
-3 [3¢*0,A0/5q>0, n 5c1>g,AE/5cI>E,}

~ . U A 8e A~
=Y [—zrﬁg—ugng+7§n§(ne:—1)—%|fz>|2p5”§—8effCD7€}
E—0 E g

1 A~ ~ A A N N A A
-3 {(5bg,5b0/ +8bor8hly) Aoy, + (8by, by + 8bp8b,) Ay,
AEETA TR AETA T
+ 6b'0,6b0,A0/1_2 + 6b0,6b0/A0,1’2 + 6bE,6bE,AEL2 + SbE/SbE/AE{’Z } 47
~ R Ue g R
= Z {—Zfﬁg — Heng + 75”5 (e —1) — %VDPP&’% — 8effCDg
E=0'E' s
* ~ AL ~ ~ 1
(Wobo + wobly — blybor — 5~ |llf0|2)Ao/17l
+ (yibg + ygb! —BTB,_1_| ) Ags
VEDE + WEDE, E'VE 2 VE E|
o 1as & 1 N 1~ 4 1
* 7T T oot *2 2 *
+ (Woby — Sbobo =5 Vo Ao, + (Wobo — sbobo — 5‘!’0/) 0,
“ 1as as 1 ~ 1~ 4 1
* 7T T *2 2 *
+ (Webp — EbE/b}g/ — 5 Ve )Ag;, + (Webe — EbE’bE’ - EWE’) E|
y
= AAE{-,I +BA0/171 +CAE172 +C Ei,z +DA0/12 +D AOII,Z (48)
i AL j Ay
=AAg +BAy +2|Ag |Re[Ce el ), +2/Ag, 2|Re[De’arg( %)),
donde 50 |
= = (Wb bl — bl b — = — |yg|? 4.9
SAE{I <I//E E' + VEDL E'YE ) W/E| >Heff, (4.9)
oQ N N PN 1
B= — (Wb b, — b by — = — |lwpl? 4.10
5, (Wobor +Yoby —bybo — 5 — Yol >Heff, (4.10)
1.1
oQ ~ 1as 4 1
= % (bl — —blbl, — —yi? 4.11
SAEiz <V/E E 2 E'YE 2WE >Heff’ ( )
oQ A | IPPIA 1
D= —(wibl, — —bl bl — w2y . 4.12

Para determinar los valores correctos de los pardmetros de orden de densidad de carga
y superfluido, se realizé un algoritmo autoconsistente analogo al caso de un solo modo,
en el que en cada iteracién se minimiza 2 como funcién de las variables A. Durante la
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minimizacion, se acotan las A, de manera que no excedan la energia cinética de un proceso
de salto doble.

2
t ~ ~ A~ N
Ao | <Ay | < (@) (8b},8b0r + 8byy 8b)),)
1,2 1,1 2 ef f (4.13)
A ~ * ~ ~ l )
= (a)* (boybor — Vohor = Woby + 5 +vol?) ®
1) nt wn A
Ag | <|Ag | < @) (8b},8bgr + 8bpiSbl,)
' / 2 It (4.14)
= (o) (Bpber — Wit — WEbl + 5 + W’E|2>Hff

Los resultados de lo pardmetros de orden y de la densidad se muestran en la figura|4.3]
Los promedios de las funciones de hibridacion se muestran en la figura|d.4] La comparacién
de las curvas de transicion de fase de la teoria B+U y la aproximacion de desacoplamiento
se muestra en la figura[4.3]

Los diagramas de fases aplicando la teoria B+U, sobre un sistema de dos modos es-
paciales, muestran que las transiciones de fase ocurren a un mayor zz/U, en comparacion
con los diagramas obtenidos bajo la aproximacion de desacoplamiento. Esto es similar al
caso de un modo espacial. De manera adicional, las fronteras de transicién de la onda de
densidad y del supersolido ocurren a un mayor tunelaje, ahora que se toman en cuenta las
fluctuaciones locales de la densidad. Por otra parte, las funciones de hibridacién se com-
portan de manera similar al caso de un modo. Estas optimizan el problema cuando tienen
los mismos valores y son mayores en la fase superfluida, creciendo de manera continua al
aumentar z¢t /U. Se observa ademds que las funciones de hibridacion crecen mds lento para
u/U entero.



4.1. DISPERSION DE LUZ A 90°

0.05 0.10 0.15 0.20 0.25

zt/U

/U

45

1.25
1.00
0.75
0.50
0.25

Figura 4.3: Diagrama de fases utilizando la teorfa B+U, para un sistema de dos modos espaciales. Se
utiliza en la simulacién g.rr = —0.25 y Ny = 100. (a) Pardmetro de orden superfluido Xy = |yo +
Yg|/2. (b) Pardmetro de orden de la onda de densidad Ap = |po — pg|/2. (c) Densidad promedio
p = (po + pr)/2. Las lineas punteadas representan las fronteras entre las fases superfluido (SF),

aislante de Mott (MI), onda de densidad (DW) y supersélido (SS).
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n/U

0.10 0.15

0.20 0.25
=t /U

/U

0.15

0.20

0.25
Zfl,/l{_.'"

Figura 4.4: Promedio de las funciones de hibridacién (a) Aj; = (Ao, +Ag,,) /2y (0) A = (|Ao,, |+

|Ag,,|)/2 obtenidas aplicando la teorfa B+U. Las lineas punteadas representan las fronteras entre las
fases superfluido (SF), aislante de Mott (MI), onda de densidad (DW) y supersélido (SS).

25

Campo Medio

B+U

iU

0.05

Figura 4.5: Fronteras de transicién obtenidas mediante la aproximacién de desacoplamiento (campo
medio) y la teorfa B+U.



5 Conclusiones

En el presente trabajo se estudiaron sistemas de 4tomos bosdnicos ultrafrios sin espin
dentro de redes 6pticas, con y sin la presencia de una cavidad 6ptica. Cuando no se tiene la
cavidad, el modelo que describe al sistema es el de Bose-Hubbard. Si el sistema se encuen-
tra dentro de una o varias cavidades Opticas, ocurre un mayor acoplamiento entre la luz y
la materia, siendo posible la aparicién de diferentes fases. Dado la dificultad de resolver
un sistema con un ndmero grande de particulas de manera exacta, es necesario desarrollar
nuevas aproximaciones y métodos que faciliten la resolucién del problema, y que tomen
en cuenta las simetrias y caracteristicas mds importantes del sistema. En la tesis, se de-
sarrollo el formalismo B+U para el modelo de Bose-Hubbard, siguiendo trabajos previos,
obteniéndose el diagrama de fases del sistema. Este fue comparado con los resultados de la
aproximacion de desacoplamiento.

Como resultado principal de la tesis, se extendi6 el formalismo B+U a sistemas de mds
de un modo espacial. La teoria resultante se aplicé a un sistema en presencia de una cavidad
Optica, el cual presenta dos modos espaciales. A diferencia de la aproximacion de desaco-
plamiento, en el que las fluctuaciones de segundo orden de los operadores de creacion y
aniquilacion de particulas en un sitio se desprecian, el formalismo B+U toma en cuenta
de manera efectiva estas fluctuaciones hasta orden cuértico, mapeando el sistema completo
al problema de un sitio de cada modo, dentro de un bafio efectivo. Como consecuencia,
las transiciones entre las fases con y sin orden superfluido ocurren a una mayor energia de
tunelaje. Ademas, este formalismo permite, mediante las funciones de hibridacidn, estimar
las fluctuaciones de procesos de salto doble. Hay que notar que los coeficiente criticos cal-
culados para el modelo de Bose-Hubbard en los puntos multicriticos son del tipo de una
teoria de campo medio. Por el contrario, se muestra que la clase de universalidad cerca de
los puntos multicriticos es la del modelo XY, por lo que el formalismo B+U no da el resul-
tado correcto. Esto debido a que el formalismo B+U es una teoria local y en la transicién
de fase todas las escalas del sistema se vuelven importantes. A pesar de lo mencionado,
este método presenta una primera mejora a la aproximacion de desacoplamiento, haciendo
uso de un bajo coste computacional.

A futuro es posible aplicar la teoria B+U multimodo a otros sistemas que presenten mas
de un modo espacial, lo que resultard util para estudiar problemas dindmicos de autoorga-
nizacién. No obstante, hay que tomar en cuenta que no se trataron las correlaciones entre
los sitios completamente, ya que la teoria B+U solo actda en los términos de tunelaje. Por
esto, es deseable posteriormente extender el formalismo de manera que se tomen en cuenta
las correlaciones entre términos adicionales, ampliando el sistema a un cluster.
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A Segunda cuantizacion

La cuantizacién es el procedimiento de ir de una teoria cldsica a una cudntica. En la se-
gunda cuantizacion, los campos, que son tratados cldsicamente en la primera cuantizacion,
son reemplazados por operadores de creacién y aniquilacion. El formalismo de segunda
cuantizacién es muy util al tratar con problemas de muchas particulas idénticas, y se des-
cribe brevemente a continuacion. El siguiente material se basa en el capitulo 6 de [25].

Se trabaja en el espacio de Fock, el cual contiene a todos los estados de muchos cuerpos
que son simétricos (o antisimétricos). Denotemos el conjunto {|N)} como la base de el
espacio de Hilbert simétrico de N-particulas. Para determinar al vector N, se colocan los
numero de ocupacion de los estados de una sola particula Ny, o, donde o corresponde al
estado de espin. Es decir, N = [---7Nn,a, ..]. El niimero Nn o indica el nimero de particulas
que se encuentran en el estado de una sola particula |n, ct).

Se define el operador de aniquilacion ¥, ¢ como

UnaN) = VnalNag, ) = (EDM /Ny |, N — 1,...) - (A.1)

El operador de creacion se define como

Up o IN) = ()M /TENp g |, Nao + 1) (A.2)

El signo positivo (negativo) en las dos definiciones anteriores corresponde a bosones (fer-
miones). El factor My ¢ da el nimero de estados ocupados que estan ordenados a la iz-
quierda de Ny ¢, en el estado [N) = |..., Ny q,...). La accion de estos operadores es crear
o destruir una particula en el estado |n, ). Asi mismo, el operador que cuenta el nime-
ro de particulas en el estado |n, @) es lf/ialffnﬂ. Estos operadores cumplen las regla de
conmutacion:

[l//n o2} ll/n Ot']¥ — [Iljn OC? n’ a/]¥ - 07 (A3)
[V Wiy ) = O S0 (A.4)
Se utiliza el conmutador [A,B]_ = AB — BA para bosones y el anticonmutador [A,B]; =

AB + BA para fermiones. En la tesis se trabaja tinicamente con bosones, por lo que se omite
el subindice del conmutador.
Consideremos el Hamiltoniano de N particulas en un campo magnético:

N A2 1 N
Z( SV (E) 498 ) EZL (A.5)
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En el lenguaje de segunda cuantizacion, el Hamiltoniano se convierte en

= Z &n,a ‘IA’;,a Vo

(A.6)
+5 Z Z Vnn’mm’WnaWn/a/‘Vm’ana,
(x(x’nn’mm’
donde
Voun':m.m’ _/dr/dr ) x5 (X)W (=) g (1) g (). (A.7)

€n,q €s la energia propia del Hamiltoniano de una sola particula. Las x,(r) son las eigen-
funciones del hamiltoniano de una sola particula, sin incluir la parte de espin.

Definimos los operadores de campo Yy (r) y ¥ (r) como los operadores que destruyen
y crean una particula en la posicion r. Ambos cumplen las reglas de conmutacién

[Wa(r), Yo ()] = [Pl (x), 9, ()] = 0, (A.8)
(W (r), ¥, ()] = 8(r — 1) S 0 (A.9)

Estos pueden ser obtenidos mediante un campo de base:

r) =Y Vnatn(r), (A.10)
=Y 0 axa(r). (A11)

En término de los operadores de campo, el Hamiltoniano se convierte en
h2v2
H = Z/drAT < — —+V(r )"'Sa) Vo (r)
b3 X [ar [ar e gl =) i () ).

aa/

(A.12)

En este caso, &y es la energia debida a la interaccién del campo magnético con el espin de
las particulas. Estas tres formas del Hamiltoniano (A.3)), (A.6) y (A.12), son equivalentes.
El estado general de N cuerpos en segunda cuantizacion es

W(2))
_ Z / fvldrk ¥ (1o, )WL (01). 0 (rn) |0)
VAIrT="E V= R

(A.13)

donde las W, . oy (T1,...,Ty;t) dan las amplitudes del estado.



B Coeficientes criticos de la teoria de cam-
po medio

Segtn la teoria de perturbaciones del modelo de Bose-Hubbard a orden cuartico [3]
para zt pequeiio, la energia E, del estado base se escribe como

Eg = ao+ay” +agy* + 0(y°), (B.1)

donde ap =0, si u <0,y ag= %g(g—l)—,ug, siU(g—1)<u<Ug. Seap=pu/Uy
zt = zt/U. Entonces los coeficientes de la energia estdn dados por

ax(g.[1,21,U) = (&1)* ¢ (g, 1,2,U), (B.2)
as(g,i,2t,U) = (2)* B (g, /1,U), (B.3)
donde | 1
C(g,ﬁ,z‘t,U):U{(g_f)_ﬂ+;§tg+§}, (B.4)
o glg—1) (g+1)(g+2)
Ale.p.U) ‘U{[g—l—n]Z[zg—a—zm T ekn - 2 1]

(B.5)

B (g—ig—n +,‘§i) ([g—lg—mﬁ u-fjglﬁ)}'

En la transicion de fase, se tiene a5 (g, fi,zt) = 0, como se discutié después de la ecuacion

(2.40).
El valor del pardmetro de orden y es el que minimiza la energia del estado base. Es
decir, el que cumple

JE
8_1; =2a,y +4agy’ = 0. (B.6)
La solucién sin superfluido es v = 0. La otra solucién cumple
—ay
a4

Definamos la distancia al punto multicritico como |Ag| = |zt — (zt).|, tomando en cuenta
que el punto multicritico se da en las coordenadas del espacio de fase ((zf)¢, (f)c). Nos
interesa obtener el comportamiento de y cerca del punto multicritico, es decir, con |[Ag| <<
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(zt.) = 0.1715. En este caso podemos escribir las siguientes expresiones, conservando solo

los términos a primer orden en |Ag|:
(a)* =~ (2)7 +2(@)c|Ag],
I 1
()" (@) +4(z)7 1]
1 A
o ( | 4188 )
()¢ (21)e
L, lAg]
(@) ()2
Sustituyendo las expresiones anteriores en (B.4)),

§(g, (R)e, (2t)e +1A8],U) :U{(g—f)—,a +§J:; (Z’t)cilAg\}

~{e i m o))

_ - A
— L (e @)U 55
_ . 1Ag]
(atc)?’
yaque {(g, (1), (zt)c,U) = 0 en el punto multicritico. De (B.2), (B.8) y (B.10),
— aa(g, () (@) 86].U) [+ 20}V 5

~ —U|Ag|.

Consideremos el comportamiento de Y cerca del punto multicritico.

(g () (F)e + lAg)
"’('Ag’>‘\/ 2038, (1).)

N LA
‘\/ 2B (e (W0 U'Ag')(@)é 4<zr>2>

~ Y 12
\/ 2@ B (e ()

de donde se lee el exponente critico B = 1/2, que esté definido por y o< |Ag|P.
Otro coeficiente critico que podemos calcular es ¢, que queda definido por

fy o< |Ag)*?,

(B.8)

(B.9)

(B.10)

(B.11)

(B.12)

(B.13)

donde f; es la parte singular de la energia libre o, en este caso, la energia del estado base,

ya que se tiene 7" = 0. Recordando que

E, = ao+a2l//2 +a4l//4 + 0(1[/6),

(B.14)
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podemos recorrer el cero de energia, tal que escribimos
Eg = ay” +ayy* + O(y°), (B.15)

Cerca de la transicion as (g, ({1)c, (2)c + |Ag|,U) ~ —U|Ag|. Utilizando y < |Ag|'/? y que
|Ag| << 1 cerca de la transicion, se tiene
Ey ~ —U|Agl® +aalAg|?
= (as = U)|Agl,
por lo que de (B.13) se obtiene @ = 0.

Para calcular los demads coeficientes criticos, se necesita de un campo no nulo / conju-
gado al pardmetro de orden. Este lo introducimos en la energia libre de la siguiente manera:

(B.16)

Eg = ap+ayy* +agyt — hy. (B.17)

Nuevamente obtenemos el valor de ¥ minimizando la energia:

s _ g +dasy® —h =0 (B.18)
BI// =2y asy — Y% :
— h=2ay+4asy°. (B.19)

Definimos la susceptibilidad por y = d y/dh, la cual define al coeficiente critico Y mediante
x(h=0) o< |Ag|~7. Calculando,

1

h) = . B.2
) = 5 T2asye () (B.20)
Evaluando en h = 0, se tienen dos casos. Si y = 0, entonces
x(h=0)=5—
2“21 (B.21)
~——|A -1
Tk
Para el otro caso con Y = \/—ay/2ay, Se tiene
1
x(h=0)= -
a7+ 12ay (‘274)
__ b (B.22)
4(12
1
~——1JAg|™h
ik

Por lo tanto, en ambos casos se obtiene el coeficiente y = 1.
Por iiltimo, para el coeficiente § se necesita evaluar y(h,Ag = 0) o< h'/. Tenemos que

ax(Ag = 0) = 0, por lo que de (B.19),
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== Y= (i)s (B.24)
4614

Por lo tanto 6 = 3.
En esta aproximacion de campo medio, se desprecian las correlaciones entre los opera-
dores b:.r, b;. Por lo tanto no se puede definir una longitud de correlacién &, ni el coeficiente

critico asociado v definido por
£ o< |Ag| ™. (B.25)
Para definir poder definir una longitud de correlacién, se debe de tomar en cuenta la posible

variacion espacial del pardmetro de orden y. Esto se hace incluyendo un término adicional
a la energia libre, que queda en ausencia de campos externos como

K
= /dr {EWWZ—Fazl]/z—l—au/ﬁ (B.26)

Esta energia libre es llamada energia libre de Ginzburg-Landau [21]). Escribiendo ¢ (r) =
y(r) — ¥, donde ¥ es el valor promedio de y(r), definimos la funcién de correlacién de
dos puntos como
G(ri,rj) = (¢(r:)o(r;)). (B.27)
Mediante una transformada de Fourier y/(r) = ﬁ Yq €'y, la funcién de correlacién en
el espacio de q tiene el valor [37]:
0q0,
a9q) = 5 £ (B.28)
ol = K+

donde se introdujo & o< a, 1/ 2, que tiene unidades de longitud. Para ver que & correspon-
de a una longitud de correlacién, consideramos lo siguiente [37]]. Tomemos la funcién de
correlacion en el espacio real como una transformada inversa de Fourier de (B.28). Desa-
rrollando,

1 o
Glriyrj) = ¥ e (gygy)

14 | (B.29)

1 - /
— _Vac—r)__ ~
V& ke

Tomando el limite continuo %Zq — [ (;ﬁ, se tiene
G(ri,rj) :—%Id(r—r’,é), (B.30)
donde iqr
Id(r,é):—/(;rq)dqzié_z. (BA31)
Para determinar /;, notamos que cumple la ecuacién diferencial
V21,(r) = () + == (1) (B.32)
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donde 9 (r) es la funcién delta de Dirac. I;(r) debe de tener simetria esférica, por lo que es
posible es escribir solo la parte radial del laplaciano de (B.32).

d? d—1d

Gala(r) + () = 8(6) + () (B.33)

Como solucién a (B.33)), se propone

e &

=, (B.34)

Iy(r) o<

de manera que G(r) decae exponencialmente, con & la longitud caracteristica del decai-
miento. Sustituyendo (B.34)) en (B.33)), se tiene la igualdad

1 pd-1) (d-1) 1
— — = . B.35
r? ré + &2 r ré &2 (B.35)
La eleccién de & como la longitud de correlacién en (B.34), permite que se cancelen los
términos de &2 en (B.33)). Ademds, se tienen las condiciones 2p = (d — 1) para r >> &,

p(p+1) 2p

y p(p+1)=p(d—1) para r << &. La longitud de correlacién & cumple que & o< agl/z.
Cerca de la transicion de fase, se sigue de (2.40) que
§ o< |Ag| ', (B.36)

por lo que se llega al valor del exponente critico v = % Ademas, utilizando la relacion de
escalamiento v(2 — 1) = 7, se obtiene 11 = 0.

Resumiendo, para la teoria de campo medio se obtiene ¢ =0, f§ = %, y=1yd=3.
Incluyendo la posible variacién espacial del pardmetro de orden, se llega adicionalmente a

v=2yn=0.



C Teoria de campo del modelo de Bose-
Hubbard

C.1. Funcion de particion

Para poder estudiar la transicion de fase cudntica en el modelo de Bose Hubbard se uti-
liza el formalismo de integrales de camino en estados coherentes. A continuacion se deriva
la integral de camino para la funcién de particion. Este tratamiento se puede encontrar en
las referencias [20] y [25].

Los estados coherentes los definimos como un conjunto de estados {|N)}, etiquetados
por el vector continuo N. Estos estados estdn normalizados a la unidad,

(N|N) = 1. (C.1)

También cumplen una relacion de completez,
CN/dN|N> (N|=1, (C.2)

donde Cy es una constante de normalizacion. Estos estados no son otonormales. Dado un
Hamiltoniano H(S), donde S es un vector de operadores que no conmutan, los estados
coherentes cumplen que

(N|S|N) =N. (C.3)

Las propiedades (C.1)), (C.2) y (C.3) definen a los estados coherentes. En el caso del modelo
de Bose-Hubbard, § = (l;l-,lg;"), donde i corre por todos los sitios. Los estados coherentes
son los eigenestados del operador de aniquilacién. Para ciertos casos, es posible ordenar
los operadores en el Hamiltoniano, de manera que se cumpla

(N|H(S)|N) = H(N). (C.4)

Para el Hamiltoniano de Bose-Hubbard, el vector N, que indexa a los estados coherentes, se
denota por N = (b;, b}). Hay que notar que estas b; son campos escalares, no operadores,
por lo que no llevan gorro. Esto se puede ilustrar considerando el estado coherente de

bosones:
Ib;1

IN) = e~ Zi P it ) (C5)
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que cumple
by |N) = b IN). (C.6)
El Hamiltoniano que depende de los operadores de creacion y aniquilacion es H (S) El Ha-

miltoniano H(N) depende de los campos (b;,b}). También, para estos estados coherentes,

el prefactor de la relacién de completez (C.2) es Cy = 1/7.
Para obtener la traza de un operador mediante los estados coherentes |N), se sigue el
siguiente desarrollo, donde se usa la relacion de completez (C.2) de los estados coherentes.

Tro =) (M|O|M)
M

1 A
_ %Z/dN (MIN) (N|O[M)
1 M A (C.7)
%/dN§(N\O|M> (M|N)

1 A
- —/dN<N|0\N>.
i
La funcién de particién Z es
Z="Tr [e_ﬁH(S)]
/dN (N|e 7 E)7|NY

donde 7 tiene unidades de tiempo y estd dado por T = 7i3. Se observa que la exponencial
en la funcién de particion tiene la forma de un operador de evolucién. Dividiendo el in-
tervalo [0, 7] en M intervalos de tamafio AT = hf3 /M, insertando la relacion de los estados
coherentes entre cada exponencial mediante (C.2)) y tomando el limite continuo M — oo,
obtenemos

_ A’L‘H
_ mgnw/HdN N(1;)le A" N(z; — At)) (C.9)

con N; =N(7;), Tj = jAT y la condicion de frontera, |[N(0)) = [N(%8)) = |N). En el limite
continuo, 7T se vuelve una variable continua, por lo que se omite el subindice j.

Desarrollando los valores de expectacion y conservando los términos de orden AT, po-
demos calcular cada elemento de matriz como

(N(7)[e 74O |N(z - A7)

~ (N 1= 50 (IN0) - N an))

~1- 55 (nNE NG + Hw)

~ o~ ATN() = N(D)~ 4T H(N)

(C.10)
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Por lo tanto, la integral funcional resultante para Z es

7 / D[NJe IS5 1i" dTHN(®)] C.11)
donde
S = h/ dt (N y—yN( ), (C.12)
y
= — lim / dN — N(7 C.13
/N(0)=N(hﬁ) T M—yeo H NUEB). ( :
De esta manera, la funcién de particién del modelo de Bose-Hubbard es
Z= /@[b]@[b*]eés, (C.14)
con la accién
db; U
S= / dr[ (hb*d /,Lb;fb,-+5b;kb?‘b,-b,~) —t Z b;-kbj] , (C.15)
<i,j>

En (C.14) se hace explicita la integracién sobre los campos b y b*, mediante la de-
finicién [ Z[b]2[b*] = [n0)=nwmp) Z[N]. Es necesario notar que los campos b; = b;(7)
dependen de tiempo imaginario 7, pero para simplificar la notacién se omitird dicha de-
pendencia. También, en las cuentas de la siguiente seccion se toman las unidades tal que
h=1.

C.2. Modelo efectivo

Se tiene que de (C.14),

Z:/@[b].@[b oS
:/@[b] 2[b*] exp[ / d‘L’Z( bTb —l—lzjbjb:rbb>] (C.16)
xexp[hm ZA‘L’ Z th! ibj

=1 <i,j>

Y

donde en el ultimo rengldn se discretizé la integral de los términos de tunelaje. A conti-
nuacion se realiza una transformacion de Hubbard-Stratonovich, que introduce los campos
auxiliares W, W* a la funcién de particién. La transformacion se basa en usar la identi-
dad [25]]
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Para nuestro problema, se define J tal que J = At(by,b2,...,by, b}, b5, ...,by). También se
define x tal que (x); = ¥;, con ¥; los campos auxiliares. La matriz t es tal que (t); j =
tij/AT =t/AT si iy j son vecinos mds cercanos, y cero en otro caso. f; ~1 denotan los
elementos de la matriz inversa de t. Por dltimo se adopta la notacién que el subindice k
corresponde a la cantidad evaluada en 7, por ejemplo, b; x = b;(7;). Las condiciones de
frontera son que 7 = 0y Ty = B. Con esto, se tiene

exp[hm ZA‘L’ Z tb b]k]

=1 <i,j>

zvlzlinwnexp{z > (b*kbjk+bjkblk)}

<i,j>
:A}@mgexp{—ijk.(_t).Jk}
M (1 n . 1 B
_A}ILHOO Az/ Hd i | | [T4%¥4 GXP<—§Xk't 'Xk+Jk'Xk>
j
= 1Ii ! ; - d¥; - d¥:
Mlinoo A2/ (2m)" H ik I;I Jk

* eXp { Z AT (— Zlyi,kti;le,k + Z(Ti,kbzk + T:kbi,k)> }
i,j i

<

k=1
B
_/@ 29" exp{ / dt (Z‘P it — Z(‘Pib;‘+‘{f;‘b,~)>},
(C.18)

donde el factor A = exp{3 Tr[log(—t!)]} aparece al realizar la transformacién. Del tercer
al cuarto renglon se utilizé la identidad (C.17) para introducir los campos auxiliares . En
el ultimo renglén se introdujeron las medidas de integracion

/@[‘P]—A/lllglw {/\/_H } (C.19)

/@[‘I’]—A?an {/\/TH } (C.20)

Sustituyendo el resultado de (C.1I8)) en la ecuacién (C.16)), obtenemos las ecuaciones (C.21])
y (C22).

Z— /@[b]@[b*]@[‘l‘].@[‘{’*] exp{—/oﬁ dr,jf}, (C21)
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U
L = Z (b*— — ubib;+ Eb;*bjfb,-bi — Wbt — ) + Z‘P it W (C.22)
i

El siguiente paso es integrar los campos b;, b;. Tenemos que

_ / (b 2 [b*| 2% 7[¥*]

xexp{ / er (b* ubib;+ — b*b bb)} (C.23)
xexp{/ ATL (D] + b }exp{ /d’cZ‘Pt_I‘P*}

Definimos S[¥,¥*| de manera que los campos b}, b; sean integrados en la funcién de
particion:
Z= / DIW) D exp {—S]W, W]} (C.24)

Por lo que

eS[‘P,\y*]:/@[b]@[b*]
B .
X exp {— /0 ) (b?‘% — ubthi+ %b;kb;"bibi> }
xexp{/ d’cz (Wib; + ¥} b; }exp{ / er\lelP*}
_exp{ / dTZ‘Pt_l‘P*}
* * * U * 7%
x/@[b] b*] exp{ /d’cZ(b—— bb,-+5b,.b,.b,~bi)}

X exp { /O dty (¥b; +‘P§‘b,~)} .
i

Definimos la accion local Sj,.[b,b*], que corresponde a un sistema sin interacciones entre
sitios, como

(C.25)

Stoclb, b = / ) (b* ubibi+ bbb, b) (C.26)

por lo que la funcién de particién local Z;,,. estd dada por

B .
Zioc :/@[b]_@[b*]exp{—/o d‘CZ (b;-k%— bib;+ gb;"bfbb)} (C.27)
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Sea .#¢ la densidad espacial de energia libre del sistema sin interaccién entre sitios. Enton-
ces se cumple V x % = —% InZ;,., donde V es el volumen del sistema. Por lo que

Z1oe = exp{—BV F}. (C.28)

Zl oc

Multiplicando el dltimo renglén de (C.23) por 7 y utilizando (C.28) obtenemos

) B
exp Y] = exp{—BV.Zo} exp { _/ er‘PitijI‘Pj}
0 L,J

X <exp{/0BdTZ(‘Pib}k+‘P7bi)}> ;

Zl oc

(C.29)

donde el promedio en el dltimo factor de (C.29) es sobre la accion local. Este dltimo puede
ser expandido en cumulantes.

<exp{/0ﬁ drzi’(‘l’ibf+‘l‘;‘bi)}>z —exp{/ dt Z —C (Z (Wib; +¥; b )) },

(C.30)
donde C,, son los cumulantes. Los primeros cumulantes son

Ci(x) = (x), (C31)
Cax) = () — ()%, (C32)
Ci(x) = (X% =3 (x) (£?) +2 (x)°. (C.33)

Procedemos a calcular los primeros dos cumulantes.

B
_ / dtY (Wib! +Wih))
0 s

’ Zioc (C.34)

B N %
_ /O Aty (Wi (b)), +¥i (bi),)-

Podemos calcular los promedios de la ecuacion anterior cambiando los campos (b(7),b* (7))
por los operadores (b(7),b" (7)) y cambiando la integracién sobre los campos por la traza

(...)=Tr [e’ﬁﬂloc ()} /Z;oc- La dependencia temporal de los operadores queda dada en el

esquema de Heisenberg. El promedio se puede calcular facilmente en la base de ntimero,
ya que el Hamiltoniano local es diagonal.

Z nie T)ﬁlm be THZOL n
<b(r)>zloc - . 0< ‘ Z ’ >
loc (C35)
Z:10*0 (n|n— 1>€ (B—1)€r1—78& ,
Zloc ’

donde g, son las energfas de H,.. De igual manera, (b") Zo. = 0 por lo que el primer
término en la expansién de cumulantes es nulo (C; = 0). El segundo cumulante es
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G = < [ awa EIH(Db](2)+ ] (I00) (45 )b5(7) +‘P}f(r’)bj(r’))]>

Zioc
- / xv (b7 (2)bj(T')), + Wi (2) (7)) (bi( D)5 (7)), ],
(C.36)

donde los términos (b;(7)b;(7’)) y <b§(1)bj.(7:’ )) se terminan anulando. También se anulan
los términos que son de diferentes sitios al realizar el promedio, por lo que

G =2 / dtdt’ Z‘P* (bi(T)b (")) 4, - (C.37)
Pasando al lenguaje de operadores

B
C=—2 /O dTd Y Wi (2)¥(7) Gt — 7). (C.38)

donde se introdujo la funcién de Green de un solo sitio G;(t — ') = —T; (bi(1)b] (') 2. Y
T el operador de ordenamiento temporal. Esta puede ser facilmente calculada. Por simetria
de traslacién temporal tenemos:

— i <n|e_(ﬁ_r)ﬁl(lcl;e_rﬁloc'l;T|n>
Zloc n=0 (C39)

[ Z (I’l + 1)6_(ﬁ—’5)3n—"7€n+1 7

loc —(

y es la misma para todos los sitios i. Entonces, aproximando hasta el segundo cumulante

en (C30), se sigue que (C29) es
e SH¥T = exp{— BV F0}
xexp{ / dtdt [Z‘P* )G(t— 7' +Z‘P _I‘P?(T/)5(T—T/)] }
N (C.40)

Ahora utilizamos las siguientes expresiones, aprovechando que el sistema posee simetrias
de traslacion espacial y temporal.

\Pi(T) _ e—iwr—iq.Riqu, (C41)

q,0

E; —io(T— ’L' )’ (C42)
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_ 1 i _
t. ~1:——Z€ lqR lq R qq/:__z lq R R (C43)

donde en (C.43)) se utilizé que el término tl-_j depende de la diferencia R; — R;. N es el
nimero de sitios. La suma sobre o es sobre las frecuencias de Matsubara @ = 27tn/f3, con
n un entero. Con las relaciones anteriores, desarrollamos la accion efectiva dada por

B
Serf|¥, ¥ E/O dtdt [Z‘I’f(r)‘Pi(r’)G(r—r’)+Z‘P?(r)tij1‘l’j(r’)6(r—r’)
i ij
(C.44)
Para el primer término

/013 drdr’Z‘P;k(r)‘Pi(r’)G(r— )
B , 1
:/0 dtdrt ;Nﬁz

N

. s I / PN Y .
POT 0T ez(qfq )-R,e o (t—7 )G(la)//)‘P:iqu/

q . q/ 0)/ CO”

= Z ‘PZ‘P G(iw" ( / dte'™(©- ‘””)( / dt' e )) (iZei(q_q’)'Rf>
q7w7q/’w/7w// NS l

= Z ‘P;‘Pq/G(ia) )6(07@//5@/7(9//5(17(1/
q,0,q4,0' 0"

=) Y,¥G(iw).
0,q,0

(C.45)
Andlogamente, para el segundo término de (C.44)),

p
/ drdr'Z\P;‘(r)r,;l 8(t—')¥i(t))
0 . .
1

P . —al. . il o N
_ _N2 / dtdt ¢ 9% zwrezqR,e iq Rfe iq"-(R; Rf)tq 15(1‘—1/)‘1’3‘1’(1/
0,],9,9 ,q” o0

1 ] " 1 SN
=- dteT(@—@' ) — V@ a)Ri | [y id"—d)R; | gy
qqq”ww’( / (st,-" Ns; a Tqtq

_ —l *
- Z tq ¥Yq¥q%0.0r04.q'0q "

1.9'.9",0,0'
_ —I\u*
== Lig P¥
q
(C.46)
Por lo tanto, la accién efectiva de (C.44)) queda en el espacio de Fourier como
Serrl¥, ¥ le* [ +G(i0)¥P,
(C.47)

rwe
q
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donde se defini6 el propagador ¥ ~1(q) = tq’l —G(im)y g=(q,im).
La funcion de Green G(i®) se calcula a partir de (C.39) como

Gliw) = /O  ireotG(1)

B . 1 &
_ dte'®" ) — Z 1 —(B—1)e—1€111
/0 re { Zloc n:()(n * )e

: B (C.48)
- Z (n+1) / A1 P e~ (B-T)&n—T8111
0

loc p—0

1 N 7ﬁgn+l_ 7ﬁgn
= Yt )

Zjoc n=0 En T10 — &y

donde al realizar la integral se aproveché que ¢P® — 1271 — | Tomando el limite 7 =0, la
funcidn de particion tiende a Z;,. — P & donde n( corresponde al estado base del sistema

. —Be — — .
local. Entonces, considerando que iﬁ—s;;) — e Blanag) para n # ny, se tiene
e

no+1 no
IO+ &y — Epgr1 1O+ Eyy—1 — &y

G(io) = (C.49)

Sabemos que la energia del sistema local es &, = %n(n —1)—unyée 1 =¢€+Un—p.

= G(iw) = o _|’_Z(11+_1Un0 o+ —nloj(no —1) (C.50)
También
= —tZ(eiq’anLeiq’(*a)) (C.51)
’ d
= -2t Z cos(qa),

=1

donde a es un vector base de la red hipercibica, que aparece por tomar solo en cuenta
vecinos mas cercanos en la suma, y a = |a|. d es la dimensién del espacio. Entonces,
recordando que ¢~ (q) =1, — G(iw),

— 1 no +1 no
g g = — : — - ) C.52
(@) 2tZ§izlcos(q,-ai) io+u—Uny io+u—U(ng—1) ( )
En el caso estético ¢ = (0,0), el propagador ¢ es
1 1
4-1(0,0) = ot il (C.53)

_%_F“—UHO_N—U(VZO—I).
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El siguiente paso es expandir 4~ !(g) alrededor de g = (0,0), ya que aqui se da la
transicion.

204-1(0,0) i) 19%%-1(0,0)

— 2 71 .

(C.54)

—1 —1
Se usé que %Y aéo’o) — 27 al.g)’o). El término con el gradiente V4 se anula, ya que al derivar

el coseno, se va a tener un seno evaluado en cero. Sustituyendo el valor de la segunda
derivada en q, se obtiene

99-1(0,0) o _19*%71(0,0)

~ @1 - 2
9(4,0) =97 (0,0)+ T P 0) — 5T 0" + gl

(C.55)

donde d es la dimensién del espacio. Definiendo r = —%¢~! (0,0) dada por (C.53)), 1a accién
efectiva se escribe como

¥, W] Z\\P 2(r 1282 claf | oy, (C.56)
Sessl a ou?  4d> ' opu '

Transformando de vuelta al espacio de coordenadas en el limite continuo mediante
Wy = /NB [ dxdte®HaxP(x, 1), se obtiene

. B ar ., 182 a’
Serf|¥, '] :/ddx/o dt (——‘P 0, ¥ ]8T‘P|2 d2|V‘P|2+r|‘P|2

u
(C.57)
El Hamiltoniano de Bose-Hubbard inicial del sistema tiene simetria global U(1), por lo
que la accién efectiva debe conservar la simetria ¥ — We'?, cosa que cumple. La siguiente
correccion que cumple esta condicion es un término de orden cudrtico, que representa una
interaccion y el cual lo incluimos en la expansion.

|I[ \I[ ﬁ ar 1 a r az u
(C.58)

donde u queda por determinar. Por lo tanto la expresion final de la funcion de particion es

Z- / D (x,7) ¥ (x, T) exp (— BV Fo — Sy s [¥, W) (C.59)
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