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La aritmética —béasicamente como cualquier otra disciplina— consiste, en términos
generales, de proposiciones que comprehenden multitudes infinitas de aseveraciones
particulares. Sus axiomas conciernen dominios de cosas que pueden ser mapeadas
uno-a-uno (o uno-a-muchos) sobre dominios parciales propios y, por tanto, realmente son
“actualmente infinitos”. Asumir tales dominios infinitos (jlos cuales no siempre tienen
que ser “conjuntos” en el sentido tedrico-conjuntista de la palabral) es, por eso, hacer el
supuesto basico que subyace toda la matematica, la cual, como tal, ciertamente requiere
también alguna justificacion (jde acuerdo con el principio de razén suficiente!). Una
“prueba”, en el sentido propio de la palabra, por supuesto, no es posible cuando se trata
de un supuesto axiomatico, como aqui es el caso. Sin embargo, igualmente imposible es
la realizacion mediante un modelo explicitamente especifico y preparado, en tanto que el
infinito como tal desafia, después de todo, cualquier intento para ponerlo de manifiesto.
Tal supuesto es capaz de ser justificado meramente por su éxito, por el hecho de que
aquél (jy sélo aquél!) ha hecho posible la creacion y el desarrollo de toda la aritmética
existente, la cual es, en esencia, simplemente la ciencia del infinito. Pero ;esté justificada
la existencia de esta ciencia? ;No podria ser que el caso que esta hipotesis del infinito
aparentemente tan fructifera llevase contradicciones dentro de la matematica, y
destruyese asi la esencia real de esta ciencia, que se jacta tanto de la correccién de sus
inferencias? Por paradéjico que parezca en el caso de una ciencia que ha alcanzado los
mayores éxitos en los dos mil anos de su desarrollo, no podemos descartar, sin considerar
mas de cerca, la posibilidad de que nuestra matemaética descanse sobre contradicciones.
—Ernst Zermelo (1929b)
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Introduccion

Quiza una de las maneras de precisar las investigaciones realizadas por alguna disciplina
—sea cientifica o matematica— es establecer con claridad al menos los aspectos onto-
logicos, epistemologicos v metodologicos que las conducen. No obstante, muchas veces
la determinacién de estas cuestiones no es tan inmediata como podria desearse. Que es-
to puede resultar algo bastante dificil se hace patente particularmente en el caso de la
matematica, donde los criterios de existencia, las cualidades del conocimiento y las meto-
dologias para su desarrollo parecen alejarse peligrosamente de aquéllas “mejor instauradas”
de la ciencia natural. Con todo, la distancia —tal vez aparente— entre unos y otros no es
motivo para desacreditar los esfuerzos por esclarecer los estandares en que se desenvuelve
la primera. Después de todo, la historia ha sido juez y testigo de la utilidad y contribucion
que la matemaética ha ejercido dentro de las instituciones cientificas; de hecho, tal ha sido
su éxito que hoy dia no es extrano asumir su intervencion en practicamente cualquier
disciplina de caracter cientifico.

Por ejemplo, no resulta muy dificil reconocer el papel que la ciencia natural ha jugado
sobre las diferentes concepciones que el hombre se ha formado sobre el mundo en las multi-
ples etapas del progreso intelectual; en cada momento —y dependiendo de la profundidad
y severidad de los prejuicios injeridos por las distintas tradiciones populares—, la ciencia
ha influido, en menor o mayor grado, sobre la determinacion de los objetos existentes y sus
propiedades, los criterios de justificacion epistémica, los métodos admisibles para llevar
a cabo las investigaciones, etcétera. Aunque estos elementos han variado de tiempo en
tiempo y de conformidad con los varios descubrimientos y formulaciones tedricas realiza-
dos por las ciencias empiricas, el estado especifico del desarrollo matemético durante esos
periodos frecuentemente se ha inmiscuido en la decision de tales asuntos. Por decir algo:
la mateméatica ha prestado sus servicios para la caracterizacion de estructuras abstractas
bajo los sistemas fisicos y sociales, asi como para la elucidacion de sus propiedades; ha
suministrado recursos conceptuales para describir y modelar los fendémenos que estudian
las ciencias naturales; ha permitido justificar y precisar los resultados obtenidos mediante
los procedimientos de dichas ciencias; ha posibilitado la interacciéon entre las diferentes
ramas de la ciencia al ofrecerles un terreno formal y comiin sobre el cual trasladar sus
problemas de unas a otras, de manera que muchas veces ha facilitado su resolucion y
fomentado el avance cientifico. En pocas palabras, el amplio alcance de la matematica,
su adaptabilidad, aplicabilidad y precision han promovido su implementacion sobre una

Vv



VI INTRODUCCION

cantidad considerable de estudios, al punto de situarse en la base de las practicas y del
desarrollo de la mayoria de las disciplinas cientificas.

Sin embargo, si bien parece haber una clara relaciéon entre las practicas cientificas y
las matematicas, la naturaleza de esta relacion no lo es tanto. Esto ha ocasionado que
una parte de la labor en filosofia de la ciencia se haya concentrado sobre la elaboracion
de respuestas a preguntas del tipo: ;Como es que los objetos abstractos de la matemaética
colaboran con el estudio de las entidades concretas de la ciencia natural?, ;cémo pueden
ajustarse los métodos de la matematica con los métodos de las ciencias empiricas?, ;c6mo
es que las practicas matematicas muchas veces permiten dotar de sentido y precisiéon a
las practicas cientificas?, jpor qué la matematica resulta tan fundamental para el desa-
rrollo de las ciencias y para extender la comprension sobre el mundo fisico? Contestar
estas cuestiones no es una tarea sencilla y requiere un examen cuidadoso.! Més atn, para
poder abordar estos asuntos de manera satisfactoria, muy probablemente el filosofo de la
ciencia deba considerar primeramente el trabajo del filésofo de la matematica y atender
las inquietudes contra las que este ultimo se enfrenta:

iDe qué, si es que de algo, trata la matematica? ;Cémo se realiza la matematica?
i, Sabemos matemadticas y, en dado caso, como sabemos matemaéticas? ;Cual es la
metodologia de la matemética y en qué medida es esta metodologia confiable? ;Qué
logica es la adecuada para la matematica? ; En qué medida son los principios de la

matematica objetivos e independientes de la mente, el lenguaje y la estructura social
de los matematicos? (Shapiro, 2009, p. 5)

De este modo, la importancia por comprender las peculiaridades de los métodos, saberes
y objetos de la matemaética no es despreciable: més alla de la claridad que puede brin-
dar sobre su relacion con el quehacer cientifico, el analisis de estos temas adicionalmente
promete contribuir con un mayor entendimiento de ciertas cuestiones relacionadas con
el objeto de estudio de disciplinas filosoficas méas generales, como son, la ontologia y la
epistemologia.

Con todo, lo anterior parece sugerir de antemano la relevancia de la comprension de la
matematica y sus practicas para la reflexion filosofica sobre ella y la ciencia, pero tal vez
uno pueda (o incluso deba) ir un poco mas lejos y cuestionar la metodologia misma que
se utiliza para su estudio. Hasta este punto, parece que se ha partido desde la perspectiva
del filosofo y desde cémo éste se aproximaria a la reflexion en torno de la matematica,
pero es probable que este modo de proceder resulte inadecuado: al comprender mejor
las practicas de la matemética, y su historia, bien puede ser el caso que algunas de las
preguntas desplegadas por el filésofo no sean relevantes desde el punto de vista de la mate-

matica misma o que, de hecho, estén mal planteadas; que sean tinicamente de interés para

!Tal vez uno de los primeros en ofrecer una respuesta seria a estas cuestiones fue Kant con su tesis
acerca de que tanto la aritmética como la geometria son sintéticas a priori. Como dice Shapiro (2009):
“De acuerdo con Kant, la matemaética se relaciona con las formas ordinarias de la percepcion en el espacio
y tiempo. Desde esta perspectiva, la matematica se aplica al mundo fisico porque se ocupa de las maneras
en que percibimos el mundo fisico.” (p.5).
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aquél, pero no para el matematico. De este modo, conocer las practicas de la matemaéatica
y su evoluciéon historica puede ser una herramienta valiosa no solamente para establecer
las cuestiones filosoficamente relevantes para la matemaética, sino también para proponer
una metodologia de investigacion hacia su anélisis filosofico. No obstante, como puede
imaginarse, abordar el anélisis filosofico de una disciplina desde un enfoque metodolégico
particular requiere ser justificado de algin modo; esto es precisamente lo que se intentara
en un primer momento (el objeto del primer capitulo). Sin embargo, antes de insistir sobre
este punto, cabe plantear el objetivo principal que aqui se persigue.

El presente trabajo consiste en implementar la metodologia del fildsofo sequndo (la
cual se analiza en el primer capitulo) con el propoésito de establecer con cierta claridad
cudl, si es que alguno, es el objeto de estudio de una disciplina matemaética particular: la
teoria de conjuntos. Para conseguir esto, el cuerpo principal del texto estara consagrado a
la presentaciéon de una serie de fragmentos representativos de la historia de los conjuntos
—comprehendidos principalmente entre la segunda mitad del siglo XIX y los primeros
treinta anos del siglo XX (aproximadamente)—. El andlisis de estos episodios historicos
permitird dar cuenta de ciertas directrices metodologicas que determinaron el desarrollo
peculiar de dicha teoria dentro de ese periodo y, en tltima instancia, permitird proponer
un objeto de estudio de la teoria de conjuntos con base en el trabajo de Ernst Zermelo. Mas
precisamente, el objetivo aqui no consiste en establecer las preguntas filosoficas relevan-
tes para esta disciplina matemaética ni en ofrecer respuestas a ellas de manera definitiva.
En cambio, la meta que se persigue en este trabajo es mucho més reducida: proponer y
defender el llamado multiverso zermeliano como el objeto de estudio més apropiado de
la teoria de conjuntos (en esto se concentrara el tercer capitulo), al menos desde el marco
metodologico sugerido por el naturalismo matemdtico de Penelope Maddy y en virtud
de las practicas, objetivos y motivaciones tedrico-conjuntistas particulares que arroja la
reflexion sobre ciertos episodios historicos (los considerados en el segundo capitulo). En
ultima instancia, sera sobre la base del multiversismo zermeliano que se podré ofrecer una
caracterizacion mas precisa de los modelos pretendidos® de la teoria de conjuntos.

Dicho lo anterior, el primer capitulo estara dedicado a la presentacion del marco me-
todologico de la investigacion sobre el cual estard apoyado el andlisis filosofico de la teoria
de conjuntos en el presente trabajo, este es, como ya se ha adelantado, el marco metodo-
logico matematico-naturalista de la filésofa norteaméricana Penelope Maddy. Para ello,

en un inicio se ofrecerd una rapida caracterizaciéon del naturalismo en general, asi como

2Noétese el articulo definido en “plura”. En efecto, como se vera hacia el final de este trabajo, la teoria
de conjuntos tanto en su versién de primer orden como en su versiéon de orden superior no es categorica;
es decir, que no tiene un tnico modelo salvo isomorfismo. Sin embargo, la no-categoricidad de una y otra
teoria es muy distinta en uno y otro caso. En el segundo caso especialmente, resulta que la teoria si bien
no es categorica, es cuasi-categorica; cosa que permitird contar con modelos pretendidos no isomorfos
pero con relaciones estructurales muy bien-definidas.
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su relacion con el anti-revisionismo externo y el revisionismo interno (seccion 1.1.1); con
base en estos tltimos sera que se facilitara la introduccion de la perspectiva de la filosofia
segunda, la cual, como consecuencia de su proceder metodologico, dara lugar a la inves-
tigacion y reflexion de las disciplinas matematicas a partir de las pautas establecidas por
sus mismas practicas y objetivos peculiares, es decir, al naturalismo mateméatico (seccion
1.1.2); adicionalmente, para completar el panorama, se ofrecera un breve recuento de como
la matematica se consoliddé como una practica de suyo. Posteriormente, se concluird con
un par de secciones adicionales. La primera de ellas (seccion 1.2), se ocupara de senalar
muy superficialmente algunas razones detras de la eleccion de este marco metodolégico
particular; la segunda (seccion 1.2.2), de extender los motivos para consagrar este trabajo
al caso muy especial de la teoria de conjuntos.

Con el segundo capitulo se dard comienzo propiamente al andlisis que compete a este
trabajo. Una vez que el primero —se espera— ha dejado claro que, para realizar un anali-
sis filosofico de la teoria de conjuntos desde el marco metodoloégico de la filosofia segunda,
ante todo, es menester efectuar un analisis de la practica de esta teoria, se procedera con
el examen de una serie de episodios historicos y representativos alrededor del surgimiento
axiomatico de la teoria de conjuntos y de su desarrollo durante los primeros treinta anos
del siglo pasado. Es a partir de estos episodios que se podré identificar algunas de las mo-
tivaciones, ideas y objetivos mas caracteristicos detras de la consolidacion de la practica
de esta disciplina. Justamente, lo anterior es lo que permitira en el tercer capitulo dar
cuenta de las directrices metodoldgicas al fondo de la practica tedrico-conjuntista durante
esa época.

El segundo capitulo estd compuesto principalmente por tres secciones: la primera esta
dedicada a la historia de la teoria de conjuntos previa a su primera axiomatizacion; la
segunda, se ocupa de los eventos ocurridos alrededor de la primera axiomatizacion de la
teoria de conjuntos; la tercera, de examinar los acontecimientos alrededor de la segun-
da axiomatizacion ofrecida por Zermelo en 1930. En particular, respecto de la primera
seccion, se destaca la introduccion de la metodologia no-constructivae en la préactica ma-
tematica, a partir de la cual se recuperaran una serie de elementos caracteristicos de la
tradicion asociada con la escuela de Gotinga (seccion 2.1.1). Después se aborda el modo en
que ciertos personajes partidarios de esta tradicion se vieron en la necesidad de introducir
la nocion de conjunto para fundamentar, precisar y generalizar los resultados obtenidos
en las diferentes areas de la matematica. Los matematicos que aqui se consideran son
Bernhard Riemann, Richard Dedekind y Georg Cantor (seccion 2.1.2). A partir de la in-
fluencia de estos autores es que se presentard posteriormente el programa temprano de
David Hilbert y el surgimiento de las paradojas (seccion 2.1.3). Ademas, se destacara el
impacto que esto tendria sobre el desarrollo del pensamiento de Zermelo y el surgimiento

de la teoria axiomatica de los conjuntos (en especial, sobre su primera version de 1908),
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asi como la relevancia que tuvo el teorema del buen-orden para motivarla (seccion 2.1.4).

A continuacion, se pasaré al estudio de la primera axiomatizacion de la teoria de con-
juntos; particularmente, se abordard la discusion en torno de la nocién de “definitud”
(seccion 2.2), la cual se encuentra dentro de la formulacion original del azioma de separa-
cion. Como se verd, la vaguedad de esta nocién desataria la polémica entre los tedricos de
conjuntos que adoptaban una postura mas cercana al constructivismo (e. g., Thoralf Sko-
lem y Hermann Weyl) y Zermelo, quien se mantendria fiel al programa no-constructivista
de Gotinga. Con base en esta discusion es que se abordara la sequnda version de la teoria
axiomdtica de conjuntos ofrecida por Zermelo.

Finalmente, para concluir el segundo capitulo, se desarrollara el analisis alrededor de
la disputa entre Zermelo y Skolem de manera més cuidadosa. En particular, se presen-
taran las objeciones de Skolem con base en su formulacién de la teoria de conjuntos en
primer orden y en el metateorema de Léwenheim-Skolem. A raiz de su propuesta para
clarificar la nociéon problematica de “definitud” en términos de “definibilidad en primer
orden”, Skolem seria capaz de mostrar la relativizacion de las nociones cardinales en la
teoria de conjuntos, lo cual socavaba el rol de esta dltima como fundamento para el resto
de la matemaética. Zermelo, en gran medida, dedicaria su trabajo posterior sobre teoria
de conjuntos a proponer una alternativa que evitara esta relativizacion. Con su nueva
axiomatizacion en 1930, Zermelo a su vez ofreceria una serie de resultados interesantes
y que contribuirian con la elaboracion del mencionado “multiverso conjuntista” (seccion
2.3).

Para terminar, el tercer capitulo se dedicara a presentar con més detalle los resultados
obtenidos por Zermelo (1930a), a saber, los conocidos teoremas de desarrollo e isomor-
fismo de los dominios normales (modelos de la teoria de conjuntos). Es a partir de estos
resultados que Zermelo elaborara su version de la jerarquia acumulativa de los conjuntos
bien-fundados. Sin embargo, su investigacion alrededor de los modelos de la teoria de con-
juntos lo orillaria a realizar una serie de reflexiones de caracter filosofico para justificar
la introduccion de ciertos elementos extra-teoricos, estos son, los cardinales fuertemente
inaccesibles, los cuales jugarian un papel fundamental sobre el desarrollo de su multiverso
teorico-conjuntista. Al ofrecer una interpretacion filosofica de sus resultados, es que el
matematico alemén finalmente consolidaria de manera mas precisa su concepcion de la
nocion de “conjunto”.

El trabajo concluye con una serie de observaciones explicitas del modo en que el objeto
de estudio de la teoria de conjuntos propuesto por Zermelo, el “multiverso zermeliano”,
comprehende satisfactoriamente los objetivos y motivaciones, asi como los métodos su-
geridos por las précticas teorico-conjuntistas reflejadas por los fragmentos historicos que
se analizaron dentro del segundo capitulo. De esta manera, con base en el andlisis de la

practica del tedrico de los conjuntos a lo largo del periodo histérico bajo consideracion,
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y de conformidad con la metodologia del naturalismo matematico, se espera que el pre-
sente trabajo pueda sostener satisfactoriamente al multiverso zermeliano como el genuino
objeto de estudio de la teoria de conjuntos.

Por iltimo, cabe aclarar que las traducciones textuales dentro del presente son propias,

salvo en los casos senalados.



Capitulo 1

El marco metodolégico de la

investigacion

Como ya se ha adelantado en la introduccion, este trabajo pretende enfrentar el problema
de determinar, si es posible, cudl es el modelo pretendido de la teoria de conjuntos. Pero,
para enfrentar este problema, ante todo, resulta oportuno establecer el marco desde el cual
se espera conseguir el objetivo. Esto se hard desde un “naturalismo matemaéatico” —como
lo ha llamado Paseau (2016)—, mas precisamente, desde un naturalismo matemdtico a la
Maddy. El objetivo de la siguiente seccion, pues, consiste en introducir muy rapidamente
esta postura o aproximacion hacia la indagacion filosdfica. Se espera que, en dltima ins-
tancia, esta presentacion permita poner de manifiesto las motivaciones detras de ella, asi

como su pertinencia como marco natural para el desarrollo de la discusion posterior.

1.1. Un estudio naturalmente naturalista

Como sefiala Papineau (2021), en rigor el término “naturalismo” no goza de un significado
muy preciso dentro de la filosofia contemporanea. Es por ello que para llevar a cabo una
caracterizacion minima de este término, y que al mismo tiempo revele el vinculo con el
analisis de la matemaética que aqui se persigue, se tomaran como eje central los tres tipos
de naturalismo que Maddy (2005) identifica® y se mencionara brevemente su relacion con
el llamado “anti-revisionismo”. Posteriormente, se presentaré la propuesta de Maddy con
un poco mas de detalle y se revisaran algunas motivaciones para sostener esta postura

particular.

3En este texto, la filosofa estadounidense examina el naturalismo de Quine, Burguess (y Rosen) y el
suyo. Paseau (2016) los ha nombrado naturalismo cientifico, matemdtico-cum-cientifico y matemdtico,
respectivamente.
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1.1.1. Naturalismo y anti-revisionismo

De manera un poco despreocupada, el naturalismo podria sencillamente considerarse co-
mo una postura que defiende la identificacion, descripcion e investigacion de la realidad
exclusivamente dentro del ambito de la ciencia natural tal que no requiere justificacion
mas alla de la observacion o del método hipotético-deductivo. No obstante, algunos fi-
l6sofos que orgullosamente se colocan el rubro de “naturalistas” se mostrarfan, si bien
no totalmente en desacuerdo, un tanto ofendidos por la falta de cuidado y angustiados
por ser confundidos —dentro del prestigioso circulo filos6fico— con charlatanes pseudo-
naturalistas.? Es asi que conviene elaborar un poco més el significado del término —dentro
de los limites que este trabajo permite— con el fin de evitar equivocos. Una vez mas, una
forma de hacerlo es analizar lo que el naturalismo tiene que decir respecto de la ontologia,
la epistemologia y la metodologia; en otras palabras, reflexionar en torno de la ontologia,
epistemologia y metodologias naturalizadas.> Una vez hecho esto se espera que su relacion
con el anti-revisionismo emerja naturalmente. Este iltimo permitira describir con mayor
facilidad la idea detras de la filosofia segunda.

La ontologia naturalizada, grosso modo, reconoce que lo que hay esta determinado por
un marco conceptual de conformidad con la ciencia natural en el sentido mas amplio. (Tal
vez el eslogan simplista “Lo que hay es lo que dice la ciencia que hay” ilustre un poco
el punto.) Sin embargo, algunos tipos de naturalismo varian en ontologia debido a que
difieren sobre qué disciplinas forman parte del corpus cientifico (e. g., naturalistas como
Burguess y Rosen no se limitarian a las “ciencias naturales”, sino que serian mas laxos y
estarfan dispuestos a incluir la matematica dentro de las ciencias) y también por como
interpretan “sentido méas amplio”. Hay quien considera esto tltimo como refiriéndose a “la
mejor teoria cientifica del momento” (e. g., Quine), o “la méas unificadora” (e. g., Friedman
o Kitcher) o “la més explicativa” (sea lo que “explicativo” signifique), etc. Como caso re-
presentativo de la ontologia naturalizada se puede mencionar el famoso criterio ontolégico
quineano, el cual, bajo algunos supuestos adicionales, le permiten al filosofo americano
extender su ontologia hasta abarcar las entidades matematicas.b

4Justamente, desacuerdos sobre qué disciplinas son las que abarcan las ciencias naturales y sobre
cuéles son los criterios de justificacién metodolégicos y de existencia son la raiz de las diferencias que
Maddy distingue en su articulo respecto de los tres tipos de naturalismo que particularmente eligié.

>Barcel6 en Penelope Maddy y el naturalismo en filosofia de las matemdticas (2020, inédito), entre
otras cosas, se da a la tarea de caracterizar el naturalismo a partir de cuatro tesis. Sin embargo, en lo
personal, creo que precisamente las tesis que él considera centrales (y cuya modificacion posibilita una
version moderada o exacerbada del naturalismo) no estan satisfactoriamente demarcadas la una de la
otra; ademas, es algo dificil apreciar la relacion —de manera directa al menos— entre el contenido de las
tesis y el rubro que les asigna.

SEl argumento quineano de indispensabilidad de las matematicas intenta sostener un realismo mate-
mético con base en consideraciones naturalistas y holistas confirmacionales. El holismo confirmacional,
grosso modo, es una posicién que considera los enunciados o creencias acerca del mundo como dispuestos
en un sistema o red susceptible de revisién con base en la evidencia, y cuya confirmacién o disconfirma-
cion no ocurre sobre un tnico enunciado, sino que se extiende al sistema en su totalidad. Asi pues, el
argumento de indispensabilidad puede reconstruirse de la siguiente manera:

Las mejores teorias cientificas requieren de la matemaética para ser formuladas (de hecho, varios intentos
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La razéon de mencionar esto ahora es que precisamente una de las disputas més fre-
cuentes entre naturalistas se debe a la cuestion del estatus ontologico de los objetos de
la matemética y a las razones detras de su aceptacion (o rechazo). Por ejemplo, tanto
Quine como Burguess, Rosen y Maddy concordarian sobre la existencia de objetos ma-
tematicos,” pero no sobre sus razones para concederlos: Quine los admite en virtud de
su famoso argumento de indispensabilidad (véase la nota 6); Burguess, Rosen y Maddy,
por su lado, se muestran renuentes frente a dicho argumento y prefieren justificar la exis-
tencia de tales objetos por otros medios; a saber, Burguess y Rosen se contentan porque
la practica matematica posee el estatus de una disciplina cientifica y ésta dice que los
hay; Maddy es un caso més complicado, pero podria decirse que sigue a Quine, Burguess
y Rosen en parte. Rapidamente: Maddy simpatiza con Quine en que los objetos mate-
maticos son indispensables para la ciencia,® pero no lo acompafia con su argumento de
indispensabilidad ni tampoco se atreve a decir que sélo la parte de la matemética que ha
encontrado aplicacién en la ciencia es la que existe;” asimismo, comparte con Burguess y
Rosen que la matemaética es una practica propia y distinta de la ciencia natural capaz de
afirmar la existencia de sus objetos (aunque crudamente), pero se separa de ellos en tanto
que la ciencia natural es, para ella, la que determinaria el “genuino” caracter ontologico
de dichos objetos.

Por su parte, la epistemologia naturalizada se encarga de inspeccionar “cémo es que
los seres humanos, tal como los describe la fisiologia, la psicologia, la lingiiistica, y el resto,
adquieren conocimiento confiable del mundo, tal como lo describe la fisica, la quimica,
la geologia, y demas” (Maddy, [2005, pp. 438-9]) Sobre esta linea cabe mencionar que el

por reinterpretar la ciencia sin apelar a maquinaria matemaética u otros elementos abstractos han fraca-
sado); la consideracion del naturalismo condiciona la ontologia al marco conceptual de la mejor teoria
cientifica, i. e., esta ontologia naturalizada determina lo que hay en el mundo y como opera. En relacion
con lo anterior, la mejor teoria cientifica establece la existencia de las cosas que aparecen cuantificadas
existencialmente dentro de sus enunciados (este es precisamente el criterio de compromiso ontolégico de
Quine). Por otro lado, la evidencia hasta el momento ha confirmado la mejor teoria del mundo en cierto
grado —por algo es considerada como la mejor— y el tipo de evidencia que apoya tal teoria corresponde
con ciertas virtudes tedricas. Ahora bien, por su caracter holista confirmacional, la confirmacién de la
teoria se extiende completamente sobre ella y esto incluye tanto a los enunciados empiricos como a los
matematicos que aparecen dentro de ella; esto es, los enunciados mateméticos necesarios para la formu-
lacién de la teoria son confirmados al participar en una teoria que goza de las virtudes tedricas y, por
el criterio de compromiso ontoldgico, los objetos que aparecen en ellos bajo cuantificacién existencial
existen.

Por tanto, un realismo matemaético en ontologia se puede sostener siempre que se admita una ontologia
naturalizada, el papel indispensable que juegan los enunciados mateméticos en la formulacién de la mejor
teoria del mundo y su confirmacién de conformidad con ciertas virtudes tedricas, asi como el criterio de
comprormiso ontologico quineano.

"Esto no debe interpretarse como si debiera ser asi para cualquier naturalista. Alguien bien podria ser
naturalista y rechazar la existencia de los objetos de la matematica, por decir, uno de corte nominalista-
ficcionalista.

8¢|L]a mayoria de sus mejores teorias [del naturalista] involucran al menos un poco de matematicas, y
muchas de sus teorias méas preciadas y efectivas pueden solo ser establecidas en lenguaje matematico de
nivel superior” (Maddy [2005, p. 448]).

9Maddy (2005) dice: “ramas de la matemética alguna vez pensadas lejanas y removidas de aplicaciones
han ido a gozar [después| papeles centrales en la ciencia” (p. 448).
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grado de certeza o de fiabilidad es a lo méas el mismo del que goza la ciencia, no mas ni
menos. En otras palabras, el pardmetro del conocimiento estd dado por la ciencia y sus
practicas o, si no se quiere ser tan estricto, por practicas que demuestren ser tan confia-
bles como las cientificas.!’ Esto, en tltima instancia, posibilita el estudio cientifico de la
misma ciencia.

Una vez mas, discrepancias entre lo que distintos naturalistas consideran como “cien-
tifico” es lo que genera las principales disputas respecto de la epistemologia, asi como
diferencias de opinién sobre si hay que admitir o no practicas ajenas a las paradigmaéticas
cientificas que demuestren su valia a nivel epistémico. Por ejemplo, alguien como Quine
se atiene estrictamente a las préacticas de la ciencia natural, mientras que alguien como
Burguess o Rosen reconocerfan otras practicas valiosas y confiables como las matematicas
y las tomarian en cuenta para afirmar otro tipo de conocimiento (o, por lo menos, una
nocion de conocimiento mas incluyente que la quineana); alguien como Maddy, por su par-
te, representa un caso un tanto intermedio que reconoceria el valor y peculiaridad de las
practicas matematicas, asi como su papel dentro de la ciencia (de manera muy semejante
a Burguess y Rosen), pero coincidiria con Quine en que la ciencia natural siempre tiene
la ultima palabra (e. g., Maddy afirma que hay niimeros porque la practica matematica
lo dice, pero que realmente los haya y qué sean es algo que le compete enteramente a la
ciencia natural).!!

Por 1ltimo, so6lo resta el caso de la metodologia naturalizada. Esta hace alusion a que
los métodos adecuados y aceptables dentro de cualquier investigacion o practica cientifica
son los de la ciencia.'? Ahora bien, de pasada, esto parece acercarse peligrosamente al
territorio de la peticion de principio: las précticas cientificas se realizan de conformidad
con los métodos de la ciencia, jpero estos métodos se determinan gracias a las practicas
cientificas!

En realidad, esto se ve mas escandaloso de lo que es, pues ya se ha dicho que parte
de la labor naturalista es estudiar la ciencia desde la ciencia misma, como quien dice, “un
estudio intra-cientifico de la ciencia”, y el anélisis metodologico son gajes de ese oficio. En
efecto, es sobre la marcha que las précticas de investigacién permiten el escrutinio nor-
mativo asociado con los métodos cientificos, donde adherirse a esa normatividad de fondo
es requisito de toda especulacion y formulacion tedrica. En palabras de Maddy (2005):

normas de confirmacién y construccion teoérica frecuentemente surgen en la préctica
cientifica, desde simples cadnones de observacion a través de elaboradas pautas de
disenio experimental hasta maximas altamente desarrolladas como el mecanicismo.
Conforme la ciencia progresa, éstas son puestas a prueba, a veces exitosamente y a
veces no, y de esta manera su exigencia por un papel en la formacién de la futura
ciencia es correspondientemente fortalecido o soslayado. (p. 440)

10Esta segunda opcién es justamente la que Barcel6 (2020, inédito) destaca como uno de los aspectos
del naturalismo moderado.

HVease la seccion IL5. de Maddy (2005).

12De nuevo, Barcel6 (2020, inédito) comenta que es posible un naturalismo que debilite esta afirmacion
y se contente con incorporar métodos que demuestren ser tan adecuados como los ejemplares de la ciencia.
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La cosa, pues, ya no suena tan descabellada y para muchos incluso podria sonar con-
vincente. Con todo, alguien quisquilloso podria mostrarse intranquilo. Después de todo,
.qué es lo que sugiere al naturalista adoptar un método particular o una teoria? ;Qué los
confirma? La respuesta corta: la evidencia. El problema ahora es determinar qué tomar
por “evidencia”. Y es aqui donde, personalmente, me parece que el asunto se torna un
tanto arbitrario. La evidencia hace alusion al gozo de ciertas “virtudes tedricas” como
simplicidad, familiaridad de principio, alcance, fecundidad, conformidad con la observa-
cion, economia, naturalidad, generalidad, modestia, refutabilidad, etc.!®> No es raro que
diferencias respecto de las virtudes tedricas sean, en gran medida, fuente de divergencias
metodologicas entre los naturalistas.

Y a todo esto, jqué relacion tiene el naturalismo con el anti-revisionismo? Al inicio de
esta seccidon se prometié que tras un recuento sobre el naturalismo esto se haria paten-
te de forma natural. Una mirada minuciosa sobre los parrafos pasados y me atreveria a
decir que la deuda esté casi saldada. “Casi” porque el naturalismo es anti-revisionista en
un sentido,'* pero revisionista en otro. Primero, considérese el caso del “evidente” anti-
revisionismo apreciable en las lineas de arriba. En cada una de las esferas —ontolégica,
epistemologica y metodologica— puede observarse que es dentro de v de conformidad con
la ciencia'® que se afirma lo que hay, que se determina el conocimiento y que se establece
una metodologia; en otras palabras, la ciencia es la que describe e identifica la realidad,
no hay una base mas firme de conocimiento que la misma ciencia y “ningin método
extra-cientifico de justificacion podria ser més convincente que los métodos de la ciencia”
(Maddy [2005, p. 438]). Dicho brevemente, el naturalismo no reconoce criticas externas
ni apoyos ajenos mas alla de la ciencia. En particular, para el naturalista, la ciencia no
es susceptible de revision por parte de la filosofia. No por nada “Quine describe su na-
turalismo como el ‘abandono de la meta de una filosofia primera’ [...| [la cual pretende|

descubrir certezas precientificas, primeramente filosoficas que pudieran apuntalar nuestro

13Ge exhorta al lector no malinterpretar lo anterior, la arbitrariedad mencionada no tiene que significar
algo negativo. Muy de la mano con Maddy, la arbitrariedad, pienso, es un reflejo de que las virtudes
teodricas, que incluso me atreveria a llamar “heuristicas”, estan ligadas a los propésitos de la teoria y al
proceso de ensayo y error que progresivamente le arroja buenos resultados. En este sentido, la eleccién
y el valor asignado a tales virtudes depende de los propoésitos de una teoria o disciplina cientifica, y las
metodologias que se adoptan son resultado de un proceso largo.

MBarcel6 (2020, inédito) tal vez no estaria de acuerdo con escuchar esto tan tajantemente, pues él
menciona la posibilidad de ser naturalista sin ser revisionista. Yo he optado por no meterme en mas
detalles y justifico esta fuerte afirmacién en tanto que me he basado principalmente en el naturalismo
presentado por Maddy (2005), el cual irradia anti-revisionismo (en un sentido).

5Por comodidad, he preferido usar el término “ciencia” y no “ciencia natural” por los diferentes tipos
de naturalismo que pudieran incorporar préicticas no enteramente “naturales” como parte de la ciencia (e.
g., Burguess y Rosen). Reconozco que esto no hace justicia a otros tipos de naturalismo més peculiares y
que pueden colocarse bajo el rotulo de “moderados”. A pesar de esto, dado que la extension del presente
trabajo imposibilita considerar cada caso particular, me permito sencillamente hablar en esos términos
en tanto que parece bastar para explicar la cuestién de modo suficientemente general (aunque no del todo
preciso).
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conocimiento” (Maddy [2005, p. 438]).

En resumen, el naturalismo expresa abiertamente su desprecio por la soberbia de cual-
quier disciplina externa a la ciencia que pretenda corregirla, revisarla o decirle como llevar
a cabo sus practicas —y esto usualmente lo expresa mientras mira de reojo hacia la filoso-
fila—. De ahi el cardcter anti-revisionista que frecuentemente se le adjudica al naturalismo.
No obstante, esto no quiere decir que la filosoffa no pueda jugar un papel en la reflexion
cientifica, sino solamente que este papel es, en todo caso, secundario y debe estar sometido
a la ciencia. Por tanto, el naturalista “ve la ciencia natural como una investigacion sobre
la realidad, falible y corregible pero no sujeta de rendir cuentas a tribunal supra-cientifico
alguno” (Quine, [1975, p. 72]).

Esta ultima cita de Quine resulta especialmente 1til porque comprehende en una sola
linea tanto el sentido anti-revisionista como el revisionista del naturalismo. El primero,
se espera, ya ha quedado claro; el segundo es el asunto ahora. El revisionismo admisible
para el naturalista es al que se refiere Quine al decir de la ciencia natural que es “falible y
corregible”. Esto tiene que ver en cierto modo con el barco de Neurath: la ciencia no esta
acabada, sus practicas, teorias, metodologias, etcétera, no estan garantizadas, sino que
son susceptibles de ponerse a prueba y de ser corregidas en caso de ser necesario, claro,
siempre y cuando la probacién y la correcciéon, o sea, la “revision”, se lleve a cabo dentro
del marco cientifico. Y si, el filésofo también puede enviar sus “comentarios y sugerencias”
al correo del cientifico, pero iinicamente en caso de estar articuladas desde el interior de
la ciencia.

Por tanto, el naturalismo rechaza despectivamente el “revisionismo externo”, y en ese
sentido es anti-revisionista, pero recibe cordialmente el “revisionismo interno”, y en ese
sentido es revisionista.'®

Una vez caracterizada la actitud de los naturalistas un tanto superficialmente, a conti-
nuacion, se dibujard muy esquematicamente el tipo de naturalismo defendido por Maddy
en una serie de trabajos (véase Maddy [2005; 2007; 2011]). Primero, se describira rapi-
damente la metodologia del “filésofo segundo” y se mostrara su asociacion directa con el
“naturalismo matematico”; después, se presentaran una serie de motivaciones para sostener
el naturalismo, aunque, més especificamente, para sostener un naturalismo a la Maddy;
finalmente, se cerrard este capitulo con una breve exposicion acerca del interés por per-

seguir una investigacion matematico-naturalista de la teoria de conjuntos. Se espera que

16Una discusion interesante en relacién con el revisionismo /anti-revisionismo en el naturalismo es acerca
de si la logica es o no revisable. Uno inmediatamente podria decir que si, siempre que ello conlleve
un beneficio —mas precisamente, un mayor beneficio— para el progreso o las practicas (en diferentes
ambitos) cientificas que ello suscite. Sin embargo, diferentes reacciones al respecto han mostrado que la
cosa no es tan simple: uno puede ir desde el famoso dicho quineano de “cambio de légica, cambio de
tema” —que de cierto modo inhabilita la discusion entre partidarios de diferentes posiciones logicas—
hasta reconocer que el progreso cientifico no es posible si no se presupone de algin modo una légica fija
detras de la aceptacion o rechazo de teorias. Sobre esto, véase Maddy (2005, pp. 443-4, 450).
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con esto queden satisfechas las intenciones anunciadas en la introduccion de este trabajo.

1.1.2. La filosofia segunda y el naturalismo matematico de Maddy

Como ya se ha indicado en la seccién anterior, el naturalismo se dice de muchas formas
y esto puede llegar a oscurecer el uso de la palabra; de ahi que Maddy adopte el término
“filosofia segunda”, el cual “expresa [la] predileccion por realizar el analisis filosofico de
una disciplina después del andlisis de las practicas que se dan en ella” (Gutiérrez [2015,
p. 125]). Que esta nocién resulta altamente relacionada con aquellas del anti-revisionismo
externo y revisionismo interno introducidas lineas arriba se pondra de manifiesto en un

momento. Considérese lo siguiente:

Imagine una simple investigadora que se propone descubrir cémo es el mundo, el
rango de lo que hay, asf como sus varias propiedades y comportamientos. Ella inicia
[su pesquisa| con sus creencias perceptuales, desarrolla gradualmente métodos de
observacion y experimentacion mas sofisticados, de construccion teorica y prueba, y
demas; ha idealizado al punto de sentirse igualmente a gusto en todas las diversas
investigaciones empiricas, desde la fisica, quimica, y astronomia hasta la botéanica,
psicologia y antropologia. [...| [C]ree que tanto ella como sus colegas investigado-
res estan involucrados dentro de una exploracion del mundo altamente falible, pero
parcial y potencialmente exitosa, y como todo lo demas, ella atiende el asunto de
como y por qué los métodos que ella y los otros ocupan en sus indagaciones fun-
cionan cuando lo hacen y no funcionan cuando no lo hacen; de esta manera, ella
gradualmente mejora sus métodos sobre la marcha. (Maddy [2011, p. 38])

De este modo, como parte de su empresa inquisitiva, la investigadora eventualmente ha
llegado a cuestionarse sobre sus métodos y su relacion con el mundo, asi como sobre
su relacion con el conocimiento; preguntas como ;jcual es el alcance de tales métodos
de investigacion?, ;de qué manera éstos permiten acceder a la realidad de las cosas?,
,como hacen posible la adquisicion de conocimiento sobre el mundo?, entre otras, han
hecho su apariciéon y se han convertido a su vez en objeto de sus indagaciones. “De esta
tediosa manera, mediante pasos completamente naturales, [la] investigadora ha llegado
a hacer preguntas tipicamente clasificadas como filosoficas. Ella no lo [hizo| desde un
punto privilegiado fuera de la ciencia, sino como una participante activa, totalmente desde
adentro” (Maddy, [2011, p. 39]). Lo anterior, como se puede adivinar, ha pretendido
describir el proceder inquisitivo de quien Maddy ha llamado “filosofa segunda”.

En contraste, uno puede elaborar la imagen de un investigador cuyo examen sobre
el mundo parta desde una posicidon distinta; a saber, un individuo que se aproxime a su
labor desde un punto alternativo que considere la filosofia como una empresa totalmente
independiente del sentido comin y de la ciencia, incluso capaz de corregir y justificar
esta ultima. En esta ocasion, el investigador en cuestion adopta previamente una actitud
filosofica particular que le puede permitir revisar y reforzar sus métodos de indagaciéon a
partir de ciertos propositos y consideraciones eztra-cientificos implicados por su postura.
Este es el caso del “filosofo primero” (véase Maddy [2011, p. 40]).
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Con base en lo anterior, el lector probablemente ya pueda advertir en qué sentido
la posicion metodologica del filésofo segundo se ajusta a los estandares promovidos por
el anti-revisionismo externo y el revisionismo interno: por un lado, el investigador que
se mueve sobre esta linea no estd dispuesto a modificar sus métodos de indagacion por
consideraciones ni motivaciones ajenos a los sugeridos por sus practicas cientificas; por
el otro, estd preparado para la constante mejora y perfeccionamiento de sus métodos en
virtud del progreso de sus précticas al interior de la ciencia.

Sin embargo, este no es el final de la historia para la filésofa segunda:

En el curso de [sus| investigaciones, [la| investigadora comienza a percatarse de que la
logica y la aritmética son herramientas esenciales en sus esfuerzos por comprender el
mundo, y ella eventualmente observa que el calculo, el andlisis superior, y mucha de
la matemaética pura son invaluables también para aprehender los comportamientos
que estudia y para formular sus teorias explicativas. Esto le da buenas razones para
perseguir ella misma la matemética, como parte de sus investigaciones del mundo,
pero ella también reconoce que [la matematica| se desenvuelve al utilizar métodos
que parecen algo distintos a los de observacion, experimentacion y formacién de teo-
rfas que gufan el resto de su investigacién. Esto despierta preguntas de dos tipos
generales. Primero, como parte de la evaluacién y apreciacién continua de sus méto-
dos de investigacion, ella querrd dar cuenta de los métodos de la matematica pura;
ella querrd saber cémo llevar de mejor forma este tipo particular de indagacién.
Segundo, como parte de su estudio general de las practicas humanas, ella querra
dar cuenta de qué es la matematica pura: ;Qué tipo de actividad es? ;Cuél es la
naturaleza de su objeto de estudio? ; Como y por qué se entrelaza tan notablemente
con sus investigaciones empiricas? (Maddy, [2011, p. 39])'7

Es aqui donde el naturalismo matematico de Maddy entra en escena: la investigadora, a
partir de su estudio sobre el mundo, ha llegado a reconocer la importancia de las disciplinas
matematicas en su labor; asimismo, se ha percatado de sus discrepancias con respecto de
otras disciplinas (las cientificas) y de la peculiaridad de sus métodos; esto eventualmente la
ha llevado a cuestionarse sobre las practicas particulares de la matemética, sus objetivos,
su objeto de estudio, su relacion con la ciencia, entre otras cosas.'® Es asi que Maddy
mantiene que el modo apropiado de aproximarse a la investigacion de estas cuestiones
requiere explicitamente del conocimiento previo de la practica y sus aspectos relevantes,

asi como del reconocimiento de sus métodos de prueba usuales, sus motivaciones, sus

I7TE] lector seguramente habra notado que varias preguntas aqui aducidas ya se habian mencionado en

la introduccion de este capitulo.
18Tal como Maddy (2005) describe:

[la filésofa segunda] comienza en la ciencia empirica, y eventualmente se torna (al igual que Quine) al
estudio cientifico de tal ciencia. Ella se sorprende con los siguientes dos fen6menos: primero, la mayoria de
sus mejores teorias involucran al menos algo de matematicas, y muchas de las teorias mas efectivas y valiosas
s6lo pueden ser expresadas en un lenguaje altamente matemadtico; el segundo es que las matemaéticas, en
tanto que practica, emplea métodos de aquellos que empleados en su estudio de la ciencia empirica. Ella
podria, como el Quineano, ignorar aquellos métodos distintivos y evaluarlas bajo los mismos estandares
que la ciencia natural, pero esto parece ser inadecuado. Los métodos responsables por la existencia de las
matematicas que ahora ve ante si son métodos distintivamente matematicos; la segunda fildsofa siente que es
su responsabilidad examinar, comprender y evaluar tales métodos bajo sus propios términos, para investigar
c6mo las matematicas resultantes trabajan y no en sus aplicaciones empiricas ; y comprender c6mo y por
qué un cuerpo de enunciador generados de esta manera puede (0 no) ser aplicado tal como es. (p. 448)
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presupuestos. De esta manera —a diferencia de Quine, por ejemplo—,' la evaluacion,
apreciacion, correccion, comprension y andlisis de las disciplinas matematicas estaran
basados enteramente en consideraciones concernientes a las practicas de estas mismas

disciplinas. En palabras de Gutiérrez (2015):

Maddy propone abandonar la metodologia de la filosofia primera. Desde su punto
de vista, si se quiere ofrecer un anélisis correcto de las matemaéticas como disciplina,
primero es necesario conocer las practicas matematicas, cudles son sus objetivos, con
qué objetos trabajan los matematicos (si es que con alguno), qué tipo de pruebas
utilizan, qué métodos son preferidos por los matematicos, etcétera. Su propuesta es
hacer Filosofia Segunda, es decir, que las reflexiones filoséficas tomen como punto
de partida el analisis de la disciplina, y no al revés. (p. 128)

En este punto —para complementar lo anterior y presentar mas claramente la perspecti-
va matematico-naturalista—, tal vez conviene revisar rapidamente el analisis que Maddy
realiza en torno de la matemdtica aplicada y la matemdtica pura.

En algunos textos (e. g., Maddy [2008; 2011, cap. I|), la filésofa estadounidense se
ha dedicado a examinar el cambio que sufrio la relacién entre la matematica aplicada
y la pura a lo largo de la historia. Si bien el recorrido historico que ofrece en ellos no
pretende ser completamente exacto ni exhaustivo, su anélisis resulta aqui muy oportuno
para dar cuenta y respaldar de manera general el modo en que la matematica se consolido
como una practica independiente —con métodos y objetivos muy particulares (distintos
de las disciplinas cientificas de caracter empirico)—, propensa de ser evaluada y criticada
solamente en sus propios términos. No obstante, reconstruir cabalmente el argumento de
dichos textos no serd necesario para alcanzar el proposito de esta digresion, simplemente
bastard —como diria Maddy— con bosquejar “como la mateméatica aplicada llegd a ser
pura’. Antes de presentar este recuento, no estd de mas insistir una vez maéas sobre lo
que Maddy pretende hacer con esto, a saber, defender convincentemente la idea de que
la matematica debe considerarse una préctica de suyo, cuyo anélisis filosofico, en tltima
instancia, debe realizarse inicamente sobre la base que sugiere el examen de sus practicas,
métodos, desarrollo historico, y demas.

De acuerdo con Maddy (2011), durante el renacimiento existia una fuerte tenden-
cia por asumir que el universo operaba de conformidad con leyes matematicas, que la
naturaleza estaba escrita en lenguaje matematico. De ahi que las investigaciones princi-
palmente buscaran descubrir estas leyes, las cuales describian matematicamente tanto el
movimiento como las fuerzas presentes en los sistemas fisicos. En consecuencia, el criterio
de correccidon de los recursos y herramientas matematicos estaba dado en virtud de su
exactitud para conseguir esta tarea. Es por ello que, en esta época, la matemética y la
ciencia natural se encontraban —por decirlo de algtin modo— en un “mismo nivel”; pues,
por un lado, las teorias mateméticas se desarrollaban en funcion de su aplicabilidad a las
ciencias empiricas y, por el otro, el éxito de esta aplicabilidad servia como arbitro tltimo

9Quine, por ejemplo, propone realizar los estudios de la matematica desde disciplinas cientificas. Véase
Cristian (2015, p. 124-125).
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de su validez.

Evidentemente, lo anterior no ocurre en la actualidad: la mateméatica hoy por hoy
progresa por si sola y sin ataduras al mundo fisico; sus conceptos y teorias, por ejemplo,
no requieren ser interpretadas por las ciencias empiricas para ser aprobados. Sobre esta
linea, Maddy senala que el surgimiento de la matematica pura a partir de la matematica
aplicada de alguna manera coincidi6 con el proceso de separacion entre la matematica y la
ciencia, el cual estuvo acompanado por un “cambio gradual en |el] entendimiento de como
la matematica funciona en su aplicacion sobre el mundo” (Maddy, [2011, p. 2|). Asi, la
autora ubica al menos tres aspectos determinantes detras de este desprendimiento, estos
son: a) la introducciéon paulatina de conceptos matematicos carentes de correlato fisico
directo (e. g., nimeros negativos, niimeros complejos, espacios n-dimensionales, algebras
abstractas, etc.); b) el surgimiento de las geometrias no-euclidianas; y ¢) la concepcion
progresiva de las estructuras matematicas como modelo, idealizacion o aproximacion de
los fenémenos fisicos.2’ Respecto del primer punto, la filésofa explica que, aproximada-
mente a mediados del siglo XIX, los matemaéticos comenzaron a poner en la mira objetivos
independientes de su aplicabilidad inmediata sobre el mundo (e. g., realizar comparacio-
nes estructurales, generalizar resultados, unificar teorfas) para guiar sus estudios.?! En
cuanto a b), Maddy relata como los intentos por demostrar el famoso quinto postulado
de Euclides®? provocaron que eventualmente la geometria euclidiana, alguna vez conside-
rada como la verdadera teoria detras del espacio fisico, perdiera su lugar privilegiado y
se convirtiera en uno de los muchos espacios abstractos estudiados por los matemaéticos.

Por tltimo, sobre ¢), la autora considera una serie de casos®® que ponen de manifiesto el

20Desgraciadamente, por més interesante que sea, perseguir estos puntos con detalle no serd posible
en este trabajo, pues alejaria el curso de la presentaciéon y los propésitos que se han contemplado. No
obstante, el lector interesado en estos temas puede dirigirse directamente a las fuentes (Maddy [2008;
2011, cap. I]) o la reconstruccion hecha por Gutiérrez (2015, secc. 4.3.1.2).

21 Como ejemplo de esto puede mencionarse: las generalizaciones del espacio fisico de tres dimensiones a
espacios de n dimensiones (donde n es un niimero natural); la aceptacion de algunas entidades particulares
para contar con ciertos dominios cerrados bajo determinadas operaciones, e. g., la anadidura de ntimeros
complejos para contar con un campo cerrado bajo la operacion de raiz n-ésima (dénde n es un nimero
par); la introduccion de estructuras algebréicas; etcétera. Méas adelante se elaborard con mayor cuidado
el periodo historico en que ocurrié esta suerte de “revolucion abstracta” en la practica matemaética (véase
la seccion 2.1.1).

22E] quinto postulado de Euclides afirma: si un segmento de linea interseca dos lineas rectas que forman
dos angulos interiores en el mismo lado que suman menos de dos angulos rectos, entonces las dos lineas, si
se extienden indefinidamente, se encuentran en el lado en el que los dngulos suman menos de dos angulos
rectos.

La busqueda por una demostracion de este postulado a partir de los otros cuatro fue uno de los
problemas mas trabajados por los matemaéticos desde la antigiiedad hasta 1868, cuando Eugenio Beltrami
demostro que todos los fracasos se debian a la independecia de este postulado respecto del resto.

23Tal vez el méas representativo de éstos es el caso de la confirmacioén de la teoria atémica, con el cual
se mostré6 de manera decisiva que las estructuras dadas por la maquinaria matematica no describian
genuinamente la estructura de la realidad, sino que, en cambio, debian concebirse como puros modelos
abstractos o idealizaciones de esta ultima. Esto puede ilustrarse claramente mediante el uso frecuente del
calculo diferencial e integral en los estudios cientificos, que modelaba fenémenos fisicos considerandolos
como continuos cuando muchos de ellos no lo eran de acuerdo con la teoria atémica; no obstante, aun si
las ecuaciones diferenciales e integrales no eran literalmente verdaderas, éstas resultaban extremadamente
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modo en que se fue abandonando poco a poco la idea de la matematica como el lenguaje
en que la naturaleza estaba escrita, hasta convertirse en el estudio de conceptos, teorias
y estructuras abstractas de aplicabilidad a lo més aproximada sobre los sistemas fisicos.

En fin, el asunto que Maddy busca rescatar aqui es que el surgimiento de la matemaética
pura estuvo intimamente relacionado con un cambio de perspectiva respecto del papel que
jugaba la aplicabilidad de la matematica en la ciencia. Como se mencion6 més atras, antes
la validez de los métodos matematicos dependia totalmente de su correspondencia con el
estudio y las practicas de las ciencias empiricas; pero ahora, tras una serie de desarrollos,
la matemética se ha liberado de sus cadenas empiricas para perseguir sus investigaciones
sin tener que preocuparse por si éstas son aplicables o no.?* Esto, de pronto, promovio el
nacimiento de un sinniimero de ramas matematicas y desplegd ante el cientifico un amplio
catalogo de estructuras para elegir. De esta manera, aun cuando en ocasiones pudieran ser
utilizados por las comunidades cientificas, por su parte, estos constructos matematicos ya
han establecido su autonomia como meros modelos abstractos y no como las auténticas
estructuras detras de los fenomenos fisicos. Es justamente en este sentido, pues, que “la
matematica aplicada lleg6 a ser pura’”.

Lamentablemente, no todo fue miel sobre hojuelas. Esta libertad tuvo un costo: la
matematica finalmente logré soltarse de sus ataduras cientificas, pero eso al mismo tiem-
po significo la pérdida de gran parte de su justificacion y fundamento metodolégico. Mas
precisamente, los matematicos después de un tiempo se dieron cuenta que muchos de
sus resultados descansaban sobre consideraciones de caracter empirico o pragmatico, in-
cluso sobre intuiciones vagas o nociones poco precisas.?® Esto de pronto despert6 en la
comunidad matematica la necesidad por identificar claramente los métodos implemen-
tados dentro de sus précticas, asi como por establecerlos y desarrollarlos del modo més
riguroso posible. Este es un momento crucial para reconocer la independencia de las prac-
ticas de la matematica respecto de las cientificas: si la matematica se ha desprendido de
la ciencia y no puede apelar mas a factores de corte empirico, jcuéles son entonces sus
métodos y objetos de estudio? ;Qué los determina? Maddy considera que, para abordar
estas cuestiones adecuadamente, uno requiere situarse dentro del &mbito correspondiente,
pues resulta evidente que

la matemética, como practica, utiliza métodos diferentes de los que [la naturalista]
ha encontrado en sus estudios de la ciencia empirica. Ella |bien| podria, como el
quineano, ignorar lo distintivo de esos métodos y mantener a la matemética bajo los
mismos estdndares de la ciencia natural, pero esto le parece erréneo. Los métodos
responsables de la existencia de las matemaéticas que ahora ve ante ella son dis-
tintivamente métodos mateméticos; ella siente que su responsabilidad es examinar,
comprender, y evaluar estos métodos en sus propios términos; investigar como las

utiles para simplificar y representar de manera eficiente dichos fenémenos fisicos.

24Galvo para conseguir presupuesto. Con esto no se quiere decir que no haya otro tipo de influencia
externa o intereses econémicos, pero en general no esté sujeta a estos propositos.

25Como ejemplo, quiza cabe considerar el caso de las disputas alrededor de los fundamentos del célculo
y la falta de precision en la nocion de infinito.
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matematicas resultantes funcionan (o no) en sus aplicaciones empiricas; y entender
cOomo y por qué es que ese cuerpo de enunciados generados de esta forma puede (o
no) ser aplicado como se ha hecho. (Maddy [2005, p. 448])26

Los parrafos anteriores, se espera, hayan bastado para —si no convencer totalmente— al
menos mostrar al lector la plausible autonomia de la prictica matemaética respecto de las
practicas de las ciencias empiricas. Recuérdese que el interés detras de esto era sencilla-
mente esclarecer la perspectiva matematico-naturalista de Maddy, la cual, grosso modo,
defiende que “[l]Jas matematicas y sus practicas son el juez ultimo del desarrollo, el trabajo
y los resultados dados por la filosofia de las matematicas” (Gutiérrez [2015, p. 128]).2

Para recapitular, hasta ahora se ha ofrecido una rapida caracterizacion del naturalismo
en general, asi como su relacion con el anti-revisionismo externo y el revisionismo interno;
con base en estos tltimos fue que se facilité la introduccion de la perspectiva de la filosoffa
segunda, la cual, como consecuencia de su proceder metodologico, dio lugar a la investiga-
cion y reflexion de las disciplinas matematicas a partir de las pautas establecidas por sus
mismas practicas y objetivos peculiares (naturalismo matematico); adicionalmente, para
completar el panorama, se ofrecié un breve recuento de cémo la matematica se consolido
como una practica de suyo.

Sin embargo, probablemente todavia no ha quedado claro por qué se ha optado por
desarrollar la presente discusion dentro de los limites sugeridos por el naturalismo ma-
tematico o, dicho de manera méas general, han faltado mencionarse explicitamente las
motivaciones subyacentes bajo esta preferencia por realizar el analisis matematico (y filo-
sofico) dentro de los parametros sefialados por las practicas matematicas. Mas atin, como
el lector ya habra notado, jla teoria de conjuntos no ha hecho siquiera su aparicion a estas
alturas!

La siguiente secciéon, por tanto, se ocupara de presentar muy superficialmente algunas
razones detras de la elecciéon de este marco metodolégico particular; posteriormente, se
mencionaran los motivos para consagrar este trabajo al caso muy especial de la teoria de

conjuntos.

1.2. Algunas motivaciones naturales

En realidad, no es muy habitual encontrar argumentos explicitos en favor del naturalismo
dentro de la literatura. Usualmente, la mayoria de los naturalistas sencillamente asumen
su posicion y trabajan a partir de ella con la esperanza de que, a lo largo de sus trata-

26E] énfasis fue anadido.

2TPaseau (2016) no estaria del todo de acuerdo con comprometerse completamente con esta lectura de
Maddy, pues él senala que los estdndares naturalistas detras de la practica mateméatica propiamente y
los estandares detras de la filosofia de las matematicas podrian ser distintos. Para una breve exposicion
de esta interpretacion heterogénea de Maddy, véase (secc. 5).
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mientos, sus implicaciones resulten automéaticamente atractivas y convincentes (Paseau
[2016]). Pero, cabe preguntarse, ;qué factores provocaron que estos filosofos se suscribie-
ran al naturalismo en primer lugar?

Paseau (2016) sugiere tres posibles motivos: i) el éxito de los estandares o métodos
de la ciencia (y la matemaética); i) el consenso sobre cuestiones dentro del dominio de la
ciencia (y la matemaética); y i) el éxito historico de la ciencia (y la matematica). Acerca
de i), el autor indica que el éxito de la ciencia (y la matematica) puede ser entendido
en términos de una amplia concepcidén compartida entre sus practicantes respecto de las
preguntas que guian sus pesquisas y del progreso disciplinario en el tratamiento de tales
preguntas. Con respecto de i), Paseau menciona que, a diferencia de la filosofia —por
ejemplo—, en la ciencia (y la matematica) por lo general existe un acuerdo bastante ex-
tendido en relacién con las cuestiones sobre sus dominios de investigacion, y que esto a
final de cuentas despierta cierta preferencia por los estandares cientificos (y matemati-
cos). Finalmente, en cuanto al éxito historico, Paseau lo vincula con el hecho de que la
autoridad habitualmente asociada con los estandares cientificos (y matematicos) proviene
de un mejor registro de seguimiento (¢rack record, en inglés) respecto de la solucion de
sus problemas o preguntas que otras areas de estudio.

Como puede adivinarse, estas razones no estdn exentas de problemas y se encuen-
tran lejos de ser totalmente claras; mucho méas de ser definitivas. Por ejemplo:?® sobre el
primer punto, uno facilmente podria elaborar contraejemplos con disciplinas exitosas en
los términos establecidos, es decir, cuyas metodologias sean altamente compartidas entre
sus practicantes y que sean progresivas —en tanto que respondan las preguntas que se

9 sobre el

plantean dentro de ella—, pero que ain asi carezcan de credibilidad alguna;?
inciso i), uno tal vez podria sefialar que el consenso alcanzado dentro de la comunidad
cientifica (o matemaética) se trata de un asunto bastante arbitrario y contingente, obtenido
muchas veces por consideraciones subjetivas y no-epistémicas, o incluso por estandares

30 uno podria objetar que, aun cuando

de caracter filosofico; por ultimo, en cuanto a i),
los estandares cientificos (y matematicos) han mostrado tener un buen registro de segui-
miento respecto de soluciones a cuestiones planteadas por la ciencia (y la matematica)
—es mas, concédase que incluso gozan de un registro mayor al que la filosofia posee en
relacion con sus propias cuestiones—, estos estandares no tienen fuerza en lo que atane a
otras esferas, especialmente los estandares cientificos (y mateméaticos) no cuentan con la
autoridad para establecer materias referentes a la filosofia de la ciencia (y a la filosofia de

la matemética).

Z8Para mas ejemplos de problemas concernientes con las motivaciones i), i) y 4ii), véase las secciones
4.3, 4.4 y 4.5, respectivamente, en Paseau (2016).

29Paseau, por ejemplo, formula el caso de una disciplina ficticia, la “gurulogia”, en la cual sus practican-
tes consideran sélo las preguntas enunciadas por cierto gurd, y como respuestas admisibles inicamente
aquellas ofrecidas por éste. (Se asume que el guri es consistente al menos.) Pensando que el gurt responde
todas las preguntas que plantea, la gurulogia seria progresiva y, en consecuencia, exitosa, pero ciertamente
no gozaria de credibilidad.

30De hecho, esta objecién se puede adaptar también sobre los otros rubros.
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A pesar de esto, y si se consideran los motivos habituales a los que aluden los partida-
rios de posturas no-naturalistas, parece que —a diferencia del filésofo primero mencionado
en la seccién pasada, por ejemplo— el naturalista al menos se encuentra mejor parado; si
bien no exactamente por su propio pie, de manera parasitaria por el pie de la ciencia (y
la matemaética). Como sea, lo anterior sélo sirve para motivar —parcial y tentativamente
si se quiere— la adopcién del naturalismo en general; mas no especificamente un natura-
lismo matematico. Esto requiere ciertas consideraciones adicionales.

Ciertamente, el naturalista ain tiene pendiente la tarea de formular argumentos mejor
acabados para resguardar su postura. De hecho —como se dijo—, extranamente se trata
de un asunto que ha sido ampliamente ignorado en la literatura y que, sin duda, merece
ser trabajado con mayor cuidado por el defensor de esta perspectiva. Por el caracter de
esta presentacion, a saber, una mera introducciéon al marco metodolégico naturalista para
el desarrollo de la reflexion posterior, no se profundizard mas sobre este tema; con todo,
un tratamiento cuidadoso de las dificultades antes senaladas y la busqueda de mejores
razones sigue vigente. Dicho esto, se suplica al lector que se deje persuadir —aunque sea
provisionalmente para los fines de este trabajo— por las motivaciones antes referidas.

La primera motivacién para mantener una postura como la del filésofo segundo ya esta
dada en la seccién pasada. Como se ha visto, la mateméatica —por una u otra razéon—3*
termind por emanciparse de la ciencia y, por consiguiente, sus practicas se consolidaron
independientemente de su aplicabilidad a los estudios empiricos. Esto llevd a reconocer sus
métodos como propios y ajenos a los de las ciencias naturales, libres de perseguir objetivos
distintos a los establecidos por estas ultimas, pero al mismo tiempo libres de justificacio-
nes proporcionadas por su uso o por factores fisicos. Una opcion seria —de modo un tanto
evocativo al filésofo primero— admitir la separacion de la practica matemaética respecto
de la cientifica y, en consecuencia, considerarse autorizado para aproximarse a aquélla
desde un enfoque totalmente distinto al naturalista; incluso quizéa insistiendo que éste se
trata de un enfoque caracteristico de las ciencias naturales. Alguien con esta perspectiva
probablemente intentaria justificar los métodos y dirigir los objetivos de la matemaética
con base en consideraciones externas. Por ejemplo: este personaje podria —a la Quine—
proponer el estudio de la matematica a la luz de diversas disciplinas cientificas (e. g., psi-
cologia, sociologia, antropologia, lingiiistica, neurociencia), o bien adoptar previamente
una postura filosofica y guiar la investigacion mateméatica a partir de ella.?? Mientras que,
en principio, aproximaciones de este estilo podrian no ser malas necesariamente, una mi-
rada minuciosa podria revelar en ellas ciertos inconvenientes. Por otro lado, alguien mas
comprometido con continuar una metodologia semejante a la del naturalista, pero que
al mismo tiempo respete la autonomia de las practicas matemaéaticas, parece que se veria
naturalmente inclinado a adaptar o trasladar la misma idea al Ambito de la matematica:
si el pardmetro del conocimiento, los métodos y los objetos del mundo estan dados por la

31Véase los incisos a)-c) de la seccién anterior.
32Entre los simpatizantes de este modo de proceder, puede mencionarse a Godel y Feferman (véase
Gutiérrez, 2015, cap. III).
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practica cientifica, y la practica matematica ahora se ha revelado independiente de esta
ultima; entonces el parametro del conocimiento y los métodos matematicos, asi como sus
objetos abstractos, podrian determinarse a partir de la practica matemaética. (De nuevo,
esto no se espera que sea un argumento decisivo para sostener el naturalismo matematico,
es suficiente con despertar una cierta motivacion para suscribirse a este programa.)

Ahora bien, una segunda motivacion puede ofrecerse a partir de los inconvenientes que
presentan alternativas del tipo “filosofia primera” adelantados lineas arriba. Como apunta
Gutiérrez (2015), hay varias razones que podrian sugerir la adopcion de la metodolo-
gia matemético-naturalista por encima de aquélla del filésofo primero. En primer lugar,
la preferencia por alguna determinada postura filosofica o alguna disciplina cientifica en
especial (o conjunto de disciplinas) para elaborar el andlisis de la practica matematica,
parece ciertamente arbitraria. En el primer caso, la eleccién por una u otra posicion filo-
sofica parece atender a razones puramente subjetivas, quiza dependientes de la tradicion
en que se educo el individuo que la sostiene; estos motivos muchas veces apelan a intuicio-
nes muy particulares que tienen poco o nada que ver con la matemaética, sus métodos de
prueba u objetivos. En el segundo caso, la cosa en realidad no es muy diferente y parece
que sencillamente se ha cambiado de punto de partida: “[s|e ha cambiado una postura filo-
sofica por una postura cientifica, pero de nuevo no hay una justificaciéon sobre la eleccion
hecha” (Gutiérrez, [2015, p. 124]). Una vez maés el fallo por qué disciplina o disciplinas
cientificas considerar para el estudio de la matematica se ha realizado de modo previo y
aparentemente sin un interés genuino por recuperar los rasgos constitutivos de la practica
matematica. Con todo —contintia Gutiérrez—, alguien podria replicar que mudarse de
una perspectiva filosofica a una cientifica si implica una ganancia, pues esta tltima se
encuentra mejor justificada en tanto que se apoya sobre una tradicion mejor establecida
y confirmada por la evidencia y sus métodos. Atn asi,

[cJuando un fendémeno es adoptado como objeto de estudio de una disciplina cientifica
(o de varias), se asume implicita o explicitamente que las metodologias de esta(s)
disciplina(s) son adecuadas para estudiarlo, incluso en algunos casos se asume que
dichas metodologias agotan su estudio (estudian todos sus aspectos relevantes). Pero
que una cierta metodologfa sea adecuada o no para estudiar un fenémeno no es
algo que se decida a priori, en la mayoria de los casos requiere largos periodos de
observacion y andlisis previo (guiado por principios pretedricos muy generales). Si
elegimos de manera previa una disciplina cientifica para realizar el estudio de la
practica matemética, jcudl es el garante de que sus metodologias son adecuadas
para el estudio de la practica matematica? En mi opinién, no hay ningan garante y
la decision es arbitraria. (Gutiérrez, 2015, p. 125)

De esta forma, en ambos casos la estrategia ha consistido en apelar a consideraciones de
caracter externo para llevar a cabo el analisis de la matematica; sin embargo, el paso por
uno u otro camino se ha visto entorpecido tanto por la falta de justificaciones para su
adopcion anticipada como por su incapacidad para recuperar cabalmente la practica en

cuestion. En efecto, estas perspectivas usualmente suelen forzar el quehacer matemaético
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de acuerdo con sus politicas y mostrar un desconocimiento sobre su particularidad, de
modo que muchos aspectos importantes pasan desapercibidos al momento de la reflexion
filosofica; en consecuencia, no abarcan el objeto que pretenden estudiar a plenitud. En
cambio, el naturalismo matemaético si promete hacerlo. Asi pues, la predileccion por la
metodologia matematico-naturalista adicionalmente puede promoverse en virtud de su
condicion libre de prejuicios y de su aptitud para rescatar una serie de aspectos relevantes
dentro de la practica matematica e incluirlos dentro de su anélisis filosofico.

Para terminar esta seccion, cabe mencionar una ultima motivaciéon para suscribirse
al programa naturalista de Maddy, esta es: el enfoque matematico-naturalista impulsa la
unificacion entre dos areas de investigacion, la matematica y la filosofia. En otras pala-
bras, la metodologia del filésofo segundo, al apostar por el examen previo de la practica
matemética para realizar sus reflexiones filosoficas, abre un puente de comunicaciéon en-
tre una y otra area. Como se vio hace unos momentos, este modo de proceder pretende
recuperar lo mejor posible los aspectos mas significativos del quehacer matemético para
incorporarlos dentro del anélisis filosofico. Esto a la larga motiva la reunion y la colabo-
racion entre el matemaético y el filésofo, pues pretende darle tratamiento a cuestiones que
no resultan atractivas o relevantes inicamente al filésofo, sino también al matemaético.

Baste lo anterior para motivar la adopcion del marco metodolégico del naturalismo
matematico. No obstante, el preAmbulo de este trabajo no estaria completo sin antes men-
cionar cuél es el interés por consagrar este estudio especificamente a la teoria de conjuntos.
El siguiente apartado, pues, se encargaré de desplegar algunas razones para perseguir el

analisis de esta disciplina matemaética.

1.2.1. Naturalmente, la teoria de conjuntos

Retomese la caricatura que Maddy ha dibujado en torno de la separacion de la matematica
y la ciencia y, por consiguiente, alrededor del surgimiento de la matemética pura. Asi pues
—como el lector recordarda—, una vez liberada la matemaética de su captora, la ciencia, los
matemaéticos cayeron en cuenta de que sus resultados, métodos de demostracion y objetos
de estudio se encontraban apoyados en gran medida, o bien sobre intuiciones vagas, o bien
sobre justificaciones de caracter empirico (ofrecidas por las ciencias naturales). De pronto,
pues, nacié la necesidad por apoyar sus practicas sobre otro suelo y, en particular, por
establecer sus métodos de manera clara y con la mayor precision posible. La herramienta
principal para conseguir este proposito fue el método axiomdtico. Las ventajas del método
axiomatico son bien conocidas, entre otras cosas, permite colocar de manera puntual los
supuestos sobre los que descansan las diferentes teorias matematicas; asimismo, permite
examinar con claridad las consecuencias que se siguen de tales supuestos e identificar si a

partir de ellos se deriva alguna contradiccion.?3

33Por el momento no se profundizara sobre el método axiomatico. Esto se dejard para mas adelante
cuando Hilbert y una versiéon temprana de su programa tomen parte en esta historia (véase la seccion
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Por fin, es en este momento que la teoria de conjuntos hace su tan esperada aparicion.
Mientras se daban a la tarea de describir axioméaticamente las diferentes estructuras con
que trabajan, los matematicos se percataron en algin punto que las teorias de tales es-
tructuras podian ser modeladas mediante ciertos constructos abstractos: los conjuntos.

Originalmente, la teoria de conjuntos surgi6 de manera no-axiomatica y estuvo mo-
tivada totalmente por una concepcién intuitiva, y no del todo precisa, de conjunto: una
coleccion bien determinada por los objetos que la constituyen.?* Sin embargo, el descubri-
miento de ciertos resultados paradéjicos dentro de esta prematura teorfa de conjuntos®
impuls6 un tratamiento que gozara —como las otras teorfas matemaéaticas— de los “be-
neficios rigurosos de la axiomatizacion” (Maddy, [2011, p. 33]) y que hiciera frente a las
antinomias. Como consecuencia, tras un considerable periodo de desarrollo, la teoria de
conjuntos terminé por consolidarse mediante lo que actualmente se conoce como el siste-
ma aziomdtico de Zermelo-Fraenkel mds azioma de eleccion (ZFC).3

A partir de entonces, la teoria de conjuntos se ha caracterizado por su calidad como
fundamento®” para la matematica clasica. Esto ha llegado a tal grado que, por ejemplo,
para muchos matematicos determinar la existencia de una estructura u objeto matema-
tico significa encontrarle un representante conjuntista, o establecer algtin resultado en
algin area de la matemaética equivale a derivarlo como teorema a partir de los axiomas

tedrico-conjuntistas.

De esta forma, la teoria de conjuntos nos confiere una sola herramienta que puede

2.1.3).

34Unas de las primeras caracterizaciones de la nocién de conjunto son aquéllas famosamente ofrecidas
por Cantor (1932): “una coleccion [. .. ] en un todo de objetos definidos y bien-distinguidos [. . .] de nuestra
intuicion o pensamiento” (p. 282), “muchos, que pueden considerarse como uno, i. e., una totalidad de
elementos definidos que pueden combinarse en un todo mediante una ley” (p. 204).

35En la seccién 2.1.3 se abordara esto con méas detenimiento.

36La “C” hace alusién al axioma de eleccion (choice, en inglés).

37La concepcién de “fundamento” no es unanime entre los filosofos de la matematica ni probablemente
entre los matematicos. Gutiérrez (2015), por ejemplo, reconoce al menos dos maneras de interpretar el
término. Fundamentar (o justificar) una teoria —dice— puede significar reducir sus objetos y las rela-
ciones entre ellos a los de otra teoria que se considera no necesita ser fundamentada; la otra alternativa
consiste en entender el término como la reconstruccion de los objetos de una teoria (y sus relaciones)
mediante los objetos de otra teoria que se considera mejor justificada (véase Gutiérrez [2015, p. XV, nota
2]).

Por su parte, autores como Tsementzis y Halvorson (2018) consideran que la nocién de fundamento
en matematicas consiste en una “logica central” (e. g., la logica clasica de orden uno) que expresa una
“teoria” (e. g., los axiomas de ZFC con ayuda del simbolo de relaciéon €), la cual describe un “universo de
objetos béasicos” (e. g., la jerarquia acumulativa de los conjuntos bien-fundados); de tal suerte que sobre
esto puede apoyarse una “filosofia del analisis 16gico” (el nombre russelliano para “filosofia analitica”) y
asi reconocer su uso en la clarificacion y el abordaje de problemas filoséficos.

Otras interpretaciones del término “fundamento”, incluyen —por decir algo— las ofrecidas por Lady-
man y Presnel (2016), quienes en su anélisis pretenden identificar varios sentidos del término y extender
criterios de caracterizaciéon sin comprometerse con que éstos sean definitivos. Uno de estos sentidos senci-
llamente refiere a ser un lenguaje unificador y un marco conceptual. Otro sentido considera al anterior y
le anade definiciones para entidades matematicas en los simbolos del lenguaje. Por tltimo, el otro sentido
que mencionan estos autores va mas alla del lenguaje e involucra ofrecer un terreno de ideas preteoricas
y respuestas a preguntas de caracter seméantico, metafisico, epistemolédgico y metodologico; ademés, este
sentido debe ser “auténom”, o sea, no estar apoyado sobre otro sistema fundacional.
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dar un significado explicito a cuestiones de existencia y de coherencia; que puede

hacer precisos conceptos y estructuras previamente poco claros; que puede identificar

perfectamente supuestos generales fundamentales que juegan con varios aspectos

diferentes en diferentes campos; que puede facilitar interconexiones entre diversas

ramas de la matemaética todas ya representadas uniformemente; que puede formular

y responder preguntas de demostrabilidad y refutabilidad; que puede abrir la puerta

a nuevas hipoétesis fuertes para sentar viejas preguntas abiertas; y deméas. En este

sentido filos6ficamente modesto, pero matematicamente rico, la teoria de conjuntos

puede decirse fundamentar la matemética pura contemporanea. (Maddy, 2011, 34)
Personalmente, creo que esto por si solo ya resulta un excelente motivo para perseguir
el andlisis de la teoria de conjuntos; pero, por si acaso esto fuera poco, considérese lo
siguiente. La teoria de conjuntos —como se espera hacer patente en el transcurso del
siguiente capitulo— por su naturaleza abstracta, desarrollo histérico y objetivos, como se
acaba de adelantar, ha adquirido un lugar privilegiado al fondo del resto de las teorias
matematicas clasicas; la practica de esta teoria, por su calidad de fundamento, de alguna
manera refleja parte de los intereses y objetivos de la practica de la matemética clasica
pura (e. g., claridad conceptual, precision de estructuras, unificacion de areas, consisten-
cia de teorias). En algin sentido, pues, la practica tedrico-conjuntista —como una suerte
de modelo a escala— representa parte de la practica matematica general. De este modo,
analizar las practicas de la teoria de conjuntos con la meta de determinar con cierta clari-
dad sus componentes metodolégicos, ontologicos y epistemologicos parece ciertamente un
ejercicio valioso, en tanto que podria contribuir al esclarecimiento de cuestiones filosoficas
pertinentes para la practica matematica general. Dicho de otra forma, por el caracter pe-
culiar de la teorfa de conjuntos, responder preguntas del tipo “;cudl es la metodologia de
la teorfa de conjuntos y por qué?”, “;cudl es el objeto de estudio de la teoria de conjuntos?”
y “;como es que se sabe o se amplia el conocimiento sobre los conjuntos?” podria arrojar
luz sobre preguntas mas generales en filosofia de las mateméticas, como son: ;cuédles son
los métodos de la matematica?, jcuéles son sus objetos de estudio?, ;como se adquiere el
conocimiento en matematicas?

Por lo tanto, preguntas como las que se presentaron en la introducciéon son las que,
si bien de manera indirecta, se esperan responder en ultima instancia. Asi, la teoria de
conjuntos se propone aqui como un vehiculo hacia la consecucion de este proposito.

Con esto, se espera que el interés por estudiar la teoria de conjuntos se haya hecho
patente. En el siguiente capitulo se dara inicio propiamente al andlisis que compete a este
trabajo. Como se ha insistido una y otra vez, para realizar un anélisis de la teoria de
conjuntos desde el marco metodologico del naturalismo matematico, ante todo, es menes-
ter efectuar un andlisis de la practica de esta teorfa. Esto es lo que se espera conseguir
a continuacion mediante el examen de ciertos episodios historicos y representativos de la
teoria de conjuntos. A partir de esto, se intentaran identificar, en un primer momento, los

métodos de la teoria de conjuntos, o sea, las directrices que podrian sugerir al teérico de
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conjuntos el modo de llevar a cabo su empresa; pues recuérdese —como se dijo anterior-

mente— que “normas de confirmacién y construccion teorica frecuentemente surgen en la

practica’.
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Capitulo 2
Una breve historia de los conjuntos

No es dificil encontrar dentro de la literatura sobre filosofia de la matemética la afir-
macion de que la teoria de conjuntos es suficiente para proporcionar un “fundamento”®
para practicamente toda la matemaética clasica. Este hecho tan notable normalmente se
ha asociado con la idea de que cada objeto o estructura matematica puede representarse
mediante un sustituto conjuntista y de que sus propiedades pueden ser descritas mediante
el lenguaje de dicha teoria; a su vez, esto se encuentra relacionado con el hecho de que
cualquier enunciado matemaético puede ser formalizado en este lenguaje y de que cual-
quier teorema matematico clasico puede derivarse a partir de los axiomas conjuntistas y
un célculo deductivo adecuado® (e. g., el presentado por Enderton [2004] o Mendelson
[1997| para lenguajes de orden uno o como el trabajado por Shapiro [2003| para lenguajes
de orden dos, por mencionar algunos). Lo anterior ha permitido, entre otras cosas, for-
mular con uniformidad y precision matematica cuestiones acerca de entidades abstractas
o sobre la demostrabilidad de alguna conjetura o hipotesis.’® En pocas palabras, la teo-
ria de conjuntos tradicionalmente ha servido como marco general para la justificacion y
sistematizacion del estudio matemaéatico de la mateméatica misma, esto es, la metamate-
mdatica (& la Hilbert). Por tltimo, pero no menos importante, la teoria de conjuntos ha
suministrado un terreno comun para las diferentes disciplinas matematicas, de manera
que ha posibilitado su interacciéon y facilitado la resoluciéon de sus problemas al permitir

el traslado seguro de diversos recursos metodologicos y resultados entre ellas.!

38Vease la nota 37.

39 Aqui “calculo deductivo adecuado” puede entenderse como completo o correcto, o ambos (si es que
ciertas condiciones del lenguaje y reglas de inferencia se satisfacen).

40Kl hecho de que en este lenguaje se pueda formalizar cualquier enunciado matematico tendra rele-
vancia filosofica cuando se presente el axioma de solubilidad en el marco del programa de Hilbert, grosso
modo, este hecho nos permitird establecer un criterio objetivo para determinar si un problema matematico
estd bien planteado.

4INo es la tinica disciplina que ha trabajado sobre esto. La teoria de categorias también ha tenido
una funcién similar en afios recientes. Pero no se profundizara sobre esto, pues no es el objetivo de este
trabajo.
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No obstante, para conseguir semejantes logros, v colocarse en este lugar privilegiado
por encima de otras disciplinas matematicas, la teorfa de conjuntos tuvo que superar
una serie de obstaculos y atravesar un largo proceso de refinamiento: desde paradojas y
modificaciones en su axiomatizacién hasta controversias en torno de sus principios y las
practicas matematicas que reflejaba. Este capitulo, pues, consistird en la presentaciéon de
una serie de episodios historicos representativos alrededor del surgimiento axiomatico de
la teoria de conjuntos y de su desarrollo durante los primeros treinta anos del siglo pasado
(aproximadamente). Sorprendentemente, el proposito de esto no es aburrir al lector con
la repeticion de una historia que ya ha sido contada en numerables ocasiones por autores
muchisimo més competentes (e. g., Ferreiros [2008], Ebbinghaus [2007]), sino identificar
algunas de las motivaciones, ideas, objetivos y, ;por qué no?, prejuicios mas caracteris-
ticos detras de la consolidacién de la practica de esta disciplina. Esto justamente es lo
que al final permitirda —en el siguiente capitulo— dar cuenta de los métodos al fondo
de la practica tedrico-conjuntista de esta época. Cabe recordar que, como ya se dijo en
el capitulo anterior, esto se realizara con el objetivo de hacer un anélisis de la teoria de
conjuntos desde la metodologia del naturalismo matemaético.

Aunque un analisis de la teoria de conjuntos desde la metodologia de la filosofia segun-
da ya ha sido elaborado por Maddy (1988a; 1988b; 2011), personalmente, me parece que
la autora omite dentro de su examen ciertos acontecimientos significativos en la historia
de los conjuntos*? y que, probablemente, merezcan ser recuperados para comprender la
metodologia que segufan los tedricos de conjuntos de la época.?® Como consecuencia, cier-
tos factores metodoldgicos de esta practica matemética luciran distintos a los propuestos
por Maddy; a la larga, esto arrojar& una version alternativa de los rasgos epistemologicos
y ontologicos que constituyen buena parte de esta disciplina.**

Cabe apuntar que lo de arriba no pretende insinuar que el analisis en este trabajo
sea completo o capture la practica del tedrico de los conjuntos a cabalidad. En realidad,
dicho examen se encuentra inserto dentro de una de las varias posibles tradiciones de
la investigacion tedrico-conjuntista; asimismo, un analisis completo requeriria agotar los
aspectos de la practica sugeridos por la historia de la disciplina hasta la actualidad (y no
s6lo hasta los anos treinta del siglo pasado). Si bien realizar un trabajo de esta naturaleza
seria extremadamente valioso, esto excederia la extension y las caracteristicas que una

tesis de maestria exige.

42En particular, la disputa en torno de la nocién de “definitud” presente en la primera versién del
axioma de separacion, no ha sido trabajada a profundidad por la autora

43Se recuerda al lector no confundir la metodologia matemético-naturalista con la metodologia de la
teoria de conjuntos. La primera, grosso modo, se refiere a las estrategias o los métodos de aproximacion
al analisis de una cierta disciplina desde un punto de vista filoséfico; la segunda, al conjunto de métodos
o directrices que guian la practica del teédrico de los conjuntos.

44Probablemente esto se deba, como la misma Maddy insinta, a que ella se centrd en el analisis de las
précticas de los tedricos de conjuntos integrados al grupo CABAL.
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2.1. Hacia la primera axiomatizacién de la teoria de

conjuntos

Para comprender los motivos y la necesidad de empotrar la teoria de conjuntos dentro del
método axiomético, resulta pertinente, en primer lugar, tener cierta nocién del panorama
historico en que se envolvian las investigaciones matemaéticas de la época. Ante todo,
es conveniente revisar —si bien de manera superficial— el contexto matematico de la
segunda mitad del s. XIX, asi como la actitud de los matematicos y filésofos frente a la
logica. Por supuesto, la historia sobre el nacimiento de la teoria de conjuntos, el progreso
de la matemética moderna y la l6gica simbdlica no es tan sencilla para ser contada en unas
cuantas lineas; una exposiciéon detallada requeriria méas espacio del que aqui se dispone
y desviaria la atencién del momento historico que principalmente se pretende analizar
dentro del presente capitulo; a saber, el periodo del desarrollo axiomatico de la teoria
impulsado mayormente por Zermelo. Con todo, hay algunos aspectos relativos a la etapa
temprana de la teoria que merecen ser traidos a colacion en este lugar, ya que, en menor
o mayor grado, estaran presentes durante el curso de los acontecimientos. Estos aspectos
se encuentran en intima relaciéon con cuestiones del tipo: jcémo llegaron los matematicos
del s. XIX a la nociéon de conjunto?, ;cémo se convencieron de que les ofreceria una base
y un lenguaje adecuados para sus disciplinas?, ;co6mo un matemaéatico como Cantor se
convenci6 de la importancia de desarrollar una teoria de los conjuntos? (Ferreiros, 2007,
p. xxviii; 1996, p. 6)

La intenciéon de las siguientes secciones, entre otras cosas, serd sentar llanamente los
precedentes del surgimiento de las paradojas y del programa de Hilbert (en sus inicios)
que, como se vera méas adelante, seran esenciales para la promociéon de la axiomatizacion
de la teoria en cuestion. Dicho esto, a continuacién, se presentara el episodio piloto de

esta historia: la inclusién de métodos no-constructivos dentro de la practica matemaética.

2.1.1. La introduccion de la metodologia no-constructiva en ma-

tematicas

Si bien la disputa entre partidarios de la matemaética constructiva y no-constructiva fre-
cuentemente se asocia con la “crisis en los fundamentos” declarada por Hermann Weyl a
inicios de los anos veinte del siglo pasado, en realidad, los origenes de la discusién pueden
rastrearse mucho antes —maés precisamente, hacia la segunda mitad siglo XIX (o incluso
antes; véase Ferreiros [2010])—. Més alla de un interés puramente historico, el analisis de
esta disputa puede ser motivado, entre otras cosas, por su relevancia dentro del desarrollo
filosofico y metodologico de las disciplinas matematicas a lo largo del siglo XX. Cierta-
mente, entre las diversas disciplinas, la teoria de conjuntos jugd un papel protagénico en
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gran parte de estas discusiones y padeci6 el progreso de la practica mateméatica en carne
propia. Ahora bien, como ya se adelant6, la controversia entre uno y otro estilo en el
quehacer matematico antecedié al mencionado protagonismo de la teoria de conjuntos.
En este apartado justamente se abordard de manera breve ese momento previo.

Durante la segunda mitad del s. XIX, en Alemania, la lucha por la supremacia en la
investigacion matematica se daba especialmente entre dos universidades: la Universidad
de Gotinga y la Universidad de Berlin. Aun cuando a cada una estaban afiliados perso-
najes con perspectivas muy variadas, puede reconocerse la presencia de dos tradiciones®
principales, cada una de ellas asociada con una y otra institucion.

Considérese, en primer lugar, el caso de Gotinga,*® la tradicion que —cabe adelantar-
se— tendria el mayor impacto sobre el desarrollo tedrico-conjuntista. A lo largo del siglo
XIX, el rechazo de la concepciéon kantiana de la matematica —como la construccion a
priori de conceptos dados en la intuicion—*" fue adquiriendo cada vez mas fuerza. Grosso
modo, las razones detras de esta tendencia tenian que ver con la incapacidad y obsoles-
cencia de las nociones espacio-temporales (provenientes del mundo fisico) para sostener o
fundamentar algunas de las herramientas matematicas que se habian desarrollado durante
el siglo previo y que se habian mostrado cientificamente ttiles. El tratamiento tradicional
de la geometria y del calculo, en un inicio, parecian adaptarse naturalmente a justificacio-
nes de esta indole; pero una mirada mas concienzuda —especialmente sobre este tltimo—
develaba dificultades y oscuridades conceptuales dentro de los supuestos bajo las defini-
ciones basicas de estas disciplinas. El ejemplo paradigmatico de lo anterior es justamente
el del calculo, donde nociones como la de “limite”, “continuidad” o “nimeros infinitesi-

males”48

resultaban vagas y probleméaticas —por ejemplo, algunas versiones requerian la
nocion de infinito en acto—, y, por tanto, necesitaban ser esclarecidas y establecidas de
manera precisa. Esto al final promovié la bisqueda por una justificacion o fundamento
satisfactorio del calculo; entre estos esfuerzos, fue que aparecieron propuestas como la
aritmetizacion del cdlculo, 1a cual pretendia eliminar el infinito mediante una reduccion a
la teoria de ntimeros. Este proyecto, iniciado probablemente por Joseph-Louis Lagrange,
serfa, desarrollado por personajes posteriores como Augustin-Louis Cauchy, Karl Wiers-

trass y Bernard Bolzano.*® En particular, este altimo fue de suma importancia para lo

45Por “tradicién matematica” entiéndase una tendencia particular hacia la investigacién matematica
entre individuos de una comunidad que comparten elementos conceptuales, preferencias por ciertas nocio-
nes matematicas bésicas, juicios respecto de problemas significativos a tratar, perspectivas metodolédgicas
que afectan su aproximacion a la matemaética, etcétera (Ferreirds, 2007, p. XXIIT).

46La siguiente no pretende ser una descripcién muy precisa.

4TRecuérdese que para Kant (2009) el conocimiento est conformado por las formas a priori propor-
cionadas por las capacidades cognitivas del sujeto: las intuiciones puras de la sensibilidad, que aportan
las formas del espacio y del tiempo al conocimiento de los objetos del mundo; y los conceptos puros del
entendimiento, que proporcionan las formas que estructuran el conocimiento de los objetos del mundo.

48Dicho burdamente, ntimeros que, respecto de las operaciones aritméticas, se comportaban en ocasiones
como ndmeros mayores que cero; pero, en otras, como el cero.

49Como se vera en unos instantes mas, este proyecto de eliminacién del infinito aunado a la preeminencia
de procesos constructivos seria central para desarrollos decimonoénicos durante la segunda mitad del s.
XIX, impulsados principalmente por la escuela de Berlin.
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que después se conoceria como el programa de rigorizacion del cilculo. Como senala Coffa
(1991):

La palabra “rigor”, usada normalmente por mateméticos e historiadores para descri-
bir el propésito y el logro de los mayores proyectos fundacionistas del siglo XIX, es
ambigua; es a la vez una nocién seméntica y epistemologica. La busqueda de rigor
podria ser, y frecuentemente fue, una bisqueda de certeza, de un “ Grund” inamovi-
ble. Pero fue también la busqueda de una clara explicacién de las nociones bésicas
de una disciplina (una reduccion "ideologica”|...|). (p. 54)

En este trabajo no se profundizard mucho maéas sobre el tema de la fundamentacion del
analisis ni la relevancia de Bolzano en todo esto,”® lo que aqui se intenta destacar es la
creciente inclinaciéon de matematicos como éste por desprender sus conceptos de nociones
como la de movimiento, o de naturaleza geométrica y temporal.>® Dicho de otro modo,
“l[uln proposito no menos importante fue la clarificacion de lo que se decia” (Coffa, [1991,
p. 54]), para esto era necesario purificar los conceptos de nociones “dindmicas” y espacio-
temporales y, en cambio, convertirlos en nociones que apelaran solamente a principios
basicos de los ntimeros y las funciones (o a la 16gica).’? Sin embargo, algunos elementos
de la disciplina se rehusaban a separarse de elementos de caracter infinitario, y “|ajlgunos
[matemaéticos| consideraron que no se podia ofrecer una justificacion solida del analisis
si no se ofrecia también una clarificacion de la nocion de infinito” (Gutiérrez, [2015, p.
XVII]). La teoria de conjuntos eventualmente surgiria, en parte, como una respuesta a
esta bisqueda por la precision, clarificaciéon y generalizacion de conceptos relacionados
con el infinito. Pero no se vaya tan rapido. Regrésese al punto al que se pretendia llegar
con todo esto.

El creciente rechazo de la doctrina kantiana dentro de la mateméatica,”® despert6 una
propension por la abstraccion como parte del analisis matematico, propensiéon que al-
canzaria su méaxima expresion a manos de los mateméaticos de Gotinga: Peter Gustav
Dirichlet, Bernhard Riemann y Richard Dedekind.>*

50El lector interesado puede dirigirse al texto de Coffa (1991), principalmente al cap. 2.

51Por ejemplo, Bolzano se dio a la tarea de caracterizar primero una nocién de “continuidad” que no
incluyera elementos geométricos ni dindmicos.

52Un ejemplo de esto es la definicién de continuidad ofrecida por Bolzano:

la expresion que una funcion f(z) varia de acuerdo a la ley de continuidad para todos los valores de x dentro
o fuera de ciertos limites significa solo esto: si z es alguno de tales valores, la diferencia f(z + w) — f(z)
puede ser hecha mas pequena que cualquier cantidad dada con tal de que w pueda ser tomada tan pequena
como queramos (Bolzano [1817, pp. 427-8] en Coffa [1991, p. 56])

53E] abandono de la intuicién pura como parte de la matemaética y la preservacién de su caracter a
priori, “‘es considerar la mateméatica como un desarrollo teérico basado tnicamente sobre los conceptos
del entendimiento” (Ferreirds, [2007, p. 16]). Es decir, lo que podria considerarse uno de los antecedentes
del logicismo.

54Como se mencionard mas adelante, Gauss también era partidario de este estilo abstracto y, de hecho,
puede considerarse un precursor de esta tradicién. No obstante, Gauss no coincidiria totalmente con ellos
sobre ciertas cuestiones (e. g., no consentiria algo como el infinito actual). Cabe sefialar, que Gauss ensefid
en Gotinga durante la primera mitad del s. XIX, pero durante ese periodo se dedicd principalmente
a impartir clases de astronomia hasta su muerte en 1855. De hecho, al fallecer fue que Dirichlet fue
convocado por la Universidad de Gotinga.
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La predileccion por la abstraccion seria promovida principalmente tras la llegada de
Dirichlet a Gotinga, cuya perspectiva singular ejerceria una enorme influencia sobre los
—en ese entonces— jovenes estudiantes Riemann y Dedekind. Esta perspectiva se iria

depurando gradualmente y terminaria por caracterizarse por los siguientes rasgos:

i) la aceptacion de la nocion de una funcion “arbitraria” propuesta por Dirichlet;
i1) una total aceptacion por los conjuntos infinitos y el infinito superior;

#i1) una preferencia por “poner pensamientos en lugar de céalculos” (Dirichlet), y
por concentrarse sobre “estructuras” caracterizadas axioméaticamente; y

v) una confianza sobre los métodos de prueba “puramente existenciales”. (Ferrei-
ros, 2010, p. 1)

Quiza no esté de méas hacer un breve comentario sobre estos puntos antes de pasar al caso
de la “tradicion de Berlin”.%?

Como menciona Ferreiros (2007), los matematicos afiliados a la tradicién de Gotin-
ga intentaban colocar constantemente las teorias matematicas dentro de un marco mas
general que evitara la dependencia a las “formas de representaciéon”® para establecer de-
finiciones y que, en su lugar, optara por nociones abstractas para hacer el trabajo; que
estableciera objetos basicos, y que incluyera la definicion de sus propiedades internas o es-
tructurales desde un inicio (i. e., de un concepto fundamental). La razon principal detras
de su inclinacion por este modo peculiar de proceder era su generalidad y su carencia de
arbitrariedad (Ferreiros, [2007, p. 31]). Cada uno de los puntos de arriba, pues, pretende
capturar los diferentes aspectos expresados por estas lineas. Estos aspectos son los que
constituyen los llamados métodos no-constructivos.

El punto %) precisamente hace referencia a esta preferencia por las nociones abstractas
y a este abandono de las formas de representacion para el caso particular de las funciones:
“|Dirichlet| propuso tomar una funcién como cualquier correlacion definida abstractamen-
te, tal vez arbitraria, entre valores numeéricos” (Ferreir6s, 2007, p. 27); independiente de
alguna expresion analitica que la represente. Esta nociéon abstracta de funcion es la que
estd de fondo a la definicién que Riemann ofreceria de una integral, y la que Dedekind
perfeccionaria anos mas tarde mediante la nocion de “mapeo”.

Respecto de ii), se puede decir que estos matematicos estaban conscientes de la exis-
tencia de una cantidad infinita de objetos matematicos, pues eran parte de los objetos
con los que trabajaban en su dia a dia y encontraban ademés enormes ventajas al poder
considerarlos como agrupados en una sola coleccion, en un conjunto. Si bien en un prin-

cipio hubo una resistencia por considerar que se podia tener el infinito en acto, y por ello

%Para una exposiciéon mas detallada de esta tradicion, véase Ferreirés (2007, pp. 24-31).

6Las “formas de representacion” se refieren a las diferentes expresiones posibles (e. g., férmulas) para
representar objetos matematicos; por ejemplo: expresiones analiticas, funciones analiticas, secuencias,
series, ecuaciones algebraicas. Estas formas de representacion incluyen un algoritmo para computar o
calcular el objeto con que se esta trabajando.
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se optaba por sostener que el infinito s6lo existia en potencia, la misma practica mate-
mética y las necesidades inherentes en las pruebas fueron lo que los llevaron a aceptar la
existencia de estos conjuntos infinitos como existentes en acto.””

En cuanto al inciso i), éste se encuentra en intima relacion con el primero. La idea
detras de “poner pensamientos en lugar de célculos” es minimizar el papel que juegan
el tratamiento algoritmico y los célculos; o sea, dejarlos de tomar como parte esencial
de las demostraciones matematicas. Dicho de otro modo, esta célebre frase se trata de
“una defensa explicita de la postura respecto de que las teorias matematicas no deben
estar basadas sobre formulas y célculos —ellas [las teorias| deben siempre estar basadas
sobre conceptos generales claramente formulados, con las expresiones analiticas o medios
de calculo relegados al desarrollo posterior de la teoria—" (Ferreiros, 2010, p. 2). El es-
tudio de estructuras se relaciona con el punto ii) en tanto que muchas de las estructuras
matematicas de interés eran estructuras con dominios infinitos (e. g., la estructura de los
naturales y la estructura de los reales).

Por ultimo, solamente resta hablar sobre iv).® Llanamente, la idea detris de los méto-
dos de prueba “puramente existenciales” —como su nombre sugiere— consiste en asumir
la existencia de ciertos objetos abstractos, por lo general conjuntos, con el propoésito de
demostrar algin teorema a partir de ellos. En otras palabras, el método consiste en esta-
blecer previamente algtin supuesto que postule la existencia de cierta entidad matematica
y, tras un proceso inferencial (respaldado por alguna logica), concluir una determinada
proposiciéon matematica. Estos métodos de prueba provocaron mucha controversia en su
momento (y de hecho atn lo hacen), justamente porque, para deducir un determinado
teorema, establecian la existencia de un objeto sin mas clarificacion o justificacion; esto
es, no indicaban ni describian un procedimiento para construir el objeto mediante las
operaciones de las que su teoria disponia. Este tipo de pruebas serian fuertemente desca-
lificadas por la escuela de Berlin.

La tradicion asociada con la Universidad de Berlin, por su lado, puede describirse a
grandes rasgos como un contrapeso de la perspectiva que se acaba de presentar. Esta
tradicion, como se ha insinuado, mostraba tendencias méas constructivistas y era repre-
sentada por personajes como Ernst Kummer, Karl Wierstrass y Leopold Kronecker. Aun
cuando no seria del todo incorrecto caracterizar la perspectiva de Berlin como el rechazo
de las tesis 7)-iv) de méas arriba, vale la pena hacer un par de anotaciones adicionales.

Uno de los rasgos caracteristicos de esta tradicion era su conviccion por desarrollar la
matematica a partir de nociones puramente aritméticas. Si bien el proyecto de rigorizacion

mencionado anteriormente llevé a los matematicos de Gotinga a dirigir sus investigacio-

57Para una exposiciéon mas detallada sobre el infinito, su introducciéon e importancia dentro de los
estudios matematicos, véase Oppy (2021).

58Este rasgo quedara mas claro posteriormente en el episodio sobre el axioma de eleccién y el teorema
del buen-orden (véase la secciéon 2.1.4).
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nes por rumbos més abstractos, en Berlin este programa fue avanzado con base en las ya
mencionadas formas de representacion, los algoritmos y los célculos efectivos; por ejemplo:
para Wierstrass, la nocién de funcion era simplemente la nocion de funciéon analitica, es
decir, aquella representable por una serie de potencias localmente convergente. Por otra
parte, cabe senalar que la opinién en relaciéon con el infinito no era unédnime entre los
matematicos de Berlin: mientras Wierstrass admitia los ntimeros irracionales, pero desde
el punto de vista de las series infinitas, Kronecker tenia inclinaciones més finitistas (s6lo
estaba dispuesto a admitir —si acaso— el infinito en potencia) y rechazaba los irracio-
nales en virtud de su indefinibilidad a partir de los naturales mediante alguna expresion
analitica.®

Antes de concluir este apartado, conviene hacer una curiosa observaciéon. Georg Can-
tor, considerado por muchos como el creador de la teoria de conjuntos, asistié y recibi6
su educacion en Berlin; no obstante, era més adepto de la perspectiva abstracta asociada
con la mencionada tradicion de Gotinga. Su contacto con la investigacion de Riemann
y Dedekind, y mas que nada su correspondencia con este tltimo, ejercerian una enorme
influencia sobre el curso de sus investigaciones.®® Es precisamente en torno de estos tres

personajes que girard la siguiente seccion.

2.1.2. El surgimiento de la teoria de conjuntos

761 que se remontan al menos

Si bien existen vestigios de la nocién (intuitiva) de “conjunto
hasta los primeros siglos de la era comiin, los origenes de su version matematica mas
contemporanea probablemente se ubican en los trabajos de Dedekind y Cantor (alrededor
de 1870) o, méas estrictamente, un poco antes en las investigaciones de Riemann sobre
topologia y geometria.®? Como sefiala Ferreirés en miltiples trabajos (1996, 2007, 2020),
hay evidencia documental que pone de manifiesto la fuerte influencia que la metodologia,

perspectivas e ideas matematicas de Riemann ejercieron sobre Dedekind y Cantor y, por

59E] lector habra notado esta caracterizacion un tanto despreocupada, esto se debe a que la tradicién
que tuvo mayor impacto sobre el desarrollo de la teoria de conjuntos fue la de Gotinga. La tradicion de
Berlin se introdujo principalmente para redondear la exposicién. Para una exposicién mas detallada de
esta tradicion, véase Ferreiros (2007, pp. 31-8).

Con todo, cabe mencionar que la perspectiva constructivista también jugara un papel muy importante
en el desarrollo de la teoria de conjuntos. Como se vera mas adelante, herederos de esta tradicién, como
Skolem, realizarian aportaciones a la logica y observaciones sobre la teoria de conjuntos que afectarian
notablemente el curso de su desarrollo.

60Gy preferencia por este punto de vista provocaria una reaccién extremadamente negativa entre los
miembros de la escuela de Berlin y le valdria una dura critica por parte de Wierstrass, pero principalmente
por parte de Kronecker.

61Por comodidad, en las siguientes menciones de esta nocién se omitirdn las comillas.

62L0s estudios sobre el infinito —en particular, los realizados por Bolzano— y los avances en la geometria
habian impulsado el desarrollo de disciplinas como la topologia y la geometria proyectiva, donde elementos
como la medida y la métrica requerian ser abstraidos. Un poco més adelante se tocara el papel del infinito
en este desarrollo, asi como la influencia que tuvo el enfoque conceptual a la matemaética iniciado por
Dirichlet.
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consiguiente, sobre el desarrollo de la teoria de conjuntos durante sus primeras fases.
Concretamente, el concepto riemanniano de variedad® (manifold, en inglés)®* y el estilo
singular en su tratamiento de cuestiones sobre fundamentos de las disciplinas matematicas
—el cual tiene rasgos que inevitablemente resultan reminiscentes de las aproximaciones
tedrico-conjuntistas mas contemporaneas— revelan al primero como precursor directo
de los segundos. De hecho, en su conferencia “Sobre las hipotesis que yacen bajo los
fundamentos de la geometria”’, Riemann ya sugiere establecer la matematica sobre la base
de la nocion de conjunto o variedad:

Las nociones de magnitud solamente son posibles donde hay un concepto antecedente

general que admite diferentes formas de determinacion. Segin se dé lugar o no a

una transicién continua entre estas determinaciones, de una a otra, forman una

variedad continua o discreta; las determinaciones individuales son llamadas puntos

en el primer caso, en el tltimo caso, elementos de la variedad (Riemann [1854/1868|

en Ferreiros [2007, p. 47])
Como se puede apreciar, aqui ya se encuentra “una clara referencia a la relacion tradicional
de concepto-clase, donde la variedad resulta ser la clase o el conjunto de todas las ‘de-
terminaciones’ que caen bajo el concepto general” (Ferreiros, [2007, p. 63]). No obstante,
cabe preguntarse, ;qué motivé a este matemético a apoyarse sobre semejante nocién? La
razon de esto no es arbitraria.

A lo largo del s. XIX, no era inusual identificar la matematica como la “ciencia de
las magnitudes”.%® El problema, como puede suponerse, era determinar de manera clara
qué se entendia por “magnitud”.% El desarrollo abstracto de la matematica promovido
por Carl Friedrich Gauss —y Bolzano— durante la primera mitad de siglo, y continuado
eventualmente por Dirichlet y Riemann, puede verse llanamente como una reaccion a la
carencia de conceptos mas satisfactorios sobre los cuales fundamentar la matematica.

Recuérdese que antano existia una fuerte tendencia por decidir cuestiones de caracter
metafisico en torno de los objetos de la matematica en virtud de su aplicabilidad a siste-
mas fisicos:*" el lector probablemente habra leido alguna vez sobre antiguas y acaloradas
disputas alrededor de “sinsentidos” como, por ejemplo, el niimero cero, los ntimeros ne-
gativos y los irracionales. Pues bien, a ellas se sumaba el caso de los nimeros complejos.
Uno de los detonantes del, llamese, “giro abstracto” de la matemética fue precisamente
la necesidad de Gauss por establecer la existencia matematica de estos tltimos. (Especi-
ficamente, los requeria para estudiar residuos bicuadraticos® y para su demostracion del

63No confundir con la nocién gaussiana de variedad topolégica n-dimensional; a saber, un espacio
topoldgico tal que cada uno de sus puntos tiene una vecindad homeomorfa a una n-bola euclidiana. En
este contexto el concepto de variedad se encuentra mas cercano a la idea de coleccion.

64 Mannigfaltigkeit, en aleman.

65Véase Ferreiros (2007, cap. II secc. 1.1.1).

66Entre las definiciones méas representativas de la época, uno puede sefialar la ofrecida por Euler (1796):
“aquello que es capaz de incremento o disminucién, o aquello que puede agregarse o sustraerse a algo”
(véase, Ferreiros [2007, p. 42]).

67Recuérdese la reconstruccién en la seccién 1.1.2.

68Un residuo bicuadrdtico (mod p; donde p es un ntimero primo) es cualquier niimero conguente con
la cuarta potencia de un entero (mod p). Una relacion de congruencia es una relaciéon de equivalencia
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teorema fundamental del algebra.®®) En su defensa,

Gauss considerd la interpretacién de los niimeros complejos como puntos en un plano
como una mera ilustracion del significado mucho mas abstracto de los nimeros com-
plejos. El sostiene que algunas situaciones fisicas permiten ocupar un tipo particular
de numeros, y algunas no. Es suficiente que haya situaciones en que se produzcan
partes fraccionarias u opuestas para dotar de sentido pleno a una teoria de fraccio-
nes o de niimeros negativos. Lo mismo ocurre con los nimeros complejos, los cuales,
desde su perspectiva, sélo encuentran aplicacién cuando no estamos lidiando con
sustancias, sino con relaciones entre sustancias. (Ferreiros, [2007, pp. 43-44|)

De acuerdo con Gauss, “el matematico abstrae completamente la cualidad de los objetos
y el contenido de sus relaciones; él mismo tan solo se ocupa con contar y comparar sus
relaciones entre si” (Gauss [1963/1929, vol. 2, p. 176] en Ferreiros [2007, p. 44]). Dicho lo
anterior, no es de sorprender que Gauss en algin punto dirigiese su investigaciéon hacia la
abstraccion de las propiedades subyacentes bajo los sistemas fisicos caracteristicos de las
variedades n—dimensionales, y que invitase al estudio de varias cuestiones desde un pun-
to de vista practicamente topologico. Fue justamente dentro de estas ideas que Riemann
encontré una razon para respaldarse en su concepto de variedad.™
Por motivos de extension, no se profundizaria demasiado sobre el modo especifico en

que Riemann implement6 su novedoso concepto sobre las diferentes areas (e. g., teoria
de funciones,” geometria diferencial, topologia). En su lugar, sencillamente se insistira
que Riemann propuso la nociéon de variedad como un nuevo fundamento para la teoria
abstracta de las magnitudes, dicha nocion “explicitamente establec|ia] vinculos entre mag-
nitudes discretas y continuas, sugiriendo que la aritmética, la geometria y sus desarrollos
superiores pueden todos ser restablecidos dentro de este marco”; con esto Riemann “trans-
gredi6 los limites de la concepcién tradicional de la matemética, convirtiéndola en una
disciplina de alcance y aplicabilidad ilimitadas, en tanto que abarcaba todos los objetos
posibles” (Ferreiros, 2007, p. 65).

Conceptos cuyas determinaciones forman una variedad discreta son tan comunes

que, al menos en los lenguajes cultivados, para cualesquiera cosas que se hayan dado

siempre es posible encontrarles un concepto bajo el cual estan incluidas (por tanto,

en la teorfa de las magnitudes discretas, los matemaéticos pueden proceder sin titu-

bear a partir del postulado que ciertas cosas dadas pueden ser consideradas como

homogéneas)]. . .|

Las partes definidas de una variedad, distinguidas por una marca o por una frontera,

son llamadas quanta. Sus comparaciones con respecto de su cantidad son consegui-
das en el caso de las magnitudes discretas al contarse, en el caso de las magnitudes

E* definida sobre una estructura algebraica 2 cuyas relaciones P* y funciones f% son compatibles con
E?; es decir, si (t1,...,t,) € P* y t;E*t, para 1 < i < n, entonces (t1,...,t,) € P%; y si t;E%¢, para
1 <i<n,entonces f2(ty,...,tn)EXfA(t], ... th).

69E]1 teorema fundamental del dlgebra establece que todo polinomio de grado n, de una sola variable,
con grado mayor que cero y con coeficientes complejos tiene exactamente n raices en el campo de los
complejos.

"0 Aunque en este trabajo no se tocard, a su vez hay buena evidencia de la influencia filosofica de
Herbart sobre Riemann; véase Ferreiros (1996; 2007).

"1Otro nombre para el analisis.
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continuas al medirse. [...]

Medir consiste en la superposiciéon de magnitudes para ser comparadas; por tanto,
esto requiere medios para transportar una magnitud como el estandar para otra.”?
En la ausencia de esto, dos magnitudes pueden solamente ser comparadas cuando
una es parte de la otra; en cuyo caso también solamente podemos determinar el mas
o menos, y no el qué tanto. Las investigaciones que pueden en este caso instaurarse
sobre ellas forman una parte general de la teoria de las magnitudes, independiente
de determinaciones métricas, en las cuales las magnitudes son consideradas, no co-
mo existiendo independientemente de su posicién ni como expresables en términos
de una unidad, sino como dominios en una variedad. Tales investigaciones se han
convertido en una necesidad para varias ramas de la matematica. (Riemann, [1854,
p. 274]) en Ferreiros (2007, pp. 68-9)

De esta forma, Riemann sostiene claramente que distintos objetos pueden tomarse como
“homogéneos” siempre y cuando caigan bajo el mismo concepto (i. e., pertenecer a la
misma variedad), y que “cualesquiera objetos pueden convertirse en elementos de una
variedad, i. e., en objetos matematicos” (Ferreiros, [2007, p. 68]). Mas atin, como ilustra

el fragmento anterior,

Riemann entendia las superficies de su teoria de funciones, y las variedades de su
geometria diferencial, como basadas sobre la nocién de concepto-extension, i. e., de
clase o conjunto. Sobre esta base, él propuso una revision de la nocién clasica de
magnitud; consider6 las variedades, 4. e., las clases, como un fundamento satisfac-
torio para la aritmética, la topologia y la geometria —en pocas palabras, para la
matemdtica pura—. (Ferreiros, [2007, p. 70])

Riemann, pues, introdujo la nociéon de variedad como un recurso para clarificar los concep-
tos, las propiedades y las relaciones estudiados por las diferentes areas de la matematica,
areas cuyo progreso exigia cada vez una mayor abstracciéon y generalidad. Asi, la aproxi-
macion abstracta de Riemann contribuiria en gran medida sobre los desarrollos posteriores
que enfatizaban una diferenciacion progresiva de las caracteristicas abstractas o estructu-
rales de diferentes objetos.

La influencia de esta aproximacion seria notable particularmente en los trabajos de
Dedekind y Cantor, quienes encontrarian en ella modos interesantes de indagacion, plan-
teamiento de preguntas y desarrollo de técnicas. Por ejemplo, son los trabajos de Riemann
—como aquéllos sobre series trigonométricas— los que tendrian un impacto sobre las in-
vestigaciones de Cantor en torno del andlisis real y que, en ultima instancia, llevarian
a éste ocuparse del estudio de “conjuntos-de-puntos” (i. e., subconjuntos arbitrarios de
reales) y a definir operaciones sobre ellos que podrian ser iteradas hasta el infinito, y
todavia después; por otro lado, a partir de sus estudios sobre teoria de nimeros algebrai-
cos, Dedekind (1871) —inspirado por la nocion de variedad riemanniana— empezaria a
manejar conceptos de caracter tedrico-conjuntista, como lo muestran sus definiciones de

campo, su tratamiento de ideales, de relaciones de equivalencia y homomorfismos, entre

"2Mas adelante, Cantor parece recuperar esta idea con su teoria de cardinales transfinitos, los cuales
se convertirian en ese “estandar” para comparar en términos de tamano los diferentes infinitos.
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otros.

Aqui vale la pena detenerse un poco sobre las aportaciones de Cantor y Dedekind sobre
el estudio de los conjuntos para su posterior promocién como una disciplina matematica
autonoma. Primero, considérese rapidamente el caso cantoriano de los conjuntos-de-puntos
antes aludido.

Alrededor de 1870, las investigaciones de Cantor estaban orientadas hacia la generali-
zacion de un teorema sobre la representacion de funciones mediante series trigonométricas
(esto tiene conexion con las famosas series de Fourier);” esto finalmente lo conseguirfa
al establecer la unicidad de la representacion para cualquier serie convergente (cosa que
de hecho justificaba la introducciéon de la funciéon de Riemann para cualquier serie tri-
gonométrica convergente (Ferreiros, [2007 p. 158]). Para ello (véase la nota 70), Cantor
consideraria la posibilidad de admitir una cantidad finita e infinita de puntos excepciona-
les (o sea, puntos donde la serie no convergia al valor dado por la funcion representada) y
se percataria que la unicidad se preservaba siempre y cuando se acumularan alrededor de
un solo punto limite; no obstante, ain irfa mas lejos, y extenderia su resultado mas alla
de los puntos excepcionales y sus puntos de acumulacion. Es asi que Cantor llegaria a su
nocion de “conjunto derivado” (véase, Maddy [2011, pp. 41-2]). Para definir esta nocion,
el matematico aleman asumiria de antemano la existencia del conjunto R de reales™ y
consideraria subconjuntos arbitrarios P de éste (i. e., los ya mencionados “conjuntos-de-
puntos”); un punto limite [ de P (para P infinito) seria, pues, un niimero real tal que todos
sus vecindarios contienen puntos de P. (Notese el caracter abstracto de la definicion de
punto limite.) De esta manera, un conjunto derivado P’ de P seria definido como el con-
junto de todos los puntos limites de P (véase Ferreirds |2020, secc. 1]). Lo interesante aqui
es que la misma operacion podia ser aplicada sobre P’ (cuando P’ es infinito) y generar a
su vez un segundo conjunto derivado de todos sus puntos limite (llamese P"); este proceso
podia ser iterado progresivamente.”™ Lo relevante para los propositos de este trabajo es
que por primera vez no se consideraban los puntos de manera aislada, sino en conjunto
como una entidad de suyo, sobre la cual adicionalmente podia definirse una operacion,
la derivacion de conjuntos. De este modo, “un nuevo tipo de entidad —|el] conjunto—
fue introducido como un medio efectivo hacia una meta explicita y concreta: extender el

"Las series de Fourier se habian convertido en la herramienta matemética general para representar
funciones sobre R (Ferreiros, [2007, p. 147]). Fourier habia establecido la existencia y unicidad de represen-
taciones de funciones arbitrarias mediante series trigonométricas, en virtud de la integrabilidad de la serie
término-a-término. Heine consigui6 generalizar el resultado al demostrar la unicidad de la representacion,
bajo la condicion de la convergencia uniforme de la serie (con base en un resultado previo de Wierstrass
—que requeria la convergencia uniforme para que una serie fuese integrada término-a-término—), dentro
del intervalo de representacion, excepto en un ntimero finito de puntos. La generalizacién que Cantor pre-
tendia (y conseguiria) alcanzar estaba relacionada con este teorema de Heine. Cantor lo lograria, como
se verd en unos instantes, al admitir una cantidad finita (o infinita) de puntos excepcionales, cosa que a
la larga lo motivaria a trabajar con conjuntos-de-puntos. Véase Ferreiros (2007, pp. 157-8).

™ Aqui, por ejemplo, claramente se ve la preferencia de Cantor sefialada anteriormente por el estilo
metodolégico de la escuela de Gotinga

">Cantor demostraria que si el n—ésimo conjunto derivado de un conjunto de puntos excepcionales es
vacio (para un natural n) entonces la representacion es tinica (Maddy, [2011, 42]).
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entendimiento de las representaciones trigonométricas” (Maddy, [2011, p. 42]).

Por su lado, Dedekind —en la misma época— ya comenzaba a implementar a su ma-
nera, y sobre sus areas de expertise (teoria de nimeros y algebra), la metodologia de corte
abstracto que le habia sido heredada por su maestro Dirichlet y su amigo Riemann.™
Probablemente, una de las aplicaciones mas sobresalientes de esta perspectiva sobre las
investigaciones del momento, seria el uso de nociones conjuntistas por parte de Dedekind
en su teoria de ideales. En ella, decidia reemplazar el concepto indefinido de “nimeros
ideales” —introducido por Kummer (quien simplemente los tomaba por los “factores fal-
tante” en anillos donde la factorizacion tnica fallaba)— por el conjunto de los nimeros
que habria tomado para dividir independientes de su representacion.”” Aqui, de modo
semejante que Cantor, Dedekind claramente insistia sobre el tratamiento de conjuntos
de nameros propiamente como objetos, susceptibles de operaciones especiales definidas
sobre ellos por su calidad de conjuntos (Maddy, [2011, p. 43]). Asimismo, la actitud no-
constructivista que Dedekind compartia con Riemann (y Dirichlet) lo motivaria a buscar
los fundamentos del analisis lejos de representaciones geométricas; esto es, entre otras

"8 con base en la clarificacion

cosas, a buscar una justificaciéon del axioma del supremo
de la nocion de continuidad, y no en consideraciones de tipo geométrico. Esto lo llevaria
a establecer su elegante definicion de continuidad™ y de los reales®® en términos de las
famosas cortaduras de Dedekind, es decir, conjuntos con ciertas caracteristicas.®’ A dife-
rencia de la definicion de R ofrecida por Cantor (i. e., como la totalidad de sucesiones de
Cauchy de racionales),®? la cual estaba atada a formas de representacion particulares (las
sucesiones), la definicion de Dedekind pretendia ser mucho mas general, pues cada real
era asociado a lo sumo con dos cortaduras (mientras que en la definicion cantoriana cada
real se correspondia con varias secuencias).®® Ademés, la bisqueda por un fundamento
riguroso del calculo lo conduciria hacia el camino de la aritmetizacion —mencionada en

la seccion anterior—, cosa que lo motivaria a formular su famosa axiomatizacion de la

"6Hacer un recuento exhaustivo de la enorme contribucién de este matematico en el desarrollo teérico-
conjuntista resulta sencillamente imposible en este trabajo; con todo, una pequefnia mencién de sus apor-
taciones més representativas y sus motivaciones seran suficientes para ilustrar el gran impacto que tendria
sobre el desarrollo matematico de inicios del siglo XX.

""Los ideales no siempre son caracterizables por una forma de representacion.

"8El azioma del supremo establece que si A C R es no-vacio y estd acotado superiormente, entonces A
tiene una minima cota superior (i. e., supremo).

"La continuidad esta caracterizada por la nocién de Dedekind-completud donde toda cortadura de
Dedekind de reales es generada por un ndmero real 7, o sea, a toda cortadura en Q le corresponde un
elemento en R.

80T,0s reales son el conjunto de todas las cortaduras de Dedekind.

81Una cortadura de Dedekind es un subconjunto propio no-vacio A de Q tal que no tiene maximo (i.
e., si x € A, entonces existe y € A tal que y > x) y esta “cerrado hacia abajo” por la relacién de orden
(i.e,siz,yeQ,z<yyy€ A, entonces x € A).

82Una sucesion de reales (a,)nen es una sucesion de Cauchy si para cualquier real ¢ > 0, existe
0 < N € N tal que para cualesquiera n,m > N, |a,, — a,| < €.

83Véase, Maddy (2011, p. 44).
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teoria de nimeros, asociada mas frecuentemente con Peano.®*

Como consecuencia de estas nuevas aproximaciones a la matemaética, y por la afinidad
de sus enfoques, eventualmente Cantor y Dedekind establecerian una rica correspondencia
que los llevaria a atender una serie cuestiones de naturaleza cada vez méas conjuntista;
lo cual culminaria con la publicacion de importantes resultados, y que hoy dia son bas-
tante conocidos. Por mencionar uno de estos casos: Cantor en algin punto plantearia la
cuestion en torno de la posibilidad de colocar los naturales (N) en correspondencia uno-
a-uno con los reales, a lo que Dedekind responderfa con una prueba de la equivalencia®
entre los nimeros algebraicos®® y N; posteriormente, Cantor presentaria una prueba de la
no-numerabilidad de R, en lo que podria considerarse un antecedente del bien conocido
teorema que lleva su nombre.®7

Como sea, durante los anos siguientes, Cantor publicaria una serie de resultados (e.
g., la equipotencia entre los irracionales y R, asi como entre R y R™) que lo guiarian a
presentar en 1878 una primera formulacion de la famosa hipdtesis del continuo (HC).38
Esto condujo su atencion hacia el estudio sobre la topologia de los reales —relacionada
con los mencionados conjuntos-de-puntos— y a demostrar resultados como el teorema de
Cantor-Bendixson, la biyectabilidad entre el continuo y los conjuntos perfectos, etcétera.®®

Finalmente, fue de este modo que

[s|u trabajo sobre conjuntos-de-puntos llevaron a Cantor, en 1882, a concebir los nii-
meros transfinitos. Este fue un punto de inflexién en su investigacion, pues a partir
de este momento estudié la teoria abstracta de conjuntos independientemente de
cuestiones mas especificas relacionadas con los conjuntos-de-puntos y su topologia
(hasta mediados de la década de 1880 estas cuestiones habian ocupado un lugar
destacado en su agenda). Posteriormente, Cantor se concentré en los nimeros cardi-
nales y ordinarles transfinitos, y en los tipos de orden generales, independientemente
de las propiedades topologicas de R. (Ferreiros, 2020, secc. 2).

Cabe senalar que el analisis que llevo a Cantor a su tratamiento de los ntimeros trans-
finitos dependi6 en gran medida de una perspectiva peculiar para concebir la nocion de

84T a de Dedeind no era una axiomatizacion de la teoria de niimeros en el sentido moderno, sino, més
bien, un analisis estructural de los nimeros naturales. Fue Peano quien, en 1889, formulé los axiomas de
la teoria de nimeros en el sentido moderno” (Vanaanen, 2015, p. 2).

85Fsto es, colocar en correspondencia uno-a-uno un conjunto sobre otro, es decir, establecer una biyec-
cion.

86Un nimero algebraico es un ntimero real o complejo que es raiz de un polinomio a,z"™ + a,_12" ' +
-+ +a1x + ap tal que a; € Q, 0 # a,, € Q y el grado del polinimio es n > 0.

87El teorema de Cantor y su famosa demostracion mediante la construccion del conjunto diagonal
apareceria en una publicacion de 1892. Grosso modo, el teorema sostiene que el conjunto potencia P(A)
de un conjunto dado A no puede ponerse en biyeccion con A, pero que si existe una funcion inyectiva
de A en P(A); lo que mostraria que el conjunto potencia es estrictamente mas grande que el conjunto
original.

88Ge trata de una presentacion débil de HC, a saber, que todo subconjunto de R es, o bien contable, o
bien no-contable.

89Para la formulacion y demostracion de estos resultados, véanse los teoremas 4.5 y 4.6 en Jech (2006,
pp. 40-1).
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“tamaiio”.?’ Esta nocién —a diferencia de la defendida por Bolzano, por ejemplo—?! uti-
lizaria como caracteristica definitoria la nocién de biyeccion; de este modo, dos conjuntos
tendrian el mismo tamano —la misma cardinalidad— si y so6lo si podian colocarse en co-
rrespondencia uno-a-uno el uno sobre el otro; se necesitaba la existencia de una funcioén,
un mapeo, que estableciera dicha relacion.?? De acuerdo con esta definicion de tamafio
y dado el teorema de Cantor —que impide biyectar un conjunto con su potencia—, ha-
bria una cantidad infinita de infinitos, unos mas grandes que otros, una aseveracion muy
atrevida para la época y que desperto la suspicacia de matematicos como Kronecker so-
bre la nueva teoria y las entidades que postulaba. La teoria de Cantor sobre ordinales y
cardinales transfinitos se convertiria en “el avance mas significativo que [se tiene| sobre el
entendimiento del infinito.” (Oppy, 2021, secc. 3.1.1). Cabe sefialar que la introduccion de
los ordinales transfinitos cumplia dos funciones: i) “establecer una escala bien-definida de
cardinalidades transfinitas crecientes™;* 41) “expresar el ’tipo de orden’ de cualquier posi-
ble conjunto bien-ordenado” (Ferreiros, 2020, secc.2). De la misma manera, los cardinales
transfinitos, en la reconstruccion que posteriormente realizaria Zermelo, se convertirian
en el estandar de medida del tamafio (la cardinalidad) de los conjuntos infinitos, siempre
y cuando se aceptase el axioma de eleccién o, para ser mas precisos su equivalente, el
teorema del buen-orden. Si bien esto por si mismo es una historia de gran relevancia para
la teoria de conjuntos, el objetivo aqui es concentrarse mas en la nociéon de “definitud” y
su relacion con el axioma de separacion por lo que se no dird mucho mas sobre este punto.
(El lector interesado en esta discusion puede revisar Moore [1982]). Sin embargo, resulta
oportuno destacar que una buena presentaciéon de la teoria de conjuntos, que recupere
gran parte de los objetivos originales de la teoria, debe poder dar cuenta de las nociones
de ordinalidad y cardinalidad transfinitos de manera adecuada.

De cualquier manera, este andlisis llevaria eventualmente a Cantor al estudio de los
conjuntos ordenados y a enfocarse en un tipo especial de ellos, a saber, los conjuntos bien-
ordenados.”® (Los ordinales transfinitos fungfan, entre otras cosas, como el “tipo-ordinal”

90Vease Oppy (2021, secc. 2,4).

91Bolzano era partidario de la nocién de tamafio “parte-todo” (Oppy, 2021, secc. 3), que concebia la
relacién de tamano con base en la relaciéon de contencién. Por ejemplo, la cantidad de cuadrados, de
acuerdo con esta perspectiva, seria menor que la de los naturales.

92Parte del problema que se analizara adelante es, o bien si se debe exigir que la funcién sea definible
en el lenguaje, o bien si admitir la existencia de una funcién independientemente de que ésta pueda ser
expresada o descrita por una férmula del lenguaje teorico.

93Esto permitia entre otras cosas, formular el problema del continuo de manera mas precisa y demostrar
el teorema de Cantor-Bendixon.

94Con “adecuada” se quiere decir que la teoria genere nimeros y cardinales transfinitos que efectivamen-
te lo sean y no solo objetos que cumplan este papel con base en un modelo particular de la teoria. Otra
manera de presentar este requisito de adecuaciones es pedir que las nociones de ordinal y cardinal sean
absolutas para los modelos de la teoria o para una subcoleccién privilegiada de ellos. Sobre este punto,
se elaborard mas adelante con referencia a los teoremas de isomorfismo de Zermelo sobre los modelos
conjuntistas.

9 Un conjunto bien-ordenado se trata de un conjunto A junto con un buen-orden definido sobre él, esto
es, un orden total R tal que Vo C A(x #0 — Ty € 2 Vz € 2(z # y — yRz)). Un orden total (o lineal) es
una relacién R definida sobre un conjunto A que es transitiva (i. e., Vz,y,z € A((xRy AN yRz) — zRz)),
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de cualquier conjunto bien-ordenado.)% Cabe senalar que Cantor creia que HC era cierta
—Ilo cual implicaria que R puede bien-ordenarse— e incluso se atrevié a conjeturar que

la buena-ordenacion de todo conjunto era una “ley del pensamiento”

El concepto de conjunto bien-ordenado se revela él mismo como fundamental para
la teoria de variedades. Que siempre sea posible disponer cualquier conjunto bien-
definido en la forma de un conjunto bien-ordenado es, me parece, una ley muy béasica
del pensamiento, rica en consecuencias, y particularmente notable en virtud de su

validez general. (Cantor [1883b, p. 550])

.Y qué hay de Dedekind? El, por su parte, “formulé algunos principios basicos de la teoria
de conjuntos (y mapeos); ofrecié axiomas para el sistema de nimeros naturales; probé que
la induccién matematica es conclusiva y que las definiciones recursivas son impecables;
desarroll6 la teoria basica de la aritmética; introdujo los cardinales finitos; y prob6 que
su sistema de axiomas es categorico” (Ferreiros, 2020, secc. 2). Aunque estos logros son
bastante impresionantes, resulta conveniente destacar el tltimo. Dedekind (1888) ofrece
una version de su teoria de niimeros, la cual presenta una serie de principios que resultan
suficientes para ofrecer una caracterizacién tnica salvo isomorfismo de la estructura de los
naturales; es decir, sus principios lograban caracterizar una w—secuencia categoricamente.
De tal suerte que su trabajo no so6lo se centraba en presentar el tipo de operaciones
que se podian aplicar sobre los ntimeros, sino en determinar la estructura del conjunto
en cuestion. Con esto, Dedekind logré clarificar conceptualmente lo que significa ser un
nimero natural, més alld de los posibles representantes que se podrian tomar de ellos;
dicho de otro modo, el mateméatico consiguié una clarificacion del concepto de nimero
natural mediante la determinacion categorica de la estructura. Es importante mencionar
que su caracterizacion no es reducible a la caracterizacion hecha por Peano, en tanto que la
aritmética en la version de este tltimo estaba expresada en primer orden, razon por la cual
este ultimo no podia caracterizar categéricamente los modelos de dicha teoria; esto como
consecuencia del teorema de Lowenheim-Skolem. En algiin sentido, podria decirse que el
tipo de operaciones que tanto la version de Dedekind como la de Peano presentan son
las mismas; la diferencia relevante radica en el esfuerzo hecho por Dedekind para ofrecer
una representacion categorica de los modelos de la aritmética. Esto no era poco comin en
la época, muchos matematicos en busca de una clarificacién conceptual de los dominios
matematicos, al preocuparse por la estructura, y no por las representaciones, ofrecian sus
teorias en versiones categoricas.”” Se resalta este punto porque una situacion similar se
presentara entre la presentacion tradicional de la teoria de conjuntos en primer orden
y su formulacion propuesta por Zermelo (1930a). Aun cuando ambas pueden demostrar

los mismos teoremas, la axiomatizacion de Zermelo logra ofrecer, en algin sentido, una

irreflexiva (i. e., Vo € A—xzRx) y tricotomica (i. e., Va,y € A(zRy V yRx V x = y)).

96Vease la seccion 2.1.4 del presente trabajo.

97“Los primeros usuarios de la logica de segundo orden, como Hilbert, Ackermann, Bernays, Huntington
y Veblen, prestaron atencién sustancial a un concepto que tuvo un impacto duradero sobre nuestro
entendimiento de la logica de segundo orden, a saber, la categoricidad” (Vaananen, 2015, p. 3).
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caracterizacion categorica de los modelos de la teoria de conjuntos. Esto se explorari en
el siguiente capitulo y sera el punto central del presente anélisis.

En fin, a partir de estas lineas —y lo senalado anteriormente—, uno puede coincidir con
Maddy (2011) acerca de que Dedekind introdujo los conjuntos con propoésitos puramente
matematicos en mente:

[u]n &lgebra no-constructiva y libre de representaciones; una caracterizacion rigu-
rosa de la continuidad para servir como fundamento del analisis y un estudio mas

general de estructuras continuas; una caracterizaciéon rigurosa de los naturales y una
fundamentacion resultante de la aritmética. (p. 45)

Es importante tomar en cuenta que la concepcion de la logica a lo largo de dicho siglo—y,
de hecho, al menos durante la primera mitad del siguiente—® fue “variable”, influenciada
en gran medida por los avances y debates alrededor de la matemaética y las actitudes
filosoficas hacia su estudio (e. g., el giro abstracto mencionado mas arriba); cosa que
fomentaria tanto la ampliaciéon de su alcance hasta abarcar —mas alla del célculo de
proposiciones— la teoria de clases (y conjuntos)® y la teoria de relaciones a finales de
siglo como su posterior reducciéon a inicios del siguiente (Ferreiros, 2011, pp. 443-4). Si
bien un examen cuidadoso acerca del papel que jugd la prematura teoria de conjuntos
sobre el desarrollo de la légica resultaria de la mayor relevancia para una reconstruccion
méas completa, desgraciadamente por motivos de extension no serd posible profundizar
aqui sobre esto. No obstante, el lector interesado puede consultar los trabajos de Ferreiros
(2007; 2011) y Kresiel (1967). Con todo, un anéalisis sobre este aspecto de la historia de
los conjuntos permitiria establecer de manera mas acabada el contexto en que Dedekind
y Cantor (y un joven Hilbert) llevarian a cabo sus investigaciones, asi como el contexto
dentro del cual vendrian a ocurrir los famosos eventos que caracterizaron los primeros
anos del s. XX: el surgimiento de las paradojas, los inicios del programa de Hilbert, el
teorema del buen-orden y la discusiéon sobre el muy controversial axioma de eleccion vy,

finalmente, la primera axiomatizacion de la teoria de conjuntos.

2.1.3. El programa temprano de Hilbert y el surgimiento de las

paradojas

Hacia finales del siglo XIX, la Universidad de Gotinga ya era una de las mas avanzadas en
investigaciones matematicas, esto debido en gran medida a las innovaciones metodologicas
que tanto Riemann como Dedekind integraron dentro de los estudios en diferentes areas
de la matematica. Con el cambio de siglo llegarian Felix Klein y David Hilbert, quienes

98El papel de las investigaciones y disputas dentro de la comunidad matematica continuaria siendo
clave para el progreso de la légica durante el siglo XX.

99E] desarrollo de la l6gica durante este periodo explica que fuese usual en esos tiempos incluir a
los conjuntos como una nocién logica; de ahi que Quine famosamente identificara el logicismo como un
reduccionismo a légica y teoria de conjuntos.
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se encargarian de convertirla en el centro lider de la investigacion en fundamentacion de
la matematica (Ebbinghaus [2007, p. 29]). En particular, Hilbert mostraria gran interés
en el trabajo de Dedekind y adoptaria no solo sus nociones algebraicas, sino también
su terminologia conjuntista, y compartiria su predileccion por el método axiomatico (Fe-
rreiros, [2007, 254]). El interés filosofico de Hilbert por cuestiones relacionadas con los
fundamentos de la matematica se haria patente de manera definitiva con la presentacion
de su famosa lista con los veintitrés problemas.

La historia es bien conocida: en 1900, con motivo del Segundo Congreso Internacio-
nal de Matematicas celebrado en Paris, Hilbert arrojé una lista con veintitrés problemas
matematicos sin resolver. El primero de ellos, el problema del continuo junto con el pro-
blema del buen orden; el segundo, el problema de la consistencia de los axiomas de los
nimeros reales. Este par de problemas —junto con los otros primeros cuatro— “puede
ser leida también como un programa para la futura investigaciéon fundacional en Gotinga”
(Ebbinghaus, [2007, p. 40]). Cabe mencionar, como sefiala Ferreirds [2010], que “[e|sos dos
problemas, y el axioma de eleccion empleado por el joven colega de Hilbert, Zermelo, para
mostrar que R (el continuo) puede ser bien-ordenado, son ejemplos por antonomasia de
los rasgos i)-iv)” (p. 2), listados arriba en la seccién 2.1.1.

El proposito de mencionar estos problemas ahora es doble: poner de manifiesto las
directrices del programa temprano de Hilbert, y que lo llevarian a reconocer la importan-
cia de las paradojas conjuntistas (el objeto de este apartado); y sentar los precedentes de
la discusion en torno de la muy controvertida demostracion del teorema del buen-orden
(la cual se abordara rapidamente en la siguiente seccion). La relevancia de estos acon-
tecimientos es que permitiran hacer notar una serie de motivaciones y objetivos bajo el
desarrollo axiomatico de la teoria de conjuntos.

Asi pues, con la mira sobre el primer objetivo, dirfjase la atencién en un principio hacia
el segundo de los veintitrés problemas, a saber, el problema que concierne la consistencia
de los axiomas de R. Este, como dice Hilbert, representa una instancia de

la mas importante de las cuestiones que pueden ser preguntadas con respecto de los
axiomas: [p|robar que no son contradictorios, esto es, que un nimero finito de pasos
logicos basados sobre ellos jamés pueden llevar a resultados contradictorios. (Hilbert
[1999] en Ebbinghaus [2007, p. 41])
Como sugiere la cita anterior, el método axiomatico jugaria un papel muy importante, en
tanto que “[l]a investigacion de los fundamentos de una disciplina cientifica comienza al
establecerse un sistema axiomatico que contiene una ’descripcion exacta y completa de las
relaciones subsistentes entre ideas elementales’ de esa disciplina” (Ebbinghaus, [2007, p.
41]). La relevancia del método axiomatico habia sido apuntada por Hilbert un ano antes
en su famosa obra Fundamentos de la Geometria (1899), donde presentaba un sistema con
veinte axiomas independientes cuyo significado pudiera reconocerse y cuyas consecuencias
pudieran valorarse lo méas claro posible (p. 4).1% En esta obra, el matematico aleman a su

100Fsta actitud estaba intimamente relacionada con la postura logicista que Hilbert defendia durante
los primeros anos del s. XX.
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vez investigo el sistema de axiomas como un objeto propio —su completud, consistencia
v la independencia de sus axiomas— y la cuestion sobre su consistencia la redujo a la
consistencia de los axiomas aritméticos. En otras palabras, la prueba de la consistencia de
los axiomas hilbertianos de la geometria quedaba relegada a una prueba de consistencia
relativa a los axiomas de los reales.!* No obstante, una prueba directa de la consistencia
de estos ultimos atn resultaba necesaria y Hilbert insistiria sobre ella al colocarla un ano
después en su lista de los problemas de Parfs. Las razones detras de la confianza de este
matematico en el método axioméatico tal vez no sean muy evidentes en este punto; mas
un pequeno anélisis historico servird para clarificarlo.

Como sefiala Torres (1999), los origenes del método axiomatico se remontan hasta
la antigua Grecia, donde Euclides —bajo la influencia aristotélica de los Sequndos Ana-
liticos— “fija[ria| las bases para la organizacion del conocimiento geométrico” (Torres,
[1999, p. 11]) en sus famosos Elementos. El procedimiento que implementé consistia en
una organizacion del conocimiento (en este caso, geométrico) en un cuerpo logicamente
bien estructurado que establecia clara y distintamente una jerarquia deductiva: iniciaba
con una previa identificacion de los conceptos intuitivos y proposiciones autoevidentes
(postulados y nociones comunes) mas fundamentales para, a partir de ellos, inferir deduc-
tivamente el resto de las nociones y proposiciones (teoremas) de la teoria de conformidad
con un razonamiento apoyado sobre las formas del discurso argumentativo ordinario.!%?

La idea de considerar los axiomas como verdades incuestionables cambiaria durante el
siglo XIX —debido en gran medida al surgimiento de las geometrias no-euclidianas—;'%?
éstos pasarian a tomar el lugar de hipotesis (meros supuestos y el punto de partida de
las demostraciones), enunciadas por medio de términos indefinidos (términos primitivos)
o definidos (términos basados en los primitivos), sobre las cuales se deducian el resto de
las proposiciones (teoremas). Entre algunas de las implicaciones més sobresalientes de la
transicion desde la axiomaética intuitiva (i. e., el modelo iniciado en la antigua Grecia) a
la formal (i. e., la moderna del s. XIX), cabe mencionar el abandono del significado de
los conceptos intuitivos, que permitian introducir de contrabando proposiciones intuitivas
adicionales a las establecidas por los axiomas en las pruebas, para dar lugar a términos
indefinidos —desprovistos de significado— que evitaban la anadidura de informacién més
alla de la incluida en los axiomas;'* y la aceptacion de axiomas tinicamente por proce-
dimiento y no en virtud de su verdad o autoevidencia. No obstante, el enfoque moderno
trajo consigo la pérdida de la verdad de los axiomas y con ella una serie de posibilidades

10175 geometria proporciona un modelo aritmético del espacio euclidiano, pues resulta tan solo una
interpretacion particular del dlgebra lineal y la teoria de ecuaciones lineales: los “puntos” de la geometria
no son mas que “pares ordenados de reales” y las “rectas” no son méas que “conjuntos de pares de reales
que son soluciones de ecuaciones de primer grado en dos variables”. Véase Torres (1999, p. 16, nota 6).

102Fstablecer un orden o una jerarquia entre proposiciones era necesario para evitar incurrir en demos-
traciones viciosas (ad infinitum o circulares).

103Recuérdese lo mencionado en la seccién 1.1.2.

104Fn algtin sentido, podria decirse que con esta modificacién se “purificaban” las demostraciones, se
desplegaba de manera clara y exacta toda la informacion con que se disponia.
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probleméticas; por ejemplo: no se tenia la garantia que una deduccién correcta no llevara
a una contradicciéon ni que toda proposiciéon de la teoria matemética en cuestion fuera
demostrable.

Es dentro de este contexto donde precisamente se encontraba Hilbert, la intuicién de
los conceptos se habia conseguido eliminar al omitir sus significados en las pruebas, pero

ésta persist|ia] en la aceptacion esponténea de ciertas evidencias relativas a los pro-
cedimientos légicos de demostracion, en las expresiones del lenguaje corriente que
figuran en los axiomas, en locuciones como “hay”, si...entonces..., no, tres, cada,
etc., a las que se les da su sentido usual y de cuyo significado depende la aceptacion
de los argumentos y demostraciones (Torres [1999, p. 17])

De este modo, el método axiomatico moderno hasta los comienzos del s. XX consistia,
grosso modo, en la postulaciéon de un conjunto de axiomas'®® y en la inferencia de teore-
mas desde aquéllos mediante el empleo del tnico aparato deductivo autorizado en aquel
entonces, este es, el sugerido por la logica tradicional aristotélica. El desarrollo de la logica
eventualmente exigiria un desprendimiento de significado similar al que se dio con respecto
de los axiomas —requeriria la enunciacion explicita de todas las reglas de inferencia— y
daria lugar a la consideracion de diversas logicas con sus respectivos aparatos deductivos,
cosa que finalmente promoveria la formalizacion del lenguaje; pero esa es otra historia.!%

Asi pues, para Hilbert era indispensable que la soluciéon de cualquier problema mate-
matico se ofreciera dentro del marco del método axiomatico, donde la correccion de los
resultados se sostiene mediante un razonamiento matematico riguroso, es decir, sobre la
base de un namero finito de inferencias a partir de un ntmero finito de supuestos o hipo-
tesis (véase Hilbert [1996] en Ebbinghaus [2007]).1%7 Su urgencia por el establecimiento
de la consistencia de las diferentes teorias matemaéticas, por otro lado, se encontraba en
consonancia con su actitud logicista caracteristica durante este periodo, la cual —como
muestra la siguiente cita— también exhibia ciertos tintes de lo que podria interpretarse
como una especie platonismo pleno, o sea, la postura filosofica que sostiene la consistencia

como criterio de existencia:'%®

Si se asignan atributos contradictorios a un concepto, digo que mateméaticamente
el concepto no existe [...] Pero si se puede probar que los atributos asignados al

105Cabe aclarar que si bien la historia oficial (la que se estd reconstruyendo) afirma que los axiomas
(postulados) carecian por completo de significado, en la mayoria de los casos los axiomas recuperaban in-
formacién pretedrica o intuitiva sobre un conjunto de fenémenos dados o sobre un campo del conocimiento
matematico de interés particular.

106 Por ahora, no resulta necesario considerar el panorama completo de esta evolucién. Con todo, el lector
interesado puede consultar Torres (1999, pp. 19ss.) o el recorrido historico hecho por Ferreirés (2001).

107La razén para solicitar pruebas finitas era poder tener la garantia de que las matemAticas mismas
podrian dar cuenta de ellas, ademas de que de esta forma cumplia con todos los requisitos que otras
tradiciones en matematicas pedian para las pruebas (por ejemplo, los constructivistas).

108 Ferreiros (2008) sefiala que mantener esta postura para Hilbert “era una manera de remover cual-
quier contenido metafisico de la nocion de existencia matematica”, pues las paradojas conjuntistas (véase
mas abajo) le sugeririan que “en lugar de saltar directamente desde conceptos bien-definidos hasta sus
conjuntos correspondientes, uno debe probar primero que los conceptos son logicamente consistentes” (p.
4).
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concepto nunca pueden conducir a una contradicciéon mediante la aplicacién de un
numero finito de inferencias légicas, digo que la existencia matematica del concepto
[...] queda entonces probada. (Hilbert [1996b] en Ebbinghaus [2007], p. 41)

Uno de los intereses de Hilbert por exhibir la existencia de modelos de teorias estaba
vinculado con las pruebas de consistencia de otras teorias; por decir algo, la consistencia
de la geometria podria establecerse mediante la exhibicion de uno de sus modelos, pero
la existencia de este modelo podria depender de que una teoria como el analisis real
describiera consistentemente tal modelo. Sin embargo, la cadena debia frenarse en algin
punto; por ello, Hilbert intentaria demostrar la consistencia de la matemaéatica desde la
matemética misma (y, en altima instancia, recurriendo al finitismo).'% Como sea, lo que se
intenta rescatar con este comentario es una primera motivacién para axiomatizar la teoria
de conjuntos, en tanto que Hilbert estaba convencido que “una prueba de existencia via
una axiomatizacion consistente también deberia ser posible, por ejemplo, para las clases
numéricas y cardinales de Cantor [i. e., la teoria cantoriana de ordinales y cardinales|”
(Ebbinghaus, [2007, p. 41]).

Ahora bien, el compromiso de Hilbert con el método axioméatico al mismo tiempo
estaba acompanado por su conviccidn en la verdad del llamado axioma de solubilidad, es

decir, por

la conviccion (que todo matematico comparte, pero que hasta ahora nadie ha apoya-
do con una prueba) de que todo problema matematico [bien| definido necesariamente
debe ser susceptible de una solucion exacta, ya sea en la forma de una respuesta real
a la pregunta formulada, o mediante la prueba de la imposibilidad de su solucién vy,
por tanto, el fracaso necesario de todos los intentos. (Hilbert [1996b] en Ebbinghaus
[2007, p. 40])

De acuerdo con Gutiérrez (2015), la actitud positiva de Hilbert frente a dicho axioma
puede explicarse a grandes rasgos como una oposicion directa hacia los programas agnos-
ticos impulsados por los hermanos du Bois-Reymond durante la segunda mitad del XIX,
quienes divulgaban la imposibilidad de la ciencia para decidir sobre cualquier cuestion que
se le presentara. En particular, Paul du Bois-Reymond habia adaptado el argumento de
su hermano mayor, Emil, al contexto de la matematica, con el que defendia la imposibi-
lidad de resolver cualquier problema matemaético, en particular, cuél es la naturaleza del
continuo matematico; Hilbert reaccionaria ante esta postura y dedicaria practicamente
toda su vida a investigaciones relacionadas, en menor o mayor grado, con la demostracion
del mencionado axioma. De este modo, finalmente naceria el famoso programa de Hilbert,
motivado por la bisqueda de una prueba del axioma de solubilidad y de la consistencia
de las teorias matemaéticas. Una de las instancias del axioma garantizaria que puede cono-

cerse la naturaleza del continuo matematico, siempre y cuando se pueda mostrar que estéi

109Treinta afios més tarde Godel demostraria su famoso segundo teorema de incompletud de la arit-
mética, con el cual la intencién de demostrar la consistencia de teorias mateméticas recursivamente
axiomatizables lo suficientemente poderosas para expresar las nociones basicas de la aritmética quedaba
inhabilitada.
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relacionado con un problema matematico bien planteado; como se verda a continuacion,
esto requiere de la axiomatizacion de la teoria de conjuntos.

Sin embargo, en un giro inesperado de los acontecimientos, dramaticamente surgirian
una serie de paradojas que repentinamente pondrian a temblar el edificio entero de la
matemaética.'’® Originalmente, las paradojas, se crefa, solamente afectaban a la teorfa de
conjuntos como disciplina matemética propia; como se vera enseguida, esta opiniéon se
modificaria radicalmente con la publicacion de la paradoja de Zermelo-Russell, 1la cual
pondria en jaque al programa temprano de Hilbert.

En 1897, Hilbert estableceria correspondencia con Cantor, en la cual discutirian co-
mo asunto principal el descubrimiento de ciertos resultados paraddjicos en la teoria de
conjuntos. El primero de estos resultados es el que ahora se conoce como la paradoja de
Cantor, la cual imposibilita la existencia del conjunto de todos los alephs. La existencia
de “totalidades inconsistentes” —como Cantor los llamaba— como el conjunto de todos

los alephs o el conjunto de todos los ordinales (la paradoja de Burali-Forti),''! convence-

rian a Hilbert de los problemas originados por el principio de comprehension irrestricta''?
dentro de la teoria de conjuntos. “Una axiomatizaciéon adecuada, sin embargo, excluiria
estas totalidades probleméticas desde un principio” (Ebbinghaus [2007, p. 45]). Como se
ha senalado, Hilbert no percibiria la importancia de las paradojas teérico-conjuntistas al
inicio, pero pronto una motivacion adicional se asomaria con més fuerza.

Como se indico parrafos atras, alrededor de esta época los procesos inferenciales atn
no se depuraban totalmente y la intuiciéon todavia ejercia una influencia muy marcada
sobre ellos. En especial, para autores como Dedekind, Peano, Hilbert, Russell, entre otros,
“le]l principio |de comprehension irrestrictal era pensado como una ley logica basica, de
modo que toda la teoria de conjuntos era meramente una parte de la logica elemental”
(Ferreiros, 2010, p. 4). El verdadero impacto de las paradojas se dejaria sentir, pues, con la
publicacion de la paradoja de Zermelo-Russell en Los principios de la matemdtica (1903)
de Russell y el reconocimiento por parte de Frege, en la segunda edicion de sus Leyes Bd-
sicas de la aritmética (1903), de la inconsistencia del sistema fundacional ahi presentado.
Esto significaba un grave problema para la matemaética en general, pues se habfa hecho
patente que los métodos deductivos empleados hasta ese momento por los matematicos
inevitablemente llevaban a la contradiccion. Cuando Frege le informé a Hilbert sobre el
descubrimiento de la paradoja, éste ya tenia conocimiento de ella desde hacia tres o cuatro

HOE] impacto real del surgimiento de las paradojas en las matematicas es algo muy debatible, en tanto
parece que muchos matematicos no consideraron esto como un problema grave para su practica. En cual-
quier caso, el problema fue del todo relevante para aquellos matematicos interesados en la fundamentaciéon
de la disciplina.

H1lDe manera similar a la de Cantor, la paradoja de Burali-Forti sostiene que no existe el conjunto de
todos los ordinales, pues de otra forma seria él mismo un ordinal y llegariamos a una contradiccion.

H2F] axioma de comprehension irrestricta (también conocido como principio de comprehensién irres-
tricto) establece que para cualquier propiedad bien-definida P existe un objeto A que consiste en el
conjunto A = {z : P(x)}. Este principio era considerado por autores desde Riemann a Hilbert como un
principio légico bésico, en unos instantes se verd como esta suposicion significard un grave problema para
el programa de Hilbert.
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afios;''® no obstante, fue hasta ese momento que parece haberse percatado genuinamente

de su relevancia, tal como lo muestra el siguiente fragmento en su respuesta a Frege:

Hasta ahora, todos los logicos y mateméticos han crefdo que una nocién ha surgido
tan pronto como puede ser determinado para cualquier objeto si éste cae o no bajo
ella. Considero esta suposicion como la brecha més esencial en el edificio tradicional
de la légica. Esto me parece a mi insuficiente. Més bien, lo esencial consiste en
reconocer que los axiomas que definen la nocion son consistentes. (Frege [1976, pp.
78-9] en Ebbinghaus [2007, p. 48])

Por tanto, la inferencia deductiva basada sobre la “logica [a|ristotélica comun y sus méto-
dos estandar de formacion de conceptos, utilizados hasta entonces sin vacilacién, habian
mostrado ser responsables de las nuevas contradicciones” (Ebbinghaus [2007, p. 46]). La
razén por la cual esto significaba una seria amenaza al programa de Hilbert era senci-
llamente porque las pruebas de consistencia de las teorias matematicas —entre ellos, el
analisis real (el segundo de los veintitrés problemas de Paris)— no podia llevarse a cabo
con un aparato deductivo cuya logica generase contradicciones. “Eventualmente [Hilbert]
concluy6 que la teoria de conjuntos habia mostrado la necesidad de perfeccionar la teoria
de la logica. También era necesario establecer la teorfa de conjuntos axiométicamente,
como una teoria matemdtica bésica apoyada sobre axiomas mateméticos (no logicos), y
Zermelo emprend|[eria| esta tarea” (Ferreiros, [2010, p. 4]). Dicho lo anterior, no re-
sulta muy aventurado proponer el programa inicial de Hilbert como uno de los factores
relevantes para la promocion de la axiomatizacion de la teoria de conjuntos, pues fue tras
el “giro filosofico” de dicho programa —detonado por las paradojas— que esta axiomati-
zacion seria considerada como un elemento crucial para el establecimiento del concepto
de nimero (Ebbinghaus [2007, p. 81]). De hecho,

[e]s el mismo Zermelo quien muestra que su trabajo puede ser entendido como el
intento de servir a este propoésito superior, 4. e., fundar el concepto de niimero con-
sistentemente, basado sobre la teoria axiomatica de conjuntos y llevada a cabo de
acuerdo con los criterios de Hilbert. (Ebbinghaus [2007, p. 81])

Sobre esta linea, mas que la axiomatizacion estuviese motivada por mor de las paradojas
per se, aquélla fue inspirada por el dano que éstas infringieron sobre el programa de
fundamentacién hilbertiano, pues “se habia hecho evidente que no seria posible poner el
programa en practica, y especialmente la prueba de la consistencia de los axiomas de los
nimeros reales, a no ser que las subdisciplinas de la matemética y la logica que fueron

afectadas por las paradojas hubiesen sido ellas mismas bien-fundadas” (Ebbinghaus [2007,
p. 81)).

H3Zermelo (tres o cuatro) afios antes habfa descubierto dicha paradoja independiente y previamente
que Russell, y se la habia comunicado a Hilbert. Husserl también daria constancia del descubrimiento de
la paradoja a manos de Zermelo en unas notas con fecha de abril de 1902 (Ebbinghaus [2007, p. 49]).
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2.1.4. El teorema del buen-orden y el “principio légico” de elec-
cién

Recuérdese nuevamente el primero de los problemas de Paris: demostrar la hipotesis del
continuo de Cantor, es decir, que la cardinalidad del continuo (R) es igual que Xy (el pri-
mer cardinal transfinito no-contable). Como se menciond anteriormente, junto con éste,
“Hilbert menciona otro 'muy notable’ problema ’'que se encuentra en la conexion més cer-
cana con el teorema mencionado y que, tal vez, ofrece la clave de su prueba’” (Ebbinghaus
|2007, p. 40|): demostrar que todo conjunto puede ser bien-ordenado, esto es, que sobre
un conjunto cualquiera (contable o no-contable) puede definirse un orden total estricto
tal que todo subconjunto no-vacio tenga un elemento minimo bajo dicho orden.*!*

En 1904,''% se darfa un paso importante en relaciéon con este problema: Zermelo con-
seguiria resolver el “apéndice” de arriba, o sea, ofreceria una demostracion del teorema del
buen-orden. Sin embargo, con ella se desencadenaria uno de los debates mas acalorados
en toda la historia de las matematicas. Para entender el cardcter de la controversia quiza

conviene presentar una reconstrucciéon actual de dicha prueba.

= Teorema del buen-orden. Todo conjunto es bien-ordenable.
Demostracion. Sea A un conjunto cualquiera. Ahora, por el axioma de eleccion,
existe una funcion de eleccion, llamese f tal que a cada z € P(A) le asigna uno de sus

elementos. Ahora, definase por recursion sobre los ordinales la siguiente secuencia:

ap = f(A);
ao = f(A—{ag : € < a}) siel conjunto es diferente que 0;

a, = x arbitrario si el conjunto es igual que ().

Sea 6 el minimo ordinal tal que A — {a¢ : { < 0} = 0. Es claro que la secuencia

(ag, . .., ag) bien-ordena al conjunto A.'6

= Corolario. El tamano de todo conjunto infinito puede ser determinado mediante un

N, (con a un ordinal).

El inconveniente o, mejor dicho, la disconformidad se debia a que, como se puede apre-
ciar, Zermelo obtendria el resultado de una forma muy peculiar, en tanto que formularia

H4ygase la nota 95.

H5Durante el Tercer Congreso Internacional de Matematicas celebrado en Heidelburgo ese afio, Konig
ofreceria una prueba falaz que refutaba la conjetura de Cantor. Cantor, Bernstein, Zermelo y Hausdorff
detectarian independientemente un error en su demostracién. No es claro quien refuté la refutacion de
Koénig primero. Kowalewski, por ejemplo, sostiene que al siguiente dia que Konig presentd la prueba
Zermelo encontr6 la brecha en la prueba; Grattan-Guinness y Purkert, por su parte, aseguran que fue
Hausdorff quien not6 el error semanas después del congreso. Véase Ebbinghaus (2007, p. 54).

6Fsta no es la version original de la prueba, pero se opt6 por ella para facilitar la exposicion.
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explicitamente como prerrequisito un “principio 16gico” irreducible, “pero [que| es aplicado
por doquier en las deducciones matematicas sin vacilacion” (Zermelo, [1904, p. 516]); a
saber, el principio de eleccidn, mejor conocido ahora como el azioma de eleccion (AC).
Esto precisamente seria el detonante de una intensa critica alrededor de la metodologia
en matematicas.

El axioma de eleccion establece que para cualquier familia S de conjuntos no-vacios
existe una funcion f: S — |J S, la llamada funcidn de eleccion, que asigna a todo ele-
mento A de S un representante en A.''7 Como es bien sabido, este axioma es equivalente

118

al teorema del buen-orden (en lenguajes de primer orden),''® y a un gran nimero de otros

enunciados (e. g., el lema de Zorn, la comparabilidad cardinal, el axioma multiplicativo,
etc.).!?

Como se ha dicho, el axioma serfa mal recibido por gran parte de la comunidad ma-
tematica de la época (Borel, Peano, Konig, Bernstein, entre otros), y se convertiria en “el
axioma mas discutido de las matematicas, segundo solamente por el axioma de las parale-
las de Euclides que fue introducido hace més de dos mil anos” (Fraenkel y Bar-Hillel [1958,
p. 57| en Ebbinghaus [2007, p. 64]). Principalmente, el descontento estaba dirigido hacia
el hecho de que establecia la existencia de funciones de elecciéon sin describir una regla
explicita para establecer el mapeo. De hecho, el “principio logico de eleccién” —como lo
consideraba Zermelo— puede asociarse justamente con la tradicion abstracta promovida
en Gotinga y que fue mencionada en la secciéon 2.1.1, pues postulaba tal cual una funcion
arbitraria e independiente de sus “formas de representacion”. (Esto no es de extranarse,
pues Zermelo llegd a la Universidad de Gotinga en 1897 para convertirse en el colabora-
dor més importante de Hilbert, al menos durante la primera década del s. XX.)'? Asi, la
controversia era puramente metodologica: “|ljas discusiones estaban méas preocupadas por
el método de prueba que por su resultado” (Ebbinghaus, 2007, p. 57).

Como asegurd Moore (1982, pp. 83-4), la situacion se caracterizo por dos aspectos:
primero, no habia una frontera muy precisa entre los métodos constructivos y no-
constructivos; v segundo, aquellos que usaban el axioma de eleccién tacitamente
no eran conscientes de su fuerza deductiva. Asi que, “como el golpe de un rayo,
la, demostraciéon de Zermelo repentinamente iluminé el paisaje y provocd que los
mateméticos escudrifiaran los supuestos sobre los cuales habfan estado descansando
desprevenidos.” (Ebbinghaus [2007, p. 80])

Con todo, en este punto quiza atn no resulta muy clara la necesidad por establecer el

axioma en cuestion. Esto probablemente se ponga mas de manifiesto en lo que sigue. Para

H7En su formulacién simboélica contemporanea:

VSO ¢ S —3f: 85— JSVAES(f(A) € A)

118Fn segundo orden, buen-orden es més fuerte que eleccion.

19Para la presentacion de estas y otras equivalencias adicionales, véase Enderton (1977, cap. 6) o Jech
(2006, cap. 5).

120Esta no se trata de una exageracion, el mismo Hilbert reiteraria en varias ocasiones el alta estima en
que tenia a Zermelo (véase Ebbinhaus [2007, pp. 29-38]).
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facilitar esto, se hard un pequeno salto en el tiempo hasta la publicaciéon de la segunda
prueba que ofreceria Zermelo en 1908. Como se mencionard en unos momentos, Zerme-
lo (1908a) presentaria una serie de ejemplos —que van desde el andlisis hasta la teoria
de conjuntos— para mostrar la indispensabilidad del axioma de eleccion. Entre ellos, se
encontraba el teorema de la contabilidad de la union contable de conjuntos contables, de-
mostrado por Cantor en 1878. El problema que encontraba Zermelo en este tipo de pruebas
era que el procedimiento empleado apelaba a una “vaga intuicion”, a saber, descansaba
sobre consideraciones espacio-temporales; més precisamente, la prueba de Cantor estaba
“contaminada”, porque hacia alusién a la nociéon de “instantes en el tiempo” al momento
de realizar una seleccion sucesiva de elementos. Mas precisamente, “[s|i realmente es la
seleccion 'sucesiva’ sobre lo que se estd apoyando, entonces parece que uno debe estar
asumiendo un subconjunto de instantes de tiempo que estd bien-ordenado y que forma
un orden base desde el cual las selecciones ’sucesivas’ son realizadas” (Hallet, 2016, pp.
85-6).121

Con su alternativa, Zermelo hacia visible su compromiso con la metodologia abstracta
de Gotinga, la cual pretendia desprender las demostraciones de este tipo de elementos. El
axioma de eleccion, grosso modo, “ahorraba’” esta seleccion progresiva y simplemente daba
por sentada desde un inicio la seleccién acabada, como si se hubiese realizado de manera
“simultanea”.'?? En fin, esta es la razén que lo llevaria a demostrar buen-orden con base
en eleccion.

Como sea, regresando a la controversia, sumado a la sospecha por el compromiso
(no-constructivo) con la existencia de una funcion arbitraria de eleccion, las objeciones
también se complementaban con exigencias de la demostracion del axioma (e. g., Borel y
Peano), con observaciones de corte empirista (influenciadas por Peano y Dedekind) —co-
mo el escepticismo de poder realizar y completar procesos infinitos, el énfasis sobre las
limitaciones humanas para aplicar reglas una cantidad infinita de veces, etc.—; as{ como
con observaciones antirrealistas que acusaban a Zermelo de emplear una definicién impre-
dicativa que derivaba circularidad (Poincaré);'* incluso las acompafaban inquietudes de
caracter mas filosofico (Poincaré, por ejemplo, lleg6 a reclamar que el axioma de eleccion
se trataba de un juicio sintético a priori). En fin, las criticas no dejaban de llover por

todos lados.

121En otras palabras, “lo que realmente se presupone es un subconjunto bien-ordenado de instantes
temporales que actia como la base para una definiciéon recursiva” (Hallet, 2016, p. 86).

1227 ermelo (1908a) modificaria ciertos factores para incluso evitar la nocién de “eleccién simultanea”.

123Esto puede verse méas facilmente en términos contemporaneos: la funcién de eleccion da lugar a un
conjunto de eleccion (i. e., el rango de la funcién constituido por los representantes de cada miembro de
la familia sobre la que se defini6 la funcién), llamese C; de acuerdo con la concepcion iterativa de los
conjuntos, C' estd formado por miembros de miembros de C, cada uno formado en estratos anteriores,
lo que implicaria que existe un conjunto que los contiene a todos. Esto se debe a que cada estrato se
construye a partir del axioma de potencia, asi si los objetos ya existen en un nivel dado en el siguiente
nivel, entonces apareceran todos en una coleccién.
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No obstante, cuatro anos mas tarde, con gran sagacidad, claridad, e incluso sarcasmo,
Zermelo (1908a) lograria hacer frente a cada una de las objeciones por su propia mano.
Su defensa del axioma, como senala Maddy (2011), estaria apoyada tanto sobre su in-
tuitiva evidencia como sobre el éxito de su utilidad. La defensa por ambos flancos puede
apreciarse, en el primer caso, con la exhibicion puntual de varios ejemplos (siete, para ser
exactos) en que tal axioma fue empleado indiscriminada y tacitamente; y en el segundo,
con su efectividad, productividad y promesa (p. 47).

Contra la objecion concerniente con la indemostrabilidad del axioma, Zermelo respon-
deria con gran elocuencia que, en efecto, no serfa capaz de demostrarlo, pero que “incluso
en matemaéticas, como es bien sabido, la indemostrabilidad de ningtin modo es equivalente
a tnvalidez, puesto que, después de todo, no todo puede ser probado, pero toda prueba
en cambio presupone principios indemostrados”. Acto seguido, contraatacaria diciendo:
“con el fin de rechazar un principio tan fundamental, uno tendria que haber asegurado
que algin caso particular no se sostenia o derivar consecuencias contradictorias desde él;
pero ninguno de mis oponentes ha hecho algtin intento por hacer esto”. Posteriormente,
Zermelo citaria a Peano y sus axiomas como ejemplo, y destacaria un elemento metodolo-
gico que, de hecho, parece apuntar hacia alguna especie de naturalismo: “[e]videntemente
[Peano lleg6 a sus principios| al analizar los modos de inferencia que durante el curso
de la historia llegaron a reconocerse como validos y al apuntar que esos principios son
intuitivamente evidentes y necesarios para la ciencia”. Lo mismo, dice, se aplica al axio-
ma de eleccion. Esto tltimo, en parte, justamente hace referencia al éxito de la utilidad
que senala Maddy. Pero por si esto fuera poco, Zermelo arremeteria una vez més desde
otro flanco: “|qlue este axioma [...] ha sido usado frecuentemente, y exitosamente, en los
mas diversos campos de la matematica, por R. Dedekind, G. Cantor, F. Bernstein, A.
Shoenflies, J. Kdnig, y otros, es un hecho indiscutible”, y este uso tan extendido “s6lo
puede ser explicado por su autoevidencia, la cual, por supuesto, no debe confundirse con
su demostrabilidad. No importa si esta autoevidencia es en cierto grado subjetiva —es
ciertamente una fuente necesaria de principios matematicos, incluso si no se trata de una
herramienta de las pruebas mateméaticas—" (p. 113). Por ultimo, tras presentar otra ana-
logia —esta vez con el quinto postulado de Euclides— con relaciéon a la independencia del
axioma, Zermelo recriminaria a aquéllos que pretenden proscribir de la ciencia “hechos
fundamentales o problemas” por el simple hecho de no poder lidiar con “ciertos principios
prescritos”, y redondearia su argumento concluyendo: “los principios deben ser juzgados
desde el punto de vista de la ciencia, y la ciencia no desde el punto de vista de principios
establecidos de una vez por todas.” (p. 113).

Antes de concluir este apartado, resulta conveniente destacar un par de aspectos que
permitirdn apreciar todavia mas la pertinencia de considerar este episodio de la historia

de los conjuntos para los propdsitos que aqui se persiguen. Esto a su vez facilitard la
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transicion a la siguiente secciéon que se ocuparé, finalmente, de la primera axiomatizacion
de la teoria de conjuntos.

Si bien los puntos sefalados por Maddy (2011, pp. 45-7) son factores importantes a
considerar como parte de la metodologia de la teoria de conjuntos (para ella particular-
mente, como criterios de justificacion para la adopcion de nuevos axiomas), en realidad
parece no prestar la debida atencion a lo que, personalmente, podria tratarse del aspecto
més importante en relaciéon con este episodio histérico y que, sin duda, merece ser res-
catado como rasgo metodologico de esta teoria, a saber, el interés por sostener eleccion
y por demostrar el teorema del buen-orden. De hecho, autores como Kanamori (1996, p.
11) y Moore (1982, p. 159) han reconocido y enfatizado el papel esencial que jugaria este
interés en la axiomatizacion de la teoria, y que vendria el mismo ano de la publicacion de
la segunda prueba de dicho teorema.

El interés por sostener eleccidn, en parte, ya se ha explicado més arriba; quiza sola-
mente falte profundizar un poco méas sobre el caracter ldgico que Zermelo le atribufa.'?*
En realidad, esto no es muy claro. Como dice Hallet (2016), si es “logico” en el sentido
de una “ley de pensamiento” (sea lo que eso signifique) o de un elemento intrinseco del
razonamiento mateméatico (exhibido por el uso indiscriminado previamente mencionado),
es algo muy dificil de determinar (p. 94). Parece ser, pues, que sobre este respecto sélo
hay lugar dentro del terreno de la especulaciéon. Asi, con mucho riesgo y sin mucho funda-
mento, uno podria atreverse a conjeturar que el caracter logico del principio de eleccion
proviene de fenobmenos inherentes a la inferencia logica, muy comunmente adoptados con
confianza en los calculos deductivos; en concreto, uno podria pensar atribuir el caracter
logico de tal principio, la intuicion de poder “seleccionar” o “elegir” un elemento de un
conjunto no-vacio, al hacerlo corresponder con una aplicacion particular de la regla de
instanciacion existencial (I3), donde, por ejemplo, de 3z Pz puede inferirse que Pc (don-
de ¢ es una constante nueva); el axioma de eleccion, de algin modo, podria considerarse
como una generalizacion de esta selecciéon intuitiva a cualquier conjunto no-vacio; en el
caso de su contraparte logica, la regla I seria la generalizaciéon para cualquier propiedad
0, incluso mas general, para cualquier formula del lenguaje ¢(x), de Jzpx se sigue pc;
donde ¢ es una constante nueva. Por otro lado, uno podria especular que eleccion es logico
por razones mas cercanas al razonamiento matematico en términos conjuntistas. En lo
personal, pienso que uno quiza podria estar mas confiado en apostar més a esta alterna-

tiva y atribuir AC como algo légicamente intrinseco a los conjuntos. En este sentido, AC

124T3] como Zermelo afirma:

No hemos formulado explicitamente aqui el ’axioma de eleccion’ porque difiere en caracter de los otros
axiomas y no puede ser utilizado para delimitar los dominios. No obstante, lo utilizamos como un principio
légico general sobre el cual se basa toda nuestra investigacion; en particular, es sobre la base de este principio
que asumiremos, en lo que sigue, que todo conjunto es capaz de de ser bien-ordenado” (1930a, p. 31).

(El énfasis fue anadido.)
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125 en tanto que los conjuntos

es logico en relacion con la nocion de conjunto bien-definido,
—alguien podria defender— s6lo pueden concebirse si estdn bien-definidos, o sea, “que
es imposible pensar en una colecciéon como conjunto sin permitir al mismo tiempo que
sus elementos puedan ser arreglados de manera discreta de algiin modo, o incluso que tal
arreglo puede ser deducido automaticamente desde la ’definicion’ [de conjunto|” (Hallet,
[2016, p. 84]). Como el lector habr& notado, la primera parte de la cita anterior hace
alusion justamente al teorema del buen-orden; la segunda parte, justamente es a lo que
uno podria apelar para defender AC como principio légico, pues, como se ha visto, si AC
es parte de la “definicion” de conjunto (muy ¢ la Hilbert —i. e., uno de sus axiomas—),
entonces uno puede bien-ordenar cualquier conjunto y concebirlo, por supuesto, siempre
y cuando se trate de una coleccion bien-definida.!26

Ahora bien, el interés por demostrar la buena-ordenaciéon de todo conjunto podria
deberse probablemente a lo mencionado en las tltimas lineas del parrafo de arriba, pero
asociar este interés tan solo con ello honestamente parece muy aventurado. En realidad, el
interés por sostener el buen-orden de los conjuntos esta mas relacionado con el corolario
presentado al inicio de esta seccion, el cual a su vez estd ligado con lo adelantado en la
seccion 2.1.2. Como se coment6 en esa seccion, la cardinalidad (el tamano) de un con-
junto en relacion con otro puede determinarse si puede establecerse una correspondencia
uno-a-uno entre uno y el otro, o entre uno y una parte del otro, independientemente de
como estén estructurados (e. g., si estan bien-ordenados, no importaria su tipo-ordinal).
Sin embargo, si un conjunto A estd bien-ordenado y puede biyectarse con un tinico ordinal
inicial «, entonces uno puede representar el tamano de A con « (i. e., card(A) = «). La
importancia del buen-orden ahora comienza a ser clara: si uno pudiera bien-ordenar cual-
quier conjunto, entonces uno podria establecer una “medida” de tamano para cualquier
conjunto via ordinales iniciales. Aqui, cabe senalar que Cantor asumiria el “principio del
buen-orden” como una “ley del pensamiento”, es decir, asumiria sin necesidad de prueba
que cualquier conjunto pudiera bien-ordenarse —supuesto del que dudaria mas tarde—,
y representaria cada ordinal inicial transfinito con los famosos “alephs” (X). Como sea,
con esta representacion ordinal de tamanos, uno podria generar una cadena infinita de
cardinales, esto es, una N—secuencia, la cual, grosso modo, fungiria como una “escala de
medida” que representaria la cardinalidad de cualquier conjunto bien-ordenado. Por tan-
to, la importancia de establecer la buena-ordenaciéon de cualquier conjunto es que eso

significarfa poder asignarles una cardinalidad representada directamente por algin X en

125Que esté “bien-definido” un conjunto sera de la mayor importancia en la discusién que vendra maés
adelante. De hecho, como se verd, para Zermelo esto serd una condicién necesaria para ofrecer una buena
caracterizacion de “conjunto”. Una clara influencia de Cantor. Véase el cap. 3 del presente trabajo.

126Gj esta intuicion sobre el caracter 16gico de eleccién es correcta, uno tiene razones adicionales para
sostener el axioma de buena-fundacién (cuya relevancia también hoy suele discutirse), pues los conjuntos
mal-fundados no pueden bien-ordenarse por la relacion de pertenencia (€).



50 UNA BREVE HISTORIA DE LOS CONJUNTOS

la N—secuencia; lo cual a su vez querria decir que la N—secuencia seria [a escala que
permitirfa comparar cualquier conjunto en términos de su cardinalidad.'?” El teorema del
buen-orden, pues, como afirmaria Zermelo, permite establecer la teoria de los cardinales
transfinitos sobre un fundamento firme, “y [que] todo conjunto, para el que la totalidad
de sus subconjuntos, y demés, tiene sentido, puede ser considerado como bien-ordenado
y su cardinalidad como un ’aleph’ ” (Zermelo, [1908a, p. 119]).'?® Ademas, el buen-orden
podria proporcionar un fundamento sélido sobre el cual erigir una nocién de cardinal infi-
nito que sirviera como un marco apropiado para abordar el problema del continuo (Hallet,
[2016, p. 87]).

Por lo tanto, al tomar en cuenta las observaciones de Kanamori (1996) y Moore (1982)
respecto del apremio de Zermelo por alojar su prueba dentro de un marco axiomético ade-
cuado, uno bien puede proponer que una de las motivaciones o, mejor dicho, uno de los
objetivos principales de la teoria ariomdtica de conjuntos es precisamente formular una
teoria del infinito, no dnicamente en relaciéon con el orden, sino también con el tamano;
dicho con otros términos, formular una teoria de ordinales y cardinales transfinitos.

La ordinalidad y la cardinalidad, al ser nociones basicas de la teoria de conjuntos,
deben poderse determinar clara y distintamente. Por ello, cuando Skolem quince anos
mas tarde presentaria su paradoja, y con ella la relativizacion de las nociones cardina-
les, Zermelo se mostraria tan reacio para admitir la teoria de conjuntos en su version de
primer orden, “pues el cardinal es por naturaleza una propiedad de los conjuntos” (Zer-
melo, 1909b).1% Que la XN—secuencia sea la escala de medida de tamano, que ésta puede
establecerse por el teorema del buen-orden y que, ademaés, éste sea lo suficientemente re-
levante para motivar la axiomatizacion de la teoria —o sea, un marco riguroso y preciso
para realizar la demostracion—, sugiere que la teoria de conjuntos debe ser tal que sea
capaz de preservar de manera absoluta'®” las nociones conjuntistas basicas, a saber, no
inicamente las nociones ordinales, sino también las cardinales.

Como se ha reiterado ya, una de las motivaciones para axiomatizar la teoria de con-

127Esto, de hecho, se conoce como el teorema de la comparabilidad cardinal, el cual Hartogs demostraria
ser equivalente al teorema del buen-orden en 1915. El teorema de la comparabilidad cardinal establece
que para cualesquiera conjuntos Ay B, o bien A < B, o bien B < A. Adicionalmente,si A < By B < A,
entonces A = B; este es el conocido teorema de Cantor-Bernstein.

128V éase Hallet (2016, pp. 82-3, 88).

1290Qbviamente, el teorema del buen-orden puede derivarse en la axiomatizacién de orden uno, lo que
se estd diciendo aqui es que esa axiomatizaciéon no es la apropiada porque provoca la relativizaciéon
de la escala de los alephs. En algtin sentido, pues, no seria “la escala”, sino “una de muchas escalas”
correspondientes con el modelo bajo consideracion. En estos modelos de primer orden los alephs realmente
no son los alephs, sino una especie de impostores (o simuladores) conjuntistas que se hacen pasar por
dichos cardinales transfinitos; es decir, que son conjuntos que satisfacen las férmulas desde el punto de
vista del modelo, pero que visto desde fuera del modelo no son cardinales.

130M4s adelante se propondra que los modelos pretendidos de la teoria no sélo deben ser tales que los
conjuntos sean conjuntos y la pertenencia se comporte como la pertenencia, sino que también deben
preservar las nociones teérico-conjuntistas de interés, estas son, las nociones ordinales y cardinales.
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juntos era ofrecer un marco apropiado para fortalecer la posicion de AC y poder efectuar
la demostracion del teorema del buen-orden. En la siguiente seccion, por fin se daré tra-
tamiento al tan esperado episodio alrededor de la primera axiomatizacion de la teoria de

los conjuntos.

2.2. La primera axiomatizacion de la teoria de conjun-
tos (1908) y el problema de la “definitud”

La historia popular cuenta que Hilbert le encomendé a Zermelo la mision de precisar la
teoria de conjuntos mediante una axiomatizacion con el objetivo principal de frenar las
paradojas, es decir, formular un fundamento consistente para la teoria de conjuntos basa-
do en el método axiomatico; sin embargo, como se ha insistido en las secciones anteriores,
sostener que ésta era la inica motivaciéon no parece del todo correcto, e incluso podria
ser pernicioso para la comprension del trabajo de Zermelo. A la evasion de las parado-
jas tendria que agregarse la contribucién al programa temprano de Hilbert, en especial,
fundamentar el concepto de ntimero consistentemente, y el establecimiento de un marco
adecuado para llevar a cabo la demostracion del teorema del buen-orden. El entrelaza-
miento de estas tres motivaciones, podria decirse, es lo que darfa origen a la singular
axiomatizacion que propondria inicialmente Zermelo en 1908.

Poco después de su llegada a Gotinga en 1897, bajo la influencia de Hilbert, Zermelo
moverfa sus intereses'3! hacia los estudios sobre fundamentacion, teoria de conjuntos y
logica. Asi, desde un primer momento, los criterios programaticos de Hilbert ejercerian
una enorme influencia sobre el trabajo de Zermelo sobre estas materias (al menos durante
los primeros quince anos del s. XX); tal influencia tampoco seria diferente respecto de su
demostracion sobre el buen-orden.

Como ya se ha indicado anteriormente, el programa de Hilbert demandaba la presenta-
cion de las teorias mateméaticas con base en el método axiomatico. Este método consiste,
de acuerdo con Hallet (2016, p. 91), en cuatro puntos:

1. la postulacion de la existencia de un dominio, de un “sistema de cosas” (o
“sistema de cosas” en el caso de teorias multi-variadas);
2. la presentacién de una lista finita de axiomas;

3. el requisito de demostraciones finitas, las cuales (en principio) inician con los
axiomas (y solamente con los axiomas) y proceden desde estos hacia una con-
clusion mediante un “ntimero finito de inferencias” (i. e., pasos inferenciales
aceptables);

4. la provision de una demostraciéon de consistencia para estos axiomas, la cual
mostrard que no es derivable una contradiccién mediante tal demostracion
dentro del sistema dado.

Bl Tras concluir su doctorado sobre el célculo de variaciones y servir como asistente de Max Planck
durante casi tres anos en Berlin, Zermelo se matriculé en la universidad de Gotinga en 1987 para su
Habilitation en matemética aplicada y fisica teorica.
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Como puede apreciarse este método demanda la postulacién de un dominio, un “sistema
de cosas”, donde todo lo que se sabe sobre sus elementos constitutivos esta dado por los
axiomas y sus consecuencias logicas a partir de una serie finita de pasos, y nada mas;'3?
ademaés, requiere la demostracion de la consistencia de los axiomas para establecer la exis-
tencia matematica del dominio en cuestion. De esta manera, cuando un cierto dominio es
axiomatizado, una prueba posterior acerca de la consistencia de la teoria permite confir-
mar matematicamente la existencia del dominio, una existencia libre de enigmas ontolo-
gicos o metafisicos. En otras palabras, “los axiomas 'crean’ los dominios, y las pruebas de
consistencia justifican su existencia” (Hallet, [2016, p. 92|). La demostracion del teorema
del buen-orden exhibiria muchos de estos rasgos hilbertianos: primero, Zermelo comienza
por establecer clara y explicitamente el contexto de la prueba, o sea, asume un conjunto
“bien-definido” junto con su potencia —el cual serd el dominio de la prueba—; segundo,
a diferencia de Cantor, no opera con un conjunto bien-ordenado preexistente —como el
de los instantes en el tiempo— que se proyecta sobre dicho conjunto bien-definido, sino
que Zermelo forma el conjunto bien-ordenado sobre el que se apoya mediante una funcion
de eleccién; y tercero, Zermelo ofrece una prueba ¢ la Hilbert en un nimero finito de
pasos logicos; de nuevo, cosa distinta al supuesto cantoriano del buen-orden como “ley
de pensamiento”. Mas todavia, una de las defensas del AC que Zermelo ofreceria —mas
precisamente, a Poincaré— estd en intima correspondencia con la perspectiva hilbertia-
na de la existencia matemética: contra la critica impredicativa de eleccién, una de las
respuestas que ofreceria Zermelo seria justamente que los objetos no son creados por las
“determinaciones” en relaciéon con el dominio definido por el sistema axiomético, sino que
simplemente son destacados o senalados de otros en el dominio que ha sido axiomatizado.
Dicho de otro modo, y como se haria patente con la axiomatizacion —que publicaria dos
semanas después del articulo con la segunda prueba del buen-orden—, Zermelo postula
un dominio de objetos (en este caso “conjuntos”) cuya existencia depende de aquello que
los axiomas en su totalidad establecen; mostrar que algo particular existe es simplemente
mostrar por medio de inferencias finitas que eso esta dentro de tal dominio. Sin AC ciertas
demostraciones existenciales sobre ciertos conjuntos sencillamente no podrian ofrecerse,
pues sin las funciones de eleccion, en este caso, no podrian senalarse objetos en tal do-
minio; es decir, exhibir su existencia en relacion con el dominio en cuestion. Si bien las
definiciones de los dominios, sus caracterizaciones axiomaticas, son en cierto modo arbi-
trarias, éstas deben librarse de elementos metafisicos y su existencia debe estar apoyada
en su consistencia.

Por otro lado, el método axiomaético, como también se senald, esta disenado de tal ma-
nera que también permite revelar los supuestos que descansan bajo teoremas comtinmente

aceptados. Esto es evidente en el caso de AC y el teorema del buen-orden, en tanto que el

132Como se menciond, dentro del método axiomatico moderno, los “rasgos intuitivos” sobre las cosas que
constituyen el dominio ya no pueden ser apelados en las demostraciones; por decir algo, si el “sistema de
cosas” estd conformado por puntos, lineas y planos, con todo, no puede asumirse contenido “geométrico
intuitivo” acerca de tales objetos para apoyar las demostraciones.
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primero se manifiesta como condicién necesaria y suficiente para el segundo. Aun cuando
esta demostracion no estd dada axioméaticamente, estd en consonancia con la aproxima-
cion hilbertiana; pues la prueba revela como una conclusion se sigue mediante una serie
finita de pasos desde supuestos claramente identificados, como el principio de eleccién en
este caso. “Lo que la prueba de Zermelo ademas muestra es que el principio de eleccion
es fundamental si ha de existir una teorfa cantoriana del nimero cardinal infinito seria”
(Hallet, |2016, 93]|).

Finalmente, Zermelo presentaria su axiomatizacion tomando bajo consideracion tanto
los objetivos del programa de fundamentaciéon de Hilbert respecto del concepto de nimero
y su consistencia, como las paradojas conjuntistas, en particular la paradoja de Zermelo-
Russell y la paradoja de Richard. Lo anterior es puesto claramente de manifiesto por las
palabras con que Zermelo (1908b) abre su articulo:

La teoria de conjuntos es esa rama de la matematica cuya tarea consiste en investi-
gar matematicamente las nociones fundamentales de “niimero”, “orden” y “‘funciéon”,
al tomarlas en su forma pristina y simple, y asi desarrollar los fundamentos 16gi-
cos de toda la aritmética y el andlisis. Por lo tanto, ésta [la teoria de conjuntos|
constituye un componente indispensable de la ciencia de la matemética. En el pre-
sente, no obstante, la mera existencia de esta disciplina parece estar amenazada
por ciertas contradicciones, o “antinomias”, que pueden ser derivadas de sus princi-
pios —principios que gobiernan nuestro pensamiento necesariamente, al parecer—
y sobre las cuales ninguna solucién completamente satisfactoria ha sido encontrada
atn. En particular, en miras de la “antinomia de Russell” del conjunto de todos los
conjuntos que no se contienen a si mismos como elementos, hoy dia ya no parece
admisible asignar como su “extensiéon” un “conjunto”; o “clase”, a una nocién arbitra-
ria y logicamente definible. La definicion original de Cantor de un “conjunto” como
“una coleccion, reunida en un todo, de ciertos objetos bien-distinguidos de nuestra
percepcién y pensamiento” requiere, por lo tanto, ciertamente de cierta restriccién;
sin embargo, no se le ha reemplazado exitosamente por una que sea tan simple y
que no dé lugar a tales reservas. Bajo estas circunstancias, en este punto no nos
queda més que proceder en la direccién opuesta y, al empezar desde la ‘teoria de
conjuntos” tal como ha sido dada histéricamente, localizar los principios requeridos
para establecer los fundamentos de esta disciplina matemaética. Para resolver este
problema, por un lado, debemos restringir estos principios lo suficiente para excluir
todas las contradicciones y, por el otro, tomarlos como suficientemente amplios para
retener todo lo que es valioso dentro de esta teorfa. (p. 261)

Un pequeno comentario sobre esta célebre introduccién resulta oportuno aqui, pues en
ella se sugieren una serie de aspectos metodologicos a considerar como hilos conductores
para el desarrollo de la teoria de conjuntos. La importancia de estas observaciones radica
en que reflejan de manera clara las motivaciones y objetivos que Zermelo tenfa en mente
al momento de ofrecer su axiomatizacion, asi como las inquietudes que aquejaban a la
comunidad matematica durante esa época.

En primer lugar, se puede apreciar el papel atribuido a la teoria de conjuntos como
disciplina matemaética fundacional, haciendo hincapié sobre un reduccionismo de concep-

tos matemaéticos a conceptos tedrico-conjuntistas: tomar los conceptos de niimero, orden
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y funcién en su “forma pristina y simple”. Esto justamente esta en intima consonancia con
lo que ya se ha senalado en secciones anteriores en relaciéon con el involucramiento en que
se encuentra el trabajo de Zermelo con el programa de Hilbert. Como se ha insistido, Zer-
melo espera fundamentar con su teoria las nociones aritméticas de manera consistente y
con ello el resto de la matematica (recuérdese que la consistencia de la aritmética permite
extender pruebas de consistencia relativa de otras teorias mateméticas —como al anali-
sis y la geometria—). La relevancia de esta empresa esencial, y su intencion por ofrecer
una prueba de consistencia en algiin momento, se pone de manifiesto cuando lineas méas
abajo confiesa: “Aln no he sido capaz de demostrar rigurosamente que mis axiomas son
‘consistentes’, aunque esto es ciertamente esencial; en su lugar, he tenido que limitarme
a senalar, ahora y entonces, que las “antinomias” descubiertas hasta ahora se desvanecen
todas si se adoptan como base los pricnipios aqui propuestos” (Zermelo, [1908b, p. 262|).
Si bien es incapaz en ese momento de brindar una prueba de la consistencia de su teoria,
Zermelo hace lo segundo mejor: mostrar como al menos su axiomatizacion puede sortear
las paradojas que obstaculizaban hasta ese momento el desarrollo de la teoria de conjun-
tos.

De esta forma, como también lo hace notar, Zermelo pone de manifiesto a las para-
dojas como motor de la axiomatizacion, pero a diferencia de la historia popular, no se
colocan como un problema por si mismas, sino directamente en funcién de sus repercu-
siones sobre el programa de Hilbert. Asi pues, el verdadero impacto de las paradojas se
media en relacion con la socavacion que significaban para el terreno tedrico-conjuntista,
y sobre el cual se podian apoyar el resto de las disciplinas mateméticas. Para detener los
resultados paradéjicos, Zermelo recurriria hacia una metodologia que ciertamente contie-
ne matices de caracter naturalista: en lugar de proceder a la manera del filésofo primero
y fijar principios en un primer momento desde los cuales desenvolver las investigaciones,
Zermelo reconoce no tener otra alternativa mas que “proceder en la direccion opuesta”
y, de manera reminiscente a la filosoffa segunda, propone “empezar desde la ’teoria de
conjuntos’ tal como fue dada histéricamente” para asi poder “localizar los principios re-
queridos para establecer los fundamentos de esta disciplina matematica”. Como dice en
otro lado: “[plara estos desarrollos [uno debe| apoyarse en los conceptos bésicos y los
métodos generales de la teoria de conjuntos como fueron creados por G. Cantor y R.
Dedekind” (1909b, 11).13% Cabe confesar en este punto que estos fragmentos precisamente
fueron una de las motivaciones principales que me sugirieron perseguir este trabajo desde
un marco metodolégico naturalista, en tanto que explicitamente el creador de la teoria
axiomatica de los conjuntos expresa el rol fundamental que la misma préctica e histo-
ria tedrico-conjuntista jugd como arbitro tltimo para la adquisicion de los principios que
regularian el desenvolvimiento de las investigaciones en esta area de la matematica. Sin

embargo, “para resolver el problema, por un lado, debemos restringir suficientemente los

133N6tese como Zermelo reconoce a Dedekind como cocreador de la teoria de conjuntos, a diferencia de
la popular que establece a Cantor como el creador de la teoria.
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principios para excluir todas las contradicciones, y por el otro, tomarlos suficientemente
amplios para retener todo lo que es valioso dentro esta teoria”. Con esto tltimo, Zermelo
refiere un par de criterios adicionales: la restricciéon del principio de comprehension irres-
tricto para evitar caer en contradiccion y, al mismo tiempo, la retencion de “todo lo que
es valioso dentro esta teoria”, es decir, “el sistema debe ser tan fuerte para producir 'todos
los teoremas principales de la teoria de conjuntos, incluyendo aquéllos sobre equipolencia
y buen-orden”(Ebbinghaus, [2007, p. 93|). En otras palabras, la teoria de conjuntos debe
ser consistente y recuperar los resultados principales de la teorfa.'3*

A partir de lo anterior es que Zermelo (1908b) finalmente intenta “mostrar como toda
la teoria creada por G. Cantor y R. Dedekind puede ser reducida a unas pocas definiciones
y siete ’principios’, o ’axiomas’, que parecen ser mutuamente independientes.” Una vez
maés siguiendo a Hilbert, Zermelo comienza por definir un dominio de objetos inespecifica-
dos B junto con una relacion binaria (€) definida sobre B, la relacidn de pertenencia (o
membresia). Algunos de los objetos en 9B son conjuntos —el conjunto vacio () o un ob-
jeto con al menos un elemento—, el resto son designados como urelementos —objetos sin
elementos distintos de (—. Tras presentar algunas definiciones adicionales —la relacién
de subconjunto (C), la nocién de conjuntos disjuntos y la nocion de definitud—, Zermelo
despliega sus siete axiomas: extensionalidad, conjuntos elementales,'>® separacidon, conjun-
to potencia, union, eleccion e infinito. (Véase el Anexo 1.)

Como senala Ebbinghaus, los axiomas tienen una prehistoria (2007, p. 86), no fueron
meras ocurrencias de ultimo momento como a veces la historia popular parece insinuar;
en realidad, fue a partir de un muy concienzudo analisis de los resultados obtenidos por
Cantor y Dedekind que Zermelo opt6 finalmente por ellos.!3¢ En particular, procuré evi-
tar conceptos cuestionables y se limité Gnicamente a ocupar principios y operaciones que
hasta ese momento no habian sido fuente de contradiccion.t37

Sin lugar a dudas, el axioma méas importante y —como se verad en unos momentos—
el mas problematico dentro del sistema ofrecido por Zermelo (1908b) seria el azioma de
separacion:

134Hallet (2016) dice: “Hay razones para llamar al sistema de Zermelo la primera axiomatizacién real de la
teoria de conjuntos. Es claro, sobre todo, que la intenciéon de Zermelo era revelar la naturaleza fundamental
de la teoria de conjuntos y preservar sus logros y, al mismo tiempo, proporcionar un reemplazo general
para el [principio de comprehension].” Esto también puede servirnos como guia de evaluacion desde la
practica matematica para propuestas tedricas nuevas, principalmente aquellas motivadas por razones
filosoficas. En este sentido, teorias de conjuntos que no tengan resultados relevantes de la teoria clasica
deberian ser rechazados o por lo menos cuestionados. Por supuesto, esto estd en debate. Un posible
ejemplo seria la teoria “ New Foundations” propuesta por Quine, pues pierde resultados relevantes como
el teorema de la recursion.

1357 ermelo dentro de este axioma colapsa los axiomas que actualmente se conocen como el azioma de
conjunto vacio y conjunto par.

136Para complementar las motivaciones que tuvo Zermelo para adoptar tales axiomas, quiza cabe diri-
girse al famoso articulo de Maddy (1988a), donde, entre otras cosas, investiga los criterios de fondo a la
adopcién de los axiomas de la teoria.

137 0s primeros bosquejos de una axiomatizacién de la teoria se encuentran en cuadernos para sus cursos
de teoria de conjuntos (1900/1) y se estima que fueron afiadidos entre 1904 y 1906. Véase Ebbinghaus
(2007, p. 86).
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Axioma III. Siempre que la funciéon proposicional &(z) es definida para todos los
elementos de un conjunto M, M posee un subconjunto Mg que contiene precisamente
como elementos a aquellos elementos x de M para los cuales &(z) es verdadera.

(Axioma de separacién.) (p. 263)

La discusiéon que se desencadenaria alrededor de este axioma, me parece que no ha sido
muy atendida en el andlisis filosofico de la teoria (un caso notable es Maddy, quien no
parece profundizar sobre esto en momento alguno). En esta discusion participarian figuras
tan relevantes como Ernst Zermelo, Abraham Fraenkel, Hermann Weyl, John von Neu-
mann y Thoralf Skolem, entre otros. Probablemente, se trata de uno de los momentos
més sobresalientes en la historia de los conjuntos, cuya discusion tendria gran repercusion
sobre el desarrollo posterior de la teoria; es por ello que resulta tan extrano que no haya
sido considerado por los filosofos mas conocidos de la teoria de conjuntos.'?® Resulta casi
irénico que justamente el axioma que seria dispuesto como soluciéon y que lograria resca-
tar la teoria de conjuntos de los resultados paradéjicos fuera “el punto mas débil o, mejor
dicho, el tinico punto débil [de la axiomatizacion]|” (Fraenkel, [1922b, p. 31]). El problema
al que se enfrentaba tal axioma tenia que ver con la imprecisién de su enunciaciéon o, méas
precisamente, con la vaguedad de una de las nociones clave dentro de ella, a saber, la
nocion de “definitud”'3® de una funcién proposicional sobre los elementos de un conjunto.
Como se ha adelantado, con la finalidad de frenar las paradojas los principios de la
teoria de conjuntos debian limitarse “suficientemente para excluir las paradojas”; la res-
triccion fundamental estaba incorporada dentro del axioma de separacion, donde
En lugar de permitir —en términos cantorianos— “la coleccién de objetos bien-
distinguidos de nuestra percepcion y pensamiento” dentro de un todo sin limitacion
alguna, limita comprehensiones 1) a elementos de un conjunto dado con el objeto de
ocuparse, entre otras, de la paradoja de Zermelo-Russell; y 2) interpreta la nocion

de buena-distincién en un sentido angosto con el objeto de ocuparse de la paradoja
de Richard. (Ebbinghaus, [2007, p. 90])

En efecto, a Zermelo no le preocupaban tnicamente las paradojas “ultrafinitarias” como
la paradoja de Cantor, Burali-Forti o Zermelo-Russell, sino también paradojas como la
de Richard. El axioma de separaciéon, como se hace notar en su enunciaciéon de mas

arriba, restringe la comprehension sin limites a comprehensiéon dentro de conjuntos; de

138Con esto no se quiere afirmar que no exista reflexién alguna sobre el tema, mas que muchas de las
figuras mas reconocidas en filosofia de la teoria de conjuntos no lo consideran. La mayoria de las referencias
que personalmente he encontrado son de naturaleza historica (e. g., Ebbinghaus, Moore, Hallet). Esto, en
principio, podria no ser probleméatico para algunas tradiciones filosoficas, pero me parece que lo es para
filosofos que pretenden realizar sus reflexiones desde la practica matematica.

139En este trabajo he optado por traducir el término en inglés “definiteness” por “definitud”, esto para
reservar el término “definibilidad” a la nocién formal méas contemporanea asociada con la definibilidad
de m—relaciones en lenguajes de orden n: una relacion R™ C M™ es definible en una L—estructura
M (donde L es un lenguaje de orden n, y M es el dominio de ) con pardmetros en X C M si y
solo si existe una formula @[z1,...,Tm, Y1, -, Yn] ¥ b1,...,b, € X tal que para toda aq,...,a,, € M,
(a1,...,am) € R™ siy solo si Eox ¢lal,...,am,b1,...0,].
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este modo, en lugar de poder formar el conjunto de Zermelo-Russell, ZR = {z : = & x}, por
comprehension irrestricta, uno a lo mas puede formar el conjunto ZRg = {x € S : z & x},

el cual a diferencia de generar una contradiccion como ZR, origina el siguiente teorema:

» Teorema 10.'" No existe el conjunto universal.
Demostracion. Sea S un conjunto. Por separacion existe Z Rg tal que para cualquier
xsucede que x € ZRgsiysolosix € Sy x & x. De ahi que, si ZRg € Z Rg, entonces
ZRs € Sy ZRs & ZRs, ysi ZRs € Sy ZRs ¢ ZRg, entonces ZRs € ZRg. Si
ZRs € ZRg, entonces se sigue una contradiccion. Por tanto, ZRs ¢ ZRg. Pero
entonces, por modus tollendo tollens, o bien ZRg ¢ S, o bien ZRg € ZRgs. Por lo

tanto, por silogismo disyuntivo, para cualquier S, existe ZRg ¢ S.

Como corolario Zermelo senala: “[s|e sigue del teorema que no todos los objetos z del do-
minio B pueden ser elementos del mismo conjunto; esto es, el dominio B no es él mismo
un conjunto, y esto, hasta donde ahora nos concierne, elimina la “antinomia de Russell”.
(Zermelo, 1908b, p. 265).

No obstante, a Zermelo también le inquietaba paradojas de otra naturaleza como la
paradoja de Berry'*! y particularmente la paradoja de Richard. Considérese esta tltima.
La paradoja de Richard —en una de sus versiones— surge al enumerar las propiedades
unarias definidas sobre N y al definir la propiedad “x es richardiano” como aquella pro-
piedad satisfecha por los elementos y s6lo los elementos de N que no poseen la propiedad
que numeran en la lista; ahora supéngase que n numera la propiedad “ser richardiano”, ;es
n richardiano? Si lo es, entonces no es richardiano, pues numera la propiedad que posee;
v si no lo es, entonces es richardiano, pues no posee la propiedad que numera.

Por tanto, con el objeto de sortear esta paradoja Zermelo recurriria a la restriccion de

142 gdmisibles dentro del axio-

las funciones proposicionales (i. e., enunciados sin saturar)
ma de separacion, y consideraria iinicamente aquellas funciones proposicionales “definida”,
es decir, aquellas afirmaciones en que “las relaciones fundamentales del dominio [la perte-

nencia y la identidad|, mediante los axiomas y las leyes universalmente validas de la 16gica,

1407 5 numeracién corresponde con la numeracién en el articulo de Zermelo.

M1Ta paradoja de Berry surge de considerar, por ejemplo, el enunciado “el menor entero positivo no
definible en menos de sesenta caracteres”. Hay una cantidad finita de enteros positivos definibles en
menos de sesenta caracteres pues el alfabeto espanol tiene veintisiete letras —sencillamente, calcilese las
combinaciones de estos veintisiete caracteres en una secuencia de sesenta lugares (27%°) y nétese que de
este namero finito solamente un subconjunto propio tendré significado—, no obstante, hay una cantidad
infinita de naturales. Por tanto, hay una cantidad infinita de nimeros no-definibles en menos de sesenta
caracteres. Ahora bien, al considerar un buen-orden sobre este conjunto infinito, y tomando el menor de
ellos, evidentemente se llega a una contradiccion con el enunciado original si consideramos que éste define
correctamente al numero antes aludido. Pero justo lo que esté en juego en una clarificaciéon de la nocién
de definitud es que tal cosa suceda.

142Cabe mencionar que en este tiempo la distincién entre sintaxis y semantica no era muy clara, Zermelo
no diferenciaria entre propiedades y sus descripciones, véase Ebbinghaus (2007, p. 193) y la nota 164.
Asimismo, la formalizacion de los lenguajes ain no era adoptada por todos los mateméticos, entre ellos
Zermelo.
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determinan sin arbitrariedad si se sostiene o no [para cualquier elemento del dominiol|”
(Zermelo, [1908b, p. 263]). Como puede verse, el problema con la caracterizacion de esta
nocion es que cafa en circularidad, puesto que “|la] definitud refiere a los axiomas, pero al
mismo tiempo es una parte esencial de su formulacion” (Ebbinghaus, [2007, p. 92|). Esta
definicién desataria la polémica y levantaria las objeciones de Fraenkel, Skolem y Weyl.
Cada uno de ellos ofreceria una alternativa similar para formular mas satisfactoriamente
dicha nocién. El primero, ofreceria una definiciéon recursiva de funciéon proposicional a
partir de unas méas basicas;'*? los otros dos, identificarian “definitud” con “definibilidad en
primer-orden”.!*! Finalmente, serfa la propuesta en la terminologia de Skolem la que serfa
adoptada:'*® una funcion proposicional & es definible en un lenguaje de primer orden si y
solo si es construida a partir de las expresiones basicas gramaticalmente correctas "z € gy
y "z =y, y el uso de cero o mas conectivas logicas y/o cuantificadores de individuo.

Sin embargo, lejos de resolver el problema pacificamente, la precision skolemiana del
concepto de definitud desencadenaria una batalla que culminaria con la segunda axio-
matizacion zermeliana de la teoria de conjuntos (expresada en segundo orden) y con la
derrota de Zermelo, pues la axiomatizacion estandar hoy dia estd expresada en un len-
guaje de primer orden tal como propuso Skolem. Con todo, un analisis de esta disputa
permite apreciar que, aun si Skolem ganase desde una perspectiva historica y su con-
tribucion fuese ciertamente fundamental para el desarrollo de la teoria, la propuesta de
Zermelo todavia puede ser ttil para la reflexion filosofica sobre la teoria de conjuntos, en
especial, en asuntos relacionados con la fundamentacion de la teoria y la determinacion
de los modelos de la misma.

En este altimo sentido, justamente algo que se quiere destacar en este trabajo es que
los combatientes en esta disputa no luchaban por principios mutuamente excluyentes, sus
posturas pueden ser compatibles y ofrecernos una perspectiva méas detallada y acabada
del universo conjuntista. La propuesta que se ofrecerd mas adelante pretende recuperar
los propoésitos tanto del matemético noruego como los del aleméan, y articularlos de un
modo que permitan precisar de mejor manera el trabajo de esta disciplina matemaética y
su objeto de estudio. La perspectiva de Skolem facilitard dar cuenta de los rasgos epis-
temologicos de la teoria; la de Zermelo, de los rasgos ontologicos (los modelos). En el
siguiente apartado se abordara el ultimo episodio histérico a considerar en este trabajo

para posteriormente proponer algunas reflexiones filoséficas.

1437 ermelo acusarfa esta definicién por ser “constructiva” o “genética”, pues descansaba sobre la nocién
de ntmero finito y la aplicacién finita de pasos inductivos. La teoria de conjuntos, de acuerdo con Zermelo
no podia descansar sobre la nocién de nimero, sino que ésta debia establecerse a partir de la teoria de
conjuntos.

14y ¢ase la nota 139.

145Para una exposicién méas detallada, véase Ebbinhaus (2007, pp. 189-94).
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2.3. Zermelo vs. Skolem y la segunda axiomatizacion
de la teoria de conjuntos (1930)

Si bien Zermelo (1908b) con su axiomatizacion habia logrado sortear las paradojas que
tradicionalmente atormentaban la teoria de conjuntos, el éxito de sus esfuerzos se habia
visto cuestionado y diezmado por las observaciones que arrojo el examen minucioso de
autores como Fraenkel, Weyl y Skolem. Como se indicé en el apartado anterior, iroénica-
mente el inconveniente que estos matemaéticos apuntaban se encontraba precisamente en
la enunciacion del axioma mas importante dentro del sistema de Zermelo y que admira-
blemente habia conseguido detener los resultados paradoéjicos: el axioma de separacion.
El problema dentro de tal axioma se encontraba en su formulacién original, méas espe-
cificamente, en la vaguedad de uno de los términos centrales que aparecian en ella, la
“definitud”. Como también se dijo, Skolem propondria precisar el término problemético
mediante su identificacion con la nocion de “definibilidad en primer orden”, cosa que cier-
tamente resolvia la imprecision que presentaba la enunciacién original de Zermelo, ;por
qué, entonces, le molestaba tanto a éste la contribuciéon de aquél? La respuesta corta:
por su diferencia de opinién metodologica; a diferencia del aleman, el noruego mostraba

tendencias mas constructivistas y una preeminencia por las nociones aritméticas:'6

Los teérico-conjuntistas suelen opinar que la nocién de entero deberia ser definida y
que el principio de induccién matemaética deberia ser demostrado. Pero es claro que
no podemos definir ni demostrar ad infinitum; tarde o temprano llegamos a algo que
va no es definible ni demostrable. Nuestra anica preocupacion, entonces, deberia ser
que los fundamentos iniciales sean algo inmediatamente claro, natural, y no sujeto
a cuestion. Esta condicion es satisfecha por la nocién de entero y por inferencias
inductivas, pero sin duda no es satisfecha por axiomas teoérico-conjuntistas del tipo
de Zermelo o por cualquier cosa restante de ese estilo; si tuviéramos que aceptar
la reducciéon de la primeras nociones a las dltimas, las nociones tedrico-conjuntistas
tendrian que ser mas simples que la induccién matematica, y razonarcon ellas menos
cuestionable, pero esto corre completamente contra el estado actual de las cosas.
(Skolem [1923, p. 230])

Mas atn, “|dJado que la consistencia del sistema axiomatico de Zermelo puede ser esta-
blecida solamente mediante la metamatematica, la cual, a su vez, requiere definiciones
recursivas e inferencias inductivas, seria circular insistir sobre reducir la nocién de ’fi-
nito’ a la teoria de conjuntos” (Ferreirts, [2007, p. 360]). Sin embargo, Zermelo diferia
radicalmente de este punto de vista, pues sostenia —por decirlo de algin modo— ciertos
“prejuicios” que bien podrian ubicarse dentro de la tradicion de Gotinga. En particular,
defendia que la matematica se debia realizar de conformidad con la logica clasica, conce-
diendo al tertium non datur un lugar esencial dentro del quehacer matematico; asimismo,
mantenia que la genuina matemética estaba comprometida con estructuras infinitas y

146 Ferreiros (2007) dice: “Su trabajo algebraico muestra la influencia de Kronecker, por lo que no es
sorprendente que tuviera un fuerte interés en las demostraciones constructivas de teoremas conocidos.”
(p. 360)



60 UNA BREVE HISTORIA DE LOS CONJUNTOS

que, como ciencia del infinito, no podia ser justificada por una teoria de la demostracion
finitista como la propuesta por el programa tardio de Hilbert,'*" sino por su éxito.

La predileccién de Zermelo por la matematica clasica se encontraba en intima rela-
cion con una especie de platonismo, pues afirmaba que “[t]odos los sistemas matematicos
desarrollados hasta ahora y, por tanto, el razonamiento matematico en general, refieren a
un dominio existente o hipotético de objetos, tal como el dominio de los nimeros natura-
les o el dominio de los nameros reales” (Ebbinghaus, [2007, p. 181]). Esto justamente se
encuentra en profunda relacion con la importancia de contar con la categoricidad de las
teorfas matemaéticas tradicionales, pues, como es bien conocido,

[u]na buena propiedad de un sistema categorico de axiomas es la completud (seman-
tica): [cJualquier enunciado ¢ [expresado] en el lenguaje en que el sistema axiomatico
esta escrito estd decidido por I' en el siguiente sentido. O bien todo modelo de T’
satisface ¢, o bien todo modelo de I' satisface —p. En otras palabras, o bien ¢, o
bien -y, es una consecuencia logica (semantica) de I'. La razén es muy simple: T’
tiene, salvo isomorfismo, un tnico modelo M. En tanto que el isomorfismo preserva
verdad en logica de segundo orden, ¢ 0 —p es una consecuencia logica (seméntica)

de I' de acuerdo con que ¢ sea verdadero en M o falso en M. (Vddninen [2015, p.
465))

Ademas, y probablemente mas relevante, esto parece estar en concordancia con uno de
los principios metodologicos de la escuela de Gotinga, mencionado més arriba; a saber,
la caracterizacion de un dominio matemético (una estructura) mediante su presentacion
axiomatica.

Con todo, de acuerdo con Zermelo, la justificacion de la existencia de modelos infinitos
no podia ofrecerse via pruebas de consistencia a [a Hilbert, pues crefa que las inferencias
logicas relevantes aplicadas en las pruebas matematicas eran tan complejas que no podian
ser capturadas a cabalidad, es decir, formalizarse en su totalidad y de manera finita. Ade-
maés, “tal prueba de consistencia tendria que lidiar con un conjunto infinito de enunciados
y, por lo tanto, resultaria meramente en una reducciéon de una cuestion concerniente con
un dominio infinito a otra, lo cual conduciria a un regressus ad infinitum” (Ebbinghaus,
[2007, p. 182]). En algin punto —afirma Zermelo—, debe postularse o asumirse algo “[y]|
el supuesto mas simple que podemos hacer y que basta para la fundamentacion de la
aritmética (asi como para la matemaética clésica en su totalidad) es precisamente esta
idea de los ’dominios infinitos’. Esta, casi inevitablemente, se impone sobre nosotros en
la medida que nos involucramos en el pensamiento logico-matematico, y, de hecho, toda

nuestra ciencia se ha construido sobre ella a lo largo de su desarrollo historico” (Zermelo

147Como indica Torres (2001), el programa de Hilbert puede resumirse en los siguientes cuatro puntos:
Formalizar la matematica clasica.
Demostrar, con base en la matematica finitista, que la formalizacion es consistente.

Demostrar, en caso de que asi sea, que la formalizacion es sintacticamente completa.

Ll

Construir un algoritmo para determinar la validez de las férmulas del calculo de predicados. (p. 181)
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[1929b, p. 8]). Y, en cuanto a la justificacion del infinito, anade: “[t]al supuesto es suscep-
tible de justificacion solamente por su éxito, por el hecho de que éste (jy solo éste!) ha
hecho posible la creacion y desarrollo de toda la aritmética existente, que es, en esencia,
simplemente una ciencia del infinito” (p. 6).

Al contrario, Skolem era bastante escéptico respecto de esta perspectiva y de la teoria
de conjuntos como fundamento, y sostenia que la aritmética recursiva era la base mas firme
para sostener el edificio de la matematica. De acuerdo con el matemaético noruego, la esen-
cia del método axiomatico radica en el uso de “enunciados-namero” (number-statements,

148 o5 decir, proposiciones que refieren solo a individuos, objetos basicos, y sobre

en inglés),
los que tnicamente se cuantifica —i. e., lo que actualmente serian enunciados expresados
en un lenguaje de orden uno—, porque en los sistemas axiomaticos uno procede tan so-
lo en funcién de lo que esta expresado explicitamente por los axiomas; si uno adoptara
expresiones de orden superior, como, por ejemplo, “todos los predicados de individuo”,
entonces uno presupondria de antemano el significado de “todos los predicados” indepen-
dientemente de lo que puede conocerse puramente mediante los axiomas y las reglas de
inferencia, lo cual iria en contra del método axioméatico (uno conoce las propiedades de
los objetos de un dominio en virtud de las demostraciones). Para clarificar un poco mejor
esta postura peculiar, quizé cabe mencionar que Skolem estd asumiendo —en la termino-
logia de Shapiro (2003)— una suerte de actitud “algebraicista”, considera que cualesquiera,
objetos (meros individuos) pueden servir como dominio de un modelo, en virtud de que
se interpreten adecuadamente las relaciones bésicas del sistema. De esta manera, cuando
dejo de utilizarse de manera intuitiva y pas6 a formularse axiométicamente, la teoria de
conjuntos cesd de contar con un significado fijo y paso a estar sujeta a diversas interpre-
taciones modelo-tedricas. Mas aiin, tal como se menciond en la seccién pasada, cuando
Skolem propuso formular en primer orden el sistema axioméatico de Zermelo, a su vez su-
girié identificar la nocion de “definitud” con la nocién de “definibilidad en primer orden”;
con ello, el axioma de separacion se transformé en un esquema de azioma,'*® lo cual oca-
sion6 que el sistema zermeliano se convirtiera en un sistema con una cantidad numerable
de axiomas, pues el axioma original se termin6 por reemplazar con una cantidad conta-
ble de sus instancias (véase el Apéndice I1T). Esto traeria consecuencias metalogicas muy
importantes para la teoria axiomatica de conjuntos, pues implicaria la no-categoricidad
de la teoria y la relativizacién de ciertas nociones fundamentales dentro de ella, como

son las nociones de “potencia” y “cardinalidad”. La pérdida de categoricidad de la teoria

148F] término se debe a que el noruego consideraba los niimeros como los principales representantes de
individuos.

149 A diferencia de los axiomas, que son férmulas bien formadas del lenguaje formal, los esquemas de
axioma son formulas expresadas en el metalenguaje (metaférmulas), donde una o méas variables esquemd-
ticas (o metavariables) aparecen. Las metavariables pueden ser instanciadas por subférmulas del lenguaje
formal; una vez que todas han sido instanciadas, la férmula resultante es una férmula bien formada del
lenguaje formal.
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seria resultado inmediato del conocido teorema de Lowenheim-Skolem; la relativizacion
también lo es, pero ésta se pondria mas de manifiesto a partir de la llamada paradoja de
Skolem.

La contribucion del primer gran resultado de la teoria de modelos fue demostrar algo
sustancial y aparentemente paraddjico alrededor de la relaciéon entre una teoria formal,
expresada en un lenguaje de primer orden, y su interpretacion (Arsenijevic, [2012, p.
64]). Por supuesto, esto se refiere al teorema de Lowenheim-Skolem. En sentido formal,
el teorema no parece muy problematico, pero es al momento de reflexionar filoséficamen-
te sobre este resultado que surge la perplejidad y el desconcierto. No obstante, antes de
presentar debidamente este metateorema, cabe hacer un par de anotaciones: en primer
lugar, el teorema es practicamente exclusivo de la logica clasica de primer orden;'** en
segundo, el teorema en cuestion suele presentarse en dos versiones, una descendente y una
ascendente, sin embargo, para los fines de este trabajo bastard con concentrarse en una
version “sintética” que retine ambas versiones (en realidad, se trata de un corolario que
reine ambos resultados en uno solo).

La primera apariciéon del ahora llamado teorema de Lowenheim-Skolem se remonta a
1915 cuando Leopold Léwenheim presentd una version del teorema para el caso particular
de una sola féormula del lenguaje. En 1920, Skolem generalizaria este resultado para un
conjunto I' contable de férmulas, y dos afios méas tarde en su articulo “Algunos comenta-
rios sobre la teoria axiomatica de conjuntos” refinaria su demostracion y adicionalmente
ofreceria la paradoja que lleva su nombre. Finalmente, en 1928, Alfred Tarski presentaria
lo que actualmente se conoce como teorema ascendente de Lowenheim-Skolem (o teorema
de Lowenheim-Skolem-Tarski)."”! Poco después, un resultado méas general que el presen-
tado por Skolem (1922) —atribuido también a Tarski— fue dado a conocer, el cual fue

llamado teorema descendente de Lowenheim-Skolem.

» Teorema descendente de Lowenheim-Skolem.'®? Sea I' un conjunto de féormu-
las satisfacible expresadas en un lenguaje de cardinalidad \; entonces I es satisfacible

en alguna estructura de cardinalidad menor o igual a .

150M4as precisamente, de la teoria de modelos para la logica clasica de primer orden. Por esto, es posible
obtener el resultado incluso para légicas de segundo orden con seménticas modelo-teéricas de orden uno,
como semanticas tipo Henkin; con todo, el teorema no puede obtenerse en logicas de segundo con las
llamadas semanticas estdndar ni légicas de primer orden debilitadas como las constructivistas.

De hecho, la version descendente (véase a continuacién) se trata justamente de uno de los criterios
aludidos por Lindstrom para caracterizar la légica clasica de primer orden —el otro criterio es la com-
pacidad del lenguaje—. Grosso modo, el resultado de Lindstrom senala que la logica de primer orden es
la légica con mayor poder expresivo que sostiene los resultados de Lowenheim-Skolem (descendente) y
compacidad; véase, Hernandez (2015, pp. 30-31).

151 Este resultado nunca fue publicado y solamente aparece mencionado en la nota editorial del articulo
de Skolem de 1934. De esta manera, propiamente el resultado aparece por primera vez publicado en un
articulo de Anatoly Maltsev de 1936. Véase Arsenijevic (2012, [secc. 4.2]).

152La version de Skolem (1922) consideraba el caso especifico cuando A = Ry.
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» Teorema ascendente de Lowenheim-Skolem. Sea I' un conjunto de férmulas
expresadas en un lenguaje de cardinalidad \ satisfacible en una estructura de tama-
no infinito; entonces I' es satisfacible en alguna estructura de cardinalidad x para

cualquier cardinal x > A.

» Corolario (version sintética del teorema). Sea I' un conjunto de formulas satisfacible
en una estructura de tamano infinito, entonces I' es satisfacible en estructuras de

cualquier cardinalidad infinita.

El caso de interés surge al considerar cuando I' es igual que el conjunto de axiomas de la
teoria de conjuntos en primer orden; como dicha teoria es recursivamente axiomatizable,
entonces el conjunto de consecuencias légicas del conjunto de axiomas es igual que el
conjunto de las consecuencias de la teoria, o sea, igual que la teoria misma. De ahi que
Léwenheim-Skolem puede aplicarse casi de manera natural a la axiomatizacion; “casi”
porque, para obtener el resultado, uno debe presuponer algo nada trivial, a saber, que
la teorfa es satisfacible.!3® Es mas, si tiene modelo, éste debe tener cardinalidad infinita,
puesto que el modelo tendria que satisfacer, entre otras cosas, el axioma de infinito. Por
tanto, la teoria tiene modelos de cualquier cardinalidad infinita; en particular, posee uno
de tamano numerable.

Como se dijo, formalmente este resultado no parece ser muy problemético, sin embar-
go, el problema salta a la vista cuando uno reflexiona sobre ¢l. El teorema literalmente
implica la existencia de multiples modelos, gran parte de ellos se trata de modelos no-
estandar. Esto quiere decir que la teoria no es categorica, pues tiene modelos que no son
isomorfos con sus modelos pretendidos; en otras palabras, “[l|a no-categoricidad de una
teoria significa que no podemos distinguir formalmente lo que es distinguible en la teoria
informal o semi-formal correspondiente” (Arsenijevic, [2012, p. 66]). jEsto significa que
la teoria expresada en primer orden es incapaz de recuperar todas las nociones intuitivas
que originalmente se le asocian!!™

Por si esto fuera poco, la precision de la nocion problemética dentro del axioma for-
mulado por Zermelo para frenar las paradojas, traeria con ironia una nueva especie de
paradoja. Justamente, la paradoja de Skolem vendria a mostrar de manera clara cé6mo
algunas nociones intuitivas dentro del concepto de conjunto perdian facilmente su signi-

ficado al caracterizarse mediante axiomatizaciones de primer orden. A diferencia de la

153En 1930, Gddel demostraria la completud de ciertos calculos deductivos apropiados para lenguajes
de primer orden. Con este resultado, bastaria con presuponer la consistencia de la teoria para garantizar
que tiene modelo.

154Uno podria estar tentado a creer que esto puede resolverse sencillamente, que lo que sucede tan solo es
que la teoria estd “incompleta” y que agregando los axiomas pertinentes pueden eventualmente capturarse
todas las nociones de interés; desgraciadamente, la cosa no es tan simple: cualquier axiomatizacién en
primer orden de la teoria estd condenada a sufrir las consecuencias del teorema, sin importar cuantos
axiomas sean anadidos ni cuantas modificaciones se le hagan a los ya considerados.
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aritmética, que era para el noruego incuestionablemente mas clara y natural,'® el resul-
tado paradojico le sirvio como constancia para desacreditar la teoria de conjuntos como
un fundamento adecuado para la matemaética, pues ;como podria la teoria de conjuntos
desempenarse como la base de la matemaéatica cuando ella misma no es capaz de capturar
todas las nociones elementales que la caracterizan?

La paradoja proviene de considerar un par de resultados; mas especificamente, un par
de teoremas: el primero, proveniente de la logica clasica de orden uno, el mencionado
metateorema de Léwenheim-Skolem; el segundo, proveniente de la teoria de conjuntos, el

famoso teorema de Cantor.

» Teorema de Cantor. Para cualquier conjunto A, el conjunto potencia de A (P(A))
tiene estrictamente mayor cardinalidad que A mismo. De manera un poco mas
formal: Sea f una funcion de A en P(A), entonces f : A — P(A) no es biyectiva
y, por tanto, para todo conjunto A, card(A) < card(P(A)).'%¢

» Corolario. card(w) = Ry < card(P(w)).

El corolario anterior significa que hay al menos un conjunto X = P(w) tal que w puede
colocarse en correspondencia uno-a-uno en X, pero no sobre X; es decir, no son biyec-
tables. En consecuencia, card(w) = Rg < X, o sea, X es no-numerable. Esto quiere decir
que la teorfa de conjuntos, en caso de ser satisfacible, posee una funciéon proposicional,
llamese @une(x), que se satisface dentro de sus modelos.

Lo anterior, junto con Lowenheim-Skolem, da lugar a un resultado desconcertante en
un primer momento. Como se senialé parrafos atrés, la teoria de conjuntos posee un mo-
delo infinito, por lo que posee modelos de cualquier cardinalidad infinita (por Lowenheim-
Skolem); en particular, posee uno de cardinalidad R, (por la version descendente del
teorema). Sin embargo, dentro de la teoria es demostrable un enunciado que afirma la
existencia de conjuntos no-contables (por Cantor). ;Como puede un elemento del domi-
nio del modelo, que en su totalidad es a lo mas numerable, satisfacer una férmula de
primer orden que asegura la no-numerabilidad de algunos conjuntos? Puesto de otro mo-
do, sea 2 un modelo numerable de la teoria de conjuntos y ¢* € dom(2A) tal que satisface
©Ounc(2); N0 obstante, A es numerable, lo que significa que card(c*) es a lo més igual que
card(21) = Ny, jpero ¥ satisface @yn.(), la formula que dice “z es no-numerable’!

Este es justamente el resultado al que Skolem haria alusion con el proposito de des-
estimar el rol fundacional de la teoria axiomatizada por Zermelo, pues la explicacién que
ofreceria el primero alrededor de esta “anomalia” ilustraba claramente de una vez por

todas, y con el poder de la demostracion, que nociones esenciales dentro de la teoria de

155Parece que en su momento no era consciente de la versién ascendente, la cual implicaba la no-
categoricidad de la aritmética expresada en lenguaje de primer orden. De manera similar a separacién,
el axioma de induccién en primer orden también se sustituye por un esquema de axioma.

156Para cualesquiera dos conjuntos X e Y, card(X) < card(Y) si y solo si existe una funcién inyectiva
f: X — Y que no es biyectiva; es decir, f es inyectiva pero no sobreyectiva.
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conjuntos perdian su calidad de absolutas. De acuerdo con Skolem, en realidad aqui sélo
hay la “apariencia” de una paradoja, la cual puede ser explicada mediante el analisis de
la seméantica modelo-tedrica que se ocupa para asignar significado a los pardmetros del
lenguaje. Dentro del lenguaje de primer orden para la teoria de conjuntos, el pardmetro
“€” se interpreta mediante una relacién binaria definida sobre el dominio de una estruc-
tura 2; en cambio, a “Va"!%" se le asigna dom(2() = A (sea lo que fueren los objetos que
constituyen el dominio). Asi, dentro de un determinado modelo numerable de la teoria de
conjuntos, el término “conjunto” no se refiere a cualquier conjunto, sino solamente a aqué-
llos delimitados por el dominio del cuantificador universal; es decir, solamente a aquellos
conjuntos incluidos dentro del modelo bajo consideraciéon. Es por ello que, dentro de ese
modelo particular, los conjuntos aparentan ser no-numerables cuando en realidad desde
afuera uno se percate que son numerables. Esto puede verse de manera mas clara si se
considera el hecho de que, para determinar la cardinalidad de un conjunto, se requiere es-
tablecer una biyeccion entre él y algin cardinal; las biyecciones son funciones y en la teoria
de conjuntos las funciones son conjuntos. De esta forma, dentro del modelo no se puede
establecer tal biyeccion simplemente porque la funcion requerida es un conjunto que no se
encuentra dentro del dominio en cuestion. La aparente paradoja de Skolem, pues, surge al
apegarse a las nociones intuitivas, e introducirlas de contrabando al momento de interpre-
tar las formulas del lenguaje formal por medio de diferentes estructuras. Después de todo,
aun cuando uno se limite a considerar estructuras cuyos dominios consistan tinicamente
en conjuntos, nada exige que la interpretacion de “€” coincida exactamente con la nocion
intuitiva de pertenencia ni que todas las afirmaciones expresadas en el lenguaje formal
de primer orden limiten su significado a lo que intuitivamente representan; tal como es
el caso de la funcién proposicional que expresa “x es un conjunto no-numerable”, la cual
en rigor solamente indica “hay una funcién inyectiva de w en x pero no sobreyectiva”. De
hecho, como se mencioné previamente, el objeto ¢* de una cierta estructura numerable 2
que satisface “x es un conjunto no-numerable” contiene a lo méas una cantidad numerable
de elementos, por lo que forzosamente deben haber 2% biyecciones “visibles” de w sobre
c® desde fuera del modelo. Lo que la paradoja de Skolem muestra es que dom(2l) = A
no contiene una sola de tales biyecciones. Es decir, desde fuera del modelo el enuncia-
do “@unc(c)” es falsa, pero al momento de interpretarlo con 2l los cuantificadores en él,
y que corren unicamente sobre los objetos de A, no hallan biyeccién alguna de w sobre
c®: motivo por el cual dicho enunciado resulta verdadero en esa estructura. Lo anterior
precisamente da cuenta de la “relativizacion” de la que habla Skolem.

Con todo, es probable que ain persista la duda acerca de como es posible que una
estructura a pesar de ser modelo (ya sea numerable o no-numerable) de todos y cada uno
de los axiomas de la teoria, no pueda garantizar la recuperaciéon de todas las nociones

conjuntistas de manera “correcta”. La respuesta es simple: asi como una estructura nu-

157Gi los cuantificadores son simbolos no-légicos o légicos, esta sujeto a discusion. Esta cuestion no es
muy relevante para el presente trabajo y se optd por tomarlos como no-légicos.
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merable “malinterpreta” la nocién de cardinalidad, igualmente cualquier otra estructura
no-estandar'®® malinterpreta los axiomas de la teoria. Quiza el ejemplo méas claro de esto
es el axioma de conjunto potencia: el axioma intuitivamente afirma que para un conjun-
to a cualquiera existe uno b que contiene todos sus subconjuntos; mas lo que el axioma
realmente asegura, al considerar un modelo cualquiera 2 de la teoria de conjuntos, es que
existe un conjunto b que contiene exactamente todos los subconjuntos de a y que viven en
dom(2) = A. Sin embargo, cuando a es infinito y 2 numerable, evidentemente la mayoria
de tales subconjuntos no se encuentran en el dominio A, pues hay una cantidad 2% de
ellos y a tan solo es de tamano Ny; es decir, b se trata en realidad de un conjunto més
pequenio que la auténtica potencia de a (Bays, [2014, secc. 2.4]).

Ante esta situacion, fue que Zermelo se resistiria contra el virus del “skolemismo” —la
doctrina de realizar (o interpretar) cualquier teoria en modelos contables— mediante la
insistencia de mantener la nociéon de definitud en segundo orden, esto es, de considerar
separaciones basadas sobre funciones proposicionales arbitrarias: “la totalidad de funcio-
nes proposicionales definidas 1) contiene las relaciones basicas y esta cerrado bajo las
operaciones de negacion, conjuncion, disyuncion, y cuantificacion en primero y segundo
orden y 2) no posee una parte propia que satisfaga 1)” (Ebbinghaus, [2007, pp. 192-3|).
El problema que Skolem encontraria con esta estrategia ya se mencion6 antes: los cuanti-
ficadores de orden dos corren sobre las propiedades que precisamente se pretenden definir.

No del todo contento con su caracterizaciéon de separaciones arbitrarias, Zermelo pos-
teriormente intentaria integrar la nocion de definitud dentro del concepto mismo de con-
junto. Su objetivo ciertamente era frenar la relativizaciéon provocada por los resultados de
Skolem y conservar las nociones cardinales invariantes bajo transiciones entre modelos.
En general, conseguir la absolutez de las nociones conjuntistas relevantes:

Un “conjunto” en el sentido de la teoria de conjuntos bajo toda circunstancia debe
tener una “cardinalidad”, que estd tnicamente determinada por medio de su defi-
niciéon, esto es, cualesquiera dos “clases” o “dominios” que caigan bajo la definicién
deben ser “equivalentes” en el sentido de Cantor, es decir, debe ser posible mapearlos
uno-a-uno uno sobre el otro. Pero esto es ciertamente el caso para dominios que es-
tan determinados por medio de sistemas “categoricos”, los cuales, e. g., satisfacen un
sistema axiomatico categérico tal como los conjuntos “contables”, que satisfacen el
sistema de los postulados de Peano. Por consiguiente, la idea de definir “conjuntos”

de manera general como los “dominios de sistemas categoéricos” parece sugerirse a si
misma. (Zermelo [1929b, p. 9])

Como la cita de arriba sugiere, paulatinamente los esfuerzos de Zermelo por precisar sa-
tisfactoriamente el concepto de conjunto lo llevarian a concentrarse en los estudios de

categoricidad, pues las teorias categéricas tienen la ventaja de fijar los valores de ver-
dad de sus enunciados y de sentar sus nociones de manera absoluta. Por ejemplo, tal

158 Restringir esta “malinterpretacion” a los modelos no-estandar no es del todo correcto, también los
modelos estandar en el sentido hasta ahora considerado participan de ella. La altima secciéon del trabajo se
dedicara precisamente a plantear una estrategia para reformular y refinar la nocién de “modelo estandar”
de tal forma que éstos no sean susceptibles de malinterpretar los axiomas de ZFC ni tampoco cualquier
otra nocién conjuntista elemental.
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como not6 Skolem, el problema del continuo no podria resolverse adecuadamente desde
una teoria no-categorica. Esto eventualmente llevaria a Zermelo a proponer una nueva
axiomatizaciéon en su célebre articulo "Sobre niimeros frontera y dominios de conjuntos:
Nuevas investigaciones en los fundamentos de la teoria de conjuntos” (1930a). Sin embar-
go, a diferencia de su articulo de 1908, el objetivo no consistia meramente en introducir
un nuevo sistema axiomaéatico, sino en demostrar varios teoremas relacionados con los mo-
delos de esta nueva teoria y, a partir de ellos, esclarecer una serie de cuestiones filosoficas
con respecto de los objetivos, las motivaciones y el objeto de estudio de la teoria. Por
su relevancia para los propositos de este trabajo, conviene revisar rapidamente las ideas
trabajadas en este articulo.

Para comenzar con esta breve exposicion, ante todo, parece inevitable insistir nueva-
mente sobre el parecido que comparte Zermelo con la perspectiva del filosofo segundo.
Como parte del predmbulo en su “Reporte a la Asociacion de Emergencia de la Ciencia
Alemana” (s1930d), y tras explicar rapidamente los motivos que lo orillaron a involucrarse
de nueva cuenta en las investigaciones sobre fundamentacion de la matematica, Zermelo

confiesa que,

después de todo, [cree poder]| contribuir a la clarificacion de las cuestiones relevantes
[acerca de la teoria de conjuntos|: no como un “filésofo” que pronuncia principios apo-
dicticos, que frecuentemente aumentan la confusioén al introducir atn otra opinién,
sino como un matemaéatico que encuentra conexiones objetivas, las cuales pueden, en
cambio, servir como un fundamento seguro para cualquier teoria filosofica. (pp. 2-3)

Es con esta actitud que el mateméatico aleman se propondria abordar una serie de pre-
guntas “decisivas” sobre la teoria de conjuntos:

., Cémo es que un “dominio” de “conjuntos” y “urelementos” se debe constituir para
que satisfaga los axiomas “generales” de la teoria de conjuntos? ;Es nuestro siste-
ma axiomético “categérico” o hay una multitud de modelos “tedrico-conjuntistas”
esencialmente distintos? ;Es el concepto de “conjunto”, en oposicién al de una mera
“clase”, uno absoluto, susceptible de ser determinado por medio de caracteristicas 16-
gicas, o es tan s6lo un concepto relativo, dependiente del modelo teérico-conjuntista
sobre el cual sucede que estd apoyado? Este es el problema que me planteé a mi
mismo y resolvi en mi articulo “Sobre niimeros frontera y dominios de conjuntos” (p.

3).

Como Zermelo mismo reconoce, estas serian las cuestiones que trabajaria y resolveria en
el mencionado articulo. Con todo, serd hasta el proximo capitulo que se presentara con
un poco mas de detalle el contenido de este articulo para posteriormente pasar a propo-
ner el llamado “multiverso zermeliano” como el posible objeto de estudio de la teoria de
conjuntos, esto con base en la metodologia del naturalismo matemaético. Por lo pronto, en
este apartado tan solo se esbozara muy brevemente la forma en que el matematico aleméan
modificaria su sistema de axiomas, asi como el modo en que sus resultados lo llevarian

a considerar la peculiar estructura en que se pueden arreglar sus modelos y a precisar
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conceptualmente la nocién de conjunto.

Asi pues, en primer lugar, el matematico se vio en la necesidad de fortalecer su siste-
ma axiomético original con dos axiomas adicionales:'®? el azioma de reemplazo, sugerido
por Fraenkel;'%° y el azioma de regularidad (también conocido como azioma de buena-
fundacién), introducido por von Neumann.'®* La importancia del primero radica en que
posibilita contar tanto con el teorema de la recursion y el teorema de la induccion transfi-
nitost®? como con la existencia de conjuntos generados por estas técnicas; la del segundo,
en que “excluye todos los conjuntos ’circulares’, todos los conjuntos ’auto-pertenecientes’
en particular, y todos los conjuntos ’desarraigados’ en general, [este axiomal siempre ha
sido satisfecho dentro de todas la aplicaciones practicas de la teorfa de conjuntos, y, por
tanto, no resulta una restriccion esencial de la teoria por ahora.” (Zermelo [1930a, p. 31]).
Adicionalmente, regularidad seria crucial en este articulo para poder descomponer en es-
tratos bien diferenciados el “desarrollo” de los modelos de la teoria y generar una version
zermeliana de la jerarquia acumulativa de los conjuntos bien-fundados.'%?

Otras observaciones que vale la pena mencionar respecto de la nueva axiomatizacion
son: la consideraciéon de eleccién no como axioma, sino explicitamente como principio 16-
gico (véase la seccion 2.1.4); la omision intencionada del axioma de infinito, esto para dar
cabida a modelos finitarios que fueran aceptables para los partidarios del intuicionismo
(no obstante, Zermelo recuperara este axioma en las reflexiones finales de este articulo); la
formulacion de separacion y reemplazo en segundo orden, en la cual Zermelo se reservaria
a expresar explicitamente la problematica nocién de “definitud” y se limitaria a consi-
derar separaciones y reemplazos “arbitrarios”; y, por tltimo, nuevamente la inclusion de
urelementos. Este sistema axiomatico seria precisamente el llamado sistema aziomdtico
de Zermelo-Fraenkel menos infinito expresado en segundo orden (ZFCU™3); con infinito
es el sistema ZFCU,.'% (Véase el Apéndice I1.)

Una vez presentada la nueva axiomatizacion, por fin puede mencionarse el objetivo

que inicialmente persigue Zermelo (1930a), este es, demostrar que

159 También realizaria ciertas modificaciones en sus axiomas originales; por ejemplo: separaria el axioma
de conjuntos elementales en los axiomas de conjunto par y conjunto vacio; asimismo, evitaria colocar la
nocién de definitud en el axioma de separaciéon y par, y se limitaria a sefialar en una nota al pie que las
funciones proposicionales son totalmente arbitrarias. Véase el Apéndice II.

169De hecho, Skolem también habia formulado este axioma, pero Zermelo, aun cuando fue informado de
esto, se limito a reconocer la contribucién inicamente a Fraenkel. Originalmente, el axioma de reemplazo
fue sugerido por Fraenkel para garantizar la existencia de R, = {w, P(w), P(P(w)),...}

161 En especial, von Neumann lo habia considerado para generar una prueba de consistencia relativa de
tal axioma y con el propésito de aproximarse a una teoria de conjuntos categérica. Véase Ebbinghaus
(2007, p. 198).

162Para la presentacion de estos resultados, véase Jech (2006, pp. 21-2).

163 A ctualmente, buena-fundacién ademés se utiliza para extender los resultados de recursién e induc-
cion a todos los conjuntos, asi como para obtener resultados importantes como el lema del colapso de
Mostowski, los teoremas de induccion y recursion bien-fundadas, etc. Para otros resultados relacionados
con regularidad, véase Jech (2006, cap. 6).

164Zermelo (1930a), como se menciond, no considera eleccién como axioma, sino como principio légico.
Por otro lado, el sistema lo nombra sencillamente ZF’ (para el caso sin infinito) y ZF (con infinito). Aqui
se ha optado por ocupar su acrénimo contemporaneo.



2.3. ZERMELO VS. SKOLEM Y LA SEGUNDA AXIOMATIZACION (1930) 69

1165

un dominio norma estd determinado salvo mapeos isomorfos por dos ntmeros:

la cardinalidad de su “base”, esto es, la totalidad de sus “urelementos” (los cuales no
son propiamente conjuntos), y su “caracteristica”, esto es, el tipo-ordinal de todas las
“secuencias bésicas” contenidas en él o de todos los niimeros ordinales representados
en él por conjuntos. (Zermelo, 1930a, p. 401)166

Para conseguir sus resultados, Zermelo en primer lugar elaboraria el concepto de “secuen-
cia basica”, del cual se servira para llevar a cabo la demostracién de una serie de teoremas
(jsiete en total!) o, mejor dicho, metateoremas. Sin mas preambulo, una secuencia bdsica
es un conjunto transitivo bien-ordenado por la relacion de pertenencia (€) generado por
un urelemento. Dicho llanamente, las secuencias bésicas son conjuntos estructuralmente
similares a los famosos ordinales de von Neumann, con la salvedad de que las primeras
parten de un urelemento y no del conjunto vacio ().

Entre algunas de las —ahora no muy sorprendentes— propiedades que Zermelo men-
ciona que poseen estas secuencias basicas, se encuentra una sobre la que conviene detenerse
rapidamente. Se trata de la ultima de ellas. Esta afirma que la totalidad de las secuencias
béasicas g, generadas por un urelemento u dentro de un cierto dominio normal, llamese
P, forma un subdominio bien-definido; adicionalmente, los ordinales « forman a su vez
un segmento bien-definido Z, de los ordinales de tipo-ordinal 7. Zermelo hace hincapié
sobre que P no contiene elemento alguno cuyos elementos sean todas las mencionadas
secuencias basicas ni algiin conjunto bien-ordenado de tipo-ordinal 7. Mas atin, 7 se trata
del supremo de todos los ordinales representados en P (Zermelo, [1930a, pp. 32-3|).

La primera parte del titulo del articulo hace referencia justamente a ordinales como
7. Estos “nimeros frontera” (en inglés, boundary numbers), o también “caracteristica”
del dominio normal, requieren satisfacer dos propiedades que, por simplicidad, pueden
atribuirse a lo que contemporéneamente se conoce como cardinales fuertemente inaccesi-

167

bles; es decir, m debe ser un ordinal inicial limite regular fuerte.'®” (Informalmente, uno

puede entender este tipo de cardinales como aquellos que no pueden ser alcanzados por

reemplazos, uniones ni potencias de ordinales menores que ellos.)

Pero las primeras dudas acerca de la posible existencia de un cardinal regular y limite
no se desprenden tan sélo de la dificultad para encontrar algin ejemplo conocido.
Si se observan con cuidado los procedimientos de construccién y definicién para un
conjunto en la teoria axiomaética de Zermelo-Fraenkel, podemos constatar que las
operaciones conjuntistas de unién, de separacion, de sustitucién, o aun de eleccién,

165Este es el término que emplea Zermelo para referirse a lo que actualmente se conoce por “modelo”.

166 K] énfasis fue afiadido.

167En la actualidad, la nocién de cardinal inaccesible fuerte contiene adicionalmente la restriccion de
ser mayor que w.

Un nuimero cardinal de un conjunto X es es el tinico ordinal inicial con el que es biyectable.

Un ordinal « es inicial si y s6lo si no existe un ordinal # < « con el que sea biyectable.

Un ordinal « es limite si y solo si a = |Ja = sup(a) = sup{f : 8 < a}.

Un cardinal A es regular si y solo si A = cf(A).

Un cardinal k es fuerte si y solo si para cualquier A < k e ¢ < K, \* < K.

Puesto que el sistema axiomaético no incluye el axioma de infinito, w seria el primero de estos nimeros
frontera.
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no permiten definir un conjunto cuya potencia sea un aleph regular y limite a partir

de conjuntos cuya cardinalidad sea menor. Dicho en otras palabras, si se parte de

un conjunto (o de una familia arbitraria de conjuntos) con cierta cardinalidad, las

operaciones conjuntistas mencionadas no permiten encontrar ningtin conjunto cuya

cardinalidad sea mayor que las de los conjuntos dados y que sea regular y limite.

(Alvarez, 1994, p. 56)
Como se veré en el siguiente capitulo, seria sobre la base de estos grandes cardinales que
Zermelo elaboraria una serie de reflexiones en torno del objeto de estudio de la teoria de
conjuntos en general; en especial, seria capaz de demostrar que un “dominio normal” (un
modelo) de la teoria coincide con su version estructurada acumulativamente en estratos
bien-diferenciados, logrando con ello ofrecer una caracterizaciéon més clara del univer-
so conjuntista, mejor dicho, del multiverso conjuntista, y del concepto de conjunto, muy
semejante al que normalmente se le asocia en la actualidad: la concepcién iterativa de
conjunto. Mas atn, el matemético —sobre la base de los niimeros frontera— conseguiria
demostrar la no-categoricidad de la teoria, pero de manera muy distinta a como lo hizo
Skolem. De hecho, en este caso, que la teoria no fuese categorica, para Zermelo seria algo
muy deseable, puesto que permitia la aplicabilidad ilimitada de la teoria sobre las investi-
gaciones de la matematica. Incluso, todavia més: aun si la teoria no posefa modelos tinicos
salvo isomorfismo, jel tipo de no-categoricidad alcanzada por sus resultados concedia la
preservacion absoluta de las potencias y de la cardinalidad!

En dltima instancia, las reflexiones filoséficas acerca de lo anterior le darian confianza
al matemético para afirmar que las objeciones contra la teoria de conjuntos —especialmen-
te, las que parten de las “antinomias ultrafinitarias”™— “se deben tan solo a una confusién
entre la teoria de conjuntos en si misma, la cual no estd categoricamente determinada por
sus axiomas, y los modelos individuales que la representan” (Zermelo, [1930a, p. 47]).

Para concluir este apartado —y, con él, este recuento historico— cabe senalar las lti-
mas caracterizaciones de la nociéon de conjunto que Zermelo ofreceria sobre la base de los
resultados presentados en el mencionado articulo y de la imagen conceptual que de éstos
surgia. No obstante, el verdadero significado de estas “definiciones” se espera que surja
mas claramente sobre el analisis que se llevara a cabo en el préoximo capitulo.

Asi pues, con base en sus reflexiones y resultados, Zermelo se daria a la tarea de refor-

168 v llegaria a

mular de manera mas precisa la famosa definiciéon cantoriana de conjunto
sostener que “[u|n 'conjunto’ es un dominio finito o infinito de cosas bien-distinguibles!®® u
objetos que pueden ser caracterizados por medio de un sistema categorico de postulados”
(Zermelo, [1932d, p. 2|). Esto ultimo es lo que Zermelo nombraria con el término “domi-

nio cerrado”, y se atreveria a afirmar que “le|s precisamente esto lo que Cantor realmente

168/ Clualquier coleccion [...] en un todo de objetos bien-distinguidos y definidos de nuestra intuicion o

pensamiento.”
169Zermelo (1929b) dice: “lun conjunto] es una comprehensioén bien-definida de objetos donde para cada
cosa estd determinado si pertenece o no a ella” (p. 9).
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quiso decir con su bien conocida definiciéon de ’conjunto’, y esto puede ser tratado como
conjunto donde sea y sin contradiccion en todas las consideraciones y deducciones ma-
tematicas. Todo dominio cerrado —continia— puede ser bien-ordenado y posee ambas,
una cardinalidad y un namero ordinal” (Zermelo, [s1930e, p. 5]).

En contraposicion con los dominios cerrados, Zermelo (s1930e) también introduciria
el concepto de “dominio abierto”, esto es, “una secuencia bien-ordenada de dominios que
se comprehenden sucesivamente unos a otros, constituidos de modo que cada subdominio
cerrado siempre puede todavia ser extendido dentro de ella” (p.5). Este dominio abierto
es exactamente el que se identificara con el multiverso zermeliano. Este modelo abierto si
bien, a diferencia de los cerrados, no cuenta con un cardinal ni con un ordinal asociado,
puede bien-ordenarse de modo que “todos los elementos de un estrato anterior preceden
a todos los elementos de uno subsecuente” (p. 5).'" Sin embargo, como muestra Zermelo
(1930a), los dominios cerrados pueden ser considerados como modelos (dominios norma-
les) de la teoria, pero también como “conjuntos” dentro de un modelo adecuadamente
amplio.

Por tanto, dentro del dominio abierto existen dominios cerrados de caracteristica varia-
ble que pueden realizar ZFCU,. En otras palabras, “tales dominios normales son dominios
‘cerrados’ y, al mismo tiempo, ‘modelos’ teérico-conjuntistas especiales que difieren esen-
cialmente uno de otro y representan la teoria de conjuntos méas o menos incompletamente”
(Zermelo, [s1930e, p. 5]). De esta manera, de acuerdo con Zermelo, el inico modelo capaz
de capturar completamente la teoria de conjuntos, y en toda su auténtical™ generalidad,
es el multiverso abierto de universos cerrados: “La teoria de conjuntos en su totalidad
puede ser completamente representada sélo en un ‘modelo abierto’, y esto es asi en mi

"7 (Zermelo,

‘modelo tedrico-conjuntista’ basado sobre el ‘desarrollo canénico’ o ‘absoluto
[s1930e, p. 5]).

En el proximo capitulo, finalmente se pretendera justificar la perspectiva zermeliana
alrededor de los conjuntos y defender el multiverso propuesto por el aleman como un po-
sible —y plausible— objeto de estudio de la teoria de conjuntos, razones que provendran
del andlisis de la préctica tedrico-conjuntista que ha sugerido a partir de esta “breve his-
toria de los conjuntos” y, por supuesto, de conformidad con la metodologia del naturalista

matematico.

170Como consecuencia del “teorema de desarrollo canénico” que se mencionara en unos instantes.
171Gin perder las nociones fundamentales de la teoria.
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Capitulo 3
Hacia el multiversismo zermeliano

Por fin, ha llegado el momento de implementar la metodologia del filésofo segundo con
el proposito de establecer con cierta claridad un posible objeto de estudio de la teoria de
conjuntos, el que mejor daria cuenta de los objetivos, las metodologias y las practicas de
la teoria de conjuntos, por lo menos respecto a los episodios historicos considerados. Para
conseguir esto, el capitulo anterior estuvo consagrado a la exposicion de dichos episodios
historicos que, en lo personal, parecen reflejar la practica mas representativa de esta dis-
ciplina matematica, al menos durante el periodo bajo consideracion (1850-1930 aprox.).
Si bien es cierto que la eleccion de estos episodios especificos pudiera parecer artificial o
conveniente para defender el muy particular objeto de estudio que aqui se propone, parece
dificil que alguien pueda negar la importancia que éstos tuvieron sobre el desarrollo de
la teoria. Como se ha confesado anteriormente, el objetivo de este trabajo no consiste en
establecer de manera definitiva las directrices metodologicas ni el objeto de estudio de la
teoria de conjuntos; asimismo, los capitulos histéricos aqui presentados evidentemente es-
tan lejos de ser exhaustivos y detallados, y su analisis tampoco pretende ser tan ambicioso
como para aspirar hacia un propoésito superior. La meta aqui es sencillamente proponer
y defender el multiverso zermeliano como el posible objeto de estudio de la disciplina
desde el marco metodolégico del naturalismo matematico, y tinicamente en relaciéon con
practicas, objetivos y motivaciones teérico-conjuntistas particulares que la reflexion sobre
ciertos episodios historicos (los desplegados en el segundo capitulo) ha arrojado. Dicho lo
anterior, enseguida se dara comienzo a ello.

Ahora bien, para llevar a cabo esta empresa, en primer lugar, conviene retomar de nue-
va cuenta el articulo de Zermelo (1930a), pues una breve exposicion de los resultados ahi
obtenidos arrojara una perspectiva més clara y precisa del multiverso concebido por este
matematico. Asi pues, tras haber presentado el sistema axioméatico de Zermelo-Fraenkel y
descrito las propiedades de los niimeros frontera (i. e., ser cardinales fuertemente inaccesi-
bles), Zermelo ofrece un primer resultado, el cual, en pocas palabras, sienta las condiciones

para determinar si un cierto dominio parcial se trata de un dominio normal:'™

172Cada uno de los siguientes teoremas vienen presentados en itélicas en el texto original.
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Lema. Un dominio parcial M de un dominio normal P es él mismo un dominio
normal si 1) contiene, entre cada uno de sus conjuntos m, también los elementos de
m, y si 2) contiene todo conjunto m del dominio normal P cuyos elementos x estan
todos en M. Si M a su vez incluye la “base” entera del dominio total P, entonces M
es idéntico a P. (Zermelo, [1930a, p. 35])

En términos contemporineos, lo que este lema dice es que una subestructura M de un
modelo P de ZFCUj es ella misma un submodelo de la teoria si es transitiva y extensional.
Si ademéas M tiene exactamente los mismos urelementeo (la misma base) que P, entonces
M = P. Es a partir de ese momento que Zermelo se dedica a demostrar tres “teoremas
de desarrollo” que le serviran para probar posteriormente otros cuatro teoremas, a saber,
tres “teoremas de isomorfismo” y un “teorema de automorfismo”. Desgraciadamente, por
motivo de brevedad, me limitaré solamente a enunciar estos teoremas y a mencionar muy

informalmente lo que esta de fondo a cada uno.

Primer teorema de desarrollo. Todo dominio normal P de caracteristica m puede
ser descompuesto en una [secuencia] bien-ordenada de “estratos” @, no-vacios y
disjuntos de tipo 7, tal que cada estrato @, incluye todos los elementos de P que
no ocurren en estrato previo alguno y cuyos elementos pertenecen al “segmento”!”3
P,, esto es, a la suma de los estratos previos. El primer estrato @, incluye todos los
urelementos. (Zermelo, [1930a, p. 413])

Dicho brevemente, este teorema establece que puede generarse una particion bien-ordenada
de todo dominio normal, de tal manera que cada clase de equivalencia (), contiene tinica-

mente los subconjuntos generados por elementos pertenencientes al estrato anterior. Cada

Q. contiene las secuencias basicas g, de mismo indice.!™

Segundo teorema de desarrollo. En el desarrollo de un dominio unitario,'™

da segmento P, tiene la cardinalidad de o(a),'"®
menor nimero cardinal, mientras que el estrato correspondiente ), ya contiene con-
juntos de esta cardinalidad. Cada segmento del primer tipo P5+1177 contiene como
conjuntos todos los subdominios de la P inmediatamente previa, y cada segmento
del segundo tipo contiene todos los segmentos previos y sus subdominios. En cuanto
al dominio unitario en si, éste tiene la cardinalidad de su caracteristica 7 y contiene
como conjuntos todos sus subdominios de menor cardinalidad. (Zermelo, [1930a, p.
415))

ca-
pero contiene solo conjuntos de

A grandes rasgos, este teorema de desarrollo describe el crecimiento “canénico” de un

dominio que tiene por base un solo urelemento, es decir, se trata de una descripcién de

1T3Por “segmento” entiéndase “dominio parcial”.

174En este sentido, Q, se comporta como el rango (en inglés, rank) de las secuencias basicas g subin-
dexadas por a. (No confundir “rank” con “range”; la traduccion al espafiol de una y otra nocién es un
tanto desafortunada.)

175Un “dominio unitario” es simplemente un dominio normal cuya base posee un solo urelemento.

176 g funcién ¢ es similar a la conocida funcién 3 utilizada por los teérico-conjuntistas. Grosso modo,
¢ asigna cada ordinal ¢ a su ordinal inicial perteneciente al cardinal 2¢, i. e., el cardinal de P(¢).

1TTPor “segmento del primer tipo” se entiende un dominio parcial subindexado por un ordinal sucesor;
mientras que los de “segundo tipo” se refieren a aquéllos subindexados por un ordinal limite.
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crecimiento analoga al muy familiar universo de von Neumann (V) —al menos hasta un
nivel subindexado por m—. (De hecho, para cualquier urelemento u, el dominio unitario
generado a partir de u y caracteristica 7 es isomorfo a V. (Esto es todavia mas claro al

considerar los teoremas de isomorfismo, los cuales se presentaran en unos momentos.)

Tercer teorema de desarrollo (Teorema del desarrollo “canénico”). Todo
dominio normal con base () puede ser descompuesto en una secuencia bien-ordenada,
de “estratos” separados ), que inicia con @, donde nuevamente la suma de los
estratos previos corresponde con cada estrato como un “segmento”, y donde cada Qg
contiene como conjuntos todos aquellos subdominios del correspondiente segmento
P, que no yacen atn en el segmento mismo y que no son de cardinalidad mayor que
(). Esta dltima restriccion se abandona en el caso del “dominio unitario”;, donde
el desarrollo “libre” y el “canénico” coinciden. Para el desarrollo “canénico”, cada
segmento P es él mismo un dominio normal cuyo indice 7 satisface las condiciones
Iy IT'™ de un “ntimero frontera”.(Zermelo, [1930a, p. 417))

De los tres teoremas de desarrollo, este ultimo es quiza el més relevante. Muy llanamen-
te lo que establece este teorema es que se puede “controlar” el crecimiento de cualquier
dominio normal P. El problema con los desarrollos usualmente descritos para los domi-
nios normales es que “crecen” demasiado rapido —en cualquier “momento”, las potencias
pueden provocar que algiin segmento del dominio “explote” y genere repentinamente una
inmensidad de subconjuntos de “un momento a otro™—. Lo que el tercer teorema de de-
sarrollo establece es que puede ofrecerse un “arreglo” de cualquier dominio normal tal que
el “crecimiento” quede “acotado” al “pasar” de un segmento al siguiente.

Es importante notar que los teoremas anteriores no es que generen dominios, los domi-
nios ya estan dados. Lo tinico que senalan dichos teoremas es que tales dominios se pueden
“acomodar” utilmente de cierta forma. Esta “utilidad” tal vez no es muy clara todavia, sin

embargo, se pondra de manifiesto con los siguientes teoremas de isomorfismo.'™

Primer teorema de isomorfismo. Dos dominios normales con la misma carac-
teristica y con bases equivalentes son isomorfos. De hecho, el mapeo isomorfo de
cada dominio sobre el otro estd Wnicamente determinado por el mapeo de sus bases.
(Zermelo, [1930, p. 421])

Este teorema es bastante claro. Intuitivamente, si las bases tienen el mismo tamano, se
puede definir una biyeccion entre las bases, de manera que al aplicar sobre las iméagenes
las operaciones conjuntistas se dé lugar a un dominio estructuralmente idéntico al que se

generaria al aplicar tales operaciones a las preimagenes.

Segundo teorema de isomorfismo. Dados dos dominios normales con bases equi-
valentes y distintos numeros frontera 7, 7/, uno es siempre isomorfo a un segmento
canonico del otro. (Zermelo, 1930a, p. 421)

178Recuérdese que en el presente texto se optd por omitir explicitamente estas condiciones y, en su lugar,
“incluirlas” implicitamente dentro del concepto de “cardinal inaccesible fuerte”.

1" Recuérdese que, en términos muy generales, un isomorfismo es una biyecciéon entre estructuras que
preserva las relaciones y las funciones.
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Este teorema emplea el tercer teorema de desarrollo y el teorema anterior. Por el primero,
se puede contar con un segmento canénico del dominio “més alto” con la caracteristica mas
pequena —y que a su vez es un dominio normal—, de modo que este segmento tendra una
base equivalente y caracteristica igual que el dominio original “més bajo”. Por lo anterior,
y dado el primer teorema de isomorfismo, se sigue naturalmente el resultado.

Tercer teorema de isomorfismo. Dados dos dominios normales con la misma
caracteristica, uno siempre es isomorfo a un subdominio (propio o impropio) del
otro. (Zermelo, [1930a, p. 423])

El teorema anterior considera el caso en que los dominios tienen la misma “altura”, pero
posiblemente bases no-equivalentes. Grosso modo, uno puede definir una inmersion iso-
morfa del dominio méas angosto en el mas ancho, 7. e., establecer un isomorfismo entre
el dominio angosto y un subconjunto del ancho. Asi, por el lema de péginas atras, este
subconjunto del dominio ancho es un dominio normal a su vez.

Cabe destacar que si la base de un dominio normal es mayor o igual que su carac-
terfstica, no existird un conjunto que contenga todos los urelementos y, ademés, habria
subconjuntos que se le “escaparia” al modelo.

Finalmente, tan solo resta:

Teorema de automorfismo. Los automorfismos, esto es, mapeos isomorfos de un
dominio normal sobre si mismo, corresponden uno-a-uno a los mapeos equivalentes
de la base sobre si misma, y son por tanto posibles sb6lo para un ndmero base q >
1; todos los dominios son “monomérfos”. El grupo de todos los automorfismos es
isomorfo al grupo de permutaciones que pertenecen a la base. Similarmente, los
“meromorfismos”, esto es, mapeos isomorfos del dominio normal sobre una parte de
si mismo, corresponden a los mapeos uno-a-uno de la base (infinita) sobre partes
equivalentes. (Zermelo, [1930a, p. 425])

En realidad, este teorema tiene méas caracter de corolario, se sigue de manera inmediata
a partir de los resultados anteriores; sin embargo, para los propoésitos actuales no serd
necesario revisar tan cuidadosamente los detalles sobre éste.

No obstante, un resultado muy relevante que no aparece en este articulo, pero que se
sigue directamente de los anteriores y que vale la pena revisar, es el siguiente teorema de

cuasi-categoricidad.

Teorema de cuasi-categoricidad para ZFCU 5. Para cualesquiera dominios
normales de [ZFCU 9| 9 y N, existen subdominios (propios o impropios) de cada
uno M y N, respectivamente, tal que M’ = N'. (Véase Gutiérrez, [2011, p. 75])

Una consecuencia de esto es la existencia de un dominio normal minimo isomorfo a un
subdominio de cualquier otro dominio normal.

Como puede apreciarse, los resultados anteriores implican la no-categoricidad de ZFCU,
adelantada casi al final del capitulo anterior, por supuesto, siempre y cuando se admita

la existencia de mas de un cardinal fuertemente inaccesible (de haber solo uno, la teoria
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si serfa categorica).'® No obstante, es importante notar que, a diferencia del primer or-
den donde la no-categoricidad esté implicada por el teorema de Lowenheim-Skolem, aqui
la no-categoricidad es consecuencia de los teoremas de isomorfismo. Probablemente, una
de las diferencias méas notables es que si bien desde el punto de vista de Zermelo puede
existir mas de un modelo, en todos ellos las nociones cardinales y ordinales se recuperan
de manera adecuada; al contrario de lo que sucede con las teorias en primer orden (como
ya se ha dicho). Con todo, Zermelo apreciaba la falta de categoricidad como una ventaja,
prueba de la —literalmente infinita— aplicabilidad de la teoria de conjuntos sobre las
investigaciones de la matemética. Para Zermelo, la teoria de conjuntos deberia ser tal que
fuese lo suficientemente flexible para dar cabida dentro de ella a modelos de todas las
teorias matematicas posibles y, por ello mismo, no deberia estar acabada.

Una nota final que es importante mencionar sobre esta exposicion es que algunos de
los modelos de la teoria de conjuntos expresada en primer orden si pueden asegurar la
recuperacion de las nociones cardinales de manera absoluta; a saber, aquellos tales que el
conjunto de sus ordinales sea un cardinal fuertemente inaccesible. Cosa que parece cerrar
el circulo, pues de la teoria de conjuntos en primer orden que recuperan las nociones de
ordinalidad y cardinalidad de manera adecuada son exactamente los que Zermelo habia
senalado.!8!

De esta manera, con la demostracion de estos teoremas, Zermelo fue capaz de es-
tablecer la coincidencia de un dominio normal (un modelo) de la teoria con su version
estructurada acumulativamente en estratos bien-definidos, brindando con ella una carac-
terizacion mas clara del universo conjuntista y del concepto de conjunto, muy semejante
al que normalmente se le asocia en la actualidad: la concepcion iterativa de conjunto de
von Neumann. Sin embargo, para completar satisfactoriamente el objeto de estudio de la
teoria que pretendia precisar, Zermelo tenia que brindar ciertas justificaciones adicionales
respecto de algunos supuestos extra-tedricos que la teoria misma era incapaz de ofrecer.
En especial, la existencia de una secuencia ilimitada de nimeros frontera. Para conseguir
esto, Zermelo optaria por apoyarse en consideraciones que caian mas alla de hechos pura-
mente matematicos y que se aproximaban maés a las reflexiones que la practica, objetivos y
motivaciones de la teoria sugerian. Antes de abordar esto, tal vez sea conveniente senialar

de manera puntual la postura que Zermelo (1930a) mantiene frente a sus resultados:
i) ZFCU, es satisfacible;

ii) los modelos de ZFCU, estan determinados salvo isomorfismo por la cardinalidad de

su base y su “caracteristica” (esta tltima debe ser un cardinal fuertemente inaccesi-

180Como se sabe, la existencia de este tipo de cardinales es indecidible a partir de los axiomas de
ZFC en cualesquiera de sus presentaciones aqui consideradas. Sin embargo, actualmente gran parte de la
comunidad matematica los admite y trabaja con ellos —hasta con conjuntos todavia més grandes—.

181 Esto lo trabaje con un poco mas de detalle en mi tesis de licenciatura.
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ble);

iii) es necesario postular axiomaticamente en la metateoria la “existencia de una secuen-

cia ilimitada de nimeros frontera”;
iv) ZFCU, no es categorica;

v) la no-categoricidad de ZFCU, “no es una desventaja, sino una ventaja, pues la
enorme importancia y aplicabilidad de la teoria de conjuntos descansa precisamente
en este hecho” (p. 45);

vi) “[tjodo dominio categoricamente determinado puede también ser concebido como un

‘conjunto’ de uno u otro modo” (p. 46); y

vii) las “antinomias ultrafinitarias” de la teoria de conjuntos surgen a partir de la con-

fusién entre la teoria no-categérica de conjuntos y los modelos que la representan.

El punto i) se trata sencillamente del supuesto inicial que Zermelo establece para llevar a
cabo su investigacion. Si bien Zermelo asume la satisfacibilidad de la teoria con base en
el supuesto indemostrado de su consistencia —cosa que, como ahora se sabe, no se sigue
necesariamente en lenguajes de orden superior, en tanto que el resultado de completud,
que Godel presentaria ese mismo afno, no se extiende a ese tipo de lenguajes—, las razones
para sostener este iltimo supuesto claramente caen mas alla de lo que puede afirmarse
tanto légica como mateméaticamente. Como sea, Zermelo parece respaldarse en que las
practicas asociadas con su teoria hasta el momento no hubieran arrojado razones para
sospechar que las cosas fueran de otro modo. Asimismo, el supuesto de la satisfacibilidad
de la teoria con base en su consistencia parece descansar sobre las consideraciones de
caracter hilbertiano mencionadas en la seccion 2.1.3, lo cual ciertamente posee una carga
filosofica de fondo. Una alternativa de cardcter mas matematico que quizd Zermelo habria
podido ofrecer en favor de i) (pasando de largo la observacién sobre la incompletud de
célculos deductivos de orden dos), seria apoyarse sobre una prueba de consistencia relativa
de ZFCU, sobre ZFCUs—Regularidad”; sin embargo, esto s6lo postergaria el problema,
pues eventualmente el mateméatico habria tenido que justificar ZFCUy—Regularidad” de
alguna manera.

Sobre i) ya no hay mucho qué decir, pues justamente la demostraciéon matematica de
éste fue el objeto de demostrar los teoremas de desarrollo e isomorfismo. No obstante, iii)
si requiere respaldarse sobre hechos que caen fuera de la matematica y la logica, dado que
la existencia de “ntimeros frontera”, cardinales fuertemente inaccesibles, es indecidible en
ZFCU, (de hecho, la existencia de w no es siquiera demostrable en ZFCU™,). Defender la
existencia de ntimeros frontera seria una empresa extremadamente relevante para com-
pletar la imagen zermeliana del objeto de estudio de la teorfa de conjuntos. Aun cuando
los teoremas habian sentado el hecho de que variar el tamano de la base de dominios con
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caracteristicas iguales arrojaba diferentes modelos, la cuestion que quedaba sin decidir
todavia era lo que sucedia al variar las caracteristicas de cardinalidad inaccesible fuerte,
dado que la existencia de estos grandes cardinales no es decidible por los axiomas en pri-
mer lugar. Frente a este dilema, el mateméatico observaria que ZFCU 5, la teoria finitaria
de conjuntos, con base en los resultados de su articulo, de tener modelo —el cual, cabe
senalar, contiene tnicamente conjuntos finitos— se corresponderia con un segmento F,;
la existencia de este dominio a su vez servirfa para garantizar la consistencia de ZFCU 5.
Con todo, la teoria “cantoriana” de conjuntos, es decir, ZFCU,, al incluir el axioma de
infinito garantiza la existencia al menos de w dentro del modelo; asi pues, al suponer la
satisfacibilidad de esta teoria, y sobre la base de los teoremas de desarrollo e isomorfismo,
la totalidad de las secuencias basicas del modelo tendria asociada un tipo-ordinal s, mas
ningin conjunto dentro de ese modelo tendria tamafio x. De esta forma, en caso de existir
caracteristicas k > w, deberia existir la mas pequena de ellas, o sea, el primer cardinal
fuertemente inaccesible, llamese x. Es asi que, aun si w € P,,, w € P,,, asi como a cual-
quier segmento P, (para toda £ > k1). De manera similar, asi como k1 & Py, k1 € Px,
(para cualquier ordinal o > 1). Asi, como se puede apreciar,

la cuestion [en torno de la existencia de numeros frontera y su cantidad]| recibe
diferentes respuestas en los diferentes “modelos” de la teoria de conjuntos y, por
lo tanto, no estd decidida meramente por los axiomas. Nuestro sistema axiomético
es no-categorico después de todo, lo cual, en este caso, no es una desventaja, sino
una ventaja. Pues la enorme importancia y aplicabilidad ilimitada de la teoria de
conjuntos descansa precisamente sobre este hecho. (Zermelo, [1930a, p. 45])

Dado lo anterior, como puede verse, la elaboracion de la defensa de 7ii) ha llevado a Zerme-
lo a considerar casi inevitablemente los incisos iv) y v); y a partir de ellos —especialmente
al reflexionar sobre v)— sera que encontrara las razones faltantes para convencerse sobre
la existencia de cardinales inaccesibles fuertes. El supuesto sobre la satisfacibilidad de
la teoria infinitaria de conjuntos en segundo orden orillo a Zermelo a considerar ii), un
modelo de cardinalidad fuertemente inaccesible x, (donde « es un ordinal), puesto que
debia garantizar que en éste vivieran w, las separaciones y los reemplazos “arbitrarios”,
asi como también todas las potencias; sin embargo, al preguntarse por la existencia de
cardinales como k, dentro de algiin modelo de ZFCUs,, casi por analogia con el caso de
w, reconoceria que k, debia habitar al menos en un modelo de tamano ks (donde § > «).
Al considerar modelos de ZFCU, de distinto tamano, el matemético aleméan se percataria
inmediatamente de la no-categoricidad de su teoria; pero, contra todo pronostico, lejos
de ver esta consecuencia como un problema, lo veria como una ventaja, ya que, como se
vera en unos momentos, le permitiria extender la nocién de conjunto de manera ilimitada
hasta abarcar el dominio de cualquier modelo. Con base en esta admirable generalizacion,
Zermelo conseguiria clarificar el concepto de conjunto, aun cuando contase con miltiples
modelos; méas ain, contrario a lo ocurrido por la pérdida de la categoricidad de la teoria
axiomatizada en primer orden —como consecuencia de Lowenheim-Skolem—, en este ca-

so, jla falta de categoricidad no implicaba la pérdida de las potencias ni de las nociones
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cardinales!

“Por supuesto —continuaria Zermelo—, siempre es posible forzar artificialmente la
deseada categoricidad con la anadidura de mas ‘axiomas’, pero so6lo a costa de la genera-
lidad. Puesto que [estos| nuevos postulados [...] simplemente no incumben del todo a la
teoria de conjuntos como tal”, sino que tinicamente caracterizan un modelo especialmente
elegido (Zermelo, 1930a, p. 45). “|L]a teoria de conjuntos como ciencia debe primero desa-
rrollarse en su maxima generalidad. La investigacién comparativa de modelos individuales
puede, posteriormente, ser aproximada como un problema especial” (p. 46). No obstante,
al demostrar i), esto es, que todo modelo de ZFCU, esta totalmente determinado por
su “ancho” (su cantidad de urelementos) y por su “altura” (la totalidad de sus secuencias
béasicas o caracteristica de tipo-ordinal igual que algiin cardinal inaccesible fuerte k,),
Zermelo ha abierto la posibilidad de especificar el modelo en cuestion, llamese 4, , de
manera categérica mediante “postulados adecuados”, es decir, axiomas de la metateoria
de conjuntos. Pero si i, aparece como elemento en algin otro modelo ., de ZFCU,,

entonces parece razonable

[proponer| como hipotesis general que todo dominio categéricamente determinado
puede también ser concebido como un “conjunto” de un modo u otro [inciso vi)]; esto
es, que puede ocurrir como elemento de un dominio normal (escogido adecuadamen-
te). De esto se sigue que a cada dominio normal le corresponde uno més alto con la
misma base [...] y, por tanto, también a cualquier “numero frontera” [k, | un namero
frontera mayor [kg|. (Zermelo, 1930a, p. 46)

Ademas, cada modelo determinado de manera categorica (con bases equivalentes) se en-
cuentra contenido como segmento canénico de otro, y este ultimo a su vez puede robus-
tecerse para ser un dominio normal con una caracteristica mayor todavia. “Por tanto, a
toda totalidad categoricamente determinada de ‘ntimeros frontera’ le sigue una mayor,
y la secuencia de ‘todos’ los nimeros frontera es tan ilimitada como la serie numérica
misma, lo que permite la posibilidad de asociar uno-a-uno cada indice transfinito con un
namero frontera particular” (Zermelo, [1930a, p. 46]).

Como se puede apreciar, con su busqueda por la nocién general de “conjunto”, Zermelo
ha evitado concentrarse sobre modelos particulares, por decirlo de algiin modo, ha evitado
caer sobre la nocion de “conjunto en un modelo especifico”; esto le ha permitido aplicar
la nocién de conjunto sobre los dominios mismos de los diversos modelos de su teoria de

manera exitosa, sin generar paradoja alguna (justamente lo expresado en vii)):

[l]as “antinomias ultrafinitarias de la teoria de conjuntos”, a las que apelan los reac-
cionarios cientificos y los anti-matematicos en su lucha contra la teorfa de conjuntos
con tal pasién desenfrenada, son sélo “contradicciones” aparentes, debido solo a una
confusion entre la teoria de conjuntos misma, la cual no estd categéricamente deter-
minada por sus axiomas, v los modelos individuales que la representan: lo que en un
modelo aparece como un “no-conjunto ultrafinito o superconjunto”; ya es un “conjun-
to” completamente vilido con ntimero cardinal y tipo-ordinal en el siguiente modelo
mas alto y, en cambio, sirve él mismo como la piedra angular bajo la construccién
de un nuevo dominio. (Zermelo, [1930a, p. 46-7|)
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En este punto, es que conviene recuperar la caracterizacion con que se concluy6 el capitulo
anterior a la luz de los resultados recién presentados, esta es, aquélla en relaciéon con los
dominios abiertos y cerrados. Como se ha visto, en su afan por la mayor generalidad y
aplicabilidad, Zermelo ha elaborado la imagen progresiva de dominios normales anidados,
cada uno capaz de realizar ZECU, (i. e., ser modelo de la teoria) y de ser susceptible de
determinacién categoérica, este tipo de dominios, los “dominios cerrados” como Zermelo
(s1930e) los llama, si bien “representan la teoria de conjuntos”, éstos lo hacen de manera
“méas o menos incompletamente”. Sin embargo, estos modelos cerrados se encuentran dis-
puestos acumulativamente dentro de un marco particular, un “dominio abierto”, el cual,
aunque no tiene asociado un niimero cardinal ni ordinal, puede ser bien-ordenado; es decir,
se trata de “una secuencia bien-ordenada de dominios que se comprehenden sucesivamente
unos a otros, constituidos de modo que cada subdominio cerrado siempre puede todavia
ser extendido dentro de ella” (p. 5). Este “dominio abierto”, pues, es el unico capaz de
capturar realmente a cabalidad la teoria de conjuntos, cosa que declara de manera ex-
plicita: “[l]a teoria de conjuntos en su totalidad puede ser completamente representada
solo en un ‘modelo abierto’; y esto es asi en mi ‘modelo teérico-conjuntista’ basado sobre
el ‘desarrollo candnico’ o ‘absoluto’ ” (p. 5). Asi, dentro del dominio abierto, constituido
por una secuencia acumulativa de dominios cerrados —los cuales a su vez son capaces de
realizar la teorfa, mas no de manera completa—, cada modelo cerrado y categéricamente
caracterizable puede ser considerado como un “conjunto” desde el punto de vista de un
modelo adecuadamente mas amplio, y sin caer en paradojas. Precisamente, la conjetura
(pues no es demostrable) de que “todo dominio categdricamente determinado puede tam-
bién ser concebido como un ‘conjunto’ de un modo u otro” (Zermelo, 1930a, p. 46) es
lo que finalmente llevaria a Zermelo a concebir su definicion dltima de “conjunto™ “luln
‘conjunto’ es un dominio finito o infinito de cosas bien-distinguibles u objetos que pueden
ser caracterizados por medio de un sistema categorico de postulados” (Zermelo, [1932d,
p. 2|). Este dominio abierto, este multiverso abierto de universos cerrados, por tanto, ha
llegado a convertirse en el auténtico objeto de estudio de la teoria de conjuntos y, de esta

manera,

[l]as dos tendencias diametralmente opuestas de la mente pensante, las ideas de pro-
greso creativo y complecidon sintética, que forman también la base de las “antinomias”
de Kant, encuentran su representacién simbolica, asi como su reconciliacién simbo-
lica en la serie de nameros transfinitos, la cual descansa sobre la nocién de buen-
orden y la cual, aunque carente de verdadera complecién en virtud de su progreso
no-acotado, posee estaciones de paso relativas, a saber, aquellos “nimeros frontera”,
los cuales separan los modelos de tipo inferior de los superiores. (Zermelo, [1930a,

p. 47])

Por 1dltimo, solamente resta presentar manifiestamente el modo en que el objeto de estudio
de la teoria de conjuntos propuesto por Zermelo, el “multiverso zermeliano”, comprehende
satisfactoriamente los objetivos y motivaciones, asi como los métodos sugeridos por las

practicas teorico-conjuntistas reflejadas por los fragmentos historicos que se analizaron
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dentro del segundo capitulo. En primer lugar, cabe recordar la tradicion de Gotinga
dentro de la cual Zermelo se encontraba sumergido, asi como la forma en que los pioneros
de la teoria de conjuntos, Riemann, Dedekind y Cantor, canalizaron sus investigaciones
con base en aquélla para dar lugar al surgimiento de esta disciplina. Como ya se han
tratado con méas holgura estas cuestiones en las secciones 2.1.1 y 2.1.2, no serd necesario
explayarse ahora y tinicamente bastara con senalar algunos aspectos relevantes de manera
muy puntual.

Como se vio en esos apartados, la matematica en general, y la teoria de conjuntos en
particular, debia realizarse de conformidad con la metodologia no-constructiva impulsada
por la tradicion de Gotinga, caracterizada mediante los incisos i)-iv) de la seccion 2.1.1.
La teoria de conjuntos en su segunda version axiomatizada ciertamente parece recuperar
tales puntos. Mas concretamente, la teorfa al estar formulada en segundo orden considera
funciones “arbitrarias” independientemente de sus “formas de representaciéon” o de que
sean definibles o no por el lenguaje (de hecho —como se dijo—, los axiomas de separacion
y reemplazo en tal axiomatizacion hacen alusion explicitamente a funciones arbitrarias).
Por otro lado, la teoria de Zermelo incluye el axioma de infinito, cosa que refleja el com-
promiso del aleman por desenvolver sus investigaciones hasta abarcar conjuntos infinitos,
pues, para él, la matematica era la “ciencia del infinito” —como la llamé en su momen-
to—; asimismo, al incluir el axioma de infinito, Zermelo abre la posibilidad de trabajar
con ordinales y cardinales transfinitos. Esto claramente exhibe “la aceptacion de conjuntos
infinitos y el infinito superior”.

Por otra parte, como se senal6 en la seccion 2.1.3, bajo la influencia de Hilbert, Zer-
melo sostenia la existencia matematica de un sustrato de naturaleza abstracta de fondo
a las teorias matematicas caracterizadas por medio de un sistema axiomatico, siempre y
cuando se confirmara esa existencia en funcién de la consistencia de dichas teorfas. De
este modo, las teorias no descansaban sobre expresiones analiticas o calculos, sino sobre
“conceptos generales abstractos” de fondo.

De la misma manera, la teoria de Zermelo también satisface el cuarto punto del enfo-
que no-constructivo, en tanto que adopta necesariamente métodos de prueba “puramente
existenciales”, como lo pone de manifiesto su defensa e incorporaciéon del axioma de elec-
cion dentro de su sistema y su lucha por resguardar su demostracion del teorema del
buen-orden; incluso su compromiso con este tipo peculiar de demostracion resulta toda-
via més sobresaliente cuando considera dicho axioma como “principio l6gico” (como se
dijo en la seccion 2.1.4).

Ahora bien, como se vio en la seccion 2.1.2, con el “giro abstracto” y la implementacion
de los métodos no-constructivos dentro de los desarrollos matematicos, Riemann se com-
prometié con encontrar un fundamento abstracto y general de las teorias matemaéticas,

y que le permitiera adquirir claridad conceptual respecto de los objetos de investigacion
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en todas las diferentes areas. Al hallar la respuesta en la nociéon de “variedad”, Riemann
inicia un proceso de abstracciéon en las investigaciones sobre las magnitudes que le per-
mite considerar indistintamente diversos objetos de manera homogénea; esto promoveria
la interaccion entre los estudios de las magnitudes discretas y continuas, y adicional-
mente motivaria la biisqueda de un “estandar” para comparar magnitudes. Los estudios
posteriores de Dedekind (e. g., en teorfa de nimeros algebraicos y teoria de ideales) y
Cantor (e. g., sobre conjuntos-de-puntos y o6rdenes) ilustrarian la utilidad de la nocion
abstracta de variedad, o conjunto, para precisar y generalizar resultados. En particular, las
investigaciones de Cantor sobre nimeros ordinales y cardinales transfinitos contribuirfan
notablemente sobre el esclarecimiento de propiedades relacionadas con el infinito, y sobre
las caracteristicas de un “estdndar de medida” transfinito. Dedekind, por su parte, con
el método de cortaduras para definir el campo de los reales, entre otras cosas, mostraria
el enorme poder y aplicabilidad de la nociéon abstracta de conjunto para representar los
objetos de las diferentes areas de la matematica; adicionalmente, sus aportaciones sobre
teoria de conjuntos permitirian precisar nociones como la de infinito, continuidad, mapeo,
homomorfismos, etc. De la misma forma, con su caracterizacion categorica de la teorfa de
numeros, Dedekind promoveria la implementacion del método axiomaéatico y pondria de
manifiesto su capacidad para caracterizar de manera precisa —por supuesto, bajo ciertas
condiciones— las estructuras matematicas, esto via la categoricidad de las teorias axio-
maticas.

Con el planteamiento de su multiverso teérico conjuntista, Zermelo no sélo ha con-
seguido determinar cual es el objeto de estudio pretendido de la teoria de conjuntos en
general, sino que también ha logrado ofrecer una caracterizacion conceptualmente clara de
la nocién misma de “conjunto”. Esto, en gran medida, se debe a la serie de enunciados que
componen su sistema de axiomas, pero también a la cuasi-categoricidad de éste. En este
sentido, se ha conseguido precisar la nocién de conjunto sobre esta propiedad del sistema,
pues cada dominio normal es susceptible de ser caracterizado salvo isomorfismo al poseer
una caracteristica fuertemente inaccesible y, por consiguiente, sus objetos han heredado
esta precision. Esta precision conceptual con base en la categoricidad de las teorias es
indiscutiblemente influencia de Dedekind, quien logré6 demostrar que su teoria de nimero
poseia esta propiedad. En relacion con ZFCUs,, la cuasi-categoricidad es suficiente para re-
cuperar las nociones centrales de la teoria, por ejemplo, el buen-orden, la ordinalidad y la
cardinalidad transfinitas. Que el multiverso zermeliano sea bien-ordenable y cada segmen-
to caracterizable de manera categorica, permite establecer la R—secuencia como “estandar
objetivo” de medida para conjuntos infinitos. Como las reflexiones alrededor del teorema
de Lowenheim-Skolem y la paradoja de Skolem han ensenado, que dichos conceptos sean
variables de un modelo a otro, como sucede en la teoria de conjuntos expresada en orden

uno, prohibe garantizar que la N—secuencia sea el estdndar para determinar el tamano
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de los conjuntos. Del mismo modo, el hecho de que los modelos zermelianos recuperen las
nociones cardinales de manera absoluta, implica que cuando la teoria habla sobre tales
entidades realmente se refiere a ellas y no a entidades “impostoras” que se hacen pasar por
ellas, tal como sucede con los modelos skolemianos por la ausencia de funciones dentro de
los modelos en cuestion.

Asimismo, cabe mencionar que estas observaciones acerca de los modelos a la Zer-
melo no son necesariamente incompatibles con la perspectiva segin la cual los conjuntos
son aquellos bien-definidos por una funcién proposicional de primer orden. Esto, aunque
parezca extrano, en realidad es muy sencillo de explicar: si al final del dia resultase que
Skolem siempre tuvo razon y los conjuntos fuesen solamente aquellos definibles en pri-
mer orden, entonces uno tal vez podria aceptar el axioma de constructibilidad —es decir,
V = L—y, alin asi, no habria problema alguno, ya que la caracterizacion ofrecida por zer-
melo simplemente se compromete con todos los conjuntos bien-determinados, pero no con
cudles sean estos. Asi que, aun cuando los conjuntos tinicamente resultasen ser aquellos
definibles en primer orden, los resultados de zermelo continuarian siendo vélidos. Aho-
ra, la propuesta de Zermelo, junto con su generalidad, le puede resultar méas facilmente
atractiva a alguien, pues puede mantenerse incluso sin importar que la version skolemia-
na sea la correcta o no. La diferencia mas relevante entre ambas teorias no-categoricas
es que, mientras la axiomatizacion en primer orden relativiza las nociones cardinales, la
axiomatizacion de Zermelo permite recuperarlas absolutamente, respetando con ello uno
de los objetivos fundamentales de la teoria, a saber, ofrecer no solamente una teoria de
ordinales, sino también de cardinales transfinitos.

En otro orden de cosas, parece que para Skolem la mayor parte del conocimiento
matematico —o tal vez todo— se adquiere mediante demostraciones, o sea, que el conoci-
miento sobre las propiedades y relaciones entre individuos (como llamaba a los objetos de
los modelos) se obtiene meramente a partir de los axiomas y las consecuencias deducidas a
partir de ellos. Esto puede parecer insuficiente en algtin sentido, dado que, de restringirse
a las demostraciones, no podria obtenerse una determinacién completa de los dominios
matematicos infinitos. Sin embargo, esto si podria hacerse mediante la caracterizaciones
axiomaticas categoricas una vez que se ha elegido previamente el dominio de interés,
tipicamente esto suele hacerse a través de la cuantificacion sobre variables de segundo
orden, tal como lo hizo Zermelo con sus sistemas. Con todo, también cabe reconocer que
la propuesta de Zermelo no parece aportar mas elementos que la propuesta tradicional
en primer orden, al menos en términos deductivos. Cuando Skolem identifica la nocién de
“definitud” con la de “definibilidad en primer orden”; logra disolver la vaguedad del término
més problematico dentro de la axiomatizacion de 1908 y con ello motivar una formulacion
extremadamente méas clara y precisa de la teoria de conjuntos; Zermelo, por su cuenta,

contribuye con la nada despreciable clarificaciéon conceptual de la nocién de conjunto y, en
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este sentido, puede incluso servir de apoyo para la propuesta en primer orden de Skolem: le
ofrece criterios para identificar, entre todos los modelos de cualquier cardinalidad trans-
finita (recuérdese la “version sintética” del teorema de Lowenheim-Skolem), cuéles son
los modelos relevantes, los modelos verdaderamente pretendidos de la teoria, los modelos
que realmente mantienen invariantes todas las nociones conjuntistas de interés. Eviden-
temente, el partidario de la version en primer orden de la teoria que considere valiosa
la contribucién de Zermelo, debe suscribirse de antemano a la postura que reconozca la
importancia de la absolutez de las nociones cardinales y las potencias. No obstante, para
poder gozar de semejante contribucion, Skolem tendria que dar cuenta de las condiciones
que se requieren para frenar la relativizacion de tales nociones y, de manera analoga que
Zermelo, adoptar ciertos elementos de manera eztra-teérica, estos son, los cardinales fuer-
temente inaccesibles, pues —como se ha dicho— los modelos que efectivamente consiguen
capturar aquellas nociones (también en el caso del primer orden) son los que estan subin-
dexados por alguno de tales cardinales grandes (de acuerdo con su desarrollo estratificado
en virtud de regularidad). Esto justamente se encuentra en consonancia con el trabajo
de Zermelo. De esta manera, los anterior parece mostrar que la teoria de conjuntos no
necesariamente tiene que estar anclada sobre una presentacion particular, es decir, estar
restringida a un lenguaje de orden fijo, sino que incluso uno podria reconocer que cada
una de las presentaciones expresadas mediante lenguajes de distinto orden puede aportar
elementos distintos para complementar la comprension de la teoria y sus modelos. De la
misma manera, esto parece insinuar que la teoria propiamente esta plagada de una serie
de ideas acerca de dominios matemaéticos especificos y que sus teorfas no son méas que
representaciones lingliisticas utiles para la investigacion de éstos.

Ahora bien, regresando a la tradicion de Gotinga y sus partidarios, como se ha visto,
desde su aparicion en escena, Zermelo en gran medida adoptaria los criterios establecidos
por Cantor y los mateméaticos de Gotinga para desarrollar su teoria de conjuntos. En
relacion con esto, considérese rapidamente lo siguiente.

Desde un principio —también por la enorme influencia del programa temprano de
Hilbert— Zermelo pretendia establecer una teoria lo suficientemente poderosa tanto para
retener los resultados obtenidos por Dedekind y Cantor como para fundamentar las nocio-
nes basicas de la matemaética, especialmente la nocién de ntimero, la cual, como mostraban
los programas de aritmetizacion de la matematica, bastaba para servir de base al resto
de las disciplinas (e. g., el andlisis real y la geometria). La actitud de Zermelo ante la
teoria de conjuntos como fundamento fue particularmente evidente cuando se presentd su
disputa con Skolem en la seccion 2.2. En efecto, la teoria axioméatica de conjuntos como lo
muestra Zermelo, principalmente en los articulos analizados en la secciéon 2.1.4, es capaz
de derivar los axiomas de la aritmética. Un tema que conviene destacar en relaciéon con

esto, es el interés de Zermelo por ocupar la teoria de conjuntos como un fundamento que
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lograra establecer consistentemente los conceptos estudiados por las diversas disciplinas
matemaéticas, lo cual esta en sintonia precisamente con el programa de Hilbert, pues para
¢l era necesario mostrar que las teorias axiomaticas propuestas no implicaban logicamente
contradicciones. Si bien Zermelo es consciente de no haber ofrecido una prueba directa de
la consistencia de su teoria —cosa que actualmente se sabe es imposible por el segundo
teorema de incompletud de Godel—, fue capaz al menos de mostrar que su teoria lograba
sortear las paradojas que amenazaban la teoria ingenua de conjuntos. Mas atin, con base
en la propuesta zermeliana uno es capaz de ofrecer lo segundo mejor, a saber, pruebas
de consistencia relativa. Como se sabe, se puede demostrar que la teoria de niimeros es
consistente relativamente a la teoria de conjuntos al asumir un modelo de esta tultima.
Algo muy similar es posible hacer desde el multiverso zermeliano: en funcién de modelos
adecuadamente mas “amplios”, modelos més “angostos” pueden ser concebidos como con-
juntos (tal como se sefial6 parrafos atras); asi, la existencia de modelos de cardinalidad
inaccesible fuerte, puede emplearse para garantizar la consistencia de teorias de conjun-
tos “incompletas”, es decir, teorias que se comprometen tan solo con una cantidad muy
especifica de cardinales fuertemente inaccesibles menores que el cardinal del modelo “més
grande” cuya existencia se asumi6 inicialmente. Por lo tanto, en algin sentido muy débil,
la teoria de conjuntos en la version de Zermelo puede ocuparse para ofrecer pruebas de
consistencia para todas las disciplinas matematicas; es mas, por las observaciones que
se acaban de hacer, la generalidad de la teoria permite obtener pruebas de consistencia
(relativa) de la teoria de conjuntos desde la misma teoria de conjuntos. De este modo,
aun si Zermelo no pudo (y jaméas habria podido) ofrecer una prueba contundente de la
consistencia de su teorfa de conjuntos, si pudo ser capaz de mostrar elementos en favor
de ésta.

Por otra parte, su teoria estaba disenada para representar de manera “homogénea” diver-
sos objetos independientemente de su naturaleza; esto se hace patente, por ejemplo, en
su interés por incluir urelementos en sus axiomatizaciones. Ciertamente, desde el punto
de vista actual, esto puede parecer algo arcaico e innecesario, en especial, considerando
que hoy dia la teoria estdndar de conjuntos suele concentrarse en la parte “pura” de con-
juntos;'®2 no obstante, como Zermelo le indicarfa a Fraenkel en una de sus cartas: “Parece
cuestionable demandar que cada elemento de un conjunto deba ser él mismo un conjunto.
Bien, formalmente esto funciona y simplifica la formulacién. Pero ;qué sucede entonces
con la aplicacion de la teoria de conjuntos a la geometria y la fisica?” (OV 4.19 en Eb-
binghaus [2007, p. 201]). En realidad, cuando uno se detiene a reflexionar sobre los motivos

para incorporar urelementos dentro de la teoria de conjuntos, uno se percata que Zermelo

182Como el término sugiere, la teoria pura de conjuntos (o teoria de conjuntos hereditarios) esté formu-
lada de tal forma que excluye términos que refieran a cualquier otra cosa que no sea un conjunto; de esta
forma, los elementos de los conjuntos son también conjuntos, y que los elementos de estos ultimos son a
su vez conjuntos, y asi sucesivamente.
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estaba realmente interesado por conservar su maxima aplicabilidad sobre otras areas, es
decir, pareceria que no se contentaba con reconstruir las entidades de las diferentes teorias
sobre la base de meros “sustitutos conjuntistas” que se comportaran adecuadamente de
acuerdo con ellas, sino que deseaba poder utilizar y manipular los “objetos auténticos”, los
objetos pretendidos, de tales disciplinas. Otro comentario que se puede anadir en torno de
la consideracion de urelementos y su pertinencia en la actualidad, es que no es raro que los
matematicos mismos, de hecho, aiin en estos tiempos trabajen con ellos constantemente,
por ejemplo: con frecuencia, utilizan los simbolos de los lenguajes como urelementos para
definir estos dltimos de manera recursiva.

Como sea, la teoria de conjuntos, pero sobre todo el multiverso zermeliano, claramente
puede ser aplicado para describir las diferentes teorias y, en especial, a la luz de los teo-
remas de desarrollo e isomorfismo, es capaz de facilitar su interacciéon mutua. En suma,
como se espera haber puesto de manifiesto en este trabajo, las practicas de la teoria de
conjuntos, sus objetivos y motivaciones —al menos dentro del periodo comprehendido
entre 1850 y 1930 (aproximadamente)—, determinaron el rumbo en que la teoria de con-
juntos se desarrollaria, y estos factores encontrarian su expresion en el objeto de estudio

de la teoria propuesto por Zermelo: el llamado multiverso zermeliano.
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Conclusi6n

A lo largo de estas lineas, se ha elaborado el examen de una serie de episodios histéricos
y representativos alrededor del surgimiento axiomatico de la teoria de conjuntos y de su
desarrollo durante los primeros treinta anos del siglo XX; el anélisis de los fragmentos de
esta “breve historia de los conjuntos” ha permitido poner de manifiesto algunos objetivos,
motivaciones e ideas que las practicas tedrico-conjuntistas durante dicho periodo parecen
sugerir. Con base en la metodologia hacia la investigacion filosofica promovida por el na-
turalismo mateméatico de Penelope Maddy, este analisis historico de las practicas de la
teoria de los conjuntos fue realizado con el propoésito de determinar las directrices de fondo
al progreso de las practicas mismas de esta disciplina y, a partir de ellas, poder defender
la hipotesis central de este trabajo; a saber, que el llamado multiverso zermeliano es el
objeto de estudio de la teorfa de conjuntos méas apropiado de acuerdo con este examen.
De esta manera, en un principio fue conveniente presentar dicho marco metodolégico,
asi como justificar su implementacion y pertinencia para el estudio filosofico de la teoria
de conjuntos. Para esto, en un primer momento, fue necesario ofrecer una caracterizacion
general del naturalismo en relacién con el andalisis matematico, lo cual se hizo tomando
como eje central los tres tipos de naturalismo identificados por Maddy (2005); es decir,
el de ella misma, el de Quine y el de Burguess (y Rosen). A partir de esto, se revel6 la
relacion de esta perspectiva con el anti-revisionismo externo y el revisionismo interno,
cosa que facilito la introduccion de la filosofia segunda de Maddy, la cual, como conse-
cuencia de su proceder metodologico, impulsa la investigacion y reflexion de las disciplinas
matematicas en funcion de las pautas establecidas por sus mismas practicas y objetivos
peculiares, esto es, el naturalismo matematico. No obstante, con el objeto de introducir
las motivaciones para suscribirse al programa matemaético-naturalista, resulté6 apropiado
realizar un breve recuento de “como la matematica aplicada llegd a ser pura” para, de
este modo, reconocer su caracter como practica autonoma. Finalmente, se senalaron unos
cuantos motivos adicionales detras de la predileccion por este marco metodoldgico parti-
cular; en especial, se destac6 su condicién como una postura “libre de prejuicios” y de su
aptitud para rescatar una serie de aspectos relevantes dentro de la practica matematica e
incluirlos dentro de su analisis filos6fico. Asimismo, se desplegaron algunos motivos para

consagrar este trabajo al caso especifico de la teoria de conjuntos; sobre esto, se destaco
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su caracter como fundamento para el resto de las disciplinas matematicas y cémo este
lugar privilegiado le ha permitido adquirir y reflejar los intereses y objetivos de la préc-
tica matematica en general, lo que puede contribuir con el esclarecimiento de cuestiones
filosbficas concernientes no solo a la primera, sino también a la matematica pura.

Posteriormente, se presentaron los mencionados episodios histéricos relevantes para el
desarrollo de la teoria de conjuntos. En primer lugar, se describi6 rapidamente el naci-
miento de la tradicion abstracta en matematicas y su influencia sobre la introducciéon de
la metodologia no-constructiva dentro de sus practicas, la cual, como se menciono, fue
incorporada y promovida principalmente por los mateméticos de Gotinga. En particular,
este estilo metodologico sobresalia por implementar conceptos generales para clarificar
las teorias matematicas, por disminuir la carga de los célculos y las “formas de represen-
tacion”, sostener la existencia de conjuntos infinitos y el infinito superior, y por apoyar
los métodos de prueba “puramente existenciales”. Fue dentro de esta tradicion, la tra-
dicion no-constructivista, que Riemann, Dedekind y Cantor realizaron sus aportaciones
més significativas. En especial, se considerd el modo en que el primero introdujo la nocién
de “variedad”, una nocién mas semejante a la nociéon de “conjunto” que a la de variedad
gaussiana, con el fin de ofrecer claridad conceptual, asi como un fundamento abstracto y
general a sus estudios sobre “magnitudes”. Después, se describié como los segundos adop-
taron dicha nocion y la aplicaron dentro de sus areas de investigacion (teoria de nimeros
algebraicos y de ideales, en el caso del primero; conjuntos-de-puntos y érdenes, en el caso
del segundo). Asimismo, se sefialdo como el desarrollo del estilo no-constructivista y la
bisqueda de un “estandar para determinar tamanos” influyé sobre la formulacion de la
teoria cantoriana de los ordinales y cardinales transfinitos. Por otro lado, se hizo hincapié
en como el método de cortaduras de Dedekind exhibi6 el enorme poder y aplicabilidad de
la nocion de conjunto para representar los objetos de estudio de las distintas areas de la
matemaética; ademaés, se resaltd tanto la influencia de Dedekind sobre la implementacion
posterior del método axiomatico como el impacto que su caracterizacion categorica de la
teoria de nimeros tuvo para hacer patente la precision y clarificacion de estructuras con
base en esta propiedad de los sistemas axioméaticos.

Lo anterior llevo a considerar la importancia del método axioméatico dentro del progra-
ma temprano de Hilbert, en tanto que aquél permite establecer la correcciéon de los resul-
tados mediante un razonamiento matematico riguroso, o sea, sobre la base de un ntimero
finito de inferencias a partir de un nimero finito de supuestos o hipotesis. Para facilitar
la introduccion de dicho programa y su influencia sobre la primera axiomatizacion de la
teoria de conjuntos, se mencion6 el modo en que el segundo de los problemas presentados
por Hilbert en Paris —la demostracion de la consistencia de los axiomas aritméticos—
mostraba su interés por resolver cualquier problema matemético bien planteado y deter-

minar la consistencia de las teorias mateméticas en general. En relaciéon con esto tltimo,
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fue que se mencioné el rol que jugd el surgimiento de las paradojas tedrico-conjuntistas,
pues, como se apunto, éstas significaban una seria amenaza al programa de Hilbert, en
tanto que las deseadas pruebas de consistencia no podian realizarse mediante una logica y
métodos de formacion conceptuales que generaran contradicciones. Lo anterior, es decir,
tanto la disolucion de las paradojas como la bisqueda de un fundamento consiste de la
nocion de niimero, sirvid para promover, entre otras cosas, la primera axiomatizacion de
la teoria de conjuntos.

Como elemento adicional para la formulacion axiomaética de la teoria de conjuntos,
se mencion6 rapidamente el episodio en torno de las “probleméaticas” demostraciones del
teorema del buen orden ofrecidas por Zermelo y la famosa controversia alrededor de su fa-
moso “principio l6gico” de eleccion. El problema, como se dijo en su momento, en realidad,
tenia que ver méas con el método de prueba que con el resultado, pues tales demostra-
ciones ponian al descubierto uno serie de elementos metodologicos de la matemética no-
constructiva: la postulaciéon de funciones “arbitrarias”, la realizaciéon completa de procesos
infinitos, el uso de métodos de prueba puramente existenciales, etc. En referencia con esto,
fue destacada la muy admirable defensa de Zermelo y los tintes mateméatico-naturalistas
que parecen estar presentes dentro de sus argumentos. Por otra parte, tras especular sobre
el caracter “logico” que Zermelo le atribufa al axioma de eleccién, se acus6 a Maddy por
no tomar bajo consideracion la directriz metodologica mas importante que este capitulo
de la historia de los conjuntos sugiere; a saber, el interés por alojar la prueba del buen-
orden dentro de un sistema axiomatico. Esto, como se senald, resultaba fundamental para
poder formular una teorfa sobre el infinito no tinicamente en relaciéon con el orden, sino
también con el tamano: una teoria de ordinales y cardinales transfinitos. Para sentar esto
de manera maés clara, también se mencioné la necesidad del teorema del buen-orden para
establecer objetiva y absolutamente la R—secuencia como [a escala de medida de tamano.
Con base en esto, a su vez se mencioné la relevancia por considerar estos elementos como
nociones centrales de la teoria y, por tanto, la importancia por ofrecer una axiomatizacion
de la teoria de conjuntos que las preservara.

Ahora bien, a partir del examen de los fragmentos historicos previos, fue que se deter-
minaron las motivaciones mas significativas para la primera formulacion axiomética de la
teoria de conjuntos de Zermelo (1908b): sortear las paradojas, ofrecer un marco para es-
tablecer consistentemente el concepto de niimero y empotrar la demostraciéon del teorema
del buen-orden. En este punto, fue que se retomo el asunto de la recuperacion absoluta de
las nociones cardinales desde la teoria en cuestion, pero esta vez a la luz de la discusiéon en
torno de la nocion de “definitud”; esta nociéon tan problemética, como se indico, ironica-
mente se encontraba presente dentro de la enunciacion original del axioma de separacion,
el axioma que precisamente habia conseguido frenar las paradojas. El inconveniente con

dicha nocién radicaba en su vaguedad y circularidad; por consiguiente, Skolem propuso
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identificar el término con “definibilidad en primer orden” para resolver sus deficiencias. Sin
embargo, como se hizo notar, esto despertaria la disconformidad de Zermelo, pues, entre
otras cosas, el teorema de Lowenheim-Skolem implicaba la relativizacion de las potencias
y las nociones cardinales, los cuales, como insistia Zermelo, eran fundamentales para el
concepto de conjunto mismo.

Sobre la base de la mencionada disputa fue que finalmente se introdujo el contexto
alrededor de la segunda axiomatizacion de la teoria de conjuntos ofrecida por Zermelo
(1930a). La diferencia principal respecto de la primera (1908b) fue la anadidura de los
axiomas de reemplazo y buena-fundacion, asi como la omisiéon de la nocién de “definitud”
en favor de simplemente separaciones y reemplazos “arbitrarios”. Sin embargo, en esta oca-
sion, el énfasis no se hizo sobre el nuevo sistema axiomaético, sino sobre los resultados que
Zermelo presentd simultaneamente con éste, a saber, los llamados teoremas de desarrollo e
isomorfismo; los cuales dependian en gran medida del axioma de regularidad. Con base en
estos resultados, el matematico aleman fue capaz de “arreglar” los dominios normales de
su teoria (los modelos) y de determinarlos en funcion de la cantidad de sus urelementos y
la totalidad de sus secuencias basicas, siempre y cuando esta tltima tuviera el tipo-ordinal
de un cardinal fuertemente inaccesible; de esta forma, fue capaz de establecer inmersiones
isomorfas entre ellos. De esta manera, se concluyé el segundo capitulo con algunas ob-
servaciones respecto de como tales resultados fueron principalmente los responsables de
que Zermelo consiguiera consolidar su imagen de la estructura teoérico-conjuntista y del
concepto de conjunto.

Por dltimo, se abri6 el tercer capitulo con una breve presentaciéon de los teoremas
de desarrollo e isomorfismo con el objeto de ofrecer una imagen mas clara de la version
zermeliana de la jerarquia acumulativa de los conjuntos bien-fundados. De este modo, se
destacé la reflexion que realizo Zermelo sobre su investigacion y, adicionalmente, se llevo a
cabo un anélisis mas detallado sobre los puntos centrales de su perspectiva, incorporando
también elementos de sus trabajos posteriores sobre el concepto de conjunto y sus domi-
nios normales. En especial, se analiz6é la interpretacién que dicho mateméatico mantuvo
frente a sus investigaciones y el tipo de consideraciones que lo llevaron a proponer y defen-
der la existencia extra-teorica de los cardinales inaccesibles fuertes. Asimismo, se resalto
la contribuciéon que la imagen progresiva de dominios normales anidados signific6 sobre
su aceptacion de dichos cardinales grandes. En relacién con esto fue que se introdujo el
concepto zermeliano de “dominio abierto”, constituido por una disposicién acumulativa e
ilimitada de dominios normales “cerrados”. Cada uno de los dominios cerrados que confor-
man el dominio abierto, desde la perspectiva de Zermelo, es capaz de realizar la teoria de
conjuntos, mas no de manera completa, y son susceptibles de caracterizacion categorica;
asimismo, se hizo hincapié en céomo desde ellos se recuperaban de manera absoluta las

nociones conjuntistas centrales, incluyendo las nociones ordinales y cardinales. Es a partir
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de esto que se senialo el modo en que Zermelo (1930a) se permiti6 establecer la conjetura
fundamental dentro de su perspectiva modelo-tedrica, esta es, que “todo dominio catego-
ricamente determinado puede también ser concebido como un ‘conjunto’ de un modo u
otro” (p. 46). Fue asi que, el dominio abierto, el multiverso abierto de universos cerrados,
el multiverso zermeliano, en tltima instancia, reclam6 su lugar como el auténtico objeto
de estudio de la teoria de conjuntos, y el tinico capaz de realizarla de manera completa.
Con base en lo anterior, fue que al final se pudo sostener la concepciéon zermeliana de con-
junto como “un dominio finito o infinito de cosas bien-distinguibles u objetos que pueden
ser caracterizados por medio de un sistema categorico de postulados” (Zermelo, [1932d,
p. 2|).

Incluso si se ha logrado el cometido de este trabajo y se ha mostrado de manera
satisfactoria que hay buenas razones para considerar que el multiverso zermeliano es el
objeto de estudio pretendido de la teoria, todavia quedan muchas preguntas pendientes
por contestar; por ejemplo: ;como interactiian las técnicas contemporéineas de construc-
cion de modelos con el multiverso zermeliano?, ;cudl es la relacion entre el multiversimo
zermeliano y otros multiversismo propuestos?, jcual es el lugar del multiverso zermeliano
dentro de los debates mas actuales en filosofia teoria de conjuntos entre los partidarios
de posturas universistas y multiversistas?, jexiste una relacion fuerte entre la teoria de
conjuntos de Zermelo (1930a) y la teoria de categorias?, jel principio de Zermelo que
sostiene que los dominios cerrados son conjuntos desde el punto de vista de dominios mas
amplios es equiparable al axioma de los universos de Grothendieck?, etc. Sin embargo,
se espera, con este trabajo haber sentado las bases para abordar estas cuestiones en una

investigacion posterior.
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Apéndice I. Axiomas de la teoria de
conjuntos ZCU, Zermelo (1908b)

Axioma I. Si todo elemento de un conjunto M es también elemento de N y vice
versa, si, por tanto, tanto M C N y N C M, entonces siempre M = N; o, mas

sucintamente: Todo conjunto esta determinado por sus elementos.
(Axioma de extensionalidad.)
Axioma II. Existe un conjunto (ficticio), el “conjunto vacio”, 0, que no contiene
ningtn elemento. Si a es un objeto del dominio, existe un conjunto {a} que
contiene a a y s6lo a a como elemento; si a y b son dos objetos cualesquiera del

dominio, existe siempre un conjunto {a, b} que contiene como elementos a a y b

pero a ningun objeto x distinto de ambos.
(Axioma de conjuntos elementales.)
Axioma III. Siempre que la funcién proposicional &(z) es definida para todos los
elementos de un conjunto M, M posee un subconjunto Mg que contiene

precisamente como elementos a aquellos elementos x de M para los cuales €(z) es

verdadera.
(Axioma de separacion.)
Axiom IV. A todo conjunto T le corresponde otro conjunto UT, el “conjunto

potencia” de T, que contiene como elementos precisamente a todos los

subconjuntos de T'.

(Axioma de conjunto potencia.)

Axiom V. A todo conjunto T corresponde un conjunto &7, la “union” de T, que

contiene como elementos precisamente a todos los elementos de los elementos de T'.

(Axioma de union.)

Axioma VI. Si T es un conjunto cuyos elementos son todos conjuntos distintos

de 0 y mutuamente disjuntos, su uniéon &7 incluye por lo menos un subconjunto
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S1 con un y sélo un elemento en comin con cada elemento de 7'

(Axioma de eleccion.)

Axioma VII. Existe en el dominio por lo menos un conjunto Z que contiene al
conjunto vacio como elemento y esta constituido de tal modo que a cada uno de
sus elementos a corresponde otro elemento de la forma {a}, en otras palabras, que
con cada uno de sus elementos a también contiene al conjunto correspondiente {a}

como elemento.

(Axioma de infinito.)



Apéndice 1I. Axiomas de la teoria de
conjuntos ZFCUsy, Zermelo (1930a)

B)

A)

Azxioma de extensionalidad: Todo conjunto estd determinado por sus elementos,

siempre que tenga elementos.

Azioma de separacion: Toda funcion proposicional f(x) separa de cada conjunto
m un subconjunto m; que contiene todos los elementos x para los cuales f(z) es
verdadero. O bien: Para cada parte de un conjunto hay un conjunto correspondiente

que contiene todos los elementos de esta parte.

Axioma de par: Si a y b son cualesquiera dos elementos, entonces hay un conjunto

que contiene a ambos como sus elementos.

Axioma del conjunto potencia: Para todo conjunto m le corresponde un conjunto 4Um
que contiene como elementos todos los subconjuntos de m, incluyendo el conjunto
vacio y m mismo. Aqui, un “urelemento” escogido arbitrariamente iy toma el lugar

del “conjunto vacio”.

Axioma de la union: Para cualquier conjunto set m there corresponds a set &m que

contiene los elementos de sus elementos.

Axioma de reemplazo: Si los elementos x de m son reemplazados de manera tnica
por arbitrarios elementos 2’ del dominio, entonces el dominio contiene también un

conjunto m’ que tiene como sus elementos todos estos elementos .

Azioma de fundacion: Toda cadena (decreciente) de elementos en la cual cada tér-
mino es elemento del precedente, termina con un indice finito en un urelemento. O
bien, lo que es lo mismo: Todo dominio parcial 7' contiene al menos un elemento %,

que no tiene un elemento ¢ en 7.
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Apéndice 11I. Axiomas de la teoria de
conjuntos de Zermelo-Fraenkel mas

axioma de eleccion expresada en primer
orden (ZFC)

Axioma de Extensionalidad. Si X y Y tienen exactamente los mismos elementos,
entonces X =Y.
VXVY Vz(r e X &z €Y) > X =Y)

Axioma de Par. Para cualesquiera dos conjuntos A y B, existe un conjunto C' que

tiene como elementos exactamente a A y B.

VAVYB3CYx(z € C <> (x = AV x = B))

Esquema de axioma de separacion. Si ¢(x1,...,2,,z) es una formula del len-
guaje de la teoria de conjuntos en primer orden con zy,...,x,,r como Gnicas va-
riables libres, pq,...,p, pardmetros y X un conjunto cualquiera, entonces existe un
conjunto C' que tiene como elementos a todos objetos que son elementos de X y

satisfacen la formula o(ps, ..., p,, ).

Vp1 .. . Vp, VX3CVz(x € C <> (x € X Ap(p1, .-+, Pn,T)))

Axioma de unién. Para todo conjunto X existe un conjunto C' que tiene como

elementos a los elementos de los elementos de X.

VX3CVr(r € C > JA(Ae X Nz € A))

Axioma de conjunto potencia. Para cualquier conjunto X existe un conjunto
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C, denotado P(X), que tiene como elementos a todos los subconjuntos de X.

VX3ACVz(x € C >z C X)

Axioma de Infinito. Existe un conjunto inductivo.

AC(D e C AVx(x e C — 2 U{z} € ()

Esquema de axioma de reemplazo. Para cualquier conjunto A y féormula ¢
del lenguaje de la teoria de conjuntos en primer orden cuyas variables libres sean
T,Y, W, ..., Wy, A, si para cada x en A existen una wunica y que satisface la formula
o(x,y) con parametros wy, . . ., wy,, A, entonces existe un conjunto B cuyos elementos

son todas las y que satisfacen p(z,y,ws,...,w,, A) para algin elemento x de A.
Vwy, ..., w,, VANVZ(x € A — (Fye(z,y,wr, ..., w,)A

(vylva(SO(x7ylv wiy, ... 7wn) A 90('177 Y2, W1, ... awn>) — Y1 = 92))) -

ABYy(y € B <> Jx(x € AN p(z,y,wi;...,wy))))

Axioma de regularidad. Todo conjunto no-vacio X tiene un elemento y con el

que no tiene elementos en comun.

VX(X#AD—Fylye X -ynX =10))

Axioma de eleccién. Para cualquier familia S de conjuntos no-vacios existe una

funcion f: S — |JS que asigna a todo elemento A de S un representante en A.

VSO ¢S —3f: S — | JSVAE S(f(A) € A))
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