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Emulación espectral de campos no abelianos en
redes de amarre fuerte

Yael Hernández Espinosa

Resumen

En este trabajo se presenta la incorporación de campos no abelianos SU(N) en el formal-
ismo de amarre fuerte en redes mediante la introducción apropiada del acoplamiento
mínimo para sistemas discretos. Se exploraron sistemas con simetría C6, C3 × Z2 y
C3 × C3 usando conceptos de teoría de grupos. Para el caso C6 se presentó un estudio
de supersimetría que explica la distribución de los niveles de energía para anillos hexag-
onales. Las degeneraciones dobles presentes en dichos anillos se deben a la simetría C3

junto con la simetría de inversión temporal. La ruptura de C3 se estudió colocando un
defecto en el polímero. Por otra parte, la introducción de un campo magnético perpen-
dicular al plano molecular rompe la invariancia bajo inversión temporal. En ambos casos
emergen desdoblamientos de energía en los dobletes. En el caso de C3 ×Z2 se encontró
un punto de degeneración triple que no corresponde a alguna simetría configuracional.
Se construyó un espacio fase de dimensión 6 para explorar la función de Wigner del
sistema. Se presentan los retratos en espacio fase de este sistema. Como aplicación
de estos modelos de amarre fuerte, se presentaron los espectros de las moléculas de
benceno y boraceno, así como sus funciones de onda. El caso C3 ×C3 está conformado
por un trímero de trímeros y se calcularon de manera numérica los niveles de energía, al
rotar cada trímero interno de manera independiente se encontraron puntos de cruce de
niveles. Las emulaciones de campo U(1) se realizaron con la construcción de una cadena
de dímeros rotantes. El hamiltoniano se puede escribir en la base de estados simétrico
y antisimétrico de los dímeros lo que permite obtener dos bloques desacoplados que
corresponden a dos teorías de campo U(1). La mariposa de Hofstadter emerge en la
banda antisimétrica al variar la distancia intradimérica y la distancia entre centros de
dímeros. En la banda simétrica tenemos un espectro que corresponde al hamiltoniano
de Harper con Λ 6= 1. La parte final del trabajo corresponde al estudio del confi-
namiento del campo no abeliano SU(2) en una red de amarre fuerte cuadrada hecha
de dímeros. Para ciertos parámetros de la red se encontraron estados localizados en el
centro del arreglo.
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Lista de figuras

3.1 a) Anillo de benceno. Los seis carbonos se encuentran en los vértices del
hexágono, cada carbono está coordinado con un átomo de hidrógeno.
Las líneas sólidas representan los enlaces covalentes de la molécula. b)
El anillo de boraceno está constituido por tres átomos de boro y tres
de nitrógeno dispuestos en los vértices del hexágono de forma alternada.
Cada boro y nitrógeno está coordinado con un átomo de hidrógeno. c)
Anillo hexagonal de seis sitios. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

3.2 a) El grupo de simetría C6 del hexágono puede descomponerse en C6 =
C3 × Z2i. Visualmente tenemos tres dímeros cuyos centros están colo-
cados en los vértices de un triángulo. Las etiquetas para los sitios son
de la forma (m,n) donde m denota el número de dímero y n la posición
intradimérica. b) Los acoplamientos del anillo hexagonal. . . . . . . . . 7

3.3 a) Representación gráfica de las fases propias del grupo C6. Las fases que
tienen la misma proyección sobre el eje real corresponden a los dobletes.
b) La presencia de un campo magnético externo equivale a la introduc-
ción de una fase provocando que las fases degeneradas dejen de tener la
misma proyección en el eje real y por tanto desdoblando los dobletes. . 10

3.4 a) Los dímeros que conforman el anillo rotan con el mismo ángulo desde
una configuración hexagonal a una configuración tipo estrella. b) La
configuración estrella se alcanza al rotar los dímeros por un ángulo de
θ = π/2. c) La configuración de partida es la configuración tipo hexágono
que corresponde a θ = 0. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

3.5 Esta figura muestra los niveles de energía para varias configuraciones con
degeneración triple en función de la distancia. a) En este recuadro se
muestran las energías propias del hamiltoniano que contiene todas las in-
teracciones a pares entre sitios. c) Energías propias para el hamiltoniano
de la ecuación (??) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
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3.6 Gráfica de las corrientes para los seis estados propios de la molécula de
benceno bajo la acción de un campo magnético de B = 8.5855× 10−3 G
perpendicular al plano molecular. Las dos filas de la figura correspon-
den a niveles de energía reflejados, la única manera de distinguirlos es
mediante el esquema de corrientes. Los recuadros a) y d) corresponden
a los singuletes mientras que los b), c) y e), f) son los esquemas de cor-
riente (no equivalentes) para los dobletes desdoblados respectivamente.
Podemos notar que los diagramas de corriente para ambas filas tienen
direcciones de corriente invertidas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

3.7 En esta figura se muestran los esquemas de corriente para las funciones
propias de la molécula de boraceno bajo la acción de un campo magnético
de B = 8.5855 × 10−3 G. De manera similar al benceno, los recuadros
a) y b) representan los estados singuletes con direcciones de corriente
opuestas. Los recuadros b), c) y e), f) corresponden a los dobletes des-
doblados. Los diagramas de corrientes para energías reflejadas son en
este caso diferentes. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

3.8 Niveles de energía del benceno. La distancia entre sitios es de 1.39Å
y las energías en sitio recorridas a cero. La relación de dispersión del
grafeno es incluida como guía visual; un dibujo de la zona de Brilloin se
incluye en la parte superior de la figura. a) Acoplamientos a primeros
vecinos. La estructura de los niveles de energía es la siguiente: (de arriba
a abajo) singulete, doblete, doblete, singulete. Estos niveles de energía
gozan de simetría bajo reflexión alrededor del valor cero de energía. b)
La introducción de acoplamientos de segundos vecinos rompe la simetría
bajo reflexión. c) Acoplamientos con terceros vecinos. Las correcciones
al espectro generadas por la inclusión de segundos y terceros vecinos es
despreciable. d) Acoplamientos de primeros vecinos con un defecto en
sitio de 1 eV. e) Acoplamientos a primeros vecinos con defectos en los
acoplamientos (1, 2), (1, 6), (6, 1) y (2, 1) de 0.3 eV. f) Acoplamientos a
primeros vecinos con un campo magnético externo perpendicular al plano
molecular de B = 8.5855× 10−3G. Las lineas punteadas corresponden a
la relación de dispersión del grafeno obtenido de un modelo de primeros
vecinos. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

3.9 Funciones propias del benceno para un modelo de primeros vecinos. Los
recuadros a) y d) representan estados singuletes y exhiben la misma
probabilidad de encontrar al electrón en cualquiera de los seis sitios del
anillo. La molécula de benceno se presenta como referencia de la depen-
dencia espacial de las funciones de onda propias del sistema. . . . . . . 22
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3.10 Funciones propias del benceno con la simetría C6 rota debido a un de-
fecto en sitio de 1eV. El espectro esta ilustrado en la figura ?? celda d).
El recuadro a) y d) muestra las funciones de los estados singuletes, la
probabilidad se modifica en las regiones cercanas al defecto. Los cuadros
b) y e) presentan la modificación a las funciones de onda propias en dos
de los sitios del anillo; mientras que en los recuadros c) y f) no hay un
cambio visible. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

3.11 Espectros del anillo de benceno con segundos vecinos. a) Existe un
punto triple de degeneración entre el singulete y doblete inferiores cor-
respondiente a ∆2/∆1 = 1/3 y λc = 0.926Å. b) Inversión de niveles
entre doblete-singulete inferiores. La inversión de niveles ocurre cuando
∆2/∆1 > 1/3 or λ > λc, en este caso λ = 0.956Å. . . . . . . . . . . . . 24

3.12 Espacio fase discreto de los estados triplete. Los recuadros (a)-(c) cor-
responden al sistema con simetría bajo inversión temporal, θ = θc y
∆h/∆d = 1.9. Una combinación lineal de estos recuadros revela una
estructura invariante de por lo menos tres filas de píxeles, con probabil-
idades de ocupación arbitrarias. Las casillas (d),(e) muestran el estado
singulete y (f) el estado singulete del sistema con una perturbación pe-
queña sobre el acoplamiento tipo estrella ∆s; el cuadro (f) muestra fran-
jas con probabilidad cero (celdas de color blanco, ver código de color)
para un estado con una fase de C3 bien definida. Los recuadros (g)-(i)
exhiben la función de Wigner cuando se rompe la simetría bajo inversión
temporal (i.e. flujo magnético) en donde también podemos observar que
sólo las funciones propias de C3 son permitidas. El espacio de Hilbert de
las funciones de onda localizadas esta denotado por H y su transformada
de Fourier por C. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

3.13 Niveles de energía del boraceno. Se uso como distancia entre sitios el
valor de 1.43 Å, y como energías en sitio ε1 = 0eV y ε2 = 4.57eV. La
relación de dispersión del nitruro de boro es incluido como guía. a)
Modelo de primeros vecinos. La estructura de los niveles de energía (de
arriba hacía abajo) es: singulete, doblete, doblete, singulete; presentando
así una simetría bajo reflexión al igual que el benceno. b) Modelo de
segundos vecinos. c) Modelo de terceros vecinos. La última fila de
recuadros muestra el desdoblamiento de los dobletes en un modelo de
primeros vecinos por tres vías: d) Inclusión de un defecto incrementando
la energía de un sólo sitio por 0.7 eV. e) Introducción de defectos en
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en su energía de 0.3 eV. f) Inclusión de un campo magnético de B =
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Capítulo 1

Introducción

Sin lugar a dudas, las emulaciones cuánticas en sistemas mesoscópicos han sido el foco
de interés de los investigadores en años recientes. El ejemplo más célebre lo podemos
encontrar en el grafeno donde los electrones se comportan como fermiones de Dirac sin
masa alrededor de los llamados puntos cónicos. Desde entonces, se ha explorado esta
analogía entre las ecuaciones de la mecánica cuántica relativista y los nuevos materiales
bidimensionales como el ya mencionado grafeno, nitruro de boro, siliceno entre otros.
El uso de simetrías es una de las partes torales de estas investigaciones debido a su
aportación a una descripción elegante e intuitiva sobre la estructura espectral de estos
sistemas. Sin embargo, hasta el momento no hay un formalismo completo que involucre
la emulación de teorías de norma en redes de amarre fuerte. El presente trabajo de
tesis tiene por objetivo contribuir a la emulación de campos no abelianos en sistemas
de amarre fuerte; en particular se abordan los casos U(1) y SU(2) por lo que desde el
principio intuimos que las simetrías juegan un papel relevante en el proceso.

Para llegar al objetivo plantado, es importante familiarizarse con las técnicas de amarre
fuerte de estado sólido. Debemos estudiar otros sistemas que resultan relevantes por
sí mismos e indispensables para el resultado final. El proceso lógico empleado en la
realización de esta investigación consistió en estudiar sistemas más simples pero que
permitieran un tratamiento analítico en la generación de los niveles espectrales basán-
donos en las propiedades de simetría de dichos sistemas. También es importante men-
cionar que se buscaron sistemas que tuvieran relación con sistemas ya conocidos. De
esta manera emerge el primer sistema que se propone el cual consiste en un hexágono
que encontrará su conexión con las moléculas de benceno y boraceno (a veces tam-
bién llamado el benceno inorgánico) cuyas estructuras moleculares en términos de los
orbitales de valencia ha sido ampliamente estudiada[? ? ? ]. Si bien el benceno no
goza de una simetría C6 como el benceno, se verá en el capitulo ?? que esta molécula
puede ser estudiada descomponiendo la estructura hexagonal en dos partes: la primera
correspondiente a un triángulo (C3) y la segunda a una parte dimérica (Z2)[? ]. Exis-
ten cálculos no tan recientes del espectro electrónico del benceno, podemos mencionar
el trabajo de Moskowitz[? ] quien uso bases adaptadas simétricamente así como las
interacciones entre los orbitales π − σ para entender las nubes electrónicas resultantes,
sin embargo, el uso de los grupos C6 y C3 enriquecen el entendimiento y aportan una
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explicación a ciertas características presentes en la distribución de los niveles de energía
aún deformando la estructura hexagonal. Como punto de comparación, se consultaron
artículos con cálculos empleando la teoría del funcional de la densidad (DFT) en donde
presentan los modos vibracionales del anillo de boraceno[? ? ? ? ].

Como mencionamos en el párrafo anterior, el grupo C6 se puede descomponer en una
parte C3 y otra Z2. Un efecto interesante surge al rotar los dímeros que componen el
anillo, los niveles de energía comienzan a reorganizarse y existe un ángulo θc donde un
punto de degeneración ocurre entre el doblete y singulete inferior[? ]. Esta degeneración
accidental no pertenece a ninguna simetría configuracional del sistema, sin embargo,
mediante la construcción de un espacio fase discreto, la función de Wigner nos revela
el retrato de esta simetría oculta.

Se persigue la emulación espectral de teorías de norma abelianas y no abelianas usando
ondas escalares. En el caso abeliano, encontramos necesario el uso de acoplamientos
complejos que serán obtenidos por medio de manipulaciones geométricas de la red.
Nos enfocamos en la parte fermiónica de una teoría no abeliana de Yange-Mills, donde
consideramos la parte bosonica como estática. El Lagrangiano de Yang-Mills para
campos vectoriales que interactuan con fermiones es:

L = ψ̄iγµ∂µψ −mψ̄ψ + ψ̄γµgAa
µτaψ − 1

4
(F a

µν)
2 (1.1)

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ − ig[Aµ, Aν ], Fµν = F a
µντa. (1.2)

El Lagrangiano de Dirac ψ̄iγµ∂µψ−mψ̄ψ en dimensión 2+1 se ha emulado usando redes
hexagonales de una sola especie como en el grafeno (caso sin masa) y con dos especies
como el nitruro de boro (caso masivo). Por simplicidad buscamos la emulación de
campos no abelianos que actúen sobre fermiones que salten en una red cuadrada. Esto
nos llevó a centrar nuestra atención en los primeros dos términos del lagrangiano (??)
por medio de la introducción de la sustitución de Peierls para campos no abelianos. Los
grados internos de libertad dados por el grupo de norma son introducidos en nuestro
modelo a través de estados poliméricos, es decir, usamos un conjunto de átomos de un
solo nivel que constituye una celda del cristal.

En el capítulo ?? se revisan ejemplos de emulaciones de sólido en diferentes sistemas de
materia condensada como cristales fotónicos, condensados en trampas ópticas usando
láseres contrapropagantes. También se hace mención de realizaciones con resonadores
dieléctricos cuya frecuencia de resonancia está bien determinada. En el capítulo ?? se
exploran los sistemas C6, C3 × Z2 y C3 × C3 usando el modelo de amarre fuerte. Se
presentan aplicaciones concretas a la descripción de las moléculas de benceno y bora-
ceno. Finalmente en el capítulo ?? se presenta el formalismo general para la emulación
de campos no abelianos SU(N). El caso electromagnético se logra con la construcción
de cadenas de dímeros rotantes mientras que el fenómeno de confinamiento en SU(2)
se consigue mediante una red cuadrada hecha de dímeros.
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Capítulo 2

Sistemas de resonadores como
realización de un sólido

Este trabajo de tesis está motivado por el estudio de sistemas mesoscópicos que emulan
efectos cuánticos usando el modelo de amarre fuerte de la física de estados sólido. En
la literatura podemos encontrar artículos muy diversos de estos sistemas que hacen uso
de resonadores de microondas [? ? ? ? ? ? ? ], guías de ondas [? ], sistemas ópticos
[? ? ], cristales fotónicos[? ] y resonadores acústicos [? ]. La construcción de arreglos
basados en estos sistemas mesoscópicos ha permitido el estudio del transporte ondu-
latorio análogo al transporte electrónico de los materiales bidimensionales emergentes
como el grafeno, nitruro de boro, disulfuro de molibdeno, entre otros y su analogía con
la ecuación de Dirac[? ? ? ? ? ].

Por otro lado, las redes de amarre fuerte en realizaciones atómicas también resultan
atractivas pese a que sus configuraciones deformadas sean técnicamente desafiante. No
descartamos la posibilidad de que a través de litografía cuántica sea posible implantar
defectos en posiciones específicas dando lugar a la ingeniería de redes artificiales. Más
aún, existen importantes trabajos en donde redes artificiales emulando grafeno defor-
mado han sido fabricadas en matrices de cobre[? ]. Sin embargo, en construcciones
mesoscópicas ya se ha encontrado una alternativa útil, como es el caso de la construc-
ción artificial de un oscilador de Dirac, cuya primera realización experimental se llevó a
cabo usando una cadena de resonadores en configuración dimérica de dos resonadores
diferentes A y B.

Las deformaciones de redes hexagonales bidimensionales se han estudiado en diversas
referencias. Por ejemplo, en [? ], donde el análogo a las transformaciones de Lorentz
se estudiaron en el contexto de redes hexagonales y cuya principal consecuencia es la
generación de un grupo infinito de cristales isoespectrales. Los trabajos mencionados
en este párrafo tienen en común el uso de funciones de onda reales localizadas, exponen-
cialmente evanescentes; por lo tanto, los acoplamientos entre dos sitios vecinos están
determinados de la siguiente manera:

∆i,j =

∫
Ψ∗

i (x)HΨj(x)d3x ∼ ∆0e
−di,j/λ, (2.1)
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donde di,j es la distancia entre sitios y λ la longitud de evanescencia. El factor ∆0

controla el tunelamiento que existe entre los sitios en una configuración de referencia,
correspondiente a la geometría periódica del cristal

Volviendo al ejemplo relevante de la referencia [? ], encontramos el análisis de una ca-
dena y una red hexagonal también deformada con dos tipos diferentes de sitios. Dichas
deformaciones del sistema pueden ajustarse de manera que los operadores de traslación
involucrados en el modelo satisfagan las bien conocidas condiciones sobre el álgebra del
oscilador armónico (el conmutador de los operadores a y a†, i.e. álgebra de Heisenberg).
Recuperamos el oscilador de Dirac reconociendo que el álgebra restante SU(2) está rep-
resentada por los dos tipos de sitio en la cadena. Para cristales unidimensionales además
de las cadenas de resonadores cerámicos, se conoce desde hace mucho tiempo una con-
strucción metamaterial a través de cortinas dieléctricas en donde una componente del
campo eléctrico juega el papel de la onda escalar que se pretende emular.

2.1 Implementaciones experimentales de cristales ar-
tificiales.

Existen realizaciones experimentales de cristales artificiales usando sistemas cuánticos[?
? ? ], ondas electromagnéticas[? ? ] y ondas mecánicas[? ]. Estos sistemas son
estudiado bajo el modelo de amarre fuerte y tienen aplicaciones en la implementación
de sistemas de materia condensada como en los materiales bidimensionales. Dado que
la presente tesis persigue la emulación de teorías de normas en redes de amarre fuerte,
debemos conocer las posibles implementaciones experimentales realizadas hasta el día
de hoy.

Dentro de los sistemas cuánticos nos encontramos con trampas ópticas en gases ultra-
fríos[? ] que permiten emular potenciales de norma para átomos neutros. Existen
trabajos con condensados de Bose-Eistein y trampas ópticas en donde las interacciones
entre átomos pueden ajustarse[? ]. De manera general, en la referencia [? ] nos en-
contramos una revisión del estudios sobre condensados en potenciales periódicos por
medio de redes ópticas creadas a partir de dos o más láseres superpuestos para crear
un patrón de interferencia.

Por otra parte en la referencia [? ] con la ayuda de láseres bicromáticos, se construye
una red unidimensional en cuyos sitios se encuentran átomos de rubidio (87Rb) que
presentan estados de un aislante de Mott. Dentro de estas emulaciones cuánticas tam-
bién encontramos sistemas que hacen uso de metamateriales los cuales permiten ajustar
las propiedades de transmisión de un arreglo de nano cables[? ]. Dentro de realiza-
ciones con cristales fotónicos encontramos construcciones con arreglos hechos de capas
dieléctricas corrugadas[? ] y bloques que contienen cilindros dieléctricos en aire[? ].

En cuestión de realizaciones mesoscópicas, encontramos el diseño de grafeno artificial
[? ] en donde la propagación de microondas en un arreglo compuesto por resonadores
se estudia haciendo el paralelismo con la propagación de electrones en el grafeno. El
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experimento consiste en la construcción de una red hexagonal hecha de resonadores
dieléctricos cilíndricos que a su vez se encuentra entre dos placas metálicas separadas
17 mm que constituye la cavidad electromagnética; en esta geometría sólo el modo TE
más bajo dentro del resonador se excitará.

En cuanto a cuestiones más técnicas, dichos resonadores tieen las siguientes dimen-
siones: altura de 5 mm, un radio de 4 mm y una permitividad de ε = 36. La señal
reflejada por cada uno de estos cilindros dieléctricos tiene un pico en ν0 = 6.65 GHz.
Analizando el sistema, hay una evidente simetría cilíndrica con lo cual podemos hacer
la separación entre las coordenadas z y la coordenada radial ρ. La parte radial del
campo tiene por solución las funciones de Bessel modificadas de segunda especie K0

cuando la coordenada ρ sea mayor que el radio del disco. Recordamos que las funciones
de Bessel Ka son exponencialmente decrecientes. Este último hecho es indispensable
para la emulación y construcción de sistemas de amarre fuerte.
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Capítulo 3

Sistemas con grados internos de
libertad: Casos C6, C3 × Z2 y C3 × C3

El fin último del presente trabajo de tesis doctoral es la emulación de campos de norma
abelianos y no abelianos, en particular se presentarán los casos de U(1) y SU(2). La
incorporación de estructura interna a cada uno de los sitios constituye la parte toral del
trabajo ya que necesitamos los grados de libertad internos para la correcta emulación
de una teoría de norma SU(2). En este capítulo se muestran dos sistemas, el primero
consiste en un triángulo de dímeros con simetría C3 × Z2 y el segundo un triángulo
de trímeros con simetría C3 × C3. Ambos sistemas son interesantes por si mismos, en
particular el primero que puede usarse para el estudio de moléculas aromáticas como
el benceno y boraceno.

El estudio de los ejemplos anteriores sirven de base para la formulación y el análisis
formal de la construcción de redes bidimensionales que emulen teorías de norma SU(N)
que se expone de manera detallada en el capítulo ??.

3.1 Anillo con simetría C6

Esta sección está dedicada a la construcción del sistema de amarre fuerte a estudiar.
Es importante mencionar que el formalismo teórico aquí presentado es aplicable para
diferentes realizaciones mesoscópicas como resonadores de microondas, sistemas con
vibraciones mecánicas, cristales fotónicos y guías de ondas entre otros. El esquema del
sistema se encuentra en la figura ?? c) donde cada uno de los sitios están numerados
del 1 al 6. La figura ?? nos ayuda a visualizar la simetría C3 ×Z2. Sobre las funciones
de onda, debemos aclarar que Ψi(x) = 〈x|i〉 es la función de onda correspondiente a
cada sitio i−ésimo del anillo.

Para encontrar los niveles de energía de estas moléculas, recurrimos al modelo de amarre
fuerte.
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Figura 3.1: a) Anillo de benceno. Los seis carbonos se encuentran en los vértices
del hexágono, cada carbono está coordinado con un átomo de hidrógeno. Las líneas
sólidas representan los enlaces covalentes de la molécula. b) El anillo de boraceno está
constituido por tres átomos de boro y tres de nitrógeno dispuestos en los vértices del
hexágono de forma alternada. Cada boro y nitrógeno está coordinado con un átomo de
hidrógeno. c) Anillo hexagonal de seis sitios.
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Figura 3.2: a) El grupo de simetría C6 del hexágono puede descomponerse en C6 =
C3×Z2i. Visualmente tenemos tres dímeros cuyos centros están colocados en los vértices
de un triángulo. Las etiquetas para los sitios son de la forma (m,n) donde m denota
el número de dímero y n la posición intradimérica. b) Los acoplamientos del anillo
hexagonal.
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H
.
=


ε ∆12 ∆13 ∆14 ∆15 ∆16

∆∗
12 ε ∆23 ∆24 ∆25 ∆26

∆∗
13 ∆∗

23 ε ∆34 ∆35 ∆36

∆∗
14 ∆∗

24 ∆∗
34 ε ∆45 ∆46

∆∗
15 ∆∗

25 ∆∗
35 ∆∗

45 ε ∆56

∆∗
16 ∆∗

26 ∆∗
36 ∆∗

46 ∆∗
56 ε

 , (3.1)

donde ∆ij = ∆∗
ji puesto que el modelo es hermitiano. La configuración con más alta

simetría es la correspondiente al hexágono. El operador de traslación módulo 6 está
dado por rotaciones de π/3 en el anillo. Operacionalmente esto se denota T̂ |i〉 =
|(i+1)mod 6〉 en donde hemos usado la base canónica {|i〉}. Matricialmente el operador
tiene la siguiente representación:

T̂
.
=


0 0 0 0 0 1
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0

 (3.2)

con las siguientes relaciones

T̂ T̂ † = T̂ †T̂ = 1,
[
T̂ , T̂ †

]
= 0. (3.3)

Como bien se sabe, para que T̂ sea una simetría del hamiltoniano y se pueda diagonalizar
simultáneamente, debe cumplirse que [H, T̂ q] = 0 para q = 1, ..., 6. De esta manera
tenemos que el grupo abeliano C6 es:

C6 = {1, T̂ , T̂ 2, T̂ 3, T̂ 4, T̂ 5}. (3.4)

De esta forma, para encontrar los valores propios de la energía debemos encontrar una
base apropiada donde T̂ sea diagonal. Es importante aclarar que existen otras simetrías
en el sistema por ejemplo la inversión espacial 1 → 1, 2 → 6, 3 → 5, 4 → 4, 5 → 3,
6 → 2; sin embargo, no conmuta con el hamiltoniano y la base propia de este operador
no es útil para diagonalizar H. Para que nuestro hamiltoniano tenga simetría C6 las
diagonales secundarias deberán tener elementos iguales.

H
.
=


ε ∆1 ∆2 ∆3 ∆2 ∆1

∆1 ε ∆1 ∆2 ∆3 ∆2

∆2 ∆1 ε ∆1 ∆2 ∆3

∆3 ∆2 ∆1 ε ∆1 ∆2

∆2 ∆3 ∆2 ∆1 ε ∆1

∆1 ∆2 ∆3 ∆2 ∆1 ε

 , (3.5)

donde el subíndice i de cada acoplamiento ∆i indica el número de vecino. En forma
más compacta podemos escribir este hamiltoniano de la siguiente manera

H = ε+
3∑

n=1

[
∆nT̂

n +∆n

(
T̂ †
)n]

. (3.6)
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Las potencias del operador traslación presentan las siguientes propiedades:

T̂ 3 =


0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0

 =
(
T̂ †
)3
,

T̂ 2 =


0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0

 = T̂ 4 =
(
T̂ †
)−4

=
(
T̂ †
)−2

,

T̂ 5 = T̂−1 = T̂ †. (3.7)

Podemos notar que el hamiltoniano sólo depende de T̂ y T̂ † y por tanto procedemos a
diagonalizar H. Tenemos la base propia del operador de traslación {|q〉}, q = 1, ..., 6
tal que

T̂ |q〉 = exp(2iπq/6)|q〉, (3.8)
donde la exponencial aparece debido a la unitariedad de T̂ y la forma del exponente
emerge debido a T̂ 6n = 1, n ∈ Z, con lo cual exp(2iπ(6n)/6) = exp(2iπqn) = 1.
Proponemos la base propia {|q〉} como combinación lineal de la base canónica {|j〉} de
la siguiente manera:

|q〉 =
6∑

j=1

Cq
j |j〉, (3.9)

donde debemos determinar las constantes Cq
j . Aplicando el operador a esta base ten-

emos:

T̂ |q〉 =
6∑

j=1

Cq
j T̂ |j〉 =

6∑
j=1

Cq
j |(j + 1)mod 6〉 =

6∑
j=1

Cq
(j−1)mod 6|j〉. (3.10)

Tomando la ecuación (??) con la base (??) llegamos a la siguiente igualdad

T |q〉 =
6∑

j=1

Cq
(j−1)mod 6|j〉 =

6∑
j=1

e2iπq/6Cq
j |j〉. (3.11)

Dado que Cq
j = exp(−iπp/3)Cq

(j−1)mod 6 y tomando en cuenta el factor de normalización
1/
√
6, los coeficientes adquieren la siguiente expresión:

Cq
j = e−iπqj/3/

√
6, j = 1, ..., 6. (3.12)

Hemos obtenido la base propia del operador de traslación, lo que resta hacer es aplicar
H sobre esta base para obtener las energías propias del sistema:

H|q〉 =

{
ε+

3∑
n=1

(∆ne
inπq/3 +∆ne

−inπq/3)

}
|q〉. (3.13)

9



11

22

Im

Re

ϕ

Im

Re

a) b)

Figura 3.3: a) Representación gráfica de las fases propias del grupo C6. Las fases que
tienen la misma proyección sobre el eje real corresponden a los dobletes. b) La presencia
de un campo magnético externo equivale a la introducción de una fase provocando que
las fases degeneradas dejen de tener la misma proyección en el eje real y por tanto
desdoblando los dobletes.

Finalmente, los niveles de energía del anillo están determinados por la siguiente expre-
sión:

Eq = ε+ 2
3∑

n=1

∆n cos
(πqn

3

)
. (3.14)

De esta expresión podemos notar que si q → −q, entonces Eq = E−q. Pero −q =
(6 − q)mod 6 así que analizando la ecuación anterior (??) encontramos que los pares
q = 1, 5 y q = 2, 4 están degenerados.

3.2 Sistema C3 × Z2

El sistema que se presenta a continuación está formado por dímeros colocados en los
vértices de un triángulo equilátero. Es un sistema que puede visualizarse como un trián-
gulo cuyos sitios tienen estructura interna, en este caso dos niveles internos dados por
las funciones propias del dímero correspondientes al estado simétrico y antisimétrico.
La construcción del sistema puede apreciarse en la figura ??. Más adelante, el uso
de sitios con dos grados de libertad internos son indispensables en la construcción de
sistemas que emulen campos no abelianos de SU(2).

Los dímeros rotan entre dos configuraciones particulares, las cuales llamamos config-
uración estrella y configuración hexagonal. Un cálculo de valores propios revela la
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Figura 3.4: a) Los dímeros que conforman el anillo rotan con el mismo ángulo desde una
configuración hexagonal a una configuración tipo estrella. b) La configuración estrella
se alcanza al rotar los dímeros por un ángulo de θ = π/2. c) La configuración de partida
es la configuración tipo hexágono que corresponde a θ = 0.

existencia de un punto de degeneración triple que no corresponde a una simetría con-
figuracional, ya que la simetría por paridad está evidentemente rota. Este punto triple
se da entre un doblete y un singulete. Como se muestra posteriormente, esta degen-
eración tiene una interpretación en el espacio fase discreto. El formalismo matemático
aquí presentado es útil para abordar sistemas ya existentes como las moléculas de ben-
ceno y boraceno. La ruptura de la simetría es estudiada por medio de la introducción de
defectos en sitio, modificación de los acoplamientos o bien la introducción de un campo
externo que se manifiesta como una fase en los acoplamientos y esta no es removible
por transformaciones unitarias. Como consecuencia, se genera un desdoblamiento en
los dos dobletes a través de dos procesos: sólo con la ruptura de inversión temporal, o
bien la ruptura de C3 para un hamiltoniano real.

Empecemos por describir el hamiltoniano de este sistema. Como vimos en la sección ??
el anillo hexagonal tiene simetría C6, este sistema con invariancia de inversión temporal
posee dos dobletes y dos singuletes. Esta estructura en los niveles de energía prevalece
aún si rompemos la simetría C6 pero se conserva la simetría C3 como es el caso de la
configuración estrella de la figura ??.

Vamos a escribir el hamiltoniano. Distinguimos tres tipos de acoplamientos: ∆h que
corresponde a los acoplamientos a la configuración hexagonal, ∆s correspondiente a
la configuración estrella y ∆d que representa el acoplamiento de los sitios internos del
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dímero. El hamiltoniano lo escribimos de la siguiente manera:

H
.
=


ε ∆d 0 0 0 ∆h

∆d ε ∆h ∆s 0 ∆s

0 ∆h ε ∆d 0 0
0 ∆s ∆d ε ∆h ∆s

0 0 0 ∆h ε ∆d

∆h ∆s 0 ∆s ∆d ε

 . (3.15)

Es posible encontrar de manera analítica el punto de degeneración triple. Ignorando la
energía en sitio ε, digonalicemos cada bloque dimérico con la matriz de Hadamard:

U =
1√
2

(
+1 +1
+1 −1

)
, H(1) = (13 ⊗ U)†H(13 ⊗ U). (3.16)

Reorganizamos esta matriz resultante en dos bloques 3 × 3 distinguiendo los niveles
superiores y los niveles inferiores del dímero:

H(2) =


∆d ∆+ ∆+ 0 ∆− −∆+

∆+ ∆d ∆+ −∆+ 0 ∆−
∆+ ∆+ ∆d ∆− −∆+ 0
0 −∆+ ∆− −∆d −∆− −∆−
∆− 0 −∆+ −∆− −∆d −∆−
−∆+ ∆− 0 −∆− −∆− −∆d

 , (3.17)

con ∆± ≡ (∆h±∆s)/2. Para diagonalizar cada bloque 3×3 usamos la siguiente matriz:

UC3 =

 1 1 1
ei2π/3 ei4π/3 1
ei4π/3 ei2π/3 1

 , H(3) = (12 ⊗ UC3)
†H(2)(12 ⊗ UC3), (3.18)

obteniendo lo siguiente:

H(3) =

(
X+ Y
Y † X−

)
, X± = diag{±(∆d −∆±),±(∆d −∆±),±(∆d + 2∆±)}

Y = diag{(∆s + i
√
3∆h)/2, (∆s − i

√
3∆h)/2,−∆s}. (3.19)

El hamiltoniano H(3) puede escribirse en bloques 2× 2 desacoplados.

∆d −∆+
∆s+i

√
3∆h

2
0 0 0 0

∆s−i
√
3∆h

2
∆− −∆d 0 0 0 0

0 0 ∆d −∆+
∆s−i

√
3∆h

2
0 0

0 0 ∆s+
√
3∆h

2
∆− −∆d 0 0

0 0 0 0 ∆d + 2∆+ −∆s

0 0 0 0 −∆s −∆d − 2∆−


. (3.20)

Cada bloque puede diagonalizarse para obtener el siguiente espectro:

E±
dobletes = −∆s

2
±

√(
∆d +

∆h

2

)2

+

(
∆s

2

)2

+ 3

(
∆h

2

)2

E±
singuletes = ∆s ±

√
(∆d +∆h)2 +∆2

s. (3.21)
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El punto triple de degeneración se encuentra igualando E−
dobletes = E−

singuletes. Realizando
el álgebra correspondiente se llega a la siguiente ecuación:

∆s

∆d

=
(∆h/∆d)√

1 + (∆h/∆d)2
≡ F (∆h/∆d). (3.22)

3.3 Rompimiento de simetría

Como se expuso en la sección ??, el espectro para un anillo hexagonal esta conformado
por dos dobletes y dos singuletes. La degeneración de los dobletes puede romperse.
Existen diversas maneras de remover la simetría en este sistema: i) al introducir un
campo magnético externo, introducimos una diferencia entre las corrientes derechas e
izquierdas presentes en el anillo, puesto que estas se acoplan con el campo de manera
diferente rompiendo así la simetría bajo inversión temporal. ii) El sistema tiene simetría
C6. Añadiendo un defecto a alguno de los sitios podemos romper esta simetría, logrando
levantar la degeneración existente en los dobletes.

3.3.1 Campo magnético externo

En esta sección se exploran las implicaciones de introducir un campo magnético en
el anillo hexagonal. El campo será perpendicular al plano del anillo. Empecemos
escribiendo el hamiltoniano para una sola partícula

H =
[p − (e/c)A]2

2m
+ V (x) 6= H∗ (3.23)

debido a la presencia de (e/2mc)p · A y (e/2mc)A · p cuando expandimos el término
cuadrático. Esto nos da indicios que en nuestro modelo de amarre fuerte a múltiples
vecinos, los valores de los acoplamientos ∆ij dejan de ser reales. La relación con el
campo magnético emerge cuando aplicamos una transformación unitaria para remover
todas las fases de ∆ij tanto como sea posible. Esto se ve más claro si aplicamos una
transformación unitaria

U
.
= diag{eiφ1 , ..., eiφn}, H̃ = U †HU (3.24)

que remueve todas las fases, entonces no puede existir flujo magnético a través de la
molécula y el espectro no presentará modificación alguna. Por otro lado, si después de
aplicar U tenemos al menos un elemento, ∆je

iφj tendremos entonces un hamiltoniano
con fases acumuladas. A continuación presentamos un ejemplo:

H̃ =


ε ∆1 ∆2 ∆3 ∆2e

iφ2 ∆1e
iφ1

∆1 ε ∆1 ∆2 ∆3 ∆2e
iφ2

∆2 ∆1 ε ∆1 ∆2 ∆3

∆3 ∆2 ∆1 ε ∆1 ∆2

∆2e
−iφ2 ∆3 ∆2 ∆1 ε δ1

∆1e
−φ1 ∆2e

φ2 ∆3 ∆2 ∆1 ε

 . (3.25)
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Figura 3.5: Esta figura muestra los niveles de energía para varias configuraciones con
degeneración triple en función de la distancia. a) En este recuadro se muestran las
energías propias del hamiltoniano que contiene todas las interacciones a pares entre
sitios. c) Energías propias para el hamiltoniano de la ecuación (??)
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Figura 3.6: Gráfica de las corrientes para los seis estados propios de la molécula de
benceno bajo la acción de un campo magnético de B = 8.5855× 10−3 G perpendicular
al plano molecular. Las dos filas de la figura corresponden a niveles de energía reflejados,
la única manera de distinguirlos es mediante el esquema de corrientes. Los recuadros
a) y d) corresponden a los singuletes mientras que los b), c) y e), f) son los esquemas
de corriente (no equivalentes) para los dobletes desdoblados respectivamente. Podemos
notar que los diagramas de corriente para ambas filas tienen direcciones de corriente
invertidas
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Figura 3.7: En esta figura se muestran los esquemas de corriente para las funciones
propias de la molécula de boraceno bajo la acción de un campo magnético de B =
8.5855 × 10−3 G. De manera similar al benceno, los recuadros a) y b) representan los
estados singuletes con direcciones de corriente opuestas. Los recuadros b), c) y e), f)
corresponden a los dobletes desdoblados. Los diagramas de corrientes para energías
reflejadas son en este caso diferentes.
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Es posible escribir los acoplamientos de manera general como

∆n = eiφn|∆n| (3.26)

y se tiene entonces con esta nueva notación lo siguiente:

H = ε+
3∑

n=1

(eiφn |∆n|T̂ n + e−iφn|∆n|(T̂ †)n). (3.27)

Debemos encontrar las energías propias del sistema. La base {|q〉} usada anteriormente
para obtener los niveles de energía del hexágono resuelve el presente problema de valores
propios del hamiltoniano con campo magnético. Obtenemos lo siguiente:

Eq({φi}) = ε+ 2
3∑

n=1

|∆n| cos
(πqn

3
+ φn

)
, (3.28)

donde podemos ver que la energía depende del flujo. La relación Eq = E−q está rota
como se comprueba a continuación:

E−q({φi}) = ε+ 2
3∑

n=1

|∆n| cos
(
−πqn
3

+ φn

)

= ε+ 2
3∑

n=1

|δn|
{

cos
(πqn

3

)
cosφn + sin

(πqn
3

)
sinφn

}
. (3.29)

La brecha de energía que existen entre Eq y E−q es:

E−q − Eq = ∆E = 4
3∑

n=1

|∆n| sinφn sin
(πqn

3

)
. (3.30)

Esta brecha de energía se controla por sinφn que era lo que se buscaba.

3.3.2 Otros rompimientos de simetría

En general, el espectro el hexágono posee una simetría de reflexión alrededor de la
energía en sitio ε, esto es, Eq− ε = ε−Eq′ . Esto se traduce en la relación Eq+Eq′ = 2ε.
Lo expresado anteriormente implica lo siguiente:

3∑
n=1

|∆n|
{

cos
(
φn +

πqn

3

)
+ cos

(
φn +

πq′n

3

)}
= 0. (3.31)

Sea q = 1 y q′ = 6. (o bien q = 2, q′ = 5; q = 3, q′ = 4). Se cumple que q + q′ = 1 mod
6. La ecuación () puede expresarse como

3∑
n=1

|∆n|
{

cos
(
(1− q)πn

3
+ φn

)
+ cos

(qπn
3

+ φn

)}
= 0 (3.32)
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para toda ∆n. La suma de los cosenos deberá ser cero por lo que la diferencia entre sus
argumentos deberá ser de ±π, en otras palabras, se debe cumplir lo siguiente

qπn

3
=
πn

3
− qπn

3
± π (3.33)

2qnπ = (n± 3)π (3.34)

para todo valor q. Se pueden analizar tres situaciones dependiendo del numero de
vecinos empleados en nuestro modelo.

• Si n = 1 (primeros vecinos), 2qπ = −2π mod 2π o bien 2qπ = 4π, que es válido
para toda q

• Si n = 2 (segundos vecinos), 4qπ 6= 5π mod 2π y no hay solución para q.

• Si n = 3 (terceros vecinos), 2qπ = 0 mod 2π para todo valor de q y para ambos
signos ±π.

Del análisis de los tres casos anteriores podemos deducir que sólo los segundos vecinos
rompen la simetría bajo reflexión del espectro alrededor de ε. Primeros y segundos
vecinos preservan dicha simetría aún con la presencia de campo magnético.

3.4 Aplicación a la molécula de Benceno

Los anillos de benceno y boraceno presentan estructura hexagonal, la cual puede ser
estudiada por el formalismo que se revisó en el capitulo anterior. En especial para el
boraceno, la simetría presente en estos anillos es C3 × Z2. Estas moléculas aromáti-
cas pueden emularse en sistemas mesoscópicos como en resonadores de microondas y
sistemas acústicos. Este capítulo da una descripción algebraica de estos sistemas que
desemboca en la formulación de un álgebra supersimétrica que existe en el espectro de
energías de estos anillos.

De manera general, el anillo de benceno puede visualizarse como sitios colocados en los
vértices de un hexágono donde cada sitio alberga una función de onda localizada. Para
el caso del boraceno, los sitios son de dos especies diferentes dispuestos alternadamente
en los vértices de dicho hexágono. El análisis de la estructura molecular y los enlaces
existentes entre los elementos, se explica mediante los orbitales híbridos sp2, mientras
que el orbital de valencia, el cual es el que nos interesa, corresponde al orbital pz que
es perpendicular al plano molecular.

3.4.1 Resultados numéricos

En esta sección se exponen algunos de los cálculos para el anillo de benceno. Los datos
necesarios como las distancias atómicas, energía de valencia y ángulos de enlace pueden
consultarse en la literatura [? ? ? ].

18



En el modelo propuesto, el interés radica en la dependencia que tienen los acoplamientos
con la distancia, por lo cual fijamos nuestra atención en la parte radial de la función
de onda atómica. Después de un análisis de la estructura molecular y la estructura d
los enlaces en el benceno, notamos que debemos restringir el estudio al orbital pz. La
dependencia radial de este orbital tiene la siguiente forma:

R(r) = Are−r/λ, λ =
2a0
Z
, A =

(
Z

2a0

)3/2
Z√
3a0

, (3.35)

donde a0 denota el radio de Bohr y Z la carga nuclear. Los acoplamientos están
dados por la integral de traslape mostrada en la ecuación (??). Fuera del átomo,
una aproximación razonable de la función de onda es R(r) ∼ e−r/λ , por lo que los
acoplamientos adquieren la siguiente forma:

∆ ∼ ∆0e
−d/λ, λ̃ =

λ1λ2
λ1 + λ2

, (3.36)

donde la distancia entre dos átomos se denota por d; λ1 y λ2 son las longitudes de
evanescencia para los átomos 1 y 2 respectivamente y ∆0 es una constante. Para el
benceno λC = a0/3 y para obtener los valores numéricos de ∆0 requerimos buscar
información sobre los parámetros del grafeno [? ? ].

Los niveles de energía para el benceno obtenidos del modelo son presentados en la figura
??. Como una referencia visual, se incluyó el espectro del grafeno. El recuadro a) mues-
tra el espectro tomando en consideración únicamente acoplamientos a primeros vecinos
donde podemos observar que la simetría arriba-abajo está presente. La casilla b) mues-
tra el espectro incluyendo segundos vecinos, donde la simetría arriba-abajo está rota.
El cuadro c) corresponde al espectro tomando en consideración todos los acoplamientos
a pares entre sitios del anillo. Las correcciones generadas por los acoplamientos de
terceros vecinos no son relevantes con lo cual concluimos que un modelo a primeros
vecinos es suficiente para la descripción del anillo de benceno. Los recuadros d), e) y
f) muestran el desdoblamientos de los dobletes de tres diferentes maneras:

(i) Introduciendo un defecto en un sitio concreto. Recuadro d) de la figura ??.

(ii) Introduciendo defectos en los acoplamientos ∆(1,2),∆(1,6),∆(2,1) y ∆(6,1). Ver re-
cuadro e).

(iii) Introduciendo un campo magnético perpendicular al anillo de benceno. Casilla
f).

La funciones propias se presentan en la figura ?? para el modelo de primeros vecinos
y en la figura ?? para el modelo con defecto en sitio. El anillo está dibujado como
referencia visual. Los resultados numéricos para la molécula de boraceno se presentan
en la sección ??.

Un caso interesante surge cuando la longitud de evanescencia es comparable con las
longitudes de enlace molecular en donde se encontró un punto triple de degeneración en
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el modelo de segundos vecinos cuando ∆2/∆1 = 1/3, como se muestra en la figura ?? a).
Más aún, existe una inversión de niveles entre el doblete y el singulete inferiores cuando
∆2/∆1 > 1/3, como se ilustra en la figura ?? b) ilustra este comportamiento. En el
modelo con tres vecinos, el punto triple emerge cuando 1− 3(δ2/∆1) + 4(∆3/∆1) = 0.

3.5 Álgebra dinámica

En cualquier sistema finito, el hamiltoniano puede expresarse en términos de los gener-
adores hermíticos de SU(N). En los sistemas que hemos visto hasta ahora, N = 6 pero
no olvidemos que tenemos bloques de dímeros, por lo que podemos considerar el pro-
ducto directo de representaciones irreducibles (1/2, 1) de SU(2)⊗SU(2). Si la simetría
C3 no se rompe, el segundo factor SU(2) se puede remplazar por el grupo cíclico gen-
erado por la rotación 2π/3 del plano del polímero. El hamiltoniano puede escribirse de
la siguiente manera:

H = ν0 ⊗ 12 +
3∑

j=1

νj ⊗ σj (3.37)

con

ν0 =
∆s

2
(J+ + J− + J2

+ + J2
−),

ν1 = ∆d +∆h(J+ + J− + J2
+ + J2

−),

ν2 = i∆h(J− − J+ + J2
+ − J2

−),

ν3 = −∆s

2
(J+ + J− + J2

+ + J2
−), (3.38)

junto con las siguientes relaciones

[J+, J−] = 2J3, J3
+ = J3

− = 0, J3 = diag {1, 0,−1}
[σ+, σ−] = 2σ3, σ2

+ = σ2
− = 0, σ3 = diag {1,−1}. (3.39)

De estas relaciones podemos deducir lo siguiente. Dado que J3
± = 0, el operador

de rotación por 2π/3 adquiere la forma T = J+ + J2
−, y se puede introducir en las

definiciones de la ecuación (??)

ν0 =
∆s

2
(T + T †),

ν1 = ∆d +∆h(T + T †),

ν2 = i∆h(T
† − T ),

ν3 = −ν0, (3.40)

lo que se reduce en
[νλ, νσ] = 0,∀λ, σ. (3.41)

La degeneración es producida por [H, I] si el operador I tiene la siguiente forma

I = α|E−
doblete〉〈E

−
singulete|+ β|E−

doblete〉〈E
+
doblete|+ γ|E+

doblete〉〈E
−
singulete|+ h.c., (3.42)

donde h.c. son los hermíticos conjugados de los tres primeros términos.
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Figura 3.8: Niveles de energía del benceno. La distancia entre sitios es de 1.39Å y las
energías en sitio recorridas a cero. La relación de dispersión del grafeno es incluida como
guía visual; un dibujo de la zona de Brilloin se incluye en la parte superior de la figura. a)
Acoplamientos a primeros vecinos. La estructura de los niveles de energía es la siguiente:
(de arriba a abajo) singulete, doblete, doblete, singulete. Estos niveles de energía gozan
de simetría bajo reflexión alrededor del valor cero de energía. b) La introducción de
acoplamientos de segundos vecinos rompe la simetría bajo reflexión. c) Acoplamientos
con terceros vecinos. Las correcciones al espectro generadas por la inclusión de segundos
y terceros vecinos es despreciable. d) Acoplamientos de primeros vecinos con un defecto
en sitio de 1 eV. e) Acoplamientos a primeros vecinos con defectos en los acoplamientos
(1, 2), (1, 6), (6, 1) y (2, 1) de 0.3 eV. f) Acoplamientos a primeros vecinos con un campo
magnético externo perpendicular al plano molecular de B = 8.5855×10−3G. Las lineas
punteadas corresponden a la relación de dispersión del grafeno obtenido de un modelo
de primeros vecinos.
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a) E= 5.600eV b) E= 2.800eV c) E= 2.800eV

d) E= -5.600eV e) E= -2.800eV f) E= -2.800eV

Min Max

Figura 3.9: Funciones propias del benceno para un modelo de primeros vecinos. Los
recuadros a) y d) representan estados singuletes y exhiben la misma probabilidad de
encontrar al electrón en cualquiera de los seis sitios del anillo. La molécula de benceno
se presenta como referencia de la dependencia espacial de las funciones de onda propias
del sistema.
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a) E= 5.799eV b) E= 3.136eV c) E= 2.800eV

d) E= -5.459eV e) E= -2.477eV f) E= -2.800eV

Min Max

Figura 3.10: Funciones propias del benceno con la simetría C6 rota debido a un defecto
en sitio de 1eV. El espectro esta ilustrado en la figura ?? celda d). El recuadro a)
y d) muestra las funciones de los estados singuletes, la probabilidad se modifica en
las regiones cercanas al defecto. Los cuadros b) y e) presentan la modificación a las
funciones de onda propias en dos de los sitios del anillo; mientras que en los recuadros
c) y f) no hay un cambio visible.
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Figura 3.11: Espectros del anillo de benceno con segundos vecinos. a) Existe un
punto triple de degeneración entre el singulete y doblete inferiores correspondiente a
∆2/∆1 = 1/3 y λc = 0.926Å. b) Inversión de niveles entre doblete-singulete inferiores.
La inversión de niveles ocurre cuando ∆2/∆1 > 1/3 or λ > λc, en este caso λ = 0.956Å.
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3.6 Espacio fase en una cuadrícula de 6× 6

Para construir un espacio fase discreto debemos hacer una construcción original [? ],
basándonos en trabajos previos sobre campos finitos [? ? ] y anillos [? ? ? ]. Sin
embargo estos trabajo tratan sistemas de dimensión prima por lo cual debemos construir
nuestro espacio fase desde cero. En nuestro sistema la simetría C6 no se alcanza pero el
objetivo es usar los estados propios de C6

∼= C3 ×Z2 como las marcas en el eje vertical,
mientras que el eje horizontal usamos las seis posiciones (m,n). Podemos pasar de un
eje al otro por medio de combinaciones lineales en analogía a la transformada de Fourier.
Es conveniente recordar la nomenclatura de los sitios del sistema. el índice m denota el
número de dímero, y n denota la posición intradimérica. Con esto en mente, para los
generadores de C3 tenemos T |m,n〉 = |(m + 1) mod 3, n〉1. Los estados trasformados,
denotados por un subíndice 1, son:

|k, n〉1 =
1√
3

∑
q=1,2,3

e2πiqk/3|q, n〉, T |k, n〉1 = e−2πik/3|k, n〉1, k = 1, 2, 3. (3.43)

Para Z2 tenemos las combinaciones simétricas y antisimétricas, y la trasformación se
denota con el subíndice 2:

|q, s〉2 =
1√
2
[(−1)s|q, 1〉+ |q, 2〉] , s = 1, 2. (3.44)

Con las dos definiciones anteriores, la transformación completa es:

|k, s〉1,2 =
∑

q=1,2,3
r=1,2

e2πiqk/3(−1)rs|q, r〉. (3.45)

Debido a las transformaciones unitarias U y UC3 de las ecuaciones (??), (??), la trans-
formación inversa está bien definida. La notación para las funciones de onda es la
siguiente:

ψq,n = 〈q, n|ψ〉, ψ̃k,s =1,2 〈k, s|ψ〉. (3.46)

Como mencionamos al principio de esta sección, los trabajos sobre espacios fase discretos
hacen uso de sistemas con dimensión prima; esto tiene como consecuencia la definición
de la función de Wigner en términos de las fases propias de Cn; sin embargo, en nuestro
caso de estudio para una correcta definición de la función de Wigner debemos analizar
cada factor de C6 por separado. El factor C3 tiene un tratamiento simple puesto que
permite usar directamente las fase propias del grupo y los estados propios de T ; sin
embargo, Z2 necesita al menos tres términos (no dos como se podría pensar) para que
la función de Wigner recupere de forma correcta las distribuciones marginales y las
propiedades de traslación y composición que una correcta definición exige. También
para la función de Wigner del hexágono se propone una nueva ley de composición entre
la función de Z2 y C3 que preserva todas las propiedades exigibles.

1De aquí en adelante se usaran los índices 1, 2, 3 omitiendo el 0.
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Función de Wigner para Z2

En la literatura podemos encontrar estudios de una definición covariante [? ? ? ]
para cualquier espín. Para sistemas de dos niveles se puede consultar [? ]. El interés
de este problema es recuperar las distribuciones marginales en las dos fases propias
±1 de Z2, no sobre los tres posibles ejes σx, σy, σz. El espacio fase que necesitamos es
bidimensional. Se propone una función general W (β, l) de variables β = 1, 2, y l = 1, 2
que recupere las distribuciones marginales de manera correcta:

W (1, 1) = A|ψ1|2 +B|ψ2|2 + 2CR{ψ1ψ
∗
2},

W (2, 1) = (1− A)|ψ1|2 −B|ψ2|2 − 2CR{ψ1ψ
∗
2},

W (1, 2) = (1/2− A)|ψ1|2 + (1/2−B)|ψ2|2 + (1− 2C)R{ψ1ψ
∗
2},

W (2, 2) = (A− 1/2)|ψ1|2 + (B + 1/2)|ψ2|2 + (2C − 1)R{ψ1ψ
∗
2}, (3.47)

donde A,B,C son números reales arbitrarios y R{c} ≡ (c + c∗)/2). Estas relaciones
satisfacen las siguientes relaciones∑

β

W (β, l) = |ψl|2,∑
l

W (β, l) = |ψ̃β|2, (3.48)

donde ψl = 〈l|ψ〉 para cualquier estado arbitrario ψ, y su transformada de Fourier finita
es ψ̃β = [(−1)βψ1 + ψ2]/

√
2 siguiendo lo expresado en la ecuación (??). Las relaciones

en (??) se pueden escribir de la siguiente manera

W (β, l) =
∑
a=1,2
b=1,2

C l,β
a,bψaψ

∗
b . (3.49)

Es posible escoger, sin pérdida de generalidad, valores para A,B,C por ejemplo A =
1/2, B = 0, C = 1/4. Con esta elección, los coeficientes diferentes de cero C l,β

a,b se pueden
poner de manera explicita en términos de l, β

C l,β
1,1 =

1− (−1)l

4
, C l,β

2,2 =
1 + (−1)l

4
, C l,β

1,2 = C l,β
2,1 =

(−1)β+1

4
. (3.50)

Esta elección particular es para fines computacionales.

Función de Wigner para C3

Como habíamos anunciado, la función de Wigner usará los valores propios unimodulares
de C3. La función es la siguiente:

WC3(q
′, k) =

1

3

∑
q=1,2,3

ψ(q)ψ
∗
(q′−q) exp

[
i
2πk

3
(2q − q′)

]
, (q′ − q) ≡ q′ − q mod 3. (3.51)
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se confirma que ∑
q′=1,2,3

WC3(q
′, k) =

∣∣∣∣∣ 1√
3

∑
a=1,2,3

ψae
2πiak/3

∣∣∣∣∣
2

, (3.52)

y ∑
k=1,2,3

WC3(q
′, k) = |ψ(−q′)|2, (3.53)

o equivalentemente ∑
k=1,2,3

WC3(q
′ mod 3) = |ψq′|2. (3.54)

Función de Wigner completa

El objetivo es encontrar una definición apropiada para la función de Wigner de C6. Us-
ando las funciones de onda con los dos índices (m,n), se propone la siguiente definición
la cual recupera de forma correcta las distribuciones marginales

W (l1, l2; β1, β2) =
∑
a=1,2
b=1,2
q=1,2,3

ψa,(q)ψ
∗
b,(l2−q)C

l1,β1

a,b exp
[
2πiβ1
3

(2q − l2)

]
. (3.55)

Las funciones de nuestros interés son aquellas que intervienen el triplete del hamiltoni-
ano (??) bajo las condiciones de los acoplamientos (??). Estudiamos la definición (??)
que acabamos de exponer para estas tres soluciones en varios casos que se mencionan
a continuación:

1. Ángulo crítico θ = θc con simetría bajo inversión temporal.

2. Configuración ligeramente perturbada alrededor del punto triple, en otras pal-
abras, F (∆s/∆d) 7→ F (∆s/∆d) + δ.

3. Configuración con ángulo crítico y un campo magnético aplicado con la sustitución
mínima ∆h 7→ ∆he

iΦ.

A continuación mostramos los retratos de W (l1, l2; β1, β2) para estos casos, pero debe-
mos introducir algunas aclaraciones sobre la notación que empleamos. Denotamos al
espacio de Hilbert de estados localizados por H; los elementos de esta base pueden visu-
alizarse como posiciones y por tanto H puede asociarse con el espacio de configuraciones
X. Por otro lado, llamemos C al espacio de fases propias que corresponden a H bajo una
transformación finita de Fourier, identificando al espacio C con el espacio de momentos
P . La cuadricula empleada para dibujar el espacio fase es de 6×6. Las etiquetas para las
filas de arriba hacía abajo son: (k, q) = (1, 1), (2, 1), (3, 1), (1, 2), (2, 2), (3, 2), que corre-
sponden a las fases propias de C3×Z2. Las columnas denotan los sitios del polímero así
que las etiquetas de izquierda a derecha son: (m,n) = (1, 1), (2, 1), (3, 1), (1, 2), (2, 2), (3, 2).
La figura ?? muestra los retratos de la función de Wigner para los tres casos antes men-
cionados. Los recuadros (a)-(c) corresponde al ángulo crítico θ = θc, ∆h/∆d = 1.9
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y combinaciones lineales arbitrarias de los estados ortogonales degenerados. Podemos
observar una ocupación completa de la cuadrícula. Los recuadros (d)-(f) muestran una
configuración con θ 6= θc, ∆s = F (1.9) + 0.1. Podemos visualizar la separación los dos
dobletes dibujados en (d) y (f) y el singulete (f) donde éste último solo muestra dos fran-
jas. Finalmente, en los recuadros (g)-(i) tenemos el triplete bajo el campo magnético.
El soporte de las funciones W en este caso no se intersectan entre sí. Los parámetros
de este retraso son: θ = θc, ∆h/∆s = 1.9 pero con un pequeño rompimiento de la
simetría bajo inversión temporal Ψ = 10−19 × π/2 con lo cual las dos representaciones
conjugadas de C3 tienen diferente energía aunque cercanas entre sí ∆E ∼ 10−11.

La simetría escondida emerge si nos fijamos en la primera y tercera fila de la figura ??.
La combinación lineal de los estados que forman el triplete llenan el espacio fase en
varias configuraciones con la misma energía. Consideramos solo el semiplano inferior
debido a que está correlacionado con el semiplano superior, como se nota si combinamos
los cuadros (g)-(i) con diferentes coeficientes. Los cuadros (d) y (e) se consiguen por
combinación de los cuadros (g) e (i). Las filas (3, 1) y ((3, 2) de (d) y (e) no están
vacíos debido a términos cruzados en W lo que puede ser considerarse como la versión
discreta de la llamada cat’s smile [? ].

3.7 Funciones propias y corrientes discretas

De la definición de corriente y usando el hamiltoniano de un solo electrón podemos
escribir la corriente j de la siguiente manera:

j(x) =
h̄

m
Im(ψ∗(x)−→∇ψ(x)− e

mc
A|ψ|2)

=
h̄

m
ρ∇(S/h̄)− eρ

mc
A. (3.56)

Sin embargo, hay que ser más cuidadosos con esta definición para el caso discreto.
Deducimos la dependencia de j con respecto a n. Hay que notar que la corriente
j siempre yace sobre el plano molecular. Usamos el hamiltoniano de amarre fuerte
(??) para esta deducción, en nuestro caso la corriente está relacionada con el flujo
de probabilidad y la ecuación de continuidad es una expresión que involucra j con
la densidad de probabilidad |ψ|2. Empecemos con las soluciones de la ecuación de
Schrödinger dependiente del tiempo y su complejo conjugado:

Ψ∗
(

ih̄
∂

∂t
−H

)
Ψ = 0

Ψ

(
−ih̄ ∂

∂t
−H∗

)
Ψ∗ = 0. (3.57)

Sumando estas dos ecuaciones obtenemos lo siguiente:

ih̄
∂

∂t
|Ψ|2 = Ψ∗HΨ−ΨH∗Ψ∗. (3.58)
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Figura 3.12: Espacio fase discreto de los estados triplete. Los recuadros (a)-(c) corre-
sponden al sistema con simetría bajo inversión temporal, θ = θc y ∆h/∆d = 1.9. Una
combinación lineal de estos recuadros revela una estructura invariante de por lo menos
tres filas de píxeles, con probabilidades de ocupación arbitrarias. Las casillas (d),(e)
muestran el estado singulete y (f) el estado singulete del sistema con una perturbación
pequeña sobre el acoplamiento tipo estrella ∆s; el cuadro (f) muestra franjas con proba-
bilidad cero (celdas de color blanco, ver código de color) para un estado con una fase de
C3 bien definida. Los recuadros (g)-(i) exhiben la función de Wigner cuando se rompe
la simetría bajo inversión temporal (i.e. flujo magnético) en donde también podemos
observar que sólo las funciones propias de C3 son permitidas. El espacio de Hilbert de
las funciones de onda localizadas esta denotado por H y su transformada de Fourier
por C.
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Recordemos que en el caso discreto, un estado propio del sistema |Ψ, t〉 se puede escribir
como combinación lineal de la base |n〉 de estados atómicos localizados en los vértices
del hexágono:

|Ψ, t〉 =
6∑

n=1

ψn(t)|n〉, (3.59)

de esta manera la ecuación (??) se puede reexpresar usando el hamiltoniano (??) para
cada ψn como se muestra a continuación:

ih̄
∂

∂t
|ψ(t)|2 = ψ∗

n(t)
[
εφn(t) +

∑3
k=1(∆kψn+k(t) + ∆∗

kψn−k(t))
]

−ψn(t)
[
εψ∗

n(t) +
∑3

k=1(∆
∗
kψ

∗
n+k(t) + ∆kψ

∗
n−k(t))

]

=
3∑

k=1

[∆kψ
∗
n(t)ψn+k(t) + ∆∗

kψ
∗
n(t)ψ

∗
n−k(t)−∆∗

kψn(t)ψ
∗
n+k(t)−∆kψn(t)ψ

∗
n−k(t)]. (3.60)

Suponemos acoplamientos complejos ∆k = |∆k|eiφk para incluir el campo magnetico
tenemos:

ih̄
∂

∂t
|ψn(t)|2 =

∑3
k=1 |∆k|{eiφk [ψ∗

n(t)ψn+k(t)− ψn(t)ψ
∗
n−k(t)]

+e−iφk [ψ∗
n(t)ψn−k(t)− ψn(t)ψ

∗
n+k(t)]}. (3.61)

Es importante mencionar que el hamiltoniano es un operador hermitiano que actúa
sobre un espacio de Hilbert de dimensión seis y el teorema de la divergencia en el caso
discreto exige la suma sobre los sitios del anillo. De la ecuación anterior (??), se puede
verificar la versión discreta de la ecuación de continuidad: vemos que al sumar sobre
los sitios n, la parte izquierda de la ecuación (??), para el caso estático, se anula debido
a la conservación de la probabilidad

ih̄

6∑
n=1

∂

∂t
|ψn(t)|2 = ih̄

d

dt
Q = 0, (3.62)

donde Q denota la probabilidad total. Por otro lado, la parte derecha de (??) es cero
debido a la hermiticidad del hamiltoniano, esto se prueba a continuación:

ih̄
∂

∂t

6∑
n=1

|ψn(t)|2 =
3∑

k=1

|∆k|

×

{
eiφk

6∑
n=1

[ψ∗
n(t)ψn+k(t)− ψn(t)ψ

∗
n+k] + e−iφk

6∑
n=1

[ψ∗
nψn−k(t)− ψn(t)ψ

∗
n+k(t)]

}

=
6∑

k=1

6∑
n=1

|∆k|{eiφk [|ψnψn+k|ei(χn+k−χn) − |ψnψn−k|ei(χn−χn−k)]

+e−iφk [|ψnψn−k|ei(χn−χn+k) − |ψnψn+k|eiχn−χn+k ]} =
6∑

n,m=1

(ψnH
∗
mnψ

∗
m − ψnHnmψ

∗
m) = 0(3.63)
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en donde hemos tomado ψn = |ψn|eiχn . Esto nos indica que el término de la derecha de
(??) se debe expresar como un término de corriente de una ecuación de continuidad

ih̄

3∑
k=1

(J
(k)
n+k − J (k)

n )αk (3.64)

que deberá ser cero cuando

6∑
n=1

jn+k =
6∑

n=1

jn, jn =
3∑

k=1

j(k)n , (3.65)

donde K = 1, 2, 3 debido a la periodicidad (mod 6). Esto esta en concordancia con el
teorema de la divergencia. Una expresión adecuada para j(k)n necesita un poco de pasos
algebraicos extras. Reexpresando el término derecho de (??)

3∑
k=1

|∆k|{eiφk(ψ∗
nψn+k − ψnψ

∗
n−k) + e−iφk(ψ∗

nψn−k − ψnψ
∗
n+k)}

=
3∑

k=1

|∆k|{(eiφkψ∗
nψn+k − e−iφkψnψ

∗
n+k)− (eiφkψ∗

n−kψn − e−iφkψn−kψ
∗
n)} (3.66)

y podemos notar que coincide con la ecuación (??) si

|∆k| = αk (3.67)

junto con

j(k)n =
1

ih̄
(eiφkψ∗

n−kψn − e−iφkψn−kψ
∗
n)

=
2

h̄
Im(eiφkψ∗

n−kψn). (3.68)

Para las funciones propias, recuperamos lo siguiente:

∂

δt
(|ψn(t)|2) = 0,

3∑
k=1

(j
(k)
n+k − j(k)n = 0). (3.69)

Escribimos la función de onda estacionaria como ψn(t) = ϕne
−iEqt/h̄ para obtener la

corriente que es independiente de t

jn =
2

h̄
Im

(
3∑

k=1

eiφkϕ∗
n−kϕn

)
. (3.70)

Esto representa una corriente estacionaria relacionada a k vecinos. Para el Benceno y
Boraceno las corrientes se presentan el al figura ?? y figura ?? para el caso particular
de primeros vecinos, es decir, K = 1 y ϕn ∈ R.
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3.8 Aplicación a la molécula de boraceno

Con el mismo formalismo que se abordó a la molécula de benceno, podemos ilustrar el
ejemplo para el boraceno. Si bien su estructura geométrica también corresponde a un
hexágono, se consideró la descomposición del grupo C6 en términos de C3 y C2.

3.8.1 Introducción de múltiples vecinos en el esquema de C3

En esta sección estudiamos un modelo con una simetría triangular para el boraceno.
Como se estudió en la sección ??, el grupo C6 puede descomponerse en C3 y C2:

C6 = C3 × C2 = {1, τ, τ 2} × {1, P}, τ 3 = 1, P 2 = 1.

Notamos que T 2 = τ , ya que τ representa una rotación de 2π/3 radianes alrededor
del centro del hexágono, y P permuta los sitios de boro con los de nitrógeno. Sólo los
centros de N (nitrógeno) pueden intercambiarse; similarmente, los centros de B (boro)
tiene permitidos los intercambios entre ellos. Las energías en sitio para los orbitales
de valencia son diferentes: EB = ε1, EN = ε2. En cuanto a los acoplamientos, la
simetría C3 se conserva si ∆1 representa el acoplamiento N–B (primeros vecinos), ∆+

2

el acoplamiento B–B, ∆−
2 N–N y ∆3 el acoplamiento N–B entre sitios ubicados en

vértices opuestos, los cuales, de acuerdo a la geometría, deberán ser iguales para las
tres posibilidades. El hamiltoniano resultante es:

H
.
=


ε1 ∆+

2 ∆+
2 ∆1 ∆3 ∆1

∆+
2 ε1 ∆+

2 ∆1 ∆1 ∆3

∆+
2 ∆+

2 ε1 ∆3 ∆1 ∆1

∆1 ∆1 ∆3 ε2 ∆−
2 ∆−

2

∆3 ∆1 ∆1 ∆−
2 ε2 ∆−

2

∆1 ∆3 ∆1 ∆−
2 ∆−

2 ε2

 . (3.71)

La operación P |N〉 = |B〉, P |B〉 = |N〉 en forma matricial esta representado como:

P
.
=

(
0 13×3

13×3 0

)
= 13×3 ⊗ σ1, (3.72)

donde σi denota las matrices de Pauli. La representación matricial del operador de
traslación τ en C3 es:

τ |Nk〉 = |N(k−1)mod 3〉, τ |Bk〉 = |B(k−1)mod 6〉

τ
.
=


0 0 1 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0

 =

 0 0 0
1 0 0
0 1 0

⊗ 12×2. (3.73)
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Usaremos la notación |n,m〉 para denotar los estados localizados donde n denota el
número de subtriángulo (1 para boro y 2 para nitrógeno) y el índice m representa la
posición interna en cada subtriángulo. Veamos como opera P y τ en esta notación:

P |m,n〉 = |(n+ 1) mod 2,m〉, τ |n,m〉 = |n, (m+ 1) mod 3〉, [τ, P ] = 0. (3.74)

El hamiltoniano debe expresarse como una suma de operadores, y por lo tanto es
necesario definir otras matrices:

Q± = 13×3 ⊗ σ± y Π± = 13×3 ⊗ (1/2)(12×2 ± σ3), (3.75)

con σ± = (1/2)(σ1 ± iσ2). El hamiltoniano H se puede expresar como una función de
los operadores Π±, τ and Q±:

H = Π+(ε1 + τ∆+
2 + τ †∆+

2 ) + Π−(ε2 + τ∆−
2 + τ †∆−

2 )

+Q+(∆1 +∆1τ +∆3τ
†) +Q−(∆1 +∆1τ

† +∆3τ), (3.76)

donde las siguientes relaciones de conmutación y anticonmutación se satisfacen:

Q2
+ = Q2

− = 0, [Q±, τ
n] = 0, [Π±, τ ] = 0

[Q+, Q−] = 13×3 ⊗ [σ+, σ−] = 13×3 ⊗ σ3 = Π+ − Π− = Σ3

{Q+, Q−} = 13×3 ⊗ {σ+, σ−} = Π+ +Π− = 16×6

[Q±, P ] = 13×3 ⊗ [σ±, σ1] = ±i13×3 ⊗ [σ2, σ1] = ∓2i213×3 ⊗ σ3 = ±2Σ3

[Q±, Π±] = 13×3 ⊗ [σ±, ±
1

2
σ3] = ±1

2
13×3 ⊗ (∓2σ±) = ±(∓Q±)

{Q±, Π±} = 13×3 ⊗ {σ±, (12×2 ± σ3)/2} = 13×3 ⊗ σ± = Q± (3.77)

Este problema puede resolverse de manera simple usando las fases propias de C3, las
cuales resultan ser

|l〉 = 1√
2

1√
3

2∑
n=1

3∑
m=1

e−i 2πlm
3 |n,m〉, l = 1, 2, 3

|l, n〉 = 1√
3

3∑
m=1

e−i 2πlm
3 |n,m〉, 〈l′, n′|l, n〉 = δll′δnn′ (3.78)

Los elementos de la base {|l〉} son estados propios del operador de traslación τ

τ |l〉 = ei
2πl
3 |l〉, l = 1, 2, 3. (3.79)

El hamiltoniano opera sobre el estado |l〉 como se muestra a continuación

H|l〉 =
{
Π+

[
ε1 + 2∆+

2 cos
(
2πl
3

)]
+Π−

[
ε2 + 2∆−

2 cos
(
2πl
3

)]
+Q+

[
∆1 +∆1e

i 2πl
3 +∆3e

−i 2πl
3

]
+Q−

[
∆1 +∆1e

−i 2πl
3 +∆3e

i 2πl
3

]}
|l〉. (3.80)

Los operadores Q± and Π± actuando sobre |l〉 dando los resultados:
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Π+|l〉 =
1√
3

1√
2

3∑
m=1

ei
2πlm

3 |1,m〉 =
√
2|l, 1〉

Π−|l〉 =
1√
3

1√
2

3∑
m=1

ei
2πlm

3 |2,m〉 =
√
2|l, 2〉

Q+|l〉 =
√
2|l, 1〉

Q−|l〉 =
√
2|l, 2〉

τ |l, n〉 = ei
2πl
3 |l, n〉. (3.81)

Finalmente el hamiltoniano opera sobre {|l, n〉} de la siguiente manera:

H|l, 1〉 =
[
ε1 + 2∆+

2 cos
(
2πl

3

)]
|l, 1〉+

[
∆1 +∆1e

−i 2πl
3 +∆3e

i 2πl
3

]
|l, 2〉

H|l, 2〉 =
[
ε2 + 2∆−

2 cos
(
2πl

3

)]
|l, 2〉+

[
∆1 +∆1e

i 2πl
3 +∆3e

−i 2πl
3

]
|l, 1〉,

(3.82)

lo que nos lleva a la siguiente representación matricial:

H(l) .=

(
ε1 + 2∆+

2 cos
(
2πl
3

)
∆1 +∆1e

−i 2πl
3 +∆3e

i 2πl
3

∆1 +∆1e
i 2πl

3 +∆3e
−i 2πl

3 ε2 + 2∆−
2 cos

(
2πl
3

) )
(3.83)

donde l = 1, 2, 3 y puede ser resuelto mediante radicales. Las funciones de onda están
dadas de manera explicita:

N (l)
[
|l, 1〉 − A(l)|l, 2〉

]
, N (l)

[
|l, 1〉+ (A(l))∗|l, 2〉

]
. (3.84)

Escribiendo estas funciones en términos de los elementos de matriz deH(l)
ij escrita arriba,

tenemos:

N (l) =
1√

1 + |A(l)|2
, A(l) =

H
(l)
22 −H

(l)
11

2
+

√(
H

(l)
22 −H

(l)
11

2

)2

+ |H(l)
12 |2

(H
(l)
12 )

∗
. (3.85)

Estas expresiones pueden ser vistas como soluciones analíticas las cuales, hasta donde
el autor sepa, no se han proporcionado para la molécula de boraceno.

3.8.2 Resultados numéricos para el boraceno

Siguiendo el método empleado para la molécula de benceno de la sección ??, analizamos
los resultados numéricos para el boraceno. Los parámetros geométricos de la moléculas
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Figura 3.13: Niveles de energía del boraceno. Se uso como distancia entre sitios el
valor de 1.43 Å, y como energías en sitio ε1 = 0eV y ε2 = 4.57eV. La relación de
dispersión del nitruro de boro es incluido como guía. a) Modelo de primeros vecinos.
La estructura de los niveles de energía (de arriba hacía abajo) es: singulete, doblete,
doblete, singulete; presentando así una simetría bajo reflexión al igual que el benceno.
b) Modelo de segundos vecinos. c) Modelo de terceros vecinos. La última fila de
recuadros muestra el desdoblamiento de los dobletes en un modelo de primeros vecinos
por tres vías: d) Inclusión de un defecto incrementando la energía de un sólo sitio por
0.7 eV. e) Introducción de defectos en los acoplamientos ∆(1,2), ∆(1,6), ∆(6,1) y ∆(2,1)

mediante un incremento en su energía de 0.3 eV. f) Inclusión de un campo magnético
de B = 8.5855× 10−3G.
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a) E= 6.805eV b) E= 5.289eV c) E= 5.289eV

d) E= -2.235eV e) E= -0.719eV f) E= -0.719eV

Min Max

Figura 3.14: Funciones propias del modelo de amarre fuerte a primeros vecinos para
de la molécula de boraceno. Las esferas de color amarillo representan los átomos de
nitrógeno mientras que las verdes simbolizan los átomos de boro. Las casillas a) y d)
muestran los estados singuletes. Mientras que b), c) y e), f) muestran las funciones de
los dobletes degenerados.
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a) E= 6.870eV b) E= 5.289eV c) E= 5.348eV

d) E= -2.101eV e) E= -0.719eV f) E= -0.276eV

Min Max

Figura 3.15: Funciones propias del anillo de boraceno con la simetría C3 rota por la
introducción de un defecto de 0.7 eV en uno de los sitios de boro. Las esferas de color
amarillo denotan átomos de nitrógeno, las verdes representan átomos de boro y las
esferas negras el defecto en sitio. Los recuadros a) y b) muestran los estados singuletes.
b),c) y e),f) ilustran la función de onda de los dobletes desdoblados.
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así como las energías en sitio se pueden encontrar en [? ? ? ? ]. La longitud de evanes-
cencia para N y B son λN = 2a0/7 y λB = 2a0/5 respectivamente. El acoplamiento ∆0

se obtiene del ancho de banda de la relación de dispersión del nitruro de boro.

El espectro del boraceno se muestra en la figura ?? junto con con la relación de disper-
sión del nitruro de boro como referencia visual. Los recuadros a), b) c) corresponden
a primeros, segundos y terceros vecinos del modelo, respectivamente. Las correcciones
a las energías debido a la incorporación de todos los acoplamientos a pares son des-
preciables en comparación al modelo de primeros vecinos. La segunda fila de la figura
?? muestra el desdoblamiento de los dobletes de tres formas diferentes: la casilla d)
muestra el espectro del modelo con una deformación en sitio; la casilla e) exhibe la sep-
aración de dobletes debido a defectos en los acoplamientos ∆(1,2),∆(1,6),∆(6,1) y ∆(6,1);
y finalmente el recuadro f) muestra el desdoblamiento provocado por la introducción
de un campo magnético perpendicular al anillo. Las seis funciones propias del anillo se
visualizan en la figura ?? para boraceno usando primeros vecinos y en la figura ?? para
boraceno con la simetría C3 rota.

3.9 Supersimetría

Las dos copias del espectro de un triángulo que aparecen reflejados en el benceno
y boraceno se pueden explicar encontrando la supersimetría dinámica (SUSY por su
nombre en inglés) del anillo. Para el oscilador de Dirac, la supersimetría es conocida,
como se puede constatar en las siguientes referencias [? ? ]. En nuestro sistema, se
puede desarrollar un tratamiento análogo para definir una super álgebra. Comencemos
escribiendo el hamiltoniano de la ecuación (??) como se muestra a continuación:

H = Π̂+

(
ε1 + τ∆+

2 + τ †∆+
2

)
+ Π̂−

(
ε2 + τ∆−

2 + τ †∆−
2

)
+ Ĉ1

= ε̂0 + µ̂Σ3 + Ĉ1, (3.86)

donde los operadores Ĉ1, ε̂0 y µ̂ se definen como

Ĉ1 = Q+

(
∆1 +∆1τ +∆3τ

†)+Q−
(
∆1 +∆1τ

† +∆3τ
)

ε̂0 =
1

2

[
(ε1 + ε2)16×6 + τ∆+

2 + τ †∆+
2 + τ∆−

2 + τ †∆−
2

]
µ̂ =

1

2

[
(ε1 − ε2)16×6 + τ∆+

2 + τ †∆+
2 − τ∆−

2 − τ †∆−
2

]
. (3.87)

Siguiendo la referencia [? ] definimos el operador Ĉ2:

Ĉ2 = −iQ+â+ iQ−â
†, (3.88)

y la definición “bosónica” de los operadores a y a† como sigue:

â = ∆1 +∆1τ +∆3τ
†, â† = ∆1 +∆1τ

† +∆3τ, [â, â†] = 0 . (3.89)
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Podemos verificar las relaciones de (anti)conmutación entre Ĉ1 y Ĉ2

{Ĉ1, Ĉ2} = 0,[
Ĉi, {Ĉj, Ĉk}

]
= 0, i, j, k = 1, 2, 3

{Ĉ1, Ĉ1} = {Ĉ2, Ĉ2} = 2
(
ââ†Π+ + â†âΠ−

)
,

{µ̂Σ3, Ĉ1} = Σ3Q+ [µ̂, â] + Σ3Q−
[
µ̂, â†

]
. (3.90)

Ahora, si â y µ̂ conmutan, se puede definir una carga central (H − ε̂0)
2−µ̂2 y se confirma

la siguiente supersimetría:

(H − ε̂0)
2 =

(
µ̂Σ3 + Ĉ1

)2
= µ̂2 + Ĉ2

1

(H − ε̂0)
2 − µ̂2 = aa†Π+ + a†aΠ−

{Ĉ1, Ĉ1} = {Ĉ2, Ĉ2} = 2
[
(H − ε̂0)

2 − µ̂2
]

{Ĉi, Ĉj} = 2δij
[
(H − ε̂0)

2 − µ̂2
]
. (3.91)

Dado que esta álgebra S(2) es, no esperamos que las cargas C1,2 relacionen los sec-
tores bosónicos y fermiónicos de manera directa. En su lugar, conecta estados de la
energía que se encuentren por debajo del nivel central (en el presente caso ε = 0) con
aquellos estados que se encuentren arriba de dicho nivel. En un sentido general, las
supercargas relacionan estados vestidos (dressed states), hechos de dímeros y trímeros.
Cuando se busca el operador que relacione sectores bosónicos y fermiónicos desvesti-
dos, encontramos que Q± es el responsable de dicha operación. En particular, a, a† son
una realización abeliana de los operadores de escalera que son admisibles en nuestra
representación finita 3 × 3, mientras que σi constituye los sectores desvestidos, como
se muestra en {Σi,Σj} = 2δi,j14×4. A continuación estudiamos algunas consecuencias
interesantes que se pueden estudiar del modelo propuesto:

• Si [µ̂, â] 6= 0 (y como consecuencia [µ̂, â†] 6= 0) entonces las relaciones
{Ĉi, Ĉj} = 2δij

[
(H − ε̂0)

2 − µ̂2
]

se rompen y el término (H − ε̂0)
2 − µ̂2 ya no

se puede usar como carga central, rompiendo de esta manera SUSY.

• Si [â, â†] 6= 0 (por ejemplo el álgebra de Heisenberg y otras álgebras de Cartan
Heisenberg) la supersimetría SUSY dinámica se conserva.

• Para cada subtriángulo, si el grupo de simetría C3 prevalece entonces µ̂ ∝ 1 y
[µ̂, a] = 0, pero si existen acoplamientos intertriángulares que rompen la simetría
C3 de manera global entonces en general [a, a†] 6= 0. La supersimetría se preserva
incluso si C3 se rompe de manera global, pero no en la simetría de cada subtrián-
gulo.

Debido a (H − ε̂0)
2 − µ̂2, la supersimetría dinámica nos lleva a tener una simetría de

reflexión entre pares de niveles de energía con centros geométricos variables de acuerdo
a l = 1, 2, 3. Estos centros siempre suman 3(ε1 + ε2)/2. Dado que C3 no está roto en
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las moléculas de benceno y boraceno, podemos concluir que estos compuestos disfrutan
SUSY en su espectro.

Vale la pena notar que una generalización del álgebra (??) para casos de sistemas
deformados puede ser de utilidad para tratar con las configuraciones asimétrica de
la molécula, por ejemplo, si se aplican vibraciones o estiramientos externos. En este
escenario, el sector C3 ya no es válido. Además, la típica promoción bosónica

[
a, a†

]
= 1

no funciona en dimensiones finitas porque el álgebra de Heisenberg es no compacta. Las
posibilidades que se pueden considerar en este caso son las formas de Cartan de álgebras
compactas como J± para su(2) con j = 1 o los operadores de hipercarga U±, V± para
una de las representaciones irreducibles fundamentales de su(3).

3.10 Sistema de trímeros C3 × C3

Sabemos que es posible emular el efecto de un flujo de campo magnético de manera
efectiva en una red cristalina. Para lograrlo necesitamos que la matriz que describe dicha
red contenga elementos de acoplamiento complejo y que no desaparezcan por medio de
alguna transformación unitaria. Se han realizado trabajos con sitios de dímeros donde se
muestra la posibilidad de generar acoplamientos de signo negativo[? ], sin embargo, no
es suficiente para nuestro cometido, y necesitamos dar más estructura a cada sitio. En
las secciones ?? y ?? se analizaron sistemas con simetría C6 la cual puede descomponerse
en una parte dimérica Z2 y otra parte correspondiente a la simetría de un triángulo
equilátero C3; sin embargo, con estas realizaciones no es posible obtener acoplamientos
con fases no removibles mediante transformaciones unitarias. No obstante, sabemos
que la transformación que diagonaliza el problema de un triángulo equilátero tiene
elementos complejos; por lo cual es una buena idea proponer un sistema cuyos sitios
posean simetría C3. Siguiendo el espíritu de los modelos estudiados en este capítulo, en
esta sección proponemos la construcción de un trímero compuesto de otros tres trímeros,
en otras palabra, un sistema C3 ×C3. La caracterización de este arreglo es útil para el
estudio de las emulaciones de campo SU(3) en la sección ??.

El esquema del sistema se muestra en la figura ?? en donde cada sitio A, B y C tiene
una estructura propia. El hamiltoniano de este sistema es:

H =

 H0 ∆AB ∆AC

∆†
AB H0 ∆BC

∆†
AC ∆†

BC H0

 , H0 =

 E0 ∆ ∆
∆ E0 ∆
∆ ∆ E0

 , (3.92)

donde (∆lm)pq = ∆(lp,mq) son las matrices de acoplamiento entre sitios de trímeros
adyacentes, por ejemplo ∆(A2,B3) representa el acoplamiento que existe entre el sitio
2 del trímero A con el sitio 3 del trímero B. Las matrices de acoplamientos están
determinadas de la siguiente manera:
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θ

θ3

(A 1)

(A,2)

(A 3)

(B 3)

(B,1)

(B 2)
(C 2)

(C,3)

(C 1)

A

B C

Intratrimers couplings

Distance between centers

Figura 3.16: Este arreglo C3 × C3 consiste en tres trímeros colocados en los vértice de
un triángulo equilátero. Los trímeros están denotados por las letras A, B y C; mientras
que los sitios internos de cada trímero se numeran del 1 al 3.

∆lm =

 ∆(l1,m1) ∆(l1,m2) ∆(l1,m3)

∆(l2,m1) ∆(l2,m2) ∆(l2,m3)

∆(l3,m1) ∆(l3,m2) ∆(l3,m3)

 (3.93)

La introducción de las fases en los términos de acoplamiento se realiza aplicando la
siguiente transformación U sobre el hamiltoniano H:

U =

 U3×3 0 0
0 U3×3 0
0 0 U3×3

 , U3×3 =
1√
3

 1 1 1
exp(2πı/3) exp(4πı/3) 1
exp(4πı/3) exp(2πı/3) 1

 , (3.94)

donde identificamos que U3×3 diagonaliza H0 de la siguiente manera:

H̃0 = U †
3×3H0U3×3 =

 Doblete1 0 0
0 Doblete2 0
0 0 Singulete

 =

 E0 −∆ 0 0
0 E0 −∆ 0
0 0 E0 + 2∆

 .

(3.95)
El hamiltoniano transformado H̃ queda como sigue:

H̃ = U †HU =

 U †H0U U †∆ABU U †∆ACU

U †∆†
ABU U †H0U U †∆BCU

U †∆†
ACU U †∆†

ACU U †H0U

 , (3.96)

41



donde hemos usado la siguiente simplificación de notación U3×3 → U dentro de la
matriz. U †H0U es diagonal y U †∆lmU son matrices con elementos complejos.

El resultado importante de esta sección es la presentación de los niveles de energía del
sistema en función del ángulo de rotación de los trímeros. Por cuestiones prácticas,
solo presentamos en la figura ?? las energías cuando dos ángulos están fijos y el tercero
varía de 0 a 2π/3. Podemos notar que para cierto valor específico del ángulo, ocurre
un punto de cruce de niveles. En esta configuración, el ángulo de rotación de uno de
los trímeros provoca que la simetría C3 global se rompa pero al tener cada uno de los
trímeros con su estructura interna intacta, esta simetría C3 interna aún prevalece lo
que se manifiesta en las degeneraciones presentes en el espectro. Más adelante en la
sección ?? dicha degeneración provoca solapamientos de bandas en los espectros de una
cadena de trímeros. Si ahora deformamos la estructura interna del trímero rompiendo
su simetría C3, aparecen los nueve niveles esperados para un sistema de nueve sitios,
como se muestra en la figura ??.

En este capítulo abordamos sistemas con diferentes grados de libertad internos. Estos
sistemas se estudiaron bajo el formalismo de modelos de amarre fuerte del estado sólido
en donde las funciones de onda localizadas toman el papel de los estados localizados en
los sitios del arreglo. La descripción del hamiltoniano descrito en función de acoplamien-
tos y operadores de simetría resulta muy general y esto nos permite tener flexibilidad
en cuanto a las aplicaciones posibles: desde descripciones de sistemas moleculares como
los casos del benceno y boraceno[? ], hasta posibles implementaciones en arreglos arti-
ficiales. También estos modelos nos permiten estudiar, usando conceptos de teoría de
grupos, propiedades matemáticas que poseen los espectros de estos cristales como la
supersimetría en el caso de los anillos de benceno y boraceno y la construcción de un
espacio fase de dimensión par que explique las degeneraciones accidentales del sistema
C3 × Z2. En conclusión, la familiaridad con estos sistemas nos ha permitido construir
y entender sistemas más elaborados, los cuales se abordan el siguiente capítulo.
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Figura 3.17: Niveles de energía en función del ángulo de rotación. Uno de los trímeros
rota, mientras los otros dos permanecen fijos. Podemos ver sólo seis niveles, esto indica
la existencia de estados degenerados. Para cierto valor del ángulo, emerge un punto de
cruce.
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Figura 3.18: Separación de niveles debido al rompimiento de simetría interna C3. Nueve
niveles de energía emergen.
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Capítulo 4

Construcción de redes de amarre
fuerte con N grados de libertad:
Caso SU(N)

La realización de teorías de Yang-Mills es el principal objetivo de las emulaciones espec-
trales cuánticas. En el modelo estándar de partículas y campos, los grados de libertad
internos tales como el color son los responsables de las subestructuras de los nucleones
y, en general, de los bariones y mesones. Tangencialmente, lattice QCD es una descrip-
ción dinámica de tales teorías, donde el trabajo numérico está dedicado a mostrar la
aparición del confinamiento del color.

En la literatura encontramos trabajos que muestran experimentos con fuentes atómicas
[? ? ] que hacen uso de niveles atómicos como grados internos de libertad. Tam-
bién existen artículos de realizaciones de campos de norma abelianos[? ? ] en redes
ópticas. Hasta donde sabemos, no hay intentos de producir estos modelos en una red
homogénea, i.e. una discretización del espacio sin ninguna otra suposición que imponer
un sólo estado cuántico por sitio. Es necesario enfatizar que los sistemas propuestos
en este capítulo son realizables en experimentos con resonadores dieléctricos[? ? ] y
resonadores mecánicos[? ] que sustenten un sólo estado atrapado.

4.1 Teoría general general en la red

En variable continua, el tratamiento usual incluye campos no abelianos Aµ = Aσ
µτσ, con

el índice de espacio-tiempo µ, σ denotando el índice de grupo y τ representa los gen-
eradores de SU(N). La introducción del acoplamiento mínimo para espacio y tiempo,
asegura la invariancia de norma de una teoría que involucra partículas cargadas y cam-
pos bosónicos dinámicos.

pµ 7→ pµ + gAµ, p 7→ p + gA. (4.1)
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Esto se puede delimitar a campos estáticos donde la componente 0 es irrelevante (caso
puramente magnético); como se expresa en la segunda relación de la ecuación anterior
y es útil cuando consideramos realizaciones estáticas en cristales. Bajo la acción de un
grupo unitario U(N) tenemos la siguiente transformación (usamos h̄ = 1):

pµ 7→ p̃µ = U †pµU, (4.2)

Aµ 7→ Ãµ = UAµU
† − i

g
U∂µU

†, (4.3)

|ψ〉 7→ U |ψ〉 (4.4)

y son tales que pµ+gAµ 7→ U †(pµ+gÃµ)U permanece invariante, i.e. la transformación
de A compensa la transformación unitaria de los operadores y estados físicos. Una for-
mulación hamiltoniana estacionaria en primera cuantización necesita una ecuación tipo
Scrödinger que provenga de p0, de tal forma que un problema espectral con invariancia
de norma involucra la siguiente transformación:

H̃ = U †HU, ∂0U = 0 (4.5)

y un campo estático tal que

A0 = constante, Ã = UAU † − i

g
U∇U †. (4.6)

Dado que los sistemas que tratamos aquí son redes, debemos considerar operadores
de diferencia finita, pero entonces la introducción del acoplamiento mínimo debe ser
apropiadamente incorporado en el hamiltoniano, con el objetivo de identificar la depen-
dencia de H con respecto al campo A. Para hamiltonianos que dependen del operador
de traslación Ti y vectores sobre la red R, usamos la siguiente notación:

R =
∑m

i=1 niai (4.7)
Ni|n1, ..., nm〉 = ni|n1, ..., nm〉, (4.8)

Ti|n1, ..., ni, ..., nm〉 = |n1, ..., ni + 1, ..., nm〉. (4.9)

donde ai denota los vectores primitivos y m el número de vectores primitivos del arreglo.
En nuestras realizaciones, los estados de la red |n1, ..., nm〉 están representados por las
funciones de onda localizadas alrededor de los sitios (e.g. los modos atrapados dentro
de una cavidad dieléctrica cilíndrica). En este lenguaje, el operador de traslación T
tiene una forma diferencial

〈r|Ti|n1, ..., n2〉 = 〈r|n1, ..., ni + 1, ..., n2〉
= 〈r − ai|n1, ..., nm〉
= exp(−iai · p)〈r|n1, ..., nm〉. (4.10)

Es fácil adivinar que el acoplamiento mínimo deberá estar determinado por la expo-
nencial compleja enfrente de T . En efecto, bajo una transformación de norma estática
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T̃i = exp(−iai · U †pU) = U †TiU. (4.11)

Más aún, una dependencia local de la transformación U(N1, ..., Nm) ≡ U(N) nos per-
mite escribir lo siguiente

T̃i = U †(N1, ..., N2)U(N1, ..., Ni − 1, ..., Nm)Ti, (4.12)

o bien T̃i = U †(N)U(N−ei)Ti, las cuales son las transformaciones que deseamos emular.
Para compensar esta transformación, el hamiltoniano deberá tener una dependencia
particular sobre A. Para redes de amarre fuerte con un número indefinido de vecinos,
podemos escribir

H =
∑
k,i

∆k,i(N)(Ti)
k + h.c.+ V (N), (4.13)

donde V es un potencial local, k es el rango de la interacción, y ∆k,i son las constantes
de acoplamiento como funciones de los operadores de sitio; en nuestro caso, son reales
y positivas. La invariancia antes mencionada impone una transformación sobre ∆ del
tipo

∆̃k,i(N) = ∆k,i(N)U †(N − ei)U(N), (4.14)

compensando de esta manera los factores extras que aparecen en la ecuación (??). Si
queremos conocer la dependencia explicita de H con respecto a A, para el caso abeliano
es

∆k,i(N) = |∆k,i(N)| × exp{−ig ai · A(N)}, (4.15)
|∆k,i(N)| ≡ |∆k,i(N)|†. (4.16)

Aquí, la parte hermitiana de ∆ se escribió de manera explicita para mostrar que el
campo es un operador unitario, mientras que el modulo puede aún depender del vector
N. Una transformación de norma se puede realizar al nivel del campo A; definiendo un
conjunto de vectores ortogonales (no necesariamente sobre la red física) b̂1 ⊥ a1, b̂2 ⊥ a2,
el desplazamiento por una derivada discreta

A(N) 7→ A(N) +
b̂1

b̂1 · a2
[Φ(N − e1)− Φ(N)] +

b̂2

b̂2 · a1
[Φ(N − e2)− Φ(N)] (4.17)

produce exactamente la transformación (??) cuando se substituye en (??). El operador
unitario en este caso es U(N) = eigΦ(N).

Para campos no abelianos, no podemos expresar ∆ directamente como una exponencial
de A. En vez de eso, debemos resolver una relación del tipo
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U †(N)∆k,i

[
Ã
]
(Ti)

kU(N) = ∆k,i [A] (Ti)
k, (4.18)

que debe compensar una vez más (??). Ahora

U †(N)∆k,i

[
Ã
]
U(N) = ∆k,i [A]U †(N − ei)U(N), (4.19)

y puesto que

Ãj = U(N)

[
Aj −

i

g
(1− U †(N − ej)U(N))

]
U †(N),

(4.20)

llegamos a una relación funcional

∆k,i

[
Aj − i

g
(1− exp [−igΦ(N − ej)] exp [−igΦ(N)])

]
= ∆k,i [Aj]× exp [−igΦ(N − ei)] , (4.21)

donde Φ = Φστσ es no abeliano y arbitrario. Esta relación funcional determina ∆ en
términos de A, pero dado que depende del grupo de simetría interno, no pretendemos
resolverlo. En su lugar, decimos que hay un campo de norma no trivial que actúa sobre
una partícula descrita por el hamiltoniano H si no hay alguna transformación U para
la cual

∆k,i [0]U(N − ei) = U(N)∆k,i [A] . (4.22)

Aún explorando el caso abeliano, esto requiere el uso de estructuras no triviales como
amplitudes de salto complejos y , como consecuencia, espectros singulares vía la ecuación
de Harper.

4.2 Descomposición en términos de acoplamientos
externos de la red y acoplamientos internos
poliméricos

La idea general detrás de la inclusión de un grupo interno SU(N) consiste en la introduc-
ción de más estructura alrededor de un sito de red. Dado que cada sitio contiene un sólo
estado, resulta natural pensar que tales sitios (en nuestras realizaciones, un conjunto
de resonadores) se coloquen muy juntos y por tanto estos grupos, cuando se visualizan
como un único sitio, tiene tantos niveles como sitios en el conjunto. Llamamos a este
conjunto polímero. Ver figura ??.
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Figura 4.1: Polímeros vecinos. De manera general cada polímero alberga m sitios donde
cada sitio contiene un solo estado localizado. La descomposición de los acoplamientos
en externos e internos se puede visualizar gráficamente: las líneas azules punteadas
representan los acoplamientos externos, mientras que las líneas más claras que conectan
sitios del polímero son los acoplamientos internos. La distancia entre los centros del
polímero se ilustra con la línea punteada verde.

En conexión con los acoplamientos, resulta razonable descomponerlos en dos partes.
Esto es de gran utilidad para rastrear la contribución a toda la red, debido a la lo-
calización de cada polímero (o su centro geométrico). La distancia entre centros ge-
ométricos está asociada con un acoplamiento ∆ que llamamos externo. La distancia
entre un centro geométrico y todos los demás sitios del mismo polímero deben ser vistos
como distancias internas, por lo tanto llamamos a estos acoplamientos internos. Una
vez hecha esta descomposición, estamos listos para para usar una base apropiada que
describa las estados poliméricos que interactúan con otros estados que pertenecen a
polímeros vecinos. En realidad, esto está conectado con los modelos de amarre fuerte
aplicados en el estado sólido donde los sitios individuales contienen más de un orbital de
conducción. La diagonalización de los polímeros aislados hacen el trabajo, eliminando
los acoplamientos internos entre los estados propios poliméricos y revelando nuevos
acoplamientos sitio a sitio.

El número de sitios es equivalente a la dimensionalidad del grupo interno. Notamos
que la teoría resultante es abeliana, si los estados poliméricos están acoplados sólo a sus
contrapartes vecinas con el mismo índice (i.e. primer nivel con primer nivel, segundo
nivel con segundo nivel y así sucesivamente). Esto da lugar a un número N de teorías
abelianas desacopladas sobre la misma red. Por otro lado, si los estados poliméricos
están conectados con estados propios vecinos de diferente índice, el respectivo hamilto-
niano contiene operadores hermitianos no diagonales definidos sobre el álgebra su(N).
Esto da lugar a teorías no abelianas, donde el campo no abeliano entra en las constantes
de acoplamiento, en lugar de un potencial local; es precisamente lo que se muestra en
la ecuación (??).
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4.3 Emulación U(1)

Vamos a aplicar la teoría general cal caso magnético, es decir, la emulación de un campo
abeliano U(1). Se muestra la construcción de una red hecha por cadenas de dímeros
rotantes que generan dos teoría U(1) desacopladas.

4.3.1 Operador casi Mathieu

El operador casi Mathieu es una versión discreta del operador de Schrödinger en una
dimensión [? ]:

(HαΛkU) (n) = U(n+ 1) + U(n− 1) + 2Λ cos(2πkn+ k)U(n). (4.23)

Este hamiltoniano describe redes bidimensionales con potencial periódico usando el
modelo de amarre fuerte. Dicho potencial pude ser conmensurable si α es racional o
inconmensurable si α es irracional. Considerando la norma de Landáu, tomamos la
dirección del potencial vectorial paralela a uno de los ejes de la red y perpendicular al
eje restante. Con esto conseguimos un sistema que es separable: por una parte tenemos
ondas planas como funciones propias en la dirección perpendicular al potencial, mientras
que en la dirección paralela obtenemos un hamiltoniano HαΛk[? ]. El parámetro α se
define como el flujo magnético en una celda unitaria del cristal, k es el número de onda
de las funciones propias en la dirección transversal y Λ es la razón entre la longitud de
la celda unitaria en la dirección del potencial y la longitud en la dirección transversal.
Si Λ = 1, HαΛk recuperamos el hamiltoniano de Harper [? ] el cual describe una red
cuadrada bajo la influencia de un campo magnético perpendicular al plano molecular.

Si α es racional i.e.α = p/q donde p y q son primos relativos, HαΛk es periódico y la
teoría de Bloch-Floquet puede ser aplicada. El espectro σ(α,Λ, k) consiste en q bandas
generalmente separadas por una brecha de energía. Al variar k, las bandas se mueven e
incluso su anchura puede modificarse, pero traslapes entre bandas nunca ocurren. Por
otra parte, si α es irracional, el espectro será independiente de k.

Mariposa de Hofstadter

En 1972 Hofstadter publicó un trabajo [? ] donde mostró un espectro tipo Cantor y
de medida cero para una red cuadrada (Λ = 1) y α irracional. Existen realizaciones
experimentales que reproducen este espectro en sistemas mesoscópicos con el uso de
arreglos de dispersores en sistemas de microondas [? ] o realizaciones con sistemas
acústicos [? ? ].

El método de la supercelda es útil para construir un sistema cuasiperiódico que per-
mita acercarnos a la irracionalidad de α a través de valores racionales de la forma
α = p/q donde p y q son primos relativos. Escogemos como supercelda una cadena
formada por N dímeros donde cada dímero esta rotado un ángulo 2πp/(N − 1) con
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Figura 4.2: (a) Parámetros geométricos de la cadena de dímeros. L representa la
distancia entre el centro del dímero y uno de sus sitios. La distancia interdimérica está
denotado por d y el ángulo de rotación del dímero es θn. (b) Esquema de todos los
acoplamientos a pares entre dos dímeros vecinos.

p = 1
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p = 3

p = 4

⋮
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Figura 4.3: Cadena de dímeros rotantes. Las flechas van del sito intradimérico 1 al
sitio intradimérico 2 y sólo son ilustrativas para apreciar el movimiento de rotación a
lo largo de la cadena. El parámetro p indica el número de vueltas completas que da el
dímero a lo largo de la cadena.

respecto al dímero inmediato anterior; p denota el número de vueltas completas que
un dímero da a lo largo de la cadena. Una cadena formada por dímeros corresponde a
una teoría SU(2), donde de manera general se considera la base propia del dímero y los
traslapes entre los estados simétricos y antisimétricos de sitios vecinos. Sin embargo,
al tener acoplamientos dependientes de parámetros geométricos, es posible sintonizar
su valor a conveniencia. Es posible encontrar un régimen donde los estados simétrico
y antisimétrico se separan generando acoplamientos puramente simétrico-simétrico (S-
S), antisimétrico-antisimétrico (A-A). En este caso emergen dos bandas desacopladas
y cada una de ellas corresponde a una teoría U(1) efectiva. En la sección siguiente
mostramos la construcción de la cadena y la obtención de los espectros correspondi-
entes tanto para el caso U(1) como SU(2).
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(a)

(b)
Figura 4.4: (a) Espectro de la banda simétrica desacoplada de una cadena con 400
dímeros. La mariposa de Hofstadter emerge en el primer cuarto del rango de las fre-
cuencias ω(N − 1)/2π. Los parámetros geométricos son L = 1.68, d = 0.1 y λ = 1.66.
El valor estimado de Λ = 1. (b) Espectro de la banda antisimétrica desacoplada con
los parámetros geométricos L = 2.8, d = 0.35 y λ = 1. Esta banda es análoga al
hamiltoniano de Harper para Λ = 0.08 cosω.
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(a)

(b)
Figura 4.5: Retrato de la bandas de la figura ?? con acoplamiento. (a) Fuertes correc-
ciones a la banda simétrica. (b) Ligeras correcciones a la banda antisimétrica.
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Figura 4.6: Red cuadrada de dímeros con estados localizados. La parte oscura de la
gráfica representa las regiones con menor probabilidad de encontrar al electrón mientras
que las zonas mas blancas indican una alta probabilidad. El parámetro N denota el
número de dímeros a lo largo del eje x, d es la distancia intradimérica mientras que l
representa la distancia entre centros de dímeros vecinos.
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(a) (b)
Figura 4.7: (a) Red cuadrada tipo erizo. (b) Red cuadrada con función de onda
localizada en el centro. Los dímeros se presentan como guía visual. El estado de mayor
energía muestra el efecto de localización. Los dímeros están hechos de puntos naranja
y amarillo. Los parámetros son L = 2.9, d = 1.3 y λ = 1.

4.3.2 Sistema de dímeros: caso abeliano

La construcción de la cadena de dímeros se visualiza en la figura ??. Cada cadena esta
caracterizada por el parámetro p que corresponde al número total de vueltas de un
dímero a lo largo del arreglo. Los estados localizados alrededor de cada sitio se denotan
como |n, i〉 donde n representa la posición e i el sitio intradimérico. Los acoplamientos
están dados como:

∆ij
n,m = 〈n, i|H|m, j〉

=

∫
ψ∗
i (r)H(−∇2, r)ψj(r)dr

∼ ∆0 exp(−di,jn,m/λ). (4.24)

donde di,jn,m es la distancia entre sitios (n, i) y (m, j) con m,n como el número de
sitio e i, j como el número de sitio intradimérico, y λ es la longitud de evanescencia.
En nuestra descripción, sólo consideramos los primeros vecinos. La notación para los
acoplamientos se simplifica como sigue: ∆ij

n,n+1 7→ ∆i,j
n . Escribimos el hamiltoniano de
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una sola cadena:

Hp =



H0 h1 0 · · · 0

h†1 H0 h2
. . . 0

0 h†2 H0 0
... . . . . . . 0

H0 hn−1

0 0 h†n−1 H0


, (4.25)

donde
H0 =

(
0 ∆0

∆0 0

)
, hn =

(
∆11

n ∆12
n

∆21
n ∆22

n

)
. (4.26)
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Figura 4.8: Espectro de una red cuadrada tipo erizo como función del parámetro de
red L. Los puntos azules representan estados localizados en el centro del arreglo como
se muestra en la figura ??. Este estado se funde con una de las bandas conforme la
distancia interdimérica incrementa. Las líneas azules representan las distancias entre
los centros.

En esta notación, H0 representa el hamiltoniano de un sólo dímero con su energía en
sitio desplazado a cero por simplicidad. Podemos diagonalizar cada bloque dimérico
usando la matriz de Hadamard:

H(1)
p = (1N ⊗ U)†Hp (1N ⊗ U) , U =

1√
2

(
+1 +1
+1 −1

)
. (4.27)

El hamiltoniano transformado en la base de estados simétrico y antisimétrico de cada
dímero es:

H(1)
p =



HD h̃1 0 · · · 0

h̃†1 HD h̃2
. . . 0

0 h̃†2 HD 0
... . . . . . . 0

HD h̃n−1

0 0 h̃†n−1 HD


, (4.28)
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con HD y h̃i dados por:

HD =

(
∆0 0
0 −∆0

)
, h̃n =

(
∆AA

n ∆AS
n

∆SA
n ∆SS

n

)
. (4.29)

El superíndice de ∆n en h̃n representa los acoplamientos entre estados antisimétri-
cos (A) y estados simétricos (S). Expresamos ∆AA

n ,∆SA
n ,∆AS

n y ∆SS
n en términos de

acoplamientos sitio a sitio:

∆AA
n =

1

2

(
∆11

n +∆12
n +∆21

n +∆22
n

)
∆AS

n =
1

2

(
∆11

n −∆12
n +∆21

n −∆22
n

)
∆SA

n =
1

2

(
∆11

n +∆12
n −∆21

n −∆22
n

)
∆SS

n =
1

2

(
∆11

n −∆12
n −∆21

n +∆22
n

)
. (4.30)

Reordenando el hamiltoniano transformado H(1)
p en bloques A y S obtenemos:

H(2)
p =

(
HA δAS

δ†AS HS

)
, (4.31)

dondeHA y HS contienen solamente acoplamientos A–A y S–S, respectivamente:

HA =



∆0 ∆AA
1 0 · · · 0

∆AA
1 ∆0 ∆AA

2
. . . ...

0 ∆AA
2 ∆0

... . . . . . .
∆0 ∆AA

n−1

0 ∆AA
n−1 ∆0


(4.32)

HS =



∆0 ∆SS
1 0 · · · 0

∆SS
1 ∆0 ∆SS

2
. . . ...

0 ∆SS
2 ∆0

... . . . . . .
∆0 ∆SS

n−1

0 ∆SS
n−1 ∆0


(4.33)

δAS =



0 ∆AS
1 0 · · · 0

∆SA
1 0 ∆AS

2
. . . ...

0 ∆SA
2 0

... . . . . . .
0 ∆AS

n−1

0 ∆SA
n−1 0


(4.34)

Observamos de la ecuación (??) que los elementos de δAS dependen de los acoplamientos
entre sitios vecinos, y esta dependencia es puramente geométrica debido a la definición
de ∆ij

n,m in (??).
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En general, el hamiltoniano H(2)
p tiene dos bloques acoplados, aunque es posible realizar

algunas aproximaciones. Si los elementos de δAS son más pequeños que los elementos
de HA y HS, conseguiremos bandas desacopladas con un espectro de Cantor; en el caso
más general, la mariposa de Hofstadter aparece deformada, como se visualiza en la
figura ??.

Figura 4.9: Retratos de A sobre la red cuadrada. Se presentan las componentes
Im{A0}, Im{A2}, mientras que Re{A0} =Re{A2} = 0. De manera similar, se muestran
las componentes Re{A1}, Re{A3} cuyas componentes Im{A1} =Im{A3} = 0.

Proseguimos caracterizando los acoplamientos entre sitios, para ello necesitamos cono-
cer las distancias en función de los parámetros geométricos de la cadena. Denotemos
r(i)n con i = 1, 2 el vector posición del sitio i-ésimo del dímero n, y para dos sitios
adyacentes tenemos:

r(1)n = (−d sin θn, d cos θn)
r(2)n = (d sin θn,−d cos θn)

r(1)n+1 = (L− d sin θn+1, d cos θn+1)

r(2)n+1 = (L+ d sin θn+1,−d cos θn+1) . (4.35)
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p = 1

p = 2

p = 3

⋮

p = 11

Figura 4.10: Cadena lineal hecha de trímeros. La celda unitaria rota un número p de
vueltas completas. La simetría global C3 se rompe si un trímero interno es rotado con
respecto a los otros dos. Cuando la simetría C3 se restablece, bandas planas aparecen en
la parte inferior del espectro. El rompimiento de simetría provoca un desdoblamiento
de las bandas.

Las distancias entre todos los sitios a pares es:

dijn = |r(i)n − r(j)n+1| = L
{
1 + 2α2Aij

n − 2αBij
n

}1/2
, (4.36)

donde θn = 2πp(n − 1)/(N − 1), α = d/L y Aij
n , B

ij
n contienen información de las

rotaciones de cada dímero:

Aij
n = 1− (−1)i+j cos(θn − θn+1)

Bij
n = (−1)i sin θn − (−1)j sin θn+1. (4.37)

De esta manera los acoplamientos son los siguientes:

∆ij
n '

{
1 +Bij

n

dα

λ
+

[
Bij2

n

2

(
1 +

L

λ

)
− Aij

n

]
dα2

λ

}
∆L, (4.38)

con ∆L = ∆0 exp(−L/λ). Si tomamos la distancia intradimérica d pequeña en com-
paración a la distancia L entre centros de dímeros, entonces α � 1 y por tanto es
posible hacer la siguiente aproximación para la banda simétrica a segundo ordenen en
α:

∆SS
n =

2d2

λL

{
cos θn cos θn+1 −

L

λ
sin θnθn+1

}
∆L. (4.39)

Analizando el caso especial cuando L/λ = 1, obtenemos la siguiente expresión:

∆SS
n =

2d2

L2
cos [ω(2n− 1)]∆L, (4.40)

donde hemos definido la frecuencia angular ω como 2πp/(N − 1). Se puede demostrar
que existe una mapeo unitario entre el hamiltoniano de Harper y un modelo de amarre
fuerte sin potencial y con acoplamientos dependientes de la posición como el obtenido
en (??). Este mapeo unitario es muy importante y se incluye en el Apéndice ??.
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El parámetro efectivo Λ = 1 para la banda simétrica. Para la banda antisimétrica
obtenemos lo siguiente:

∆AA
n = 2γ

{
1− βα2(β + 1)

γ
cosω cos[ω(2n− 1)]

}
∆L. (4.41)

donde

γ = 2 + βα2(β − 1),

β =
d

λ
, α =

L

d
. (4.42)

Para esta banda, el parámetro Λ del modelo de Harper se supone pequeña. El valor
de Λ efectiva es Λ = 0.08 cosω. Notamos que tiene una dependencia de la frecuencia
no removible. La medida de Lebesgue para el operador Casi-Mathieu es |4− 4Λ| [? ?
]. La medida de Lebesgue estimada para la banda simétrica es cero y para la banda
antisimétrica es 3.68 cosω.

Finalmente, para completar la caracterización de los espectros calculamos la dimen-
siones fractales con el método de conteo de cajas. Para la banda simétrica estos valores
están reportados en la tabla ??. Notamos que el valor de la dimensión fractal es menor
que 1. Por otra parte, las dimensiones fractales para la banda antisimétrica están
reportadas en la figura

Un tratamiento más general de los acoplamientos como funciones del número de sitio,
consiste en la descomposición de h̃n en la forma polar como:

h̃n = UP = exp(iσ2φ)P

=

(
cosφ sinφ
− sinφ cosφ

)(
eθ coshχ sinhχ

sinhχ e−θ coshχ,

)
(4.43)

obteniendo las siguientes relaciones:

∆AA
n = eθ cosφ coshχ+ sinφ sinhχ

∆AS
n = e−θ sinφ coshχ+ cosφ sinhχ

∆SA
n = −eθ sinφ coshχ+ cosφ sinhχ

∆SS
n = e−θ cosφ coshχ− sinφ sinhχ. (4.44)

Tabla 4.1: Dimensiones fractales obtenidas del conteo de cajas para la banda simétrica.

ω2π/(N − 1) Dimensión fractal ω2π/(N − 1) Dimensión fractal
0 0.9606 13 0.6995
1 0.9601 17 0.6941
2 0.4980 19 0.7010
3 0.4884 23 0.7233
5 0.4244 29 0.6897
7 0.6525 31 0.7308
11 0.6848 37 0.7516
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Figura 4.11: Dimensiones fractales para la banda antisimétrica. El recuadro (a) cor-
responde al caso desacoplado mientras que el recuadro (b) para el caso acoplado.

donde los parámetros χ, φ y θ están dados en términos de los acoplamientos como:

eθ coshχ =
2(∆11

n ∆12
n +∆21

n ∆22
n ) + γ

2γ1/2
, (4.45)

e−θ coshχ =
−2(∆11

n ∆12
n +∆21

n ∆22
n ) + γ

2γ1/2
, (4.46)

γ = (∆12
n −∆21

n )2 + (∆11
n +∆22

n )2. (4.47)

Hemos visto como obtener un hamiltoniano equivalente al modelo de Harper en un
sector abeliano de la teoría. Esto produce una mariposa lo cual esta en completa
correspondencia a lo predicho por el operador casi Mathieu.

4.4 Estados confinados de SU(2)

Un problema abierto en física de partículas y puntualmente en cromodinámica cuántica
es el fenómeno de confinamiento. Por una parte, los estados confinados de los quarks
que constituyen los nucleones impiden que un quark pueda ser aislado de los otros dos
debido a que a grandes distancias la interacción fuerte se vuelve más intensa; y por
otra lado la hipótesis del confinamiento de color dicta que multipletes de color neutro
de SU(3) son los únicos que pueden ser observados. En este trabajo no se intenta dar
una demostración del fenómeno de confinamiento, el objetivo es emularlo en un sistema
bidimensional, y con manipulaciones puramente geométricas poder localizar en una
región de la red la función de onda del sistema. La existencia de estados localizados
en redes se ha estudiado en sistemas desordenados como es el caso de la localización de
Anderson [? ], sin embargo, es posible construir una red que globalmente sea periódica
pero que cada sitio tenga estructura interna que exhiba el mismo comportamiento de
localización.

Se persigue la construcción de una red cuadrada hecha de dímeros cuyos acoplamien-
tos en el centro del arreglo constituyan los más predominantes. Para lograr esto se

61



θ1

θ2

θ3

(A,1)

(A,2)

(A,3)

(B,3)

(B,1)

(B,2)
(C,2)

(C,3)

(C,1)

A

B C

Intratrimers couplings

Distance between centers

(a) (b)

(c) (d)

Figura 4.12: Espectros de una cadena lineal hecha de trímeros. (a) Celda unitaria
para la cadena de trimeros. Cada triángulo interno puede rotar independientemente
con ángulos θ1, θ2 y θ3. (b) El espectro superior está compuesto por dos bandas sola-
padas. Se puede distinguir una estructura fractal que hace referencia a la ,mariposa de
Hofstadter. (c) Parte baja del espectro. La banda es densa y no muestra estructura
reconocible. (d) Espectro con simetría interna y global C3 rota. Podemos notar la
aparición de bandas planas en la parte inferior.

disponemos los dímeros de la parte central de tal forma que los acoplamientos simétrico-
simétrico, antisimétrico-antisimétrico prevalezcan en comparación con los acoplamien-
tos simétrico-antisimétrico. Los demás acoplamientos se construyen alrededor de estos
cuatro dímeros variando el ángulo de rotación de tal manera que dos dímeros contiguos
sobre una fila sean casi paralelos. La red resultante es tipo erizo (hedgehog) con la
característica de poseer en su borde exterior dímeros que generan una vuelta completa
al cristal, ver figura ??.
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Como ya habíamos anticipado, los acoplamientos mas prominentes provienen del centro
del arreglo por lo que los dispondremos a una rotación de π/2 (ver figuras ?? y ??).
Los demás acoplamientos deben ser lo más pequeños posibles por lo que dispondremos
los dímeros con una pequeña rotación respecto a los cuatro dímeros centrales. Las
posiciones para cada sitio están dadas por las siguientes expresiones:

a(n)1 =
(
(nx−1)L−d sin

[
π
4
+ π

2(N−2)

]
(ny−nx),−(ny−1)L−d cos

[
π
4
+ π

2(N−2)

]
(ny−nx)

)
(4.48)

a(n)2 =
(
(nx−1)L−d sin

[
5π
4
+ π

2(N−2)

]
(ny−nx),−(ny−1)L−d cos

[
5π
4
+ π

2(N−2)

]
(ny−nx)

)
, (4.49)

para uno de los cuadrantes de la red. En esta notación a(n)1 y a(n)2 representan las
posiciones 1 y 2 del dímero localizado en n = (nx, ny). La red al tener simetría C4, los
demás cuadrantes están relacionados por rotaciones de π/2. Variamos el parámetro de la
red y encontramos estados localizados en la parte superior de la banda de energía. Este
estado localizado se mueve conforme el parámetro de red incrementa con una distancia
intradimérica fija. Notamos que en realidad se funde con la banda de propagación en el
límite de distancias intradiméricas despreciables, esto es, muy pequeñas en comparación
con la constante de red revelando la naturaleza no abeliana del efecto. Es posible
hacer una analogía con solitones ya que el estado localizado se encuentra en una región
producida por un campo externo tipo erizo. Esta configuración de dímeros tiene algunas
características en común con las soluciones clásicas de ecuaciones no lineales de campo
que poseen una energía finita que posee una densidad de energía no dispersiva localizada,
es decir, la onda viaja con su forma inalterada[? ? ]. Más aún, estas soluciones caen
a cero en el infinito. En la teoría no lineal que pretendemos emular, las soluciones
perturban nuestra ecuación de Schrödinger.

La evolución de la función de onda para el estado de mayor energía se muestra en la
figura ?? (a). Observamos que el estado electrónico está confinado en el centro del
arreglo, pero también nos interesa la forma del campo no abeliano que se emula. En la
dirección perpendicular al plano de la red, Bz se obtiene como sigue:

Bz = ∂yAx − ∂xAy − i[Ax, Ay], (4.50)

donde el conmutador juega un rol importante. Para calcular las componentes de A,
primero debemos expresar cada bloque de acoplamiento 2 × 2 como una exponencial,
lo cual se logra de la siguiente manera:

∆(N) = exp(Φ(0)1 +Φ · σ). (4.51)

La componente Ai es la diferencia entre Φ(N) y Φ(N − êi). Las proyecciones sobre la
base de Pauli σ0, σ1, σ2 y σ3 de A se pueden hallar rápidamente calculando Tr(Aσi) y
están dibujadas en la figura ??. La partes real de A(0), A(2) e imaginaría de A(1), A(3)

son cero.
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4.5 Cadenas de trímeros y SU(3)

Siguiendo el ejemplo del caso SU(2), podemos extender lo desarrollado hasta ahora
para construir una cadena hecha de triángulos. El esquema del sistema se muestra en
la figura ??. En esta sección no hacemos un análisis formal como lo desarrollamos para
SU(2) pero proporciona las bases de estudios próximos. Nos limitamos a mostrar los
resultados numéricos.

La celda unitaria usada para la construcción de esta cadena se ilustra en la figura ??
(b). Los niveles de energía internos de cada trímero representan tres grados de libertad
internos en la celda. Conforme el triángulo rota de manera independiente con ángulos
de θ1, θ2 y θ3, es posible romper o restablecer la simetría poligonal local de cada celda y
de esta manera manipular la estructura de bandas del espectro. Cuando estos ángulos
desaparecen, el sistema tiene una simetría C3 × C3. El hamiltoniano del arreglo se
escribe en forma matricial como sigue:

H =

 H0 ∆AB ∆AC

∆†
AB H0 ∆BC

∆†
AC ∆†

BC H0

 , (4.52)

H0 =

 E ∆ ∆
∆ E ∆
∆ ∆ E

 , (4.53)

∆mn =

 ∆m1,n1 ∆m1,n2 ∆m1,n3

∆m2.n1 ∆m2,n2 ∆m2,n3

∆m3,n1 ∆m3,n2 ∆m3,n3

 , (4.54)

donde m,n = A,B,C y ∆ml,nk es el acoplamiento entre el l-ésimo sitio del trímero m
con el k-ésimo sitio del trímero n. Un hamiltoniano transformado se obtiene si usamos
la matriz 3×3 que diagonaliza H0, i.e. H̃ = U †H0U donde U = 1⊗U3×3. Los elementos
de matriz transformados se pueden calcular analíticamente:

(U3×3)p,q =
1√
3

exp
[
i2π

3
(2 + p)q

]
, (4.55)

(
∆̃mn

)
pq

=
e4πi(q−p)/3

3

3∑
k,k′=1

e2πi(k
′q−kp)/3∆mk,nk′ .

(4.56)

Ahora, el hamiltoniano se puede expresar en la base propia de C3, y reordenando los
elementos de matriz nos lleva a un hamiltoniano dividido en tres bloques:

H =



S1 (∆′
AB)33 (∆′

AC)33 0 (∆′
AB)31 (∆′

AC)31 0 (∆′
AB)32 (∆′

AC)32
(∆′

AB)∗33 S2 (∆′
BC)33 (∆′

AC)∗13 0 (∆′
BC)31 (∆′

AC)∗23 0 (∆′
BC)32

(∆′
AC)∗33 (∆′

BC)∗33 S3 (∆′
AC)∗13 (∆′

BC)∗13 0 (∆′
AC)∗23 (∆′

BC)∗23 0
0 (∆′

AB)13 (∆′
AC)13 D11 (∆′

AB)11 (∆′
AC)11 0 (∆′

AB)12 (∆′
AC)12

(∆′
AB)∗31 0 (∆′

BC)13 (∆′
AB)∗11 D21 (∆′

BC)∗11 (∆′
AB)∗21 0 (∆′

BC)12
(∆′

AC)∗31 (∆′
BC)∗31 0 (∆′

AC)∗11 (∆′
BC)∗11 D31 (∆′

AC)∗21 (∆′
BC)∗21 0

0 (∆′
AB)23 (∆′

AC)23 0 (∆′
AB)21 (∆′

AC)21 D12 (∆′
AB)22 (∆′

AC)22
(∆′

AB)∗32 0 (∆′
BC)23 (∆′

AB)∗12 0 (∆′
BC)21 (∆′

AB)∗22 D22 (∆′
BC)22

(∆′
AC)∗32 (∆′

BC)∗32 0 (∆′
AC)∗12 (∆′

BC)∗12 0 (∆′
AC)∗22 (∆′

BC)∗22 D32

 .(4.57)
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El rompimiento de la simetría global C3 de cada trímero se introduce por una rotación
de sólo uno de los trímeros internos, y como consecuencia, surgen puntos triples de
degeneración. Hay que notar que los dobletes nunca se desdoblan. El rompimiento de
simetría C3 se logra por medio de deformaciones de los triángulos internos del trímero,
y en este caso, obtenemos desdoblamiento de dobletes.

Siguiendo el modelo propuesto para SU(2), construimos cadenas lineales hechas de
celdas unitarias rotantes. El espectro esta conformado por dos bandas, la banda superior
mostrado en la figura ?? (a) se exhiben bandas que están aparentemente solapadas. Por
otro lado, la banda inferior que se visualiza en la figura ?? (b) es densa. El modelo
presenta bandas planas cuando las simetrías C3 global e interna están rotas, y son de
potencial interés debido a estudios recientes en superconductores.

Finalmente, el modelo puede generalizarse para redes bidimensionales, de la misma
manera que se realizó para el caso SU(2), con el objetivo de emular el confinamiento
debido a campos de color SU(3).
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Capítulo 5

Conclusiones

Se estudiaron los sistemas con simetría C6, C3 × Z2 y C3 × C3 usando el modelo de
amarre fuerte con un hamiltoniano escrito en términos de acoplamientos y operadores
de simetría. Dada la generalidad del sistema, se abordaron tanto aspectos aplicados
como las propiedades matemáticos de los espectros. Dentro de las aplicaciones prác-
ticas, tenemos la descripción de las moléculas de benceno y boraceno, para las cuales
se obtuvieron las funciones propias y un esquema de corrientes cuando un campo mag-
nético es introducido en este tipo de arreglos. Por parte de los espectros de energía,
se encontró que los niveles gozan de una super simetría, esto ayuda a explicar algunas
peculiaridades del espectro como la simetría bajo reflexión[? ]. En un aspecto más
matemático, se construyó un espacio fase discreto de dimensión par, lo cual en la liter-
atura no existía hasta entonces. El espacio/d fase de 6×6 se usó para explicar el punto
triple de degeneración que emerge cuando se hacen rotar los dímeros en un sistema
C3 ×Z2[? ]. Bajo la misma idea de los dos sistemas anteriores, se construyo un arreglo
con simetría C3 ×C3, para el cuál se obtuvo con cálculos numéricos el espectro cuando
dos trímeros permanecen fijos y uno rota entre 0 y 2π/3 rompiendo así la simetría C3

global. Este espectro está conformado por seis niveles por lo que se concluye que existe
degeneración. Al romper C3 global y C3 interna modificando los trímero para volverlos
equiláteros, se obtienen nueve niveles de energía para algunas configuraciones del án-
gulo de rotación. Los sistemas antes mencionados sirvieron como base para la entender
diferentes estructuras poliméricas de amare fuerte y usarlas en la construcción de redes
con grados de libertad internos para la emulación de teorías de norma SU(N).

Con respecto a la emulación de los campos U(1) y SU(2), se propuso una cadena com-
puesta de dímeros rotantes con dos parámetros geométricos que modulan los acoplamien-
tos: por una parte la constante de red, representada por la distancia entre centros de
dímeros vecinos; y por la otra la distancia intradimérica que modifica el acoplamiento
interno del dímero. Existe un conjunto de parámetros para los cuales el espectro con-
tiene dos bandas casi desacopladas, lo que corresponde a dos teorías U(1) desacopladas,
y es en este régimen es donde la mariposa de Hofstadter emerge. Por el contrario,
cuando estas dos bandas están mezcladas, tenemos una la emulación de una teoría
SU(2). Para este último caso, el fenómeno de confinamiento logró mediante una red
cuadrada compuesta de dímeros. Usando cálculos numéricos, se mostró la existencia de
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estados localizados en el centro del arreglo que coalesce con la banda de propagación en
el límite cuando la constante de red es mucho más grande que la longitud de un dímero.
Siguiendo el mismo espíritu de SU(2), se propuso una cadena hecha de trímeros para
analizar el caso de SU(3), el espectro de energía contiene bandas solapadas lo que está
en concordancia con lo obtenido en el espectro degenerado de C3 × C3.

Todos los sistemas abordados en este son realizables en construcciones artificiales. Esto
es posible gracias a la construcción de modelos sustentados en principios básicos como
los grupos de simetría de un sistema, lo cual permite que su descripción sea general
y aplicable en sistemas electromagnéticos, moleculares, acústicos etc. Como trabajo
futuro, podemos mencionar la aplicación de las emulaciones del campo magnético en
el estudio de propagación de ondas en sistemas mesoscópicos. También podemos men-
cionar el estudio del efecto Hall cuántico en nuestros modelos de redes deformadas
analizando la conductancia usando el método de Landauer-Büttiker[? ].
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Apéndice A

Mapeo unitario entre los operadores
de traslación en 1D. Dualidad de
Aubry

Este apéndice está dedicado a mostrar el mapeo unitario que existe entre el hamilto-
niano de Harper y un operador de amarre fuerte sin potencial pero con acoplamientos
variables. Para facilitar los cálculos, trabajaremos en una representación donde la
transformación de el operador de número de sitio actúa sobre funciones suaves, es de-
cir, T → eiap, p = −ih̄∂x, N → x/a. Si actuamos sobre una base completa de Wannier
φb(x − a) no representa ninguna pérdida de generalidad. Debemos ser cuidadosos en
construir una transformación que nos lleve de funciones periódicas (periodo a, índice
de banda b) a funciones periódicas. Tomemos la siguiente transformación unitaria del
hamiltoniano:

H̃ = UHU †, UU † = 1. (A.1)
El operador unitario U se puede expresar como:

U = V (N) exp{i(αp2 + βp)}, (A.2)

tal que V (N)V †(N) = 1, α, β ∈ R. Podemos ver que U no cambia la naturaleza de la
red si α y β se escogen apropiadamente. De esta manera tenemos:

T = eiap, E ≡ eiωN = eiωx/a (A.3)

y definiendo v ≡ ω/a, E se puede escribir como E ≡ eivx, donde x = ih̄∂p. Con estas
definiciones, el hamiltoniano de Harper (operador Casi Mathieu) adquiere la siguiente
forma:

H = T + T † + Λ
(
E + E†) , (A.4)

para ν = 0, el cual es isoespectral a cualquier ν 6= 0. Una sustitución directa nos lleva
a

UTU † = V (N)ei(αp
2+βp)Te−i(αp2+βp)V †(N)

= V (N)TV †(N) = V (x/a)TV †(x/a)

= V (N)V †(N + 1)T. (A.5)
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Por otra parte tenemos

UEU † = V (N)ei(αp
2+βp)Ee−i(αp2+βp)V †(N) (A.6)

junto con
Ef(p) = f(p− v)E, (A.7)

lo que nos lleva a la siguiente expresión

UEU † = V (N)ei(αp
2+βp)e−i[α(p−v)2+β(p−v)]EV †(N)

= V (N)ei(2αvp+βv−αv2)EV †(N)

= ei(βv−αv2)V (x/a)ei2αvpEV †(x/a)

= ei(βv−αv2)V (x/a)ei2αvpEV †(x/a)

= eiβv−αv2V (x/a)V †
(
x+ 2αv

a
i

)
eiqapE. (A.8)

Esto es un resultado cerrado dentro del espacio de las traslaciones de la red si 2αv =
qa, q ∈ Z. La transformación de E es:

UEU † = eiβv−αv2V (N)V †(N + q)T qE

= eiβv−αv2V (N)V †(N + q)ET qeivaq

= ei(βv−αv2+vaq)V (N)V (N + q)ET q

= ei(βv−qav/2+vaq)V (N)V †(N + q)ET q

= eiχqV (N)V (N + q)ET q. (A.9)

Por lo tanto, el nuevo hamiltoniano será:

H̃ = V (N)V †(N + 1)T + ΛeiχqV (N)V †(N + q)ET q + h.c. (A.10)

Este hamiltoniano representa un operador de amarre fuerte a múltiples vecinos. Dado
que los parámetros de U se pueden escoger a voluntad, para q = 1 or q = −1, H se
reduce a un hamiltoniano a primeros vecinos. Por último, reconocemos que cada modelo
de amarre fuerte a primeros vecinos en 1D llevarse a la forma de un hamiltoniano con
acoplamientos reales y positivos por medio de transformaciones de norma. En general
tenemos:

∆ = V (N)V †(N + 1)
(
1 + Λe±iχqe±iωN

)
. (A.11)

Reconocemos la naturaleza unitaria de V (N) tal que V V † = 1 implica V = exp(iΦ(N))
y V (N)V †(N +1) = exp{i(Φ(N)−Φ(N +1)} ≡ exp(−iδΦ(N))} lo cual representa sólo
un factor de fase, entonces

∆ = eiΩ(N)|∆(N)|, Ũ = ei
∑n

j=−∞ Ω(N+j) (A.12)
TŨ † = e−i

∑n+1
j=∞ Ω(N+j)iT (A.13)

ŨT Ũ † = e−iΩ(N+n+1)T. (A.14)

Si escogemos n = −1 obtendremos la siguiente expresión para |∆|

|∆| =
√

1 + Λ2 + 2Λ cos(ωN + χ±), (A.15)
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la cual es la expresión que buscada. Por lo tanto, las deformaciones geométricas son
equivalente a energía en sitio cuasiperiódicas.

En el caso de un potencial poco intenso, podemos analizar el límite Lambda� 1 y dar
una expresión para el acoplamiento:

|∆| ' 1 + Λ cos(ωN + χ±), Λ � 1, (A.16)

El cual concuerda con correcciones a primer orden en los acoplamientos efectivos del
problema de dímeros rotantes.
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