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Emulacién espectral de campos no abelianos en
redes de amarre fuerte

Yael Hernandez Espinosa

Resumen

En este trabajo se presenta la incorporacién de campos no abelianos SU(N) en el formal-
ismo de amarre fuerte en redes mediante la introduccién apropiada del acoplamiento
minimo para sistemas discretos. Se exploraron sistemas con simetria Cg, C3 X Zy y
C5 x ('35 usando conceptos de teoria de grupos. Para el caso Cy se presentd un estudio
de supersimetria que explica la distribuciéon de los niveles de energia para anillos hexag-
onales. Las degeneraciones dobles presentes en dichos anillos se deben a la simetria Cj
junto con la simetria de inversiéon temporal. La ruptura de Cj5 se estudié colocando un
defecto en el polimero. Por otra parte, la introducciéon de un campo magnético perpen-
dicular al plano molecular rompe la invariancia bajo inversiéon temporal. En ambos casos
emergen desdoblamientos de energia en los dobletes. En el caso de C5 X Z5 se encontrd
un punto de degeneracion triple que no corresponde a alguna simetria configuracional.
Se construyé un espacio fase de dimensién 6 para explorar la funcién de Wigner del
sistema. Se presentan los retratos en espacio fase de este sistema. Como aplicacion
de estos modelos de amarre fuerte, se presentaron los espectros de las moléculas de
benceno y boraceno, asi como sus funciones de onda. El caso C3 x C3 estda conformado
por un trimero de trimeros y se calcularon de manera numérica los niveles de energia, al
rotar cada trimero interno de manera independiente se encontraron puntos de cruce de
niveles. Las emulaciones de campo U(1) se realizaron con la construccién de una cadena
de dimeros rotantes. El hamiltoniano se puede escribir en la base de estados simétrico
y antisimétrico de los dimeros lo que permite obtener dos bloques desacoplados que
corresponden a dos teorias de campo U(1). La mariposa de Hofstadter emerge en la
banda antisimétrica al variar la distancia intradimérica y la distancia entre centros de
dimeros. En la banda simétrica tenemos un espectro que corresponde al hamiltoniano
de Harper con A # 1. La parte final del trabajo corresponde al estudio del confi-
namiento del campo no abeliano SU(2) en una red de amarre fuerte cuadrada hecha
de dimeros. Para ciertos parametros de la red se encontraron estados localizados en el
centro del arreglo.
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Capitulo 1

Introduccion

Sin lugar a dudas, las emulaciones cuanticas en sistemas mesoscopicos han sido el foco
de interés de los investigadores en anos recientes. El ejemplo mas célebre lo podemos
encontrar en el grafeno donde los electrones se comportan como fermiones de Dirac sin
masa alrededor de los llamados puntos cénicos. Desde entonces, se ha explorado esta
analogia entre las ecuaciones de la mecanica cuantica relativista y los nuevos materiales
bidimensionales como el ya mencionado grafeno, nitruro de boro, siliceno entre otros.
El uso de simetrias es una de las partes torales de estas investigaciones debido a su
aportacion a una descripcién elegante e intuitiva sobre la estructura espectral de estos
sistemas. Sin embargo, hasta el momento no hay un formalismo completo que involucre
la emulacién de teorias de norma en redes de amarre fuerte. El presente trabajo de
tesis tiene por objetivo contribuir a la emulaciéon de campos no abelianos en sistemas
de amarre fuerte; en particular se abordan los casos U(1) y SU(2) por lo que desde el
principio intuimos que las simetrias juegan un papel relevante en el proceso.

Para llegar al objetivo plantado, es importante familiarizarse con las técnicas de amarre
fuerte de estado s6lido. Debemos estudiar otros sistemas que resultan relevantes por
si mismos e indispensables para el resultado final. El proceso légico empleado en la
realizacion de esta investigacion consistié en estudiar sistemas mas simples pero que
permitieran un tratamiento analitico en la generacion de los niveles espectrales basan-
donos en las propiedades de simetria de dichos sistemas. También es importante men-
cionar que se buscaron sistemas que tuvieran relaciéon con sistemas ya conocidos. De
esta manera emerge el primer sistema que se propone el cual consiste en un hexagono
que encontrard su conexién con las moléculas de benceno y boraceno (a veces tam-
bién llamado el benceno inorgénico) cuyas estructuras moleculares en términos de los
orbitales de valencia ha sido ampliamente estudiada[? ? ? |. Si bien el benceno no
goza de una simetria Cg como el benceno, se vera en el capitulo 7?7 que esta molécula
puede ser estudiada descomponiendo la estructura hexagonal en dos partes: la primera
correspondiente a un triangulo (C3) y la segunda a una parte dimérica (Z3)[? |. Exis-
ten célculos no tan recientes del espectro electrénico del benceno, podemos mencionar
el trabajo de Moskowitz[? | quien uso bases adaptadas simétricamente asi como las
interacciones entre los orbitales m — ¢ para entender las nubes electronicas resultantes,
sin embargo, el uso de los grupos C y C3 enriquecen el entendimiento y aportan una



explicacion a ciertas caracteristicas presentes en la distribucién de los niveles de energia
aun deformando la estructura hexagonal. Como punto de comparacién, se consultaron
articulos con cdlculos empleando la teoria del funcional de la densidad (DFT) en donde
presentan los modos vibracionales del anillo de boraceno[? 7 7 7 |.

Como mencionamos en el parrafo anterior, el grupo Cy se puede descomponer en una
parte C3 y otra Zs. Un efecto interesante surge al rotar los dimeros que componen el
anillo, los niveles de energia comienzan a reorganizarse y existe un angulo 6. donde un
punto de degeneracién ocurre entre el doblete y singulete inferior|[? |. Esta degeneracién
accidental no pertenece a ninguna simetria configuracional del sistema, sin embargo,
mediante la construcciéon de un espacio fase discreto, la funcién de Wigner nos revela
el retrato de esta simetria oculta.

Se persigue la emulacion espectral de teorias de norma abelianas y no abelianas usando
ondas escalares. En el caso abeliano, encontramos necesario el uso de acoplamientos
complejos que seran obtenidos por medio de manipulaciones geométricas de la red.
Nos enfocamos en la parte fermionica de una teoria no abeliana de Yange-Mills, donde
consideramos la parte bosonica como estatica. El Lagrangiano de Yang-Mills para
campos vectoriales que interactuan con fermiones es:

I /s 7 a 1 a
L =i up — mip + g Auratp — S (F)? (1.1)
Fu = 0,4, — 0,4, —ig[A,, A, Fu, = Fo 1. (1.2)

El Lagrangiano de Dirac 1iv*9,1 —m1 en dimensién 2+1 se ha emulado usando redes
hexagonales de una sola especie como en el grafeno (caso sin masa) y con dos especies
como el nitruro de boro (caso masivo). Por simplicidad buscamos la emulacién de
campos no abelianos que actiien sobre fermiones que salten en una red cuadrada. Esto
nos llevé a centrar nuestra atencién en los primeros dos términos del lagrangiano (77?)
por medio de la introduccion de la sustitucion de Peierls para campos no abelianos. Los
grados internos de libertad dados por el grupo de norma son introducidos en nuestro
modelo a través de estados poliméricos, es decir, usamos un conjunto de atomos de un
solo nivel que constituye una celda del cristal.

En el capitulo 7?7 se revisan ejemplos de emulaciones de sélido en diferentes sistemas de
materia condensada como cristales foténicos, condensados en trampas Opticas usando
laseres contrapropagantes. También se hace mencién de realizaciones con resonadores
dieléctricos cuya frecuencia de resonancia estd bien determinada. En el capitulo 77 se
exploran los sistemas Cg, C3 X Zy y C3 x C3 usando el modelo de amarre fuerte. Se
presentan aplicaciones concretas a la descripcion de las moléculas de benceno y bora-
ceno. Finalmente en el capitulo 77 se presenta el formalismo general para la emulacién
de campos no abelianos SU(N). El caso electromagnético se logra con la construccién
de cadenas de dimeros rotantes mientras que el fenémeno de confinamiento en SU(2)
se consigue mediante una red cuadrada hecha de dimeros.



Capitulo 2

Sistemas de resonadores como
realizacion de un soélido

Este trabajo de tesis estd motivado por el estudio de sistemas mesoscépicos que emulan
efectos cuanticos usando el modelo de amarre fuerte de la fisica de estados sélido. En
la literatura podemos encontrar articulos muy diversos de estos sistemas que hacen uso
de resonadores de microondas [? 7 7 7 ? ? 7 | guias de ondas [? ], sistemas épticos
[7 7 ], cristales foténicos[? | y resonadores actsticos [? ]. La construccién de arreglos
basados en estos sistemas mesoscopicos ha permitido el estudio del transporte ondu-
latorio analogo al transporte electronico de los materiales bidimensionales emergentes
como el grafeno, nitruro de boro, disulfuro de molibdeno, entre otros y su analogia con
la ecuacién de Dirac[? 7 7 7 7 |.

Por otro lado, las redes de amarre fuerte en realizaciones atémicas también resultan
atractivas pese a que sus configuraciones deformadas sean técnicamente desafiante. No
descartamos la posibilidad de que a través de litografia cudntica sea posible implantar
defectos en posiciones especificas dando lugar a la ingenieria de redes artificiales. Mas
aun, existen importantes trabajos en donde redes artificiales emulando grafeno defor-
mado han sido fabricadas en matrices de cobre[? ]. Sin embargo, en construcciones
mesoscopicas ya se ha encontrado una alternativa 1til, como es el caso de la construc-
cion artificial de un oscilador de Dirac, cuya primera realizacion experimental se llevé a
cabo usando una cadena de resonadores en configuracion dimérica de dos resonadores
diferentes A y B.

Las deformaciones de redes hexagonales bidimensionales se han estudiado en diversas
referencias. Por ejemplo, en [? |, donde el andlogo a las transformaciones de Lorentz
se estudiaron en el contexto de redes hexagonales y cuya principal consecuencia es la
generacion de un grupo infinito de cristales isoespectrales. Los trabajos mencionados
en este parrafo tienen en comun el uso de funciones de onda reales localizadas, exponen-
cialmente evanescentes; por lo tanto, los acoplamientos entre dos sitios vecinos estan
determinados de la siguiente manera:

Ai,j = /\I/;k(X)H\I/J(X)CPI ~ Aoe_di’j/A7 (21)
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donde d;; es la distancia entre sitios y A la longitud de evanescencia. El factor Ay
controla el tunelamiento que existe entre los sitios en una configuracion de referencia,
correspondiente a la geometria periddica del cristal

Volviendo al ejemplo relevante de la referencia [? |, encontramos el anélisis de una ca-
dena y una red hexagonal también deformada con dos tipos diferentes de sitios. Dichas
deformaciones del sistema pueden ajustarse de manera que los operadores de traslacion
involucrados en el modelo satisfagan las bien conocidas condiciones sobre el algebra del
oscilador arménico (el conmutador de los operadores a y af, i.e. algebra de Heisenberg).
Recuperamos el oscilador de Dirac reconociendo que el dlgebra restante SU(2) esté rep-
resentada por los dos tipos de sitio en la cadena. Para cristales unidimensionales ademas
de las cadenas de resonadores ceramicos, se conoce desde hace mucho tiempo una con-
strucciéon metamaterial a través de cortinas dieléctricas en donde una componente del
campo eléctrico juega el papel de la onda escalar que se pretende emular.

2.1 Implementaciones experimentales de cristales ar-
tificiales.

Existen realizaciones experimentales de cristales artificiales usando sistemas cudnticos|?
? 7 ], ondas electromagnéticas[? ? | y ondas mecdnicas|[? |. Estos sistemas son
estudiado bajo el modelo de amarre fuerte y tienen aplicaciones en la implementaciéon
de sistemas de materia condensada como en los materiales bidimensionales. Dado que
la presente tesis persigue la emulacion de teorias de normas en redes de amarre fuerte,
debemos conocer las posibles implementaciones experimentales realizadas hasta el dia
de hoy.

Dentro de los sistemas cuanticos nos encontramos con trampas 6pticas en gases ultra-
frios[? | que permiten emular potenciales de norma para atomos neutros. Existen
trabajos con condensados de Bose-Eistein y trampas opticas en donde las interacciones
entre atomos pueden ajustarse[? ]. De manera general, en la referencia [? | nos en-
contramos una revisiéon del estudios sobre condensados en potenciales periddicos por
medio de redes 6pticas creadas a partir de dos o méas laseres superpuestos para crear
un patron de interferencia.

Por otra parte en la referencia [? | con la ayuda de ldseres bicrométicos, se construye
una red unidimensional en cuyos sitios se encuentran dtomos de rubidio (]Rb) que
presentan estados de un aislante de Mott. Dentro de estas emulaciones cuanticas tam-
bién encontramos sistemas que hacen uso de metamateriales los cuales permiten ajustar
las propiedades de transmisién de un arreglo de nano cables[? |. Dentro de realiza-
ciones con cristales fotonicos encontramos construcciones con arreglos hechos de capas
dieléctricas corrugadas[? | y bloques que contienen cilindros dieléctricos en aire[? ].

En cuestién de realizaciones mesoscépicas, encontramos el diseno de grafeno artificial
[? ] en donde la propagacién de microondas en un arreglo compuesto por resonadores
se estudia haciendo el paralelismo con la propagacién de electrones en el grafeno. El
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experimento consiste en la construcciéon de una red hexagonal hecha de resonadores
dieléctricos cilindricos que a su vez se encuentra entre dos placas metdalicas separadas
17 mm que constituye la cavidad electromagnética; en esta geometria sélo el modo TE
mas bajo dentro del resonador se excitara.

En cuanto a cuestiones méas técnicas, dichos resonadores tieen las siguientes dimen-
siones: altura de 5 mm, un radio de 4 mm y una permitividad de ¢ = 36. La senal
reflejada por cada uno de estos cilindros dieléctricos tiene un pico en vy = 6.65 GHz.
Analizando el sistema, hay una evidente simetria cilindrica con lo cual podemos hacer
la separacion entre las coordenadas z y la coordenada radial p. La parte radial del
campo tiene por solucién las funciones de Bessel modificadas de segunda especie K|
cuando la coordenada p sea mayor que el radio del disco. Recordamos que las funciones
de Bessel K, son exponencialmente decrecientes. Este tultimo hecho es indispensable
para la emulacién y construccion de sistemas de amarre fuerte.



Capitulo 3

Sistemas con grados internos de
libertad: Casos (g, C3 X Zo y C3 x (3

El fin dltimo del presente trabajo de tesis doctoral es la emulacién de campos de norma
abelianos y no abelianos, en particular se presentaran los casos de U(1) y SU(2). La
incorporacion de estructura interna a cada uno de los sitios constituye la parte toral del
trabajo ya que necesitamos los grados de libertad internos para la correcta emulacion
de una teoria de norma SU(2). En este capitulo se muestran dos sistemas, el primero
consiste en un tridngulo de dimeros con simetria C3 X Z; y el segundo un triangulo
de trimeros con simetria C5 x C5. Ambos sistemas son interesantes por si mismos, en
particular el primero que puede usarse para el estudio de moléculas aromaticas como
el benceno y boraceno.

El estudio de los ejemplos anteriores sirven de base para la formulacion y el andlisis
formal de la construccién de redes bidimensionales que emulen teorfas de norma SU(N)
que se expone de manera detallada en el capitulo ?7.

3.1 Anillo con simetria Cg

Esta seccion esta dedicada a la construccion del sistema de amarre fuerte a estudiar.
Es importante mencionar que el formalismo tedrico aqui presentado es aplicable para
diferentes realizaciones mesoscépicas como resonadores de microondas, sistemas con
vibraciones mecanicas, cristales fotonicos y guias de ondas entre otros. El esquema del
sistema se encuentra en la figura 7?7 ¢) donde cada uno de los sitios estdn numerados
del 1 al 6. La figura ?? nos ayuda a visualizar la simetria C3 X Z,. Sobre las funciones
de onda, debemos aclarar que W;(x) = (x|i) es la funcién de onda correspondiente a
cada sitio i—ésimo del anillo.

Para encontrar los niveles de energia de estas moléculas, recurrimos al modelo de amarre
fuerte.
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Figura 3.1: a) Anillo de benceno. Los seis carbonos se encuentran en los vértices
del hexagono, cada carbono esta coordinado con un atomo de hidrogeno. Las lineas
sélidas representan los enlaces covalentes de la molécula. b) El anillo de boraceno esté
constituido por tres atomos de boro y tres de nitrégeno dispuestos en los vértices del
hexagono de forma alternada. Cada boro y nitréogeno esta coordinado con un atomo de
hidrégeno. ¢) Anillo hexagonal de seis sitios.

H

Nearest neighbours

— — — - Second nearest neighbours

| ——  — Third nearest neighbours

(3,1) (2,1) \ /

Figura 3.2: a) El grupo de simetria Cg del hexdgono puede descomponerse en Cy =
C3x Zyi. Visualmente tenemos tres dimeros cuyos centros estan colocados en los vértices
de un tridngulo. Las etiquetas para los sitios son de la forma (m,n) donde m denota
el nimero de dimero y n la posicién intradimérica. b) Los acoplamientos del anillo
hexagonal.



€ Ay Az | Ay Ay Agg
ATQ € Ags | Aoy Ags Ay
Al AS; e Az Az Agg
Ay 51 A3 € Ay Age ’
Afs Ay A | Al € A
Alg A Alg | Alg A €

donde A;; = A% puesto que el modelo es hermitiano. La configuracién con mds alta
simetria es la correspondiente al hexagono. El operador de traslacion médulo 6 esta
dado por rotaciones de /3 en el anillo. Operacionalmente esto se denota T|z) =
|(i+1)mod 6) en donde hemos usado la base canénica {|i) }. Matricialmente el operador
tiene la siguiente representacion:

(3.1)

00 0O0O01

100000

- 01 00O0O
= 001000 (3:2)

000100

00 0O0T1Q0

con las siguientes relaciones

TTH =TT =1, [T T’f] = 0. (3.3)

Como bien se sabe, para que T sea una simetria del hamiltoniano y se pueda diagonalizar
simultdneamente, debe cumplirse que [H,T? = 0 para ¢ = 1,...,6. De esta manera
tenemos que el grupo abeliano Cy es:

Ce = {1,T,T% 1% T T°}. (3.4)

De esta forma, para encontrar los valores propios de la energia debemos encontrar una
base apropiada donde T sea diagonal. Es importante aclarar que existen otras simetrias
en el sistema por ejemplo la inversion espacial 1 — 1,2 — 6,3 — 5,4 — 4, 5 — 3,
6 — 2; sin embargo, no conmuta con el hamiltoniano y la base propia de este operador
no es util para diagonalizar H. Para que nuestro hamiltoniano tenga simetria Cy las
diagonales secundarias deberan tener elementos iguales.

e AL Ay Ay Ay A
Al € Al AQ Ag Ag
AQ Al € Al AQ Ag
Ag AQ Al € Al AQ ’
Ay Az Ay Ay € Ay
AL Ay Ay Ay A e

(3.5)

donde el subindice ¢ de cada acoplamiento 4A; indica el nimero de vecino. En forma
mas compacta podemos escribir este hamiltoniano de la siguiente manera

H=¢e+ 23: [AHT” + A, (TT) n} . (3.6)
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Las potencias del operador traslacion presentan las siguientes propiedades:

000100
000010
- 000001 2\ 3
3 _ — (7T
g 100000 (T>
010000
001000
000010
000001
: 100000 - —4 A 2
2: = 1/ = :T
g 010000 r <T>
001000
000100
1°=T (3.7)

Podemos notar que el hamiltoniano sélo depende de T y Tt y por tanto procedemos a
diagonalizar H. Tenemos la base propia del operador de traslacién {|q)}, ¢=1,...,6
tal que

T|q) = exp(2imq/6)|q), (3.8)

donde la exponencial aparece debido a la unitariedad de 7'y la forma del exponente
emerge debido a 7%" = 1,n € Z, con lo cual exp(2im(6n)/6) = exp(2imgn) = 1.
Proponemos la base propia {|g)} como combinacién lineal de la base canénica {|j)} de
la siguiente manera:

=2, (3.9)

donde debemos determinar las constantes C]‘-I. Aplicando el operador a esta base ten-
€mos:

6

6 6
Tlg) = > CITI5) =  CH(j+ Dmod 6) =Y C¥_ 4 li)- (3.10)
j=1

P =1
Tomando la ecuacién (?7) con la base (?7?) llegamos a la siguiente igualdad

6

Tla) = Z C(g 1)mod 6lJ) Z eziﬂq/6cf|j>- (3.11)

7j=1

Dado que Cf = exp(—inp/ 3)6’&71)mo 4 ¢ Yy tomando en cuenta el factor de normalizacion

1/ V6, los coeficientes adquieren la siguiente expresién:
q __ _—imqj/3 s
Cl=em3\6, j=1,..,6. (3.12)

Hemos obtenido la base propia del operador de traslacion, lo que resta hacer es aplicar
H sobre esta base para obtener las energias propias del sistema:

3
H|q) = {E—i— Z(Aneinﬂq/ﬁi + Aneian/i’))} Iq). (3.13)
n=1
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Figura 3.3: a) Representaciéon gréfica de las fases propias del grupo Cg. Las fases que
tienen la misma proyeccién sobre el eje real corresponden a los dobletes. b) La presencia
de un campo magnético externo equivale a la introduccién de una fase provocando que
las fases degeneradas dejen de tener la misma proyeccion en el eje real y por tanto
desdoblando los dobletes.

Finalmente, los niveles de energia del anillo estdn determinados por la siguiente expre-
sion:
wqn

3
E,=¢e+2 ZA” cos <T> . (3.14)
n=1

De esta expresion podemos notar que si ¢ — —¢, entonces £, = E_;,. Pero —q¢ =
(6 — ¢)mod 6 asi que analizando la ecuacién anterior (??) encontramos que los pares
q=1,5y q=2,4 estan degenerados.

3.2 Sistema (5 x 2

El sistema que se presenta a continuacion estd formado por dimeros colocados en los
vértices de un tridangulo equilatero. Es un sistema que puede visualizarse como un trian-
gulo cuyos sitios tienen estructura interna, en este caso dos niveles internos dados por
las funciones propias del dimero correspondientes al estado simétrico y antisimétrico.
La construccién del sistema puede apreciarse en la figura ?77. Mas adelante, el uso
de sitios con dos grados de libertad internos son indispensables en la construccion de
sistemas que emulen campos no abelianos de SU(2).

Los dimeros rotan entre dos configuraciones particulares, las cuales llamamos config-
uracion estrella y configuracion hexagonal. Un cédlculo de valores propios revela la
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(1 1.2) (1,1)

A \ 8
~~~~~~~~ 1) 82— — / AN
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/ \ 2 3
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'S
A(m2;m+1,2) M mod 3 B
_ Ay
_— A(m,1 ;m,2) Ad
@ ® ©

Figura 3.4: a) Los dimeros que conforman el anillo rotan con el mismo angulo desde una
configuracion hexagonal a una configuracién tipo estrella. b) La configuracién estrella
se alcanza al rotar los dimeros por un dngulo de §# = 7/2. ¢) La configuracién de partida
es la configuraciéon tipo hexagono que corresponde a 6 = 0.

existencia de un punto de degeneracion triple que no corresponde a una simetria con-
figuracional, ya que la simetria por paridad esta evidentemente rota. Este punto triple
se da entre un doblete y un singulete. Como se muestra posteriormente, esta degen-
eracion tiene una interpretacion en el espacio fase discreto. El formalismo matemético
aqui presentado es util para abordar sistemas ya existentes como las moléculas de ben-
ceno y boraceno. La ruptura de la simetria es estudiada por medio de la introduccion de
defectos en sitio, modificacion de los acoplamientos o bien la introduccién de un campo
externo que se manifiesta como una fase en los acoplamientos y esta no es removible
por transformaciones unitarias. Como consecuencia, se genera un desdoblamiento en
los dos dobletes a través de dos procesos: sélo con la ruptura de inversion temporal, o
bien la ruptura de C5 para un hamiltoniano real.

Empecemos por describir el hamiltoniano de este sistema. Como vimos en la seccion ?7?
el anillo hexagonal tiene simetria Cg, este sistema con invariancia de inversion temporal
posee dos dobletes y dos singuletes. Esta estructura en los niveles de energia prevalece
aun si rompemos la simetria Cs pero se conserva la simetria C3 como es el caso de la
configuracion estrella de la figura ?7.

Vamos a escribir el hamiltoniano. Distinguimos tres tipos de acoplamientos: A, que
corresponde a los acoplamientos a la configuraciéon hexagonal, A, correspondiente a
la configuracion estrella y Ay que representa el acoplamiento de los sitios internos del
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dimero. El hamiltoniano lo escribimos de la siguiente manera:

€ Ad 0 0 0 Ah
Ad € Ah AS 0 AS
0 Ah € Ad 0 0
0 As Ad € Ah As
0 0 0 Ah € Ad
Ah AS 0 AS Ad €

(3.15)

Es posible encontrar de manera analitica el punto de degeneracion triple. Ignorando la
energia en sitio €, digonalicemos cada bloque dimérico con la matriz de Hadamard:

1 +1 +1
U__(H 1

V2

Reorganizamos esta matriz resultante en dos bloques 3 x 3 distinguiendo los niveles
superiores y los niveles inferiores del dimero:

Ag AL A, 0 AL —A,
A, Ay Ay A, 0 A
A, Ar Ay A=A, 0
0 —A, A Ay —A_ A |7
Al 0 —A, —AL —A; —A_
A, AL 0 AL —AL Ay

) , HY =130 U) HA3 0 U). (3.16)

H® = (3.17)

con Ay = (A, £A,)/2. Para diagonalizar cada bloque 3 x 3 usamos la siguiente matriz:

1 1 1
Ue, = | e?n /3 gidm/3 1
oim/3  pi2n/3

, H(3) = (]_2 X UC3)TH(2)(12 0%y UC'3>7 (318>

obteniendo lo siguiente:

X Y .
H® = ( Vi ¥ ) , Xo =diag{=(Ag — Ay), £(Ag — Ay), =(Ag + 2A4)}

Y = diag{(A +iv3A1)/2, (As —iv3A1) /2, —A}. (3.19)

El hamiltoniano H® puede escribirse en bloques 2 x 2 desacoplados.

Ag— A, At8A 0 0 0
BamiVBln AL A, 0 0 0 0
0 0 Ag-AL AsgER 0 0 . (3.20)
0 0 AESAL AL A, 0 0
0 0 0 0 Agt+20p A,
0 0 0 0 A, A 2A

Cada bloque puede diagonalizarse para obtener el siguiente espectro:

A, A\ 2 A2 A\ 2
Ec:lli)bletes = _7:':\/<Ad+7h) +<7) +3(7h)

Ex = A,V (Ag+ A2+ A2, (3.21)

singuletes
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El punto triple de degeneracion se encuentra igualando Ej peres = Egnguietes: Realizando
el algebra correspondiente se llega a la siguiente ecuacién:
Ay Ap /Ay

As 1+ (DnJA)?

3.3 Rompimiento de simetria

Como se expuso en la seccion 77, el espectro para un anillo hexagonal esta conformado
por dos dobletes y dos singuletes. La degeneracion de los dobletes puede romperse.
Existen diversas maneras de remover la simetria en este sistema: i) al introducir un
campo magnético externo, introducimos una diferencia entre las corrientes derechas e
izquierdas presentes en el anillo, puesto que estas se acoplan con el campo de manera
diferente rompiendo asi la simetria bajo inversién temporal. i) El sistema tiene simetria
Cs. Anadiendo un defecto a alguno de los sitios podemos romper esta simetria, logrando
levantar la degeneracion existente en los dobletes.

3.3.1 Campo magnético externo

En esta seccion se exploran las implicaciones de introducir un campo magnético en
el anillo hexagonal. El campo sera perpendicular al plano del anillo. Empecemos
escribiendo el hamiltoniano para una sola particula

H= % +V(x) £ H* (3.23)

debido a la presencia de (e/2mc)p - A y (e/2mc)A - p cuando expandimos el término
cuadratico. Esto nos da indicios que en nuestro modelo de amarre fuerte a multiples
vecinos, los valores de los acoplamientos A;; dejan de ser reales. La relacién con el
campo magnético emerge cuando aplicamos una transformacion unitaria para remover
todas las fases de A;; tanto como sea posible. Esto se ve mas claro si aplicamos una
transformacion unitaria

U = diag{e™,...,e""}, H=U'HU (3.24)

que remueve todas las fases, entonces no puede existir flujo magnético a través de la
molécula y el espectro no presentara modificacién alguna. Por otro lado, si después de
aplicar U tenemos al menos un elemento, A;e’® tendremos entonces un hamiltoniano
con fases acumuladas. A continuacién presentamos un ejemplo:

€ Al AQ Ag A26i¢2 A16i¢1
Al € Al AQ Ag A26i¢2

T AQ Al € Al AQ Ag

H o Ag AQ Al € Al AQ (325)
Age_i(m Ag AQ Al € 61

A16_¢1 A2€¢2 Ag Ag Al €
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Figura 3.5: Esta figura muestra los niveles de energia para varias configuraciones con
degeneracién triple en funcién de la distancia. a) En este recuadro se muestran las
energias propias del hamiltoniano que contiene todas las interacciones a pares entre
sitios. ¢) Energias propias para el hamiltoniano de la ecuacion (?7?)
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Figura 3.6: Grafica de las corrientes para los seis estados propios de la molécula de
benceno bajo la accién de un campo magnético de B = 8.5855 x 1072 G perpendicular
al plano molecular. Las dos filas de la figura corresponden a niveles de energia reflejados,
la tnica manera de distinguirlos es mediante el esquema de corrientes. Los recuadros
a) y d) corresponden a los singuletes mientras que los b), ¢) y e), f) son los esquemas
de corriente (no equivalentes) para los dobletes desdoblados respectivamente. Podemos
notar que los diagramas de corriente para ambas filas tienen direcciones de corriente
invertidas
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6 6 6
E=6.801 eV \ l E=5.400 eV E=5.181 eV
o 3 5 3 P 3
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6/ \ 2 6/ \ 2 / \
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E=-2.231 eV ‘ [ E=-0.830 eV E=-0.611 eV
/ 5 3 / 3
N AN / A
4 4 4
d) e) f)

Figura 3.7: En esta figura se muestran los esquemas de corriente para las funciones
propias de la molécula de boraceno bajo la accion de un campo magnético de B =
8.5855 x 1072 G. De manera similar al benceno, los recuadros a) y b) representan los
estados singuletes con direcciones de corriente opuestas. Los recuadros b), ¢) y e), f)
corresponden a los dobletes desdoblados. Los diagramas de corrientes para energias
reflejadas son en este caso diferentes.
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Es posible escribir los acoplamientos de manera general como

A, = eion

A, (3.26)

y se tiene entonces con esta nueva notacion lo siguiente:

3
H=e+ Y (eAT" + e | A, [(TT)"). (3.27)

n=1

Debemos encontrar las energias propias del sistema. La base {|¢)} usada anteriormente
para obtener los niveles de energia del hexagono resuelve el presente problema de valores
propios del hamiltoniano con campo magnético. Obtenemos lo siguiente:

E,({¢:}) = ¢ + 23 |A,] cos (% +n) (3.28)

donde podemos ver que la energia depende del flujo. La relacion E, = E_, estd rota
como se comprueba a continuacién:

E_({¢:}) =€+ 223: Ay cos (iq” + %)

n=1 3
3 wqn (TN
=€e+2 ; |00 {cos <T> COS ¢y, + sin <T> sin ¢n} . (3.29)
La brecha de energia que existen entre E, y E_, es:
> mqn
E_,—E,=AE =43 |A,|sing, sin (%) . (3.30)

n=1

Esta brecha de energia se controla por sin ¢,, que era lo que se buscaba.

3.3.2 Otros rompimientos de simetria

En general, el espectro el hexdgono posee una simetria de reflexion alrededor de la
energia en sitio €, esto es, I, —e€ = ¢ — Ey. Esto se traduce en la relacion E, + Ey = 2e.
Lo expresado anteriormente implica lo siguiente:

3 /
Z A {cos (gbn + %) + cos (gbn + ng[))n) } = 0. (3.31)
n=1

Seaq=1yq¢ =6. (obienqg=2,¢ =5;,¢g=3,¢ =4). Se cumple que ¢+ ¢ = 1 mod
6. La ecuacién () puede expresarse como

nz: A, {cos <m + qbn) + cos (? + %)} =0 (3.32)
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para toda A,. La suma de los cosenos debera ser cero por lo que la diferencia entre sus
argumentos debera ser de +m, en otras palabras, se debe cumplir lo siguiente

?:%—?iw (3.33)

2qgnm = (n £ 3)7 (3.34)

para todo valor ¢q. Se pueden analizar tres situaciones dependiendo del numero de
vecinos empleados en nuestro modelo.

e Sin =1 (primeros vecinos), 2¢m = —27 mod 27 o bien 2gm = 4, que es vélido
para toda ¢

e Sin =2 (segundos vecinos), 4gm # 57 mod 27 y no hay solucién para q.

o Sin =3 (terceros vecinos), 2¢gm = 0 mod 27 para todo valor de ¢ y para ambos
signos +m.

Del analisis de los tres casos anteriores podemos deducir que sélo los segundos vecinos
rompen la simetria bajo reflexion del espectro alrededor de e. Primeros y segundos
vecinos preservan dicha simetria atin con la presencia de campo magnético.

3.4 Aplicacién a la molécula de Benceno

Los anillos de benceno y boraceno presentan estructura hexagonal, la cual puede ser
estudiada por el formalismo que se revisoé en el capitulo anterior. En especial para el
boraceno, la simetria presente en estos anillos es C3 x Z5. Estas moléculas arométi-
cas pueden emularse en sistemas mesoscopicos como en resonadores de microondas y
sistemas acusticos. Este capitulo da una descripcién algebraica de estos sistemas que
desemboca en la formulaciéon de un algebra supersimétrica que existe en el espectro de
energias de estos anillos.

De manera general, el anillo de benceno puede visualizarse como sitios colocados en los
vértices de un hexdgono donde cada sitio alberga una funcién de onda localizada. Para
el caso del boraceno, los sitios son de dos especies diferentes dispuestos alternadamente
en los vértices de dicho hexagono. El andlisis de la estructura molecular y los enlaces
existentes entre los elementos, se explica mediante los orbitales hibridos sp?, mientras
que el orbital de valencia, el cual es el que nos interesa, corresponde al orbital p, que
es perpendicular al plano molecular.

3.4.1 Resultados numéricos

En esta secciéon se exponen algunos de los calculos para el anillo de benceno. Los datos
necesarios como las distancias atémicas, energia de valencia y angulos de enlace pueden
consultarse en la literatura [? 7 7 |.
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En el modelo propuesto, el interés radica en la dependencia que tienen los acoplamientos
con la distancia, por lo cual fijamos nuestra atencion en la parte radial de la funciéon
de onda atomica. Después de un andlisis de la estructura molecular y la estructura d
los enlaces en el benceno, notamos que debemos restringir el estudio al orbital p,. La
dependencia radial de este orbital tiene la siguiente forma:

2% Z\"? 7z
R(r) = Are™/* X=22 A=-(2) Z_ 3.35
) =are A= A= (o) (3.35)

donde ag denota el radio de Bohr y Z la carga nuclear. Los acoplamientos estan
dados por la integral de traslape mostrada en la ecuacién (??). Fuera del atomo,
una aproximacién razonable de la funcién de onda es R(r) ~ e™™/* | por lo que los
acoplamientos adquieren la siguiente forma:

A1z

A~ A A= 28
e Mot

(3.36)
donde la distancia entre dos atomos se denota por d; A\; y Ay son las longitudes de
evanescencia para los atomos 1 y 2 respectivamente y A es una constante. Para el
benceno A\ = ay/3 y para obtener los valores numéricos de A, requerimos buscar
informacién sobre los parametros del grafeno [? 7 |.

Los niveles de energia para el benceno obtenidos del modelo son presentados en la figura
??. Como una referencia visual, se incluy6 el espectro del grafeno. El recuadro a) mues-
tra el espectro tomando en consideracion tnicamente acoplamientos a primeros vecinos
donde podemos observar que la simetria arriba-abajo estd presente. La casilla b) mues-
tra el espectro incluyendo segundos vecinos, donde la simetria arriba-abajo esta rota.
El cuadro c) corresponde al espectro tomando en consideracion todos los acoplamientos
a pares entre sitios del anillo. Las correcciones generadas por los acoplamientos de
terceros vecinos no son relevantes con lo cual concluimos que un modelo a primeros
vecinos es suficiente para la descripcion del anillo de benceno. Los recuadros d), e) y
f) muestran el desdoblamientos de los dobletes de tres diferentes maneras:

(i) Introduciendo un defecto en un sitio concreto. Recuadro d) de la figura ?7.

(ii) Introduciendo defectos en los acoplamientos Aq 9y, Aqe), A1) ¥y A1y Ver re-
cuadro e).

(iii) Introduciendo un campo magnético perpendicular al anillo de benceno. Casilla

f).

La funciones propias se presentan en la figura 7?7 para el modelo de primeros vecinos
y en la figura ?? para el modelo con defecto en sitio. El anillo esta dibujado como
referencia visual. Los resultados numéricos para la molécula de boraceno se presentan
en la seccion 77.

Un caso interesante surge cuando la longitud de evanescencia es comparable con las
longitudes de enlace molecular en donde se encontré un punto triple de degeneracion en
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el modelo de segundos vecinos cuando Ay /A; = 1/3, como se muestra en la figura 77 a).
Mas atn, existe una inversion de niveles entre el doblete y el singulete inferiores cuando
Ay/A; > 1/3, como se ilustra en la figura 7?7 b) ilustra este comportamiento. En el
modelo con tres vecinos, el punto triple emerge cuando 1 — 3(d5/A1) + 4(A3z/A1) = 0.

3.5 Algebra dinimica

En cualquier sistema finito, el hamiltoniano puede expresarse en términos de los gener-
adores hermiticos de SU(N). En los sistemas que hemos visto hasta ahora, N = 6 pero
no olvidemos que tenemos bloques de dimeros, por lo que podemos considerar el pro-
ducto directo de representaciones irreducibles (1/2,1) de SU(2)®SU(2). Si la simetria
C3 no se rompe, el segundo factor SU(2) se puede remplazar por el grupo ciclico gen-
erado por la rotacién 27 /3 del plano del polimero. El hamiltoniano puede escribirse de

la siguiente manera:
3

H=vQ1+» v;®0; (3.37)
j=1
con

A
vy = 7(J++J_+Ji+(]3),
no= A+ AT+ T+ T2+ T,
vy = iN(J- — Jp + JE = J2),
A,
2

junto con las siguientes relaciones

(Jp 4+ J-+ 3+ J?), (3.38)

V3 =

[, J]=2J3, J3=J°=0, J;=diag{1,0,—1}
[04,0.] =203, 0% =02=0, o03=diag{l,—1}. (3.39)
De estas relaciones podemos deducir lo siguiente. Dado que J? = 0, el operador

de rotacion por 27/3 adquiere la forma T = J, + J?, y se puede introducir en las
definiciones de la ecuacion (77?)

A
W = 75(T + TT)a
vV = Ad + Ah<T + TT),
vy = iA(TT = T),
vy = -1y, (340)
lo que se reduce en
[n, Vy] = 0,V 0. (3.41)

La degeneracion es producida por [H, I] si el operador I tiene la siguiente forma

I = Oé’EcIoblete> <E;ngulete’ + ﬁ|EcIoblete> <E$)blete‘ + V‘E:lroblete> <Es;ngulete‘ + h'C'? (342)

donde h.c. son los hermiticos conjugados de los tres primeros términos.
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Figura 3.8: Niveles de energfa del benceno. La distancia entre sitios es de 1.39A y las
energias en sitio recorridas a cero. La relacién de dispersion del grafeno es incluida como
guia visual; un dibujo de la zona de Brilloin se incluye en la parte superior de la figura. a)
Acoplamientos a primeros vecinos. La estructura de los niveles de energia es la siguiente:
(de arriba a abajo) singulete, doblete, doblete, singulete. Estos niveles de energia gozan
de simetria bajo reflexion alrededor del valor cero de energia. b) La introduccién de
acoplamientos de segundos vecinos rompe la simetria bajo reflexién. ¢) Acoplamientos
con terceros vecinos. Las correcciones al espectro generadas por la inclusion de segundos
y terceros vecinos es despreciable. d) Acoplamientos de primeros vecinos con un defecto
en sitio de 1 eV. e) Acoplamientos a primeros vecinos con defectos en los acoplamientos
(1,2),(1,6),(6,1) y (2,1) de 0.3 V. f) Acoplamientos a primeros vecinos con un campo
magnético externo perpendicular al plano molecular de B = 8.5855 x 1073G. Las lineas

punteadas corresponden a la relacion de dispersion del grafeno obtenido de un modelo
de primeros vecinos.
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a) E=5.600eV b) E= 2.800eV c) E= 2.800eV

d) E= -5.600eV e) E= -2.800eV f) E= -2.800eV

Min Max

Figura 3.9: Funciones propias del benceno para un modelo de primeros vecinos. Los
recuadros a) y d) representan estados singuletes y exhiben la misma probabilidad de
encontrar al electrén en cualquiera de los seis sitios del anillo. La molécula de benceno
se presenta como referencia de la dependencia espacial de las funciones de onda propias
del sistema.
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a) E=5.799eV b) E= 3.136eV c) E= 2.800eV

d) E= -5.459eV e) E= -2.477eV f) E= —2.800eV

Min Max

Figura 3.10: Funciones propias del benceno con la simetria Cs rota debido a un defecto
en sitio de 1eV. El espectro esta ilustrado en la figura ?? celda d). El recuadro a)
y d) muestra las funciones de los estados singuletes, la probabilidad se modifica en
las regiones cercanas al defecto. Los cuadros b) y e) presentan la modificacién a las
funciones de onda propias en dos de los sitios del anillo; mientras que en los recuadros
¢) y f) no hay un cambio visible.
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Figura 3.11: Espectros del anillo de benceno con segundos vecinos. a) Existe un
punto triple de degeneracion entre el singulete y doblete inferiores correspondiente a
As/A; =1/3 v Ao = 0.926A. b) Inversion de niveles entre doblete-singulete inferiores.
La inversion de niveles ocurre cuando Ay /A7 > 1/3 or A > A, en este caso A = 0.956A.
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3.6 Espacio fase en una cuadricula de 6 x 6

Para construir un espacio fase discreto debemos hacer una construccién original [? |,
basandonos en trabajos previos sobre campos finitos [? 7 | y anillos [? 7 7 ]. Sin
embargo estos trabajo tratan sistemas de dimensién prima por lo cual debemos construir
nuestro espacio fase desde cero. En nuestro sistema la simetria Cg no se alcanza pero el
objetivo es usar los estados propios de Cs = ('3 X Z; como las marcas en el eje vertical,
mientras que el eje horizontal usamos las seis posiciones (m,n). Podemos pasar de un
eje al otro por medio de combinaciones lineales en analogia a la transformada de Fourier.
Es conveniente recordar la nomenclatura de los sitios del sistema. el indice m denota el
numero de dimero, y n denota la posicion intradimérica. Con esto en mente, para los
generadores de C3 tenemos T'|m,n) = |(m + 1) mod 3,n)'. Los estados trasformados,
denotados por un subindice 1, son:

1 . ,
Ik, n)y = 7 > M Blgn), Tlkn) = e Blkn), k=123 (343)

=123

Para Z, tenemos las combinaciones simétricas y antisimétricas, y la trasformaciéon se
denota con el subindice 2:

g, )2 = % (1) +la.2)], s=1.2. (3.44)

Con las dos definiciones anteriores, la transformacion completa es:

[kyshio =Y mH(=1)"g,r). (3.45)

q=1,2,3
r=1,2

Debido a las transformaciones unitarias U y Ug, de las ecuaciones (?77?), (?77?), la trans-
formacién inversa estd bien definida. La notaciéon para las funciones de onda es la
siguiente:

Ygm = (@, nl),  Prs =12 (k, sl¢). (3.46)

Como mencionamos al principio de esta seccion, los trabajos sobre espacios fase discretos
hacen uso de sistemas con dimensién prima; esto tiene como consecuencia la definicion
de la funcién de Wigner en términos de las fases propias de C),; sin embargo, en nuestro
caso de estudio para una correcta definicién de la funcion de Wigner debemos analizar
cada factor de Cs por separado. El factor C5 tiene un tratamiento simple puesto que
permite usar directamente las fase propias del grupo y los estados propios de T'; sin
embargo, Z, necesita al menos tres términos (no dos como se podria pensar) para que
la funcion de Wigner recupere de forma correcta las distribuciones marginales y las
propiedades de traslacion y composicion que una correcta definicién exige. También
para la funciéon de Wigner del hexagono se propone una nueva ley de composicion entre
la funcion de Z, y C3 que preserva todas las propiedades exigibles.

'De aqui en adelante se usaran los indices 1,2, 3 omitiendo el 0.
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Funcién de Wigner para 7,

En la literatura podemos encontrar estudios de una definicién covariante [? 7 7 ]
para cualquier espin. Para sistemas de dos niveles se puede consultar [? |. El interés
de este problema es recuperar las distribuciones marginales en las dos fases propias
+1 de Z, no sobre los tres posibles ejes 0,,0,,0.. El espacio fase que necesitamos es
bidimensional. Se propone una funcién general W (3,[) de variables § =1,2,y I = 1,2
que recupere las distribuciones marginales de manera correcta:

W(1,1) = Ajn]’ + Blibs|* + 2CR{¢n ¢},

W(2,1) = (1—=A) ][> = Blel* = 20R{¢1¢5},

W(1,2) = (1/2=A) + (1/2 = B[’ + (1 — 20)R{¢3},

W(2,2) = (A=1/2)[nf* + (B +1/2)[¢o + 2C - )R{P1y3},  (347)

donde A, B,C son ntimeros reales arbitrarios y R{c} = (¢ + ¢*)/2). Estas relaciones
satisfacen las siguientes relaciones

ZW(M = |,
ZW = |ihsl?, (3.48)

donde 1, = (l|¢) para cualquier estado arbitrario ¢, y su transformada de Fourier finita
es Y5 = [(—1)%4; + 5] //2 siguiendo lo expresado en la ecuacién (??). Las relaciones
en (?77) se pueden escribir de la siguiente manera

W(B,1) = Cohbatsy. (3.49)
a=1,2
b=1,2

Es posible escoger, sin pérdida de generalidad, valores para A, B,C' por ejemplo A =
1/2,B =0,C = 1/4. Con esta eleccién, los coeficientes diferentes de cero C’i[z se pueden
poner de manera explicita en términos de [, 5

1— (~1)
4

1+ (=1)
4

(-1
o

cyl = , Cyh = , Oy =03 = (3.50)

Esta eleccion particular es para fines computacionales.

Funcién de Wigner para C3

Como habiamos anunciado, la funciéon de Wigner usara los valores propios unimodulares
de C5. La funcién es la siguiente:

Tk
We,(d's k) Z V() Vg —q) XD [Z%(Zq—q)} (¢ —q) =¢ —qmod 3. (3.51)

q 1,2,3
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se confirma que

> We(d k) Z Yae —_— , (3.52)
q'=1,2,3 a 1,2,3
y
Z WCs<q/7k) = ’w(—q’)|2v (353)
k=1,2,3
o equivalentemente
S° Wy (d/ mod 3) = [y (3.54)
k=123

Funcién de Wigner completa

El objetivo es encontrar una definicion apropiada para la funcién de Wigner de Cy. Us-
ando las funciones de onda con los dos indices (m, n), se propone la siguiente definicién
la cual recupera de forma correcta las distribuciones marginales
2mif3
1,8 1
Wl lo; b1, B2) = Z Va,(a) Vb, (1o~ —Cayp €X p{ 3

a=1,2
b:1,2
q=1,2,3

(2¢ — lg)} : (3.55)

Las funciones de nuestros interés son aquellas que intervienen el triplete del hamiltoni-
ano (?77) bajo las condiciones de los acoplamientos (?7?). Estudiamos la definicién (?7?)
que acabamos de exponer para estas tres soluciones en varios casos que se mencionan
a continuacion:

1. Angulo critico § = 6. con simetria bajo inversiéon temporal.

2. Configuracion ligeramente perturbada alrededor del punto triple, en otras pal-
abras, F'(As;/Ag) — F(As/Ag) + 0.

3. Configuracion con angulo critico y un campo magnético aplicado con la sustitucion
minima A, — Ape®

A continuacién mostramos los retratos de W (ly, la; f1, B2) para estos casos, pero debe-
mos introducir algunas aclaraciones sobre la notaciéon que empleamos. Denotamos al
espacio de Hilbert de estados localizados por H; los elementos de esta base pueden visu-
alizarse como posiciones y por tanto H puede asociarse con el espacio de configuraciones
X. Por otro lado, llamemos C al espacio de fases propias que corresponden a H bajo una
transformacion finita de Fourier, identificando al espacio C con el espacio de momentos
P. La cuadricula empleada para dibujar el espacio fase es de 6 x6. Las etiquetas para las
filas de arriba hacia abajo son: (k,q) = (1,1),(2,1),(3,1),(1,2),(2,2), (3,2), que corre-
sponden a las fases propias de C3 X Z5. Las columnas denotan los sitios del polimero asi
que las etiquetas de izquierda a derecha son: (m,n) = (1,1),(2,1),(3,1),(1,2),(2,2),(3,2).
La figura 7?7 muestra los retratos de la funcién de Wigner para los tres casos antes men-
cionados. Los recuadros (a)-(c) corresponde al dngulo critico § = 0., Ap/A; = 1.9
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y combinaciones lineales arbitrarias de los estados ortogonales degenerados. Podemos
observar una ocupacién completa de la cuadricula. Los recuadros (d)-(f) muestran una
configuracion con 6 # 6., Ay = F(1.9) + 0.1. Podemos visualizar la separacién los dos
dobletes dibujados en (d) y (f) y el singulete (f) donde éste tiltimo solo muestra dos fran-
jas. Finalmente, en los recuadros (g)-(i) tenemos el triplete bajo el campo magnético.
El soporte de las funciones W en este caso no se intersectan entre si. Los parametros
de este retraso son: 6 = 0., A,/As; = 1.9 pero con un pequeno rompimiento de la
simetria bajo inversién temporal ¥ = 107 x 7/2 con lo cual las dos representaciones
conjugadas de C3 tienen diferente energia aunque cercanas entre sf AE ~ 1071,

La simetria escondida emerge si nos fijamos en la primera y tercera fila de la figura 77.
La combinacién lineal de los estados que forman el triplete llenan el espacio fase en
varias configuraciones con la misma energia. Consideramos solo el semiplano inferior
debido a que esta correlacionado con el semiplano superior, como se nota si combinamos
los cuadros (g)-(i) con diferentes coeficientes. Los cuadros (d) y (e) se consiguen por
combinacién de los cuadros (g) e (i). Las filas (3,1) y ((3,2) de (d) y (e) no estan
vacios debido a términos cruzados en W lo que puede ser considerarse como la version
discreta de la llamada cat’s smile [? ].

3.7 Funciones propias y corrientes discretas

De la definicién de corriente y usando el hamiltoniano de un solo electron podemos
escribir la corriente j de la siguiente manera:

0 = @ Vel - - Aluf)

_ %pV(S/E) - %A. (3.56)

Sin embargo, hay que ser més cuidadosos con esta definicién para el caso discreto.
Deducimos la dependencia de j con respecto a n. Hay que notar que la corriente
j siempre yace sobre el plano molecular. Usamos el hamiltoniano de amarre fuerte
(??) para esta deduccion, en nuestro caso la corriente estd relacionada con el flujo
de probabilidad y la ecuacién de continuidad es una expresion que involucra j con
la densidad de probabilidad |i|?>. Empecemos con las soluciones de la ecuaciéon de
Schrodinger dependiente del tiempo y su complejo conjugado:

\If*( ihg—H)\If =0
ot

U (—zha—H>kII = 0. (3.57)

Sumando estas dos ecuaciones obtenemos lo siguiente:

0
mamfﬁ =U*HV — WH*U*, (3.58)
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(f)
H

Min 0 Max

Figura 3.12: Espacio fase discreto de los estados triplete. Los recuadros (a)-(c) corre-
sponden al sistema con simetria bajo inversién temporal, = 0. y Ap/A; = 1.9. Una
combinacion lineal de estos recuadros revela una estructura invariante de por lo menos
tres filas de pixeles, con probabilidades de ocupacién arbitrarias. Las casillas (d),(e)
muestran el estado singulete y (f) el estado singulete del sistema con una perturbacién
pequena sobre el acoplamiento tipo estrella Ag; el cuadro (f) muestra franjas con proba-
bilidad cero (celdas de color blanco, ver c6digo de color) para un estado con una fase de
Cs bien definida. Los recuadros (g)-(i) exhiben la funcién de Wigner cuando se rompe
la simetria bajo inversién temporal (i.e.flujo magnético) en donde también podemos
observar que sélo las funciones propias de C'3 son permitidas. El espacio de Hilbert de
las funciones de onda localizadas esta denotado por H y su transformada de Fourier
por C.
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Recordemos que en el caso discreto, un estado propio del sistema |V, ¢) se puede escribir
como combinacion lineal de la base |n) de estados atémicos localizados en los vértices
del hexagono:

U,t) = wu(t)n), (3.59)

de esta manera la ecuacién (?77) se puede reexpresar usando el hamiltoniano (??) para
cada 1,, como se muestra a continuacion:

Zﬁ—W( P = 05(0) [eon(t) + 20y (Atbnsn(t) + Afthi(t))]
~n (1) [€05, () + 0y (Ajn i () + Akt ()]

= D IAR (O (8) + Afn ()0 (8) — A0 (8) — Aetbn (8851 ()] (3.60)

Suponemos acoplamientos complejos A, = |Ag|e’®* para incluir el campo magnetico
tenemos:

PO = T 1AM [ b (1) — 15 (1)
e (b (1) — (05 (O], (361)

Es importante mencionar que el hamiltoniano es un operador hermitiano que actia
sobre un espacio de Hilbert de dimension seis y el teorema de la divergencia en el caso
discreto exige la suma sobre los sitios del anillo. De la ecuacién anterior (?7), se puede
verificar la version discreta de la ecuacion de continuidad: vemos que al sumar sobre
los sitios n, la parte izquierda de la ecuacién (?7), para el caso estético, se anula debido
a la conservacion de la probabilidad

6
) N
zh;:l:a]wn(t)\ = ih=Q =0, (3.62)

donde @ denota la probabilidad total. Por otro lado, la parte derecha de (??) es cero
debido a la hermiticidad del hamiltoniano, esto se prueba a continuacion:

3
zh— Z ()] = A
k=1

x%mmew@wwwameM%ﬁ>WWwW}

n=1 n=1

6 6
- szﬂ{@m |tk €Ot Xm) — | ah, g e Onmxn=0)]

k=1 n=1
6

+€_i¢k[|wnwn—k|€i(xn_xn+k) - |¢nwn+k|6ixn_xn+k]} = Z (wnH;mwr*n - Q/)anm@ZJ;kn) :(863)

n,m=1
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en donde hemos tomado 1, = |1/, |eX". Esto nos indica que el término de la derecha de
(??) se debe expresar como un término de corriente de una ecuacién de continuidad

w

in > (I8 = T0)ay (3.64)

k=1

que debera ser cero cuando

6 6 3
n=1 n=1 k=1

donde K = 1,2,3 debido a la periodicidad (mod 6). Esto esta en concordancia con el

. . .y (k .
teorema de la divergencia. Una expresion adecuada para jy(L ) necesita un poco de pasos

algebraicos extras. Reexpresando el término derecho de (?7)

3
Z AR (Wntbnsr — Yty i) + € (Ythnr — Putbni)}

3
= Y 1A U tnsn — € Rt g) — (€t — €7 )} (3.66)
k=1

y podemos notar que coincide con la ecuacién (?7?) si

|Ag| = o (3.67)
junto con
. ]- 7 * —1 *
jr(Lk) = E(e ¢kwn7kwn —€ ¢kwn7k¢n)
2 .
= ZIm(e" e aby). (3.68)

h

Para las funciones propias, recuperamos lo siguiente:

<|wn C R - =0). (3.69)

—iEqt/h

Escribimos la funcién de onda estacionaria como ¥, (t) = e para obtener la

corriente que es independiente de t
9 3
In = ﬁlm (Z ewk@;;—k%@n) : (3.70)
k=1

Esto representa una corriente estacionaria relacionada a k vecinos. Para el Benceno y
Boraceno las corrientes se presentan el al figura 77 y figura 7?7 para el caso particular
de primeros vecinos, es decir, K =1y ¢, € R.
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3.8 Aplicacién a la molécula de boraceno

Con el mismo formalismo que se abordé a la molécula de benceno, podemos ilustrar el
ejemplo para el boraceno. Si bien su estructura geométrica también corresponde a un
hexagono, se consider la descomposicion del grupo Cg en términos de C3 y Cj.

3.8.1 Introducciéon de maultiples vecinos en el esquema de (s

En esta seccién estudiamos un modelo con una simetria triangular para el boraceno.
Como se estudid en la seccién 77, el grupo Cg puede descomponerse en C3 y Co:

06203X02:{1,T,7'2}X{1,P}, 7'3:17 P2:1

Notamos que T? = 7, ya que T representa una rotacién de 27 /3 radianes alrededor
del centro del hexagono, y P permuta los sitios de boro con los de nitréogeno. Sélo los
centros de N (nitrégeno) pueden intercambiarse; similarmente, los centros de B (boro)
tiene permitidos los intercambios entre ellos. Las energias en sitio para los orbitales
de valencia son diferentes: Eg = €1, Exy = €. En cuanto a los acoplamientos, la
simetria C3 se conserva si A; representa el acoplamiento N-B (primeros vecinos), Aj
el acoplamiento B-B, A, N-N y Aj el acoplamiento N-B entre sitios ubicados en
vértices opuestos, los cuales, de acuerdo a la geometria, deberan ser iguales para las
tres posibilidades. El hamiltoniano resultante es:

€1 A; A; Al Ag Al
A; €1 A; Al Al A3
A; A;— €1 Ag Al Al
Al Al Ag €9 AQ_ AQ_
As Ay A A e A
Al Ag Al A; A; €9

(3.71)

La operaciéon P|N) = |B), P|B) = |N) en forma matricial esta representado como:

p=( 0 ) g o0, (3.72)
13x3 0

donde o; denota las matrices de Pauli. La representacion matricial del operador de
traslacion 7 en Cf3 es:

TINE) = ING—1)mod 3),  T|Bk) = |Bk—1)mod 6)
001000
b10000 ]| (000
“looooo0 1|~ (1)(1)8 © Laxs. (3.73)
000100
00 O0O0T10O0
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Usaremos la notacion |n,m) para denotar los estados localizados donde n denota el
nimero de subtridngulo (1 para boro y 2 para nitrégeno) y el indice m representa la
posicion interna en cada subtridngulo. Veamos como opera P y 7 en esta notacion:

Plm,n) = |(n+ 1) mod 2,m), 7|n,m) =|n,(m+1) mod 3), [r,P]=0. (3.74)

El hamiltoniano debe expresarse como una suma de operadores, y por lo tanto es
necesario definir otras matrices:

Qr =15300r y L =13,3®(1/2)(1ax2 £ 03), (3.75)

con oy = (1/2)(0y £ i09). El hamiltoniano H se puede expresar como una funcién de
los operadores 114, 7 and Q4:

H= T,(e +7AT +7TAT) + T (e + TA; +7TAY)
+Q (A + A7+ Az + Q_ (A + Ay7T + AgT), (3.76)

donde las siguientes relaciones de conmutacién y anticonmutacion se satisfacen:

Q2 =Q>=0, [Qs =0, [ 7]=0

Ry, Q-] =133 01,0 | =133 ® 03 =11, —II_ =33

{Q+.Q-} =Ly ®{oy,0-} =11, + 11 = 166

(Qx, P] = 1343 ® [04,01] = Hilsys ® [09,01] = F2i°1343 @ 03 = £233

1 1
(Qx, 1] = 1345 ® o4, i503] = :I:§13><3 ® (F204+) = £(FQ+)

{Qx, I} =153 ® {04, (laxa £ 03)/2} = 15x3 @ 01 = Qx (3.77)

Este problema puede resolverse de manera simple usando las fases propias de Cj, las
cuales resultan ser

2 3
1 1 27rlm
[) = —=— e n,m [=1,2,3
e D9 My )
3

1 s LT
n) = —= > e nym), (|l n) = 0pu (3.78)

Los elementos de la base {|l)} son estados propios del operador de traslacion 7

27rl

T|l) =e 3 |l), 1 =1,2,3. (3.79)
El hamiltoniano opera sobre el estado |[) como se muestra a continuacién

HJ|l) = {H+ [61 + 2A7 cos (2’”)] + II_ [62 + 2A; cos (%ﬂ)]

2ml

+Q+ [Al + A A3€_ZT]

+Q- [Al 4 A S Age”*’”] } 1), (3.80)
Los operadores Q1 and II1 actuando sobre |I) dando los resultados:
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11 j2nim

IL|l) = ﬁﬁmzle 11,m) = v/2|I,1)
113 j2eim
_|l) = NeW: 7% 12,m) = V2|, 2)

3
l.

C2+|l> = \/§|l71>
Q-|1) = V2|1,2)

27rl

T|l,n) = €5 |l,n). (3.81)

Finalmente el hamiltoniano opera sobre {|/,n)} de la siguiente manera:

H|l, 1) = |:€1 + 2A7 cos (23[)] 11,1) + [A1+A1e_ i + Age 5 } |1,2)

2 - 27l 27l
H|l,2) = [62—1—2A2 cos( 3% 1,2) + [Al A —l—Age_ZT} 1,1),

(3.82)
lo que nos lleva a la siguiente representacion matricial:
. 27l
H(l) - €1 + 2A2 COS (2?)'2”[ Al + Ale %5 3 —+ Ageli (383)
A+ Aqgél 5oy Asze "3 €2 + 2A; cos (%’”)

donde [ = 1, 2,3 y puede ser resuelto mediante radicales. Las funciones de onda estan
dadas de manera explicita:

DLy —ADL2)], NOJL 1) + (AD)* (1, 2)] . (3.84)

)

Escribiendo estas funciones en términos de los elementos de matriz de H,;" escrita arriba,
tenemos:

) ) Q] (1)
Hys —Hyy Hy; —Hyy 2
. 5 + 5 + |H |
0]

NO= —— A0 = : (3.85)

VIHAOP (1)

Estas expresiones pueden ser vistas como soluciones analiticas las cuales, hasta donde
el autor sepa, no se han proporcionado para la molécula de boraceno.

3.8.2 Resultados numéricos para el boraceno

Siguiendo el método empleado para la molécula de benceno de la secciéon 77, analizamos
los resultados numéricos para el boraceno. Los parametros geométricos de la moléculas
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First Brillouin zone

6.8051 - Singlet 6.805818 N -+ Singlet 6.805818 - Singlet
5.2890 = Doublet 5.288776 Doublet 5.288776 Doublet
= = =
G L L
> > >
2 < 2
[ [ [
C C C
w w w
-0.7190 : Doublet -0.720245 - Doublet -0.720244 e Doublet
-2.2351 —+ Singlet -2.232880 y — Singlet -2.232880 - ! Singlet
PR
K M K M K M r
a) b) c)
6.86982 — Singlet 7.15707 = ; Singlet 6.80089 - singlet
5.34782 . 5.56492 A 2 . 5 39952 .
5.28895 Doublet split 5 28895 Doublet split — 2-78075 — Doublet split
= N N
s 3 3
S ) &
[ Q [
& S bt
-0.27650
Doublet split -0.71895 . -0.61072 RN .
-0.71895 K P 1069493 - - Doublet split  _('82952 r N Doublet split
-2.10114 Singlet / K = [ , i
9 258707 / . Singlet 2.23089 - Singlet
PR
K M K M K M r
d) e) f)

Figura 3.13: Niveles de energia del boraceno. Se uso como distancia entre sitios el
valor de 1.43 A, y como energias en sitio ¢, = 06V y e, = 4.57¢V. La relacién de
dispersién del nitruro de boro es incluido como guia. a) Modelo de primeros vecinos.
La estructura de los niveles de energia (de arriba hacia abajo) es: singulete, doblete,
doblete, singulete; presentando asi una simetria bajo reflexion al igual que el benceno.
b) Modelo de segundos vecinos. ¢) Modelo de terceros vecinos. La tultima fila de
recuadros muestra el desdoblamiento de los dobletes en un modelo de primeros vecinos
por tres vias: d) Inclusién de un defecto incrementando la energia de un sélo sitio por
0.7 eV. e) Introduccién de defectos en los acoplamientos Aq 2y, Agie), Aw1) ¥ A1)
mediante un incremento en su energia de 0.3 eV. f) Inclusiéon de un campo magnético

de B = 8.5855 x 103G,
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a) E= 6.805eV b) E= 5.289eV c) E= 5.289eV

d) E= -2.235eV e) E= -0.719eV f) E= -0.719eV

Min Max

Figura 3.14: Funciones propias del modelo de amarre fuerte a primeros vecinos para
de la molécula de boraceno. Las esferas de color amarillo representan los atomos de
nitrogeno mientras que las verdes simbolizan los dtomos de boro. Las casillas a) y d)
muestran los estados singuletes. Mientras que b), ¢) y e), f) muestran las funciones de
los dobletes degenerados.
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a) E= 6.870eV b) E= 5.289eV c) E= 5.348eV

d) E= -2.101eV e) E=-0.719eV f) E= -0.276eV

Min Max

Figura 3.15: Funciones propias del anillo de boraceno con la simetria C3 rota por la
introducciéon de un defecto de 0.7 €V en uno de los sitios de boro. Las esferas de color
amarillo denotan atomos de nitrégeno, las verdes representan atomos de boro y las
esferas negras el defecto en sitio. Los recuadros a) y b) muestran los estados singuletes.
b),c) y e),f) ilustran la funcién de onda de los dobletes desdoblados.
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asi como las energias en sitio se pueden encontrar en [? 7 7 7 |. La longitud de evanes-
cencia para Ny B son Ay = 2a0/7 y A = 2ay/5 respectivamente. El acoplamiento A
se obtiene del ancho de banda de la relaciéon de dispersion del nitruro de boro.

El espectro del boraceno se muestra en la figura 7?7 junto con con la relacién de disper-
sién del nitruro de boro como referencia visual. Los recuadros a), b) ¢) corresponden
a primeros, segundos y terceros vecinos del modelo, respectivamente. Las correcciones
a las energias debido a la incorporacion de todos los acoplamientos a pares son des-
preciables en comparaciéon al modelo de primeros vecinos. La segunda fila de la figura
?7?7 muestra el desdoblamiento de los dobletes de tres formas diferentes: la casilla d)
muestra el espectro del modelo con una deformacién en sitio; la casilla e) exhibe la sep-
aracion de dobletes debido a defectos en los acoplamientos A 2), A16), A1) ¥ Ae,1);
y finalmente el recuadro f) muestra el desdoblamiento provocado por la introduccién
de un campo magnético perpendicular al anillo. Las seis funciones propias del anillo se
visualizan en la figura ?? para boraceno usando primeros vecinos y en la figura 77 para
boraceno con la simetria C3 rota.

3.9 Supersimetria

Las dos copias del espectro de un triangulo que aparecen reflejados en el benceno
y boraceno se pueden explicar encontrando la supersimetria dindmica (SUSY por su
nombre en inglés) del anillo. Para el oscilador de Dirac, la supersimetria es conocida,
como se puede constatar en las siguientes referencias [? 7 ]. En nuestro sistema, se
puede desarrollar un tratamiento andlogo para definir una super algebra. Comencemos
escribiendo el hamiltoniano de la ecuacién (??) como se muestra a continuacion:

H=10 (ey +7A5 +71AY) + 11 (e + 747 +77A5) + &
= &+ 135 + O, (3.86)
donde los operadores Cy, y [t se definen como

C1=Qy (A1 + AT + A37'T) +Q- (Al + AT Agr)

~

1
€y = 5 [(61 + 62)16><6 + TA; + 7'TA§r —+ TA; —+ TTA;}

fi == [(e1 — €2)lexe + TAS + TIAT — 7A; — 7TAS]. (3.87)

1
2
Siguiendo la referencia [? | definimos el operador Cy:

Cy = —iQ a +iQ_al, (3.88)

y la definiciéon “bosénica” de los operadores a y al como sigue:

d = Al + AlT + AgTT, dT = Al + AlTT + AgT, [d, dT] = 0 . (389)
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Podemos verificar las relaciones de (anti)conmutacién entre Ciy Cy
{éla é?} = 07
G A3, Gi}| =0, ik =1,2,3
{C1, C1} = {0y, Co} =2 (aa'Tl, +afall.),
{155, C1} = $5Q+ [, + T5Q- [, a'] . (3.90)

. A N . A \2 ~
Ahora, si a y i conmutan, se puede definir una carga central (H — éy)”— /1% y se confirma
la siguiente supersimetria:

(H —&)* = (ﬂz?, + CH)Q = (24 C?

(H —&)° — i = aa'Tl; + alall_

{C1,Ci} = {Co, Co} =2 [(H — &)° — ]
{Ci,C;} = 26,5 [(H — &)° — %] - (3.91)

Dado que esta algebra S(2) es, no esperamos que las cargas C relacionen los sec-
tores bosonicos y fermiénicos de manera directa. En su lugar, conecta estados de la
energia que se encuentren por debajo del nivel central (en el presente caso € = 0) con
aquellos estados que se encuentren arriba de dicho nivel. En un sentido general, las
supercargas relacionan estados vestidos (dressed states), hechos de dimeros y trimeros.
Cuando se busca el operador que relacione sectores bosénicos y fermiénicos desvesti-
dos, encontramos que Q. es el responsable de dicha operacién. En particular, a, a’ son
una realizaciéon abeliana de los operadores de escalera que son admisibles en nuestra
representacion finita 3 x 3, mientras que o; constituye los sectores desvestidos, como
se muestra en {¥;, X;} = 2J; ;14x4. A continuacién estudiamos algunas consecuencias
interesantes que se pueden estudiar del modelo propuesto:

e Si [@,a] # 0 (y como consecuencia [fi,al] # 0) entonces las relaciones
{Ci,Cy} = 20 [(H — &)* — 1] se rompen y el término (H — é)* — 2 ya no
se puede usar como carga central, rompiendo de esta manera SUSY.

o Si[a,a'] # 0 (por ejemplo el dlgebra de Heisenberg y otras dlgebras de Cartan
Heisenberg) la supersimetria SUSY dinamica se conserva.

o Para cada subtriangulo, si el grupo de simetria C5 prevalece entonces ji o< 1y
|1, a] = 0, pero si existen acoplamientos intertridngulares que rompen la simetria
(s de manera global entonces en general [a, a'] # 0. La supersimetria se preserva
incluso si C'3 se rompe de manera global, pero no en la simetria de cada subtrian-
gulo.

. A N\2 ~ . , -, . . ,
Debido a (H — éy)° — ji?, la supersimetria dindmica nos lleva a tener una simetria de
reflexion entre pares de niveles de energia con centros geométricos variables de acuerdo
al=1,2,3. Estos centros siempre suman 3(¢; + €2)/2. Dado que C3 no esté roto en
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las moléculas de benceno y boraceno, podemos concluir que estos compuestos disfrutan
SUSY en su espectro.

Vale la pena notar que una generalizacion del algebra (?7) para casos de sistemas
deformados puede ser de utilidad para tratar con las configuraciones asimétrica de
la molécula, por ejemplo, si se aplican vibraciones o estiramientos externos. En este
escenario, el sector C3 ya no es valido. Ademas, la tipica promocién bosonica [a, aq =1
no funciona en dimensiones finitas porque el dlgebra de Heisenberg es no compacta. Las
posibilidades que se pueden considerar en este caso son las formas de Cartan de algebras
compactas como Jy para su(2) con j = 1 o los operadores de hipercarga Uy, V. para
una de las representaciones irreducibles fundamentales de su(3).

3.10 Sistema de trimeros (5 x (4

Sabemos que es posible emular el efecto de un flujo de campo magnético de manera
efectiva en una red cristalina. Para lograrlo necesitamos que la matriz que describe dicha
red contenga elementos de acoplamiento complejo y que no desaparezcan por medio de
alguna transformacion unitaria. Se han realizado trabajos con sitios de dimeros donde se
muestra la posibilidad de generar acoplamientos de signo negativo[? |, sin embargo, no
es suficiente para nuestro cometido, y necesitamos dar mas estructura a cada sitio. En
las secciones 77 y 77 se analizaron sistemas con simetria Cg la cual puede descomponerse
en una parte dimérica Zy y otra parte correspondiente a la simetria de un tridangulo
equilatero Cj3; sin embargo, con estas realizaciones no es posible obtener acoplamientos
con fases no removibles mediante transformaciones unitarias. No obstante, sabemos
que la transformacion que diagonaliza el problema de un triangulo equilatero tiene
elementos complejos; por lo cual es una buena idea proponer un sistema cuyos sitios
posean simetria C'5. Siguiendo el espiritu de los modelos estudiados en este capitulo, en
esta seccién proponemos la construccion de un trimero compuesto de otros tres trimeros,
en otras palabra, un sistema C5 x C5. La caracterizaciéon de este arreglo es 1til para el
estudio de las emulaciones de campo SU(3) en la seccién ?7.

El esquema del sistema se muestra en la figura ?? en donde cada sitio A, B y C' tiene
una estructura propia. El hamiltoniano de este sistema es:

Hy Ausp Axc Ey,2 A A
H=| Al, Hy Apc |, Hi=| A E, A |, (3.92)
quc ATBC Hy A A E

donde (Aun)pg = A(pmg) son las matrices de acoplamiento entre sitios de trimeros
adyacentes, por ejemplo A(42 ps) representa el acoplamiento que existe entre el sitio
2 del trimero A con el sitio 3 del trimero B. Las matrices de acoplamientos estan
determinadas de la siguiente manera:
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Intratrimers couplings

- - — Distance between centers

Figura 3.16: Este arreglo C3 x (5 consiste en tres trimeros colocados en los vértice de
un triangulo equilatero. Los trimeros estan denotados por las letras A, B y C; mientras
que los sitios internos de cada trimero se numeran del 1 al 3.

Agim)y Aaim2) Auims)
A = | Auzm)y Auzm2) Auzms) (3.93)
Auzm) Aazm2) Auzma)
La introduccién de las fases en los términos de acoplamiento se realiza aplicando la
siguiente transformacion U sobre el hamiltoniano H:

Usxs 0 0 1 1 1 1
U= 0 Usxs O , Usxs=— | exp(2m/3) exp(4m/3) 1 |, (3.94)
0 0 Usxs V3 exp(4m/3) exp(2m/3) 1

donde identificamos que Usysz diagonaliza H, de la siguiente manera:

Doblete; 0 0 Ey— A 0 0

Hy = Ul 4HoUsys = 0 Doblete, 0 — 0 FE,—A 0
0 0 Singulete 0 0 Ey+2A

(3.95)

El hamiltoniano transformado H queda como sigue:

UtHU  UtApU  UtAscU
H=UHU = | UAL,U U'HU UtAgcU |, (3.96)
UtAL U UTAL U UTHU
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donde hemos usado la siguiente simplificacion de notacién Usys — U dentro de la
matriz. UTHyU es diagonal y UTA;,,U son matrices con elementos complejos.

El resultado importante de esta seccion es la presentacion de los niveles de energia del
sistema en funcion del angulo de rotacion de los trimeros. Por cuestiones practicas,
solo presentamos en la figura 7?7 las energias cuando dos dangulos estan fijos y el tercero
varfa de 0 a 27/3. Podemos notar que para cierto valor especifico del angulo, ocurre
un punto de cruce de niveles. En esta configuracién, el angulo de rotaciéon de uno de
los trimeros provoca que la simetria C3 global se rompa pero al tener cada uno de los
trimeros con su estructura interna intacta, esta simetria Cj5 interna atun prevalece lo
que se manifiesta en las degeneraciones presentes en el espectro. Mas adelante en la
seccion 77 dicha degeneracion provoca solapamientos de bandas en los espectros de una
cadena de trimeros. Si ahora deformamos la estructura interna del trimero rompiendo
su simetria C3, aparecen los nueve niveles esperados para un sistema de nueve sitios,
como se muestra en la figura ?77.

En este capitulo abordamos sistemas con diferentes grados de libertad internos. Estos
sistemas se estudiaron bajo el formalismo de modelos de amarre fuerte del estado solido
en donde las funciones de onda localizadas toman el papel de los estados localizados en
los sitios del arreglo. La descripcion del hamiltoniano descrito en funciéon de acoplamien-
tos y operadores de simetria resulta muy general y esto nos permite tener flexibilidad
en cuanto a las aplicaciones posibles: desde descripciones de sistemas moleculares como
los casos del benceno y boraceno[? |, hasta posibles implementaciones en arreglos arti-
ficiales. También estos modelos nos permiten estudiar, usando conceptos de teoria de
grupos, propiedades matematicas que poseen los espectros de estos cristales como la
supersimetria en el caso de los anillos de benceno y boraceno y la construcciéon de un
espacio fase de dimension par que explique las degeneraciones accidentales del sistema
C3 X Zy. En conclusion, la familiaridad con estos sistemas nos ha permitido construir
y entender sistemas mas elaborados, los cuales se abordan el siguiente capitulo.
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Figura 3.17: Niveles de energia en funcién del dngulo de rotacion. Uno de los trimeros
rota, mientras los otros dos permanecen fijos. Podemos ver sélo seis niveles, esto indica
la existencia de estados degenerados. Para cierto valor del angulo, emerge un punto de
cruce.
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Figura 3.18: Separacion de niveles debido al rompimiento de simetria interna C3. Nueve
niveles de energia emergen.
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Capitulo 4

Construccion de redes de amarre

fuerte con N grados de libertad:
Caso SU(N)

La realizacién de teorias de Yang-Mills es el principal objetivo de las emulaciones espec-
trales cuanticas. En el modelo estandar de particulas y campos, los grados de libertad
internos tales como el color son los responsables de las subestructuras de los nucleones
y, en general, de los bariones y mesones. Tangencialmente, lattice QCD es una descrip-
cion dindmica de tales teorias, donde el trabajo numérico esta dedicado a mostrar la
aparicion del confinamiento del color.

En la literatura encontramos trabajos que muestran experimentos con fuentes atéomicas
[? ? ] que hacen uso de niveles atémicos como grados internos de libertad. Tam-
bién existen articulos de realizaciones de campos de norma abelianos[? ? | en redes
opticas. Hasta donde sabemos, no hay intentos de producir estos modelos en una red
homogénea, i.e. una discretizacién del espacio sin ninguna otra suposiciéon que imponer
un so6lo estado cuantico por sitio. Es necesario enfatizar que los sistemas propuestos
en este capitulo son realizables en experimentos con resonadores dieléctricos[? 7 | y
resonadores mecanicos[? | que sustenten un sélo estado atrapado.

4.1 Teoria general general en la red

En variable continua, el tratamiento usual incluye campos no abelianos A, = A77,, con
el indice de espacio-tiempo p, o denotando el indice de grupo y 7 representa los gen-
eradores de SU(N). La introduccién del acoplamiento minimo para espacio y tiempo,
asegura la invariancia de norma de una teoria que involucra particulas cargadas y cam-
pos bosénicos dinamicos.

Pu = Pu+ A, p— P+ gA. (4.1)
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Esto se puede delimitar a campos estéticos donde la componente 0 es irrelevante (caso
puramente magnético); como se expresa en la segunda relacion de la ecuacién anterior
y es tutil cuando consideramos realizaciones estaticas en cristales. Bajo la accién de un
grupo unitario U(N) tenemos la siguiente transformacién (usamos h = 1):

Pu ﬁ,u = UTpuU7 (4'2)
Ay > A, = UAUT - gUé?uUT, (4.3)
) = Uly) (4.4)

y son tales que p, +gA, — Ut(p,+ g[lﬂ)U permanece invariante, i.e. la transformacion
de A compensa la transformacién unitaria de los operadores y estados fisicos. Una for-
mulacién hamiltoniana estacionaria en primera cuantizacion necesita una ecuacién tipo
Scrodinger que provenga de pg, de tal forma que un problema espectral con invariancia
de norma involucra la siguiente transformacion:

H=UHU,  9,U=0 (4.5)

y un campo estatico tal que

Ay = constante, A = UAUT — éUVUT . (4.6)
Dado que los sistemas que tratamos aqui son redes, debemos considerar operadores
de diferencia finita, pero entonces la introducciéon del acoplamiento minimo debe ser
apropiadamente incorporado en el hamiltoniano, con el objetivo de identificar la depen-
dencia de H con respecto al campo A. Para hamiltonianos que dependen del operador
de traslacion T; y vectores sobre la red R, usamos la siguiente notacion:

Ni|ng, ooy ) = 14|01, ooy ), (4.
TNy ooy My ooy M) = |11, e+ 1 ). (4.9

donde a; denota los vectores primitivos y m el nimero de vectores primitivos del arreglo.
En nuestras realizaciones, los estados de la red |nq, ..., n,,) estan representados por las
funciones de onda localizadas alrededor de los sitios (e.g.los modos atrapados dentro
de una cavidad dieléctrica cilindrica). En este lenguaje, el operador de traslacién T
tiene una forma diferencial

<r|ﬂ|n17"'7n2> = <r|n17“'7ni+]—7“'7n2>
= (r—ayny, ... ny)

= exp(—ia; - p){r|ny, ..., nm). (4.10)

Es facil adivinar que el acoplamiento minimo debera estar determinado por la expo-
nencial compleja enfrente de T'. En efecto, bajo una transformacion de norma estatica
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T; = exp(—ia; - U'pU) = U'T,U. (4.11)

Mas atin, una dependencia local de la transformacion U(Ny, ..., N,,,) = U(N) nos per-
mite escribir lo siguiente

T; = UY(Ny, ..., N))U(Ny, ...,N; — 1, ..., N, )T, (4.12)

o bien T; = UT(N)U (N —e;)T;}, las cuales son las transformaciones que deseamos emular.
Para compensar esta transformacién, el hamiltoniano debera tener una dependencia
particular sobre A. Para redes de amarre fuerte con un nimero indefinido de vecinos,
podemos escribir

H = Z Api(N)(T;)* + hec. + V(N), (4.13)

donde V' es un potencial local, k es el rango de la interaccion, y Ay ; son las constantes
de acoplamiento como funciones de los operadores de sitio; en nuestro caso, son reales
y positivas. La invariancia antes mencionada impone una transformacién sobre A del
tipo

Aa(N) = A (N)UT(N = &)U (N), (4.14)

compensando de esta manera los factores extras que aparecen en la ecuacién (?7). Si
queremos conocer la dependencia explicita de H con respecto a A, para el caso abeliano
es

Api(N) = |Ap:(N)| x exp{—iga; - A(N)}, (4.15)
A (N)| = [ (N (4.16)

Aqui, la parte hermitiana de A se escribi6 de manera explicita para mostrar que el
campo es un operador unitario, mientras que el modulo puede atin depender del vector
N. Una transformacién de norma se puede realizar al nivel del campo A; definiendo un
conjunto de vectores ortogonales (no necesariamente sobre la red fisica) b1 1 ay, bg 1 ay,
el desplazamiento por una derivada discreta

~ ~

A(N) — A(N) + 61[’_1&2 [B(N —e,) — B(N)] 132b-2a1 [B(N —e;) — B(N)]  (4.17)

produce exactamente la transformacién (??) cuando se substituye en (??). El operador
unitario en este caso es U(N) = 9™,

Para campos no abelianos, no podemos expresar A directamente como una exponencial
de A. En vez de eso, debemos resolver una relacién del tipo
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UH(N) A, [A} (T)FU(N) = Api [A] (T)F, (4.18)

)

que debe compensar una vez mas (??7). Ahora

U'(N) A |A] UN) = A [A]U(N = e)U(N), (4.19)

y puesto que

i = U(N) [Aj ~u-vi - ej>U<N>>] Ui,

(4.20)
llegamos a una relacion funcional
Api {Aj — (1~ exp [~ig ®(N — e;)] exp [~ig cp(N)])]
= Ay, [A;] x exp[—ig (N —¢;)], (4.21)

donde ® = ®77, es no abeliano y arbitrario. Esta relaciéon funcional determina A en
términos de A, pero dado que depende del grupo de simetria interno, no pretendemos
resolverlo. En su lugar, decimos que hay un campo de norma no trivial que actiia sobre
una particula descrita por el hamiltoniano H si no hay alguna transformacion U para
la cual

Api [0JU(N — ;) = UN)A,; [A]. (4.22)

Aun explorando el caso abeliano, esto requiere el uso de estructuras no triviales como
amplitudes de salto complejos y , como consecuencia, espectros singulares via la ecuacion
de Harper.

4.2 Descomposiciéon en términos de acoplamientos
externos de la red y acoplamientos internos
poliméricos

La idea general detras de la inclusiéon de un grupo interno SU(N) consiste en la introduc-
cion de mas estructura alrededor de un sito de red. Dado que cada sitio contiene un sélo
estado, resulta natural pensar que tales sitios (en nuestras realizaciones, un conjunto
de resonadores) se coloquen muy juntos y por tanto estos grupos, cuando se visualizan
como un unico sitio, tiene tantos niveles como sitios en el conjunto. Llamamos a este
conjunto polimero. Ver figura ?7.
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Intradimeric distance d

AAm,Bn

— — - Distance between centres L

Figura 4.1: Polimeros vecinos. De manera general cada polimero alberga m sitios donde
cada sitio contiene un solo estado localizado. La descomposicién de los acoplamientos
en externos e internos se puede visualizar graficamente: las lineas azules punteadas
representan los acoplamientos externos, mientras que las lineas méas claras que conectan
sitios del polimero son los acoplamientos internos. La distancia entre los centros del
polimero se ilustra con la linea punteada verde.

En conexién con los acoplamientos, resulta razonable descomponerlos en dos partes.
Esto es de gran utilidad para rastrear la contribuciéon a toda la red, debido a la lo-
calizacién de cada polimero (o su centro geométrico). La distancia entre centros ge-
ométricos estd asociada con un acoplamiento A que llamamos externo. La distancia
entre un centro geométrico y todos los demas sitios del mismo polimero deben ser vistos
como distancias internas, por lo tanto llamamos a estos acoplamientos internos. Una
vez hecha esta descomposicion, estamos listos para para usar una base apropiada que
describa las estados poliméricos que interactiian con otros estados que pertenecen a
polimeros vecinos. En realidad, esto estd conectado con los modelos de amarre fuerte
aplicados en el estado solido donde los sitios individuales contienen mas de un orbital de
conduccién. La diagonalizacion de los polimeros aislados hacen el trabajo, eliminando
los acoplamientos internos entre los estados propios poliméricos y revelando nuevos
acoplamientos sitio a sitio.

El niimero de sitios es equivalente a la dimensionalidad del grupo interno. Notamos
que la teoria resultante es abeliana, si los estados poliméricos estan acoplados solo a sus
contrapartes vecinas con el mismo indice (i.e. primer nivel con primer nivel, segundo
nivel con segundo nivel y asi sucesivamente). Esto da lugar a un nimero N de teorias
abelianas desacopladas sobre la misma red. Por otro lado, si los estados poliméricos
estan conectados con estados propios vecinos de diferente indice, el respectivo hamilto-
niano contiene operadores hermitianos no diagonales definidos sobre el algebra su(N).
Esto da lugar a teorias no abelianas, donde el campo no abeliano entra en las constantes
de acoplamiento, en lugar de un potencial local; es precisamente lo que se muestra en
la ecuacién (77).
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4.3 Emulacién U(1)

Vamos a aplicar la teoria general cal caso magnético, es decir, la emulaciéon de un campo
abeliano U(1). Se muestra la construccién de una red hecha por cadenas de dimeros
rotantes que generan dos teorfa U(1) desacopladas.

4.3.1 Operador casi Mathieu

El operador casi Mathieu es una versién discreta del operador de Schrodinger en una
dimension [? |:

(HoarU) (n) =U(n+ 1)+ U(n — 1) 4+ 2A cos(2mkn + k)U (n). (4.23)

Este hamiltoniano describe redes bidimensionales con potencial periédico usando el
modelo de amarre fuerte. Dicho potencial pude ser conmensurable si « es racional o
inconmensurable si « es irracional. Considerando la norma de Landau, tomamos la
direccién del potencial vectorial paralela a uno de los ejes de la red y perpendicular al
eje restante. Con esto conseguimos un sistema que es separable: por una parte tenemos
ondas planas como funciones propias en la direccién perpendicular al potencial, mientras
que en la direccién paralela obtenemos un hamiltoniano Huax[? ]. El pardmetro o« se
define como el flujo magnético en una celda unitaria del cristal, k es el nimero de onda
de las funciones propias en la direccion transversal y A es la razén entre la longitud de
la celda unitaria en la direcciéon del potencial y la longitud en la direcciéon transversal.
Si A = 1, Huag recuperamos el hamiltoniano de Harper [? ] el cual describe una red
cuadrada bajo la influencia de un campo magnético perpendicular al plano molecular.

Si « es racional i.e.« = p/q donde p y ¢ son primos relativos, H,ax es periddico y la
teoria de Bloch-Floquet puede ser aplicada. El espectro o(«, A, k) consiste en ¢ bandas
generalmente separadas por una brecha de energia. Al variar k, las bandas se mueven e
incluso su anchura puede modificarse, pero traslapes entre bandas nunca ocurren. Por
otra parte, si « es irracional, el espectro sera independiente de k.

Mariposa de Hofstadter

En 1972 Hofstadter publicé un trabajo [? | donde mostré un espectro tipo Cantor y
de medida cero para una red cuadrada (A = 1) y « irracional. Existen realizaciones
experimentales que reproducen este espectro en sistemas mesoscopicos con el uso de
arreglos de dispersores en sistemas de microondas [? | o realizaciones con sistemas
acusticos [? 7 |.

El método de la supercelda es ttil para construir un sistema cuasiperidodico que per-
mita acercarnos a la irracionalidad de « a través de valores racionales de la forma
a = p/q donde p y ¢ son primos relativos. Escogemos como supercelda una cadena
formada por N dimeros donde cada dimero esta rotado un angulo 27p/(N — 1) con
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Figura 4.2: (a) Pardmetros geométricos de la cadena de dimeros. L representa la
distancia entre el centro del dimero y uno de sus sitios. La distancia interdimérica esta
denotado por d y el dngulo de rotacién del dimero es 6,. (b) Esquema de todos los
acoplamientos a pares entre dos dimeros vecinos.
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Figura 4.3: Cadena de dimeros rotantes. Las flechas van del sito intradimérico 1 al
sitio intradimérico 2 y sélo son ilustrativas para apreciar el movimiento de rotacién a
lo largo de la cadena. El parametro p indica el nimero de vueltas completas que da el
dimero a lo largo de la cadena.

respecto al dimero inmediato anterior; p denota el nimero de vueltas completas que
un dimero da a lo largo de la cadena. Una cadena formada por dimeros corresponde a
una teorfa SU(2), donde de manera general se considera la base propia del dimero y los
traslapes entre los estados simétricos y antisimétricos de sitios vecinos. Sin embargo,
al tener acoplamientos dependientes de parametros geométricos, es posible sintonizar
su valor a conveniencia. Es posible encontrar un régimen donde los estados simétrico
y antisimétrico se separan generando acoplamientos puramente simétrico-simétrico (S-
S), antisimétrico-antisimétrico (A-A). En este caso emergen dos bandas desacopladas
y cada una de ellas corresponde a una teorfa U(1) efectiva. En la seccién siguiente
mostramos la construccion de la cadena y la obtencién de los espectros correspondi-
entes tanto para el caso U(1) como SU(2).
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Spectrum (symmetric mode band)
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Figura 4.4: (a) Espectro de la banda simétrica desacoplada de una cadena con 400
dimeros. La mariposa de Hofstadter emerge en el primer cuarto del rango de las fre-
cuencias w(N — 1)/2w. Los parametros geométricos son L = 1.68, d = 0.1 y A = 1.66.
El valor estimado de A = 1. (b) Espectro de la banda antisimétrica desacoplada con
los parametros geométricos L = 2.8, d = 0.35 y A = 1. Esta banda es andloga al
hamiltoniano de Harper para A = 0.08 cos w.
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Spectrum (lower band)
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Figura 4.5: Retrato de la bandas de la figura ?? con acoplamiento. (a) Fuertes correc-
ciones a la banda simétrica. (b) Ligeras correcciones a la banda antisimétrica.
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Figura 4.6: Red cuadrada de dimeros con estados localizados. La parte oscura de la
grafica representa las regiones con menor probabilidad de encontrar al electron mientras
que las zonas mas blancas indican una alta probabilidad. El parametro N denota el
numero de dimeros a lo largo del eje x, d es la distancia intradimérica mientras que [
representa la distancia entre centros de dimeros vecinos.
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Dimer Lattice Probability Density

(a) (b)

Figura 4.7: (a) Red cuadrada tipo erizo. (b) Red cuadrada con funciéon de onda
localizada en el centro. Los dimeros se presentan como guia visual. El estado de mayor
energia muestra el efecto de localizacion. Los dimeros estan hechos de puntos naranja
y amarillo. Los parametros son L =2.9,d =13y A = 1.

4.3.2 Sistema de dimeros: caso abeliano

La construccion de la cadena de dimeros se visualiza en la figura ??. Cada cadena esta
caracterizada por el parametro p que corresponde al ntimero total de vueltas de un
dimero a lo largo del arreglo. Los estados localizados alrededor de cada sitio se denotan
como |n, i) donde n representa la posicion e i el sitio intradimérico. Los acoplamientos
estan dados como:

AY = (n,i|H|m,j)
~ / G2 () H (=2, ) (r)dr
~ Agexp(—di /N). (4.24)

donde dj, es la distancia entre sitios (n,i) y (m,j) con m,n como el nimero de
sitio e 7,7 como el nimero de sitio intradimérico, y A es la longitud de evanescencia.
En nuestra descripcion, sélo consideramos los primeros vecinos. La notaciéon para los
acoplamientos se simplifica como sigue: A:f ny1 > AL Escribimos el hamiltoniano de
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una sola cadena:

Hy hy O 0
Kl Hy hy 0
t
R 0
HO hn—l
0 0 hl_, H,
donde A ALl AL
0
Hy = < N ) ) e = ( A AR ) . (4.26)

_Square lattice spectrum

Energy

Lattice constant L

Figura 4.8: Espectro de una red cuadrada tipo erizo como funcién del parametro de
red L. Los puntos azules representan estados localizados en el centro del arreglo como
se muestra en la figura ?7. Este estado se funde con una de las bandas conforme la
distancia interdimérica incrementa. Las lineas azules representan las distancias entre
los centros.

En esta notacion, H, representa el hamiltoniano de un sélo dimero con su energia en
sitio desplazado a cero por simplicidad. Podemos diagonalizar cada bloque dimérico
usando la matriz de Hadamard:

1 (41 +1
(1) — f _ L
HY =1y U) H,(1y 2 U), U—\/é(+1 _1). (4.27)

El hamiltoniano transformado en la base de estados simétrico y antisimétrico de cada
dimero es:

Hp }Nl1 0 0
W Hp by 0
i
ZI o (4.28)
HD hn 1
0 0 Al _, Hp
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con Hp v h; dados por:
A 0 = AAA - A\AS
Hp = ( 0 ~Ag ) = ( A4 ASS ) ' (4.29)

El superindice de A, en B representa los acoplamientos entre estados antisimétri-
cos (A) y estados simétricos (S). Expresamos AA4 ASAAAS v ASS en términos de
acoplamientos sitio a sitio:

A = % (A + A2+ AL+ A2
AﬁS — % (Akl o A}f + Ail o A?ﬁ)
ASA _ 1 (AH 4 A12 _ A21 . A22)
n 9 n n n n
AN = % (A = A2 — A2+ A2 (4.30)

Reordenando el hamiltoniano transformado ngl) en bloques A y S obtenemos:

Hy ¢
(2) _ A AS
= (1 0, "
dondeH 4 y Hg contienen solamente acoplamientos A—A y S-S, respectivamente:
Ay A} 0 .- 0
A4 AOA A4 :
A
Ho=| 0 8T A (4.32)
Ay A
Ay AP0 .- 0
He=| O 85 Ao (4.33)
AAGLH
0 A 0 ... 0
das = 0 A? ° (4.34)
0 A4
0 ASA 0

Observamos de la ecuacién (?77?) que los elementos de d 45 dependen de los acoplamientos
entre sitios vecinos, y esta dependencia es puramente geométrica debido a la definicién
de AY,, in (77).
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En general, el hamiltoniano ngz) tiene dos bloques acoplados, aunque es posible realizar
algunas aproximaciones. Si los elementos de d45 son mas pequenos que los elementos
de Hy v Hg, conseguiremos bandas desacopladas con un espectro de Cantor; en el caso
mas general, la mariposa de Hofstadter aparece deformada, como se visualiza en la
figura 77.

a0t

30+

20+

Im{Ay) Re{A4})

40f

30+

20

0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50

Im{A;) Re(A3)

Figura 4.9: Retratos de A sobre la red cuadrada. Se presentan las componentes
Im{Ap}, Im{As}, mientras que Re{Ap} =Re{As} = 0. De manera similar, se muestran
las componentes Re{4;}, Re{A3} cuyas componentes Im{A4;} =Im{A43} = 0.

Proseguimos caracterizando los acoplamientos entre sitios, para ello necesitamos cono-
cer las distancias en funcién de los parametros geométricos de la cadena. Denotemos
r\) con i = 1,2 el vector posicion del sitio i-ésimo del dimero n, y para dos sitios
adyacentes tenemos:

rsll) = (—dsinb,,dcosb,)

r? = (dsin,,—dcos6,)
rﬂl = (L —dsin6,41,dcosb,1)

rfi)rl = (L+dsinb,1,—dcosb,.1). (4.35)
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p=11

Figura 4.10: Cadena lineal hecha de trimeros. La celda unitaria rota un ntimero p de
vueltas completas. La simetria global C5 se rompe si un trimero interno es rotado con
respecto a los otros dos. Cuando la simetria C se restablece, bandas planas aparecen en
la parte inferior del espectro. El rompimiento de simetria provoca un desdoblamiento
de las bandas.

Las distancias entre todos los sitios a pares es:

di = |p® —x9) | = L{1 + 20249 — 208712 (4.36)

donde 6, = 2mp(n — 1)/(N — 1), a« = d/L y A%, BY contienen informacién de las
rotaciones de cada dimero:

A9 = 1 —(=1)" cos(f, — Opy1)
BY = (=1)'sin®, — (—=1)sinf,,;. (4.37)

De esta manera los acoplamientos son los siguientes:

Bii® L g
n (142 — AU
5 ( +)\) n

d 2
%} Ap, (4.38)

- . d
A ~ {1+B;77a+

con A = Agexp(—L/N). Si tomamos la distancia intradimérica d pequena en com-
paracion a la distancia L entre centros de dimeros, entonces o < 1 y por tanto es
posible hacer la siguiente aproximacion para la banda simétrica a segundo ordenen en
o

ASS—Q—d2 cos 0, cos —£Sin0 6 A (4.39)
n )\L n n+1 )\ nYn+1 L- .
Analizando el caso especial cuando L/\ = 1, obtenemos la siguiente expresion:
A = 247 2n — 1)] A 4.40
n —ﬁcos[w(n— )AL, (4.40)

donde hemos definido la frecuencia angular w como 2wp/(N — 1). Se puede demostrar
que existe una mapeo unitario entre el hamiltoniano de Harper y un modelo de amarre
fuerte sin potencial y con acoplamientos dependientes de la posicién como el obtenido
en (77). Este mapeo unitario es muy importante y se incluye en el Apéndice 77.
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El parametro efectivo A = 1 para la banda simétrica. Para la banda antisimétrica
obtenemos lo siguiente:

A = 9y {1 - w cosw cos[w(2n — 1)]} Ap. (4.41)

donde
Y= 2+/8042(B - 1)7
d L

= = = —. 4.42
Para esta banda, el parametro A del modelo de Harper se supone pequena. El valor
de A efectiva es A = 0.08 cosw. Notamos que tiene una dependencia de la frecuencia
no removible. La medida de Lebesgue para el operador Casi-Mathieu es |4 — 4A| [? ?
|. La medida de Lebesgue estimada para la banda simétrica es cero y para la banda
antisimétrica es 3.68 cosw.

Finalmente, para completar la caracterizacién de los espectros calculamos la dimen-
siones fractales con el método de conteo de cajas. Para la banda simétrica estos valores
estan reportados en la tabla ??. Notamos que el valor de la dimensién fractal es menor
que 1. Por otra parte, las dimensiones fractales para la banda antisimétrica estan
reportadas en la figura

Un tratamiento més general de los acoplamientos como funciones del nimero de sitio,
consiste en la descomposicion de h,, en la forma polar como:

h, = UP = exp(ioy¢)P
_ ( cos¢ sing ) ( e’coshy  sinhy ) (4.43)

—sing cos ¢ sinhxy e ?coshy,
obteniendo las siguientes relaciones:
A = ¢ cos ¢ cosh x + sin ¢sinh y
Afs = e ’sin ¢ cosh y + cos ¢sinh y
A = _¢%sin ¢ cosh x + cos ¢psinh y
A% = 7% cos¢cosh y — sin ¢sinh y. (4.44)

Tabla 4.1: Dimensiones fractales obtenidas del conteo de cajas para la banda simétrica.

w27 /(N — 1) Dimension fractal | w27r/(N —1) Dimensién fractal
0 0.9606 13 0.6995
1 0.9601 17 0.6941
2 0.4980 19 0.7010
3 0.4884 23 0.7233
) 0.4244 29 0.6897
7 0.6525 31 0.7308
11 0.6848 37 0.7516
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Figura 4.11: Dimensiones fractales para la banda antisimétrica. El recuadro (a) cor-
responde al caso desacoplado mientras que el recuadro (b) para el caso acoplado.

donde los parametros x, ¢ y 0 estan dados en términos de los acoplamientos como:

2ALAY + ABAZ) 4+

0 _
e’ coshy = e , (4.45)
—2<A11A12 + A21A22) + ol
—0 _ n n n n
e Vcoshy = 2172 , (4.46)
o= (A7 = AT+ (A + AR (4.47)

Hemos visto como obtener un hamiltoniano equivalente al modelo de Harper en un
sector abeliano de la teoria. Esto produce una mariposa lo cual esta en completa
correspondencia a lo predicho por el operador casi Mathieu.

4.4 Estados confinados de SU(2)

Un problema abierto en fisica de particulas y puntualmente en cromodinamica cuantica
es el fenémeno de confinamiento. Por una parte, los estados confinados de los quarks
que constituyen los nucleones impiden que un quark pueda ser aislado de los otros dos
debido a que a grandes distancias la interaccion fuerte se vuelve méas intensa; y por
otra lado la hipétesis del confinamiento de color dicta que multipletes de color neutro
de SU(3) son los tinicos que pueden ser observados. En este trabajo no se intenta dar
una demostracién del fenomeno de confinamiento, el objetivo es emularlo en un sistema
bidimensional, y con manipulaciones puramente geométricas poder localizar en una
region de la red la funcién de onda del sistema. La existencia de estados localizados
en redes se ha estudiado en sistemas desordenados como es el caso de la localizacién de
Anderson [? |, sin embargo, es posible construir una red que globalmente sea periddica
pero que cada sitio tenga estructura interna que exhiba el mismo comportamiento de
localizacion.

Se persigue la construccion de una red cuadrada hecha de dimeros cuyos acoplamien-
tos en el centro del arreglo constituyan los mas predominantes. Para lograr esto se
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Figura 4.12: Espectros de una cadena lineal hecha de trimeros. (a) Celda unitaria
para la cadena de trimeros. Cada triangulo interno puede rotar independientemente
con angulos 01, 6 y 05. (b) El espectro superior estd compuesto por dos bandas sola-
padas. Se puede distinguir una estructura fractal que hace referencia a la ;mariposa de
Hofstadter. (c) Parte baja del espectro. La banda es densa y no muestra estructura
reconocible. (d) Espectro con simetria interna y global C5 rota. Podemos notar la
aparicion de bandas planas en la parte inferior.

disponemos los dimeros de la parte central de tal forma que los acoplamientos simétrico-
simétrico, antisimétrico-antisimétrico prevalezcan en comparacién con los acoplamien-
tos simétrico-antisimétrico. Los demas acoplamientos se construyen alrededor de estos
cuatro dimeros variando el angulo de rotacién de tal manera que dos dimeros contiguos
sobre una fila sean casi paralelos. La red resultante es tipo erizo (hedgehog) con la
caracteristica de poseer en su borde exterior dimeros que generan una vuelta completa
al cristal, ver figura ?77.
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Como ya habiamos anticipado, los acoplamientos mas prominentes provienen del centro
del arreglo por lo que los dispondremos a una rotaciéon de m/2 (ver figuras 7?7 y 77?).
Los deméas acoplamientos deben ser lo mas pequenos posibles por lo que dispondremos
los dimeros con una pequena rotacion respecto a los cuatro dimeros centrales. Las
posiciones para cada sitio estan dadas por las siguientes expresiones:

alV = ((na=1)L=dsin| %+ 557 | (ny—n0),~ (ny—1) L—d cos | 5 + 50577 | (ny 1) ) (4.48)

ay = ((na—1)L-dsin[ 3457 ] (ny—ne),—(ny—1) L—doos [+ 5 | (ny—n2) ), (4.49)
para uno de los cuadrantes de la red. En esta notacion a§“) y aén) representan las
posiciones 1y 2 del dimero localizado en n = (n,, n,). La red al tener simetria Cjy, los
demés cuadrantes estan relacionados por rotaciones de 7/2. Variamos el pardmetro de la
red y encontramos estados localizados en la parte superior de la banda de energia. Este
estado localizado se mueve conforme el parametro de red incrementa con una distancia
intradimérica fija. Notamos que en realidad se funde con la banda de propagacién en el
limite de distancias intradiméricas despreciables, esto es, muy pequenas en comparacion
con la constante de red revelando la naturaleza no abeliana del efecto. Es posible
hacer una analogia con solitones ya que el estado localizado se encuentra en una region
producida por un campo externo tipo erizo. Esta configuraciéon de dimeros tiene algunas
caracteristicas en comun con las soluciones clésicas de ecuaciones no lineales de campo
que poseen una energia finita que posee una densidad de energia no dispersiva localizada,
es decir, la onda viaja con su forma inalterada[? ? ]. Mds atn, estas soluciones caen
a cero en el infinito. En la teoria no lineal que pretendemos emular, las soluciones
perturban nuestra ecuaciéon de Schrodinger.

La evoluciéon de la funciéon de onda para el estado de mayor energia se muestra en la
figura 7?7 (a). Observamos que el estado electrénico estda confinado en el centro del
arreglo, pero también nos interesa la forma del campo no abeliano que se emula. En la
direccion perpendicular al plano de la red, B, se obtiene como sigue:

B. = 0,A, — 0,A, — i[A,, A,), (4.50)

donde el conmutador juega un rol importante. Para calcular las componentes de A,
primero debemos expresar cada bloque de acoplamiento 2 X 2 como una exponencial,
lo cual se logra de la siguiente manera:

A(N) = exp(®V1+ & - o). (4.51)

La componente A; es la diferencia entre ®(N) y ®(N — ¢;). Las proyecciones sobre la
base de Pauli 0, 01,09 y 03 de A se pueden hallar rapidamente calculando Tr(Ac;) y
estan dibujadas en la figura ??. La partes real de A®, A® e imaginarfa de A, AG)
son cero.
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4.5 Cadenas de trimeros y SU(3)

Siguiendo el ejemplo del caso SU(2), podemos extender lo desarrollado hasta ahora
para construir una cadena hecha de triangulos. El esquema del sistema se muestra en
la figura ??. En esta secciéon no hacemos un analisis formal como lo desarrollamos para
SU(2) pero proporciona las bases de estudios proximos. Nos limitamos a mostrar los
resultados numéricos.

La celda unitaria usada para la construcciéon de esta cadena se ilustra en la figura 77
(b). Los niveles de energia internos de cada trimero representan tres grados de libertad
internos en la celda. Conforme el tridngulo rota de manera independiente con angulos
de 601,05 y 03, es posible romper o restablecer la simetria poligonal local de cada celda y
de esta manera manipular la estructura de bandas del espectro. Cuando estos angulos
desaparecen, el sistema tiene una simetria C5 x (5. El hamiltoniano del arreglo se
escribe en forma matricial como sigue:

Hy Aap Auc

H = | A, Hy Apc |. (4.52)
Al Ahe  Ho
E A A
H = [ A B A, (4.53)
A A FE
Aml,nl Aml,n2 Aml,nS
Amn - Am2.nl AmZ,nZ AmQ,n?) ) (454>

Am?;,nl Am3,n2 AmS,nZ&

donde m,n = A, B,C'y Ak es el acoplamiento entre el [-ésimo sitio del trimero m
con el k-ésimo sitio del trimero n. Un hamiltoniano transformado se obtiene si usamos
la matriz 3 X 3 que diagonaliza Hy, i.e. H= UTHoU donde U = 1® Usy5. Los elementos
de matriz transformados se pueden calcular analiticamente:

1 i2m
(Usxa)pg = Wehas [7(2 +p)Q] : (4.55)
. ami(q—p)/3 3 .
(Amn> _ e Z mitKakD BN
Pa 3 kk'=1

(4.56)

Ahora, el hamiltoniano se puede expresar en la base propia de Cj3, y reordenando los
elementos de matriz nos lleva a un hamiltoniano dividido en tres bloques:

S1 (A g3z (Ale)3s 0 (A p)s1 (Ahe)st 0 (Alyp)s2  (Alg)s2
(A4 B)3s S2 (ABc)ss (ALe)is 0 (Ap)st (Ae)3s 0 (Apc)s2
(Ahc)is (Age)is S3 (Ahc)is  (Ao)is 0 (Ahc)ss  (Ape)ss 0
0 (Alhp)iz (Aye)1s D11 (A g (Ahe)nn 0 (A gz (Ao
H = (A%B)gl 0 (A,BC)B (A;;B)ﬁ D2y (A%c)ﬁ (A;;B)% 0 (Ajgc)m 4.57)
(A/AC)§1 (Ajgc)§1 0 (A;xc)ﬁ (Aggc)ﬁ D3 (A;xc)% (A/BC);I 0
0 (A4 g2z (Ae)2s 0 (A g1 (Aho)21 D12 (A g2z (Aho)22
(AIAB)§2 0 (A/BC)23 (A/AB)I2 0 (Agac)ﬂ (A;lB);2 Das (Aj‘ac)”

(AYc)ia (Apo)is 0 (AYc)ia  (Ae)is 0 (Aye)ss  (Aso)ie D32



El rompimiento de la simetria global C'3 de cada trimero se introduce por una rotacién
de s6lo uno de los trimeros internos, y como consecuencia, surgen puntos triples de
degeneracion. Hay que notar que los dobletes nunca se desdoblan. El rompimiento de
simetria C3 se logra por medio de deformaciones de los tridngulos internos del trimero,
y en este caso, obtenemos desdoblamiento de dobletes.

Siguiendo el modelo propuesto para SU(2), construimos cadenas lineales hechas de
celdas unitarias rotantes. El espectro esta conformado por dos bandas, la banda superior
mostrado en la figura 7?7 (a) se exhiben bandas que estdn aparentemente solapadas. Por
otro lado, la banda inferior que se visualiza en la figura ?? (b) es densa. El modelo
presenta bandas planas cuando las simetrias C3 global e interna estan rotas, y son de
potencial interés debido a estudios recientes en superconductores.

Finalmente, el modelo puede generalizarse para redes bidimensionales, de la misma
manera que se realiz6 para el caso SU(2), con el objetivo de emular el confinamiento
debido a campos de color SU(3).
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Capitulo 5

Conclusiones

Se estudiaron los sistemas con simetria Cg, C3 X Zy y C3 x C3 usando el modelo de
amarre fuerte con un hamiltoniano escrito en términos de acoplamientos y operadores
de simetria. Dada la generalidad del sistema, se abordaron tanto aspectos aplicados
como las propiedades matematicos de los espectros. Dentro de las aplicaciones prac-
ticas, tenemos la descripcién de las moléculas de benceno y boraceno, para las cuales
se obtuvieron las funciones propias y un esquema de corrientes cuando un campo mag-
nético es introducido en este tipo de arreglos. Por parte de los espectros de energia,
se encontrd que los niveles gozan de una super simetria, esto ayuda a explicar algunas
peculiaridades del espectro como la simetria bajo reflexiéon[? ]. En un aspecto mas
matematico, se construyd un espacio fase discreto de dimension par, lo cual en la liter-
atura no existia hasta entonces. El espacio/d fase de 6 x 6 se us6 para explicar el punto
triple de degeneraciéon que emerge cuando se hacen rotar los dimeros en un sistema
C3 X Zo[? |. Bajo la misma idea de los dos sistemas anteriores, se construyo un arreglo
con simetria C3 x C3, para el cual se obtuvo con calculos numéricos el espectro cuando
dos trimeros permanecen fijos y uno rota entre 0 y 27 /3 rompiendo asi la simetria Cs
global. Este espectro esta conformado por seis niveles por lo que se concluye que existe
degeneracion. Al romper Cj global y C'5 interna modificando los trimero para volverlos
equilateros, se obtienen nueve niveles de energia para algunas configuraciones del an-
gulo de rotacion. Los sistemas antes mencionados sirvieron como base para la entender
diferentes estructuras poliméricas de amare fuerte y usarlas en la construccion de redes
con grados de libertad internos para la emulacién de teorias de norma SU(N).

Con respecto a la emulacién de los campos U(1) y SU(2), se propuso una cadena com-
puesta de dimeros rotantes con dos parametros geométricos que modulan los acoplamien-
tos: por una parte la constante de red, representada por la distancia entre centros de
dimeros vecinos; y por la otra la distancia intradimérica que modifica el acoplamiento
interno del dimero. Existe un conjunto de parametros para los cuales el espectro con-
tiene dos bandas casi desacopladas, lo que corresponde a dos teorfas U(1) desacopladas,
y es en este régimen es donde la mariposa de Hofstadter emerge. Por el contrario,
cuando estas dos bandas estan mezcladas, tenemos una la emulaciéon de una teoria
SU(2). Para este tltimo caso, el fenémeno de confinamiento logré mediante una red
cuadrada compuesta de dimeros. Usando calculos numéricos, se mostro la existencia de
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estados localizados en el centro del arreglo que coalesce con la banda de propagacién en
el limite cuando la constante de red es mucho mas grande que la longitud de un dimero.
Siguiendo el mismo espiritu de SU(2), se propuso una cadena hecha de trimeros para
analizar el caso de SU(3), el espectro de energia contiene bandas solapadas lo que esté
en concordancia con lo obtenido en el espectro degenerado de C3 x Cj.

Todos los sistemas abordados en este son realizables en construcciones artificiales. Esto
es posible gracias a la construcciéon de modelos sustentados en principios béasicos como
los grupos de simetria de un sistema, lo cual permite que su descripcién sea general
y aplicable en sistemas electromagnéticos, moleculares, acisticos etc. Como trabajo
futuro, podemos mencionar la aplicacién de las emulaciones del campo magnético en
el estudio de propagacion de ondas en sistemas mesoscopicos. También podemos men-
cionar el estudio del efecto Hall cuantico en nuestros modelos de redes deformadas
analizando la conductancia usando el método de Landauer-Bittiker|[? |.
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Apéndice A

Mapeo unitario entre los operadores
de traslacion en 1D. Dualidad de
Aubry

Este apéndice esta dedicado a mostrar el mapeo unitario que existe entre el hamilto-
niano de Harper y un operador de amarre fuerte sin potencial pero con acoplamientos
variables. Para facilitar los calculos, trabajaremos en una representaciéon donde la
transformacion de el operador de niimero de sitio actiia sobre funciones suaves, es de-
cir, T — €“?, p = —ihd,, N — x/a. Si actuamos sobre una base completa de Wannier
¢p(x — @) no representa ninguna pérdida de generalidad. Debemos ser cuidadosos en
construir una transformacién que nos lleve de funciones periédicas (periodo a, indice
de banda b) a funciones periédicas. Tomemos la siguiente transformacién unitaria del
hamiltoniano:

H=UHU', UU'=1. (A1)
El operador unitario U se puede expresar como:
U = V(N)exp{i(ap® + fp)}, (A.2)

tal que V(N)VT(N) = 1,a, 8 € R. Podemos ver que U no cambia la naturaleza de la
red si a y 3 se escogen apropiadamente. De esta manera tenemos:

T — eiap’ E = ein _ eiwx/a (A?))

y definiendo v = w/a, E se puede escribir como E = €™*, donde & = ihd,. Con estas
definiciones, el hamiltoniano de Harper (operador Casi Mathieu) adquiere la siguiente
forma:

H=T+T'+A(E+E"), (A.4)

para v = 0, el cual es isoespectral a cualquier v # 0. Una sustitucién directa nos lleva
a

UTU' = V(N)eler* o0 e-iler’ 01 ()
= V(NTVHN) = V(z/a)TV(z/a)
= V(N)VIN+DT. (A.5)
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Por otra parte tenemos
UEU' = V(N)ei(ap2+ﬂp)Ee—i(ap2+6p)VT(N) (A.6)
junto con
Ef(p)=flp—v)E, (A7)
lo que nos lleva a la siguiente expresion
UEU! = V(N)ei(ap2+6p)e*i[a(pfv)%rﬂ(pfv)}EvT(N)
V(N)ei(Zavp+Bv—a1)2)EvT(N)
= e"(ﬁv’m’%V(x/a)eiQa”pEVT(m/a)
= OV (2 /a)e? P EV(2/a)

PV (1 /o) VT (x +a sz‘) e"PE. (A.8)

Esto es un resultado cerrado dentro del espacio de las traslaciones de la red si 2av =
qa, q € Z. La transformacion de FE es:

UEU! = &7~ V(N)VI(N +q)T'E
= Y (NYWHN + ) ET e
= (Bt (NYY(N + q) BT
= iPvma/2edy (NN 4 ) BT
= NV(N)V(N + q)ET". (A.9)

Por lo tanto, el nuevo hamiltoniano sera:
H=V(N)VHN 4+ DT + AeXeV (NN + q) ET? + h.c. (A.10)

Este hamiltoniano representa un operador de amarre fuerte a multiples vecinos. Dado
que los parametros de U se pueden escoger a voluntad, para ¢ = 1 or ¢ = —1, H se
reduce a un hamiltoniano a primeros vecinos. Por 1ltimo, reconocemos que cada modelo
de amarre fuerte a primeros vecinos en 1D llevarse a la forma de un hamiltoniano con
acoplamientos reales y positivos por medio de transformaciones de norma. En general
tenemos:

A=V(N)VI(N +1) (14 AeFxae=N) (A.11)

Reconocemos la naturaleza unitaria de V(N) tal que VVT = 1 implica V = exp(i®(N))
y V(N)VI(N+1) = exp{i(®(N) —®(N +1)} = exp(—id®(N))} lo cual representa sélo
un factor de fase, entonces

A = M NA(N)|, U = e Zi—oe UN+D) (A.12)
TUT = ¢ 52 AN+ (A.13)
UTU! = e NV4n+Dp (A.14)
Si escogemos n = —1 obtendremos la siguiente expresion para |A|
|A] = /1 + A2+ 2A cos(wN + x=), (A.15)
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la cual es la expresion que buscada. Por lo tanto, las deformaciones geométricas son
equivalente a energia en sitio cuasiperidédicas.

En el caso de un potencial poco intenso, podemos analizar el limite Lambda < 1 y dar
una expresion para el acoplamiento:

Al ~ 1+ Acos(wN + x+), A<, (A.16)

El cual concuerda con correcciones a primer orden en los acoplamientos efectivos del
problema de dimeros rotantes.
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