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Resumen

El analisis de la dinamica de un sistema cudntico puede ser extremadamente com-
plejo respecto a las caracteristicas que se deseen estudiar. Particularmente, cuando se
trata de limitaciones fundamentales como el principio de incertidumbre de Heisenberg
se vuelve importante conocer los recursos de los cuales dispone un sistema cuantico,
como el valor esperado de su energia o la dispersion de esta misma; de igual manera
resulta deseable el conocer la relacion, si es que existe, entre estos recursos y otras
propiedades del sistema como la producciéon de entrelazamiento, o ciertos parametros
particulares como los tiempos de evolucion entre estados distinguibles. Este trabajo
presenta un estudio exhaustivo del comportamiento de estas caracteristicas en un sis-
tema de baja dimensionalidad conformado por un arreglo de dos sitios ocupado por
dos bosones sin espin, que evoluciona unitariamente en el tiempo. Partiendo de la
interpretacion geométrica de la condicion de ortogonalidad sobre estados puros pro-
pagados en el tiempo, se presenta una clasificacién general de estados del sistema y se
examina la evolucién de tres estados particulares bajo cuatro Hamiltonianos distintos,
constituidos por diferentes procesos en el sistema que consideran tunelaje entre sitios
de una y dos particulas. Por otro lado, se estima y discute el comportamiento del
entrelazamiento entre sitios a lo largo de la propagacion estudiando la evolucion de la
concurrencia para sistemas bipartitos. Complementariamente, se aborda la relacion
existente entre los recursos energéticos del sistema y los tiempos de ortogonalidad
para las tres configuraciones de estados revisados al introducir las cotas fundamenta-
les presentadas por Mandelstam-Tamm y Margolus-Levitin. Finalmente, se discute la
influencia de los distintos procesos en el sistema sobre las propiedades antes revisadas.
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Capitulo 1

Introduccion

Los primeros planteamientos que afirmaban la factibilidad de manipular un siste-
ma cuantico para realizar operaciones computables en el sentido de las maquinas de
Turing, pueden ser remontados a los trabajos de Paul Benioff 1} 2] y Yuri Manin [3]
de finales de los anios 70’s, quienes sostenian que era posible modelar los componentes
fundamentales de un computador convencional mediante diferentes estados cuanticos
que evolucionan bajo un Hamiltoniano definido. Un par de afios mas tarde, Feynman
en una catedra impartida en 1982 [4], al discutir las complicaciones que representaba
para la electrénica de silicio el replicar sistemas cuanticos por su naturaleza probabi-
lista, acuno el término « computador cudntico» para referirse a un sistema capaz de
subsanar esta deficiencia y que, de manera similar a las ideas de Benioff y Manin,
debia responder por si mismo a una naturaleza cuantica con principios bien defini-
dos. Aunque la discusién de Feynman no afirmaba que el computo cuantico fuera de
momento viable en la practica, y mucho menos que fuera una opcién para mejorar el
computo convencional; algunos entusiastas comenzaron a adaptar y diseniar algorit-
mos que pudieran aprovechar las propiedades de un sistema cudntico ideal [5-7] y, en
1994, Peter Shor presenté un algoritmo de esta indole orientado a la descomposicion
de ntimeros enteros en factores [8], que no sélo mostraba una aplicacién practica de
coémputo cuantico, si no la posibilidad de mejorar los tiempos de calculo significativa-
mente respecto a su equivalente convencional. El trabajo de Shor atrajo gran interés
hacia el desarrollo de técnicas experimentales cada vez mas sofisticadas que permitie-
ran manipular sistemas cuanticos de forma precisa y, en tiltima instancia, permitieran
corroborar estos resultados de la teoria.

En los tultimos 20 anos, desde que el algoritmo de Shor fue puesto en practica
de forma experimental por primera vez [9], el desarrollo de tecnologia dedicada a la
manipulaciéon de sistemas cuanticos ha avanzado con rapidez y la variedad de arreglos
cuanticos experimentales que permiten realizar computo se ha robustecido significati-
vamente al implementar diferentes principios fisicos como el confinamiento de iones o
de atomos neutros en trampas 6pticas [10, [11], el uso de técnicas de resonancia mag-
nética nuclear en moléculas [9, [12], el fenémeno de superconductividad en arreglos



2 CAPITULO 1. INTRODUCCION

de estado sélido [13], e incluso la formacién de condensados de tipo Bose-Einstein
[14], entre otros. Si bien la composicién experimental de estos arreglos es distinta,
su comportamiento como sistema fisico y los fundamentos a partir de los cuales pue-
den usarse para realizar computo se encuentran sujetas a las reglas de la mecénica
cuantica; en este sentido resulta prudente preguntar: ;en qué forma la naturaleza fisi-
ca restringe estos sistemas?, y jcomo propiedades cuanticas como el entrelazamiento
pueden usarse para mejorar el computo en el sistema?

Con la intencién de enriquecer el entendimiento sobre las implicaciones de estas
preguntas, este trabajo presenta un estudio detallado de la dindamica de un sistema
cuantico de baja dimensionalidad que puede ser tomado como ejemplo de uno de los
elementos basicos del computo cuantico: una puerta cudntica. Para ello el sistema
es planteado como un arreglo fisico unidimensional de tipo reticular con dos sitios
idénticos ocupados por dos bosones sin espin que evolucionan de manera unitaria
(reversible) en el tiempo. El enfoque del estudio estd centrado en analizar el tiem-
po minimo necesario para que el sistema evolucione hacia una forma ortogonal si es
inicialmente preparado en un estado puro con una estructura definida, es decir, el
tiempo de propagacion entre dos estados puros distinguibles. Este tiempo es impor-
tante pues corresponde al tiempo de operacién de la puerta cuantica que transforma
al estado inicial en un estado final mediante el operador de propagacion. También se
discuten las cotas que impone la mecanica cudntica sobre dichos tiempos y se revisan
los cambios en el entrelazamiento entre sitios producidos durante la propagacion.

Aunque este analisis se desarrolla alrededor de las restricciones impuestas por el
Hamiltoniano del sistema que considera tanto un potencial externo de confinamiento
como un potencial de interaccion a pares entre particulas, las formas explicitas de
dichos potenciales seran omitidas, asi como la declaracién explicita de otras funciones
auxiliares como las funciones de Wannier. De esta manera, al presentar un interva-
lo de valores para los parametros del Hamiltoniano se supondra que las integrales
correspondientes (ver seccién existen y estan bien definidas. Si el lector asi lo
desea, puede consultar algunas maneras de plantear estos potenciales y funciones de
forma explicita en [15]|16], mientras que puede encontrar propuestas para elaboracion
experimental en [17, 18], por otro lado, una enriquecedora discusién sobre el uso de
este tipo de arreglos para realizar operaciones cudnticas puede hallarse en [19-21].

El escrito estd compuesto de la siguiente manera:

El Capitulo [2| presenta el sistema de dos sitios con dos bosones desde la perspectiva
de sistemas cuanticos de muchas particulas, haciendo uso de la representacion de
numeros de ocupacién y del formalismo de segunda cuantizacién para representar
los estados cuanticos del sistema, asi como los operadores de campo que permiten
llevar operadores de interés a una estructura consistente. De forma complementaria se
incluye la representaciéon de estados en matrices de densidad y se presenta la notacion
para estados de sistemas bipartitos.



En el Capitulo[3|se construye un Hamiltoniano general en el espacio de nimeros de
ocupacién a partir de dos potenciales de interaccién: uno de confinamiento y otro de
interaccién entre pares de particulas. Se clasifican los distintos procesos que componen
el Hamiltoniano, y se muestran soluciones al problema de valores propios que presenta
este mismo sobre la base de Fock del sistema.

El Capitulo [ muestra la estructura general del estado propagado después de
introducir un operador de propagacion unitaria y se plantea la condicién de ortogo-
nalidad, a partir de la cual se realiza una clasificacién general de las distribuciones
de probabilidad {r;} asociadas a los posibles del sistema de acuerdo a sus tiempos de
ortogonalidad 7. Se introduce también el limite de rapidez cuéntico (QSL, del inglés
“quantum speed limit”) como la cota inferior al tiempo de vida de un estado antes
de alcanzar una estructura ortogonal cuando se propaga en el tiempo, se discuten
dos expresiones para este valor, a saber, la cota de Mandelstam-Tamm [22] y la de
Margolus-Levitin [23].

En el Capitulo 5] se discute el comportamiento de las correlaciones entre los sitios
del arreglo a partir de la estimaciéon de su concurrencia como medida de entrelaza-
miento bajo cuatro configuraciones especiales del Hamiltoniano general. También se
discuten los efectos de las distintas configuraciones sobre los tiempos de ortogonalidad
de estados iniciales particulares. Finalmente el Capitulo [6] presenta las conclusiones
mas relevantes del trabajo, asi como comentarios complementarios.



Capitulo 2

Representacion de Estados

Para poder estudiar del sistema cuantico de dos sitios con dos bosones, se presenta
un desarrollo previo con las bases tedricas que permiten abordar el problema. Estos
fundamentos se encuentran divididos en los dos capitulos siguientes. Mientras que el
Capitulo [3] se centra en la construcciéon del Hamiltoniano en el formalismo de segunda
cuantizacion, en este capitulo se exponen de forma sencilla las representaciones esen-
ciales de los estados del sistema cuantico, buscando esclarecer la relacién existente
entre la representaciéon convencional de vectores estado y la representaciéon de Fock
en nimeros de ocupacion. Se refiere también la representacion de estados del sistema
en matrices de densidad y se define la pureza de un estado cuantico. Complementa-
riamente, se indica la manera en que operadores cuanticos convencionales pueden ser
construidos en estas representaciones a partir de operadores convenientes, a saber, los
operadores de creacién a' y aniquilacién a.

2.1. Sistemas de Muchas Particulas

Fundamentalmente, un sistema cuantico de una sola particula se estudia a tra-
vés de una funcién de onda W(7,t) que contiene toda la informacion acerca de su
dindmica, y que es solucion a la ecuacion de Schrodinger dada por

—h_, . . L0
[ v V=4V (7, t)] U(r,t) = Zhat\lf(r,t), (2.1)
donde V (7, t) describe el potencial al cual se encuentra sujeta la particula con posi-
cién 7 en el sistema, m es su masa y A = 1.054571817 x 10734 J-s es la constante de
Planck reducida. La naturaleza de los sistemas cuanticos es mayormente probabilista
y mientras que (7, ¢) no posee una interpretacion fisica directa, |U(7,t)|*dr se in-
terpreta como la probabilidad de que la particula se encuentre en una vecindad de 7
en el tiempo t. Para sistemas de N particulas idénticas, la informacién acerca de su

4



2.1. SISTEMAS DE MUCHAS PARTICULAS 5

dindmica ain se encuentra contenida en una funciéon de onda que resuelve la ecuacion
(2.1]), pero que considera las contribuciones individuales del conjunto de particulas
con posiciones 7,7, ..., Ty; €s decir

\If(’f_”) :>\I’<7?1,F2,,7?N) (22)
con lo cual |U(7, 7, ..., 7n)|?dr} ... dFy ahora debe interpretarse como la probabi-
lidad de hallar al sistema en la localidad (7, 7%5,...,7y) dentro de un espacio de

configuraciones 3/N-dimensional. La mecanica cuantica plantea que cada funciéon de
onda W(7,t) puede ser representada por un vector estado |¥) dentro de un espacio
de Hilbert H, y que basta con conocer una base completa de vectores estado {|v;)}
del espacio de Hilbert de una sola particula para construir una representacion de la
funcion de onda V(7 7, ..., 7x) como el vector estado |11, 19, 13, ..., ¥N) expresado
de la forma

1, 2, Y3, - oN) = [11) @ [1h2) @ [h3) ® - ® [Phw), (2.3)

que corresponde al producto tensorial de los estados de la base de H ocupados por
cada particula individual del sistema. En consecuencia, si H; denotara el conjunto de
estados posibles para cada particula, el espacio de Hilbert H" al cual pertenecen los
estados del sistema de N particulas puede expresarse como el producto exterior

N
HY = Q) Hi. (2.4)

i=1
Por otro lado, la funcién de onda W(7,7s,...,7y) contiene informacion adicional

sobre el tipo de particulas que conforman el sistema a través de su simetria. Esta ca-
racteristica de la funcién de onda se obtiene al considerar que el conjunto de particulas
que componen el sistema es indistinguible, es decir que resulta imposible identificar
cudl particula ocupa una vecindad 7; +dr; determinada ya que todas son equivalentes,
en este sentido una permutacion entre un par de coordenadas dentro de la funcién de
onda debe resultar en una nueva funcién de onda que difiere de la original en a lo més
un factor constante 0 tal que la ecuacion permanece invariante. Por ejemplo, si
se realiza una permutacion entre las coordenadas 7; y 7, la funciéon de onda resultante
debe satisfacer

U(7, oy Ty ooy Ty Ty ooy ) = OU(T1, To,y Ty ooy Ty Ty oo TN, (2.5)

de manera que si se realiza una segunda permutacion entre el mismo par de coorde-
nadas, la funcion de onda original debe ser recuperada con un escalamiento por un
factor de §2. Ya que el sistema no fue modificado, la funcién de onda debe ser idéntica,
con lo cual debe cumplirse que § = £1. El valor de este parametro ante permutacio-
nes discretas de pares de coordenadas en la funciéon de onda se llama simetria de la
funcién de onda y discrimina entre dos tipos de particulas en sistemas cuanticos, los
bosones (§ = 1) y los fermiones (§ = —1). Para que los vectores estado del sistema
de N particulas consideren esta propiedad es necesario replantear la representacion
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([2.3)) para los vectores que componen la base de H, esto puede lograrse expresando
cada uno de estos elementos de la forma

|¢17¢27w37"-7¢ > Hk\/_S:t@W}Z 7 (26)

=1

con ny el nimero de veces que un vector estado con indice k£ de la base de una sola
particula aparece en el producto, y Sy el operador de simetria en el espacio de Hilbert
HYN. Puede obtenerse una interpretacién intuitiva del operador S, al identificar el
elemento a la derecha de (2.6) como

[V1(7))  [(72)) o [ia(7))

\1/n_k!gi®|¢i(ﬁ)>: |¢2(; U |¢2(: ) |¢2(:Ti>>7 (2.7)

Wn () [on(®)) . [on(7)

con lo cual el operador de simetria S, permite asociar cada vector producto de la
base a un determinante de Slater si la simetria es impar (S’_, para fermiones), o a
un permanente si la simetria es par (§+ para bosones). Esta correspondencia resulta
particularmente util para el caso de sistemas con fermiones ya que si [1;(7%)) =
|9;(77)), es decir, si dos fermiones se encuentran en el mismo estado, el determinante
de Slater correspondiente es nulo y |W(ry,...,7y)) = 0, satisfaciendo el principio de
exclusion de Pauli.

Por otro lado, la incidencia de estados ny de la expresion puede ser interpre-
tada de forma equivalente como el nimero particulas que ocupan un mismo estado
con indice k de la base de una sola particula en la expresion del vector estado del
sistema de NN particulas, restringiendo asi ny = 0,1 para fermiones y ny = 1,2,..., N
para bosones. Esta magnitud sera fundamental para la representacion de estados de
Fock en la Seccién [2.2] Finalmente, la forma general del vector estado asociado a la
funcién de onda del sistema de N particulas W(7y, 7%, ..., 7y) es la superposicién

W (7, .. 201 ..... N[Y1(71)) ® [1ha(72)) @ -+ - @ |thn (Fi)) (2.8)

donde la suma corre sobre las diferentes combinaciones de vectores estado en la base
de H” y los coeficientes complejos C;_ x corresponden a las proyecciones del vector
estado global sobre los estados de la base de una sola particula. Vale la pena resal-
tar que, pese a que la construccién de estos vectores estados es adecuada segun la
teoria, resulta apenas tratable en la practica atin para cuando N es de unas cuantas
particulas. Si la funciéon de onda para el sistema de una sola particula es una funcion
compleja en un espacio 3-dimensional, la funcién de onda del sistema de N parti-
culas debe ser asumida como una funcién compleja en el espacio de configuraciones
3N-dimensional, y por tanto debe resolverse en términos de estas nuevas 3N va-
riables. En la siguiente seccion se presenta una alternativa para replantear la manera
en que estos estados pueden ser abordados.
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2.2. Representacion de Fock

Si bien la ecuacion permite una descripcion completa de los vectores estado
del sistema de N particulas, esta representacion se vuelve poco adecuada en el sentido
pragmatico ya que si se desea calcular, por ejemplo, la proyeccion entre dos vectores
estado descritos de la forma , es necesario calcular por lo menos N!x N! productos
diferentes entre los estados de la base de ‘H. La representacion de Fock o representacion
en numeros de ocupacién es una herramienta originada dentro del campo de la materia
condensada que resulta muy util cuando la estructura del sistema obedece cierta
periodicidad y es posible trabajar sobre una base de vectores estado localizados como,
por ejemplo, las funciones de Wannier, que seran presentadas mas adelante.

La representacion de Fock puede construirse a partir de la relaciéon que existe
entre los elementos de la base del sistema de una sola particula, {|¢;)}, y el niimero
de veces que cada uno de estos aparece en la expresion de los vectores estado ([2.6)),
donde unicamente los estados ocupados de la base resultan relevantes, es decir, los
vectores [1;) que no describen el estado actual de una particula dentro del estado
global resultan irrelevantes. Esta relacion es denotada directamente por los niimeros
de ocupacién n; para cada |v¢;), de manera que, en un sistema de dimensién K, es
posible reescribir la informacién de cada vector estado de la base de HY segun la
siguiente correspondencia

1 K
75’:&: ®|¢m(f;)> == |n17n27n37"'7nK>7 (29)
Hk \/n_k' i=1
es decir, los estados producto son representados por nuevos estados cuya notacién en
kets contiene en cada entrada el nimero de ocupacion asociado a cada elemento de
{|1s)}, donde la posicién de cada ntimero se da segin el orden de esta base. Ya que
el estudio que aqui se expone considera Unicamente sistemas aislados, es necesario
agregar la condicion de conservacion de particulas en el sistema, implicando que

K
> n; =N, (2.10)
=1

donde n; refiere de forma indistinta al niimero de particulas en el sistema que ocupan
el estado individual [¢);), o a la cantidad de veces que este mismo estado aparece en el
estado producto ([2.6]). Para garantizar la consistencia entre las representaciones es re-
quisito que estados ortogonales y unitarios en la representacion usual sean expresados
por vectores ortogonales y unitarios en la representacion de niimeros de ocupacion,
esto implica que, dados dos vectores arbitrarios en la base de H" representados por
Ny, ... niy .. ng) y |0, oo nk o nf), debe cumplir

/ / /
(1y s My g N, G ) = Oyt Ot Ot (2.11)

con 5nj » es una delta de Kronecker asociada a la entrada j-ésima de los vectores. La
>0
condicién (2.11)) permite construir una representacién completa de los elementos en
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el espacio de Hilbert H”, la cual es conocida en conjunto como el espacio de Fock,
F. Complementariamente, en la base de F se cumple la relaciéon de completez

Z Iny,...,ng)(ny,...,ng| =1 (2.12)

{|n1,...,nK)}

donde T es la matriz identidad en Mgy (R) y la suma corre sobre todos los vectores
que componen la base. Bajo esta nueva estructura resulta util introducir un par de
operadores no Hermitianos que, como se verd en la seccién [2.3] resultan fundamen-
tales para construir la mayor parte de los operadores de interés del sistema, estos
son los operadores de creacion &ZT- y aniquilacién a;, que transforman un estado de
F llevandolo a otro cuyo numero de ocupaciéon corresponde al ntimero original n;
aumentando o disminuido en una unidad, respectivamente (para el caso de un siste-
ma, por ejemplo, ver Figura . En términos de estos operadores puede definirse al
operador de poblaciéon como n; = &Z a;, cuyo valor propio es el nimero de ocupacion
n;. La accion explicita de estos operadores sobre los elementos de F puede obtenerse
al notar que cada vector de su base debe estar normalizado, y que a; = (dj )T, Si se
supone, por ejemplo, que a;|ny,...,n;,...,ng) = Ap.|n1,...,n;—1,... ng) con A,
un coeficiente real, puede verificarse que la siguiente expresion

At A 42
Ny, ... Ny nglalagng, ... ng, ..o ng) = Az (2.13)
corresponde, por la definicién del operador de poblaciéon 7;, a la ecuacion
Ata _
Ny, .o gy ynglalaing, ... ng, .o ng) = ng, (2.14)

de donde se puede concluir que A,, = /n;, y el operador de aniquilacién puede
definirse respecto a los vectores de la representacién de niimeros de ocupacioén como

ai|nay ..o gy i) = y/Milng, oo — 1,000 nk), (2.15)

Partiendo de este resultado puede obtenerse una expresion equivalente para el opera-
dor de creacién d}, después de reescribir al estado dﬂnl, ., Ngy ..., ng) mediante la
relacion (2.12)) como

allng, i) = S G Gentt nge [1sy), (2.16)
!

{In} s

donde para obtener un resultado no nulo debe cumplirse que n, = n; + 1, de manera
que el estado resultante de la operacion satisface la ecuacion

&”nl,...,ni,...,n;(> =vn;+1|ny,...,ny+1,... ng), (2.17)

La simetria ante permutaciones de los vectores de estado en la representacion clasica
se conserva al garantizar que los operadores para sitios distintos a; y ay, asi como sus
respectivos conjugados, &j- y &L, conmutan; no asi cuando estos mismos operadores
corresponden a un mismo sitio, como puede observarse de y si se con-
sidera el conmutador [a;, a!] = @;a] — ala; operando bajo un estado arbitrario de F,

(ny, .. oniy - ongl[ag, alllng, .. ongy - ong) = 1, (2.18)
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Las propiedades anteriores garantizan que los estados en el espacio de Fock conservan
la simetria de la representacion convencional y se sintetizan en las conocidas relaciones
de conmutacion para bosones,

@i, al] = 6,5, [as,a5,] =0, [a],al,] =0, (2.19)

19 g

mas aun, la estructura de los operadores de creacién y aniquilacion dentro de la
representacion de nuimeros de ocupacion permite construir cualquier estado en la
base de F al agregar un estado wvacio abstracto |0,...,0,...,0) que representa una
configuracion en la que ninguno de los estados de una sola particula esta ocupado, y
a partir del cual sucesivas operaciones de creacion o aniquilacién llevan a vectores en
el espacio de ocupacion (ver figura . Este resultado se traduce en que cualquier
estado en la base de F puede expresarse de la siguiente manera:

_ 1 S (A1)
|n1,...,nK>—m(aK) (@)™ Jo,...,0). (2.20)
al 10) 4 21) S

2
]

b —+
N:
e —

—_

» B

g «—— [00) ,

\ 01) o \ 12) / K

Figura 2.1: Diagrama de construccion de los estados del espacio de Fock para dos
sitios a partir del estado nulo |0, 0), y los operadores de creacién &ZT y aniquilacién a;.

AN
< P

2.3. Representaciéon de Operadores

Ya que la representacién de Fock denota los vectores estado de H™V en términos
de la incidencia de los estados individuales de H en lugar del producto explicito de
los mismos, es necesario para garantizar la consistencia matemaéatica de la estructura
que los operadores convencionales a través de los cuales se obtiene informacion del
sistema sean reformulados para poder operar sobre los elementos del espacio de Fock.
Para ello supdngase O, un operador arbitrario asociado al sistema de N particulas en
la representacion usual, en un sistema sin interaccién dicho operador puede ser repre-
sentado como una superposicion de operadores individuales 6; asociados a la accién
de la 7-ésimo particula del sistema. Considérese 0 el operador equivalente asociado a
una particula arbitraria tal que su representacion matricial en la base de estados de
una sola particula {|1;)} estd dada por

0= Zoun’¢#><¢n|7 (2.21)
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donde o, corresponden a los elementos de matriz del operador representado sobre
esta base y estan dados como

Oun = (Yulolthy), (2.22)

asi, con la forma del operador para una sélo particula, el operador equivalente
para el sistema de N particulas puede expresarse como la suma de las contribuciones
individuales, tal que si 7 es el vector de posicién de la j-ésima particula, entonces en
la representacion convencional el operador O es

0 =33 0 [0 (7)) (1 (7). (2.23)

J=1 um

Ahora es necesario transformar los elementos [, (7)) (¥, (7;)| escritos en la represen-
taciéon usual a la representacién de Fock, para ello basta verificar cémo la suma de
dichos elementos actiia sobre un estado arbitrario |F) = |nq,...,n,, ..., Ny, ..., NK),
reescrito a partir de ([2.9))

(2.24)

= \/E Z ST (W (7)) glwi(ﬁ»

Dado que los elementos de la base de estados son ortonormales, la suma de vec-
ores producto en (2. sOlo tendra elementos no nulos cuando ¢ = a que
t duct 2.24) sélo tendra el t 1 d ,

(U (75) |ty (7)) = 1, nyy se verd reducido en una unidad, mientras que para los mismo
elementos n, aumentara en una unidad. Asf la suma sobre j es en realidad una suma
de n, veces el mismo vector producto, y usando las expresiones (2.15) y (2.17)) se
tiene

ZI% (7| Fi) = Hk\/—&l%( 7)) @ [1(75)) - @ |ihy(75)) - - © [ (75))

= = m&l%(ﬁ')} @ Yy (7)) - - @ [P (7))

=————ny,...,n,+1,...,n, —1,... ,ng)

(2.25)

con los cual se establece una correspondencia directa entre los elementos [, (7)) (¢, (7;)|
y este par de operadores en F,

; [ (75)) (U (75)| = @l (2.26)



2.4. MATRIZ DE DENSIDAD 11

en consecuencia, es posible reescribir el operador O de ([2.23)) a partir de los operadores
de creacién y aniquilacién, tal que cualquier operador individual extendido al sistema
de N particulas puede expresarse como

O =Y ol (2.27)
2yl

Ya que este estudio considera potenciales de interaccién a pares (ver Capitulo [3))
es relevante mencionar que mediante un razonamiento andlogo al arriba expuesto,
también es posible expresar los operadores que actiian sobre pares de particulas a
partir de d} y a;. Puede verse que si f(f'w T,) es un operador arbitrario que caracteriza
alguna interaccién por pares, este puede expresarse en la representacion convencional
como

= 3 tomal) ) (0l (2:28)

irgi kol

donde nuevamente ¢; ;;; son los elementos matriciales del operador sobre la base de
una particula que, aprovechando la relacién entre vectores estado y funciones de onda,
estan dados por

PR i R ACA U CAT AT GATTGAT LA (2:29)

nuevamente, considerando que la contribucién total al sistema se descompone como la
suma de las contribuciones de cada par individual, puede sumarse cada contribucién
de pares no idénticos de bosones tal que el operador equivalente T para N particulas
es de la forma

N 1 oL . . 5 5
T=35 22 2 tigwa(Fy TP 5 (76)) (e (P ) [ (7). (2.30)
oF#Y 1,7,k,l
Si se procede de forma analoga al caso de operadores de una sola particula, identifi-
cando la accién de la suma de elementos |¢;)|;)(¢x| (1| sobre un estado arbitrario

en la representacion de Fock, eventualmente emerge la siguiente relacién

; [ s (7)) 1y (Fo)) {ow (7)) [ (7 )| = il g, (2.31)

que sera de vital importancia méas adelante, al construir el Hamiltoniano de Bose-
Hubbard para un sistema de N bosones.

2.4. Matriz de Densidad

A pesar de que la formulacion de Fock presenta de forma més compacta la infor-
maciéon sobre configuracion del sistema cuantico, esta sigue basandose en el efecto de
operadores determinados sobre vectores estado caracteristicos, como los que confor-
man su base y sus posibles combinaciones lineales; sin embargo, no siempre es posible
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en la practica preparar un sistema cuantico tal que su configuracion quede totalmen-
te determinada por alguna de dichas combinaciones de estados. Resulta conveniente
para tratar algunos problemas, tales como el estudio de sistemas multipartitos, el
reformular la representacion matematica de los estados cuanticos a una estructura
mas robusta. Supéngase que el espacio de Hilbert de un sistema cuantico tiene por
base al conjunto {|¢;;)}, con una probabilidad ,/p;; asociada a su estado con indice
17, la descripcion méas completa de su configuracion corresponde a la superposicién
de estos vectores estado, pesados por sus respectivas probabilidades, la informacién
del estado total formado también puede representarse por la matriz de densidad p;
correspondiente, dada por

pi = D_pilthig) (i - (2.32)

Por su estructura, también es referida como el operador de densidad p; y, da-
do que 7 denota el indice de la i-ésima configuracion posible, p; puede ser llamada
propiamente el i-ésimo estado posible del sistema. En la definicion se ha intro-
ducido de forma discreta la nocién de que es posible describir cualquier estado p; si
se conoce el ensemble que conforman los estados de la base y sus probabilidades cudn-
ticas correspondientes, {|1i;), /Pij }, por lo que el estado general del sistema puede
ser descrito de manera natural como la combinacion de las ¢ configuraciones posibles
pesadas por sus probabilidades cldsicas, p;, tal que la matriz de densidad total con la
informaciéon del sistema puede escribirse como

pP= sz‘pi = Zpipij|¢ij><¢ij|- (2'33)

Z"j

Se dice que p es un estado mezclado si para p; # 1, no puede ser reducido a una
simple superposicién de estados de la forma . A su vez, los estados p; son
llamados estados puros ya que basta con conocer su descomposicion sobre elementos
de la base para determinarlos completamente. El concepto de estado mezclado no debe
confundirse con la construccién de estados por principio de superposicion [24], pues
estados puros también pueden ser expresados como la superposiciéon de elementos
de alguna base adecuada. Por otro lado, hay que senalar que aunque una matriz de
densidad p contenga la informacion asociada a un estado mezclado dado, esta misma
puede expandirse de la forma en una gran variedad de configuraciones distintas
[25], por lo que puede representar la informacién de estados diferentes. La matriz
de densidad como operador resulta ser Hermitico, p = p', semidefinido positivo, y
satisface la condicion

K
ZWPW] =1, (2.34)

donde Tr(p) en la traza de la matriz y |¢;) es un vector arbitrario en F. Puede de-
mostrarse de forma sencilla que si p corresponde a un estado puro, la matriz asociada
es idempotente, con lo cudl un criterio suficiente para clasificar un estado dado del
sistema como estado puro es que satisfaga

Tr(p?) = 1. (2.35)
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Esta propiedad, junto con la capacidad de p para representar también estados de
sistemas compuestos sera recuperada mas adelante cuando se aborde la correlacion
entre subsistemas.

2.5. Sistemas Bipartitos

La formulacion de los estados del sistema segin ([2.8)) permite representar al siste-
ma entero como un conjunto de subsistemas a partir de la construccién de su espacio
de Hilbert. El ejemplo més sencillo de esto es considerar el sistema global como el
agregado de dos subsistemas con espacios de Hilbert independientes Hy v H;, res-
pectivamente, tal que el espacio total de Hilbert del agregado es, de acuerdo a la
ecuacion [2.4), H = Ho @ Hy. Con dim(H) = K y dim(H,) = ko, sucede en general
que dim(H;) = K/ko = ky; y si los subespacios Hy y H; tienen como base a los con-
juntos {|v0)n} v {|¢1),}, un vector estado global para este sistema bipartito puede
simplemente expresarse como

k1 ko

V) =D > coulto)y @ [¥1)u- (2.36)

pu=0n=0

En tanto esta segmentacion del sistema es arbitraria, es posible reducir, sin pérdida
de generalidad, cada uno de estos subespacios en subespacios de menor dimension de
forma que el vector estado coincida con la multiparticién que se presenta en
. La biparticion del sistema permite estudiar la dindmica de sus subsistemas a
partir de los estados globales del agregado. Para ello basta con conocer la manera en
que cualquier operador dinamico 6, que actiia iinicamente sobre los vectores estados
de H;, esta definido sobre dicho espacio, de manera que puede ser generalizado para
operar sobre los vectores estado del espacio de Hilbert global si se expresa como

61 = 01 @ I, (2.37)

con I el operador identidad en el espacio Hy del subsistema complementario de la
biparticiéon. Con esta estructura el valor esperado asociado a 6; medido sobre un
vector estado global puede calcularse de la siguiente manera

(01) = (|61 @ Lo|¥))

= ;%CSCW«%IE ® (¥1]x)01 @ To(|v0)y @ [¥1),) (2.38)

= Y EpnCpu({h1]2)01([¥1)0),

.0\

donde la reducciéon de un indice sobre la suma entre la segunda y tercera linea es
equivalente a considerar tinicamente los estados para los cuales € = 7, es decir, se
calcula una traza parcial sobre los elementos del subsistema con espacio de Hilbert
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Ho, denotando dicha operacién como Try se obtiene la matriz de densidad reducida
como
p'=Tro(p) = D coaCnulb)r(¥ils, (2.39)
71,4
con lo cual la expresion ([2.38)) para el valor esperado del observable asociado a 6; esta
dado por
(61) = Tr(6,p"). (2.40)

Ya que la eleccion del subsistema para el desarrollo anterior fue arbitraria, la cons-
truccion de la matriz reducida para el espacio H; es equivalente tal que se
puede definir p° = Tri(p). La forma de las matrices reducidas asociadas a los sub-
sistemas es consistente con la estructura desarrollada anteriormente para los estados
producto, sin embargo la correspondencia de la informacién entre una expresion y
otra no es sencilla en general. Es necesario, por ejemplo, tener informacién sobre qué
tan correlacionados estan entre si los estados de los subsistemas en el producto de
(2.36) para poder escribir la matriz de densidad de un estado arbitrario en términos
de las matrices reducidas de sus subsistemas componentes [26]. La nocién de corre-
lacion entre los subsistemas en este trabajo sera planteada a través de la medida del
entrelazamiento entre modos en el Capitulo [ y estd intrinsecamente relacionada con
el concepto de separabilidad. En el sentido préactico, se dice que un estado es separable
si su matriz de densidad p puede expresarse en términos de las matrices reducidas de
sus subsistemas componentes p° y p' como

K
p="> pip} @p}, (2.41)
=0

donde p? = |1o)i(¥oli v p} = |11)i{a)1];, mientras que p; corresponde a los elementos
de una distribucion de probabilidad adecuada sobre el espacio del producto tensorial
con dim({p? ® p}}) = K. Aunque la definiciéon puede resultar igual o menos
intuitiva que la representacion , permite extender de manera natural conceptos
como la pureza de estados discutida en la Seccién [2.4] a los vectores estado de los
subsistemas. En lo posterior, por simplicidad de la notacién, la matriz de densidad
reducida p’ serd denotada por p;.



Capitulo 3

Hamiltoniano de Bose-Hubbard

Originado como una versién alterna del planteamiento de Hubbard para describir
la dindmica de arreglos de particulas fermiénicas que presentaban comportamiento
de superfluidez [27], el modelo de Bose-Hubbard (BH) cldsico busca modelar las res-
tricciones energéticas en un sistema con una poblacion confinada de bosones sin espin
que experimentan el efecto de potenciales reticulares externos e interacciones punto
a punto entre si |2§]. El modelo corresponde a un Hamiltoniano de muchas particulas
dentro del formalismo de segunda cuantizacion y es usado cominmente para modelar
sistemas de atomos bosénicos ultrafrios, en los cuales se han logrado recientemen-
te grandes avances en técnicas experimentales y se han convertido en referencias en
cuanto el estudio de fenémenos tales como transiciones de fase cudnticas [29:33].

A lo largo de este capitulo se presentan los fundamentos necesarios para la cons-
truccion del Hamiltoniano BH, comenzando por una revision esencial del formalismo
de segunda cuantizacion, para posteriormente introducir las funciones de Wannier co-
mo elementos auxiliares que permiten llevar dicho Hamiltoniano a una representacién
en términos de los operadores de creacién y aniquilacién discutidos en el Capitulo [2}
una vez logrado esto, se clasifican e interpretan los distintos elementos que lo compo-
nen. Finalmente, se aborda la representaciéon matricial del Hamiltoniano sobre la base
de Fock efectiva del sistema de dos sitios con dos bosones, y se obtienen expresiones
para sus valores y vectores propios.

3.1. Construccion del Hamiltoniano

El Hamiltoniano BH es un resultado particular del estudio teérico de sistemas
de muchas particulas idénticas (que obedecen la estadistica de Bose), abordados me-
diante el formalismo de segunda cuantizacién. La idea fundamental detras de este
formalismo es plantear la funcién de onda W (7}, t) que contiene la informacion del sis-

15



16 CAPITULO 3. HAMILTONIANO DE BOSE-HUBBARD

tema para una particula en la vecindad de 7; como un operador asociado a un campo
clasico, de forma que la ecuacion de Schrodinger para el sistema puede ser cuantizada
de forma candnica; aqui procederemos como se hace en [34], planteando la densidad
Lagrangiana del sistema y aplicando una transformada de Legendre con un par de
variables conjugadas convenientes para obtener asi una densidad de Hamiltoniano que
pueda integrarse. En primera instancia, la ecuacion se convierte en la ecuacion
de campo
Ov(ri, t)
ot
donde, para el caso de interés, H resulta el Hamiltoniano que considera tanto el
potencial puntual V (7;) de como un potencial de interaccién entre particulas
por pares W(r;,77), tal que para una particula en una vecindad 7; + dr; del sistema
se tiene

HU(7,t) = ik (3.1)

2
H = —2hmV2 + V(77) + /d37’}\11*(7’§,t)W(ﬁ,r}-)\If(r},t). (3.2)
Para conseguir una expresion de que sea consistente con el resto de la teoria
expuesta en el Capitulo [2]se requiere traducir la informacién de la dindmica del siste-
ma mediante una formulacion variacional. Para ello es necesario comenzar por cons-
truir la densidad Lagrangiana L[ (7, t), V(7 t), U(7, t)] del sistema tal que satisfaga
las ecuaciones de Euler-Lagrange para el campo V(7 t) asi como para su conjugado
U*(7,t):

0,6 0L oL oL

T T M T R T R (3.32)
a<8¢!*(ﬁ t)> - V(?V\I/*(F, £ OUH(Ft) 0; (3.3b)

ya que las ecuaciones son las ecuaciones de movimiento para el sistema y
la ecuacion de Schrondinger contiene toda la informacion de su dinamica, debe ser
posible replantear estas expresiones de manera que se satisfaga . Este resultado
puede obtenerse si la densidad Lagrangiana satisface

. )
LI, 0), V(1) ¥, 1)) = %ZV‘I!*(ﬁ,t)V\P(m)+V(ﬂ,t)\1f*(ﬁ,t)\lf(ﬁ,t)+
/d3 (ry, O (7, O W (75, 7)) W (7, 6) W (77, ) + ah P (77, )\I/(Fj,t),
(3.4)

con lo cual la variable canénica conjugada para el campo V(7,t) es simplemente

) 7@£ = thU™(r;
7(r;,t) == 8\11(7”1, ) R (77, 1), (3.5)

En consecuencia, es posible obtener la densidad del Hamiltoniano (3.2)) a través de la
siguiente transformacion de Legendre

HW (7, 4), V(75 ), W7, )] = m (5, )W(7, 1) — LIV, 1), V(7 1), U(7,1)], (3.6)
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asi, usando las expresiones (3.5 y (3.4), esta densidad se reduce a

2

HIW (7 1), VUG 1), 907, 0] = 5 90 (7 VR0, 0) 4 V(00 (7, )W (7 1)+

[ 8 5, W (5B, W (1),
(3.7)

En tanto W(77,t) describe un campo que se anula en fuera del sistema, la integral de
sobre el espacio permite expresar a H en términos del campo y su conjugado.
Esta descripcion del Hamiltoniano resulta fundamental pues, como se discutira en
la siguiente seccion, es compatible con la representacion de operadores descrita en
la Seccién si se considera finalmente que W(7;,t) v 7(77,t) pueden ser ascendidos
a los operadores de campo U(7,t) v #(i,t) = ihWi (%, ¢). Con este resultado el
Hamiltoniano como operador puede escribirse como

—h?v?
m

H= /d%@*(ﬁ,ﬂ l +V (7, t)] U (7, t)+
(3.8)

[ [ @rdmdt @ v 65, ow w5 b 0 b, ).

Aunque este Hamiltoniano aiin no brinda mucha informacién sobre los procesos que
acontecen en el sistema, si nos permitira mas adelante aproximar los operadores de
campo como una superposicion de estados auxiliares que estan bien localizados, a
saber: las funciones de Wannier. Complementariamente, vale la pena notar que el par
de operadores de campo conjugados satisfacen las siguientes reglas de conmutacion,
preservando asi las propiedades de simetria de la funciéon de onda para bosones de la
representaciéon convencional,

A

(W), W ()] = W), U] =0, [(5),¥1(5)] =66 — 7). (3.9)

3.2. Funciones de Wannier

La forma explicita del operador Hamiltoniano depende directamente de la
funcién de campo (7}, t) que se encuentra, por lo general, extendida sobre todo el
sistema, es decir, no esta localizada; en este sentido resulta ttil expresar dichas funcio-
nes en términos de otras mas sencillas que se encuentren bien definidas sobre alguna
vecindad del sistema. Para ello se puede aprovechar la geometria del sistema como
un arreglo de particulas ordenado en una configuracién periédica conformada por dos
pozos de potencial simétricos, de manera similar a como se modela un arreglo crista-
lino, tal que su espectro de energias puede caracterizarse en bandas y las funciones de
onda con la informacién del sistema pueden obtenerse mediante el teorema de Bloch
[35] como

\IIn,k; (7:;) = Up (ﬁ)e_ik.ri, <310)
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donde n refiere al indice de la banda de energia, k es el vector de onda asociado a
una particula restringido a la primera zona de Brillouin, y u,(7;) es una funcién con
el mismo periodo que el potencial de confinamiento, en este caso V(7;), que define
la estructura del sistema. En sistemas reticulares, las funciones de Bloch describen
estados no localizados a lo largo de todo el arreglo, para los cuales es posible elegir
una base de funciones u,(7;) adecuada que permita expresarlas como una combina-
cién de funciones que si estdn localizadas alrededor de los sitios del arregloﬂ. Dada
la periodicidad de la funcién de Bloch, esta puede expresarse como una expansion
discreta en serie de Fourier para una 7; fija sobre la base de funciones {w,,(7},7;)},
conocida como base de Wannier

—

U, (7 (75,7)e e T (3.11)

- T
donde N; es el nimero de sitios en el sistema, 7; es un vector caracteristico de la
estructura (en cristales corresponde al vector de Bravais). Como consecuencia de la
periodicidad de las funciones de Bloch y de que los elementos de la base de Wannier
son los coeficientes de Fourier en el desarrollo de , el argumento de las funciones
puede reducirse a la diferencia 7; — 77, tal que los elementos de la base de Wannier
componen un conjunto ortonormal que satisface

/w — 7w (i = 75)d°T; = O, 7,0 m (3.12)

ya que las funciones w,(7; — ;) dependen de la fase de las funciones de Bloch, no
hay una manera unica de determinarlas; sin embargo, para un potencial simétrico
es posible determinar una fase adecuada para las funciones de Bloch que permita
obtener funciones de Wannier con una simetria definida (par para bosones), y cuyas
amplitudes alcanzan su maximo en el centro de cada sitio y decaen exponencialmente
fuera del mismo. Explicitamente, considerando €2; como la primera zona de Brillouin,
éstas funciones pueden escribirse como

Aunque las funciones de Wannier no son funciones propias del Hamiltoniano ,
permiten introducir la representacion del espacio de ocupaciones en la descripcion
usual del sistema a partir de la periodicidad de sus vecindades. Identificando 7; como
el vector de red asociado al centro del j-ésimo sitio y definiendo operadores de creacion
djm y aniquilacion a, ;, para la n-ésima banda, es posible expresar los operadores
de campo de que corresponden a las funciones de Bloch del sistema como la
superposicién de funciones de Wannier sobre el espacio de Fock,

A

) ZZw 7= )l g W) = 30 S w7 — 7). (3.14)
noj

'La suposicién de que esta base existe es conocida como aproximacién de tight binding o de enlace
fuerte, y parte de la hipdtesis de que las particulas del sistema se encuentran localizadas en un grado
considerable a lo largo del arreglo.
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Las expresiones en garantizan la simetria para bosones si satisfacen , lo
cual requiere que los nuevos operadores &:r% ;Y Gnj se construyan tal que las expresiones
sean validas para cada n fija. En lo posterior se supondra que las fluctuaciones
térmicas en el sistema son despreciables y por tanto el analisis de energia estd reducido
a la primera banda del espectro, consecuentemente las expresiones para los operadores
de campo omitiran el indice n.

Sustituyendo las expresiones en , el Hamiltoniano puede reescribAirse
de acuerdo a la naturaleza del potencial que contribuye a cada integral como H =
H,+ PAIp, donde la parte que describe la contribucion del potencial V' (7) que afecta a
cada particula de forma independiente es

Za ak/d37’w

mientras que la contribuciéon del potencial de interacciéon a pares W (7, 7") entre la
poblacion del sistema queda descrita de la siguiente manera.

h2V?
) [ 2m

+ V(F‘)] w(F — ), (3.15)

@>

Hy= 3 i, | [ w7 = 5t (= )W E el - f( - 7,)

3.3. Clasificacion de Procesos

El desarrollo de las expresiones y permite una construccion mas
intuitiva del Hamiltoniano como operador en el espacio de Fock compuesto como el
agregado de distintos procesos que afectan a las particulas de forma individual, o bien
por pares. Para el sistema de dos sitios con dos bosones, sobre el cual se desarrolla el
presente estudio, se tiene que las contribuciones asociadas a los procesos de una sola
particula, denotados por H, pueden expandirse como

11, = o [ d*Fwd(F) P(F)wo(7) + i [ d*Fui(7) P (7)
(3.17)
+ala /dsrwl ()P o)+l [ dFs (7 P (s (7).
con P(7) = _gfan + V(7) la parte del Hamiltoniano usual asociado a una particula y

w; (1) = w(r — 7;) denota la funcién de Wannier asociada al sitio con indice i, basta
con recordar la definicion del operador de poblacion para reducir los elementos a

A

H, = eoho + 1y — J(alao + ahay), (3.18)

donde los coeficientes corresponden a las integrales
e = / B (7) P (7w, (), (3.192)
—J = /d3rw1 P(7)wo(7) /dgrwo P(r)w (7), (3.19b)
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y pueden ser interpretados como la energia base del i-ésimo sitio y la amplitud de
tunelamiento individual de los bosones, respectivamente. Hay que senalar que el signo
negativo de emerge de la aproximaciéon del operador de campo propuesta en
- pero aphcada al sistema de dos sitios y reﬂeJa que la interaccion que describe
este proceso es de tipo repulsivo. Por otra parte, H con los elementos asociados al
potencial de interaccién a pares tiene cuatro grados de libertad segun la expresion
, y con s6lo dos sitios la expansion en integrales andloga a estd compuesta
por dieciséis integrales [36] de la forma

A = | [ a3 (P (YW (7,7 o (P (), (3:20)

agrupadas en sus posibles combinaciones de indices tal que la expansién queda com-
puesta por los elementos que resultan de los siguientes tres casos:

1. i = 5 = k = [. Este caso presenta sélo dos posibles combinaciones, y su contri-
bucién al Hamiltoniano es

A 1 /\ /\ A
Hp71 = i[CLBagaoavogoo + a1aq1aq Allll} (321)

que puede ser reescrita de forma més conveniente al considerar los conmutadores

A AT s A A n o Af] A At oata At
[0, a;] = nya; — ang = —a; y [y, 4] = nga; — ajn; = a;, como

le = UOTLQ( nNg — 1) -+ Ulnl(nl — 1) (322)

cuyos coeficientes corresponden segtn (3.20)) a la integral

1
U = §Aiiii7 (3.23)
y pueden ser interpretados como contribuciones de la interaccién a pares que

tienden a localizar particulas en el sitio con cuyo subindice se asocian.

2. i=7y k=1, pero k # j. En este caso, el Hamiltoniano de descompone en una
suma de los seis elementos integrales formados por las posibles combinaciones
de dos pares de indices idénticos,

~ AT At A
a1GoAo110 + a1a1G0G0 A1100

(3.24)

a1a0A1010 + aoa alaleou],

ya que el sistema de dos sitios es simétrico, es decir, cada sitio es fisicamente
idéntico al otro y sélo difiere por el indice con el cual se identifica, las combina-
ciones para este caso satisfacen las siguientes igualdades

A1oo1 + A1010 = Ao110 + Aoror, (3.25a)
Aoor11 = A1100s (3.25b)
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agregando el hecho de que [fiy, 7] = fyhg —Nony = 0, la expresion (3.24) puede
escribirse como sigue

A

Hy = eqioin — K (alalaoto + ahaband, ) , (3.26)
donde los coeficientes son

co1 = Aioo1 + Aioro, (3.27a)
1
—K = 5140011. (327b)

Para este caso g1 resulta una contribucion energética que deriva de la cantidad

de particulas que ocupan simultaneamente ambos sitios, es decir, estd asociado
a la interaccion entre los bosones de cada sitio donde el producto de sus den-
sidades incrementa la energia base del sistema. En el sistema con N = 2 esta
contribucién sélo es relevante cuando el estado de Fock considerado es |1, 1). Por
otro lado, K es la amplitud de tunelaje a pares entre sitios, esto es, corresponde
al proceso en el cual un par de bosones son aniquilados en un sitio y otro par
es creado en el sitio complementario. Como en el caso de J, esta interaccién
también es localmente repulsiva.

. 1 =7 =k # . El altimo caso considera las ocho integrales restantes,

At s
a1G0Aoor0 + ao oo Aoi00

f (3.28)

. atata a
a0a1A110 + 41010100 A1110

a1 Ao + @ CALE)

A

CL1A1011]

de forma analoga al caso anterior, la simetria entre los dos sitios conduce a las
relaciones siguientes

Apoor + Aooto = Aoroo + A100o, (3.29a)
Apii1 + Avonr = Ao + Arios (3.29b)

y (3.28)) puede reescribirse como
H,35 = Jolabaing + alao(ng — 1)) + Ji[ahay (A — 1) + ajdens], (3.30)
donde se definen

—Jo = Aooor + Aooio, (3.31a)
—J1 = A1 + Aronr- (3.31Db)

De manera similar al caso de J, estos términos corresponden a procesos de
tunelaje individual entre sitios, pero su contribucién energética depende de su
numero de ocupacion, por lo que pueden ser interpretados como una especie de
potencial de cada sitio para ceder o recibir un boson.
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Figura 3.1: Diagrama del sistema de dos sitios como una trampa formada por un
potencial de dos pozos. El Hamiltoniano del sistema (ec. (3.32))) incluye procesos
de tunelaje entre sitios de un bosén (J y J,) y tunelaje a pares (K), ademas de
contribuciones energéticas que promueven la localizacion de las particulas.

Como consecuencia de las expresiones (3.18)), (3.22)), (3.26]) y (3.30)), el Hamiltoniano
para el sistema de dos sitios queda escrito como

=" [euiy + Uufiy (i, — 1)] + coions — J(alao + abhay)
©n=0,1

= > | (alinto + abian )| — K (afabarar + alalaoao).
pn=0,1

(3.32)

En la siguiente seccion se abordard la representaciéon matricial de sobre la base
de Fock como un problema de valores propios o eigenvalores, para ejemplificar que en
el caso de un sistema de baja dimensionalidad es ain posible resolver el espectro de
energias de forma analitica, asi como obtener expresiones para sus vectores propios
como funciones de los parametros del Hamiltoniano.

3.4. Problema de Eigenvalores

La matriz asociada al Hamiltoniano puede obtenerse a partir del célculo de
las entradas H;; = (\|H|);), donde {|\z)} es el conjunto de elementos que conforman
la base de estados de Fock planteada en la Seccién [2.2] La solucién del problema de
eigenvalores para la matriz Hamiltoniana provee una descripcion analitica del espectro
de energias del sistema como funcion de los distintos parametros que acompanan a
los procesos descritos en la Seccién [3.3] asi como un conjunto de estados propios que
seran la base para describir la propagacién en el tiempo de estados puros generales
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en el Capitulo [l Consecuentemente, es necesario resolver el problema
H|E;) = E|Ey). (3.33)

Aunque hallar una soluciéon general de para sistemas de mayor dimensionalidad
es un problema complejo que suele tratarse de forma numérica [37], para el sistema
de dos sitios con dos bosones las soluciones analiticas son atin accesibles. En general,
el espacio de Hilbert H para un sistema de N bosones y M sitios tiene una dimension
dada por
(N+ M —1)!
N{(M —1)!
por lo que, para un sistema con M = N = 2, la dimensién es simplemente 3 y
los estados en el espacio de Fock que conforman su base son [2,0),|1,1) y |0,2) (ver
Secciéon . Al operar sobre cada uno de estos elementos segtin las expresiones
y , los elementos de matriz H;; resultan ser nimeros reales que conforman
una matriz simétrica en M3y 3(R), con lo cual para el espacio de Fock 3-dimensional,
el Hamiltoniano en su forma matricial tiene la estructura

dim(H) = (3.34)

R HOO HOl H02
H - HOl Hll H12 , (335)
H02 H12 H22

con lo cual el primer paso para resolver ([3.33) es hallar las raices del polinomio
caracteristico p(F) = det(H — EI) = 0, que puede reducirse a la ecuacién cubica

E}+aE*+BE++~=0, (3.36)

donde los coeficientes corresponden a los invariantes algebraicos E| de la matriz (|3.35|)
dados por

o = _HOO — H11 — HQQ, (337&)
ﬁ - HO0H11 —|— H11H22 + HO0H22 - Hgl - H(?Q — H122, (337b)
v = HooH}y + Hy Hgy + HayoHyy — 2Hoy HioHoy — HogHyy Hog. (3.37¢)

Aunque existen varias formas de resolver , aqui se procedera de forma similar
a [38], reduciendo la ecuacién a una forma mas simple para llevarla posteriormente a
una ecuacion cuadratica cuyas raices sean conocidas. Para ello se requieren algunos
cambios de variable, el primero es tomar x = FE + ¢, de manera que el polinomio
caracteristico en forma reducida resulta ser

23+ 3pr —2¢ =0, (3.38)
con p y q los pardmetros reducidos dados por
38 — 2
p= ﬁgo‘, (3.39a)
9af — 27y — 2a3
q= op 547 = ; (3.39b)

2Un invariante algebraico es una magnitud que caracteriza una operacién lineal independiente-
mente de la base en la cual se representa su matriz.
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a partir de los cuales se expresa el discriminante del polinomio como D = p? + ¢2,
algebraicamente este parametro es relevante porque distingue los valores de E; tal que
si D > 0, dos valores propios son complejos y uno es real; mientras que si D = 0 todos
los valores son reales y al menos uno presenta degeneracion, es decir, todos los valores
son reales pero por lo menos dos son iguales; por ultimo, si D < 0, todos los valores
propios seran reales y diferentes. Un segundo cambio de variable, x = u + w, junto
con la restriccién p = —uw, permiten llevar la ecuacion a la forma equivalente

w® — 2qu® — p* =0, (3.40)

que es cuadratica para w? y cuyas raices son w® = g/ D, de manera que u* = ¢Fv/'D.
Por lo tanto las raices cibicas de w y u son

(¢+VD)'?
w= (-1 +iB) g+ VDS | (3.41)
(-3~ P)(a+ VD)

(¢—VD)'?

u=14 (=3 +i%)(¢g— VD) . (3.42)
(=3 =) (g — VD)

Ya que las raices estan restringidas por p = —wuw, las tnicas tres combinaciones

viables nos permiten escribir de forma general los valores propios £ = u + w — «/3
como

_l’_
5

oI

Ei =kt + K- — %, (3.43a)
1 V3 «

EQ = —— [Kl_i_ + K/_] + Z£ [K/+ - KJ—] - 5 (343b)
2 2 3
1 . o

E3 = —5 [54_ + l"{d_] - 27 [Kj-‘,- - KJ—] - ga (343C)

en donde

Ky =(q+VD)'? k_=(q—VD) (3.44)

Mientras que las ecuaciones proveen expresiones generales para cualquiera de
los casos que distingue el discriminante, los casos de interés son aquellos para los
cuales D < 0o D = 0, ya que garantizan que el sistema tiene un espectro real y, por
lo menos en el primer caso, este no presenta degeneracion en ninguno de los niveles de
energia. Para estos casos las raices de pueden escribirse como w® = ¢ + iv/—D
v u? = ¢ — iv/—D, y pueden ser reescritas en forma polar como

wy = /3 [Cos (W) + isin <+27T3<k)>] , (3.45a)

uy = /3 [cos (W) — isin (W)] , (3.45b)
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con k = 1,2,3; para ambas expresiones el médulo es simplemente r = /—p?, y la
variable de fase ¢ cumple que

cos ¢ = q/(—p)*/*. (3.46)

Finalmente los valores propios para este caso pueden expresarse como

B, = w, +uy, — g 2\/—p cos (gb—|—27r(k—1)> - (3.47)
3 3 3

La ecuacion describe el espectro formado por los tres diferentes niveles de
energia del sistema y para cada valor propio F; puede obtenerse el vector propio
asociado al resolver (H — E;I)|E;) = 0. Ya |E;) es un vector representado a partir
de la base de Fock para el espacio de Hilbert 3—dimensional con la forma |E;) =
(Ei| o) Ao) + (EilA1)| A1) + (EilA2)|A2), las proyecciones del vector propio satisfacen
las ecuaciones siguientes ecuaciones:

(HOO — Ez)<El|/\0> + H01 <E1’)\1> -+ H02<EZ‘)\2> = O, (348&)
y agregando la condicién de normalizacién del vector |E;), se tiene que
[(EilMo)[* + (EIM) P + [(Ei]A0)* = 1. (3.49)

Hay muchas formas de expresar las soluciones al sistema que forman las ecuaciones

(3.48) v (3.49) que dependen de las entradas de la matriz (3.35)). Si las entradas
cumplen, por ejemplo, que Hy # 0y Ho1Hoo — Hi2(Hoo — E;) # 0; |E;) puede ser
escrito como

Hy — Ey, Hys
E; =—|—A; + — | {E; .
(Eiln) { o Nt (Eilns), (3.50a)
(Eiln2) = Ai(Ei|ns), (3.50Db)
HZ + (Hy — E;)? 2H5(Hy — E) 02+ 02,7
Ei|ng) = | =X oA+ A+ 02 3.50c
Filr) [ 3, 13 I, (8.50c)
donde A; esta dado por
Hy — E;)(Hy — E;) — H?

HOIHOQ - HIQ(HOO - Ez)

Las ecuaciones y (3.50)) seran la base para discutir mas adelante la dependencia
de los diferentes estados iniciales del sistema bajo distintas configuraciones de los pa-
rametros del Hamiltoniano de muchas particulas, especialmente para los casos limite
donde algunos procesos se imponen cuantitativamente sobre el resto.



Capitulo 4

Dinamica del Sistema

Hasta ahora so6lo se ha considerado que el sistema de estudio no depende del tiem-
po, sin embargo en los sistemas cuanticos reales el tiempo no es una variable que
pueda despreciarse y el interés por la evolucion temporal de un sistema cobra impor-
tancia tanto en el ambito experimental como en la teoria; un ejemplo de esto es el
area de la informacién cuantica, donde conocer como cambian los estados del sistema
bajo ciertas transformaciones permite definir intervalos de tiempo en los cuales pue-
den realizarse operaciones cuanticas [39]. Con el fin de abordar la evolucién temporal
de los estados cuanticos del sistema aislado de dos sitios con dos bosones, se introdu-
ciré el operador de propagaciéon U (), que con ayuda de la solucién del problema de
eigenvalores presentado en la Seccion facilita una descripcion general para estados
arbitrarios del sistema que se propagan en funcién del tiempo. Posteriormente, se pre-
sentan los conceptos de distinguibilidad entre estados propagados y una clasificacién
de sus tiempos de vida, asi como el concepto de limite de rapidez cudntica.

4.1. Propagacién Unitaria

Es posible acceder a la informaciéon de la dinamica de un sistema aislado no esta-
cionario si puede describirse como varian sus estados en el tiempo, o bien, si se conoce
c6mo lo hacen los operadores asociados a sus observables. Si [1)(ty)) describe el estado
del sistema a un tiempo %y, y para un tiempo posterior ¢ el sistema se encuentra en el
estado [1(t)), la informacién entre un estado y otro es propagada en el tiempo bajo
la accién del operador U (t,to) de manera que

[(t)) = U(t,to) ¢ (to))- (4.1)

Si se escribe la ecuaciéon de Schrodinger (2.1) para el estado (4.1]), se obtiene la

igualdad p .
Eﬁ(t’ o) [1h(to)) = —+ HU (1, to)|¢b(t0)), (4.2)

>t

26
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y ya que el estado inicial es arbitrario, la ecuacion dinamica del sistema se reduce a
la siguiente ecuacién para el operador U (¢, ty),

0 A VRPN
—Ul(t,tg) = ——HU(t,tp). 4.3
0t to) = 5 AU (2, ) (13)
Esta ecuacion puede ser resuelta como una ecuacion diferencial de primer orden si se
considera que los potenciales de confinamiento y de interaccién a pares en el sistema
son independientes del tiempo, agregando ademads la condicién inicial U(tg,ty) = I,
donde I es el operador identidad. Con estas consideraciones la soluciéon de (4.3) resulta
ser

U(t,ty) = e #l1t=t0), (4.4)

y corresponde a la forma explicita del operador de propagacion. Es inmediato estimar
el operador adjunto correspondiente como UT(t,ty) = exp(iH(t — to)/h); en conse-
cuencia, se dice que el operador de propagacion es unitario ya que U f(t, tO)U (t,t0) = I.
Esta caracteristica del operador es importante pues establece que en un sistema aisla-
do la evolucién en el tiempo es reversible. Por otra parte, hallar la estructura analitica
de para cada sistema equivale a poder describir sus estados para cada tiempo
dado, y aunque existe una gran variedad de métodos para construir y aproximar di-
chos propagadores [40], esto no resulta sencillo en general. Sin embargo, si se conoce
el conjunto de estados propios {|F;)} del Hamiltoniano, tal como se discute en la
Seccion se tiene que para cualquiera de estos estados propagados en el tiempo
H|E;(t)) = —iE;|Ei(t))/h, y sustituyendo a la derecha de la igualdad en se
obtiene una solucion equivalente a ,

U(t, to) = e~ #Filt—t0), (4.5)

Dado que {|E;)} es por si mismo una base para el espacio de Hilbert del sistema,
cualquier estado inicial arbitrario [¢(0)) puede ser descrito como una combinacién
lineal de estos elementos. Asi, con /r, = (E,|1(0)), el estado propagado puede
expresarse como

[W(t)) = 3 /e T B, (4.6)

Para el espacio de Hilbert 3-dimensional, el espectro de valores propios puede orde-
narse segtn la relaciéon F; < Ey < Ej3, para luego definir las frecuencias de transicion
w;; = E; — E;/h entre los niveles del espectro con i > j. Esto permite reescribir (4.6)
como

(1)) = Vil Ey) + frae” | By) + \/rse” | ). (4.7)

Geométricamente, la propagacion unitaria puede interpretarse como una rotacion en el
plano complejo por un angulo w;;t de cada elemento /r; de la expansion . Ya que
el estado |1 (t)) representado como el vector (\/71, \/rae~ 1t | /rze”31t) en el espacio
generado por {|E;)} es en realidad un elemento en C3, el efecto de la rotacién puede
visualizarse a través del comportamiento de las componentes de [1(t)) = Re(]1(t))) —

ilm(|t)(t))), tal como se muestra en la Figura [4.1]
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Figura 4.1: Es posible descomponer el estado (4.7) como una funcién compleja en
C3, donde cada componente puede ser representada en R?. En se compara
la parte real de un estado inicial |¢/(0)), Re(|1)(0))), con la parte correspondiente
del mismo estado después de ser propagado durante un tiempo ¢, mientras que en
se compara su parte imaginaria, Im(|1(0))). Puede observarse para este caso
que el estado inicial tiene una parte compleja nula, y después de ser propagado dicha
componente adquiere una magnitud definida dentro del plano formado por los estados

|Ga) v |Gs).

A pesar de que el propagador unitario U (t) modifica la fase de las componentes
del estado en el espacio de vectores propios, cada una conserva su magnitud de for-
ma individual y |¢(¢)) se mantiene normalizado para cualquier valor de t. Se tiene
ademds que si [¢(0)) es un estado puro, |[1(t)) corresponde a otro estado puro. Estas
propiedades del operador U (t) son un ejemplo de las caracteristicas que poseen los
operadores que definen las llamadas puertas cudnticas |39], haciendo del efecto del
propagador sobre un estado del sistema un ejemplo béasico de una operacién cuantica,
que transforma la informacién de entrada (estado inicial) en informacién de salida
(estado final) en un tiempo determinado, a saber, el tiempo que le toma al sistema
alcanzar un estado distinguible.

4.2. Tiempo entre Estados Distinguibles

Como se ha discutido en la Seccién 2.1] la informacién de un sistema cudntico esta
contenida dentro de su funciéon de onda y sélo es accesible para un observador a través
de la acciéon de distintos operadores sobre la misma. Estas operaciones manipulan el
estado original del sistema, colapsando la funcién de onda para obtener un valor
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numérico del observable que se desea. En este sentido, realizar una medida sobre el
sistema cuantico estd intrinsecamente ligado a alterarlo, y realizar medidas sucesivas
se refiere a preparar el sistema en un mismo estado varias veces y medir el observable
para cada una. Si |1)(0)) es el estado inicial en el cual se prepara el sistema para
realizar una primera medida del observable ¢ asociado al operador Q, y |p(0)) es el
estado inicial en el cual se prepard para una segunda medicion, la diferencia entre
los resultados de medir el observable ¢ en ambas operaciones dependera de qué tan
distintos son los estados [1(0)) y |¢(0)) entre si. Ya que la diferencia en la medida
de un mismo observable conlleva inherentemente a la existencia de un error asociado,
el estimar la distinguibilidad entre dos estados es de vital importancia en sistemas
donde la prioridad es obtener medidas precisas.

La manera en que puede cuantificarse la distinguibilidad entre dos estados cuan-
ticos ha sido discutida ampliamente bajo perspectivas variadas y existen distintas
propuestas de medidas para realizarlo [41:45]. Una de las medidas mas comunes en la
literatura es la fidelidad |46|, definida como

F(p1, po) = Tr’ (v o2 papy! 2) : (4.8)

que es una funcién de las matrices de densidad asociadas al par de estados, es simé-
trica en sus entradas y estd acotada, tal que F(p1, p2) = 1 cuando la distinguibilidad
entre los estados p; y p2 es minima, y F(py, p2) = 0 cuando los estados son comple-
tamente distinguibles. Cuando p; y po corresponden a los estados puros |¢1) y |19)
respectivamente, coincide con la proyeccién de un estado sobre otro:

F(p1, p2) = [(01]02)]*. (4.9)

En consecuencia, la condiciéon para maximizar la distinguibilidad entre estados puros
coincide con la ortogonalidad entre vectores estado [47]. Usando este criterio y la
forma del estado propagado , es posible identificar para el sistema con espacio
de Hilbert 3-dimensional las formas ortogonales que alcanza un estado inicial en su
evolucién temporal si se satisface

WO [(1)) = 71 4 roe ™27 4 rge” T = 0, (4.10)

donde 7 es el tiempo en el cual el vector estado inicial [1(0)) alcanza su primera
forma ortogonal propagado unitariamente. 7 también define el conjunto de estados
mutuamente ortogonales, {| (7)), [¥(27)),|¥(37)), ...}, que caracterizan la evolucién
temporal de |1(0)) [48]. La condicién de ortogonalidad como funcién compleja
puede ser separada en sus partes real e imaginaria, y al considerar que los factores
r; provienen de una distribucién de probabilidad, la ecuacién puede escribirse
como el sistema de tres ecuaciones siguiente

r1 -+ o COSWarT + 13 coswsy T = 0, (4.11a)
T9Sin woT + r3sinwsg 7 = 0, (4.11b)
ri4+ry+ry =1 (4.11c¢)
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Con cuatro variables para cada configuracién del Hamiltoniano dada, el sistema tiene

una infinidad de soluciones posibles. Un conjunto de estas se muestra en la Figura
, donde las distribuciones que resuelven son representadas por los puntos
que componen las franjas con tonos claros en el plano adimensional (w7, wsa/woa1),
mientras que las zonas de color morado corresponden a zonas prohibidas que deben
ser entendidas como conjuntos de puntos que senalan la ausencia de distribuciones
{r;} para una configuracion de wss/we; que puedan alcanzar una forma ortogonal
en un tiempo 7. Una revisiéon de las condiciones bajo las cuales el sistema
admite solucién permite establecer una relaciéon mas clara entre los valores de 7 y
las frecuencias de transicién wj;, asi como clasificar las distribuciones asociadas a los
estados que evolucionan a formas ortogonales de la siguiente manera [49):

» Familia I: w7 = nm con n entero positivo, por lo menos para una de las
frecuencias de transicion de (4.10)).
El tiempo de ortogonalidad para este caso esta determinado por
nm

T=— (4.12)

w]‘i

Como consecuencia, el tiempo en que los estados que conforman esta familia al-
canzan una forma ortogonal es inversamente proporcional al espaciamiento entre
niveles de energia en el espectro de H , es decir, configuraciones del Hamiltoniano
en el sistema con un grandes diferencias de energia entre niveles subsecuentes,
wj; >> nm, generan propagaciones con tiempos de vida mds cortos para los
estados de la familia. Estos estados quedan determinados por la distribucion de
probabilidad {r;} que es solucién a para 7 dada en . Al sustituir en
el sistema ri=1—1r; —ry, con¢=1,2 3, las expresiones se reducen al
par de ecuaciones

L+ 7[(=1)" = 1] + rg(coswyT — 1) = 0, (4.13a)
T sinwy T = 0, (4.13b)

donde las soluciones a la segunda ecuacion separan el conjunto de soluciones
de esta familia en las siguientes dos subfamilias.

o Subfamilia Ia: r, = 0, la contribuciéon de uno de los estados propios del
Hamiltoniano al estado inicial es nula.
Esta soluciéon restringe los valores posibles que pueden adquirir los ele-
mentos de la distribucién de probabilidad a 7, = r; = 1/2 y sélo admite
valores de n impares, de manera que las distribuciones corresponden a los
posibles qubits que pueden formarse con el conjunto de eigenestados del
Hamiltoniano. Estas distribuciones se encuentran representadas en el es-
pacio adimensional de la Figura [£.2] con distintos valores de n, de acuerdo
a la forma que toma la ecuacion para cada caso:

o Para r; =1y = 1/2, r3 = 0, el conjunto de distribuciones conforman
las lineas rectas punteadas de color negro para n = 1,3, ... segun la
ecuacion

Wy T = M. (4.14)
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o Para r3 = ry = 1/2, r; = 0, las soluciones componen las curvas de
color magenta en las fronteras de las franjas y estan dadas para cada
valor de n por la expresion

nm

W T = ——.
w32/w21

(4.15)

o Para r = r3 = 1/2, ro = 0, estas distribuciones forman las curvas
complementarias del caso anterior como frontera para cada franja con
lineas solidas de azul oscuro y rojo, siendo esta ultima el conjunto de
soluciones con el minimo global para el tiempo de ortogonalidad del
sistema, el cudl satisface la expresion

nm
14 w3 /war

Los elementos que componen esta familia seran los estados a partir de
los cuales se estudiard la evolucién del entrelazamiento entre modos en
el sistema para distintas configuraciones del Hamiltoniano a lo largo del
Capitulo |5 La forma general de los estados iniciales en esta subfamilia es

1

[4(0)) = NG
Subfamilia Ib: T, # 0y sinwg;7 = 0, lo cual implica que wg;7 = mm con m
entero.

En este caso las distribuciones que son solucién para las ecuaciones
dependen de la paridad de los enteros n y m, asi como de las posibles com-
binaciones que se pueden obtener de ellas. Estas distribuciones se muestran
en el Cuadro con los marcadores que los identifican como puntos sobre
las rectas horizontales wo;7 = n7 en la Figura [4.2]

W T =

(4.16)

(1E:) + |Ej)) - (4.17)

H (n,m) ‘ Distribucién ‘ Marcador H
(Par, Par) No hay soluciones para este caso
(Par, Impar) re=1/2,r;+1r; =1/2 |
(Impar, Par) ri=1/2,r;+r,=1/2 *
(Impar, Impar) r;=1/2,r;+r,=1/2 ¢

Cuadro 4.1: Distribuciones para los estados que conforman
la subfamilia Ib.

Los estados iniciales asociados a las distribuciones de esta subfamilia pue-
den expresarse a partir de un elemento 0 < r < 1/2 que determina los
coeficientes de la expansion sobre la base de estados propios de H de la
siguiente forma:

[9(0) = 515 + VAIE;) + (\/i - ) B (418)
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Si bien el tiempo de ortogonalidad para estos estados estd dado por la
ecuacion (4.12)), para esta subfamilia sucede también que

mim

T = , (4.19)

Por lo que las distribuciones correspondientes a este caso en la Figura [4.2
corresponden a los puntos para los cuales el cociente entre las frecuencias
de transicion es racional y los valores enteros de n y m que determinan
soluciones segtin el Cuadro satisfacen la relacion

1

n=-——m—mm 4.20
1+ CLJ32/(.U21 ( )

2.00

r1.75

r1.50

r1.25

r 1.00

0.75

0.50

0.25

0.00

wW32/W21

Figura 4.2: Distribuciones posibles para estados del sistema de dos sitio con dos
bosones en el plano adimensional formado (we;T,wss/war). El gradiente de colores
en las franjas senala los valores de « para cada punto del plano segin la ecuacién
, mientras que los las «X» en rojo indican las distribuciones para las cuales
a = 1. Marcadores adicionales senalan algunas de las distribuciones {r;} indicadas

en el cuadro
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o Familia II: wj;T7 # nm para ambas frecuencias de transicién en (4.10)).
Los elementos de esta familia componen el conjunto mas extenso de dis-
tribuciones posibles del sistema y corresponden a los puntos en el interior
de las franjas de color claro en la Figura [£.2] Si se considera la relacién
entre las frecuencias de transicién ws; = woq +wssa, €l sistema de ecuaciones
(4.11]) puede llevarse a las siguientes expresiones para los elementos de la

distribucion:
Sin wsaT
o= . _ , (4.21a)
SIN W91 T —+ SIN W37 — SIN W31 T
—sinws T
Ty = — : : : (4.21D)
SIN W91 T ~+ SIN W37 — SIN W31 T
sin wo T
ry = (4.21c¢)

Sin W T + Sin w3eT — sinwsy 7

A diferencia de la familia anterior, para los estados de este caso no hay
una constriccion extra que permita establecer una relacion entre el tiempo
de evolucion a una forma ortogonal y las frecuencias de transicién, por lo
que Unica manera de determinar el valor de 7 para un estado es conocer
previamente los valores 7, r; y 7 que corresponden a su representacion
sobre la base de estados propios de H , asi como las frecuencias de transicion
para esa misma configuracion del sistema.

Aunque el muestreo representado en el Figura [1.2) contiene valores de w17 en el
intervalo [0,47], la periodicidad en la condicién de ortogonalidad es de 27
ya que el operador de propagacion satisface U (1) = U (1 + 2m), por lo que basta
con analizar el comportamiento de una distribucién particular en el intervalo [0, 27]
para caracterizar el resto su evolucién en el tiempo. Esto es, dentro de este intervalo
es posible determinar todas las distribuciones asociadas a las formas ortogonales de
un estado inicial si se conoce el valor de 7. Como un ejemplo, la distribuciéon dada
por 11 = r3 = 1/2 con ry = 0, que corresponde a elementos en la Subfamilia Ia,
tiene un tiempo de ortogonalidad dado por la ecuacion , que para el caso de un
espectro de energias igualmente espaciado, w3y = wo; = w, se reduce a 7 = 7/2w. Para
este tiempo de ortogonalidad, un estado inicial alcanzara diferentes estructuras, entre
ellas las que conforman el conjunto {|1(0)), [(7)), [ (27)), | (37))}. Dado un qubit
en particular para esta distribucion, el conjunto de formas ortogonales que alcanza
en su evolucién temporal resulta ser un subconjunto de este grupo. Este resultado se
ilustra al considerar el siguiente par de qubits asociados a esta distribucion:

1

[01(0)) = —=(|Br) — €3 | Es)), (4.22a)

[¥r(0)) =

S

2
1

5 (B + 1 Es)), (4.22D)

S

cuyas matrices de densidad se denotan como p;(0) y pr(0), respectivamente; de mane-
ra que es facil verificar para el primer qubit que F(p1(0), p1(7)) = F(p1(0), p1(37)) =0
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v F(p1(0), p1(27)) # 0, mientras que para el segundo qubit F(pr(0), pr(27)) =0y
F(pr(0), pr(7)) = F(pr(0), pr(37)) # 0. Esto es, el primer qubit alcanza dos formas
ortogonales distintas formando asi el conjunto {|¢(0)), [¢(7)), |)(37))}, donde los 1l-
timos dos estados son denotados por (A) en los puntos (1,7/2w) y (1,37/2w) de la
Figura[4.2} mientras que el segundo qubit sélo accede a una forma ortogonal denotada
por (#) en el punto (1,7), y su conjunto de estados ortogonales es {|1(0)), [(27))}.
La informacién dada por la condicién de ortogonalidad no es suficiente para
determinar en principio la dimension y los elementos del conjunto de formas orto-
gonales para un estado inicial arbitrario y sélo permite inferir valores de 7 para los
cuales una misma distribucion puede corresponder a una de dichas formas.

4.3. El Limite de Rapidez Cuantica

La caracterizacion del tiempo en el que un estado del sistema llega a una forma
ortogonal es esencial en el contexto del procesamiento de informacién cuantica, si se
piensa en una computadora cudntica como un sistema que, segin una configuracion
preestablecida, evoluciona a través de una serie de operaciones o puertas que inducen
transiciones de su estado inicial a estados que son por lo general distinguibles. En este
sentido, una condicion deseable para que un procesador de informacion cuantica sea
optimo es que la rapidez con la que cambia de un estado inicial a uno distinguible sea
la maxima posible; esto es, que el tiempo 7 entre formas ortogonales de un estado sea
minima. Este valor minimo del tiempo es conocido como el limite de rapidez cudntica,
QSL por sus siglas en inglés, y serd denotado en adelante por 7gsz. La relacién entre
las restricciones de un sistema y su 7gsz,, y como estas afectan el control experimental
sobre sistemas cuanticos ha sido un tema de amplio interés en las ultimas décadas
[50-59].

En la Seccién los estados posibles para el espacio de Hilbert 3-dimensional
fueron clasificados de acuerdo a la relacion entre las frecuencias de transicion propias
del sistema aislado y la periodicidad de la condicién de ortogonalidad , sugi-
riendo que el tiempo de ortogonalidad 7 esta intimamente ligado a la estadistica de
las energias propias del sistema. En la literatura se han usado argumentos fundamen-
tales de la teoria cuantica para estimar 7ggr, y se reconocen dos cotas principales
para el tiempo de ortogonalidad de un estado del sistema. La primera es la cota de
Mandelstamm-Tamm |22, |60} 61], que proviene de una reinterpretacién del principio
de incertidumbre de Heisenberg y esta dada por

h
> = — 4.23
TQSL = TMT dog’ ( )
donde h es la constante de Planck y op = (/(E?) — E? es la dispersién de la energia

para el sistema, con E = (]:I ) — B el valor esperado de la energia respecto al nivel
E del espectro. La segunda es la cota de Margolus-Levitin, que puede deducirse a
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partir de la condicién de ortogonalidad entre estados distinguibles [23], y se expresa
como

h
4E
Aunque y (4.24)) se refieren al mismo valor de gy, sus estructuras son distintas
y la forma en que se aproximan al tiempo minimo dependerd de si el espectro del
sistema en cuestién cumple que F > o o en su defecto, £ < og. De forma general
definimos el limite de rapidez cuantica como

TQSL = TML = (4.24)

Tosr, = max{Tarr, ML} (4.25)

Se ha demostrado que aunque la diferencia entre ambas aproximaciones es pequena,
esta no resulta despreciable [62]; por ello se ha propuesto un nuevo parametro o =
or/E como el radio entre ambas cotas para discriminar cuando una cota es més
oportuna que otra. Asi, para a < 1 la cota de Mandelstamm-Tamm resulta ser menor
que la de Margolus-Levitin, e inversamente si & > 1. Ambas cotas coinciden sélo
cuando o = 1. Para el sistema de dos sitios con dos bosones, F y o estan dados de
la siguiente manera

E = (H) — Ey = hwsry + hwsrs, (4.26a)

op = \/hQW%ﬂ“lTQ + h2w3yrors + h2w3 rar, (4.26b)

de manera que el radio entre las cotas puede expresarse como una funcién de las
frecuencias de transicion w;; y de los elementos 7; de cada distribucién de probabilidad,

e\ 2 1/2
a=—22  _ T2+T3(1+“3i)2—1 . (4.27)
(H) — E [T2+7’3 (1—1—@)]

w21

El gradiente de colores de la Figura corresponde a la magnitud del parametro «
para las distintas distribuciones discutidas en la Seccién[4.2] Los puntos marcados con
«x» de color rojo en la Figura|4.2|senalan algunas de las distribuciones sobre las cuales
a ~ 1. Estos puntos se encuentran tanto dentro de las franjas como sobre las curvas
de color azul obscuro que estan asociadas a la distribucion 7 = r3 = 1/2 con r, = 0
de la Subfamilia Ia, para la cual @ es simplemente = 1. De la misma manera,
aunque no se muestra en la Figura @, para la distribucion r; = ry = 1/2 con r3 =0
de la misma subfamilia, representada por las rectas negras punteadas, el radio entre las
cotas tiene un valor constante o = 1. Como puede observarse, los valores de « para los
distintos elementos de las Familias I y II se mantienen dentro de un intervalo cercano a
la unidad para cada valor de wss/wey, pero se distribuyen de manera no uniforme para
los distintos valores de ws;7, por lo que dada una configuraciéon del Hamiltoniano, es
decir un valor fijo de wss/wa1, no resulta sencillo discernir si el uso de una cota sobre
la otra permite una mejor aproximacion de 7ggy, para todos los estados posibles. Esto
puede observarse en la irregularidad del perfil de los histogramas en la Figura[4.3] que
corresponden a un conteo de los valores de a para algunas de las distribuciones que
resuelven la condicién de ortogonalidad dados los valores wss/we; = 1,2,5 y 6.5. En
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estos histogramas se aprecia ademas que el intervalo en el cual el conteo se vuelve
relevante se desplaza desde valores con 1 < « hasta valores a > 1 conforme w3y /wo;
incrementa. Un indicador de esta tendencia es el cambio en la mediana del conjunto
formado por los distintos valores de a para cada wsy/wer, que puede interpretarse
cOomo una tendencieAL del sistema a presentar una mayor dispersiéon oz con respecto a la

energia esperada (H)— F; para un mayor nimero de distribuciones como consecuencia
del aumento en el espaciamiento entre niveles subsecuentes del espectro de energias.
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Figura 4.3: Histogramas para los conteos de las incidencias de los distintos valores de
« en el espacio de muestreo [0, 10] x [0, 27| sobre mallado de 5 x 10* puntos con: (a)
w3z /wo = 1, (b) wsa/wey & 2, (€) wya/woy = 5y (d) wse/wa = 6.5. La columna de
color azul denota el intervalo de « en el cual se encuentra la mediana de cada caso.

En la Figura [£.4] se muestra el comportamiento de la mediana para el perfil de
valores de « en el segmento de plano [0,10] x [0,27] de la Figura Si bien la
mediana no brinda informacion sobre cudales distribuciones corresponden a cada valor
de «, si ofrece mayor intuicién acerca de como la cantidad de distribuciones posibles
con « > 1 aumenta conforme wss/wy; es mayor. Una mediana mayor que 1 indican
que existe un mayor nimero de distribuciones para las cuales 73,7 es menor que 7z,
mientras que una mediana menor que 1 sugiere que las distribuciones para las cuales
Ty es mayor que Ty, predominan. Aunque la Figura [4.4] muestra que los valores de
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la mediana, y por tanto la cantidad de distribuciones con 75, > 7as7, tiende a crecer
conforme el espaciamiento entre niveles de energia se hace mayor, puede notarse que
valores pares de w3y /wqy estén asociados a minimos locales. Esta particularidad deriva
de que las distribuciones asociadas a estos valores presentan una menor dispersion og
con respecto a su energia esperada E en comparacion con las distribuciones en una
vecindad pequena a su alrededor (ver Fig. 4.2)).

1.4/ » / 1 V\f
) ‘(C) |
1 0 _________ __.f —— —— S

| ML < Tmr
| |

- i
0b— 1 ________ a =
Mediana de distribucion

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

W32/W21
Figura 4.4: Comportamiento de la mediana para el conjunto de distribuciones asociado
a un valor de wsy/ws;. El aumento en el valor de « para la mediana refleja que la
cantidad de distribuciones posibles con « > 0 incrementa conforme wss /wo; es mayor.
Las distribuciones asociadas a wsy/we; par componen conjuntos con una cantidad
mayor de elementos donde av < 1 respecto a valores de w3y /ws; cercanos, por lo que la
mediana correspondiente se presenta en minimos locales. Las medianas del conjunto
de distribuciones mostrados en la Figura |4.3|se encuentran marcados por (4) de color
rojo.



Capitulo 5

Entrelazamiento entre Sitios

En este capitulo se estudia la evolucion del sistema de dos sitios con dos bosones
a través del cambio en el tiempo de la medida de correlacion entre los sitios. Vale la
pena aclarar previamente a qué nos referimos cuando se habla de correlacion en este
contexto. Para ello puede considerarse nuevamente un sistema bipartito AB compues-
to por un subsistema A y otro B, cuya informacion global se encuentra cifrada dentro
de una funciéon ¢,p. Es posible acceder a la informacion contenida en ¢,p mediante
mediciones en el sistema; y es posible también, mediante una serie de operaciones mas
especificas, obtener informacion que corresponde tnicamente a alguno de los subsis-
temas; sin embargo, ya que el sistema estd aislado y la cantidad de informacién en
¢ap es finita, la informacion sobre el subsistema A que pueda obtenerse después de
una mediciéon también dependerda de cuanta informacion pueda obtenerse bajo esa
misma medicién pero para el subsistema B. Cuando realizamos una medida sobre A
y esta refleja dependenciaE] con lo sucede en B decimos que estos subsistemas estan
correlacionados.

En la Seccién se mencion6 cémo la posibilidad de expresar estados cuanticos
puros de un sistema bipartito como estados producto se traduce en que el estado
puede o no denominarse separable. Cuando un estado cudntico es no separable, el
sistema presenta correlaciones peculiares que no pueden ser comparadas con ningin
tipo de resultado clasico. Las primeras discusiones sobre esta caracteristica de los
sistemas cudnticos fueron presentadas por Einstein, Podolsky y Rosen en [63]; por lo
que es comun referirse a estas correlaciones como del tipo EPR, y ya que el analisis
aqui expuesto se limitara en lo siguiente a la presencia de esta tunica clase de co-
rrelaciones, cuando se mencione que un estado esta correlacionado se entendera que
presenta correlaciones de tipo EPR. La capacidad de los estados cudnticos para exhi-
bir correlaciones de naturaleza no clasica es denominada entrelazamiento. Cuando un
estado cuantico del sistema bipartito es no separable, este muestra cierto grado de
correlacion entre los subsistemas que lo componen y es denominado como un estado

'Hay que notar que esta dependencia en general no implica causalidad.

38
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entrelazado.

La existencia de entrelazamiento en un estado cuantico tiene consecuencias im-
portantes que son fundamentales para dreas como el computo cuédntico [64, 65|, que
han motivado el interés que existe por encontrar nuevas formas de manipularlo y
cuantificarlo, tal como sucede con otros recursos del sistema como la energia o la
informacién misma. En este capitulo se presenta un analisis del entrelazamiento pro-
ducido por la propagacion unitaria discutida en la Seccién para estados asociados
a las distribuciones de la Subfamilia Ia mediante el calculo de su concurrencia, para
posteriormente abordar las relaciones existentes entre el limite de rapidez cuantica y
esta medida de entrelazamiento para cada caso planteado. Uno de los objetivos princi-
pales de este capitulo es comparar el entrelazamiento producido bajo configuraciones
del Hamiltoniano que consideran la interaccién a pares entre particulas y las
que no la consideran.

5.1. Concurrencia como Medida de Entrelazamien-
to

Existen hasta el momento varias propuestas para medir el entrelazamiento en un
sistema cudntico [66], 67], donde la versatilidad de cada una depende de las condicio-
nes bajo las cuales fueron planteadas, reflejando que ante la ausencia de un convenio
para una medida tnica, la descripciéon matematica del entrelazamiento ain no es-
ta completa. Una de las propuestas con mayor aceptacion es el entrelazamiento de
formacion [68]. Si pe1 es la matriz de densidad asociada a un estado puro del siste-
ma bipartito cuyos subsistemas componentes tienen matrices de densidad reducidas
po y p1, el entrelazamiento de formacién E(p) estd dado como la entropia de von
Neumann asociada a cualquiera de los subsistemas,

Ey(p) = —Tr (pilogp:) = —Tr (pologpo) - (5.1)

Wootters et. al. [69, [70] mostraron para un sistema de dos niveles que E;(p) varia
de forma monoétona en funcién de un parametro C' que es en si mismo una medida
adecuada de entrelazamiento y cuya estimacion es mas sencilla de calcular que E¢(p)
misma, esta medida es conocida como concurrencia. El resultado para dos niveles
puede generalizarse para sistemas N-dimensionales |71} [72], en particular para un
estado puro del sistema bipartito la concurrencia puede expresarse de forma compacta
como

Clpon) = y/2[1 = Tr(B)] = y/2[1 = Tr(p})]: (5.2)
Los valores posibles de C'(po;) estan acotados inferiormente por 0 para estados pu-

ros separables y por y/2(m — 1)/m para estados puros con entrelazamiento maximo,
donde m es el minimo entre las dimensiones de los espacios de Hilbert asociados a
los subsistemas [73]. La expresién (5.2)) para un estado del sistema de dos sitios con
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dos bosones que es propagado unitariamente en el tiempo puede reescribirse como
una funcién de la distribucién de probabilidad {r,} y de las frecuencias de transiciéon
wn € {0, wa1, w31}, si se escribe la matriz de densidad total como

por = [P () (¥ ()] (5.3)

La matriz de densidad reducida puede calcularse a partir de esta expresion, al denotar
por |\;) a los elementos de {|2,0),|1,1),]0,2)}, que corresponden a la base ordenada
de Fock, ya que las entradas de dicha matriz estan dadas por

(Po)is = (AjlporlAs), (5:4)

y componen una matriz diagonal. Sustituyendo (5.3)) en (5.4)), la traza sobre el cua-
drado de la matriz de densidad reducida estd dada por la siguiente expresion

Mw

Tr (/00> (<)\j1001|)\j>)2

<.
Il
-

(<A () ((1)|A;))° (5:5)

|<A ),

1M« 1M«

.
Il

esta magnitud corresponde a la pureza discutida en la seccién [2.4] para el estado
asociado a la matriz de densidad py de uno de los sitios, de manera que la concurrencia
resulta una medida del entrelazamiento en el sistema como funcién de la pureza del
estado de uno de sus subsistemas. Con la forma explicita del estado propagado para
el sistema de dos sitios con dos bosones , la pureza es igual a

3 4

-2

(5.6)

chn\/_e nt

donde los coeficientes ¢;, = (\;|E,) son las proyecciones de los vectores propios del
Hamiltoniano sobre los elementos de la base computable. Sustituyendo (/5.6]) en ([5.2)),
la concurrencia puede estimarse como

4\ 11/2

" e

y con m = dim(#H;) = dim(H,) = 3 la dimension del espacio de Hilbert para uno de
los subsistemas, la concurrencia para este sistema esta acotada segun la desigualdad

2
V3
Con este resultado es posible estudiar la evolucion temporal del entrelazamiento gene-
rado en distintos estados bajo distintas configuraciones del Hamiltoniano si se provee

3 .
Z Cin raent

n=1

Coi(t) = [2 (1 — 23:

j=1

0< Colt) < (5.8)
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la distribucién de probabilidad {r;} correspondiente y se conocen las frecuencias de
transiciéon w, asociadas a su espectro de energias. En esta seccion se revisa el com-
portamiento del entrelazamiento en el sistema bajo la propagacién unitaria producida
por cuatro configuraciones diferentes de H dado segun la ec. para tres estados
asociados a las distribuciones de la familia Ia, estos seran denotados por

11(0)) = 7(\E1> + |E3)), (5.9a)
|12(0)) = 7(|E1> + | E3)), (5.9b)
13(0)) = (|E2> |Es)). (5.9¢)

S\

Configuracion Diagonal de H

Como se mostré en la Seccidén , el operador H para el sistema de dos sitios con
dos bosones puede ser representado en la base computable como una matriz simétrica
de 3 x 3, cuyas entradas H;; son funciones de los distintos parametros asociados a
los procesos clasificados en la Seccién [3.3] donde la magnitud de Uy, Uy, g, €1 ¥ €01
modifica tinicamente las entradas H;; sobre la diagonal de la matriz, mientras que el
resto de los parametros lo hace en las entradas fuera de la diagonal. En consecuencia,
es posible obtener una matriz diagonal para H bajo la siguiente configuracion:

FID = Z [ unu + U, nu( 1)] +€01ﬁ0ﬁ1, (510)

n=0,1

en este caso, el problema de eigenvalores resulta bastante asequible pues los niveles del
espectro de energias estan dados por las entradas de la diagonal y pueden expresarse
simplemente como {2(ey + Up), €0 + €1 + €01, 2(e1 + Uy)}, mientras que los estados
propios son los elementos que conforman la base de Fock mas una fase, con lo cual los
coeficientes en se reducen a ¢;,, = (A\j|A\,) = d;,, ¥ la concurrencia resulta una
constante en el tiempo que depende sélo de la distribucién de probabilidad asociada
al estado inicial,
)1 1/2

Co(t) = l <1 — Z‘ rpe” et

(5.11)

A pesar de que el entrelazamiento no cambia durante la propagacion, los estados
propagados si evolucionan. Para este Hamiltoniano, puede observarse que los valores
de 7 dados por las ecuaciones (4.16)), (4.14)) y (4.15) para los estados |¢1(0)), |12(0))
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y |13(0)), respectivamente, son en general diferentes y se encuentran bien definidos,

T s T
TE {|2Uo +Epg—€1 — 601|’ |2U1 +E&1—€9 — 601|’ |2(€0 — 81) + 2(U0 — U1)| } ’

(5.12)

mientras que la concurrencia para todos ellos es la misma, Cyp; = 1. Los valores

propios para ([5.10) muestran que los coeficientes de los procesos que componen esta

configuracion contribuyen de forma lineal a la magnitud de cada nivel del espectro

para el sistema de dos sitio con dos bosones. Es de esperar que en sistemas con una

mayor poblacién de particulas, N > 2, los procesos asociados a U, y €91 cobren mas

importancia dado que su orden varia segiun ni mientras que el de €, lo hace en n,,.

Configuracion de H con Tunelaje de una Particula

Aunque en el Hamiltoniano los coeficientes J,, y J son resultado de consi-
derar la existencia de un potencial de interaccion a pares y de un potencial externo
de confinamiento, respectivamente, ambos estan asociados a procesos de tunelamien-
to de un solo bosén entre sitios. La contribuciéon de ambos términos a la dinamica
del sistema y a la evolucién del entrelazamiento se revisara en dos configuraciones
simples, de las cuales la primera,

Hgy = 1y — J(&Ido + @(T)dl)a (5.13)

considera tnicamente la contribucion de la energia en uno de los sitios y la amplitud de
tunelaje o salto entre sitios J. La representacion de Hg, en la base de Fock corresponde
a la matriz simétrica

0 —v2J 0
H51: —\/§J €1 —\/§J y (514)
0 —\/§J 2€1

cuyo discriminante satisface Dg; < 0 que, como se ha discutido en la Seccion [3.4]
garantiza que los valores propios para esta configuracién son todos reales y diferentes.
Estos pueden ser estimados a partir de la ecuacion (3.47)) si se considera que el para-

metro de fase (ec. (3.46])) para este caso es 0 = arccos (q/v/—p?) = arccos (0) = 7/2,
con lo cual las energias del espectro, ya ordenadas, estan dadas por

Ey =¢; —\/e3 +4J2, (5.15a)

By = e, (5.15b)
E3:€1—|—\/€%—|—4J2; (515C)

y va que By — By = E3 — FEy = y/e? +4J2, el espectro de energias para este caso
se encuentra igualmente espaciado, consecuentemente las frecuencias de transicién
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entre niveles son iguales, esto es wy; = w3y = /&% + 4J2/h. Por otro lado, los vectores
propios respectivos se obtienen a partir de las expresiones (3.50) y (3.51),

1
|By) = 14+ — -l— F( ) L), 1), (5.16a)
M+ + ) [ e

1 &
By =~ (-1,-,1), (5.16b)
247 V2

1
1+1_51 €1

E3>F(€NH§%F(§1)( - STE) 5= @), G

donde & = ¢,/J y T'(e1) = /&2 + 4. Con estas ecuaciones es posible calcular la

concurrencia para los estados como funcién del tiempo t y del parametro
adimensional ;. En la Figura se muestra la evolucién numérica de la concurren-
cia para el estado |11(0)) como una superficie sélida en el espacio (J/e1,t/7,Co1),
mientras que la Figura corresponde a las curvas de nivel para esta misma su-
perficie sobre el plano (J/e1,t/7) en el segmento [0.1,1000] x [0,2]. Se observa, para
t/T =0, que la concurrencia se mantiene sobre el plano Cy; = 1 independientemente
del valor de J/eq, este hecho puede ser verificado al expandir la ecuaciéon con
los elementos ¢;,, dados por las entradas de los vectores propios (5.16a) y (5.16¢)
e implica que, para este caso, el entrelazamiento inicial del estado no cambia a pe-
sar del incremento en la amplitud de tunelamiento entre sitios. Por otra parte, la
representacion del estado en la base de Fock,

|11 (0)) —— ! [(2+8)12,0)+ (vV221) I1,1) +2[0,2)],  (5.17)

JI>eq g’4
2 +381 44

se satura para valores grandes de J/eq, donde & — 0, convergiendo al qubit efectivo
111(0)) = (1/v/2)(]2,0)410,2)) en la base computable, este estado alcanza una forma
ortogonal separable después de propagarse por un tiempo 7, [1(7)) = —|1, 1), el cual
corresponde a la regién alrededor de ¢/7 = 1 de la Figura . Este comportamiento
puede verificarse a partir de la forma del estado propagado , que en este caso
esta dado por

Y1 (t)) ! [(1+e7™7) [2,0) + V21 — e ™M1, 1) + (1+e7™/7) [0,2)],

% P
J>e 2\/§
(5.18)
para el cual la concurrencia como funcién del tiempo evoluciona segtn la expresion
1 7t 27\ 142
Cor(t)) = [2_8 (9 4008——1—3008 7_)] : (5.19)

alcanzando su minimo global en C' = 0 siempre que t = (2n + 1)7 con n entero,
mientras que toma un valor maximo en t = (n &+ 1/2)7. Cpy; regresa a su valor inicial
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en intervalos pares del tiempo de ortogonalidad, es decir, cuando ¢t = 2n7. De esta
manera |t;(t)) sélo alcanza una forma ortogonal diferente en todo su periodo, esto
reduce el nimero de estados distinguibles a los que puede acceder el sistema preparado
en esta configuracion, como resultado el conjunto de estados ortogonales se reduce a

{141(0), |41 (7)}-

1.15
0.92
0.69
0.46

0.23

t/t

0.00
-15 -1.0 -05 0.0 0.5 1.0 15 2.0 25 3.0

Logio(//€1)
(b)

Figura 5.1: Evolucién de la concurrencia para el estado |¢1(0)). En (a) la superfi-
cie verde corresponde al calculo de Cy; bajo la propagacién producida con distintos
valores de J/e en el Hamiltoniano. En (b) el comportamiento de la concurrencia se
representa por curvas de nivel donde las regiones con un tono rojo oscuro correspon-
den a zonas donde el entrelazamiento en mayor, mientras que la franja de color azul
oscuro alrededor de ¢t/7 = 1 denota la regiéon donde el estado propagado alcanza una
forma ortogonal separable [¢1(T)).
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Figura 5.2: Evolucién temporal de la concurrencia como funcién del parametro adi-
mensional J/e;. En (a) y (c) el estado inicial es [¢)5(0)), mientras que (b) y (d)
muestran la informacién equivalente para el estado inicial |¢)5(0)). En ambos casos el
limite & — oo produce valores de Cy; tales que \/ﬁ/él < Cyp < \/ﬁ/ 4, donde el
minimo corresponde a t = 7 /w3y, mientras que el méximo a ¢t = 7/2wss.

L o0.495

Por otra parte, la concurrencia para los estados |12(0)) y [¢5(0)) mostrada en las
Figuras[5.2al [5.2d, [5.2b]y [6.2d], exhibe una evolucién temporal similar donde los valores
de Cp; adquieren valores tanto por arriba como por abajo del plano inicial Cy; = 1 sin
alcanzar una forma separable, y donde valores J/e; — 0 producen concurrencias con
una diferencia de fase entre si de aproximadamente de una unidad en el eje ¢/7, ya que
ambos estados tienen el mismo valor numérico de 7 (ver Seccién [5.2), esto se traduce
en que para valores pequenos de la amplitud de salto J el entrelazamiento producido
en el mismo intervalo de tiempo serda muy parecido para ambos estados, al obedecer
Cor(|¢3(t + 7)) = Cor(|t2(t))). En el extremo opuesto, para valores J/e; — 00, es
decir, cuando € — 0, esta diferencia de fase deja de tener relevancia en la produccion
de entrelazamiento entre los sitios a medida que las representaciones de ambos estados
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en la base Fock se saturan. Esto puede comprobarse al notar que las formas de ambos
estados en este limite,

|¢Q(t>>-3;;;+; [(\;5 —-e—““/7>|2,o>-+|1,1>-+ (\}5 +—e_““/7)|0,2)1, (5.208)

1 672“1/7 —imt/T —2imt/T 6*21'71’75/7 —imt)T
|¢3< >> J>er 5 \/i —¢€ |270> —¢€ |171> + \/i +e |07 2> )
(5.20b)

estan compuestas por distribuciones de probabilidad que difieren en una fase no trivial
pero producen valores de Cy; idénticos para ambos casos, tal como puede apreciarse
si se calcula la expresién (5.7)) para cualquiera de ambos estados,

1 /15 2mt\1Y/2
001<t>> KEK |:2 — Z (4 — COS )] , (521)

T

que alcanza su minimo en t = n7 y su maximo tanto en ¢t = (n £ 1/2)7, acotando la
concurrencia a la que puede acceder cualquiera de este par de estados en este limite

como v/13/4 < Cy(t) < V/21/4.

La segunda configuracion corresponde a la adicion de la amplitud de salto J, y los
respectivos elementos que la acompanan a los ya considerados en Hgy, conformando
el Hamiltoniano Hgy como

A

Hgy = 10y — J(alag + aday) — Ji[abar (ny — 1) + alaghy] — Jolabarnoe + alag(ho — 1)),

(5.22)
cuya representacion matricial sobre la base computable es de la siguiente manera
0 —V2(J + Jo) 0
HSQ = —\/§(J+ J()) &1 —\/§(J+ J1) . (523)
0 —V2(J + J) 2e4

Como se menciona en la Seccion las amplitudes de salto J, estan asociadas a
procesos de tunelamiento cuya contribucién es proporcional al niimero de ocupacién
de cada sitio y bajo el supuesto de un sistema de dos sitios idénticos resulta natural
suponer que Jy = Ji. Asi, para el sistema de dos sitios con dos bosones, la representa-
cién matricial de H g9 es idéntica a la de H 51 bajo el camblo de variable J — (J+J1),
generando expresiones equivalentes a las ecuaciones ) para su espectro de ener-
glas asi como vectores propios que pueden ser descritos por las ecuaciones .
En dltima instancia, dada la reducida poblacion del sistema, la configuracion Hgo
puede reducirse a Hg; sin alterar significativamente la estructura de los elementos
mencionados ni la dinamica que estos producen para este sistema en particular.

Configuraciéon de H con Tunelaje de dos Particulas

La ultima configuraciéon consiste en incluir el elemento asociado al tunelamiento
por pares presentado en la ecuacion (3.27bf) junto con los elementos del Hamiltoniano
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Hg,. En conjunto, estos procesos conforman el Hamiltoniano Hp que esta dado por
(5.24)

Si bien las amplitudes para el salto individual J y J, modifican solamente las en-
tradas inmediatas fuera de la diagonal para las matrices Hg, y Hgo, la amplitud de
tunelaje a pares K hace lo mismo pero en las entradas de los extremos opuestos fuera
de la diagonal. La representaciéon matricial de Hp sobre la base computable con la
consideracién Jy = J; es

0 —2(J + Jo) —2K
Hp = |—V2(J + Jo) £1 —V2(J + Jo) |, (5.25)
—2K —V2(J + Jo) 2e,

y su discriminante Dp corresponde a una suma negativa de potencias pares de ntime-
ros reales y sus raices son todas complejas, garantizando para cualesquiera valores de
ey, J, Joy K la siguiente desigualdad se cumple de forma estricta

A8 T S
Dp=——1 {4(4J2 +RK2)(J2 — 2K%)? + 3(272 + 2K% +

1, 1
— — 2
. )2+ }<o, (5.26)

4 16

con J = (J+.Jy)/e1 y K = K /ey, esto resulta importante pues es la condicion
necesaria para que el espectro de energias producido por Hp no presente degeneracion
en ninguno de sus niveles y las frecuencias de transicién del espectro sean no nulas.
Asi, las expresiones para las energias de cada nivel del espectro, se obtienen segun la
ecuacion (3.47) como

A1 (=9 = 1\1/2 2

E, = \j% (K2—|—J2+4) COS(?+37T>+€1, (5.27a)
de1 [~y = 1\1/2 4

E, = \% (K2—|—J2+4> cos(?—l—;)—l—al, (5.27b)
4] [~0 o~ 1\ Y2

By = \;% (K2 +J2+ 4) COS(g) + e, (5.27¢)

donde el orden entre las energias proviene de considerar el comportamiento del pa-
rametro de fase ¢, dado por la ecuacién , como funcién de J y K de forma
independiente, ya que el célculo de los parametros reducidos p y ¢ segin como
funciones de las entradas de Hp, permite obtener la expresion

3V3K.J?
202+ K24 1)32 |

¢(J, K) = arc cos [— (5.28)

que tiene por imagen al intervalo [7/2, 7] si K >0y J >0, de manera que todos
los posibles valores de ¢ obtenidos por (5.28) garantizan la relacién E) < Fy < FEj
de manera estricta. Ademéds de esto, y como se comentard en la siguiente seccion,
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este parametro resulta sumamente relevante al brindar informacién sobre que tipo
de espaciamiento presenta el espectro de energias, puede verse, por ejemplo, que una
configuracion igualmente espaciada del espectro como la producida por Hg y Hgy es
posible tnicamente cuando ¢ = 7 /2, lo cudl sucede en el caso K = 0, que recupera
H 52, v en los limites J —» 0, K — 00, que saturan la expresion (5.28]). Esto puede
corroborarse a partir de las ecuaciones para las frecuencias de transicion entre niveles:

o _ 1/2

wn (J,K) = EZ}_LEl - 4;1 (K? Ny i) sin(i), (5.29)
o _ 1/2

wa(J, ) = E?’hEQ - 2;1 (R + 72+ i) l\/ﬁ cos(i) - sin(?)] (5.20D)
. _ /

wi (J, K) = E?’hEl — 2;1 (KQ +J?+ >1 i [\/gcos( )+sm((§)] . (5.29¢)

para las cuales ¢ = 7/2 produce una configuracién con wy; = 2w = 2wse. Expre-
siones analiticas para los estados propios de Hp también pueden obtenerse a partir
de las ecuaciones [3.50] y sin embargo dada su extensién y complejidad como
funciones de J y K, han sido omitidas del analisis que se presenta a continuacion.

A diferencia de los casos anteriores donde la configuracion del Hamiltoniano podia,
en iltima instancia, expresarse a partir de un sélo parametro asociado a un proceso
de tunelamiento individual, la medida de la concurrencia para la configuraciéon Hp
tiene un grado de libertad extra asociado a la amplitud de tunelaje a pares K, por
lo que resulta adecuado revisar la evolucion de Cp; como funcion de las amplitudes
adimensionales de tunelamiento .J y K de forma independiente. De manera analoga al
caso Hgr, la evolucién numérica de Coy(J1h1 (1)) , Cor(|tha(t))) v Coi([p3(t))) se revisa
la informacién de cada una en el espacio (J,¢/7) o bien sobre (K,t/7), restringidos
al segmento de plano [0.1,1000] x [0, 2], pero distinguiendo la configuracién de los
pardmetros en dos maneras distintas: la primera consiste en fijar un valor de K y
variar J en el intervalo [0.1,1000], mientras que la segunda mantiene J fijo y toma K
como variable en el mismo intervalo. Con la intencién de reducir la complejidad del
algebra, se fija Jy = 0 en ambos casos. Los resultados se muestran en las Figuras 5.3,

b.4y .5

Para el primer estado, |4;(t)), la concurrencia inicial como funcién de J tiene
un comportamlento significativamente distinto en comparaciéon con el mostrado por
la configuracion Hg, siendo la tnica diferencia entre esta Gltima y Hp un valor
constante de K = 0.8. Mientras que para Hgy, Coi(|1h1(0))) era constante para todo
J, para Hp la magnitud para valores de J cercanos a 0 es menor que la estimada
para valores més grandes. Ademds, puede apreciarse en las Figuras [5.3a] y [5.3¢ que
Co1 oscila durante la propagacion en el tiempo, si J —s 0, entre valores maximos
y minimos que aumentan en magnitud conforme J se acerca a un valor particular;
a saber, Jy; = (2K2 + 1/2)Y2, que corresponde al valor de la amplitud de tunelaje
individual para la cual el pardmetro de fase ¢ de los eigenvalores alcanza su
unico maximo si se fija K constante en . Dado que para valores J > Jy, la
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concurrencia se satura en Cp;(0) = 1 recuperando la dindmica generada por H 51, Jur
puede ser entendido como un valor smgular que distingue el orden de importancia
entre J y K constante. Por otro lado, Hp con J = 0.8 constante invierte la tendencia
del caso anterior, generando magnitudes cada vez menores de Cp;(0) conforme K
aumenta, hasta tener un valor nulo en el limite K’ — oo (ver Figura . En este
limite, la estructura de |1)1(¢)) corresponde a un qubit efectivo sobre la base de Fock
con la siguiente estructura

1 (1)) —— ;[(1—6—“”5/7)|2,o>+(1+e-m/f) 0,2)] (5.30)

K>J

donde la configuraciéon del espectro igualmente espaciada nos permite escribir nueva-
mente el tiempo de ortogonalidad como 7 = 7/ws;. La superposicién sugiere
que preparar al sistema en el estado inicial [¢)1(0)) es equivalente a configurarlo de
manera que el par de bosones se encuentran bien localizados en el sitio con energia
base €1, mientras que el propagarlo durante un intervalo ¢ = 7 corresponde a desplazar
el mismo par de bosones al sitio opuesto. Esta particularidad nos permite comparar
el operador de propagacion con el operador asociado a una puerta cudntica de tipo
NOT, muy similar la puerta-X de Pauli. La forma funcional de la concurrencia en
este limite también se simplifica significativamente,

1/2
Cor(t)) — [2 ! (3 — COS 27rt>] / : (5.31)
K>J 2 T

de donde se puede apreciar que la dinamica del entrelazamiento entre los sitios tiene
la mitad del periodo que tendria en su analogo del caso J —» o0, oscilando entre
Co1(t) = 0 cuando t = n7 y Cpi(t) = 1 cuando t = (n £ 1/2)7 para n entero. De la
misma forma en que Jy; constante puede distinguir entre dos ordenes de evolucién;
¢, ahora como funcién de K, tendrd un méximo tnico en Ky = (J?/2 + 1/8)1/2,
alrededor del cual las diferencias entre valores de Cy; para K cercanas serd menor
que en cualquier otra regién del intervalo [0.1, 1000], este valor define la recta punteada
en el plano gradiente de la Figura

Por su parte, Hp con K constante preserva ligeramente el comportamiento de
Co1(t) durante la propagacion del estado |i2(t)), reduciendo tanto la magnitud de la
concurrencia en regiones donde Hg produce minimos locales, como en el punto que
corresponde a su minimo global, el cual puede ser ubicado en el plano (J,t/7) de la
Flgura‘como J, M,0). Como sucede para [1;(t)), los valores de J grandes, particu-
larmente mayores a J, M, tienden rapidamente a replicar la dindmica que mostraba el
sistema bajo Hgi. Al fijar J constante y usar K como variable (Flguras “ -
Co1(|1p2(t))) pierde el comportamiento oscilatorio para valores K > K, que definen
la region donde la concurrencia incrementa hasta saturarse. Se tiene que en el limite
K — o0, la estructura de |1)9(t)), con 7 = m/way, tiende a la siguiente superposicion

o (1)) —— [|2 0) + V2e~™/|1,1) + [0,2)] , (5.32)

Re7 2
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que produce un valor de entrelazamiento entre modos constante en el tiempo, Co; (t) =
V/5/2 < 2/+/3. Mientras en este caso K = K v también distingue entre dos regimenes
de evolucion de la concurrencia para |19(t)), K no determina la configuracion bajo la
cual el estado puede alcanzar su minimo global, como sucede cuando J es el parametro
variable.

115 1.15

0.92 0.92

3
w3 G . 00

046 0.46

0.23 0.23

0

Log, (/+
910(?#) ) - < oz

t/t
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toguo(5) Logro(Kie)
(¢) (d)

Figura 5.3: Evolucién en el tiempo de Cy; para el estado propagado |1(t)) bajo la
configuracion de Hamiltoniano Hp. (a) y (b) muestran las superficies producidas en los
casos K = 0.8 con J variable y J = 0.8 con K como variable en el intervalo [0.1, 1000],
respectivamente. (c) y (d) son los planos gradiente para dichas superficies. La linea
punteada vertical en (c) corresponde al valor Jy, = (2K?* 4 1/2)'/? donde ¢ como
funcién de J es maximo, mientras que en (d) corresponde a Ky = (J2/2 + 1/8)/2
donde ¢(K) alcanza su mayor valor posible.
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Figura 5.4: Evolucién en el tiempo de Cp; para el estado propagado [15(t)) bajo
la configuracién Hp. (a) corresponde a la superficie producida bajo K = 0.8 con
J variable, mientras que en (b) los parametros son J = 0.8 con K como variable.
(c) y (d) son los planos gradiente producido por la magnitud de Cpy; para ambas

superficies, respectivamente. La linea punteada vertical en (c) corresponde al valor
Jur = (2K? 4 1/2)'/2 mientras que en (d) corresponde a Ky = (J2/2 + 1/8)1/2.

.00
-15 -1.0 -05 00 05 10 15 20 25 3.0




52 CAPITULO 5. ENTRELAZAMIENTO ENTRE SITIOS
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Figura 5.5: Evolucién en el tiempo de Cp; para el estado propagado |13(t)) bajo la
configuracion de Hamiltoniano ]275. (a) corresponde a la superficie producida bajo
la configuracion de parametros K = 0.8 con J variable, mientras que en (b) los
pardmetros son J = 0.8 con K como variable en el intervalo [0.1,1000]. (c) y (d)
son los planos gradiente producido por la magnitud de Cp; para ambas superficies,
respectivamente. La linea punteada vertical en (c) corresponde al valor Ju = 2K*+
1/2)*/? donde ¢ como funcién de J es maximo, mientras que en (d) corresponde a
Ky =(J J? /24 1/8)'/? donde ¢ alcanza su mayor valor posible como funcién de K.
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Finalmente, la propagacion del estado [15(t)) bajo Hp con K constante y J va-
riable, produce una dinamica de entrelazamiento mas robusta que cualquiera de las
analizadas anteriormente, donde los valores de Cyy(t) como funcién de J varfan muy
poco en la region J < J M, mientras que en el limite J — oo el sistema replica la
dindmica producida por H 51, asi como la producida durante la propagaciéon del estado
|ha(t )) para esta misma configuraciéon de Hamiltoniano. Por el contrario, la configura-
cién Hp con J constante y K variable, exhibe una evolucién oscilatoria de Cy (t) con
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periodo de 27 para valores K < Ky, con un minimo global de Coy(|ih3(7))) ~ 0.525
en K = 0. En el limite K — oo [¢3(t)) tiene la forma

—2imt /T

[¥3(t)) =

[=12,0) + &™/7]1,1) +10,2)] (5.33)
que produce el valor de entrelazamiento constante Coy(t) = v/5/2 tal como sucede
para |¢5(t)) bajo el mismo régimen de pardmetros en Hp.

Como muestran las configuraciones anteriores de H, la concurrencia como medida
de entrelazamiento en el sistema bipartito puede ser estimada inicialmente si se prepa-
ra al sistema en un estado con una representaciéon conocida sobre la base computable,
y su dindmica como funcién del tiempo de propagacion sera determinada por el espa-
ciamiento entre los niveles que conforman el espectro de energias. En consecuencia,
los procesos que componen el Hamiltoniano afectan la produccion de entrelazamiento
en el sistema en la medida en que pueden alterar sus niveles de energia. Esta cualidad
puede ser estudiada a través de la dependencia de ¢ con los coeficientes respectivos a
cada proceso. Un ejemplo de dicha dependencia es la existencia de los valores Ku y
Jur para H p, que maximizan ¢ de manera independiente y permiten distinguir entre
regiones donde la produccién de entrelazamiento es cualitativamente distinta.

5.2. Efectos en el Valor de 7

En la Seccion 4.2| fue establecida una relacion directa entre el espaciamiento en los
niveles del espectro de energias y el tiempo 7 a través de la condiciéon de ortogonali-
dad ((0)|¢)(7)) = 0. Si bien la estimacion de 7 puede resolverse al hallar la solucién
del sistema de ecuaciones que deriva de esta condicion, esta claro que dichas solucio-
nes dependen directamente de la distribucién de probabilidad {r;} que corresponde
al estado inicial en que se prepara el sistema, y como resultado estados asociados a
distribuciones diferentes alcanzaran una forma ortogonal en tiempos de propagacion
distintos, aun con los mismos recursos energéticos, es decir, bajo la misma configu-
racion del Hamiltoniano. Existe una relaciéon importante entre el valor de 7 para un
estado dado y la cantidad de entrelazamiento que presenta: se ha demostrado, para
algunos casos, que estados puros con entrelazamiento no nulo evolucionan mds rdpido
hacia formas ortogonales que cualquier otro estado separable [74:77]. Mas auin, los
estados formados por la superposicion energéticamente simétrica de dos eigenestados
de H, tal como lo son los estados |Y1), |12) ¥ |¥3), poseen los tiempos de ortogona-
lidad més cercanos al limite de rapidez cudntica [62], Tgsr, discutido en la Seccién

(4.3l

A pesar de que la relacion explicita entre el entrelazamiento en el sistema y el tiem-
po que le toma evolucionar a una forma ortogonal es, por lo general, dificil de conse-
guir, la posibilidad de preparar el sistema en un estado del tipo [¢) = (|E;)+|E;))/v/2
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permite aproximarse tanto a la cota 7ggy, como se desee, e implica per se que es posi-
ble vincular recursos del sistema que suelen ser independientes entre si, tales como el
entrelazamiento y la energia esperada del sistema, o bien, la dispersion de la energia y
el entrelazamiento para un estado dado [48]. En la seccién anterior la evolucién de los
estados [11), [12) v |¥3) fue revisada a través del comportamiento de la concurrencia
como medida de entrelazamiento a lo largo de diferentes periodos de propagacion para
distintas configuraciones de H. Numéricamente, el valor de 7 para cada estado inicial
puede calcularse al resolver el sistema de ecuaciones [4.11]si se conocen las frecuencias
de transicion w;; del espectro correspondiente. En las Figuras [5.6al [5.6b[ y [5.6¢| se
presenta un muestreo aleatorio de valores de 7 calculados de esta manera para cada
uno de los estados [1);) bajo los Hamiltonianos Hg y Hp. Por otro lado, ya que estos
estados saturan 7ggr, es posible estimar sus tiempos de ortogonalidad a partir de
las expresiones 0 . Para elegir la mas adecuada basta con notar que el
radio entre cotas para los dos primeros estados satisface a(|11(0))) = a(|12(0))) =1,
mientras que para el tercer estado a(]13(0))) < 1 en todas las configuraciones del
Hamiltoniano presentadas en la seccion [5.1, en consecuencia los tiempos de ortogo-
nalidad para [11(0)) y [12(0)) pueden ser estimados usando la expresién para la cota
de Margolus-Levitin o bien la de Mandelstam-Tamm, mientras que para [¢5(0)) esta
ultima resulta més adecuada. De esta manera, la estructura de los estados garantiza
que el sistema alcanzard un estado distinguible en un tiempo dado por

_ hm
20(H, |¢:(0)))

7(H. [4:(0))) (5.34)

donde op(H, |1;(0))) es la dispersién de la energia para el estado inicial [¢;(0)) bajo
el Hamiltoniano H. Este valor puede calcularse para cada estado segin la expresion
7 obteniendo asi que la dispersion de la energia es directamente proporcional a
la magnitud de una frecuencia de transicién efectiva, a saber, op(H, [1)1(0))) = hwar,
op(H,[12(0)) = hwyy y og(H,|1s5(0))) = hwsy; sustituyendo estas expresiones en
los valores de 7 corresponden a las siguiente ecuaciones

T(H, [0 (0)) = =, T(HJn(0) = —, T(H[s(0) = —,  (5.35)
Wa1 W21 Wa2

que son equivalentes a los tiempos caracteristicos de la Subfamilia Ia, para n = 1,
presentados en las igualdades (4.16)), (4.14) y (4.15)), respectivamente. Las ecuaciones
(5.35) muestran que la estructura especial de los estados [¢)1(0)), [¥2(0)) y [3(0))
relaciona de forma directa el tiempo que le toma al sistema alcanzar un estado or-
togonal con el inverso de la magnitud de una frecuencia de transicién, en particular
de la frecuencia entre los dos niveles del espectro correspondientes a los estados pro-
pios que conforman la superposicion |¢;(t)). En el sentido geométrico, esta frecuencia
puede interpretarse como aquella que caracteriza la rotacion efectiva de |¢;(t)) en
el espacio de eigenestados de H (ver Seccién . Como resultado, los tiempos de
ortogonalidad para estos estados pueden estimarse directamente si se conoce el espa-
ciamiento entre niveles subsecuentes del espectro de energias. Se tiene, por ejemplo,
para el Hamiltoniano ﬁgl que
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Figura 5.6: En (a) se grafican los tiempos de ortogonalidad obtenidos de forma nu-

mérica para los estados |11), [12) v |13) bajo el Hamiltoniano Hg; como funcién de
1. En (b) se muestran los valores de 7 para los mismos estados pero bajo Hp con
K =08y Jo =0, la recta roja punteada indica el valor minimo de ws. (¢) contiene
la informaciéon equivalente para Hp con J = 0.8y Jo = 0, la recta roja punteada

indica minimo de wss, ahora como funciéon de K. Los tiempos de ortogonalidad estan
adimensionalizados por el pardmetro 7p = 7wh/2e; en todos los casos.
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7h

T(Hs, [11(0))) = W’
T(fISh 112(0))) = T(ﬁSb [5(0))) = \/XTP

El comportamiento de estos tiempos de ortogonalidad como funciéon del parametro
libre J /ey corresponde a las lineas sélidas rojas en la Figura . Puede observarse que
el estado |11(0)) alcanzara su primera forma ortogonal dos veces mds rdpido que los
estados [15(0)) v |¥3(0)) debido a que se satisface la relacion ws; = 2wy = 2wsy. Este
resultado también puede esperarse bajo Hg, y bajo cualquier otra configuracién del
Hamiltoniano que produzca un espectro de energias igualmente espaciado. También
es posible obtener expresiones para los tiempos de ortogonalidad correspondientes
bajo el Hamiltoniano Hp que considera el proceso de tunelaje a pares, sustituyendo
las frecuencias de transicion ((5.29a)), (5.29b)) y (5.29¢)) en se tienen

(5.36a)

(5.36b)

T(Hp, [¥1(0))) = = 5.37a
( 410002 2(\/§COS + sin )\/K2 (J + Jo)? ( )
. h
7(Hp, |92(0 = 5.37b
(Hp, [12(0))) = (Sm >\/K2 NERAL ( )
#(Hp, |15(0))) = mh " (5.37¢)

Q(ﬁcosg—sm )\/K2+ (J + Jo)? +

cuya evolucién como funcién de los pardmetros adimensionales J = (J 4 Jo)/e;
K=K /e1, con Jy = 0, conforma las lineas solidas rojas de las Figuras y ,
respectivamente. En comparaciéon con los tiempos (.36a) y (5.36b]), los valores de
7 bajo Hp son todos distintos si (b(j ,K) # /2, lo cual se satisface siempre que
K#0y J # 0 simultdneamente y fuera de los limites J < K y K < .J, donde
#(J, K) tiende asintéticamente a /2, recuperando un espectro igualmente espaciado
asi como la relamon entre estados 7(Hp, [11(0))) < 7(Hp, |1h2(0))) = T(HP, [15(0))).
La Figura |5.7| muestra la dependencia de ¢ en los parametros de Hp dada por la
ecuacion -D a manera de plano gradiente, en la cual la regiones mds oscuras de
color azul corresponden a valores de <;5(J K) més cercanos a 7/2. En la misma Figura
se muestran las configuraciones de valores (K, .J) para los cuales d¢/d.J = 0 (curva
azul) y 9¢/dJ = 0 (curva amarilla), descritas por las ecuaciones independientes

JU(K) = (2K* +1/2)"/2, (5.38a)
Jo(K) = (2K? — 1/4)"/2. (5.38h)
Dado que estas ecuaciones son en general diferentes, gzﬁ(j , K ) resulta una funcion

sin maximo global que crece monétonamente sobre estas curvas conforme K aumen-
ta, aproximandose de forma asintdtica a m; el conjunto de valores (J, K) para los
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cuales este comportamiento es mas notorio conforman la region roja de tono mas
oscuro. A medida que ¢ se aproxima a este limite sucede que wzs — 0, es de-
cir, se produce una degeneracién en el segundo y tercer nivel del espectro, de for-
ma que 7(Hp, |1h1(0))) iT(ﬁp, |15(0))). Para el resto de las configuraciones posi-
bles donde 7/2 < ¢(J,K) < , las frecuencias de transicién obedecen la relacién
w3 < wyy < w3y y en consecuencia, se preserva el orden entre tiempos de ortogo-
nalidad 7(Hp, [ (0))) < 7(Hp, |[42(0))) < 7(Hp, [15(0))). Las Figuras y
muestran un ejemplo de este resultado. En el primer caso, al fijar K = 0.8, el siste-
ma parte de una configuracion igualmente espaciada para valores de J cercanos a 0,
donde ¢ = 7/2 con tiempos de ortogonalidad para [12(0)) y [¢3(0)) idénticos, que
comienzan a diferenciarse a medida que J aumenta, incrementando la magnitud de

7(Hp, |1h5(0))) hasta su maximo en .J ~ 1.132, donde la frecuencia de transicion ws es
minima; finalmente, cuando K< Jel espectro del sistema vuelve a una configuracion
igualmente espaciada pero mas energética. Este caso estd representado en la Figura
por la recta vertical punteada. En el segundo caso, al fijar J=0. 8, los tiempos de
ortogonahdad se comportan de manera similar, pero parten de una configuracién con
K =~ 0.03 donde los valores de 7(Hp, |1/2(0))) y 7(Hp, [15(0))) ya pueden distinguirse,
y donde este tltimo alcanza su maximo en K = 0.565, valor para el cual wsy, esta
vez como funciéon de K, es minimo. Este ejemplo corresponde a la recta horizontal
punteada de la Figura 5.7

Comparativamente, los tiempos de ortogonalidad para los estados bajo Hp
muestran que la inclusion del proceso de tunelaje a pares contribuye a la evolu-
cion del sistema de dos maneras: la primera es que puede incrementar la amplitud
efectiva en todos los niveles de energia respecto a los producidos por Hg y Hg, (Ha-
miltonianos que no consideran este proceso), en tanto se satisfaga que [e? + 4J%] <
[KQ +(J+ Jo)2 + %}; la segunda es que propicia la condicién <;5(j, [N() # /2, es
decir, induce un factor que modula la energia asociada a cada nivel del espectro au-
mentando o reduciendo la magnitud de las frecuencias de transiciéon w;; para distintas
configuraciones de los parametros libres (j , K ). En consecuencia, Hp puede acelerar
la evolucién del sistema para los estados [1;(0)) respecto a Hg;. En el mismo senti-
do, Hp también puede ralentizar dicha evolucién, como sucede en el caso de |i5(0)),
donde w3y puede alcanzar un minimo global como funcién de J o de K, llevando a

(H P, |13(0))) a un maximo; particularmente, si el sistema tiene por parametro libre
a J, este valor resulta mayor del que corresponderia a 7( H 52, [s( bajo la misma
magnitud de J. Este resultado se aprecia al comparar las Figuras [5.6a) & donde
K es constante y 7(Hga, |103(0))) < 7(Hp, [1)3(0))) en J/e1 ~ 1.132.

En suma, los valores de 7(H,[4;(0))) dependen directamente de la magnitud en
las amplitudes de los distintos procesos que componen H, pero conservan de forma
general una relacién orden a partir de los estados iniciales |¢;(0)), a saber,

T(H,[¢1(0))) < 7(H,[$(0))) < 7(H, [¢5(0))). (5.39)

Esta propiedad puede ser inferida directamente, para este caso, de las ecuaciones
(5.35) y del comportamiento de las frecuencias w;; bajo los distintos Hamiltonianos
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mostrados, pero puede ser extendida a sistemas de mayor dimensionalidad, pues si
bien los estados con la forma |(0)) = (|E;) + |E;))/v/2 saturan la cota yr, aquel
formado por la superposicién de los eigenestados asociados a los niveles con menor
y mayor energia es el que lleva esta cota a un valor minimo , , como resultado
|11(0)), de todos los aqui expuestos, es el estado mds rdpido en evolucionar a una
forma ortogonal.

3.0
2.5

2.0

1.5

1.0 r3n/4

Log1o(/)

0.5 - 5n/8

Jo(K) =V =1/4 + 2K?
JiRy =172+ 2

0.0 n/2

-0.5

210 -0.5 0.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0

Log1o(K)

Figura 5.7: Proyeccién de valores de ¢(.J, K) sobre el plano [0.1,1000] x 0.1, 1000].
La recta punteada vertical corresponde a la configuracién con de Hp con K = 0.8,
mientras que la horizontal denota los valores de ¢ obtenidos con J = 0.8; estas son
las configuraciones bajo las cuales los tiempos de ortogonalidad de las Figuras[5.6b| y
5.6 fueron calculados, respectivamente. La curva de color azul claro sefiala los valores
de (K,J) para los cuales 9¢/dJ = 0, de la misma manera la_curva amarilla indica
los valores para los cuales 0¢/ 0K = 0. En regiones con J< K y K < J asi como
cerca del origen, ¢(J K ) tiende a 7/2; mientras que toma valores mds cercanos a
7 conforme los pardmetros crecen alrededor de las curvas J J(K) = (2K% +1/2)2 y
J(K) = (2K? — 1/4)'/2.
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Conclusiones

Se ha revisado el comportamiento dinamico de un sistema de dos sitios con dos bo-
sones como ejemplo de sistema cudntico cerrado que evoluciona mediante una propa-
gacion unitaria en el tiempo. Partiendo de la condicién de ortogonalidad para estados
propagados, ((0)|¢(7)) = 0, se mostrd una caracterizacién general de los estados del
sistema en términos de sus tiempos de ortogonalidad 7 y de la distribucion de probabi-
lidad {r;} que define su estructura sobre la base de estados propios del Hamiltoniano.
En el mismo sentido, se hall6 que, bajo una misma configuraciéon de H , no todas las
distribuciones permiten construir estados del sistema que alcancen una forma ortogo-
nal y, después de introducir el pardmetro o = Ty /7asr, resulta que sélo algunos de
estos permiten unificar las cotas de Mandelstam-Tamm y Margolus-Levitin, es decir,
pocos satisfacen que a = 1. Una revision estadistica sobre la estimacion numérica del
indicador « para distintos valores del radio entre frecuencias de transicién, wss/woy,
sugiere una mayor incidencia de distribuciones que permiten la evolucién a estados
ortogonales cuyo valor de 7 halla una cota mas adecuada en 7y7 si ws3y/ws tiene va-
lores pequenos; mientras que para valores grandes de wsy/wa1, Tarp resulta una mejor
cota para un mayor nimero de distribuciones.

Con la intencion de comparar el desarrollo de las correlaciones entre los sitios del
arreglo a lo largo de la propagacion temporal, se calculd la concurrencia para sistemas
bipartitos, Cp;, como funcién del tiempo, tomando como ejemplo de estados iniciales
a las tres superposiciones posibles formadas por pares de estados propios del Hamilto-
niano, con la estructura [14(0)) = (|E;) + |E;))/v/2. Diferentes configuraciones de H
fueron abordadas con el objeto de distinguir entre los efectos de los distintos procesos
que componen el Hamiltoniano sobre el incremento o disminucién de las correlacio-
nes. Asi, para H p, un Hamiltoniano del sistema que no considera ningiin proceso de
tunelaje, Cy; para todo t resulta constante, esto es, la cantidad de entrelazamiento
inicial se conserva a lo largo del tiempo implicando que las configuraciones diagonales
de H no afectan la magnitud de correlacion entre los sitios del sistema. En contraste,
Hg y Hg, como Hamiltonianos que ya consideran un proceso de tunelaje individual
modifican significativamente la magnitud de Cy; para todos los estados aumentando
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y reduciendo el entrelazamiento de los sitios a lo largo de la propagacion; resalta el
hecho de que para valores grandes de la amplitud de tunelaje individual, es decir,
cuando J/e; —> o0, el estado inicial |¢1(0)) tiene por primera forma ortogonal un
estado separable a pesar de conservar la misma cantidad inicial de entrelazamiento
para cualquier valor de J/e;. Una ultima configuracién Hp agrega un proceso de
tunelamiento entre sitios a pares, con el cual la concurrencia como funcién de sus
pardametros adquiere un grado de libertad extra, a saber, K /e;. La cantidad de entre-
lazamiento producida durante la propagacién cambia considerablemente a partir de
la relacién entre las magnitudes de J/e; y K/e1; se observa para el estado |1;(0)), por
ejemplo, un comportamiento equivalente al producido por Hg; cuando K /ey < J/eq,
mientras que para J/e; < K/e; la medida de C(0) tiende a 0 asi como la correspon-
diente al tiempo t = 7, esto implica que el estado tiene una representacion inicial en
la base de Fock que resulta separable y evoluciona en su primera forma ortogonal a un
estado diferente pero también separable. Esta propiedad puede ser entendida a partir
de la representacion misma de los estados propios de H en la base computable. De
la misma forma en que la propagacion de un estado inicial puede ser entendida como
una rotacién compleja sobre el espacio de estados |E;), el aumento independiente de
alguno de los parametros puede representarse como una rotacion real sobre el espacio
de estados de Fock; y en este aspecto, la rotaciéon que representa la forma funcional
de Hp con respecto a K /e, convierte al estado |11(0)) en un estado paralelo a alguno
de los vectores de la base computable cuando J/e; < K/ey. Esta misma relacién en
los pardmetros produce una saturacién en Cp; para los estados [12(0)) v |15(0)) que
se mantiene constante en el tiempo, conservado asi la cantidad de entrelazamiento
entre los sitios para ambos estados.

Adicionalmente, se calcularon de forma numérica los valores de los tiempos de
ortogonalidad para los estados {|(0))} tanto bajo Hs; como bajo Hp y, aprove-
chando el hecho de que saturan el valor de 7gg;,, se corroboré que son correctamente
descritos por la cota de Mandelstam-Tamm en cada caso. También fue posible obtener
informacion sobre la estructura del espectro de energias producido por cada Hamil-
toniano. Se encontr6 que las configuraciones posibles de H pueden ser discriminadas,
para este caso, a partir de un parametro de fase ¢ que depende de las amplitudes de
los procesos, en configuraciones que producen espectros irregularmente espaciados si
¢ # /2 y en las que los producen igualmente espaciados, con ¢ = /2. En tanto
este pardametro estd acotado, 7/2 < ¢ < w, puede agregarse el caso limite ¢ = T,
que corresponde a un espectro con una degeneraciéon en el segundo y tercer nivel de
energia. Ya que para estos estados 7y, resulta inversamente proporcional a la magni-
tud de una frecuencia de transicién caracteristica w;;, la magnitud del espaciamiento
entre niveles subsecuentes del espectro tiene consecuencias inmediatas en el tiempo
de ortogonalidad del sistema. Se tiene que Hp produce frecuencias w;; irregulares que
pueden ser mayores o menores que las generadas con Hg, si ambos Hamiltonianos va-
rian como funcién del mismo parametro; consecuentemente, los tiempos 7 asociados
a Hp pueden ser menores que sus analogos correspondientes a Hg. Particularmente,
para [13(0)), es posible incrementar estos tiempos si los parametros del sistema mi-
nimizan wss, ralentizando la evolucion del sistema en comparacion a la dinamica de
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este mismo estado pero bajo Hg.

Finalmente, se obtuvieron expresiones analiticas para las frecuencias de transicién
producidas por los diferentes Hamiltonianos, cuyo comportamiento como funcién de
los parametros libres garantiza la relacién de orden wss < wo; < w31 y, como resul-
tado, los tiempos de ortogonalidad para los estados [1;(0)) obedecen la desigualdad
7(|11(0))) < 7(|12(0))) < 7(|15(0))), indicando que el estado |¢1(0)), compuesto
por la superposicién simétrica de los estados propios asociados a los niveles de ma-
yor y menor energia, es el estado del conjunto que garantiza los menores tiempos de
ortogonalidad para las configuraciones del Hamiltoniano mostradas.



Apéndice A
Desarrollo Numeérico

En este apéndice se muestra el procedimiento computacional utilizado para las
partes mas significativas del trabajo. Ya que la estimacion numérica de los distintos
pardmetros del sistema gira en torno a la magnitud de las energias asociadas a los
niveles del espectro asi como al valor de las proyecciones de los estados propios de
H sobre la base de Fock, la primera seccién explica cémo obtener dichos valores
mediante la diagonalizacion exacta de la matriz asociada al Hamiltoniano (ver Seccion
. Aunque este problema se aborda aqui para un sistema con dim(#H) = 3, el
procedimiento resulta general y puede ser generalizado, en tanto el poder de computo
lo permita, a un sistema de M sitios con N bosones [37]. La segunda seccién muestra
como se obtuvieron los valores numeéricos para 7 en la Secciéon como la raiz del
sistema de ecuaciones . Finalmente una ultima secciéon muestra las funciones
para evaluar la concurrencia en su forma computable. El c6édigo aqui expuesto fue
escrito en Python y sus librerias mas recientes a la version 3.5

A.1. Diagonalizacién del Hamiltoniano

La diagonalizacién del Hamiltoniano se realiza aprovechando la representacién de
numeros de ocupacion de los estados cuanticos. El primer paso para diagonalizar la
matriz asociada a H es identificar cada estado |A) = |n;...ny) de la base de Fock
como un vector de N entradas, [ny, ..., ny]. Ya que la dimensién del espacio de
Hilbert para el sistema de dos sitios con dos bosones es 3, la base computable para
el espacio de Fock estd formada por los vectores [2,0], [1,1] y [0,2]. Antes de
calcular las entradas de matriz (A\|H|)), es necesario dar una estructura de objeto a
cada vector de la base; para ello se construye un diccionario con los elementos de la
base de manera que cada vector pueda ser identificado mediante una [lave tnica. Es
posible generar llaves tnicas de formas distintas, para nuestro caso se usa la funcion

f(V) =32,(,/(100)j + 3)V;, donde Vj es la j-ésima entrada del vector para el cual se
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genera la llave y 7 = 0, 1, 2; con ello el diccionario para elementos de la base de Fock
puede construirse mediante la siguiente funcion:

def Make Dict(basis):
#La variable ’basis’ corresponde a la lista ordenada que conforman los
#elementos [2,0], [1,1] y [0,2]
T =[]
res = {}
out_dict = {}

#Funcion auxiliar para generar keys del diccionario
def taggin(item):
hash_key = 0
for i in range(len(item)):
hash_key += np.sqrt(100 * i + 3) * item[i]
return hash_key

for item in basis:

hash_key = taggin(item)
T = np.append(T, hash_key)

out_dict = dict(zip(T, basis)) #unimos las keys con sus respectivos
vectores

return out_dict

El siguiente paso es calcular el valor de las entradas de la matriz asociada a H.
Para lograrlo basta con notar que el Hamiltoniano escrito segin la ecuacion (3.32)
opera sobre un estado de Fock arbitrario |ny, ng) de la siguiente manera:

F[\n1>n2> =gi|n1 + 1,n0 — 1) + gajng — 1,n9 + 1) + g3|ny, no)+

(A1)
galni +2,m9 — 2) + gs|ng — 2,n9 + 2),

donde los coeficientes g; son funciones de los pardmetros {e,,U,, o1, J, J,, K}, asi
como de los nimeros de ocupacion del vector original segtn la relaciéon dada por los
operadoAres bosénicos de creacién y aniquilacién (ecuaciones y ) que com-
ponen H. En tanto la estructura de es general, basta con calcular los vectores
resultantes correspondientes a cada vector de la base para poder calcular sus respecti-
vas funciones g;, que corresponden a las entradas de la matriz H. Este proceso puede
realizarse en dos partes: la primera consiste en calcular los vectores que forman la
descomposicion e identificar si estos se encuentran en la base de Fock, de ser
asi dicho estado puede ser etiquetado con un indice 7, el cual en un segundo proceso
identificara también la estructura de g; que debe calcularse para ese elemento resul-
tante. Este proceso estéd representado por el diagrama de la Figura y corresponde
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a la siguiente funcién donde el conjunto de parametros {eg, ¢1, Uy, U1, €01, J, Jo, J1, K }
esta definido respectivamente como el conjunto {A, B,C, D, F, J, E, L,G}:

Construccion de [

Caleular
L. |+ Lna—1)
2 |ny —Lima+ 1}
3oy 4+ 2,me — 2}
4. |ng — 2, ma + 2}
No
No
JEsti en la base de F'7 —-| No ealeular g
Si
| Hy =g |
Si

[ Devolver matriz i |

Figura A.1: Diagrama de flujo para la construcciéon numérica de la matriz asociada
al Hamiltoniano H.

def diagonalize_ H(A,B,C,D,E,F,G,J,L):
#en esta funcion la libreria numpy esta declarada como np
#asi como la libreria math denotada por mt

row = []
column = []
entries = []

keys_list = Make_Dict(basis)
reference_list = list(keys_list.keys())

#usamos una funcion auxiliar para etiquetar vectores resultantes
def vector_label(item, k):

n 1 = item[0]
item[1]

N
]
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item_ = []

if 0 <= n_1 <= population and 0 <= n_2 <= population:

if k == 1: #salto individual primer elemento
item_ = np.add(item, [1,-1])

elif k == 2: #salto individual segundo elemento
item_ = np.add(item, [-1,1])

elif k == 3: #salto a pares primer elemento
item_ = np.add(item, [2,-2])

elif k == 4: #salto a pares segundo elemento
item_ = np.add(item, [-2,2])

elif k == 5:#elemento diagonal
item_ = item

return taggin(item_)
#comenzamos el ciclo principal sobre los elementos de la base
for i in range(dim):

n_1 = basis[i] [0] #extraemos los numeros de ocupacion del vector

n_2 = basis[i] [1]

#Revisamos cada vector resultante etiquetado de 1 a 4 mas uno
#extra que corresponde a la entrada diagonal de la matriz:

for j in range(1,6):

entry = 0
#obtenemos las etiquetas y verificamos que esten en la base
label = keys_list.get(vector_label(basis[i],j))

if label is not None: #si estan en la base

ind = reference_list.index(vector_label(basis[i],j))
#Extraemos los indices i,j de la entrada de matriz
row.append (ind)
column.append (i)
#Calculamos la magnitud de la entrada correspondiente
if j ==

entry = -(L*n_1 + Ex(n_2 - 1))*mt.sqrt(n_2*(n_1 + 1)) -

Jxmt.sqrt((n_2)*(n_1 + 1))
entries.append(entry)

ifj::
entry = -(L*(n_1 - 1) + E*n_2)*mt.sqrt(n_1*(n_2 + 1)) -
Jxmt.sqrt((n_1)*(m_2 + 1))
entries.append(entry)

if j == 3:
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entry = -G*np.sqrt((n_2)*(n_2 - D*(n_1 + D*x(n_1 + 2))
entries.append(entry)

entry = -G#np.sqrt((n_D*(@m_1 - Dx*x@_2 + D*x(@_2 + 2))
entries.append(entry)

if j ==
entry = (A*n_2 + B#n_1) + Cx(n_1D)*(n_1 - 1) +
Dx(n_2)*(n_2 - 1)
entries.append(entry)
#Al conocer los indices de renglon-columna de cada entrada valida,
#los convertimos en vectores, lo mismo con la magnitud de las entradas

row_ = np.array(row)
column_ = np.array(column)
entries_ = np.array(entries, dtype=float)

#Esta informacion se usa para construir una matriz de esparcimiento
H_sparse = sp.coo_matrix((entries_, (row_,column_)))

#convertimos la matriz de esparcimiento en una matriz convencional
H = H_sparse.toarray ( )

W, v = np.linalg.eig(H) #funcion para diagonalizar, w es un vector de
eigenvectores y v de eigenvectores

w_, v_ = fixed_sort(w,v)#Usamos una funcion extra para el ordenamiento
ascendente de vectores y valores

return w_,v_

Esta tltima funcién usa dos funciones auxiliares, la primera es linalg.eig() de
la libreria numpy que esta basada en las rutinas geev de LAPACK y usa versiones opti-
mizadas de algoritmos de tipo QR, DC, etc. para diagonalizar su matriz argumento
obteniendo asi los eigenvalores y eigenvectores debidamente normalizados. Ya que la
salida de esta funcién no presenta un orden de magnitud ascendente en los valores
propios y sus eigenvalores pueden variar entre iteraciones por una constante de —1.
definimos otra funcién auxiliar usando un algoritmo Bubble Sort para imponer el
ordenamiento y homogeneizar las fases de los vectores para todas las salidas:

def fixed_sort(eigenvalues,eigenvectors):

arr = eigenvalues
matri = eigenvectors

new_matri = np.zeros((len(eigenvectors),len(eigenvectors)))
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for i in range(len(eigenvalues)):
new_matri[i] = eigenvectorsl[:,i]
#Usamos una funcion de intercambio de lugares para mover los vectores
propios en orden
def swap(i, j):
mude_array = np.zeros((len(eigenvalues)))
eigenvalues[i], eigenvalues[j] = eigenvalues[j], eigenvalues[i]
for k in range(len(eigenvalues)):
mude_array[k] = new_matril([i] [k]
new_matri[i] = new_matril[j]
new_matri[j] = mude_array

n = len(eigenvalues)
swapped = True

#un indice mudo comparar la magnitud de eigenvalores a pares e
#intercambiar los vectores correspondientes
x=-1
while swapped:
swapped = False
x=x+1
for i in range(l, n-x):
if eigenvalues[i - 1] > eigenvalues[i]:
swap(i - 1, 1)
swapped = True

#Comparamos el signo de las entradas, para este paso es conveniente
#revisar la convergencia de las expresiones analiticas de los
#vectores propios de manera que el signo impuesto sea adecuado
if new_matri[2] [1] >= 0.0:

new_matri[2] = -1*new_matri[2]
if new_matri[0] [1] <= 0.0:

new_matri[0] = -1*new_matril[0]
if new_matri[1][1] <= 0.0:

new_matri[1] = -1*new_matril[1]

return eigenvalues, new_matri

El uso de estas funciones sobre una base adecuada provee un sistema de valores
y vectores propios ortonormales y debidamente ordenados a partir de las cuales es
posible calcular la mayoria de las ecuaciones de este escrito.
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A.2. Calculo de 7

Para la estimacién numérica de los tiempo de ortogonalidad se us6 la funcion
optimize.fsolve de la libreria scipy que implementa una version optimizada del
algoritmo hibrido de Powell para hallar las N raices numéricas de un sistema de
N ecuaciones no lineales. El calculo se realiz6 sobre la condicién de ortogonalidad
para los estados del sistema presentada como el sistema de ecuaciones , las
cuales pueden ser facilmente construidas una vez que se conoce la distribucién de
probabilidad asociada al estado asi como los eigenvalores del Hamiltoniano. Ya que el
algoritmo requiere un valor inicial cercano a la raiz de las ecuaciones, se usé la cota de
Mandelstam-Tamm para estimar una primera aproximacion a la raiz efectiva.
La siguiente funciéon de codigo corresponde a la implementacion arriba descrita.

def solving_ tau(w,r):
#los argumentos w y r corresponden al vector con
#los valores propios de H y al vector con las r’s del estado

w_21 = w[1]- w([0] #calculamos las frecuencias de transicion
w_32 = w[2]- w[1]
w 3l =w_32 + w_21

#Usamos una funcion auxiliar para calcular la cota de MT
def tau_mand_tamm(r,w_21,w_32,w_31):
sigma_tau = pow(w_21,2)*r[0]*r[1] + pow(w_32,2)*r[2]*r[1] +
pow (w_31,2)*r [0]*r [2]
sigma_tau = mt.sqrt(sigma_tau)
return mt.pi/(2*sigma_tau)

initial root = tau_mand tamm(r,w_21,w_32,w_31)
#hacemos una primera aproximacion de la tau efectiva
x0 = w_21*initial_root

yO = w_32*initial_root

def system_tau(p):
#Esta funcion auxiliar construye las expresiones para el sistema
#de ecuaciones

Xy =P

f1 = r[0] + rl1l*mt.cos(x) + r[2]#*mt.cos(x)*mt.cos(y) -
r[2]*mt.sin(x)*mt.sin(y)

£2 = r[1]*mt.sin(x) + r[2]+*mt.sin(x)#*mt.cos(y) +
r[2]*mt.cos(x)*mt.sin(y)

return (f1,f2)

#La libreria usa el algoritmo hibrido de Powell para encontrar la raiz
numerical_freql,numerical_freq2 = optimize.fsolve(system_tau, [x0,y0])
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taul = numerical_freql/w_21

tau2 = numerical_freq2/w_32

#Ya que la raiz fue separada en dos variables

#w_21xt y w_31*%t, solo se puede afirmar que la

#raiz es valida cuando t para ambas es identica:

if abs(taul - tau2) > le-9:

print (’El estado no llega a su forma ortogonal bajo esta

configuracion de H’)

return O
else:
return (tau2 + taul)/2

A.3. Calculo de la Concurrencia

Con el conocimiento de los valores de energia asociados al espectro de H, asi como
de las componentes (£;|)\;) de los eigenestados |E;) sobre los elementos de la base de
Fock {|)\;} para cada configuracién de los parametros libres .J/e1 0 K/e1, la evolucion
temporal de la concurrencia puede ser calculada directamente de la expresion al
descomponerla en la siguiente rutina:

def get_concurrence(eigenvalor,x,y,t,T):

"""Esta funcion toma como argumentos el vector ’eigenvalor’ con los
valores propios de H, x una lista con los vectores propios
correspondientes, y el vector con las r’s de la distribucion de
probabilidad, el parametro de tiempo t y la cota T como el tiempo
numerico de ortogonalidad que adimensiona la evolucion"""

purity = 0.0

max_conc = 2./mt.sqrt(3)

a = (eigenvalor[1]-eigenvalor[0])*T

b = (eigenvalor[2]-eigenvalor[0])*T

for m in range(len(x)):

#Separamos en parte real
sum_complex_real = x[0] [m]*mt.sqrt(y[0])+
x[1] [m] *mt .sqrt (y[1])*mt.cos(t*a)
+x[2] [m] *mt . sqrt (y [2]) *mt . cos (t*Db)
#Parte imaginaria
sum_complex_imag = x[1] [m]*mt.sqrt(y[1])*mt.sin(t*a)
+x[2] [m] *mt . sqrt (y[2]) *mt . sin (t*b)
#calculamos el modulo del elemento complejo
#y sumamos para cada eigenstado
sqrt_module = pow(sum_complex_real,2) + pow(sum_complex_imag,2)
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purity = purity + pow(sqrt_module,2)

return (1/max_conc)*mt.sqrt(2*(1-purity)) #Regresa el valor de C
normalizado
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