UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO
PROGRAMA DE MAESTRIA Y DOCTORADO EN CIENCIAS MATEMATICAS
Y DE LA ESPECIALIZACION EN ESTADISTICA APLICADA

UN NUEVO ENFOQUE PARA LA MODELACION DE ESPECIES
BIOLOGICAS BASADO EN LA MECANICA CUANTICA

TESIS
QUE PARA OPTAR POR EL GRADO DE:
DocTOR EN CIENCIAS

PRESENTA:
GUILLERMO GARRO GOMEZ

DIRECTOR DE LA TESIS

MIGUEL ARTURO BALLESTEROS MONTERO
IIMAS-UNAM

MIEMBROS DEL COMITE TUTOR

Luis BERNARDO MORALES
IIMAS-UNAM

FrRANCISCO TORRES AYALA
FacuLTAaD DE CIENCIAS-UNAM

CIUDAD UNIVERSITARIA, JULIO, 2021



e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.












Reconocimientos

Quiero agradecer en primer lugar al Dr. Miguel Ballesteros por la propuesta para reali-
zar esta tesis, asi como por el invaluable apoyo y constante motivacién. Por su generosidad
y amistad. Nada de este trabajo hubiera sido posible sin su participacion. Quiero agradecer
también a la Dra. Silvia Ruiz por la confianza depositada en este proyecto. Agradezco al Dr.
Carlo Diaz-Avalos por introducirnos en el tema del que se ocupa la primera parte de esta tesis
y por su valiosas aportaciones y conocimientos a la investigacién desarrollada aqui. Agradezco
también al Dr. Luis B. Morales por sus acertadas correcciones y multiples sugerencias las cuales
mejoraron en buena medida esta investigaciéon. También quiero expresar mi agradecimiento al
Dr. Francisco Torres Ayala y al Dr. Luis Silva por sus continuas observaciones y comentarios
muchos de los cuales se integraron a la presente tesis. Quiero dar reconocimiento al Dr. Omar
Hernéndez y al Biol. Daniel Aguilar quienes nos proporcionaron una inestimable asesoria sobre
aspectos de ecologia y distribucién de especies, a la vez que nos brindaron acceso a sus bases de
datos recolectados a o largo de 1 ano de trabajo de campo. Debo reconocer también el apoyo
brindado por el Mat. Gerardo Franco.

Agradezco al Instituto de Investigaciones en Mateméticas Aplicadas y Sistemas (IIMAS)
de la UNAM, por proporcionarme una beca de lugar durante la realizacién de la presente tesis.
En particular quiero agradecer al Laboratorio Universitario de Cémputo de Alto Rendimiento
(LUCAR) y al Ing. Adridn Durdn Chavesti por el apoyo y asesorfa en cuanto al uso de los
sistemas computacionales del IIMAS necesarios para la realizacién de este trabajo.

La investigacion de esta tesis conté con diversos apoyos:

1. Programa de Apoyo a Proyectos de Investigacién e Innovacién Tecnolégica (PAPIIT) de
la UNAM IN108818.

2. Programa de Apoyo a Proyectos de Investigacién e Innovacién Tecnolégica (PAPIIT) de
la UNAM IN101621

3. Proyecto apoyado por el CONACYT, FORDECYT-PRONACES, PRONACES/429825/2020.

Mi profundo agradecimiento por los apoyos recibidos.

II1






Indice general

1. Introduccién

1.1.
1.2.

1.3.

1.4.

1.5.

1.6.

Objetivos . . . . . . .
Metodologia de la investigacién aplicada a la ecologia . . . .. ... ..
1.2.1. Hipdtesis ecolégica . . . . . . . . .. ..o
1.2.2. Motivacion del Modelo Matematico. . . . . . . .. ... ... ..
1.2.3. Comparacién con los modelos de la Geoestadistica . . . . . . ..
El modelo MaxEnt . . . . . .. .. ... ... ... ..o
1.3.1. Representaciéon Matematica de la Situacién Experimental . . . .
1.3.2. Objetivos del Método . . . . . . . . . .. .. ...

1.3.2.1. Perspectiva Geografica . . ... ... ... ... ....

1.3.2.2. Perspectiva de las Variables Ambientales . . . . . . ..
1.3.3. Procedimiento Matematico y Postulados . . . . . . . .. ... ..

1.3.3.1. Perspectiva Geografica . . ... ... ... ... ....

1.3.3.2. Perspectiva de las Variables Ambientales . . . . . . ..
1.3.4. Comparacién Entre las Perspectivas Geograficas y de Variables

Ambientales. . . . .. ...
1.3.5. Solucién Numérica a los Problemas de Minimizacion de los Pos-

tulados . . . ...
Muestreo de Gibbs . . . . . . .. ..
1.4.1. El algoritmo simulated annealing . . . . . . . . .. ...
1.4.2. Muestreo de Gibbs . . . . . . . . ... ... L
Breve descripcién del Modelo Matematico . . . . . ... ... ... ...
1.5.1. El espacio de configuraciones . . . ... . ... ... .. .....
1.5.2. Funciones de energia (Hamiltonianos) . . .. ... ... ... ..
1.5.3. Medida de Gibbs . . . . . . . ... ... ... . o
1.5.4. Datos recolectados sobreelrio . . ... ... ... ... .....
1.5.5. Generacion del muestreo de Gibbs . . . . . ... ..o
Seleccién de Paramétros . . . . . . . . ...

© © 0 0 0 O Ut W W NN~

10




INDICE GENERAL

1.6.1. Temperaturas auxiliares . . . . . . .. .. ... .. ... ..... 23
1.6.2. Estimacion de g, T y el estado inicial . . . . .. . ... ... .. 24
1.7. El problema de los minimos locales y la intratabilidad . . . . ... ... 24
1.8. Aplicaciones . . . . . . . . .. 25
1.9. Teoria de operadores y de dispersiéon en la recta real discretizada . . . . 26
1.9.1. Hamiltonianos . . . . . . . . . . . ... .. .. ... ... ... 26
1.9.2. Solucionesde Jost . . . . . ... ... ... ... .. ... 28
1.9.3. Resultados principales . . . . . . .. ... oo 29

2. Un modelo numérico para la descripcion de la distribuciéon y abun-

dancia de individuos 31
2.1. Introduccidn. . . . . . . . . ... 31
2.2. Hipdtesis ecologicas . . . . . . . . .. Lo 31
2.3. Antecedentes histéricos . . . . . ... 34
2.4. Modelo Matematico . . . . . .. .. ... 36
2.4.1. La cuadricula, la estructura de vecinos de primer orden y las
configuraciones (o estados) . . . . ... ... ... L. 36
2.4.2. Hamiltonianos (Funciones de energifa) . . ... ... ... .... 38
2.4.2.1. El Hamiltoniano Libre . . . . . . . .. ... ... .... 38
2.4.2.2. Energia Potencial . . . .. ... ... ... ... ... 38
2.4.2.3. Hamiltoniano Completo . . . . . . . ... ... ... .. 39
2.4.3. Medida de probabilidad (medida de Gibbs) y el campo aleatorio
de Markov . . . . . . . ... 39
2.4.3.1. Medida de probabilidad (medida de Gibbs) . . . . . .. 39
2.4.3.2. Campo aleatorio de Markov. . . . . . . ... ... ... 40
2.4.4. Inclusién de los datos del rio (el atractor) en el modelo: los ha-
miltonianos finales . . . . .. ... 0oL 40
2.4.4.1. Reticula del rfo y componentes conexas: regiones . . . . 40
2.4.4.2. Simulacién Poisson . . .. ... ..o 41
2.4.4.3. Hamiltoniano con condiciones de contorno en el rio . . 42
2.4.4.4. Hamiltonianos sobre las Regiones 1,23y 4 . . ... .. 43
2.5. Muestreode Gibbs . . . . . . ... 44
2.5.1. Ordenamiento de las celdas . . . . . ... .. ... ... ..... 44
2.5.2. Probabilidades condicionales para celdas individuales . . . . . . . 46
2.5.3. Cadenas de Markov y distribuciones invariantes . . . . . . . . . . 47
2.5.4. Algoritmo del Muestreo de Gibbs . . . . . . . ... ... .. 48
2.5.5. Seleccién de pardmetros . . . . . .. ... 51
2.5.5.1. Temperaturas auxiliares y estados iniciales . . . . . .. 51

VI



INDICE GENERAL

2.5.5.2. Estado inicial, temperatura y constante de acoplamiento 52

2.6. Resultados. . . . . . . . .

2.6.1. Resultados principales: distribucién y abundancia de individuos .

53
53

2.6.2. Resultados auxiliares: estimacion de parametros y caida de energia 57

2.7. Conclusiones . . . . . . . ..
2.8. Un ejemplo simple de convergencia a minimos locales . . . . . . . . . ..
2.9. Algoritmos . . . . ...
2.9.1. Algoritmo para el orden de lasceldas. . . . . . . ... ... ...
2.9.2. Algoritmo Muestreo de Gibbs . . . . . . .. ... ... L.

. Dinamica poblacional de Plectrohyla Sagorum
3.1. Introduccidn . . . . . . . . . ...
3.1.1. Descripcién geografica de la region . . . . . .. ... ... L.
3.1.1.1. Bioma . . . . . ... Lo
3.1.1.2. Geologia y edafologia . . . ... ... ... ... ....
3.1.1.3. Climatologia . . . . .. .. ... ... ... .......
3.1.2. Descripcion de la especie Plectrohyla Sagorum . . . . . . .. ..
3.1.2.1. Importancia de los anfibios . . . .. ... ... ... ..
3.2. Datosrecopilados . . . . .. ...
3.3. Muestreo artificial enelrio . . . . . . ... ... L L.
3.4. Hamiltonianos para cada temporada . . . . . . . .. ... ... ... ..
3.5. Muestreode Gibbs . . . . . . ...
3.6. Seleccién de Ty el Numero de Iteraciones. . . . . . . . ... ... ....
3.7. Estimacién del nimero total de individuos y simulaciones en invierno . .
3.7.1. Seleccién de la constante de acoplamiento Wi .
3.7.2. Numero total de individuos . . . . . ... ... ... ... ....
3.8. Dinamica de la poblacién durante el afio . . . . . . . . ... ... ...
3.8.1. Seleccion de las constantes de acoplamiento . . . . . . ... ...
3.9. Resultados. . . . . . . . . .
3.9.1. Calibracién de la temperatura y el nimero de iteraciones (caso
libre) . . ..
3.9.2. Las constantes de acoplamiento ¢(»W9 y el ntimero total de indi-
viduos por regién en invierno . . . . . . ... ...
3.9.3. las constantes de acoplamiento ¢(#*), z € {Sp,Su,Fa} ... ...
3.9.3.1. Numero total de individuos . . . . . . . ... ... ...
3.9.3.2. Resultados principales: distribucién y abundancia de in-
dividuos. . . . . . . .. e
3.10. Conclusiones . . . . . . . . . . e

60

VII



INDICE GENERAL

4. Modelado de distribuciéon de baja densidad y especies en peligro criti-
co: Plectrohyla Guatemalensis
4.1. Introduccidén. . . . . . . . ..
4.2. El modelo aplicado a especies de baja densidad . . . . . ... ... ...
4.3. Descripcién de la especie Plectrohyla Guatemalensis . . . . . ... ...
4.4. Daros recolectados . . . . . . ..o
4.5. Datosdelrio . . . . . . . .
4.6. Estados (configuraciones) . . . .. ... ... ... ... .. ...
4.7. Medidas de probabilidad y Hamiltonianos condicionales (dados los datos
delrio) . . . o o L
4.7.1. Orden de las celdas y Muestreo de Gibbs . . . . . ... ... ..
4.7.2. Estimacién de pardmetros . . . . . . . . . ... ... ...
4.7.2.1. Temperaturas auxiliares: 77 y un rangode T . . . . . .
4.7.2.2. Estimacibndegy T . . . . . .. ... ... ...
4.7.3. Densidades promedio anuales por celda y representacion grafica .
4.7.3.1. Individuos representados por puntos . . . . . . . .. ..
4.7.3.2. Mapasdecalor . . . . ... ... ... ... ... .
4.8. Resultados. . . . . . . . . .
4.8.1. Temperatura e iteraciones (Caso Libre) . . . .. ... ... ...
4.8.2. La constante de acoplamientog . . . . . . . ... ... ... ...
4.8.3. Resultados Principales: Distribucién y abundancia de individuos
4.9. Conclusiones . . . . . . . . . e

5. Analisis del limite a bajas energias de la matriz de dispersién asociada

100

103
107

a la ecuacién de Schrodinger discreta 109
5.1. Las soluciones de Jost . . . . . . .. ... ... oL 109
5.2. La matriz de dispersion . . . . . .. .. Lo 112
5.3. Prueba del resultado principal . . . . .. ... oo 114
Bibliografia 121

VIII



Capitulo 1

Introducciéon

1.1. Objetivos

En la primera parte de la investigacién reportada en esta tesis, introducimos un
modelo en el contexto de la ecologia que puede usarse para describir la distribucién
y abundancia de individuos de una especie, cuando los datos recolectados de campo
son extremadamente limitados (por ejemplo, en el caso de especies en peligro de ex-
tincién), y cuando no la informacién de covariables ambientales no estdan disponibles.
Nuestro procedimiento se basa en una comprensién intuitiva de las propiedades fisicas
del fenémeno. La idea es que los individuos tienden a sentirse atraidos (o rechazados)
por ciertas propiedades del entorno. Al mismo tiempo, se dispersan de tal manera que
si no hay razon para que se encuentren en algunas localizaciones especificas, entonces se
distribuyen uniformemente por toda la regién. Nuestro modelo se basa en la mecédnica
cuantica, utilizando Hamiltonianos cudnticos en el contexto de la mecanica estadistica
clésica. El equilibrio entre las fuerzas esparcidoras y atractivas (o repulsivas) determina
el comportamiento de las especies que modelamos, y esto se expresa en términos de un
problema de control global de un operador energético que es la suma de un término
cinético (esparcimiento) y un potencial (atraccién o repulsién). Proponemos una solu-
cién numérica a este problema de control global que supera la conocida dificultad del
muestreo de Gibbs (annealing) que es el hecho de que un control global es dificilmente
accesible cuando el nimero de variables es grande (los algoritmos se atascan en un
estado no 6ptimo). En [17, 19, 20] aplicamos este modelo al estudio de dos especies
de anfibios en peligro critico de extincion endémicas de la regién del Volcdn Tacana
(Soconusco), Chiapas, México. En las aplicaciones del modelo hacemos uso de los datos
reportados en [4]. Esta investigacién pretende contribuir a una mejor comprensién de
las especies citadas y con ello contribuir a su preservacion.

La segunda parte de la tesis trata sobre la teoria de operadores y de dispersién




1. INTRODUCCION

en la recta real discretizada. Especificamente, hacemos un andlisis del limite a bajas
energias de la matriz de dispersién asociada a la ecuacion de Schrédinger discreta con un
potencial matricial que tiene un primer momento finito. Los coeficientes de transmisién
se continian analiticamente y se extienden a los bordes de la banda. Se proporciona
una expresioén explicita para estas extensiones. También se calculan los limites de los
coeficientes de reflexion en los bordes de la banda. Esta parte de la investigacion se ha
realizado en colaboracién con el matematico Gerardo Franco, quien realiza la mayor
contribucién en este topico como parte de sus estudios de doctorado que estdn por
iniciar bajo la direccién del Dr. Miguel Ballesteros.

1.2. Metodologia de la investigacion aplicada a la ecologia

1.2.1. Hipdtesis ecoldgica

La idea clave de nuestro modelo es notar que existen caracteristicas geogréaficas y
ambientales que atraen o repelen a los individuos de las especies biolégicas. Nuestras
hipdtesis ecoldgicas principales estan basadas en dos ideas intuitivamente claras: Prime-
ro, que los individuos de una especie bioldgica tienden a esparcirse uniformemente sobre
la region de su habitat en caso de ausencia de variables ambientales que actiien como
atractores o repulsores; segundo, los individuos de una especie biolégica son sensibles
a la presencia de atractores o repulsares ambientales, esto es, o bien se concentran o se
alejan de ciertas regiones de acuerdo a condiciones topograficas (presencia de canones o
zonas inaccesibles) o bien por razones relativas a presencia o ausencia de depredadores,
y otros factores medio ambientales (ver Seccién 2.2).

Estos dos comportamientos compiten entre si y la distribucién real de los individuos
estd determinada por un problema de minimizacién u optimizacién de una funcién de
energia cuya inspiracién radica en la mecdnica cuantica. Por un lado, definimos una
energia cinética que representa la capacidad de la especie objetivo a dispersarse en
toda la regiéon de su héabitat; y por otro lado, consideramos una energia potencial la
cual controla la fuerza con que la especie es atraida o bien dispersada en caso de existir
tales fuerzas. La energia del sistema, el Hamiltoniano, queda asidefinida por la suma
de estas dos energias. Entonces suponemos que la tendencia natural de la especie es
permanecer en un estado de minima energia. Asi que nuestra tarea consiste en encontrar
dicha configuraciéon de minima energia, que ademas coincide con el estado de maxima
probabilidad del sistema, porque la distribucién de probabilidad serd definida de manera
natural como una medida espacial de Gibbs (o campo aleatorio de Markov) que tiene

al Hamiltoniano del sistema como generador.




1.2 Metodologia de la investigacién aplicada a la ecologia

1.2.2. Motivacion del Modelo Matematico

En nuestra investigaciéon, es fundamental considerar el equilibrio entre las fuerzas de
atraccién y la tendencia de los individuos a dispersarse, para determinar el comporta-
miento de las especies que modelamos, y esto se expresa matematicamente en términos
de un problema de minimizacién de un operador de energia, es cual tiene una expresién
matematica como la suma de un término cinético y un potencial.

Abordamos el problema utilizando la mecédnica estadistica clasica. A partir de las
probabilidades condicionales, la medida de probabilidad de todo el sistema se obtiene
con la ayuda de un hecho bien conocido en mecdanica estadistica que es que los cam-
pos aleatorios de Markov se distribuyen de acuerdo a medidas de Gibbs (teorema de
Hammersley-Clifford). Por lo tanto, en lugar de centrarnos en probabilidades condicio-
nales, abordamos directamente la medida conjunta, que es una medida de Gibbs. En
particular, elegimos un Hamiltoniano que representa el comportamiento de los indivi-

duos en el espacio geografico.

1.2.3. Comparacion con los modelos de la Geoestadistica

Algunos problemas relacionados a la reconstruccién de mapas de abundancia (o
solo presencia) y distribucién de especies han sido tratados por la Geoestadistica. La
base principal de la Geoestadistica son los campos aleatorios de Markov (Besag [26]) los
cuales se definen asumiendo distribuciones muy especificas (pertenecientes a la familia
exponencial generalmente) para las probabilidades condicionales, tomando un criterio
de méxima verosimilitud para estimar los parametros. A partir de las probabilidades
condicionales, la medida de probabilidad de todo el sistema se obtiene con la ayuda de
un hecho bien conocido en mecédnica estadistica que es que los campos aleatorios de
Markov se distribuyen de acuerdo con las medidas de Gibbs.

Los modelos de Besag introdujeron la base de la geoestadistica en términos de cam-
pos aleatorios de Markov, y en la actualidad se utilizan con mucha frecuencia en el drea
de estadistica aplicada en diversos contextos, como la ecologia, y la medicina contra el
céncer (ver por ejemplo [28, 36, 37, 47, 71, 75, 88, 102, 150, 151, 152, 161, 162, 163, 164]).
Como hemos mencionado, el enfoque fundamental de tales trabajos es que se asume
que las probabilidades condicionales siguen distribuciones de probabilidad conocidas
(generalmente pertenecientes a la familia de distribuciones exponencial). Desde este
enfoque, el analisis de los datos se realiza entonces de acuerdo a los modelos jerarquicos
de estimacién paramétrica de la estadistica bayesiana.

Es también conocido que si se aborda el problema desde la perspectiva usual me-
diante los estimadores de méxima verosimilitud, entonces nos enfrentamos a la intra-
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tabilidad de los célculos involucrados, por lo que generalmente se recurre a métodos
numéricos de optimizacion aproximada como descenso del gradiente o, alternativamen-
te, el método conocido como simulated annealing. Nosotros recurrimos a un método
elaborado en el trabajo realizado por Geman-Geman [61], en donde se presenta por
primera vez el algoritmo numeérico conocido como muestreo de Gibbs o Gibbs sampling.

En Geman-Geman [61] se destaca que la distribucién conjunta completa de un
campo aleatorio de Markov toma una forma simple como una medida de Gibbs (también
conocida como medida de Gibbs-Boltzmann), hecho que Besag [26] habia ya demostrado
en el teorema de Hammersley-Clifford, pero que no habia sido explotado con mayor
profundidad. Geman-Geman [61] ademds proporciona un algoritmo computacional que
es mateméaticamente robusto (el muestreo de Gibbs o Gibbs sampling). Esto permite
implementar la maquinaria de la mecanica estadistica como los métodos numéricos
como Monte Carlo Markov Chain y Metropolis-Hastings. La estimacién estadistica
equivale a encontrar las configuraciones mas probables con respecto a las medidas de
Gibbs del sistema. Adicionalmente, Geman-Geman [61] proporciona una de las primeras
pruebas matematicas de convergencia para una técnica de optimizacién de Monte Carlo
llamada simulated annealing (después fue mejorado por Hayek [69] y otros autores). Una
revisién completa sobre este asunto se encuentra en [129, 158]).

Motivados por el trabajo de Geman-Geman [61], nosotros planteamos el problema
de la abundancia y distribucién de especies desde la perspectiva de la fisica estadisti-
ca clasica, y no asumimos ninguna distribucién para los parametros que intervienen
en el problema de optimizacién (por lo que descartamos los métodos disponibles de
la estadistica bayesiana). Recurrimos para ello al algoritmo propuesto en [61], con una
variante en la secuencia de ejecucion del tal algoritmo, la cual explicamos con mayor de-
talle en el capitulo siguiente. En la siguiente seccion también expondremos brevemente
esta propuesta. En el presente trabajo también discutimos la deficiencia mas importan-
te y a menudo presente del algoritmo de muestreo de Gibbs, la cual consiste en que no
proporciona aproximaciones cercanas a los estados éptimos en situaciones poco contro-
ladas (a diferencia del simulated annealing). Esto sucede debido fundamentalmente a
que el algoritmo de muestreo de Gibbs considera las distribuciones condicionales locales
(en cada sitio del sistema) para realizar las transiciones aleatorias a los estados mds
favorables (con energia més baja) en cada iteracién. Esto imposibilita el control global
del modelo y provoca que el algoritmo se atasque en estados que llamaremos minimos
locales en el sentido establecido en la Definicion 1.5.1. Los resultados que obtenemos en
las aplicaciones (Capitulos 3 y 4) parecen sugerir que nuestro enfoque permite superar
esta deficiencia.

Debemos enfatizar que no estamos proponiendo una solucién al problema analitico

de minimizacién global (nétese que un minimo local de Definicién 1.5.1 no es un mini-




1.3 El modelo MaxEnt

mo local de la funcién objetivo). Proponemos un modelo matemético y un esquema
numérico con el objetivo de mantener un control global sobre el sistema, en el sentido
de que los parametros se estiman de acuerdo con el comportamiento global esperado
de los fenémenos. En nuestra opinién, de acuerdo con los resultados obtenidos en las
aplicaciones del modelo (Capitulos 3 y 4), alcanzamos este objetivo.

1.3. El modelo MaxEnt

En esta seccién presentamos el modelo matematico conocido como MaxEnt, que se
usa comunmente para predecir presencia de especies a través de variables ambientales.
Este método es substancialmente mas sencillo del que se introduce en la tesis y no es
compatible con las situaciones que se describen en la misma (y tampoco se puede aplicar
para modelar los fenémenos que se presentan en la tesis). La principal razén por la que
MaxEnt es mucho mas sencillo es que considera celdas desacopladas, es decir, cada
celda es independiente de las otras, de manera que se analiza cada una por separado.
En contraste, en el modelo de la tesis el comportamiento de cada celda influye a todas
las demds como en una membrana, es como una discretizacién de una ecuacién de onda
(o una ecuacién de Schrodinger). De esta manera, nuestro modelo permite resolver
el problema de abundancia y distribucién usando muy pocos datos (como ocurre en
las ecuaciones diferenciales parciales, en donde los datos iniciales, o datos a la frontera,
determinan las soluciones). Contrariamente, el modelo MaxEnt requiere de informacién
de variables ambientales en todos los pixeles de la region de estudio. Estos datos son
imposibles de obtener en las situaciones que nosotros consideramos porque la escala en
la que trabajamos es de 5 metros (la medida de los lados de las celdas), por lo que
no existe ninguna base de datos apropiada (el muestreo de datos ambientes precisos a
esta escala requerirfa de una cantidad exorbitante de horas hombre). Ademéds, nuestro
modelo es aplicable para muestreos con muy pocos registros (como especies en peligro
de extincién) y se utiliza también para estudiar regiones muy pequenas (por ejemplo,
de una hectérea).

MaxEnt es uno de los modelos para distribucién de especies bioldgicas basados
en ideas termodindmicas mas usuales y actualmente en constante desarrollo (ver por
ejemplo [12] y [87] para una revisién general del modelo). Fue introducido por Edwin
T. Jaynes en [85] y [86] hacia 1957 en el contexto de la mecénica estadistica y la teoria
de la informacién, como un método eficiente y matematicamente simple para estimar
distribuciones de probabilidad. Este procedimiento fue adaptado rapidamente a los
estudios de especies biolégicas en el contexto de la ecologia (para una visién general
del desarrollo de MaxEnt en este sentido se puede consultar [72]). Es particularmente
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usado en el problema de determinar la distribucién geografica de especies usando datos
de solo presencia, ya que estd basado unicamente en condiciones ambientales, lo que
lo convierte en un método capaz de superar las deficiencias reativas a la calidad de
los datos (generalmente los datos de ausencia no estan disponibles o son deficientes).
Es ademas un método muy flexible y cuenta con un creciente niimero de aplicacion en
diversas areas como astronomia, optimizacion de portafolios financieros, reconstruccién
de imdgenes y procesamiento de sefiales, entre otras ({90, 121]).

En el contexto de la ecologia, el objetivo de método MaxEnt es estimar la distribu-
cién potencial de una especie de acuerdo a la “idoneidad”del ambiente geografico que
constituye su hébitat natural (requisitos de supervivencia de la especie), bajo el prin-
cipio termodindamico fundamental de que sin influencias externas, el sistema biolégico
tiende naturalmente a un estado de maxima entropia (principio de méxima entropia)
[11, 54, 118, 119, 120, 133]. El modelo es fundamentalmente desacoplado, en el sen-
tido de que no es necesario considerar correlaciones espaciales, y el ajuste depende
exclusivamente los datos de solo presencia en una muestra aleatoria de sitios, y de los
datos del ambiente ecolégico en la totalidad del espacio geografico de estudio dentro del
cual se encuentra el habitat de la especie (el ambiente geografico estd descrito median-
te variables ambientales o covariables, tales como temperatura, precipitaciéon media o
humedad, entre otros - o bien por funciones las mismas, llamadas “caracterisiticas”).
Esto difiere de una de las caracteristicas fundamentales del modelo propuesto en esta
tesis, en el cual las relaciones espaciales controlan las perturbaciones globlales de la
distribucién de la especie a través de un sistema de vecinos local, como una membrana.
Ademads, como se menciona arriba, nuestro modelo no requiere del conocimiento de las
variables ambientales en la region completa de estudio.

1.3.1. Representacion Matematica de la Situacién Experimental

La region de estudio se divide en un conjunto finito de celdas. Denotamos por
L a este conjunto. El modelo considera que los datos de las variables ambientales
(temperatura presién, etc.) se conocen en cada celda. Estos datos datos se denotan con
una funcién
Z:L—R?

(en donde d es el nimero de variables ambientales). El modelo incluye un vector alea-
torio
(X,Y):S— L x{0,1}.
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En donde S = (S, F, 1) es un espacio de medida (S es un conjunto, F una sigma dlgebra
y i es una medida). Ademds,

X:8— L, Y : 85— {0,1}

son funciones medibles (variables aleatorias) tales que:

1. P(X =2) = u(X~'({z})) = “Probabilidad de elegir z como punto de muestreo”.

2.
P(X =2,Y =0) = u((X,Y) " ({(2,0)}))
= “Probabilidad de elegir x como punto de muestreo y que no se encuente
la especie en este punto”.
3.

P(X =2,V =1) = u((X,Y) " ({(z,1)}))
= “Probabilidad de elegir x como punto de muestreo y que se encuente la

especie en este punto”.

La densidad marginal

se elige de acuerdo al criterio del ec6logo. La selecciéon de puntos de muestreo (algunos
elementos de L) se deberia hacer con respecto a la distribucién p (por medio de un
generador de elementos aleatorios). El experimento consiste en visitar los sitios (celdas
o pixeles) elegidos y verificar si se encuentra la especie. De esta forma, en cada celda
visitada se obtendria la informacién de presencia o ausencia. Sin embargo, generalmente
los datos de ausencia no se reportan o sus registros son muy deficientes. En consecuencia,
normalmente solo se cuenta con datos de presencia. Estos datos consisten de un conjunto
de celdas

L1yX2y...,Tm

en donde el muestreo reporta presencia.
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1.3.2. Objetivos del Método

1.3.2.1. Perspectiva Geografica

En este contexto, la meta del algoritmo MaxEnt es encontrar la probabilidad de
presencia de una especie en cada punto z de L. De manera matemadtica, el objetivo es
encontrar la siguiente distribucién de probabilidad.

m(x)=P(X =z|Y =1), x € L. (1.1)

Esto es, la probabilidad dada la presencia de la especie, de que ésta se encuentre en el
sitio = (ver [118, 119, 120]).

1.3.2.2. Perspectiva de las Variables Ambientales

Definimos
7 =/0X

la variable aleatoria que representa la distribucién de las variables ambientales: la pro-
babilidad de que las variables ambientales de las celdas de muestreo estén en el conjunto
K es

P(Z € K).

FEn este contexto, la meta de MaxFEnt es encontrar la probabilidad de presencia de la

especie sujeta a los valores de las variables ambientales. Es decir, se busca reconstruir
PY=1|Z=2z). (1.2)

En otras palabras, se quiere saber cuales son los valores de las variables ambientales
que provocan la presencia de la especie. Esta probabilidad se puede encontrar con dato
de presencia y ausencia. Sin embargo, en el caso de que unicamente contemos con datos
presencia solo se puede obtener (1.2) multiplicada por una constante desconocida (ver
54]  [120).
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1.3.3. Procedimiento Matematico y Postulados

1.3.3.1. Perspectiva Geografica

El modelo MaxEnt se usa para estimar la distribucién 7 mediante la solucién de un
problema de minimizacién convexo del modo siguiente (ver [85] y [118]). Nos interesa
encontrar una distribucién 7 que se aproxime a 7™ y que esté sujeta ademas a ciertas
constricciones (que sea compatible con los dato de muestreo).

El modelo considera n funciones

d .
hi : R = R, ie{l,---,n}
llamadas caracteristicas ambientales que el eclogo elige de manera arbitraria de acuer-
do a su experiencia (representan la informacién relevante de las variables ambientales,

de acuerdo a la opinién del ec6logo).
La medida empirica de m, que se obtiene de los datos experimentales, es

ﬁ(x):%|{1§i§m:x¢:m}|. (1.3)

El postulado de MaxEnt asume que la mejor estimacién, 7, para 7 es la funcién de

densidad que satisface lo siguiente:

Postulado 1.3.1 (MaxEnt - Variables Ambientales 1). La mejor aproximacion para

es la funcion 7 que satisface:

1. Los wvalores de expectacion de h; o Z con respecto a 7 y « coinciden, para toda i:

2. 7 es la distribucion de menor entropia que satisface las constricciones (1.13):

H(7) = min{H (p)| p es una distribucion que satisface (1.4)} (1.5)

Nota 1.3.1. En el postulado 1.3.1, E,(g) representa el valor de expectacion de g con
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respecto a la distribucion p. Ademas

H(p) :=E,(Inp) (1.6)

es la entropia de p. Esta entropia representa el desorden de la medida p. El postulado
asevera que la mejor eleccion de la distribucion 7 es aquella que tiene los mismos
valores de expectacion que la distribucion empirica de los resultados experimentales y
que presenta mayor desorden. En otras palabras, se elige la distribucion que tiene el
menor sesgo (que tiende a no favorecer ninguna tendencia particular).

Las constricciones 1.4 en el Postulado 1.3.1 resultan ser en muchas ocasiones muy
restrictivas. Esto produce que la solucién 7 al Postulado 1.3.1 pueda presentar una
propiedad de sobre-ajuste (overfitting), ver [50, 54, 118]. Esto implica que el modelo
resultante no siempre apropiado. Para relajar estas constricciones se se asume que los

valores de expectacién en (1.4) no sean iguales sino que se acercan lo suficiente, a una

distancia \;. Los valores de A; > 0 se eligen de acuerdo al criterio del ecélogo:

Postulado 1.3.2 (MaxEnt - Variables Ambientales 2). La mejor aproximacion para m

es la funcion T que satisface:

1. Los valores de expectacion de h; o Z con respecto a T y T coinciden, para toda i:

[Ez(hi) — Ex(hi)| < i (1.7)

2. 7 es la distribucion de menor entropia que satisface las constricciones (1.13):

H(7) =min{H (p)| p es una distribucion que satisface (1.7)} (1.8)

1.3.3.2. Perspectiva de las Variables Ambientales

Como L es finito, entonces
Z(L)=D

es finito. Entonces consideramos

10
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Denotamos por f(z) la densidad marginal de Z:

_ |{xEL:Z(x):z}]’

f(2) I zeD. (1.9)

Sea el vector aleatorio (Y, Z) definido en L y con valores en el espacio producto {0, 1} x
D. Definimos
filz)=P(Z=z|Y =1), zeD (1.10)

y notamos que la regla de Bayes implica que

POy =1(Z=2 = @py —1), zeD. (1.11)
f(z)

Como se explica arriba, la funcién de densidad f se supone conocida. De manera
que la probabilidad objetivo P(Y = 1 | Z = z) se puede encontrar conociendo f; y
P(Y = 1). Este ultimo nimero se puede encontrar tnicamente si se cuenta con dato
de presencia y ausencia. Con los de presencia solo podemos encontrar el radio f1/f la
cual es la informacién objetivo para MaxEnt en este contexto. El problema se reduce
a encontrar la distribucién marginal f;.

El modelo MaxEnt se usa para estimar la distribucién f; mediante la solucién de un
problema de minimizacién convexo del modo siguiente (ver [85] y [118]). Nos interesa
encontrar una distribucion fl que se aproxime a f1 y que esté sujeta ademds a ciertas
constricciones (que sea compatible con los dato de muestreo).

Denotamos por

z; = Z(x;), ie{l,---,m}.
El modelo considera n funciones
hi: D — R, ie{l,---,n}

llamadas caracteristicas ambientales que el ecdlogo elige de manera arbitraria de acuer-
do a su experiencia (representan la informacién relevante de las variables ambientales,
de acuerdo a la opinién del ec6logo).

La medida empirica de fi, que se obtiene de los datos experimentales, es

fl(z):%ngiSm:Zi:Z}’, zeD. (1.12)

11
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El postulado de MaxEnt asume que la mejor estimacion, fl, para f1 es la funcion
de densidad que satisface lo siguiente:
Postulado 1.3.3 (MaxEnt - Variables Ambientales 1). La mejor aprozimacion para

f1 es la funcion fl que satisface:

1. Los valores de expectacion de h; con respecto a f1 y fl coinciden, para toda i:
Es (hi) = Efl(hi)‘ (1.13)

2. f1 es la distribucion de menor entropia relativa con respecto a f que satisface las

constricciones (1.13):

KL(f, f1) = min{KL(f, p)| p es una distribucion que satisface (1.13)} (1.14)

Nota 1.3.2. En el postulado 1.3.3, E,(g) representa el valor de expectacion de g con

respecto a la distribucion p. Ademas

KL(f,p) :=Ey <ln£> (1.15)
es la entropia relativa entre f y p, también conocida como divergencia de Kullback-
Leibler. Esta entropia representa una nocion de distancia entre f y p, puesto que es
una funcion convexra cuyo minimo se alcanza cuando f = fi1. El postulado asevera que
la mejor eleccion de la distribucion fl es aquella que tiene los mismos valores de ex-
pectacion que la distribucion empirica de los resultados experimentales y que se acerca
mds a la distribucion de las variables ambientales f. Esto ultimo quiere de decir, por
ejemplo, que las variables ambientales con mayor presencia geogrdfica inducen que sea
mdsfactible encontrar la especie en alguna locacion asociada a estas variables ambien-
tales.

Las constricciones 1.13 en el Postulado 1.3.3 resultan ser en muchas ocasiones muy
restrictivas. Esto produce que la solucién fl al Postulado 1.3.3 pueda presentar una
propiedad de sobre-ajuste (overfitting), [50, 54, 118]. Esto implica que el modelo resul-
tante no sea apropiado. Para relajar estas constricciones se se asume que los valores de

12
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expectacién en (1.13) no sean iguales sino que se acercan lo suficiente, a una distancia
A;. Los valores de \; > 0 se eligen de acuerdo al criterio del ecdlogo:

Postulado 1.3.4 (MaxEnt - Variables Ambientales 2). La mejor aprozimacion para

f1 es la funcion fl que satisface:

1. Los valores de expectacion de h; con respecto a f1 y fl coinciden, para toda i:

[Ef, (hi) —Ef (hi)| < A (1.16)

2. f1 es la distribucion de menor entropia relativa con respecto a f que satisface las

constricciones (1.13):

KL(f, f1) = min{KL(f, p)| p es una distribucion que satisface (1.16)} (1.17)

1.3.4. Comparacion Entre las Perspectivas Geograficas y de Variables

Ambientales.

En [54] se explica que las perspectivas geogréficas y de variables ambientales son
equivalentes. El problema geografico tiene una caracterizacién como maximizacién de
cierta familia paramétrica de distribuciones de Boltzmann-Gibbs (ver [85] para una
prueba detallada) de la forma

Bh(Z())

qp(z) = Qs (1.18)

donde B = (B1, ..., Bn) € R™ es un vector de pardmetros (que interpretamos como los
“pesos” que tiene cada una de las caracteristicas hi, ..., hy,), b = (h1, ..., hy,) es el vector
de funciones caracteristicas, y ()g es la constante de normalizacién.
De acuerdo a [54], el problema de variables ambientales tiene una caracterizacién
similar:
fi(z) = f(z)e® PR zeD, (1.19)

en donde hemos mantenido la notacién para el pardmetro 3, y « es un parametro que
asegura que »_, fi(z) = 1. En [54], se argumenta que las ecuaciones (1.18) y (1.19)
implican que las perspectivas de variables ambientales y geograficas son equivalentes.

13
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1.3.5. Solucién Numérica a los Problemas de Minimizacion de los

Postulados

En [50], Figure 2 y Figure 3, se proponen dos algoritmos, llamados “actualizacién
secuencial” y “actualizacion en paralelo”, respectivamente, que resuelven los problemas
de minimizacién planteados en los Postulados 1.3.3, 1.3.4, 1.3.1 y 1.3.2 (ver [50], Theo-
rem 2y Theorem 3). El problema de minimizacién en [50] se plantea en la pagina en
donde se presentan las Ecuaciones (1) y (2) del mismo texto.

1.4. Muestreo de Gibbs

1.4.1. El algoritmo simulated annealing

Uno de los métodos numéricos méas usuales al que se recurre en los problemas de
optimizacion es llamado simulated annealing, inspirado en lo procesos de templado de
la fisica de materiales, fue introducido independientemente en [93] y en [146]. En su
forma mas simple, el algoritmo simulated annealing estd basado en la idea de que la
distribucién de probabilidades que determina el estado fisico de una particula en un
determinado momento ¢ que se mantiene bajo un bano de calor a temperatura T'(t),
esta dada por la bien conocida distribuciéon de Gibbs-Boltzmann

1 H(x
Griofe) = i exo || (1.20

donde:

» H(z) es el operador Hamiltoniano de la energia y es la funcién a minimizar
(funcién objetivo), y = estd en un dominio finito S (el espacio de estados o confi-

guraciones),

» T(t) > 0 es un parametro de temperatura, que es una funcién determinista que
depende unicamente del tiempo ¢ que satisface un programa determinista de des-
censo, es decir,

T(0) > T(1) 2 >0, (1.21)
tl;nolo T(t) =0.

El esquema o programa de descenso de la temperatura es la cuestion mas impor-

tante del algoritmo. Controla la aleatoriedad con la que ocurren los cambios a
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estados mas favorables durante la implementacion del algoritmo.
» Z7() es la funcién particiéon de normalizacion.

Note que cuando la temperatura T'(t) es pequena, la probabilidad de desplazamiento
(transiciones) ascendentes es pequefia y, por lo tanto, el algoritmo tardard mucho en
escapar de estados no éptimos (Hajek en [69] define una compleja estructura de minimos
locales en términos del comportamiento del algoritmo, nosotros adaptamos su definicién
en nuestro contexto en la Definicién 1.5.1); y si la temperatura es grande, las transiciones
descendentes suceden raramente y el algoritmo puede oscilar durante mucho tiempo
entorno a un minimo global antes de alcanzarlo. En [61, 69, 115, 130, 140, 141, 144]
se estudia ampliamente la dependencia del comportamiento asintético del algoritmo
respecto al esquema (programa) de descenso de la temperatura y del “tamano” del
espacio de estados o configuraciones del sistema (“critical depth”). En la préctica se
ha comprobado que el mejor programa de descenso de temperatura con garantia de
convergencia es de orden logaritmico, lo que explica la principal desventaja tedérica del
método, la cual es que se necesita mucho tiempo para encontrar los 6ptimos globales
de la funcién objetivo; y aunque en la practica se han desarrollado con cierto éxito
algoritmos con programas de enfriamiento més rapidos, no hay hasta ahora pruebas
matematicas de convergencia por lo que no hay garantia de convergencia a los éptimos
globales.

Implementacién del algoritmo simulated annealing

El algoritmo del simulated anealing se basa en un esquema usual tipo Metropolis
Markov Chain que se describe como sigue (ver [46] para més detalles): El estado fisico
de la particula (regido por (1.20)) pasa de un estado z al tiempo ¢, a un estado y al
tiempo ¢ + 1 con probabilidad

— min GT(t) (v)
e {1’ Gr()(z) } ' (1.22)

El cociente Cren(w)
T(t)\Y ( 1 )
———=exp| —=—=|H(y) — H(x
GT(t) (m) T(t) [ ( ) ( )]
evita en la prictica computacional el célculo de la funcién particion Zz(, lo cual se
convierte generalmente en un calculo intratable segin el tamano del espacio de estados
y la complejidad de H.

Ahora bien, en el contexto del simulated annealing, los resultados acerca de la con-

vergencia del algoritmo a la solucién 6ptima requieren ademas de ciertas restricciones
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de comportamiento locales relacionadas a una estructura de vecinos sobre el espacio de
estados S. Esta dependencia se introduce en el modelo interpretando al espacio de es-
tados .S como un grafico no dirigido, o bien, interpretando a S como el conjunto imagen
de un grafico no dirigido F, el conjunto de sitios, con respecto a una funcién que asigna
a cada sitio de E una configuracién en S. Los conjuntos de estados estados “vecinos”
son las componentes conexas de este grafico. De esta manera, las probabilidades de
transicion p; en la ecuacién 1.22 son modificadas de la siguiente manera: si el sistema
se encuentra en un estado x en un tiempo t, solo puede cambiar a un estado y al tiempo

t + 1 con probabilidad positiva si y es vecino de x. Esto es,

, { Gr(t) (y) } . .
min<q 1, ————= Sl & y y son vecinos,
pr = GT(t) ()

0, en otro caso.

En Hajek [69] se prueba uno de los mejores resultados sobre convergencia (para otras
pruebas ver también Tsitsiklis [141] y Nolte y Schrader [115]). Hajek [69] demuestra
que el algoritmo converge a los 6ptimos globales en probabilidad si y sélo si la serie

" exp (~d/T(1))
t=1

diverge, en donde d es una constante (“profundidad critica”). Hajek [69] demuestra
entonces que para alcanzar los minimos globales es suficiente considerar un programa

logaritmico propuesto anteriormente por Geman-Geman [61] de la forma

c
T(t) = m, (1.23)
donde c¢ es una constante tal que ¢ > d. El problema radica en que la constante d es
inalcanzable en la préactica (Nolte y Schrader [115]). Se han probado ([59, 113, 115])
algunas otros resultados de convergencia donde la constante c tiene cotas menores que d
para el programa de enfriamiento logaritmico (1.23), pero requieren igualmente niimeros
grandes de iteraciones (de orden exponencial) para asegurar suficiente proximidad a
los minimos globales (ver Capitulo 3 en [97] para un andlisis comparativo de estos
algoritmos). No obstante, el algoritmo de simulated annealing ha sido extensamente
usado (y algunas hibridaciones del mismo) en problemas de optimizacién en diversas
areas (ver [2, 23, 24, 34, 61, 69, 97, 140] para una extensa revisiéon del método, y para
algunas variantes de las técnicas y aplicaciones modernas ver [33, 46, 76, 83, 108, 130,
130, 142]).
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1.4.2. Muestreo de Gibbs

En Geman-Geman [61], el muestreo de Gibbs se introduce como una manera de si-
mular una muestra aleatoria de un campo aleatorio de Markov definido sobre un grafico
(un lattice) por la distribucién de probabilidad (1.20), en un esquema de temperatura
constante, ese decir, T'(t) = T > 0 para toda ¢ (Theorem A [61]), con la cual podemos
aproximar el valor de expectacién (relativo a la distribucién del campo aleatorio de
Markov) de cualquier otra variable (Theorem C [61]). En este trabajo, ambos resulta-
dos son de suma importancia para elaborar una simulacién consistente del estado real
de la distribuciéon y abundancia de la especie bioldgica, bajo inicamente los supuestos
ecoldgicos descritos antes en la Seccion 1.2.1.

La cuestion importante del algoritmo es que las transiciones a estados mas favorables
son realizadas en un solo sitio a la vez en cada iteracion. La principal razén de ello es
explotar la “observacién pivotal” ([61], p. 722) de que las distribuciones condicionales de
un campo aleatorio de Markov son nuevamente distribuciones de Gibbs, es decir, tienen
la forma (1.20), y al mismo tiempo “explotar” la estructura de relaciones de vecindad del
sistema: la distribucién condicional sobre un solo sitio con respecto al resto del sistema,
es equivalente a la distribucién condicional tnicamente con respecto a el conjunto de
vecinos de dicho sitio. Esto ofrece una ventaja computacional al algoritmo (porque el
conjunto de sitios vecinos es un conjunto pequeno). Pero este esquema de transiciones
locales también engendra la principal deficiencia computacional del muestreo de Gibbs,
pues sin una eleccién cuidadosa de los estados iniciales y la temperatura se corre el
riesgo de quedar atascado en algiin minimo local (en el sentido de la Definicién 1.5.1).

1.5. Breve descripcion del Modelo Matematico

A continuacién describimos en términos generales el modelo matemético que in-
troducimos en la investigacién en la parte aplicada a la ecologia. La descripcién maés
detallada esta en el Capitulo 2.

1.5.1. El espacio de configuraciones

Por simplicidad, partimos de una situacién en la que el campo de estudio es una
regién geografica rectangular, aunque el modelo matematico que proponemos puede
extenderse a regiones con cualquier otra forma. Nos enfrentamos al problema de de-
terminar al distribuciéon y abundancia de los individuos de alguna especie bioldgica
dentro de dicha regién. Suponemos ademas que dicha region cuenta con caracteristicas

geograficas que determinan la abundancia y la distribucién de los individuos de la espe-
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cie. Por motivos expositivos, explicamos nuestro método usando un ejemplo: elegimos
una regién especifica (con una orograffa complicada, un canén, ubicado en un bosque
nuboso de Chiapas, México, ver Figura 1.1). La regién que estudiamos se ubica en
los alrededores del Volcan Tacand (Pueblo de Chiquihuites) en el municipio de Unién
Juarez, Chiapas, México. Es un drea rectangular con lados de longitud 960m y 1010m.
Las coordenadas UTM (usamos la proyeccion WGS 84 15N) de sus vértices suroeste
y noreste son (594378, 1668578) y (595383, 1669533), respectivamente (ver Figura 1.1).
Contiene un rio que se bifurca en dos ramales que interpretamos como el tnico atrac-
tor sobre la regién. Consideramos ademds especies de anfibios (ver Capitulos 3 y 4)
como nuestra especies objetivo ya que se sienten atraidos naturalmente por los rios y
su acceso a lugares fuera de ellos depende de la orografia de los rios de la region.
Dividimos la regién geogréfica en una area cuadriculada (un lattice)

A={1,--- ,M}x{l,---,N},

donde M y N son enteros positivos (en nuestro caso especifico, M = 192 y N = 202.
Geograficamente, todas las celdas (7, j) en A tienen las mismas dimensiones. En nuestro
caso, cada celda cuadrada tiene 5m de lado. Una configuracion (o un estado) del sistema
es una especificacion w = (w; j) ¢ j)ea tal que w(; ;) denota el nimero de individuos en
la celda (i, 7). El espacio de configuraciones es el espacio

Q=Th

donde I = {0, ..., K} y K es el nimero méximo de individuos que puede haber en cada
celda.

Adicionalmente, definimos la estructura de vecinos de primer orden caracterizada
por la siguiente propiedad: Dos celdas (r,s) y (i,7) en A son vecinos si se cumple la
igualdad

|r—i|+|s —j| = 1.

Denotamos (r, s) ~ (i, ) para las celdas vecinas.

1.5.2. Funciones de energia (Hamiltonianos)

Ahora describimos las funciones de energia que formalizardn matematicamente las
hipétesis que fundamentan la investigacién (ver Seccién 1.2.1). Recordemos que en la

region existe un tunico atractor: el rio.

Hamiltoniano Libre. Denotamos por Hy el Hamiltoniano libre, el cual esta descrito
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1.5 Breve descripcion del Modelo Matematico

Ccomo
How) = Y (wrs—wiy)?, weQ, (1.24)
(T‘,S)N(i,j)

Observe que Hj es no negativo y es cero si y solo si w es constante, lo que implica que
las configuraciones w que minimizan la energia Hy son exactamente las que describen

el mismo nimero de individuos en cada celda.

Energia Potencial. Nosotros tomamos al rio como el tinico atractor (y no hay area de
repulsién). Denotamos por V' la energia potencial que controla la fuerza de atraccién
ejercida por el atractor, el cual estd dado por

Vow) :=g> diwij, weQ, (1.25)
i,

donde d; ; es la distancia de la celda (i, j) al rio.

Esta claro que Vj es positivo y que se minimiza en los estados donde no hay indivi-
duos fuera del rio. Incluimos una constante de acoplamiento g que mide la intensidad
de la fuerza de atraccion. Esta constante se seleccionara para que coincida con los datos
experimentales (en general, podemos utilizar mds variables, pero en nuestro caso solo

una constante de acoplamiento es suficiente).

Hamiltoniano del Sistema. El hamiltoniano del sistema es la suma de la energia libre
y la energia potencial, y es solo un oscilador arménico con constante de acoplamiento
g dado por:

H(w) := Ho(w) + Vy(w), we Q. (1.26)

1.5.3. Medida de Gibbs

La medida de probabilidad del sistema estd dada por la medida de Gibbs-Boltzmann
definida por

1
m(w) == Ee—%fﬂw), weQ, (1.27)

donde Z es la funcién de particién (que es solo una constante de normalizacién) y T' > 0

es la temperatura del sistema.

1.5.4. Datos recolectados sobre el rio

En el caso de la region que estudiamos, el atractor es el rio y es aproximadamente
homogéneo con respecto a las variables ambientales y geogréficas. Basta, por tanto,
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realizar trabajo de campo en un pequenio tramo del rio. Dado que el rio estd en promedio
5m de ancho, podemos suponer que consta de un conjunto de celdas alineadas. Creemos
que, para el trabajo de campo, muestrear 15 celdas (75m) es suficiente para obtener
la densidad por celda en el rio. De hecho, en [4], se informa que se muestrearon 75
metros y se recolectaron diferentes especies de anfibios. Sin embargo, no se informan
las densidades que necesitamos. En el trabajo futuro analizaremos diferentes especies de
anfibios e informaremos sobre el trabajo de campo adicional. Por ahora es conveniente
asumir una densidad de 5 individuos por celda para visualizar las caracteristicas del
modelo (y esto es realista en términos de [4]). Para situaciones reales, se debe realizar
un andlisis detallado de los aspectos bioldgicos y adaptaciones especificas del modelo y
considerar otras estrategias numéricas para realizar simulaciones 6ptimas (ver Capitulos
3y4).

Estableciendo la densidad de individuos por celda igual a 5, definimos un proceso de
Poisson sobre el rio que simulara la distribucién de la especie sobre el rio (ver Seccién
2.4.4.2). Este muestreo artificial a lo largo del rio lo tomamos como dato inicial. El
subconjunto de celdas que corresponden al rio serd denotado por R. Una vez que se
fijan los datos en el rio (es decir, sobre R), definimos la medida de probabilidad final
del sistema, que es la probabilidad condicional dado que el ntimero de individuos en
las celdas que tocan el rio es fijo. Denotamos esta medida de probabilidad por 7. Es
bien sabido que las probabilidades condicionales de las medidas de Gibbs también son
medidas de Gibbs [91]. Denotamos por H el correspondiente Hamiltoniano:

1 _1phrg,
R(W)Zﬁe 7w,

T
donde Z es una constante de normalizacién (funcién de particién). Aquf la cuadricula
es la cuadricula original menos todos los rectdngulos que tocan el rio (tiene 4 compo-
nentes conexas). A estos componentes conexas las llamamos Regiones 1, 2, 3 y 4 (ver
Figura 1.1). Y las denotaremos por A', A2, A3 y A*, respectivamente.

1.5.5. Generacion del muestreo de Gibbs

Dado que las Regiones 1, 2, 3 y 4 estan desconectadas, podemos analizarlos por
separado. Aqui nos enfocamos en la Regién 4 (el andlisis de las otras regiones es el
mismo). Recordamos que nuestro objetivo final es encontrar estados cuya energia se
acerque al minimo (lo que equivale a un criterio de méxima verosimilitud). Hay pocos
métodos que resuelvan rigurosamente este problema. El método preferido en este texto
se llama annealing [60, 69], aunque también estan disponibles estrategias de pendiente
descendente con descensos de temperatura aleatorios [157]. En el caso del annealing, las
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1.5 Breve descripcion del Modelo Matematico

tasas de convergencia 6ptimas son accesibles [60, 69]. Desafortunadamente, tales tasas
de convergencia son de orden logaritmico, comenzando con una temperatura grande, y
la mayoria de las veces intratables. En nuestro caso, el annealing puede requerir calculos
de més de 103°9°, Las formulaciones abstractas en [60] y [69] son independientes de
los estados (o configuraciones) iniciales y del orden de muestreo. Esta generalidad debe
pagar el precio de bajas tasas de convergencia. No obstante, la seleccién inteligente de
los estados iniciales, las temperaturas y los 6rdenes de muestreo pueden producir estados
cuyas energias estén muy cerca del minimo (pero las unicas tecnologias disponibles a
este respecto son las numéricas).

Dado que un procedimiento de temperatura descendente no tiene sentido en nuestro
caso, tenemos que elegir una temperatura adecuada (sin embargo, usamos un esquema
de temperatura descendente para elegir el estado inicial y la temperatura del sistema).
Las altas temperaturas implican una alta probabilidad para estados con energias que
no se acercan al minimo de energia. Las bajas temperaturas implican que los estados
tendréan una alta probabilidad de quedarse estancados en los minimos locales (en el
sentido de la Definicién 1.5.1). La tnica posibilidad es entonces elegir temperaturas
bajas que promuevan estados cuyas energias estén cerca del minimo global, pero no
demasiado bajas para evitar el minimo local. El muestreo de Gibbs es un método que
produce una sucesién de configuraciones (o estados) que tienden (en probabilidad) a los
estados mas probables y, por tanto, en el régimen de baja temperatura tienden a estados
cuyas energias estdn proximas al minimo. Sin embargo, si la temperatura es demasiado
baja o los estados iniciales no se eligen correctamente, es posible que nuestros calculos
numéricos solo produzcan minimos locales. Si tenemos suerte, entonces las energias
de los estados tienden a la energia minima, pero la mayoria de las veces se acercan a
los minimos locales. La idea es elegir configuraciones iniciales, métodos de muestreo y
temperaturas que promuevan el acercamiento al minimo global de la energia (ndtese
que el método de annealing no considera estas caracteristicas). El orden del muestreo
es crucial y se define mediante un orden de las celdas de la Regién 4. Esto se lleva a
cabo de la siguiente manera: Denotamos por my4 el nimero de celdas en la Regién 4 y

definimos una sucesién

(En)nz 1
la cual satisface

= Para toda n, ¢, es una celda de la Region 4, y la sucesién cubre todas las células
de esta region.

= Es periddica con periodo my, donde my es el niimero de celdas en la Regién 4.

» Los primeros elementos de la sucesién cubren los vecinos del rio, los siguientes
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elementos cubren los vecinos de los primeros elementos de la sucesién (que no
pertenecen a los primeros elementos), y asi sucesivamente hasta cubrir todas las
celdas de la Regién 4.

El muestreo de Gibbs se basa fundamentalmente en una cadena de Markov X* con
valores en el espacio de configuraciones (o estados) de la Regién 4, la cual esta definida
mediante las siguientes propiedades:

- X4(O),~7j = a9, para toda (i,7) en la Regién 4, donde a® es una configuracién
inicial.

= X%(n);; = X*(n+1);, para toda (i,5) # fn41 en la Regién 4.

» Denotando por P* la medida de probabilidad asociada a X4, si k € Ny si a es
una configuracién en la Region 4, luego la probabilidad de transicion de un paso
en el momento n de a a la configuracion que es igual a a excepto en la celda £,
es dado por

PHX " (n+1)g,,, = k|X () = a) =

7T4(wfn+1 = k’wi,j = Q4,5 for (27]) # €n+1)7 (1'28)

n+1

donde 7 es la restriccién de 7% a la Region 4.

Un muestreo de Gibbs es una realizacién

(W™ )nen (1.29)

del proceso estocéstico X 2.

Segin el Teorema 2.5.1 (Theorem A [60]), la distribucién invariante de esta cadena
de Markov es la distribucién de 74, y el Teorema Ergddico 4.7.1 (Theorem C [61], 5.1.4
Theorem [158]) establece que podemos obtener una muestra aleatoria de la distribucién
74 a través de los promedios de muestreo de Gibbs. En el régimen de baja temperatura,
esta muestra estard naturalmente mas cerca del estado méas probable de la distribucién
74 (el estado de energfa minima). Luego usamos el muestreo de Gibbs para estimar los
parametros del modelo que proponemos. Evitamos situaciones en las que el algoritmo
se atasca en estados no 6ptimos (esta es una desventaja mayoritaria del muestreo de
Gibbs). Dichos estados se denominaran minimos locales de acuerdo con la siguiente

definicidn:
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Definicion 1.5.1. Dada una configuracion a, decimos que a es un minimo local si

para cada celda ¢ y cada k € N
H'(a) < H'(a),

donde a es otra configuracion tal que a;; = a;; for (i,7) # € y ag = k, and H* es el

Hamiltoniano generador de la distribucion 7 sobre la Region 4.

Se puede encontrar una definicién similar en [69], en el contexto del método de
stmulated annealing 6ptimo. En la Seccién 2.8 mostramos en detalle un pequeno modelo
en el que el algoritmo de muestreo de Gibbs aplicado ingenuamente queda atrapado en
minimos locales.

1.6. Seleccion de Paramétros

En la Seccién 1.5.5 presentamos la principal herramienta matemaética para nuestro
modelo y simulaciones, la sucesién de muestreo de Gibbs (w(™),,cy. Esta sucesién es una
realizacién de un proceso estocastico y, por tanto, cambia con cada simulacién. Depende
de la constante de acoplamiento g y la temperatura 7. En esta seccién, seleccionamos
los pardmetros que producen resultados que se asemejan mejor a los de la Seccion 2.6.
El procedimiento general se describe en la Seccién 2.5.5.

1.6.1. Temperaturas auxiliares

Para calibrar nuestro modelo, tomamos un nimero constante de individuos (que
denotamos por K € {1,2,...,13}) en cada celda del rio y ¢ = 0. Especificamente,
el nimero 13 es el nimero maximo de individuos por celda en el rio (ver Seccién
2.4.4.2). Realizamos simulaciones de muestreo de Gibbs con diferentes temperaturas y
my4 x 1000000 iteraciones (y estado inicial cero). Seleccionamos una temperatura 7} y eso
produce un minimo para la energia en nuestras simulaciones numéricas para las ultimas
iteraciones. Calculamos la media de los ultimos m4 x 10000 iteraciones y lo utilizamos
como estado inicial para nuevas simulaciones de muestreo de Gibbs, bajo diferentes
temperaturas T (méas pequena que 77). Buscamos un intervalo para las temperaturas
T que produzca un descenso de energia significativo en las iteraciones de muestreo de
Gibbs. Llamamos a este intervalo el rango de T5.
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1.6.2. Estimacién de g, T y el estado inicial

La estimacién de los pardametros depende de los datos recolectados en el trabajo de
campo en la Regién 4. Una vez seleccionada la temperatura 77, que consideramos fija,
aumentamos lentamente el valor de g (partiendo de g = 0) y simulamos muestreos de
Gibbs para cada valor de g. Usamos estas simulaciones (y el Teorema Ergédico 2.5.2)
para estimar los valores esperados del niimero de individuos en las celdas donde se
realizé el trabajo de campo. Seleccionamos la constante de acoplamiento que mejor
se aproxima a los datos recopilados. Esto produce una primera aproximacién gg del
parametro g, que no es lo suficientemente precisa pero lo usamos como parametro de
referencia.

Por cada g en un vecindario de gg y cada T en su rango, calculamos m,4 x 1000000
iteraciones de muestreo de Gibbs (con estado inicial cero, temperatura T} y constante
de acoplamiento g) y tomamos el promedio de los tltimos my4 x 10000 estados para
producir un estado inicial. Con este estado inicial, calculamos m4 x 1000000 iteraciones
adicionales (con temperatura 75 y constante de acoplamiento g). Calculamos el pro-
medio de los ultimos my4 x 10000 estados y comparamos el resultado con los datos del
trabajo de campo. Elegimos el valor g7, que mejor coincida con los datos recopilados. A
continuacion, ejecutamos my4 x 2000000 iteraciones como describimos anteriormente con
diferentes valores de Ty (tomando gy, para la constante de acoplamiento) y elegimos
el namero 75 que produce la mejor tasa de decaimiento para el energias. Llamamos T’
a este nimero y g = g7, la temperatura y la constante de acoplamiento del sistema.
El estado inicial del sistema es el promedio de las ultimas m4 x 10000 iteraciones de
my X 1000000 iteraciones de muestreo de Gibbs con estado inicial cero, temperatura 73

y constante de acoplamiento g.

1.7. El problema de los minimos locales y la intratabilidad

En el algoritmo simulated annealing, el programa de descenso (1.21) se elige de
manera que dependa del nimero de iteraciones k en el esquema de muestreo de Gibbs,
y en [60, 69, 157] estd probado que el limite

¢ k>0,

T2 ogarmy 2

debe cumplirse, para ¢ constante lo suficientemente grande. Esta constante se estima
en [60, 69, 157]), y en nuestro caso, conduce a un problema insoluble. Entonces, un

descenso de la temperatura no tiene sentido y simplemente lo fijamos como un nimero
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T pequenio por determinar. Esto conduce a un problema importante: la mayoria de las
veces uno se queda atascado en los minimos locales. Explicamos cémo abordamos este
problema en las Secciones 2.2 y 1.5. En Seccién 2.8 damos un ejemplo simple en el que
el algoritmo se atasca en un minimo local, y este minimo es sustancialmente diferente

del minimo global.

1.8. Aplicaciones

Usamos el modelo anteriormente descrito para predecir la abundancia y distribucién
de dos especies de anfibios endémicas de la regién de estudio: Plectrohyla Sagorum y
Plectrohyla Guatemalensis. Para la aplicacién del modelos seleccionamos una subregién
rectangular dentro de la Reserva natural del Volcan Tacand (ver Figura 1.1). Para la
primera especie, modelamos el comportamiento global de la poblacion, en la segunda
nos centramos mas bien en la densidad poblacional.

Lo
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(a) Reserva Natural del Volcdn Tacand (cuadro azul) (b) Regién rectangular de estudio, el rio se

muestra en azul.

Figura 1.1: Reserva Natural del Volcan Tacand, cuadro azul en (a), y regién de estudio (b). Nétese en (b)
que la region rectangular de estudio estd dividida en 4 subregiones geogréficas disconexas por las corrientes
del rio (azul).

Caso Plectrohyla Sagorum (ver Capitulo 3).

Usamos nuestro modelo para predecir la dindmica poblacional de la especie durante
cuatro estaciones distintas del afio (tomamos el ano 2018, en el cual se recopilaron los
datos de campo [4]). Nuestro método explota la idea de que la poblacién es atraida
por los cuerpos de agua. Al mismo tiempo, la poblacién tiende a esparcirse por todos
lados si las condiciones de humedad son propicias. El equilibrio entre moverse y ser
atraido determina su distribucion y se estima a partir de los datos recopilados. Durante
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invierno (la estacién seca), la poblacién en su totalidad estd adherida a cuerpos de agua,
y asumimos que todos los individuos estan restringidos a un radio muy cercano a éstos.
Fijamos entonces el nimero de individuos de la region a partir de los datos recopilados
durante invierno, y reconstruimos la distribucién y abundancia de individuos para el
resto de las estaciones.

En la Figura 3.14 mostramos una representacion grafica de los valores esperados
del nuimero de individuos en cada celda, usando un punto para representar a cada
individuo. Vemos claramente que los individuos se concentran en el rio en invierno (la
estacion seca) y se dispersan a medida que llega la lluvia a la regién (primavera). En
verano, cuando la precipitaciéon alcanza su maximo, la dispersién de los individuos es
maxima. En otono, los individuos vuelven a acercarse al rio y su distribucién es similar

a la de primavera.
Caso Plectrohyla Guatemalensis (ver Capitulo 4).

Los datos recopilados para esta especie son sumamente escasos, por lo que optamos
por un enfoque distinto. Aqui, nuestras variables aleatorias describen promedios anuales
de valores esperados del nimero de individuos en lugar de individuos. Describimos los
resultados obtenidos mediante un mapa de calor (ver Figura 4.5). Utilizamos los 7
colores del arco iris: rojo, naranja, amarillo, verde, cian, azul y violeta (este orden
corresponde a una energia ascendente de los colores). Cada celda (i, ) estd coloreada
con uno de estos colores dependiendo de los valores de w; ; de tal manera que el color
es constante en intervalos de la forma w;; € (2K, #K], s € {0,---,6} y la energia
del color aumenta a medida que aumenta w; ;, donde K es la mayor densidad por celda
registrada. Es posible observar que el modelo arroja una distribucion de la especie “por
bandas” concéntricas sobre la fuente de agua.

1.9. Teoria de operadores y de dispersion en la recta real

discretizada

1.9.1. Hamiltonianos

En [15] se estudia la teoria de la dispersién para la matriz unidimensional de los
Hamiltonianos de Schrodinger en Z de la forma

H=Hy+V, (1.30)
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donde Hjy es el operador discreto de Laplace definido sobre el espacio de Hilbert
?%(Z,C*) dado por

(Hop)(n) := ¢p(n+ 1)+ d(n — 1), ¢ € (*(z,Cl), (1.31)

vy V € Mpxr(C)% (Mpx1(C) es el espacio de las matrices de L x L con coeficientes en
C) es un operador de multiplicacién matricial con primer momento finito, definido por

(V) (n) :=V(n)¥(n), e ?zCh). (1.32)
Suponemos ademés que V(n) =V(n)*, n€Zy

> IV (n)|| < oo (1.33)

neL

En [16] se estudian los operadores de la forma (1.30), pero con V' de soporte compac-
to. En [16] se sigue un enfoque analitico diferente, a saber, las soluciones de la ecuacién
de valor propio de H se calculan en términos de la matriz de transferencia, mientras
que aqui se utiliza la ecuacion de Volterra. Esto implica una gran diferencia y practi-
camente no hay interseccion entre las pruebas en esta investigacién y las pruebas en
[16]. Ademds, un potencial con soporte compacto admite continuaciones meromoérficas
de la matriz de dispersién en todo el plano complejo, algo que no es posible en el marco
actual.

En [94] se aborda el caso escalar continuo y en [79] se ha tratado el caso escalar
discreto. Para los operadores de Schrodinger con valores matriciales continuos, hay tra-
bajos de Aktosun, Klaus, Van Der Mee y Weder [7, 8, 9]. Es importante enfatizar que
nuestra prueba del limite de la matriz de dispersion es mas corta y estd estrechamente
ligada a un tratamiento conceptual del Wronskiano. En realidad, no usamos la descom-
posicién de Jordan como en [7]. Los estados ligados para la versién de medio espacio
de la ecuacion de Schrodinger de matriz discreta con potenciales soportados de forma
compacta se han analizado en [6].

Este modelo se usa ampliamente en el contexto de los fenémenos de baja energia
en la fisica del estado sélido. Ademads, H es un operador tridiagonal, también llamado
operador Jacobi, que es el andlogo discreto de un operador Sturm-Liouville. Su anélisis
estd conectado a polinomios ortogonales (matriciales) y, a través de su teoria espectral,
a medidas con valores matriciales en R. Como es usual, estudiamos autovalores, ademas,
no solo se abordan las energias reales, sino que también estudian los vectores propios
generalizados correspondientes a las energias complejas. Usamos los mismos simbolos
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H y Hj para denotar los operadores definidos (con las mismas expresiones que arriba)
ya sea sobre (Mrxz)% o (CF)% y parametrizamos los autovalores en la forma

E=z+1/z, z € C\{0}. (1.34)
Entonces las ecuaciones de autovalores tienen la forma

Hu = FEu, (1.35)
Hou = Fu, (1.36)

donde u € (M« L)Z. De particular importancia son las soluciones de Jost, las cuales
son soluciones de (5.12) con a la frontera asintéticos en —oo 0 oo dadas por soluciones
libres (esto es, soluciones a (5.13)).

1.9.2. Soluciones de Jost

Las soluciones de Jost, son soluciones del sistema (5.12) que se comportan como
ondas libres (ondas planas) en el infinito.

Definicién 1.9.1 (Soluciones de Jost). Para toda z € D\{0}, donde D es el disco
1/

unitario abierto complejo, denotamos por uZ y u * la soluciones My x 1 -valuadas de

Hu? = Ev:, Hu”=FEu’?,  E=z2+1/z (1.37)
tales que, cuando n — +o00 y n — —o0, respectivamente,
wi(n) =2"(1+0(1),  u*(n)=2"(1+o(1)). (1.38)
Adicionalmente, para z = 1, denotamos por vi la soluciones My xr-valuadas de
Hvi = Evi, E =2, (1.39)

tales que cuando n — 400,
vi(n) =n(1+o0(1)). (1.40)

Debido al comportamiento asintético de las soluciones de Jost (ver Ecuacién (1.38)),

las columnas de la matriz (u%, uli/ “) son linealmente independientes para z € S'\{—1, 1}
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(donde S! es la esfera unitaria compleja) y por tanto forman una base para el espacio
de las soluciones. Lo mismo es vélido para (ul,v}). Esto implica que existen matrices
M3, Ni € My tales que

wi =i M:+ PN Wt =i N P (1.41)

Ademaés, probamos que las matrices tienen una continuacién meromoérfica a . Asu-

miendo que M7 son invertidles, podemos reescribir estas ecuaciones como

uiTE =u? — u'l? Z T = ui/z —uiRZ, (1.42)
donde
TP = (MP)7', Ry =-Ni(Mi)T, (1.43)

son los coeficientes de transmision y refleccién, respectivamente. La interpretacion de
(1.42) en el caso que z = e** ¢ {—1,1}, corresponde a una onda desplazédndosela a la
derecha: la onda entrante u® produce la onda saliente v3 T viajando hacia la derecha

1/

(es decir, una onda transmitida) y la onda saliente u zRi viajando a la izquierda (es

decir, una onda reflejada).

1.9.3. Resultados principales

Teorema 1.9.1. Eziste una vecindad de 1 tal que para todo z en dicha vecindad con

z € D\{1}, las matrices M3 son invertibles. Ademds, los limites
1. s z
T} = lim 7% (1.44)

existen, donde los limites son tomados en D. Los miicleos e imdgenes de TL pueden
calcularse explicitamente y estdn estrechamente conectados a estados semi-acotados.
Los limites

1 . s z

de los coeficientes de refleccion RZ existen, donde los limites son tomados en S', y
tienen expresiones explicitas. Los niicleos e imdgenes de 1 — RY pueden calcularse

explicitamente.
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Capitulo 2
Un modelo numeérico para la descripcion
de la distribucion y abundancia de

individuos

2.1. Introduccion

En este capitulo explicamos con precisién el modelo matematico el método numéri-
co que introducimos en la investigacion. Como hemos explicado en la Seccién 1.5.1,
evitamos una exposicion abstracta y en cambio, explicamos nuestro método usando un
ejemplo: elegimos una regién especifica ubicada en un bosque nuboso de Chiapas, Méxi-
co, ver Figura 1.1). En los Capitulos 3 y 4 usaremos y adaptaremos nuestro método
para estudiar especies especificas de anfibios del género Plectrohyla en la misma regién
que estudiamos aqui. Ambas especies requieren algunas caracteristicas adicionales para
su andlisis, ya que se encuentran en peligro de extincién (los datos recolectados son
extremadamente pobres). Los resultados en este capitulo estan reportados en [19].

2.2. Hipoétesis ecologicas

Elegimos una regién especifica (con una orografia complicada, un canén) y una
especie de anfibio endémica de la regién. Esto es conveniente porque en este caso la
interpretacién de los conceptos matematicos del presente trabajo es sencilla, sobre todo
si tenemos en cuenta a los anfibios que son atraidos naturalmente por los rios y su acceso
a lugares fuera de ellos depende de la orografia de la region. FEn este capitulo, abordamos

la parte matematica de nuestro programa y nos enfocamos en definiciones y analisis
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matematicos precisos y detallados, y todos los aspectos numéricos. En los Capitulos
3 vy 4 usaremos y adaptaremos nuestro método para estudiar especies especificas de
anfibios del género Plectrohyla en la regién que aqui estudiamos ([17, 20]). El modelo
que presentamos también serda usado en una regién diferente, que es mas accesible
para el trabajo de campo [18]. En concreto, en el Capitulo 3 (y en [20]) estudiamos la
dindmica poblacional (c6mo cambia la distribucién en las diferentes estaciones del ano)
de Plectrohyla Sagorum; y en el Capitulo 4 (y en [17]) abordaramos el problema de
reconstruir la densidad poblacional una especie en peligro critico llamada Plectrohyla
Guatemalensis (esto es complicado porque los datos recolectados son muy pobres), y en
[18] aprovecharemos los datos disponibles més precisos para usar inteligencia artificial
(redes neuronales) para estimar los potenciales.

La idea clave de nuestro modelo es notar que hay variables ambientales que atraen
o repelen a los individuos de una especie biolégica. Por ejemplo, en el caso de los
anfibios, los rios juegan el papel de atractores. En ellos se alcanza la mayor densidad de
individuos, y la densidad disminuye a medida que aumenta la distancia (y la elevacién)
a los rios. Nuestro enfoque se basa en dos hipétesis basicas y razonables:

H1 Sino existe una variable ambiental especifica que atraiga o repele a los individuos,
entonces se esparcen por todos lados, y es igualmente probable encontrarlos en
cualquier lugar de la regién que estudiamos.

H2 En el caso de que podamos identificar atractores (o regiones de repulsién), en-
tonces los individuos tienden a acercarse a ellos (o alejarse de las regiones de
repulsién) pero al mismo tiempo, quieren moverse y extenderse. Estos dos com-
portamientos compiten entre si y la distribucién real de los individuos estd deter-
minada por la fuerza de la atraccién (o la repulsién).

Las hipétesis H1 y H2 se encuentran entre los conceptos de la fisica que son los
mas utilizados desde los origenes de la fisica moderna. La propagacién descrita en H1
podria entenderse como energia cinética y las fuerzas de atraccion o repulsion descritas
en H2 se conocen como energia potencial.

Probablemente, la forma mas natural de abordar el problema es mediante el uso de
la mecanica estadistica cldsica, porque ha sido utilizada (conscientemente o no) por los
estadisticos desde los origenes de la geoestadistica (ver Seccién 2.3). Sin embargo, los
conceptos de energias cinética y potencial no se han utilizado en geoestadistica, porque
sus modelos normalmente se limitan al alcance de las distribuciones habituales (mas
prominentemente de la familia exponencial). La idea clave es que la presencia de indi-
viduos en algin lugar depende de los individuos del entorno. Por lo tanto, las variables
aleatorias asociadas a las posiciones de los individuos no pueden ser independientes y
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generan un campo aleatorio de Markov o, de manera equivalente, una medida de Gibbs
[60]. Esto establece las caracteristicas generales del modelo matematico y los datos de
muestreo se utilizan luego para estimar los parametros libres del modelo.

Nuestro enfoque difiere significativamente de los métodos bayesianos habituales de
geoestadistica porque intentamos encontrar un proceso estocdstico (un campo aleatorio
de Markov) en lugar de ajustar un modelo estadistico. En primer lugar, estamos pen-
sando en una situacién en la que no tenemos una cantidad suficiente de datos muestrales
lo cual es esencial en la inferencia estadistica (especificamente, no tenemos covariables
medibles in situ que brinden la posibilidad de calcular medidas de tendencia central
y tasas de convergencia). Esta es una suposicién razonable, ya que nuestro método se
aplicard en trabajos futuros a modelos de especies en peligro de extincion para las que
es dificil recopilar datos. Recordamos que las técnicas habituales de estimacién bayesia-
na también utilizan una simulacién muestral de distribuciones propuestas a priori para
cada uno de los parametros con el fin de obtener sus estimaciones. En cambio, nuestro
modelo intenta reconstruir el mapa de abundancia y distribucion de la especie sin la ne-
cesidad de tales suposiciones. En segundo lugar, nuestro modelo propone directamente
una distribucion global, a diferencia de los métodos habituales de geoestadistica, en los
que se proponen distribuciones condicionales locales para derivar (a través del teorema
de Hammersley-Clifford) una distribucién global (que es una medida de Gibbs).

Ciertamente, el problema de la estimacion de la distribucién real de las especies
bioldgicas ha sido abordado desde la perspectiva de la geoestadistica, en los que la
informacién sobre covariables (cobertura vegetal, precipitacién, isotermalidad) es fun-
damental. Sin embargo, esta informacién sobre covariables y el volumen de datos re-
colectados son practicamente inexistentes en las regiones de nuestro interés, que son el
bosque nuboso de Chiapas y el bosque lluvioso de Oaxaca en México. El trabajo de
campo requiere mucho trabajo debido a que las condiciones geogréficas son inaccesibles
desde el entorno, por lo que la calibracién de nuestro pardmetro principal (la constante
de acoplamiento, que mide la fuerza de atraccién hacia las fuentes de agua) no se puede
realizar con las técnicas propuestas por la geostadistica.

Las nuevas ideas introducidas en nuestro modelo computacional son las siguientes:

(a) No estimamos localmente, sino globalmente: en lugar de enfocarnos en proba-
bilidades condicionales (de un conjunto limitado de distribuciones), abordamos
directamente la medida conjunta del sistema, la cual es una medida de Gibbs.

(b) El modelo se concreta utilizando la intuicién fisica de los fenémenos a describir.
En particular, elegimos un Hamiltoniano extraido de la mecanica cudntica (que
es el generador de una medida de Gibbs) que representa el comportamiento de
los individuos.
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(c) Nuestro esquema numérico se basa en el algoritmo de muestreo de Gibbs [60].
Permite un control global del sistema que se identifica facilmente a partir de
nuestras simulaciones. En el caso libre, obtenemos una aproximacién muy precisa
del estimador de verosimilitud (minimo global del Hamiltoniano libre). Es impor-
tante elegir el estado inicial con cuidado, ya que no siempre es posible alcanzar el
minimo global con estados iniciales arbitrarios, incluso en el caso libre (Seccién
2.8).

2.3. Antecedentes historicos

La geoestadistica es en la actualidad el principal enfoque, aunque no el tinico, de
los métodos de investigacion ecoldgica de la distribucién espacial de las especies (para
una descripcién de los métodos cldsicos y modernos de anélisis espacial, véase [22, 29,
48, 126, 127]). La geoestadistica se originé a partir del estudio de la distribucién de
ciertos minerales en los yacimientos mineros [13, 35, 42, 84, 103, 104, 105, 106, 107,
148]. La idea principal de los modelos geoestadisticos es que la densidad (o la simple
presencia o ausencia) de minerales (o individuos de una poblacién biolégica, en el
contexto de la ecologia) sobre determinada posicién geogréfica, normalmente depende
de dicha densidad en las posiciones geograficas circundantes. Lo que implica que los
modelos estocasticos de la geoestadistica no suponen independencia de las variables
que intervienen en el sistema, como es el caso de los métodos tipicos de los modelos
jerdrquicos generalizados del andlisis de regresion lineal (ver [38, 39, 100, 128]). Tales
modelos lineales son populares en la ecologia porque utilizan covariables que describen
las caracteristicas espaciales de las regiones de estudio. Sin embargo, estos modelos no
consideran la dependencia espacial intrinseca de todo el sistema, en contraste con los
métodos de la geoestadistica (ver [14, 74, 80, 81, 159]).

El primer paso importante en el desarrollo de la geoestadistica en el contexto de
la ecologia es el trabajo de Besag [25, 26], donde el lema de Brook [31] es un ingre-
diente esencial. Besag utiliza campos aleatorios de Markov (introducidos originalmen-
te por F. Spitzer [136] y C. Preston [123]), para caracterizar mediante el teorema de
Hammersley-Clifford [26] (segtin Besag, demostrado en 1971 por Hammersley y Clifford
en un trabajo inédito en 1971) los llamados automodelos, o0 modelos autorregresivos,
disenados especificamente para describir datos espacialmente autocorrelacionados, ba-
sados en relaciones del vecindad (ver [22, 62, 67, 135, 139, 154, 155]). La idea es que las
propiedades estadisticas en ciertas posiciones geogréficas se determinen una vez que se
conocen estas mismas propiedades en las posiciones circundantes.

Esencialmente, el teorema de Hammersley-Clifford afirma que la distribucién con-
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junta de un campo aleatorio de Markov se puede factorizar utilizando distribuciones
condicionales, lo que equivale al hecho de que existe una correspondencia uno a uno en-
tre las medidas de Gibbs y los campos aleatorios de Markov [67, 92]. Desde el punto de
vista de los automodelos de Besag, estas probabilidades condicionales estan dadas por
las distribuciones habituales de las estadistica clasica, generalmente asociadas con la
familia exponencial. La ventaja del enfoque de Besag es que en lugar de construir esti-
madores de maxima verosimilitud a partir de la distribucién conjunta (que generalmente
es muy dificil), propuso construirlos solo para las probabilidades condicionales (que nor-
malmente es una tarea simple). Estos estimadores se denominan pseudo-verosimilitud,
pero desafortunadamente, no coinciden con los estimadores de verosimilitud y pue-
den diferir sustancialmente. La hipdtesis del enfoque de pseudo-verosimilitud es que
los eventos estadisticamente significativos deben maximizar las probabilidades condi-
cionales. Sin embargo, las complejas dependencias en el modelo de conjunto completo
podrian jugar un papel importante (ver por ejemplo [162]). Ademds, la eficiencia de
los métodos de maxima pseudo-verosimilitud depende de la fuerza de la dependencia
espacial y es comparable a la eficiencia de las estimaciones de maxima verosimilitud
solo si la dependencia espacial no es demasiado fuerte [68, 159].

Los métodos de restauracién de imdgenes (recuperar escenas reales de imagenes
degradadas) se basan en la misma idea, utilizando campos aleatorios de Markov. Un
trabajo fundamental sobre este tema fue el trabajo de Geman-Geman [61], quien re-
marcd que los campos aleatorios de Markov son equivalentes a las medidas de Gibbs,
cuyo origen se remonta a los trabajos sobre termodindmica de L. Boltzmann [27] y J.
W. Gibbs [65]. A diferencia de Besag y otros, Geman-Geman senalé que la distribucién
conjunta completa de un campo aleatorio de Markov toma una forma simple como
una medida de Gibbs (teorema de Hammersley-Clifford). Proporcionaron un algoritmo
computacional matematicamente robusto, llamado muestreo de Gibbs. Esto permitié
implementar la maquinaria de mecéanica estadistica y, en particular, métodos numéricos
como Monte Carlo Markov Chain y Metropolis-Hastings. Geman-Geman entendi6é que
la estimacion estadistica equivale a encontrar las configuraciones méas probables con
respecto a las medidas de Gibbs. También aplicaron el concepto de simulated annealing
(introducido primero en [93]) para minimizar la energia utilizando un esquema donde
la temperatura desciende lentamente. La estimacién estadistica se presenta también
en términos de un problema de minimizacién. Geman-Geman proporciond una de las
primeras pruebas matematicas de convergencia del método Metropolis que introducen
(muestreo de Gibbs). Demostraron que el simulated annealing conduce a una energia
minima. Posteriormente, en [69], se demostraron las tasas 6ptimas de convergencia. En
[129] y [158] se pueden encontrar trabajos mas recientes sobre las tasas de convergencia
de Monte Carlo.
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Los trabajos de Besag y Geman-Geman introdujeron la base de la geoestadistica en
el contexto de la ecologia, en términos de campos aleatorios de Markov y sus métodos,
o modificaciones de los mismos, se utilizan con mucha frecuencia en el contexto de la
ecologia en la actualidad, en lugar de los métodos tradicionales de analisis de regresién
generalizado (para ejemplos recientes, véase [28, 37, 71, 102, 163, 164]). Un enfoque
bayesiano se utiliza en [47, 75, 162]. Sin embargo, en términos computacionales, la

inferencia bayesiana puede llevar las simulaciones mucho més tiempo [162].

2.4. Modelo Matematico

2.4.1. La cuadricula, la estructura de vecinos de primer orden y las

configuraciones (o estados)

Como mencionamos anteriormente en la Seccién 1.5.1, ofrecemos una explicacién
del modelo sobre un regién especifica comprendida en los alrededores del Volcan Ta-
cand, en el estado de Chiapas, México (ver Figura 1.1). Se trata de un area rectangular
con lados de longitud 960m y 1010m, cuya ubicaciéon de sus vértices suroeste y no-
reste son, en coordenadas UTM bajo la proyeccién WGS 84 15N, (594378, 1668578) y
(595383, 1669533), respectivamente. Esté caracterizada por la presencia de un rio que
se bifurca en dos ramales principales, el cual suponemos como tnico artractor de la
regién, y la presencia de canones (en los caudales de las zonas mds altas del rio). Di-
vidimos la regién en una cuadricula (un lattice) compuesta de celdas cuadriculares de
5m de longitud cada una (lo que resulta en un lattice rectangular de tamatno 192 x 202

celdas), ver Figura 2.1.

Figura 2.1: Regiones A, A2, A3, A% y el Rio R (azul)
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Denotamos esta cuadricula por
A=A{1,... . M} x{1,...,N},

donde M y N son niimeros enteros positivos (en nuestro estudio, M = 192 y N = 202).
Denotamos por K es el niimero méximo de individuos observados en cada celda de
los datos recolectados (en nuestro caso asumimos que los datos fueron recolectados de
todas las celdas que tocan el rio) y obtenemos que

K =13

Denotamos por I' o bien el conjunto finito {0, 1, ..., K'} o el intervalo [0, K]. El conjunto
{0,1,..., K} representa el niumero posible de individuos en las celdas, y los elementos de
[0, K] son interpretados como los valores esperados del nimero de individuos en cada
celda.

El espacio de estados (o configuraciones) se denota por
Q=T

Los elementos de §2 se denominan estados o configuraciones y generalmente se denotan
por
Q>w: A>T,

e identificamos
w((4,7)) = wij

que es el nimero de individuos de la especie objetivo en la celda (i,5) € A (o el valor
esperado del nimero de individuos en el caso de que I' = [0, K]).

La estructura de vecinos de primer orden que usamos estd dada por lo siguiente:
Para cada celda (7, ) € A, denotamos por

N(i,j) ={(—1,7), (@ +1,5),(j—1),@j+1}NA
el conjunto vecinos de primer orden de (7, j). Ademads, el simbolo
(4,7) ~ (I,m)

denota que las celdas (i,7) y (I,m) son vecinas, es decir, (I,m) € N(i,j), ver Figura
2.2.

37



2. UN MODELO NUMERICO PARA LA DESCRIPCION DE LA DISTRIBUCION
Y ABUNDANCIA DE INDIVIDUOS

Figura 2.2: Las celdas vecinas (punto gris) de una celda (%, j) (punto negro).

En el contexto de la teoria de grafos, las estructuras de los vecinos se definen en
términos de cliques. En el caso de los vecinos de primer orden que describimos ante-

riormente, el conjunto de cliques es

€= {{(r,5), (r,5 + D}|(r,9), (r,5 + 1) € A}
U{{0). (+ LG, (+ 1) e Af. (21)

Por lo tanto, para cada (i,7) € A,
NG.j) = {(,m) € A+ {(i,9), (1,m)} € €}. (2.2)

2.4.2. Hamiltonianos (Funciones de energia)
2.4.2.1. El Hamiltoniano Libre
El Hamiltoniano Libre esta dado por

How)= Y (w—w)’  weQ,
{¢,5}ec

donde C es la clase de cliques (2.1). Hy es positivo y se anula solo si w es constante, de
modo que las configuraciones w que minimizan la energia Hy son exactamente los que
tienen el mismo nimero de individuos en cada celda. Entonces Hy es una formalizacién
matematica de la hipdtesis ecoldgica H1 enunciada en la Seccién 2.2.

2.4.2.2. Energia Potencial

La Energia Potencial esta dada por

Vy(w) := gZd%wg, w e Q,
leA
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donde dy es la distancia de la celda £ al rio definida como por
dp = My+ Ay

donde My es la distancia horizontal desde la celda ¢ hasta el rio, es decir, la distancia
minima desde el centro de la celda £ hasta los puntos del rio, y Ay es la distancia vertical
desde el centro de la celda ¢ hasta el punto del rio que minimiza la distancia horizontal.
La informacién geogréfica se obtiene a partir de datos proporcionados por INEGI [82].
En nuestro modelo de la regién, el rio es el inico atractor (y no hay area de repul-
sién). Observe que V, es minima en las configuraciones w en las que no hay individuos
fuera del rio. La energfa potencial V; describe qué tan répido y de qué manera decae
la presencia de individuos a medida que aumenta la distancia al rio, por lo que es una
formalizacién matematica de la hipétesis ecolégica H2 enunciada en la Seccién 2.2.
Esta es la parte del modelo que debe reconstruirse a partir de los datos del trabajo de
campo. La precisién de la reconstruccién depende de la cantidad de datos disponibles.
Para simplificar el modelo, e inspirados por el oscilador armoénico, aqui asumimos una
tasa cuadratica con fuerza determinada por una constante de acoplamiento g, el cual

es el pardametro a estimar.

2.4.2.3. Hamiltoniano Completo
El Hamiltoniano del sistema es la suma de la energia libre y la energia potencial, y

se asemeja a un oscilador arménico con constante de acoplamiento g:

H(w) := Ho(w) + Vy(w), w e . (2.3)

2.4.3. Medida de probabilidad (medida de Gibbs) y el campo aleatorio
de Markov

2.4.3.1. Medida de probabilidad (medida de Gibbs)

El siguiente paso es asignar una distribucién de probabilidad en el espacio de confi-
guraciones ). Esta distribucién estd dada por una distribucién de Gibbs 7 : Q@ — [0, 1]
que depende del hamiltoniano y de la temperatura 7. Se define por

) = 7(e) = o {-1HW}. wen
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donde H es la energia (Hamiltoniano) definido previamente en (2.3). La constante Z
es un factor de normalizacién, dado por

Z = Z exp {—;H(w)} .

2.4.3.2. Campo aleatorio de Markov

Para cada v C A y p € v, definimos la variable aleatoria W), : I'" — R por
Wp(w) = wp.
Para cada © C v, establecemos
We :=={W, :pe O}

Omitimos el simbolo v en nuestra notacién. Observamos que las variables aleatorias W),
definen un campo aleatorio de Markov y W), es una cantidad aleatoria que representa
el nimero de individuos en la celda p.

2.4.4. Inclusién de los datos del rio (el atractor) en el modelo: los

hamiltonianos finales

2.4.4.1. Reticula del rio y componentes conexas: regiones

Denotamos por R C A la cuadricula del rio, que consiste en todas las celdas en A
que tocan el rio. La cuadricula del rio R divide la cuadricula A en cuatro componen-
tes conexas, que denotamos por A', A2, A3 y A%, A estos componentes los llamamos
Regiones 1, 2, 3 y 4, respectivamente. Tenemos que

4
A=JANUR

=1

Dado que las Regiones 1, ..., 4 son disconexas, los sistemas correspondientes estan
desacoplados y por esta razon cada region puede estudiarse por separado. Definimos

AR = A\R y Oft .= A"
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Ademss ‘
QO =1V, i€ {1,2,3,4}.

Denotamos por
wl R T,

R

a las observaciones (simuladas) sobre el rio. Entonces, w'* es una muestra fija y lo

tomamos como datos recopilados.

2.4.4.2. Simulacién Poisson

Como ya se ha mencionado en la Seccién 1.5.4, asumimos que la densidad de in-
dividuos por celda es 5. Por lo tanto, usamos un proceso de Poisson unidimensional
homogéneo, con intensidad

=1,

que es el nimero promedio de individuos por metro. En este escenario, las observaciones
de los individuos son los eventos del proceso y los tiempos corresponden a las distancias
(alo largo del rio) donde ocurren los eventos. Simulamos el proceso de Poisson usando el
teorema del intervalo [98], del cual obtenemos que la distribucién conjunta condicional
de los tiempos de espera dado un nimero fijo J de individuos (eventos) hasta el tiempo
(distancia) ¢ es igual a la distribucién del estadistico de orden J-ésimo de J variables
aleatorias independientes, distribuidas de manera idéntica con distribucién uniforme
sobre (0,t). De esta forma, generamos artificialmente la abundancia de la especie en el

rio de la siguiente manera:

1. Elegimos una muestra aleatoria fija de una distribucién unidimensional de Poisson
con intensidad AL, donde L es la longitud total del rio. Denotamos por J el niimero

correspondiente de eventos, es decir, el nimero de individuos en el rio.

2. Generamos una muestra aleatoria ordenada de tamano J a partir de una distri-
bucién uniforme en (0, L).

De nuestras simulaciones de Poisson, seleccionamos un niimero maximo de indivi-

duos en cada celda dado por
K = nrlémx{wf;2 :p € R} =13.

Elegimos una simulacién con este maximo después de haber realizado 1000 simulaciones
Poisson y comprobar que esta era la situacién mas comin (alrededor del 33 % de las

simulaciones realizadas).
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2.4.4.3. Hamiltoniano con condiciones de contorno en el rio

Para todo estado w en QF, sea w® el estado en Q definido por

R Wp, pe Al
=
wg, p € R.

Denotamos por 7% la funcién de probabilidad condicional en AT, dado que se conocen
los datos del rio w’. Entonces tenemos

(W) = Pr(Wpr =w | Wi = ) = W.

acQht

Es bien sabido que las medidas condicionales de las medidas de Gibbs son medidas de

Gibbs en sf mismas. Un cdlculo directo proporciona el Hamiltoniano H correspon-

diente a 7t

Definicién 2.4.1 (Hamiltoniano con condiciones de contorno en R). Para w € QF,

definimos

Hi'w) 1= ) (ws —wsy)” + Y (ws — wih)?, (2.4)

S1rs2 reR
Viw) =g ) dlws. (2.5)
sEAR

El Hamiltoniano que incluye los datos recolectados sobre el rio es

H(w) = Hi'(w) + V().

Observacién. Después de un célculo sencillo, obtenemos que
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Por lo tanto, H es el Hamiltoniano que corresponde a 7't.

2.4.4.4. Hamiltonianos sobre las Regiones 1,2,3 y 4

Para todo estado w en €7, sea w' el estado en Q' U R definido por

. Wy, e AN
wi= P (2.6)
wﬁ, p € R.

Denotamos por 7' la funcién de probabilidad condicional en A?, dado que se conocen

los datos del rio w’:
ﬂ—i(w) =P (Wyi =w | Wg = wR) = M
> 7(d)
acQi

Definicién 2.4.2 (Hamiltonianos sobre las Regiones 1,2,3 y 4). Para cada i =1,2,3,4

y para todo w € Q, definimos

H(Z)(w) ‘= Z (w81 - w82)2 + Z(ws - wﬁ)Qa

51~S s~
1 reR
7 2
va (w)=y E dgws,
sEA?L

y definimos el Hamiltoniano sobre la Region i por
H'(w) = Hj(w) + V(). (2.7)
Definicién 2.4.3. Para todo w € QF (o w € Q') yv C A (v C A?) denotamos por
Wy

la restriccion de w a v.
Observacion. Un calculo directo nos lleva a

P = e {10}
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donde la funcién de particién Z* estd dada por

7i=Y" exp{—;Hi(w)}.

weNt

De las definiciones anteriores se sigue que para todo w € QF

4
HYw) =) H'(wlx)
i=1

4
wfi(w) = [ 7' (wla),
i=1

y esto implica que las variables aleatorias W, son independientes de las variables Wy
siempre que ¢ # j. Consecuentemente, podemos estudiar las separadamente las regiones
AL, A2, A3 y A%, ie. tales regiones estan desacopladas.

2.5. Muestreo de Gibbs

2.5.1. Ordenamiento de las celdas

Primero clasificamos las celdas segin la distancia a R (las celdas que tocan el rio)
en términos de vecinos. Establecemos la Clase 0, que denotamos por Gy, las celdas que
tocan el rio: Gy := R. La clase 1, denotada por Gy, consta de las celdas en A\Gy que
son vecinas de las celdas en Gy. En general, definimos para cada k € N,

k—1
G, = {ZGA\ U Gy, 3t € Gp_q tal quelrvt}.
m=0

Dado que A es finito, existe k tal que G # () y para todo k > k, G}, = 0. Se sigue
entonces que

k k
A= G, A=) G,
m=0 m=1

y las clases G,, son disjuntas.
En la Figura 2.3, representamos un ejemplo simplificado en una cuadricula de 10 x
10, donde las celdas azules representan el rio y contienen el nimero 0, lo que muestra

que pertenecen a (Gy. De manera similar, las celdas con el nimero ¢ pertenecen a la
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clase G;, i € {1,2,3,4}. La intensidad del color gris decrece con la distancia al rfo.

[1]

[0]

3

3|3 3[4
NE 3[4

Figura 2.3: Una cuadricula de 10 X 10 con celdas de rio representadas en azul. El nimero de cada celda
corresponde a su clase.

Las regiones A', A%, A3, A* se ordenan independientemente. La forma especifica en
que se ordenan varia de una region a otra, pero lo importante es que las primeras celdas
corresponden a las celdas en G1 y son seguidas por las celdas en G5. Procedemos de
esta manera hasta llegar a las celdas en Gg. A continuacién, solo describimos el orden
en la Regién A* (ver Figura 2.4, las celdas del rio R son de color azul. La intensidad del
color gris es uniforme en cada una de las clases GG; y disminuye a medida que aumenta
i) y no abordamos la descripcién del ordenamiento de las otras regiones, porque se
analizan de manera muy similar:

En este caso k = 108, y el ntimero de celdas en A% es
my = 13715.

Proporcionamos un orden en A%, que denotamos por <,a, de la siguiente manera: Sea
1,0 € A*, luego
< A4 0

si hay algunos i < j tales que l € G; y 0 € G o
l <lex 67

donde <jey es el orden lexicogréfico. En la Seccién 2.9.1 mostramos el algoritmo compu-
tacional implementado para realizar este orden.

Sea A* = {c; : 0 < k < my — 1} una lista ordenada de A%, i.e. cp <ps4 cpy1, para
toda k € {0,...,ms — 2}. Ahora damos una definicién precisa de la sucesion (¢,)n>1,

introducida en la Seccién 1.5.5: Definimos

b, =ck, donde n—1=k (mod my). (2.8)
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La sucesion (£,,)n>1 es periddica con periodo my = 13715 y satisface los items presen-
tados en la Seccién 1.5.5.

Figura 2.4: Orden de las celdas de la Regién 4. Las celdas del rio estan en azul. El color gris de las clases
de las celdas se degrada conforme la distancia al rio. Puede observarse un patrén de “franjas” desde el rio
hasta el exterior.

2.5.2. Probabilidades condicionales para celdas individuales

En esta seccién, damos una expresién explicita para las probabilidades condicio-
nales en cada celda asumiendo que el nimero de individuos se conoce para todas las
demds celdas. Estas probabilidades condicionales son ingredientes clave en el método
de muestreo de Gibbs.

Definicion 2.5.1. Sea v ; A, g€ A\v yw €T Para cada © € T, denotamos

tgx(w) € TV el estado

w(r), if r#q,

x, if r=gq.

Ly (W)(r) =

Para cada p € A" y cada estado w € Q' \ {p}, definimos HI(,N) :I' = R por (ver (2.6))

H (x) = > (z—w))®+gdoa,
9€N(p)

donde N(p) es el conjunto de celdas vecinas de p (ver (2.2)). Note que Hé“) es el
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Hamiltoniano asociado a la medida de Gibbs

y la constante de normalizacién Z“) es

ASRES Zexp {—;Héw)(y)} .

yel’

2.5.3. Cadenas de Markov y distribuciones invariantes

En esta seccién, construimos cadenas de Markov que tienen a 7* como distribuciones
invariantes. Lo hacemos solo para la regién A* (es decir, i = 4), ya que la construccién
de las otras regiones es andloga. Luego, construimos el proceso X? introducido en la
Seccién 1.5.5 cuya distribucién invariante es 7.

Dada la sucesion (¢,,),>1 definida anteriormente en las Seccién 2.5.1, definimos una
sucesién de matrices de transicién (M),>1 con espacio de estados Q* mediante la

siguiente férmula:

1 . B
M (o, w) = 7o) © st wlan e,y = @lan g
n Y d

0, st w'|aa\(e,) 7# Wlat\(en)-
El estado inicial X*(0) es elegido como
X40)=a? e 04

con probabilidad 7r4(a(0)). Usando el Teorema de extensién de Kolmogorov, construimos
un espacio de probabilidad (A%, F4, P4) y una cadena de Markov no homogénea X* =
(X (n))n>0 con espacio de estados Q*, tal que

PYHX4(n) =w | XY n—1) =) = M2 (J,w), W we Qb

Observamos que X* no es estacionario (las probabilidades de transicién dependen de
n), sin embargo, es aperiédico e irreducible (ver Geman-Geman [61]). Ademds, converge

a la distribucién invariante 74).

Teorema 2.5.1 (Relaxation. Theorem A [60]). Para casi todas las configuraciones
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iniciales wo € N* y cada w € Q4

Iim PY(X*(n) = w | X40) = wp) = nt(w).
n—o0

Este resultado de convergencia es fundamental porque nos coloca en la situacién
usual en la que queremos obtener una muestra cuya distribucién sea lo suficientemente
cercana a la distribucién objetivo 74. La implementacién del algoritmo se explicara
mas adelante en la Seccién 2.5.4. A medida que aumenta 7T, el sistema tiende a ser
puramente aleatorio, y cuando la temperatura tiende a cero, el sistema se concentra
en los minimos. Si la temperatura es lo suficientemente pequenia (pero no cero), los es-
tados se concentran (en probabilidad) alrededor de los minimos (pero generalmente se
tarda demasiado en alcanzarlos y uno se atasca en los minimos locales). Entonces, para
fines préacticos, es suficiente tener una temperatura pequena que dé una probabilidad
baja de tener configuraciones fuera de los minimos (esto se puede probar numérica-
mente). Es importante mantener la temperatura fija porque esto nos permite utilizar
teoremas ergédicos [61]. El algoritmo de Metropolis-Hastings la mayoria de las veces
produce minimos locales (en el sentido de la Definicién 1.5.1) que dependen en gran
medida de las condiciones iniciales (ver Seccién 2.8). El problema es grave, de hecho en
[69], se demuestra que el simulated annealing requiere demasiadas iteraciones (tantas
que las computadoras esencialmente nunca podrian realizar). Para resolver este pro-
blema, el orden de las celdas es crucial descrito en la Seccién 2.5.1, porque promueve
que la energia libre de los estados se acerque al minimo global. Usamos la energia
libre para probar el modelo y elegir la temperatura. Luego, ejecutamos el algoritmo
Metropolis-Hastings e iteramos hasta que la energia se estabilice. Usamos un esquema

de temperatura descendente (simulated annealing) solo para elegir estados iniciales.

2.5.4. Algoritmo del Muestreo de Gibbs

Como antes, solo nos enfocamos en la Region 4, porque el analisis de las otras
regiones es muy similar. Dado que la temperatura es T' es baja, la energia de los estados
con mayor probabilidad estd cerca del minimo global. El principal interés de este trabajo

es estimar el nimero de individuos en cada celda. Entonces tenemos que estimar
ETI'R(WP) = ET('4(WP)7

para cada p € A*. Esto se lleva a cabo utilizando un teorema ergédico (Teorema Ergddi-
co 2.5.2 a continuacién). La idea es encontrar una sucesién cuyas energias son descen-

dentes y se acercan al minimo cuando el pardmetro de la sucesién tiende a infinito. La
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cola de la sucesion contiene los estados méas probables y, por lo tanto, podemos usarla
para calcular los valores esperados. Esto solo es posible si elegimos estados iniciales y
esquemas de muestreo apropiados; de lo contrario, la convergencia en el teorema ergédi-
co podria hacer que el problema sea irresoluble (el Teorema Ergddico 2.5.2 se informan
las tasas de convergencia).

A continuacién, construimos la sucesién (aleatoria) de estados descrita en la Seccién

1.5.5. Denotamos por a(® € Q* al estado inicial:

wl()o) = aI(JO), Vp e AL
Elegimos w™ recursivamente de la siguiente manera. Suponemos que
(n—1)

w® L w

estdn definidos. Elegimos aleatoriamente un elemento x € I' y seguimos los siguientes
pasos (recuerde (2.8) y la Seccién 1.5.5)

(1) Si (recordar Definicién 2.5.1 y (2.7))
H* (Lgmx (w("_1)|A4\{gn})) < H? (w(”_l)),
entonces elegimos
W™ = 15, 2 (W g0 ()
(2) Supongamos que
H (16,0 (" Dange,y) ) 2 H (@0,
Rcordemos

Pri (We, = o[ Was g1,y = 0Dl
Pos (Wey = 0| Wasgey = w0 Dlnngey)

ei% |:Hl (Len,z (w("71)|A4\{2n})> —H? (w("’l))} .
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Elegimos aleatoriamente z € (0, 1]. If

z < e_% [HZ (Le""” (w(n71)|A4\{5n})> i ("J(nfl))]

)
entonces definimos

W™ = 14, 4 (WD v gay)

en otro caso, seleccionamos

n) nfl).

) —
Definicién 2.5.2 (Muestreo de Gibbs). Un muestreo de Gibbs (con el estado inicial
a®)) es una sucesion seleccionada al azar construida de forma recursiva como en los

pasos (1) y (2) anteriores.

La importancia del muestreo de Gibbs es que (W(n))neN se puede usar para calcular
los valores esperados del niimero de individuos en cada celda, este es el contenido del

siguiente teorema ergddico:

Teorema 2.5.2 (Teorema Ergddico - Theorem C [61], 5.1.4 Theorem [158])). Para

toda funcién f: Q* = R,
/ Fw)drt(w) = lim =37 f((w®)),
1

en probabilidad y en L?. Para toda € > 0,

LS p((w)) - / f(w)dr (@)
r=1

7_1_4
n

donde c = 13||f||?, m4 es el niimero de cledas en A* y A* es la oscilacion local mdrima

de H* dada por

> e) < éemm, (2.10)

A* = max{d, : s € A1},
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y 05 es la oscilacion de H* en la celda s dada por
s = max{|H*(w) — HY&)| : wy = &s, para toda celda t # s}.

En particular, para toda p € A* estimamos el valor esperado del nimero de individuos

en la celda p usando que
1
E.z(W,) = Epa(W,) = / W,dr*(w) = lim *ZWp((wM),

en probabilidad y en L?.

El Teorema Ergodico 2.5.2 nos permite estimar los valores esperados del ntimero de
individuos en cada celda. Sin embargo, su aplicabilidad no es obvia porque los limites
de error son enormes en nuestro caso y la convergencia es solo en probabilidad. Aqui
nos enfrentamos nuevamente a los problemas de intratabilidad descritos en muchos
lugares de este trabajo. En general, n tiene que ser muy gr y e (intratable) para que
R <(w)(m)> sea un aaproximacién eficiente E,r (W,) porque la sucesién (w™)
puede atascarse en los minimos locales. Nuestro ordenamiento de celdas especificas pro-
duce estados con energias cercanas al minimo para el caso libre (es decir, los estados
mas probables), y usamos perturbaciones en el caso de que g # 0. Esto se lleva a cabo
con my x 1000000 iteraciones. Sin embargo, esta cantidad de iteraciones no propor-
ciona buenas aproximaciones para el minimo de energia libre para cada estado inicial.
El estado inicial debe elegirse cuidadosamente. Una vez que se elige, m4 x 1000000
iteraciones son suficientes para obtener una aproximacién bastante buena de E, r(),),
el numero esperado de individuos en la celda p, para cada p, en el caso libre. Para el
caso perturbado, obtenemos un control global de tal manera que cuando g = 0 hay una
distribucién homogénea en toda la regién y a medida que g aumenta, los individuos
tienden a concentrarse en el rio de manera continua y controlada. Esto es todo lo que
necesitamos para modelar, sin importar si nos acercamos o no al minimo global para
el caso perturbado. Sin embargo, este comportamiento indica que nos acercamos a él.

2.5.5. Seleccion de parametros

2.5.5.1. Temperaturas auxiliares y estados iniciales

Nos enfocamos en Regién 4 para determinar la temperatura (y el estado inicial).
En general, cada regién debe analizarse por separado y los pardmetros pueden elegirse
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para cada region de forma independiente. Seleccionamos un conjunto de temperatu-
ras T1,...,T, v un conjunto de estados iniciales a®, ... a™ de la siguiente manera:
Tomamos g = 0y alY) =0 (y I' = {0,..., K}). Ejecutamos muestreos de Gibbs con
my4 x 1000000 iteraciones, donde my = 13715 es el ntimero de celdas en la Region 4,
estado inicial a(!) y diferentes valores para la temperatura 7. Tomamos los promedios
de las dltimas my4 x 10000 iteraciones y calculamos las energias (libres) de estos prome-
dios. Elegimos el valor de T que (numéricamente) minimiza estas energias. Denotamos
este valor por T} y el promedio correspondiente de los estados a(?). Ahora tomamos a(?)
como estado inicial, I' = [0, K], y ejecutamos nuevamente m4 x 1000000 iteraciones de
muestreo de Gibbs con diferentes valores de la temperatura 7T'. Elegimos el valor de T’
que minimiza las energias libres como se indicé anteriormente. Llamamos a este valor
T y el promedio correspondiente de los estados (como arriba) a®). Continuamos con
este procedimiento hasta obtener una energia suficientemente pequena (de acuerdo con
nuestras expectativas con respecto a la aplicacién que se pueda tener en mente). De
esta forma, obtenemos 11,...,7T, y a®, ..., a™. En nuestro caso, tomamos n = 2.

2.5.5.2. Estado inicial, temperatura y constante de acoplamiento

El procedimiento de la Seccién 2.5.5.1 produce temperaturas 77,...,7, que mi-
nimizan la energfa libre. Sin embargo, esta minimizacién es solo numérica y, por lo
tanto, son admisibles pequenas variaciones de estos valores minimos. Luego, el método
de la Seccién 2.5.5.1 proporciona, en realidad, pequenos intervalos para los valores de

T1,...,T,. Tomamos ventaja de esta flexibilidad. Denotamos por
(1) (n)
Qg /sy
los estados iniciales correspondientes pero con g > 0 (las temperaturas 71,...,7, se
calculan con g = 0). Definimos un conjunto de constantes de acoplamiento g1, ..., gn
(que dependen de las temperaturas Ti,...,7),) de la siguiente manera: A partir de

g = 0, aumentamos lentamente el valor de g y calculamos m,4 x 1000000 iteraciones de
muestreo de Gibbs (con estado inicial aél) = 0y temperatura 77). Tomamos el promedio
de las ultimas m,4 x 10000 iteraciones, lo comparamos con los datos del trabajo de campo
y tomamos el valor de g que mejor coincide con estos datos (numéricamente). A este
valor lo llamamos g;. Repetimos el procedimiento, pero ahora con el estado inicial a§12)
por g en un pequeno vecindario de g; y I' = [0, K]. Denotamos por gs el valor que mejor
coincide con los datos del trabajo de campo. Continuamos con este procedimiento hasta
obtener el conjunto de constantes de acoplamiento g1, ..., g, (dependen de T1,...,T,).

Finalmente, variamos los valores de 11, ...,T}, dentro de los intervalos descritos al
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principio de esta seccién para obtener el mejor decaimiento de energia (tomando g = gy,)

para la sucesion que consta de my x 1000000 Iteraciones de muestreo de Gibbs con estado
inicial a(!)
2

ag, y temperatura T y asi sucesivamente hasta llegar a n x (m4 x 1000000) iteraciones.

Los valores resultantes para T}, g, y aéz) se llaman

y temperatura 77 seguidas de my4 x 1000000 iteraciones con estado inicial

T7 g, a,

y son la temperatura real, la constante de acoplamiento y el estado inicial de nuestro

sistema.

2.6. Resultados

2.6.1. Resultados principales: distribuciéon y abundancia de individuos

El equilibrio entre atraccién y repulsion se expresa mediante los estados de baja
energia que son los estados méas probables, en el régimen de baja temperatura, obteni-
dos por muestreo de Gibbs. La fuerza de atraccién esta determinada por la constante
de acoplamiento g, y se define para que coincida con los datos experimentales. Hay
dos tipos de datos experimentales que se utilizardn en nuestros trabajos futuros: el
primero es el conocimiento de que no hay individuos a distancias superiores a un cierto
valor (esto ocurre cuando los individuos se concentran en el rio y se toman muestras
en las cercanfas de es muy dificil); el segundo es la recopilacién de datos sobre deter-
minadas celdas fuera del rio. En esta investigacién, nos enfocamos en el primer tipo
de informacién porque brinda una mejor comprension del control global que logramos.

Presentamos nuestros resultados en cuatro situaciones:

S1 No hay atraccién hacia el rio y tenemos un ntimero constante de individuos en
cada celda del rio.

S2 No se recolectaron individuos a distancias (horizontales) superiores a 300m hasta
el rfo en la Region 4 (pero podria haber individuos a distancias méas cortas).

S3 No se recolectaron individuos a distancias (horizontales) superiores a 150m hasta

el rio en la Regién 4 (pero podria haber individuos a distancias més cortas).

S4 No se recolectaron individuos a distancias (horizontales) superiores a 15m hasta
el rio en la Regién 4 (pero podria haber individuos a distancias més cortas).
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Tomamos el estado inicial, la temperatura T y la constante de acoplamiento g
como se describe en la Seccion 2.5.5, para la Regién 4, de acuerdo con las situaciones
S1-S4 anteriores. Para las otras regiones también elegimos T y g, y el estado inicial
se calcula de una manera andloga usando una temperatura auxiliar 77. Calculamos
m; X 1000000 iteraciones de muestreo de Gibbs y calculamos el promedio de las ultimas
m; x 10000 iteraciones (donde m; es el nimero de celdas en cada regién i, con i =
1,2,3,4). Este estado proporciona el valor esperado previsto de los individuos en cada
celda y constituye nuestro principal resultado. Usamos representaciones graficas para
presentarlos (para cada situacién S1-S4):

En las Figuras 2.5, 2.6, 2.7, y 2.8, mostramos una representacién grafica de los
valores esperados del nimero de individuos en cada celda, utilizando mapas de calor,
para cada situacién descrita S1-S4. De las cifras se desprende que obtenemos un control
muy preciso del comportamiento global, partiendo de una distribucién homogénea (S1).
A medida que aumenta la constante de acoplamiento, los individuos se retraen hacia
el rio de tal manera que ningin individuo a distancias del rio superiores a 300m, 150m
y 15bm se obtienen en las situaciones S2, S3 y S4, respectivamente. Los cddigos de
color de los mapas de calor siguen las siguientes convenciones: Usamos los 7 colores del
arco iris y cada color se divide en tres tonos diferentes: El color més enérgico (violeta)
representa la densidad mas alta y el color menos enérgico (rojo) representa la densidad
mas baja. La escala de colores va acompanada de una degradacién de la intensidad,
que representa un numero esperado de individuos segin la Tabla 2.1.

Cuadro 2.1: Degradacién de la intensidad de color y correspondiente nimero esperado de individuos

(0.001, 0.620] (5.572,6.191] (11.143,11.762]
B (0.620,1.239] B (6.191,6.810] (11.762,12.381]
B (1.239,1.858] B (6.810,7.429] B (12.381,13]

(1.858,2.477] (7.429,8.048]

(2.477,3.096] (8.048, 8.667]

(3.096, 3.715] (8.667,9.286]

(3.715,4.334] (9.286, 9.905]

(4.334,4.953] B (9.905,10.524]

(4.953,5.572] B (10.524,11.143]
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Figura 2.5: Abundancia y distribucién de individuos en situacién S1 con K =13, gg; = 0y T = 0.000027

Figura 2.6: Abundancia y distribucién de individuos en situacién S2, con ggo = 0.0014 y T = 0.000027
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Figura 2.7: Abundancia y distribucién de individuos en situacién S3, con gg3 = 0.005 y T = 0.000027

Figura 2.8: Abundancia y distribucién de individuos en situacién S4, con gg, = 0.5 y T' = 0.000027
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2.6.2. Resultados auxiliares: estimacién de parametros y caida de
energia

Temperatura auxiliar La temperatura auxiliar descrita en la Seccion 1.6.1 es:
T1 = 0.202083.

La constante de acoplamiento g y las temperaturas del sistema El parametro

de referencia gg descrito en la Seccién 1.6.2 es
go = 0.01.

Usamos los subindices S1,52,53, 54, para describir las situaciones correspondientes

presentadas en las situaciones descritas en la Seccién 2.6.1. Obtenemos
T = 0.000027
y los parametros g para cada situacién S1-54 estan dados por
gs1 =0, ggo =0.0014, gg3 =0.005, ggs =0.5.

En las Figuras 2.9, 2.10, 2.11, y 2.12, presentamos las energias de las simulaciones
de muestreo de Gibbs con m; x 2000000 iteraciones (m; es el nimero de celdas en la
Regién i, para ¢ = 1,2,3,4) como se describe en la Seccién 1.6.2 para cada situacién
S1-S4: Para cada X € {S1,52,53,54}, las primeras m; x 1000000 las iteraciones se
calculan con T1, gy, y estado inicial cero. Las segundas m; x 1000000 las iteraciones se
calculan con T'; gy, y estado inicial el promedio de los ultimos m; x 10000 iteraciones
de las primeras m; x 1000000 iteraciones. En estas figuras, observamos un descenso
brusco de la energia y una estabilizaciéon en las tultimas iteraciones. Esto indica que
nuestro método produce estados con energias muy bajas.
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Figura 2.9: Decaimiento de la energia en la situacién S1, con gg; =0y K =13
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Figura 2.10: Decaimiento de la energfa en la situacién S2, con ggo = 0.0014 y T' = 0.000027
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Figura 2.11: Decaimiento de la energia en la situacién S3, con gg3 = 0.005 y T' = 0.000027

9000 18000
8500 17000
8000 16000
7500 15000
7000 14000
6500 13000
] 12000
6000
0.0 05 10 15 200 0.0 05 10 15 2.0
n=myxkfork=1,...,2x10% n=m,xkfork=1,...,2x10%
(a) Regién 1 (b) Regién 2
14000
11000
13000
12000 10000
11000 9000
10000 8000
9000
0.0 05 10 15 200 0.0 05 10 15 200
n=msxkfork=1,...,2x108 n=mgxkfork=1,...,2x10%
(c) Regidn 3 (d) Regién 4

Figura 2.12: Decaimiento de la energia en la situacién 84, con gg, = 0.5 y T' = 0.000027
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2.7. Conclusiones

Introducimos un modelo y un método numérico en el contexto de geoestadistica
que se aparta sustancialmente de los métodos comunes de geoestadistica. En lugar de
centrarnos en las propiedades locales de los campos aleatorios de Markov, estudiamos
la medida global y proponemos un enfoque numérico que resuelve el problema de la
aproximacion al minimo global, que en la mayoria de los casos es intratable o la técnica
de muestreo de Gibbs es deficiente y no produce aproximaciones consistentes. al minimo
global. Nuestra propuesta se basa en un esquema de perturbacién y un ordenamiento
de muestreo inteligente.

El caso libre es importante porque en este caso se conoce la energia minima, asi
como los estados fundamentales. Introducimos un orden de muestreo del muestreo de
Gibbs que nos permite acercarnos a la energia minima en el caso libre. Perturbamos
el sistema y realizamos el mismo esquema de muestreo que en el caso libre. Esto nos
permite controlar el comportamiento global del sistema y, por lo tanto, proporciona
una armada de herramientas que se pueden utilizar para comprender la distribucion y
abundancia de especies.

Las simulaciones numéricas se comportan exactamente como se esperaba: cuando
no hay razén para que estén en un lugar especifico (o lejos de algtin lugar), entonces la
presencia y abundancia de individuos es homogénea en toda la regién (el caso libre).
Adicionalmente, este esquema de ordenamiento en las celdas nos permite elegir estados
iniciales que evita el problema persistente del método de muestreo de Gibbs, de no
alcanzar los estados 6ptimos. Si hay algunas caracteristicas especificas del entorno que
atraen (o repelen) a los individuos, entonces podemos controlar nuestros parametros de
tal manera que produzcamos todos los escenarios posibles: se mueven continuamente
del caso libre a la situacién en la que cada individuo esta en el atractor.

Nuestro enfoque se basa en una intuicién fisica: comenzamos nuestro modelo defi-
niendo la medida global en términos de un Hamiltoniano que contiene un término de
energia cinética que promueve distribuciones homogéneas, una energia potencial que
describe las fuerzas de atraccién (o repulsién) y una constante de acoplamiento que mi-
de la fuerza de las fuerzas. De esta manera, tenemos una imagen completa del problema
y una vision global, en contraste con el enfoque habitual en geoestadistica donde solo
se consideran las probabilidades condicionales (el comportamiento local en una sola
celda). Es importante tener en cuenta que nuestro método de muestreo es producto de
muchos intentos fallidos anteriores.

En todos estos intentos anteriores nos quedamos atascados en los minimos locales,

y el problema de estos minimos es que no pueden usarse para modelar la situaciéon que

60



2.8 Un ejemplo simple de convergencia a minimos locales

describimos: La dependencia de los minimos locales de la constante de acoplamiento es
altamente irrazonable, como incluso en el caso libre no hay esperanza de conseguir una
distribucién homogénea. La estructura de minimos locales (en el sentido de Definicién
1.5.1) es extremadamente complicada y erratica con respecto a los pardmetros del
modelo y no hay control sobre qué minimos locales (en el sentido de Definicién 1.5.1 )

terminamos después de realizar simulaciones.

2.8. Un ejemplo simple de convergencia a minimos locales

El principal problema con el algoritmo de muestreo de Gibbs es que las relaciones
de vecindad local bloquean el algoritmo en los minimos locales del Hamiltoniano (en
el sentido de Definicién 1.5.1), si las condiciones iniciales y la temperatura no se eligen
cuidadosamente. En este apéndice proporcionamos solo unos pequenos ejemplos de
cOmo se observa esta situacién, posiciondndonos en una situacion tipica de estimacién
por maxima verosimilitud.

Entonces suponemos el caso de una cuadricula A con 16 celdas, etiquetadas por (3, j),
con i, € {1,...,4}. Tomamos solo un atractor, que es una celda fija ¢. La situacion es
que queremos reconstruir la abundancia y distribucién en toda la region dado que solo
tenemos una observacién y realizada en la celda ¢. Para simplificar, consideramos solo
el caso libre (ver Seccién 2.4.2.1). En este caso, la funcién de verosimilitud, definida
por la distribucién de probabilidad condicional de la abundancia en todas las celdas de
A excepto la celda ¢ dada la observacién y (con y € N) realizada en la celda ¢, viene

dada por
Lw) = w0 w) = e 0O, we 1 N,

donde Hée)} es el Hamiltoniano Libre (ver (2.4)) del sistema

¢ *
Hé }(w) = Z (wi,j - wu,v)Q + Z (Wi,j ) )27

(4,5)~(u,v) (6,5)~2

y Z es la constante de normalizacién. El estado de probabilidad maxima global de L

es equivalente al estado de energia minima global de Héz}. Este estado viene dado por
individuos en cada celda (i, j).

Habitualmente, en sistemas mucho méas gr y es es imposible realizar directamente
los calculos para maximizar la probabilidad L, y se prefiere utilizar algin método como
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1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
118 9(9|6 1/1/0/0/0 114,211
21419 27 2/0/0/ 00 2121211
3/4/13/4/6 3/0/0/010 311111
4181315 40000 41111

Figura 2.13: Algunos ejemplos de cuadricula 4 X 4 con un estado inicial que es un minimo local en el
sentido de Definicién 1.5.1

el descenso de gradiente o el muestreo de Gibbs, que es lo que aqui nos interesa. Luego,
queremos mostrar en la Figura 2.13 muestra tres ejemplos de estados iniciales para
este sistema en el que, después de ejecutar el algoritmo de muestreo de Gibbs (con
100000 iteraciones) nos quedamos atascados precisamente en ese estado inicial (que es,
por lo tanto, un minimo local en el sentido de Definicién 1.5.1. Este no es un resultado
consistente, por supuesto, pero habla de la deficiencia fundamental del algoritmo de
muestreo de Gibbs del que hemos hablado repetidamente en este manuscrito y que
pretendemos Esta situacion a menudo ocurre en nuestro modelo sin una eleccién cui-
dadosa de los estados iniciales. En nuestro caso, los métodos de probabilidad e incluso
pseudo-verosimilitud son intratables debido al tamafo de la cuadricula del sistema, por
lo que nos propusimos lograr los estados iniciales que superan esta dificultad.
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2.9. Algoritmos

2.9.1. Algoritmo para el orden de las celdas

A continuacién presentamos el algoritmo implementado para ordenar las celdas de
acuerdo al método descrito en la Seccién 2.5.1

Algorithm 1 Algoritmo para el orden de las celdas

Require:
A= RUS, set of cells ordered con the lexicographic order, where
R, river cells,
S, cells that are not on the river.

1: k=0

2: while S # ) do

3: R1 = @

4: for i € R do

5: gi = k (class of cell 7)
6: for j € S do

7 if j ~ 4 then

8: Ri=R1U {j}
5 S = S\{j}

10: end if

11: end for

12: end for

13: R=R;

14: k=k+1
15: end while
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2.9.2. Algoritmo Muestreo de Gibbs

Ahora se muestra el algoritmo implementado para las simulaciones del muestreo de
Gibbs de la Seccién 2.5.4.

Algorithm 2 Algoritmo Muestreo de Gibbs

1: global variables

2 T, temperature (global variable)
3: end global variables

4: while £ < I do

5: for ¢ cell do
6
7
8
9

xgk) < number of individuals on 7 at step k
if 7 belongs to the river R then

x§k+1) — xl(k)

else
10: x + RyOM(0,1,..., M)
11: AFE + energy difference on i con respect to the new value x
12: if AE <0 then
13: 2P g
14: else
15: y < RyOM(0,1)
16: q < exp (f%AE)
17: if y < g then
18: 2P g
19: else
20: pass
21: end if
22: end if
23: end if
24: end for

25: k+k+1
26: end while
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Capitulo 3
Dinamica poblacional de Plectrohyla

Sagorum

3.1. Introduccion

En este capitulo presentamos nuevas caracteristicas al modelo que presentamos en
el capitulo anterior (ver también [19]), con el fin de reconstruir la dindmica poblacional
de especies biolégicas. Especificamente aplicamos nuestro método al estudio de una
especie de anfibio en peligro de extincion llamada Plectrohyla Sagorum sobre la regién
de estudio del capitulo anterior (Seccién 2.4.1). Los resultados de este capitulo estan
reportados en [20].

Como hemos explicado antes, la idea clave de nuestro método es utilizar los con-
ceptos de energias cinética y potencial de la forma en que se entienden en la mecédnica
cudntica para construir un modelo usando la mecéanica estadistica clasica. El modelo
se basa en un Hamiltoniano definido por la suma de un término cinético (energia o
Hamiltoniano libre) y un término potencial. Entonces reducimos el problema a un pro-
blema de minimizacién: los estados con energias cinéticas cercanas al minimo son casi
constantes (describen probabilidades iguales para cualquier posicién en el espacio) y
representan individuos que se extienden por toda la regién de estudio. Mientras que los
estados con energias cercanas al minimo del Hamiltoniano reflejan un equilibrio entre
la fuerza de propagacién y la de permanecer en los atractores. La intensidad las fuerzas
de atraccién estd determinada por una constante de acoplamiento, que se selecciona a
partir de los datos recopilados.

Suponemos que los individuos de Plectrohyla Sagorum se concentran esencialmente
en las cercanias del rio en la estacién seca (invierno). Sin embargo, la temporada de llu-

vias proporciona suficiente suministro de agua para que los individuos puedan ubicarse
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a mayor distancia del rio. Esto se observa en el trabajo de campo de manera indirecta,
yva que la densidad de individuos en el rio disminuye significativamente en la tempo-
rada de lluvias. Nuestra hipétesis es que los individuos se concentran principalmente
a una distancia de 5 metros del rio (en invierno) y que el nimero de individuos en la
regién no varia drasticamente durante el ano. Usamos nuestro método presentado en el
capitulo anterior (y en [19]) para simular la distribucién y abundancia de individuos en
la estacién seca (invierno). Esto nos permite estimar el nimero total de individuos y
usamos esta informacion para reconstruir distribuciones de probabilidad (constantes de
acoplamiento) las restantes temporadas del afio (primavera, verano y otono) haciendo
coincidir tanto los datos recopilados en el rio como el niimero total de individuos que
calculamos.

3.1.1. Descripcion geografica de la region

La regién de estudio estd ubicada en el poligono de Chiquihuite al sureste de la
reserva natural Volcdn Tacand de la UNESCO [134] y la posicién exacta estd descrita
en la Seccién 2.4.1 (ver Figuras 1.1y 2.1). Contiene un rio que se bifurca en dos ramales
el cual pertenece a la cuenca del rio Coatdn (el nacimiento de este rio se encuentra en
el noroeste del Volcéan Tacand y su desembocadura es el Océano Pacifico). Las altitudes
de la region de estudio estan en un rango entre 1660 y 2030 metros de altura.

3.1.1.1. Bioma

El bioma especifico de la region de estudio es el bosque nuboso. La precipitacién
es significativamente més alta que en otros tipos de bosque debido a la presencia per-
manente de nubes de agua que producen precipitaciéon horizontal (también llamada
precipitacién oculta), que es la fuente de al menos un 5% (hasta un 20 %) de la precipi-
tacién anual [70]. Esto hace que el bosque nuboso sea una de las principales fuentes de
agua potable en la regién [10]. Solo el 1% del bosque global esté cubierto por bosque
nuboso, y el 90 % de él pertenece a las 200 ecorregiones prioritarias para la conservacion
global del Fondo Mundial para la Naturaleza (World Wide Fund for Nature, WWF),
ver [116].

En dreas continentales, la presencia de bosque nuboso esta restringida a altitudes
de 1000 a 3000 metros de altura [10]. Estdn en grave peligro y la mayor parte del
bosque nuboso ha sido destruido y estd desapareciendo rapidamente. En México, solo
el 1% del territorio estd cubierto por bosque nuboso [3, 134] y solo estd presente en la
Sierra Madre de Chiapas (que contiene la mayor parte), la meseta central de México
y la regién de Montanas en Guatemala. Més del 80 % pertenece a zonas perturbadas
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[44, 112] y presenta una alta tasa de deforestacién [10, 122]. Este es un problema muy
importante por varias razones, una de ellas es que su biodiversidad es excepcionalmente
alta y contiene un gran porcentaje de especies endémicas. Por ejemplo, contiene 12 %
de la flora en México [3].

3.1.1.2. Geologia y edafologia

Los estratos rocosos son principalmente volcanicos, que consisten en hornblenda,
tobas, arenas y brechas volcédnicas [134]. El tipo de suelos de la regién son yosoles, acri-
soles, cambisoles y litosoles, y estan permanentemente hiimedos, anegados y altamente
orgénicos, a menudo con mor humus y turba [70]. Los fluvisoles eutrdficos de textura
media predominan en la parte baja de la cuenca del rio Coatan, sobre una pendiente
plana o ligeramente ondulada [45].

3.1.1.3. Climatologia

La temperatura media anual de la regién de estudio es 20,7°C, y la precipita-
cién anual es 3674.4 milimetros [134] (la mayor parte de abril a noviembre). El clima
es humedo con fuertes lluvias en verano (la clasificacién corresponde a A(c)m(w)ig,
[134]). La lluvia invernal representa menos de 5% de la lluvia anual. La precipitacién
de los meses més secos (enero) ronda los 32,59 milimetros mientras que en el mes mas
himedo (septiembre) alcanza los 687,26 milimetros. Las temperaturas medias mensua-
les minima y maxima son 20.3°C' (diciembre) y 21.1°C' (abril), respectivamente [134].
En la temporada de invierno, la humedad es del 90 %, mientras que en el resto del afio
es 50 % [134]. La regién estd nublada todo el ano, debido a los vientos del Golfo de
México y los sistemas de nubes originados por los vientos polares.

3.1.2. Descripcion de la especie Plectrohyla Sagorum

El poligono de Chiquihuite es el habitat de 32 especies de anfibios de los tres géneros
Plectrohyla, Craugastor y Bolitoglossa [4]. Las especies més abundante son Plectrohyla
Sagorum, Plectrohyla Matudai y Craugastor Pygmaeus [4]. Plectrohyla Sagorum per-
tenece a la familia Hylidae del orden Anura [64]. Fue observada por primera vez por
E. Hartweg en 1941 [73], quien dio la primera descripcién taxonémica de la misma.
Esta especie es pequena (machos 45,5 mm, hembras 51,9 mm) y se caracteriza por las
siguientes propiedades fisicas: prepolitico espina puntiaguda; tubérculos en las super-
ficies dorsales de la cabeza y extremidades; quilla vertical rostral, hendiduras vocales;
dorso marrén opaco con manchas pequenas e irregulares de color marrén oscuro; flancos

bronceados con finas reticulaciones de color marrén oscuro; renacuajo con disco oral
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no agryado y vainas de mandibula con vainas cortas estrias romas y procesos laterales
cortos [21, 53, 95].

Plectrohyla Sagorum esta en peligro porque su distribucién esta restringida a un
area menor de 5,000 km?, y est4 altamente fragmentado y constantemente reducido (en
Guatemala, El Salvador y México [64]). Esta especie estd presente en las laderas de la
Sierra Madre del Sur (en la vecindad del Océano Pacifico) en el sur de Chiapas (México),
en el sureste de Guatemala y en el norte de El Salvador. Su habitat esta restringido a
altitudes entre 1000 y 2050 metros de altura [64] (ver Figura 3.1). Es abundante en dos
localidades de los Cuchumatanes, Guatemala. Es muy raro en México, donde se conoce

de una sola localidad. Solo se conoce un espécimen de El Salvador.

Figura 3.1: Rango geogréfico de Plectrohyla Sagorum (fuente: [64])

La principal amenaza para Plectrohyla Sagorum es la pérdida de habitat debido
a la deforestacion y la transformacion de los habitats forestales originales tanto en
el sur de Chiapas como en Guatemala para la agricultura y la tala, plantaciones de
madera y asentamientos humanos. Dado que su distribucién se encuentra en elevaciones
relativamente altas, la enfermedad que se reproduce en los arroyos, la quitridiomicosis,
es una posible amenaza futura. Ya ha provocado descensos en otras especies de este
género en Centroamérica.

3.1.2.1. Importancia de los anfibios

Los anfibios son un componente importante del bosque nuboso por varias razones.
Una de ellas es que pueden modificar niveles tréficos de sus habitats locales [40, 41, 124,
156, 160], de tal manera que otras especies de flora y fauna dependen de los recursos

que generan.
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Crisis de extincién de anfibios. En 2020, se establecié que los anfibios son los
vertebrados terrestres mas amenazados del mundo (el 41 % de las especies evaluadas
estdn amenazadas [1]). De acuerdo a [1], 575 especies estdan en peligro critico, 944
especies estan en peligro, 638 especies son vulnerables y 130 especies probablemente
estdn extintas (la mayoria de estas extinciones ocurrieron desde 1980 [138]). En 2015,
se estimé que una cuarta parte de los anfibios del mundo estaba en peligro [137]. Las
investigaciones de 2008 [125] senalan que los anfibios representan el 50 % de las especies
amenazadas en las regiones donde viven especies en peligro critico. El bosque nuboso
es el habitat de una parte importante de las especies de anfibios en el mundo, debido a
las temperaturas estables, la humedad, la alta precipitacién y las fuentes de agua que
presentan. [52, 99, 143, 153]. México ocupa el quinto lugar en diversidad de anfibios en
el mundo [56, 58, 77, 117, 131, 147] y el La reserva natural Volcdn Tacand contiene al
menos 41 especies de los anfibios, el 55 % de ellos estdn amenazados [1, 44, 96, 114].

3.2. Datos recopilados

Usamos datos que se reportan en [4] y en [5]. En [4] se muestrearon tres transectos
de 25m en el rio. La informacién precisa que utilizamos en este documento es que, en
invierno, no se encontraron individuos a una distancia mayor de 5 metros del rio y las

siguientes densidades en cada una de las estaciones:

Primavera de 2018
Densidad de individuos sobre el rio (Individuos / m)

PSp ‘= 0.56.

Verano de 2018
Densidad de individuos sobre el rio (individuos / m)

psu i= 0.23.

Otono de 2018

Densidad de individuos sobre el rio (Individuos / m)
PFa = 0.31.

Invierno de 2018
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Densidad de individuos sobre el rio (Individuos / m)

PWi ‘= 0.81.

3.3. Muestreo artificial en el rio

En la Seccion 3.1.2 dejamos establecidas las densidades de individuos en cada es-
tacion del anio 2018. Se calcularon a partir de los datos recopilados en un transecto de
75 m. Suponemos que el rio es homogéneo y, por lo tanto, los datos recopilados sobre
estos 75 m son representativos. Esto nos permite recurrir a un proceso de Poisson para
cada temporada con el fin de reconstruir el muestreo artificial que identificamos como
datos recopilados (ver Seccién 2.4.4.2). Representamos estos datos como configuraciones
en el rio dadas por:

WP R — {0,1,..., K5},
W R — {0,1,..., K5},

3.1
w™:R—{0,1,..., K™}, (3.1)
wVi:R—{0,1,..., KV
Donde wSp(p) = wgp representa el nimero de individuos en la celda p del rio en la

primavera de 2018 y, de manera similar, los otros simbolos proporcionan el nimero
de individuos en cada celda del rio en verano (Su), otonio (Fa) e invierno (Wi) de
2018. Ademds, por cada x = Sp, Su, Fa, Wi, la constante K% es el maximo niimero de
individuos de la correspondiente simulacién de Poisson por temporada z. En nuestras
simulaciones obtuvimos lo siguiente: K5P := mix(wSP) = 9, K" := mix(wS") = 7,
K' = max(w'®) = 7, y KV := max(wWl) = 11.

3.4. Hamiltonianos para cada temporada

Definicién 3.4.1 (Hamiltonianos para cada temporada). Para toda w € Q' y toda

x € {Sp, Su, Fa, Wi}, definimos

HE O (@) o= 3 (s = wsg)? + D (ws — wi)?, (3.2)
8182 s~

reR

VD (W) = gt " diw,, (3.3)

sEN?
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3.5 Muestreo de Gibbs

donde ¢(®) es la constante de acoplamiento. Y definimos los Hamiltonianos por tem-

porada sobre las regiones 1, 2, 3 y 4 por
HOD) (@) = H (@) + VD) (@), (3.4)
Observe que en nuestro modelo, las constantes de acoplamiento g(i’m) dependen

de la temporada = € {Sp, Su, Fa, Wi} y la Regién i € {1,2,3,4}. Las constantes de
acoplamiento se estiman usando datos recopilados en [4] y [5].

Definicién 3.4.2. Para toda w € Q' y toda x € {Sp, Su, Fa, Wi}, definimos

m0(w) = e T, (3.5)

donde la funcién particion Z0%) estd dada por

3.5. Muestreo de Gibbs

Para cada = € {Sp,Su,Fa, Wi} y cada i € {1,2,3,4} consideramos la sucesién de
muestreo de Gibbs sobre ¢, construida de acuerdo a la Seccién 2.5.4, denotada por

(W(n;i’x))neNu{o}-

Recordemos que la importancia del muestreo de Gibbs es que la sucesién (w("ﬂ’r))neN,
i€{1,2,3,4}, = € {Sp, Su, Fa, Wi}, se pueden usar para calcular los valores esperados
del niimero de individuos en cada celda, de acuerdo al Teorema Ergédico 2.5.2,

. 1 & ,
(2) () = Hm — (msi,x)
/wpdw (w) = nh_)rgo - E:pr , (3.6)

para cada celda p € A%,
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3. DINAMICA POBLACIONAL DE PLECTROHYLA SAGORUM

3.6. Seleccion de Ty el Numero de Iteraciones.

En la Seccién 3.3, establecemos simulaciones de Poisson para el rio y obtenemos
que el nimero maximo de individuos para todas las estaciones es 11 (recordamos que
nuestro potencial es atractivo y, por lo tanto, hay més individuos en las celdas del rio
que en otros lugares). La temperatura T y el niimero de iteraciones se seleccionan de tal
manera que comenzando con un nimero constante de individuos en cada celda del rio (y
0 individuos en otros lugares), la sucesiéon de muestreo de Gibbs correspondiente (para
el caso libre: g = 0) termina en estados con un nimero aproximadamente constante
de individuos en cada celda de la regién, y esto debe suceder para cada constante
K € {6,...,11}. Nétese que en este caso (caso libre) la energia minima es 0 y se
alcanza en estados que son constantes. En la Seccién 3.9.1, informamos la temperatura
que obtenemos. El nimero de iteraciones (para las sucesiones de muestreo de Gibbs)
para cada A’, para i = 1,2, 3,4, se fija en

Ntmero de Iteraciones para A = m; x 1000000,

donde m; es el nimero de celdas de la Region ¢. Remarcamos que acercarse al mini-
mo global es posible gracias al método de muestreo que proponemos utilizar, y que
introducimos el capitulo anterior (y en [19]), con otros esquemas de muestreo es poco

probable que uno se acerque a un minimo (uno se atasca en los minimos locales).

3.7. Estimacion del niimero total de individuos y simula-
ciones en invierno

Los individuos de Plectrohyla Sagorum estan adheridos a cuerpos de agua y se
encuentran dnicamente en las cercanias del rio. Sin embargo, no son igualmente abun-
dantes en el rio durante todo el ano. En invierno, la densidad de individuos en el rio
alcanza su maximo y disminuye hasta el verano, cuyo el nimero de individuos en el rio
alcanza su minimo. Este comportamiento coincide con las caracteristicas lluviosas de la
regién: el invierno es la estacién seca y el verano es época de lluvias. La lluvia aumen-
ta de invierno a verano y disminuye de verano a invierno. Nuestra hipétesis sobre este
comportamiento es que los individuos permanecen en lugares alejados del rio porque los
suministros de agua de la lluvia satisfacen parcialmente sus necesidades. Por lo tanto,
asumimos que el nimero total de individuos en cada region permanece esencialmente

constante, y la variacién de densidad implica que los individuos se dispersan lejos del
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3.8 Dinamica de la poblacién durante el ano

rio. El invierno es la temporada en la que los datos recolectados son més confiables por-
que la ausencia de lluvias facilita considerablemente el trabajo de campo. De acuerdo a
[4], en esta temporada, solo se observaron individuos raramente a 5 metros del rio (en
la Region 4, donde se realizaron las observaciones). Luego, construimos nuestras simu-
laciones con la restriccién de que no hay individuos a distancias mayores de 5 metros
del rio, en invierno.

3.7.1. Seleccién de la constante de acoplamiento ¢!

Las constantes de acoplamiento ¢(»Wi se eligen de la siguiente manera:
Generamos simulaciones de muestreo de Gibbs, con temperatura e iteraciones fi-

(4,Wi)

jas de acuerdo con la Seccién 3.6 para diferentes valores de g comenzando con

9(4,Wi)

muestreo de Gibbs entre los tltimos m4 x 10000 iteraciones (m4 = 13715 es el nime-

= 0 y aumentando lentamente hasta alcanzar los promedios de las sucesiones de

ro de celdas en la Regién A*) no producen individuos dentro de una distancia mayor
que 5 metros hasta el rio (en todas las simulaciones que realizamos). La constante de
acoplamiento g(4’Wi) se selecciona como el valor mas pequeno de g(4’Wi) con este requi-
sito. Luego elegimos Wi — (4,Wi)
obtuvieron de la Region 4 ([4]).

i € {1,2,3}. Recordar que las observaciones se

3.7.2. Numero total de individuos

Una vez que se determinan las constantes de acoplamiento ¢(>W, junto con la
temperatura T y el nimero de iteraciones, ejecutamos una simulacién de muestreo
de Gibbs y calculamos los promedios del nimero de individuos en cada celda. Esto
y el teorema ergddico (Teorema 4.7.1) nos permiten estimar el nimero esperado de
individuos en cada celda y, por lo tanto, el nimero total de individuos en cada regién
(usamos los tltimos m; x 10% iteraciones en las sucesiones de muestreo de Gibbs -
recordamos que siempre calculamos m; x 10° iteraciones -, donde m; es el nimero de
celdas en la Regién A’. Mantenemos estos ntimeros fijos y los usamos para predecir la

distribucién y abundancia de individuos en las otras temporadas.

3.8. Dinamica de la poblacién durante el ano

Aqui proporcionamos simulaciones de la distribucién y abundancia de individuos
en cada estacién, excepto el invierno que se analiza anteriormente. las constantes de

acoplamiento ¢(*%), para z € {Sp, Su, Fa} (primavera, verano y otono) se eligen para
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3. DINAMICA POBLACIONAL DE PLECTROHYLA SAGORUM

ajustar el nimero total de individuos calculados en la Seccién 3.7.2 y los datos re-
colectados sobre el rio, segin cada temporada, expresados en (3.1). Observe que los
hamiltonianos H (%) ya contienen la informacién de los datos recopilados sobre el rio.

3.8.1. Seleccién de las constantes de acoplamiento

Elegimos las constantes de acoplamiento ¢(*) de la siguiente manera: Ejecutamos
simulaciones de muestreo de Gibbs (w (™)) X 10° e {1,2,3,4}, z € {Sp, Su, Fa}, con
la temperatura y las iteraciones fijadas de acuerdo con la Secciéon 3.6 para diferentes
valores de ¢(»*) comenzando con ¢(»*) = 0 y aumentando lentamente hasta que los
promedios de las tltimas m; x 10000 iteraciones de las sucesiones de muestreo de Gibbs
producen el niimero de individuos, en cada regiéon y cada temporada, establecido en la
Seccién 3.7.2.

3.9. Resultados

3.9.1. Calibracién de la temperatura y el nimero de iteraciones (caso
libre)

Aqui presentamos la temperatura que elegimos y el ntimero de iteraciones que ne-
cesitamos para acercarnos al minimo global, segin el método descrito en el capitulo
anterior (ver también [19]). Encontramos que la temperatura

T =02 (3.7)

funciona muy bien, y como se indica en la Seccién 3.6, tomamos m; x 1000000 iteraciones
para las sucesiones de muestreo de Gibbs, donde m; es el nimero de celdas en A?, para
cada ¢ = 1,2,3,4. En las Figuras 3.2, 3.3, 4.3 y 3.5, mostramos el decaimiento de
la energia para las situaciones descritas en la Seccién 3.6, aqui solo reportamos las
graficas para K = 6 y K = 11. Las gréficas muestran los valores de energia del sistema
completo para iteraciones de la forma n = m;k con k = 1,...,1000000. Las Figuras 3.3
y 3.5 muestran los valores de energia para los primeros 2 millones de iteraciones del
algoritmo. Estas cifras muestran una rapida disminucion al minimo de la funcién de
energia. En las tltimas iteraciones de m; x 10000 la energia estd muy cerca de cero, con

variaciones minimas.
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Figura 3.2: Seleccién de T'. Las graficas muestran cémo decae la energia con un ntimero fijo de individuos
K = 6 en las celdas del rio R, temperatura 7' = 0.2 y g = 0. Los graficos muestran los valores de la energia
del sistema en las iteraciones de la forma n = m;k, para k = 1,...,10% donde m; es el nimero de celdas
para cada Regién ¢, para ¢ = 1,2, 3, 4.
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Figura 3.3: Seleccién de T'. Los graficos muestran cémo decae la energia con un nimero fijo de individuos
K = 6 en las celdas del rio R, temperatura T'= 0.2 y g = 0, para el primeros 2 millones de iteraciones del

muestreo de Gibbs.
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Figura 3.4: Seleccién de T'. Los graficos muestran cémo decae la energia con un nimero fijo de individuos
K = 11 en las celdas del rio R, temperatura 7' = 0.2 y g = 0. Los graficos muestran los valores de la
energia del sistema en las iteraciones de la forma n = m;k, para k = 1,...,10°%, donde m; es el ntiimero de
celdas para cada Regién i, parai=1,2,3,4.
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Figura 3.5: Seleccién de T'. Los graficos muestran cémo decae la energia con un nimero fijo de individuos
K =11 en las celdas del rio R, temperatura 7' = 0.2 y g = 0, para los primeros 2 millones de iteraciones
del muestreo de Gibbs.
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3.9.2. Las constantes de acoplamiento ¢>V' y el ntimero total de in-

dividuos por regién en invierno

El invierno es la estacion seca y, a partir del trabajo de campo [4, 5], creemos que
los individuos permanecen dentro de una distancia horizontal de 5 metros del rio y,

4Wi) de tal manera que solo en las celdas del rio R y sus

por lo tanto, seleccionamos g(
vecinas contienen individuos. Luego elegimos ¢tV = Wi j ¢ {1,2,3} (ver Seccién
3.7.1). Obtenemos

Wi = 9, ie{1,2,3,4}.

En las Figuras 3.12 y 3.13, mostramos las graficas de las energias de la sucesiones
(w(”;i’Wi))nm:"T106, para i € {1,2,3,4}. La Figura 3.13 muestra los valores de la energia
de las primeras 2000000 iteraciones del algoritmo. Es claro a partir de estas figuras
que la energia se estabiliza rapidamente. Usando estas constantes de acoplamiento,
obtenemos los valores esperados para el nimero de individuos por regiéon en invierno

(ver Tabla 3.1).

Regién | Nimero esperado de individuos (Wi)

AT 1028.33
A? 2198.16
A3 1516.26
A* 1208.29

Cuadro 3.1: Numero esperado de individuos por regién en invierno (Wi).

3.9.3. las constantes de acoplamiento ¢(**), x € {Sp, Su, Fa}

Las constantes de acoplamiento g(»®), 2 € {Sp, Su, Fa}, i € {1,2,3,4}, estan dadas
en la Tabla 3.2. Las Figuras 3.6, 3.7, 3.8, 3.9, 3.10, 3.11, 3.12, y 3.13 muestran las
graficas de las energias para iteraciones de la forma n = m;k, para k = 1,...,1000000
(Figuras 3.6, 3.8, 3.10, 3.12) y para las primeras 2000000 de iteraciones (Figuras 3.7,
3.9, 3.11, 3.13) en regiones A, ..., A* para cada temporada. Las energfas se estabilizan

rédpidamente presentando variaciones minimas.

Regién ‘ g(i-5p) ‘ g(HSw ‘ gli-Fa)
Al 0.18 0.1 0.12
A2 | 024 | 01 | 012
A? 02 | 005 | 0.1
At 0.15 | 0.06 | 0.07

Cuadro 3.2: Las constantes de acoplamiento ¢(+®), z € {Sp,Su,Fa} yi=1,2,3,4.
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Figura 3.6: Estabilizacién de la energia sobre primavera
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Figura 3.7: Estabilizacién de la energfa en primavera (Sp). Los gréficos muestran los primeros dos millones
de iteraciones del muestreo de Gibbs.
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Figura 3.8: Estabilizacién de la energfa sobre verano (Su). Las graficas muestran los valores de la energia
del sistema en las iteraciones de la forma n = m;k, para k = 1,...,10% donde m; es el nimero de celdas

para cada regién ¢, para i = 1,2, 3,4.
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Figura 3.9: Estabilizacién de la energia en verano (Su). Los gréficos muestran los primeros dos millones

de iteraciones del muestreo de Gibbs.
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Figura 3.10: Estabilizacién de la energfa en otofio (Fa). Las graficas muestran los valores de la energia
del sistema en las iteraciones de la forma n = m;k, para k = 1,

para cada regién ¢, para ¢ = 1,2,3,4.
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Figura 3.11: Estabilizacién de la energia en otono (Fa). Los gréficos muestran los primeros dos millones
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Figura 3.12: Estabilizacién de la energfa en invierno (Wi). Las graficas muestran los valores de la energia
del sistema en las iteraciones de la forma n = m;k, para k = 1,...,10% donde m; es el nimero de celdas
para cada regién ¢, para i = 1,2, 3,4.
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Figura 3.13: Estabilizacién de la energfa en invierno (Wi). Los graficos muestran los primeros dos millones
de iteraciones del muestreo de Gibbs.
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3.9.3.1. Numero total de individuos
Para cada i € {1,2,3,4} y cada temporada = € {Sp,Su, Fa, Wi} tomamos las
ultimas m; x 10000 iteraciones del muestreo de Gibbs

(w(n;i,x) )mi x106
n=m; x990000+1°

de la sucesién de m; x 106 iteraciones

()"
Luego, estimamos el valor esperado del niimero de individuos promedio de las ultimas
m; x 10000 iteraciones usando el Teorema Ergédico 2.5.2 (Seccién 3.7), ver Tabla 3.3. Se
seleccionan las constantes de acoplamiento ¢(»*) de tal manera que el nimero total de
individuos se mantenga casi constante para cada temporada, ver Tabla 3.3. En la Tabla
3.4 se muestran las diferencias del valor esperado del niimero de individuos con respecto
a los valores en invierno (que son los valores de referencia). Estas diferencias oscilan
entre 9.8111 y 41.6925, lo que implica que el porcentaje de variacién con respecto al
invierno es menor al 3 %, ver Tabla 3.5.
Regién ‘ Sp ‘ Su ‘ Fa ‘ Wi
Al 1056.95 | 1047.67 | 1047.22 | 1028.33
A? 2188.35 | 2221.69 | 2234.57 | 2198.16

A3 1551.78 | 1540.24 | 1557.96 | 1516.26
A* 1229.23 | 1236.27 | 1222.42 | 1208.29

Cuadro 3.3: Numero esperado de individuos por temporada y regién.

Region ‘ Sp ‘ Su ‘ Fa
AT 28.61 | 19.34 | 18.88
A2 9.81 | 23.53 | 36.41
A3 35.51 | 23.98 | 41.69
A4 20.93 | 27.98 | 14.12

Cuadro 3.4: Diferencias en el numero esperado de individuos con respecto al invierno

Region ‘ Sp ‘ Su ‘ Fa
Al 2.78% | 1.88% | 1.84%
A? 0.45% | 1.07% | 1.66%
A3 2.34% | 1.58% | 2.75%
A* 1.73% | 2.32% | 1.17%

Cuadro 3.5: Porcentaje de las diferencias en el nimero esperado de individuos con respecto al invierno
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3.9 Resultados

3.9.3.2. Resultados principales: distribucion y abundancia de individuos

Como explicamos en la Seccién 3.9.3.1, para la estacién invierno (Wi) calculamos
my x 106 iteraciones de nuestro muestreo de Gibbs y tomamos las dltimas my x 10*
iteraciones para estimar el valor esperado del nuimero de individuos en cada celda,

usando teoremas ergddicos. Nuestros resultados se presentan en varios mapas:

= En la Figura 3.14, mostramos una representacion grafica de los valores esperados
del numero de individuos en cada celda, usando un punto para representar a
cada individuo. Vemos claramente que los individuos se concentran en el rio en
invierno (la estacién seca) y se dispersan a medida que llega la lluvia a la regién
(primavera). En verano, cuyo la precipitacién alcanza su méximo, la dispersién
de los individuos es maxima. En otono, los individuos vuelven a acercarse al rio

y su distribucién es similar a la de la primavera.

= En la Figura 3.15 usamos un mapa de calor para representar la densidad y abun-
dancia de individuos. Usamos los colores de 7 del arco iris: el color mas energético
(violeta) representa la densidad més alta y el color menos energético (rojo) repre-
senta la densidad més baja. En el medio, un valor ascendente de las densidades
estd representado (en orden) por los colores, naranja, amarillo, verde, cian y azul.
Para tener una representacién gréifica ain mejor, aumentamos adicionalmente la
intensidad de los colores a medida que aumenta la densidad (de tal manera que
el rojo corresponde a la menor intensidad y el azul a la mayor intensidad). Los
colores y las correspondientes intensidades se muestran en la Tabla 3.6. En la
Figura 3.16 proporcionamos un primer plano para facilitar la visibilidad. En las
Figuras 3.15 y 3.16 (a diferencia de las otras figuras de este capitulo), los limites
de las celdas del rio son negros (de lo contrario, el rio serfa dificil distinguir). De
nuestros mapas de calor, podemos ver claramente que la densidad de individuos

es maxima en el rio y disminuye a medida que el la distancia al rio aumenta.

Cuadro 3.6: Degradacion de la intensidad de color y correspondiente nimero esperado de individuos

(0,1.5714]
(1.5714, 3.1429)]
(3.1429,4.7143]
B (4.7143,6.2857]
(6.2857,7.8571]
(7.8571,9.4286]
(

|
B (9.4286, 11]
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Figura 3.14: Distribucién y abundancia por temporada de la especie Plectrohyla Sagorum.
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Figura 3.15: Mapa de calor de la densidad de individuos por temporada de la especie Plectrohyla Sagorum.
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(a) Primavera 2018 (b) Verano 2018

(¢) Otortio 2018 (d) Invierno 2018

Figura 3.16: Detalle del mapa de calor de la densidad de individuos por temporada de la especie Plec-
trohyla Sagorum.

3.10. Conclusiones

Usamos el modelo que presentamos en el capitulo anterior (ver también [19]) para
estimar la distribucién y abundancia de individuos de Plectrohyla Sagorum en nues-
tra region de estudio. Agregamos nuevas caracteristicas que nos permiten abordar la
dindmica de la poblaciéon. En particular, el trabajo de campo sugiere que en la estacién
seca los individuos se ubican en las cercanias del rio. Hacemos uso de esta informacién
junto con una estimacién de la distribucién y abundancia en el rio (derivada de los
datos recopilados en [4] y [5]), aplicamos nuestro método en [19] estimar el nimero
total de individuos en la regiéon. Esto nos permite utilizar simulaciones de distribucién
y abundancia en el rio (obtenidas de los datos recopilados en [4] y [5]) con el fin de
reconstruir la distribucién y abundancia de la regién completa en cada temporada de el
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3.10 Conclusiones

ano. Nuestro método difiere de trabajos anteriores porque controlamos las medidas de
distribucién conjunta y la aproximacién a los minimos globales (en lugar de las proba-
bilidades condicionales locales y los minimos locales, que es el enfoque habitual). Con
este modelo somos capaces entonces de abordar el problema dificil (un control global,
en lugar de un control local) porque utilizamos ideas de atraccién y difusién inspiradas

en la mecanica cuantica y un esquema de muestreo inteligente.
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Capitulo 4
Modelado de distribucion de baja
densidad y especies en peligro critico:

Plectrohyla Guatemalensis

4.1. Introduccion

El objetivo de este capitulo es doble, primero, contribuimos a la comprensién de
la distribucién y abundancia de una especie en peligro critico, llamada Plectrohyla
Guatemalensis, y segundo, presentamos algunas herramientas matematicas que pueden
usarse para estudiar la abundancia y distribucién de especies que rara vez se observan
en la naturaleza. La descripcién geografica de la region se detalla en la Seccion 2.4.1.
Nuestro estudio se centra en una cuadricula rectangular con celdas cuadradas de 5m de
longitud de lado (ver Figura 4.2). El trabajo de campo se reporta en [4], y consistié en
10 viajes de campo durante el ano 2018, donde se muestreé una porcién muy pequena
de la regién de estudio (aqui proporcionamos muestreos simulados para toda la regién).
Nuestros principales resultados se resumen en las Figuras 4.5, 4.6 y 4.7. En la Figura
4.5, proporcionamos un mapa de calor donde se representan los promedios de un ano
de los valores esperados del nimero de individuos en cada celda de la cuadricula. En la
Figura 4.7, representamos mediante puntos las observaciones simuladas de individuos
(cada punto es un individuo) considerando promedios durante el afio. En la Figura 4.6,
usamos puntos para describir simulaciones de los individuos que podrian observarse
después de 10 viajes de campo durante el ano (las fechas del trabajo de campo se

informan en [4]). Los resultados de este capitulo estdn reportados en [17]
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4.2. El modelo aplicado a especies de baja densidad

En el Capitulo 2 explicamos con detalle nuestro modelo matematico, el cual utiliza
medidas de Gibbs (campos aleatorios de Markov) para definir .un Hamiltoniano que
estd dado como la suma de un término de energia cinética y un término de energia
potencial. El primero describe la expansién de los individuos y el segundo las fuerzas
de atraccion hacia el rio. El equilibrio entre esparcirse y ser atraido por el rio determina
la distribucién de los individuos y los datos recogidos fijan los parametros de energia
potencial. La idea original de usar campos de aleatorios de Markov [25, 26] es que los
individuos tienden a comportarse como sus vecinos, de tal manera que una vez que
se fija la distribucion de las celdas vecinas de una celda especifica en la cuadricula, se
determina la distribuciéon de probabilidad completa para esa celda. En el caso de las
especies en peligro critico, las observaciones son extremadamente raras (generalmente
hay menos de dos individuos para cada muestreo de campo) y, por lo tanto, los datos
recopilados se limitan a unos pocos individuos. Los lugares donde se encuentran es-
tos individuos no tienen caracteristicas especiales que los atraigan, se encuentran por
casualidad. A partir de un par de observaciones, es imposible reconstruir un mapa de
distribucién en la forma en que se lleva a cabo en la literatura de geoestadistica (ver
[13, 25, 26, 35, 42, 61, 84, 105, 148, 149]), y se deben introducir nuevas caracteristicas
al modelo detallado en el Capitulo 2 (ver también [19]).

El mayor problema es que solo a partir de las propiedades locales de los campos
aleatorios de Markov (como en [25, 26, 43, 49, 66, 89, 92, 101, 135, 136, 163]), lo méaxi-
mo que podemos obtener son agrupaciones alrededor de estas dos observaciones. Estos
conglomerados no son razonables porque, como mencionamos anteriormente, no hay
caracteristicas en estos lugares que puedan atraer a los individuos y, obviamente, es-
tas observaciones no se repetirian si se realizara un nuevo trabajo de campo. Nuestra
solucién al problema es la siguiente: utilizamos datos recolectados de [4], donde la reco-
leccién de individuos se realizd 10 veces durante el ano, y el resultado fue 17 individuos
en el rio y 3 fuera del rio. Estas observaciones se llevaron a cabo en 15 celdas de rio de
la cuadricula y 5 celdas fuera del rio.

Calculamos la densidad promedio (durante el afno) de individuos en celdas de rio R
y la tomamos como datos fijos, que denotamos por K > 0. Las variables aleatorias que
usamos no toman valores en el nimero de individuos (como lo hacemos en los capitulos
2y 3 (ver también [19] y [20]), sino que toman valores del nimero promedio anual es-
perado de individuos por celda, que son nimeros en el intervalo [0, K]. Asumimos que
el rio es homogéneo y, por lo tanto, los valores de las variables aleatorias asociadas con

las celdas del rio son constantes e iguales a K. Entonces, tomamos probabilidades con-
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dicionales dados los datos del rio. Utilizamos el modelo que presentamos en el Capitulo
2 (ver también [19]). Las variables aleatorias se distribuyen segiin una medida de Gibbs
(ver Seccién 2.4.3). El generador de esta medida es un Hamiltoniano del sistema.

En el régimen de baja temperatura, las configuraciones mas probables son las menos
energéticas. Como mencionamos anteriormente, nuestro hamiltoniano es la suma de un
término cinético que promueve la propagacién y un término de energia potencial que
atrae a las personas al rio. Los estados menos energéticos presentan un equilibrio entre
extenderse y ser atraidos por el rio y la energia potencial se fija utilizando datos de
muestreo en las celdas que no pertenecen al rio. En nuestro caso, solo se muestrearon
5 de tales celdas y, por lo tanto, usamos una forma simple del potencial inspirado en
el oscilador armonico que depende solo de un pardmetro al que llamamos constante de
acoplamiento. Esta constante de acoplamiento se estima utilizando que el valor esperado
en las celdas donde se recopilaron los datos debe coincidir con el valor esperado predicho
por nuestro modelo, esta es una caracteristica nueva en relacién con el modelo del

Capitulo 2 y la aplicacién del Capitulo 3 (ver también [19] y [20]).

4.3. Descripcion de la especie Plectrohyla Guatemalensis

La descripcién del hébitat de la region de estudio se detalla en la Seccién 3.1. En esa
misma seccién se explica la importancia de los anfibios en la naturaleza y el problema
relevante que enfrentan en términos de extincién. La especie Plectrohyla Guatemalensis
pertenece a la familia Hylidae del orden Anura [53, 57, 63]. El habitat de esta especie es
el bosque nuboso desde la Sierra Madre de Chiapas, hasta las regiones altas del sureste
de Guatemala y las montanas del noreste de El Salvador y Honduras (y también se
encuentra en el norte de Nicaragua [55]). Solo estd presente en la franja altitudinal
de 900 a 2800 metros de altura [63, 78, 95, 109, 156] - ver Figura 4.1). La primera
observacién de Plectrohyla Guatemalensis fue reportada por P. Brocchi en 1887, en
la localidad de Chimaltenango, Guatemala [30]. En la reserva natural Volcan Tacand
(Soconusco, Chiapas), esta especie fue observada por primera vez en 1944 (ver [32])

Figura 4.1: Rango geografico de Plectrohyla Guatemalensis (Fuente: [63]).
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Plectrohyla Guatemalensis es una especie rara de anfibio que es pequeno pero con
cuerpo robusto, con un rango de longitud hocico de 40,0 a 52,1 mm para machos adultos
y un rango de 42,1 a 54,1 mm para hembras adultas. Las fosas nasales ligeramente
protuberantes estdn colocadas dorsolateralmente y més cerca del ojo que del hocico.
El canto es casi recto con una cresta angular. La regién loreal es concava, pero las
regiones internarial e interorbital son planas. La distancia entre el ojo y la fosa nasal es
aproximadamente el 80 % del didmetro del ojo grande. El timpano y el anillo timpénico
son indistintos. Dedos largos y discos terminales grandes y redondos. El tercio superior
del timpano esta cubierto por un pliegue supratimpanico pesado que se extiende desde
la esquina posterior del ojo hasta la insercion del brazo. Los labios son redondeados y en
los machos reproductores hinchados. Los individuos de esta especie no tienen hendiduras
vocales ni sacos vocales. La espina prepolical bifida y los tubérculos redondos en el dorso
distinguen a este género de ranas de otros Plectrohyla (ver [51, 53]).

El hébitat de Plectrohyla Guatemalensis incluye arroyos de montafna en ambientes
arbdreos y acudaticos. Durante el dia, se pueden encontrar adultos en grietas cerca de
arroyos y bromelias arbéreas; de noche, se pueden encontrar adultos en las orillas de los
arroyos y en las rocas cerca de los arroyos [53]. Esta especie estd en “peligro critico”, de
la lista roja de la UICN [63]. Esto implica una disminucién esperada de la poblacién de
al menos el 80 % en los préximos anios debido a la fragmentacion, la pérdida de habitat,
la hibridacion, la competencia con especies introducidas, la contaminacién, los parasitos
v la quitridiomicosis especial producida por el hongo batrachochytrium dendrobatidis
[110, 111, 114, 132, 145]. La poblacién de esta especie disminuyé significativamente en
México, Guatemala y El Salvador, y es mds abundante en Honduras [111, 132].

4.4. Daros recolectados

Usamos datos de [4], donde se realizaron 10 viajes de campo durante el ano 2018.
Las fechas especificas en las que se recopilaron los datos son: 2 de febrero, 8 de febrero,
1 de marzo, 8 de marzo, 6 de junio, 5 de julio, 19 de agosto, 26 de agosto, 7 de
noviembre y 18 de diciembre. Se estudié un transecto fijo de 75m en el rio y 5 parcelas
cuadradas sobre la Regién A* (ver Figura 4.2, en donde las ubicaciones de las parcelas
se muestran en color verde oscuro), con una longitud de lado de 5m, y se registraron
las observaciones de los individuos durante cada viaje de campo. El niimero total de
individuos registradas en el rio es 17 y el ntimero correspondiente a las parcelas es 3.
Las coordenadas de las parcelas estan Tabla 4.1.
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4.5 Datos del rio

Parcelas UTM Coord. Reticula Coord.
1 (595008.5, 1668868.5) (133,126)
2 (595048.5,1668903.5) (126,134)
3 (595068.5, 1668948.5) (117,138)
4 (595113.5,1668973.5) (112,147)
5 (595163.5, 1668998.5) (107,157)

Cuadro 4.1: Coordenadas de las parcelas

Figura 4.2: Regiones A, A2, A3, A* y el Rio R (azul). Las parcelas se muestran en color verde oscuro
sobre la Regién A4

4.5. Datos del rio

Denotamos por K la densidad promedio anual en el rio por celda. Esto se calcula
de la siguiente manera: En [4] se informa que se muestrearon 75m en el rio y el ancho
del rio es de aproximadamente 5m. Entonces, consideramos que esta parte del rio
contiene 15 celdas. La densidad promedio anual por celda es solo el nimero total de
individuos recolectados durante 2018 en el rio dividido por 15 (el niimero total de celdas
muestreadas en el rio) multiplicado por 10 (el nimero de fechas en las que se realizé el
trabajo de campo). Denotamos este nimero por

K := Densidad promedio anual de individuos por celda en el rio = 0.113

Este es un niimero muy pequeno porque la especie que modelamos esta en peligro criti-
co de extincion. Esta es la razén por la que tenemos que tomar un promedio anual, y las
simulaciones de Poisson son intutiles: una simulacién de Poisson en el rio produciria muy

pocas ocurrencias y esto genera agrupaciones (artificiales) alrededor ellos (y esto no es
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razonable, no hay caracteristicas en la regién que promuevan este comportamiento).
La forma correcta de modelar esta situacién es asumir que el rio tiene una densidad
homogénea de individuos por celda y no generar ninguna realizacién o simulacién en
él, como hacemos en los Capitulos 2 y 3 (ver también [19] y [20]). Observe que la rea-
lizacién de la distribucion de probabilidad que proponemos es practicamente lo mismo
que la realizacién de un proceso de Poisson. Mantenemos las densidades como estan
(sin realizaciones) y procedemos con nuestro analisis (usando muestreo de Gibbs) con
densidades promedio anuales por celda en lugar de individuos, como hacemos en los
Capitulos 2 y 3 (ver también [19] y [20]), esto es una nueva caracteristica del modelo
que proponemos. Las realizaciones solo se simulan una vez que se obtiene la densidad
promedio anual de individuos en cada celda de la regién utilizando nuestro método (Fi-
gura 4.7). Esto implica una diferencia importante en nuestro modelo matemadtico, con
respecto a [19] y [20], porque las densidades promedio anuales en las celdas pertenecen
al intervalo

[0, K]

y no a un conjunto finito que describe individuos, como en los Capitulos 2 y 3 (ver
también [19] y [20]).

4.6. Estados (configuraciones)

Denotamos por
wi: R [0, K], wli=K, VpeR,

el estado en el sistema, que describe las densidades promedio anuales en cada celda
del rio. Observe que esto es diferente del esquema del Capitulo 2 y la aplicacion del
Capitulo 3, donde se usa una simulaciéon de Poisson y las celdas de rio toman valores
sobre el nimero de individuos, un conjunto finito, en lugar de densidades promedio
anuales, que pertenecen al intervalo [0, K].

Denotamos

Q= [0, KN

al conjunto de estados o configuraciones en la Regién A, Para todo estado w € [0, K ]Ai,
denotamos
Wi j € [O,K ],

la densidad promedio anual de individuos por celda en la celda (i, 7).
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4.7. Medidas de probabilidad y Hamiltonianos condicio-

nales (dados los datos del rio)

Definicién 4.7.1 (Hamiltonianos condicionales en las Regiones 1, 2, 3y 4). Para cada

w € Y, definimos

Hy(w) : = Z (W — wsy)? + Z(ws —w, (4.1)

51782 R
Viw) =g diw, (4.2)
sEN?

y los hamiltonianos condicionales en las Regiones 1, 2, 3 y 4 por

Hi(w) = Hy(w) + V(). (4.3)

El Hamiltoniano H{ (energfa libre) se minimiza cuando las densidades promedio de
todos los afos, en cada celda, son iguales al valor méximo posible (K - la densidad
en las celdas del rio) - es decir, promueve la propagacién. La energia potencial ng' se
minimiza cuando no hay individuos fuera del rio (desempena el papel de una fuerza de
atraccion hacia el rio). Minimizar H implica un equilibrio entre no tener individuos en
el rio y tener el nimero maximo. La funciéon de acoplamiento g mide la fuerza de la

atraccion al rio.

Definicién 4.7.2 (Probabilidades condicionales). Para todo w € Q' denotamos por
i I 1Hi(w
mp(w) = Zi¢ T ) (4.4)

donde la funcién particion Z° estd dada por

7= exp{—;Hi(w)}.

we

En el Capitulo 2 (ver también [19]) mostramos que 7} se puede considerar como
una probabilidad condicional dados los datos del rio w®. El pardmetro T es la tempera-
tura. Cuando T es pequeno, los estados méas probables se concentran entre los estados
menos energéticos. Sin embargo, es un problema dificil acceder a estados de energia
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tan bajos (este es un problema de minimizacién). Usamos diferentes valores de T para
minimizar este parametro con la ayuda del muestreo de Gibbs. En el Capitulo 2 (ver
también [19]), explicamos y justificamos matematicamente nuestro procedimiento. Co-
mo especificamos en la Definicion 3.1, los estados de baja energia son los que modelan

el equilibrio entre esparcirse y ser atraidos por el rio.

4.7.1. Orden de las celdas y Muestreo de Gibbs

Por cada i € {1,2,3,4}, definimos una sucesién (¢),ecn, con ¢, € A’ y con las

siguientes propiedades.

» (¢1),en es periédica, con un periodo igual al nimero total de celdas en A, que
denotamos por m’. Ademis, E’i, . ,Efni son todos diferentes y cubren la region

completa A’

» Los primeros elementos de (¢},),cn cubren a todos los vecinos del rio, los segundos
elementos cubren a todos los vecinos de los primeros elementos. Los terceros
cubren a todos los vecinos del primer y segundo elementos. Procedemos de la
misma manera hasta que cubramos todas las celdas en A

Las propiedades anteriores no especifican con precisién una sucesion, pero son las
cualidades importantes de nuestro esquema de muestreo. En el Capitulo 2 (ver también
[19]) especificamos la sucesién que usamos, para la regién A? (las otras se construyen

de manera similar).

Definicién 4.7.3 (Muestreo de Gibbs). Un muestreo de Gibbs es una sucesion de

estados (Wi’n)neNu{o} en QF definido por lo siguiente: Elegimos un estado inicial w™°.

i,n—1

Si w0 w estdn definidos, tomamos aleatoriamente x € [0, K| y establecemos

1

@ en ser el estado que coincide con W™+ en todas las celdas con la excepcion de £,,.

1

Elegimos w™~ ! = @ si H(@) < H'(w"™1). De lo contrario, seleccionamos al azar

€ (0,1). Siy < 67%(Hi(w)7Hi(wi’n71)), entonces w1 = &. Si este no es el caso,

wi,n — wi,nfl .

La importancia del muestreo de Gibbs es que (w(im))neNU{O} se puede usar para
calcular los valores esperados del niimero de individuos en cada celda:
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Teorema 4.7.1 (Teorema Ergédico - Theorem C [61]). Supongamos que (6"),enuio}

es una muestra de Gibbs en At. Entonces

n—oo N

1 n
Valor esperado de la densidad de individuos en p = lim — Z 0;”,
m=1

con probabilidad 1.

El teorema ergédico también se aborda en [129, 158]. En estas fuentes, no estd
probado de la manera en que lo necesitamos porque aqui tenemos un conjunto finito
I’ en lugar de [0, K] no es finito. Sin embargo, en situaciones pricticas, el teorema
ergodico es generalmente inttil porque las tasas de convergencia son demasiado lentas
la mayoria de las veces ([69] y [158]). No pretendemos aplicar tal teorema, sino encontrar
un método que represente la idea de un equilibrio entre atraccién y propagacién, de tal
manera que las fuerzas de atraccion puedan ser controladas con precision para hacer
coincidir los datos experimentales. Esto es exactamente lo que obtenemos en la Seccién
4.8, y este es el nicleo de nuestro método introducido en el Capitulo 2 (ver también
[19]): Controlamos globalmente nuestras medidas, de tal manera que para el caso libre
nos acercamos al minimo de energia y como el acoplamiento aumentos constantes nos
movemos continuamente desde una situacién homogénea hasta el punto en que todos
los individuos estdn en el rio. Esto sugiere que ya estamos en el régimen donde el
teorema ergddico es valido, pero la prueba de esto no es til en este manuscrito porque
ya tenemos lo que queremos en términos de modelado (el teorema ergddico sirve de
inspiracion).

4.7.2. Estimacion de parametros

4.7.2.1. Temperaturas auxiliares: 77 y un rango de 75

Como explicamos anteriormente, nuestro modelo se basa en el uso de estados de
baja energia de los hamiltonianos para estimar la distribucién de probabilidad de los
individuos. La técnica de minimizacion que utilizamos es encontrar los estados més
probables para las medidas W%, utilizando muestreo de Gibbs en el régimen de baja
temperatura. Aqui nos enfocamos en la Regién A? porque el trabajo de campo se llevé
a cabo en esta regién. Como explicamos en el Capitulo 2 (y en [19]), el caso libre estd
bajo control porque conocemos el minimizador y usamos este caso para la calibracién.
En el Capitulo 2 (y en [19]), explicamos con todo detalle este procedimiento. Tomamos
diferentes opciones de la temperatura Ty consideramos las secuencias de muestreo de

Gibbs (finitas) correspondientes con 1000000 x my iteraciones, donde m4 = 13715 es
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el nimero de celdas en la Regién A%, y un estado inicial igual a cero. Seleccionamos
la temperatura T} que minimiza (numéricamente) las energias medias de las tltimas
10000 x my iteraciones. En nuestro caso, esto da ya una muy buena aproximacion para
la energia minima. Sin embargo, queremos cubrir un rango mayor para los valores de K
y, por lo tanto, reemplazamos K por K’ = 0.01 y ejecutamos 1000000 x my iteraciones
de muestreo de Gibbs con T} y el estado inicial es igual a 0. Calculamos el promedio
de las tdltimas 10000 x my iteraciones. Esto define un estado cuya energia ya esta cerca

del minimo (pero no lo suficientemente cerca), lo llamamos
w(),. (45)

Volvemos a ejecutar un muestreo de Gibbs con 1000000 x my iteraciones, pero aho-
ra con el estado inicial wg’ (y K’ en lugar de K) y descendemos la temperatura T'
hasta observar que las energias de las tltimas 10000 x my iteraciones estan muy proxi-
mas al minimo. Esto produce un intervalo de temperaturas que proporciona buenas
aproximaciones al minimo de energia. Denotamos por 75 estas temperaturas y el in-
tervalo correspondiente lo llamaremos el rango de T5. Las temperaturas 177 y 1o son
importantes porque si sustituimos K por cualquier nimero en [0.01,0.113] y ejecutamos
2000000 x my iteraciones de muestreo de Gibbs (las primeras 1000000 x my4 con T} y
las segundas 1000000 x my4 con T5) como se describié anteriormente, obtenemos estados
cuya energia es muy cerca del minimo. A continuacién, mantenemos la temperatura
Ty fija, pero no se supone que 75 sea fija: Necesitamos cierta flexibilidad para poder
ajustar el pardmetro g que coincida con los datos del trabajo de campo (en realidad,
Ts y g se estiman simultdneamente; el valor final de T5 es la temperatura del sistema,
y la llamamos T).

4.7.2.2. Estimacionde gy T

Denotamos por g y T los valores “verdaderos” para los parametros g y 1. El parame-
tro g es el mas importante en este manuscrito, porque fija la fuerza de atraccién al rio
y para determinarla, usamos datos recolectados del parcelas.

Denotamos por P C A% el conjunto de 5 parcelas. Como hacemos con los datos de
los rios, el hecho de que las especies que modelamos estén en peligro critico implica
que no podemos considerar las parcelas individualmente: las observaciones son extre-
madamente improbables. Si se observa un individuo en una parcela, no significa que
esta parcela sea una fuente de individuos, sino que por casualidad la ocurrencia ocurrié
en esa parcela (aqui nuevamente tenemos el problema de los conglomerados descrito).
Dado que todas las parcelas pertenecen a la Region 4, usamos esta regién para fijar la
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constante de acoplamiento g. Hacemos explicita temporalmente la dependencia de g de
las sucesiones de muestreo de Gibbs

(Wi’n)neNu{o} = (Wi’n;g)neNu{o}- (4.6)

Comenzamos con simulaciones de muestreo de Gibbs con temperatura T'=T; y g =0
y aumentamos lentamente g. Estimamos el valor esperado del nimero promedio anual
de individuos en las parcelas P con los promedios de las tltimas 10000 x my4 iteraciones
de simulaciones de muestreo de Gibbs (y el estado inicial cero):

1 1000000 % 4
Numero esperado de individuos en P = / wdrt(w) ~ 10000 X s E E wy™.
X m
P 4 n=990001 xm4 pe P

(4.7)
Aumentamos ¢ hasta que aproximadamente igualemos el promedio anual del nimero
total de individuos recolectados en las parcelas (que es igual a 0.3), y este valor, que

denotamos por gg, es nuestra estimacién inicial de g:

1 1000000 xm4

Nimero esperado de individuos en P ~ ———— Z Z w;’"?g . (4.8)

1 X m
0000 4 n=990001xm4 pe P

La estimacién en (4.8) no es lo suficientemente precisa, pero es un punto de referencia
util para comenzar. Se obtiene mas precision con la ayuda de un esquema de tempera-
tura descendente y 1000000 iteraciones adicionales. Tomamos diferentes valores de 15
en el rango de T3 y ejecutamos 1000000 x my iteraciones con el estado inicial cero y T7.
Tomamos el promedio de las tltimas 10000 x my iteraciones y lo tomamos como valor
inicial para 1000000 x my iteraciones adicionales con temperatura 7T>. Usamos las 1lti-
mas 10000 x my iteraciones (de las 2000000 x m iteraciones) para calcular promedios y
modificar los valores de g (en un vecindario de go) para que coincidan (3.13). Con este
procedimiento, obtenemos un valor gr, de g para cada valor de 75 en el rango de T5
(esto es facil de lograr numéricamente). A continuacién, cambiamos los valores de T y
calculamos un nuego muestreo de Gibbs con 2000000 x my iteraciones como se descri-
be anteriormente (tomando gr,), y creamos gréficos de las energias correspondientes.
Seleccionamos el valor de To que proporciona la mejor tasa de decaimiento para las
energias de tal manera que observemos un decaimiento de Energia en la secuencia com-
pleta (2000000 x my iteraciones) y una estabilizacién en las dltimas iteraciones (observe
que hay valores de Ty que producen comportamientos crecientes para la energia en las
segundas 1000000 x my iteraciones). Este valor de T, es la temperatura de nuestro
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sistema, y lo llamamos

T.

La constante de acoplamiento correspondiente gy define la constante de acoplamiento

del sistema, se denota por

4.7.3. Densidades promedio anuales por celda y representacion grafica

Una vez que se determinan T' y g, calculamos 1000000 x my4 iteraciones de muestreo
de Gibbs con el estado inicial cero, acoplando la constante g y la temperatura 7.
Tomamos el promedio de los tltimos 10000 estados. Elegimos este promedio como
estado inicial para una nueva secuencia de muestreo de Gibbs con 1000000 iteraciones,
utilizando T y g. Finalmente, denotamos por

el promedio de los ultimos 10000 x my4 estados (de las 2000000 x my iteraciones).

El valor w; ; representa el valor esperado del nimero promedio anual de individuos
en la celda (4, j). Dado que w; ; no representa un valor esperado de los individuos, como
es el caso de los modelos de los Capitulos 2 y 3 (ver también [19] y [20]), necesitamos
definir visualizaciones graficas més sofisticadas en comparacién a las mostradas en los
Capitulos 2 y 3 (ver también [19] y [20]). En las siguientes secciones explicamos esto

con mayor detalle.

4.7.3.1. Individuos representados por puntos

Como mencionamos anteriormente, w; ; es el valor esperado del nimero promedio
anual de individuos en la celda (i, 7). Usamos esta informacién para obtener represen-
taciones graficas de las personas que podriamos observar en la regién.

Individuos simulados observados durante todo el ano. Primero, denotamos
por
wy = 10w,

donde
(1Ow)i7j = 1Owi7j .

Entonces, (wy);; representa el valor esperado de los individuos observados durante

todo el ano (10 viajes de campo) en la celda (i, 7).
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Para cada (7,7), simulamos un nimero aleatorio n;; € {0,1,2,3,...} segin una
distribucién de Poisson con valor esperado (wy ); ;. Entonces definimos

n = (ni,j)para todas las celdas (i,5)>

que es un estado construido aleatoriamente con valores en {0,1,2,3,...}, y n;; repre-
senta el nimero de individuos que podrian haber sido vistos en la celda (4, 5), en los 10
viajes de campo (Figura 4.6).

Observaciones promedio anuales simuladas. Para cada (i,j), simulamos un
nimero aleatorio x € [0,1] (distribuido uniformemente). Si z < w; j, entonces elegi-

mos m; ; = 1, de lo contrario m; ; = 0. Entonces definimos

m:= (mi,j) para todas las celdas (7,5)>

que es un estado construido al azar con valores en {0, 1}, y m; ; representan el nimero
promedio anual de individuos que podrian haber sido vistos en la celda (i,7), en un
viaje de campo (Figura 4.7).

4.7.3.2. Mapas de calor

Usamos un mapa de calor (Figura 4.5) para representar los valores w; j, para cada
1 v cada j. Utilizamos los 7 colores del arco iris: rojo, naranja, amarillo, verde, cian,
azul y violeta (este orden corresponde a la energia ascendente de los colores). Cada
celda (i, j) estd coloreada con uno de estos colores dependiendo de los valores de w; ;
de tal manera que el color es constante en intervalos de la forma w;; € (2K, #K 1,
s € {0,---,6}, y la energia del color aumenta a medida que aumenta w; ;. Nosotros,
ademads, aumentamos la intensidad del color a medida que aumenta la energia.

4.8. Resultados

4.8.1. Temperatura e iteraciones (Caso Libre)

Obtenemos que

11 = 0.00000475 and T = 0.00000002. (4.9)
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En la Figura 4.3 presentamos el grafico de las energias libres de 2000000 de iteraciones de
muestreo de Gibbs, en cada regién. Se puede ver claramente que las energias descienden

dramdticamente y se estabilizan cerca de la energia minima (cero)

10 A

g g
) E)
T 24 B
1 24
o4 T 0 l
000 025 050 075 100 125 150 175 2.00 000 025 050 075 100 125 150 175 2.00
Iterations n = 9310k, fork=1, ..., 2 %108 1e6 Iterations n = 7747k, fork=1,. .., 2% 108 1e6
(a) Regién 1 (b) Regién 2
7 5]
64
2]
s ]
£ 4 £ 34
2 2
T T
34
24
24
1
] k L

T T T T T T T T T T T T T T T T T T
000 025 050 075 100 125 150 175 2.00 000 025 050 075 100 125 150 175 2.00
Iterations n = 8401k, fork=1,...,2 x 10° 1e6 Iterations n =13715k, fork=1,...,2 x 10° 1e6

(c) Regién 3 (d) Regién 4

Figura 4.3: Energia libre con temperatura T', de acuerdo a la Seccién 4.7.2, para 2000000 de iteraciones
de un muestreo de Gibbs de la forma k = m;k, para k = 1,...,2000000 y donde m; es el nimero de celdas
en cada Regién A’ i =1,2,3,4.

4.8.2. La constante de acoplamiento g

Obtenemos que
g = 0.000000325. (4.10)

En la Figura 4.4, presentamos el grafico de las energias de las iteraciones de muestreo
de 2000000 Gibbs en cada regién (como se describe en la Seccién 4.7.2.2). Se puede ver

claramente que las energias descienden dramaticamente y se estabilizan cerca de cero.
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Figura 4.4: Estabilizacién de la energia en el caso perturbado: energia con temperatura Ty constante de
acoplamiento g, de acuerdo a la Seccién 4.7.2.2, para 2000000 de iteraciones de un muestreo de Gibbs de la
forma k = m;k, para k = 1,...,2000000 y donde m; es el nimero de celdas de cada Regién A*, i =1,2,3,4.

4.8.3. Resultados Principales: Distribucion y abundancia de indivi-
duos

Nuestros principales resultados son las representaciones graficas de los individuos

en cada celda de la regién.

= En la Figura 4.6 representamos con puntos a cada individuo que se podria haber
visto durante las fechas de 10 reportadas en la Seccién 4.4, como se explica en la

Seccion 4.7.3.1. Presentamos 5 realizaciones n.

= En la Figura 4.7 describimos con puntos los individuos promedio del ano que se
podria haber visto en un viaje de campo en las fechas de 10 dadas en la Seccién

4.4 (ver Seccién 4.7.3.1). Presentamos 5 realizaciones de m.
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La densidad de individuos es mayor en el rio y disminuye a medida que aumenta la
distancia al rio. La especie Plectrohyla Guatemalensis se siente atraida por el rio, pero
no fuertemente. Esto diferiere de Plectrohyla Sagorum (ver Capitulo 3 y [20]) que solo
se puede encontrar en las proximidades del rio.

Figura 4.5: Mapa de calor de la densidad de individuos de la especie Plectrohyla Guatemalensis. Usamos
negro para los bordes de los rios con el fin de hacerlos distinguibles. Usamos los colores de 7 del arco iris:
el color més enérgico (violeta) representa la densidad mds alta y el color menos enérgico (rojo) representa
la densidad maés baja. La escala de colores va acompanada de una degradacién de la intensidad. Rojo &
representa un nimero esperado de individuos en el intervalo (0,0.016143]; naranja ' representa un nimero
esperado de individuos en (0.016143,0.032286]; amarillo  representa un numero esperado de individuos
en (0.032286,0.048429]; verde M representa un nimero esperado de individuos en (0.048429,0.064572];
cyan [ representa un nimero esperado de individuos en (0.064572,0.080715]; azul M representa un nimero
esperado de individuos en (0.080715,0.096858]; violeta M representa un ntmero esperado de individuos en
(0.096858,0.113].
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4.9 Conclusiones

4.9. Conclusiones

Estimamos la distribucién y abundancia de la especie en peligro critico de extincién
Plectrohyla Guatemalensis en una regién ubicada en la reserva natural Volcan Tacana.
Nuestro trabajo contribuye al conocimiento de esta especie y esperamos que pueda
ayudar a su preservaciéon. Obtenemos que los individuos se sienten atraidos por el rio,
pero la fuerza de atraccién es mucho mas débil que otras especies del mismo género
como Plectrohyla Sagorum (ver Capitulo 3 y también [20]). Desde el punto de vista
matematico, presentamos un método que se puede utilizar para describir especies en
peligro critico (basado en el modelo introducido en el Capitulo 2 y en [19]).

Este es un problema delicado porque la densidad extremadamente baja de indivi-
duos que ocurre en tales situaciones hace que sea muy dificil reconstruir una distribucién
de probabilidad. En nuestro caso, hay en promedio un poco mas de 2 individuos reco-
lectados en cada viaje de campo (y los métodos estandar frecuentemente usan datos
de un solo muestreo de campo). Nuestro modelo asume que la presencia de individuos
decae a medida que aumenta la distancia al rio, y se supone que la tasa de decaimiento
se ajusta a la energia potencial cuadrética (inspirada en el oscilador arménico de la
mecdanica cuantica). Entonces, la estimacién de pardmetros se reduce a una estimacién
de la constante de acoplamiento g.

Intencionalmente dejamos solo un pardametro libre (la constante de acoplamiento
g), porque los datos del trabajo de campo que usamos son pobres y no son suficientes
para estimar més de un pardmetro. Sin embargo, nuestro método tiene la flexibilidad de
obtener tasas de descomposicién méas precisas, pero esto requeriria trabajo de campo
adicional (esto no es trivial, porque la regién que estudiamos es un canén con una
orografia muy complicada). En este trabajo, las tasas de decaimiento precisas son mas
relevantes que en el Capitulo 3 (ver también [20]), porque en este dltimo caso, los
individuos permanecen en las cercanias del rio y aqui todavia estan presentes a largas
distancias.
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Capitulo 5
Analisis del limite a bajas energias de la
matriz de dispersion asociada a la

ecuacion de Schrodinger discreta

En este capitulo estudiamos la teoria de dispersién para la ecuaciéon matricial de
Schrodinger discreta, en particular, definimos la matriz de dispersién a través de las
soluciones de Jost, probamos que existe el limite de la matriz de dispersién en el limite y
encontramos una expresion para el limite relaciondndolo con la existencia o no de solu-
ciones acotadas para los umbrales (half-bounded states). Esta parte de la investigacién
se ha realizado en colaboracién con Gerardo Franco, cuya contribucién es mayoritaria
y forma parte de sus estudios de doctorado que estdn por iniciar. Los resultados maés

importantes sobre este tema junto con las demostraciones estan [15].

5.1. Las soluciones de Jost

La ecuacion matricial de Schrodinger unidimensional estd dada por

H¢=FE¢ (5.1)
en donde
@’ % 5.2
H=—— )
dx? + (5:2)

es un operador autoadjunto densamente definido sobre L?(R,C¥). La ecuacién (5.1)
modela a una particula (cudntica) que se desplaza en el eje real y el hecho de que es
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matricial se pude asociar a grados de libertad del sistema como por ejemplo el spin. Si

imponemos ademas la restriccion
Ve Ly (R;CHE), (5.3)

o equivalentemente, (1 + |z|)||V (z)|| es integrable sobre R, con E en R, entonces pode-
mos encontrar soluciones fundamentales acotadas (en cada direccién), que no estan en
L?(R,Ch), las cuales son llamadas eigenvalores generalizados.
La version discreta de (5.1) es una ecuacién en diferencias simétrica de segundo
orden de la forma
Hu = Fu, (5.4)

donde H : 2 (Z, CL) -2 (Z, (CL) es un operador de segundo orden tal que
(Hu)(n) = —u(n — 1) + 2u(n) —u(n + 1) + V(n)u(n) (5.5)

y las matrices V(n) € Mpx(C) son autoadjuntas.

Luego, si consideramos el operador derivada discreta (Laplaciano discreto)

d
“u(n) = u(n+1) — uln),

entonces con un calculo sencillo podemos ver que

d2
—d—u(n —1)=—-u(n—1)+2u(n) —u(n+1) (5.6)
n
de donde se desprende la analogia con el caso continuo expresado en la (5.1).
En este capitulo estudiamos la matriz unidimensional de Schrédinger discreta de la
forma
H=H=Hy+V, (5.7)

donde Hj (el Hamiltoniano libre) estd dado por el Laplaciano discreto sobre el espacio

de Hilbert ¢2(Z,CL) definido como
(Ho¢)(n) := ¢(n+1) + ¢(n—1), ¢ € £*(Z,Ch). (5-8)

Consideramos ademads un operador V' € My « L((C)Z de multiplicacién matricial con
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primer momento finito, definido por
(VU)(n) := V(n)¥(n), ¥elz,Ch). (5.9)
Suponemos ademés que V(n) =V(n)*, ne€Zy

> lInV(n)] < oo. (5.10)

nez

y parametrizamos los autovalores en la forma
E=2z2+41/z, z € C\{0}. (5.11)
Entonces las ecuaciones de autovalores tienen la forma

Hu = Eu, (5.12)
Hyu = FEu, (5.13)

donde u € (Mg )%

Definicién 5.1.1 (Soluciones de Jost). Para toda z € D\{0}, donde D es el disco
1/

unitario abierto complejo, denotamos por uZ y u * la soluciones My -valuadas de
Hui = EBvi, Hu'"=Ed*,  E=z+1/z (5.14)
tales que, cuando n — +0o y n — —oo, respectivamente,

ui(n) = 2"(1+0(1)), ul_/z(n) =z""(1+0(1)), (5.15)

donde 1 es la matriz identidad. Adicionalmente, para z = 1, denotamos por vi la

soluciones My« 1,-valuadas de
Hvi = Evi, E =2, (5.16)

tales que cuando n — +o0,

vi(n) =n(1+o0(1)). (5.17)
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5.2. La matriz de dispersion

Definicién 5.2.1 (Wronskiano). Para dos funciones u,v : Z — Mpxp yn € Z el

Wronskiano se define por

W(u,v)(n) = i(u(n+1)"v(n) — u(n)v(n+1)) € Mpxp, (5.18)

Es fécil ver que W (u,v)* = W (v, u)y que para soluciones matriciales que satisfagan
Hu = Eu and Hv = Ev, el Wronskiano W (u,v) es independente de n. En estos casos
omitimos el argumento n. Para z € D, los Wronskianos de las soluciones Jost pueden

evaluarse usando el hecho de que son independientes de n: tomando los limites, o bien

n — 00 0 N — —00, encontramos que

— s W_

W(uZ,u?) =0 =W’ u'?), (5.19)
y si ademds z € S\ {—1,1}
Wui,ui) = (v¥) 11, (5.20)

donde 1 es la matriz identidad y

= .. 5.21
V= (5.21)

Ahora, recuerde que para z € S'\ {—1,1}, es posible descomponer los estados uiy

1/z 1/z

u_'” sobre las bases (u*,u_'") y (ui,ui/ %), respectivamente, y que las matrices M y

N7 estén definidas por

wi = ur M + PN, WM = AN 4 WM (5.22)

La ecuacién (5.20) da lugar a

Mi = v? W(ui/Zb,ui),
1/z

Ni = —v*W(u'",u?),

. B . 1 (5.23)
NZ = vV*W(ui,ul"),
M = - Wi, u?) .
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Esto muestra que M% puede extenderse a funciones analiticas en D \ {0} que son

continuos en D\ {—1,0,1}. Las Ecuaciones (5.23) implican que
(Ni)* =-NZ ) (Mi)* = ME ) (5'24)
donde la primera ecuacién es valida para z € S'\ {—1, 1} y el segunda se puede extender

aD\{-1,0,1}.
Tenemos entonces (ver Lema 15 [15]):

(M?)*M?> = 1 + (N?)*NZ, (5.25)
MZN? = —NY*MZ (5.26)
(M2)*M? = 1 + (N?)*N?, (5.27)
M*N% = —NY*Mm3% (5.28)

Proposicién 5.2.1. Para z € S'\ {—1,1}, M% es invertible y 8% es unitaria.

Demostracion. Que M7 es invertible se sigue de las ecuaciones (5.25) y (5.27). Ahora

probaremos que es unitaria. Los términos fuera de la diagonal de (8%)* 8* son

—((ME)™) N2 (ME) ™ — (M) ™) () (M)~ (5.29)

—((M2)7H)* (V2" (M) = (M)~ "N (M)~ (5.30)
los cuales son nulos por (5.24). Los términos en la diagonal son

()71 (L + (NT)"NF) (M)~ (5.31)

(MZ)H" (1 + (N2)"NZ)(MZ) 7,

los cuales son ambos iguales a 1, ver (5.27) y (5.25). Esto prueba que 8 es unitaria. [

1/z

Las columnas de la matriz (u%,u son linealmente independientes para z € St
+ Ut p p

{=1,1} y por tanto forman una base para las soluciones. Lo mismo es cierto para

(ul,vl). Se sigue que existen matrices M7, N7 € My, tales que

wi = u? M? +u "N, ul? = wi N7 Mz (5.32)
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Nosotros probamos ademas que las matrices M7 tienen una continuacién meromorfica
en D (el disco unitario complejo). Suponiendo que M3 son invertibles, podemos re-

escribir estas ecuaciones como

wiT? =u” —u'*R7, W7 =t — o RE (5.33)
donde
T:=(MI)™, R = -Ni(Mi)™, (5.34)

son los coeficientes de transmisién y reflexién, respectivamente.

Definicién 5.2.2. Para toda z € S'\ {—1,1}, la matriz de dispersién 8% € Moy xar,
1s defined by

g _ T R* _ (M_ZF)*1 —~NZ(M?)~!
R T SNE(MHT (M)

Note que las matrices MZ son invertibles (Proposicién 5.2.1). El caso z = e
representa una ola que viaja hacia la derecha. Entonces u® y ui/ “ estdn entrando
P 1/z , . . . s .

y u y u” estdn saliendo. En este caso, la matriz de dispersién expresa las soluciones
1/ 1/z,

de Jost entrantes u® y u;/ “ en términos de los salientes uiyu

(uz_ ufr/z) = (ui ui/z> 8. (5.35)

5.3. Prueba del resultado principal
Lema 5.3.1. Sea u € (CL)Z una solucion de (5.12), para z = 1. Son equivalentes:
(i) u es o(n) para n — +o00.

(ii) u es acotada cuando n — +00.

(iii) u converge cuando n — +oo.

Ademds, u es o(1) para n — +00, si y sélo si w = 0. Lo anterior se mantiene vdlido si

reemplazamos +00 por —oo.
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Demostracion. De las Ecuaciones (5.15) y (5.17) se sigue que el nimero de columnas
deul y vi forman una base para todas las soluciones. Entonces existen a, 3 € C tales
que

U = v}ra + ui 5.
El comportamiento asintético de u}r y fu1+ en oo produce el resultado deseado. ]

Definicion 5.3.1. Introducimos la notacion:
N = Ker(W(ul,ul)), £ = Ker(W(ul,ul)). (5.36)

El caso genérico se conoce como N = {0}, de lo contrario, se habla del caso excepcional.

Para £ € N definimos

re= (6= > JVONiG)E). (5.37)
Jj=—00
Definicion 5.3.2. Denotamos
Q:=ul (1) Tl (1) € Mpxp. (5.38)

Lema 5.3.2. Las siguientes ecuaciones son verdaderas:
ul (n) = n(iW (ul,ul) + o(1)), n — —oo.
ul (n) = n(—iW(ul,ul) + o(1)), n — +o0.

Demostracion. Del Lema 20 [15], tenemos

W(ul,ul)=—i _Z V(j)ul (), (5.39)
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W(ul,ul) =i Z V(y (5.40)

]_700

Ahora, del Lema 7 [15] se sigue que

[e.e] [e o]

ub(n+1) —ub(n) == Y G-—n-DVHui()+ > (G —m)V3E)ul()
j=n+2 j=n+1
= 3 V(uk()
j=n+1
= iW( u u+ Z V(j
j=—o00

Por lo tanto, u} (n4+1)—u’ (n) = iW (ul, ul ), como n — —oo (recordar |ul (n)| < C|n,

Lema 10 de [15]). Esto implica que

s ) =k () = 23k G ) - wh () = Wl )

y por tanto
ul (n)

n

— W (ul,ul), n — 00.
Esto prueba la primera igualdad, la segunda igualdad se prueba de forma similar. [
Lema 5.3.3. Las siguientes ecuaciones son verdaderas:
N ={¢eCl:ul¢ es acotadal, £ ={xeCE:ul x es acotada}. (5.41)
Ademds, dado que W (ul, u}k)* = W(u+, LY por definicion, se sigue que
N = (W(ul,ul)Ch)*, L= (W(ub,ut)ChHt, (5.42)
y por tanto, dim(N) = dim(L).

Sea {ey,- - ,er} una base ortonormal de Cr tal que los primeros d vectores formen

una base de £ y los tltimos vectores L — d a partir de £+ = W (u!, uL)CL, ver Lema
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5.3.3. Tomamos otra base ortonormal {vy,--- ,vp} de CL tal que los primeros d vectores
formen una base de N y Los tltimos L — d vectores forman una base de N--. Entonces
definimos

P .= <61 ey - eL>*, Q:= <v1 vy - UL> . (5.43)

Recordamos que P; y P, 1 son las proyecciones sobre £ y £, respectivamente. Entonces
Py <i(1 ~ QD) Py + W (ul ui)PNL>PN — (1= )P (U +T)Px  (5.44)

y Py (Q* + T') Py define una biyeccién entre N y £ (Lema 5.3.3). Basta entonces con
demostrar que es inyectiva. Esto es cierto porque I' : N — £ es una biyecion y, para

toda £ € N,

(T8, Pe(QF + 1)) = (P, (0 +T)€) = (T€, (2 +T)§)
= (Q¢, &) + |Te)* = [I€]f* + (1T,

Ademis,
Py (i(l ~ QD) Py W(ul, uL)PNl)PNL = P Wl ul)Py (5.45)

define una biyeccién entre N+ y £+ (ver Lema 5.3.3 y Definicién 5.3.1). De ello se
deduce que hay funciones con valores matriciales A(z), B(z),C(z), D(z) tales que

P(i(1 = 2)(Q" + T) Py + W(ul,ul) Py + X (2) + Y () Py1 ) Q = (A(Z) BCZ%)

C(z) D(z
(5.46)
y
A(z) =i(1—2)A+o(|1 — z|), B(z)=o0(1), (5.47)
C(z) =0(]1 = z|), D(z) =D +o(1),
donde
A = [P (0 +T)Py]2, D := [P W(ul,ul)Py]d, (5.48)

son invertibles donde [T]) denota la representacién matricial de una transformacién
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lineal T" en términos de las bases 6, n. Aqui a = {v1,...,v4} es una base de N, § =
{e1,...,er} es una base de £,y v = {vgy1,...,vr} y 0 = {€qs1,...,eq}, son bases de N+
y L1, respectivamente.

Teorema 5.3.1. Los coeficientes de transmision satisfacen las siguientes propiedades:
T7 =T7 +o(1), TZ =T +0o(1), (5.49)

cuando z tiende a 1 en D, donde

. 247" 0 . 247" 0 -
T! = Q P, T'.= (Q P) . (5.50)
0 0 0 0
Ademds
Tict =N, Ker(T1}) = W(ul,ul)CE, (5.51)
Tict =g, Ker(Tt) = W(ul ,ul)CF.
Los coeficientes de reflexion satisfacen las siguientes propiedades:
RZ = R +o(1), R* = R! +o(1), (5.52)
cuando z tiende a 1 en S', donde
RL :=1-TT}, Rl :=1-T7'T! +0(1). (5.53)
Ademds
£=(1-RL)CH, Ker(T}) = Ker(1 — R}), (5.54)
N=(1-R"Y)CE, Ker(T!) = Ker(1 — RY).

Demostracion. La ecuacién (5.47) implica que las matrices D(z) y A(z)—B(2)D(2)~'C(z)

son invertibles para z € D en una vecindad de 1, entonces usando la férmula del com-
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plemento de Schur, se sigue que (recuerde (5.21))

-1

()1 A(z) B(z)
C(z) D(z)
_ ) 1 0 (A(Z)—B@)D(z)‘lc(z))* 0 1 —B(z)D(2)"
~D(2)7'C(2) 1 0 D(z)~') \0 1
2471 0
= +o(1), (5.55)
0 0

donde se usaron (5.21) y (5.47).
Debido a (5.43) de P, el nicleo de T} es generado por {eqi1, -+ ,er}, y son una

base de W (ul,ul )CF: dado que P es unitario, P* = P! = (61 . '@L>' Por lo tanto,

0 -1
el nucleo en juego es igual al ntcleo de (61 ...e L) . Debido a la definicién
00
(5.43) de @, la imagen de T}r es generada por {vy,--- ,vq}, y estos vectores forman una

base de N. Esto prueba la primera linea en (5.51). El segundo sigue del hecho de que
T! = (T1)* (que se puede deducir de (5.24) y (5.34)).

A continuacién, tomemos n lo suficientemente pequefios como para que (ul,(n))_1
existe. Entonces, por continuidad, (ui/ “(n))~! existe, por z en una vecindad de 1.

Utilizando (5.33) conduce a

R = (u*(n) " (n) — (@ () M ()T = (ul (n) Ml (n) = (ul ()~ Mud ()T,

(5.56)

como z tiende a 1. Tomando el limite n — —oo en el lado derecho de (5.56), llegamos
a la primera ecuacién en (5.53) (ver también Lema 29 [15], en donde se prueba que
I'¢ = limy,—,_ oo ul (n)&; ver también (5.15) ). La segunda ecuacién se obtiene de manera
similar. Las ecuaciones (5.54) se siguen de (5.51), (5.53) y el hecho de que I' es una
biyeccion de N en L. O
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