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Después está mi abuelo Enedino. Le agradezco no sólo el apoyo económico que
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1.2. Quarks y mesones holográficos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
1.3. Producción de fotones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

2. Construcción del dual gravitacional 9
2.1. Solución a SUGRA IIB 10-dimensional . . . . . . . . . . . . . . . 10
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Resumen

El objetivo de esta tesis es estudiar, mediante métodos holográficos, la f́ısica
del plasma de quarks y gluones en presencia de un campo magnético externo muy
intenso. En particular, se estudia el efecto que tiene dicho campo magnético sobre
los grados de libertad de sabor.

Para lograr lo anterior se construyó un dual gravitacional 10-dimensional que
incluye al campo magnético y que permite el encaje de D7-branas de prueba. El
costo para lograr esto es considerar un VEV distinto de cero para un operador
escalar de una traza de dimensión 2 del lado de la teoŕıa de norma. Aún sin in-
cluir grados de libertad de sabor, este plasma exhibe un comportamiento muy
interesante. Al realizar un análisis termodinámico, se encontró que existe una in-
tensidad de campo magnético máxima que el plasma puede soportar, arriba de
la cuál éste se vuelve inestable. Del lado gravitacional, lo que ocurre es que las
geometŕıas desarrollan singularidades desnudas para altas intensidades de cam-
po magnético. Adicionalmente, al estudiar la propagación de perturbaciones del
campo de Maxwell en la teoŕıa gravitacional, se encontró que los fotones emitidos
por el plasma en la teoŕıa de norma dual están linealmente polarizados sobre el
plano de reacción.

Al considerar grados de libertad de sabor se encontró que, además de la previa-
mente conocida temperatura cŕıtica arriba de la cual los mesones se derriten, para
ciertas intensidades de campo magnético existe una segunda temperatura cŕıtica,
menor a la primera, debajo de la cual los mesones estables dejan de existir. Adi-
cionalmente, se encontró que los mesones pueden derretirse a ciertas temperaturas
fijas al modificar únicamente la intensidad del campo magnético externo. No sólo
eso, el efecto general del campo magnético sobre el espectro de mesones es el de
reducir su enerǵıa, aśı como modificar los números cuánticos permitidos. La prin-
cipal diferencia con los enfoques previos, lo que en consecuencia da los resultados
nuevos, es que el campo magnético retroacciona en la geometŕıa dual en lugar de
estar confinado al volumen de mundo de las D7-branas de prueba.

Los resultados aqúı presentados son parte de los expuestos en [1–4], art́ıculos
derivados de esta investigación.

1
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Caṕıtulo 1

Introducción

En este caṕıtulo se exponen los antecedentes y motivación para esta tesis. Se
comienza con un resumen de los diversos modelos para el estudio holográfico del
plasma de quarks y gluones, poniéndose énfasis en aquellos duales a plasmas en
presencia de un campo magnético intenso. Posteriormente se explica el procedi-
miento para agregar materia en la representación fundamental a estos modelos,
aśı como los observables que pueden ser estudiados.

3



4 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

1.1. Holograf́ıa y el plasma de quarks y gluones
magnetizado

La Cromodinámica Cuántica (QCD por sus siglas en inglés) es la teoŕıa que
describe las interacciones fuertes entre quarks y gluones. A pesar de su éxito, exis-
ten pocos métodos anaĺıticos para estudiar sus propiedades no perturbativas (por
ejemplo, con las técnicas de QCD en la red es posible describir comportamiento
no dinámico). Una de las alternativas más prometedoras es reformular QCD, o
cualquier teoŕıa de norma fuertemente acoplada, en términos de una teoŕıa gra-
vitacional con la llamada correspondencia o dualidad norma/gravedad, también
conocida como AdS/CFT, bulto/frontera, holográfica o de Maldacena [5]. Esta
afirma que teoŕıas cuánticas sin gravedad son exactamente equivalentes a teoŕıas
cuánticas con gravedad en un espacio de dimensionalidad mayor, en el sentido de
que todo observable f́ısico en una de ellas tiene una traducción directa a su dual.
La razón por la que esto es ideal para estudiar teoŕıas similares a QCD, es que
la dualidad relaciona el régimen de acoplamiento fuerte de la teoŕıa cuántica de
campos con el acoplo débil de la teoŕıa gravitacional y viceversa, lo que intercam-
bia cálculos no perturbativos en la teoŕıa cuántica con soluciones gravitacionales
clásicas.

Aunque la correspondencia no ha sido demostrada de forma rigurosa, se cuenta
con una inmensa cantidad de evidencia a favor de su validez, en lo que se conoce
hoy en d́ıa como el diccionario holográfico. La entrada más conocida es la que
afirma que super Yang-Mills (SYM) N = 4 en cuatro dimensiones es equivalente
a una teoŕıa de supercuerdas tipo IIB en un espacio AdS5 × S5. Es importante
hacer notar que a la fecha aún no se cuenta con el dual exacto de QCD, de modo
que no se puede estudiar dicha teoŕıa con métodos holográficos. Sin embargo, el
plasma de quarks y gluones (QGP por sus siglas en inglés) de QCD comparte
muchas propiedades con el plasma de SYM N = 4 y otras teoŕıas cuyos duales
gravitacionales son conocidos. Debido a que dicho QGP se comporta como un
fluido fuertemente acoplado, se ha impulsado el uso de la holograf́ıa como una
herramienta para describir a dicho sistema, en lo que se a convertido en un área
de investigación bastante activa.

A medida que más datos experimentales han sido obtenidos, se han construi-
do mejores modelos holográficos para acercarse a QCD. Un hecho cada vez más
aceptado es la creación de un campo magnético muy intenso en las colisiones de
iones pesados, por lo que entender sus efectos sobre las diversas caracteŕısticas
del QGP es crucial para poder interpretar adecuadamente las observaciones ex-
perimentales [6–10]. Dos de las propiedades de mayor interés en el estudio de la
materia de QCD son el condensado del quark (o quiral) y el espectro de mesones,
aśı como su dependencia de distintos parámetros, tales como el campo magnético
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antes mencionado.
El condensado del quark es un parámetro de orden en el fenómeno de rom-

pimiento de la simetŕıa quiral. Se anula a altas temperaturas, de modo que la
simetŕıa quiral se restaura, pero es distinto de cero en la fase hadrónica. En este
contexto el término catálisis magnética (MC por sus siglas en inglés) se refiere
al incremento en la magnitud del condensado como respuesta al campo magnéti-
co [11,12]. Sin embargo, mediante cálculos de QCD en la red [13–15] y el modelo
Nambu-Jana-Lasinio [16], se ha encontrado que para quarks ligeros y tempera-
turas suficientemente altas se presenta el comportamiento opuesto. Esto es, bajo
estas condiciones la magnitud del condensado decrece cuando la intensidad del
campo magnético aumenta. Este fenómeno se conoce como catálisis magnética
inversa (IMC por sus siglas en inglés).

Por su parte, la dependencia del espectro de mesones con el campo magnético
ha sido estudiada mediante diversos enfoques. Teoŕıa de perturbaciones quiral [17],
aśı como modelos sigma lineales [18] han mostrado que piones cargados o neutros
responden de forma diferente al campo magnético. Mientras que los primeros
incrementan su masa en la presencia del campo magnético, los segundos ven su
masa disminuida. Sin embargo, esto no significa que todos los mesones neutros se
comportan igual. Mediante cálculos de QCD en la red se ha mostrado [19] que
la masa del pión neutro disminuye monotónicamente cuando el campo magnético
aumenta, mientras que para el mesón ρ se observa el comportamiento opuesto.

La f́ısica de plasmas en presencia de un intenso campo magnético externo fue
modelada holográficamente en [20]. La teoŕıa de norma considerada en este trabajo
es nuevamente SYM N = 4, pero en presencia de un intenso campo magnético
externo. La teoŕıa gravitacional en cinco dimensiones presentada en dicho trabajo
es dual a la teoŕıa de norma deseada debido a que es una truncación consistente
de supergravedad (SUGRA) IIB en diez dimensiones, como fue mostrado en [21].
Lo anterior significa que una vez que se ha encontrado una solución a la teoŕıa
en cinco dimensiones, se puede construir con ella una solución a la teoŕıa en diez
dimensiones utilizando un anzats de truncación expĺıcito.

Utilizando el modelo anterior se ha podido estudiar el efecto del campo magnéti-
co sobre diversos observables [22–26]. Sin embargo, el modelo holográfico de [20]
tiene diferencias importantes respecto al QGP generado en los experimentos. Una
caracteŕıstica notoria de SYMN = 4 es que sólo contiene campos en la representa-
ción adjunta, mientras que QCD tiene campos en la representación fundamental.
En consecuencia, el campo magnético considerado en [20] acopla a una de las
corrientes conservadas asociadas a un subgrupo U(1) de la simetŕıa R de SYM
N = 4. De manera más precisa, la acción de la teoŕıa toma la forma esquemática

S = SSYM −
1
4

∫
d4x

(
F2 − 4eAµJ EM

µ

)
, (1.1)

donde F = dA es el campo electromagnético, e es la carga eléctrica y la corriente
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J EM
µ está dada por

J EM
µ = Ψ̄γµΨ + i

2Φ∗(DµΦ)− i

2(DµΦ∗)∗Φ. (1.2)

En la expresión (1.2) Ψ y Φ representan de forma genérica a los campos fermiónicos
y escalares de SYM N = 4 respectivamente. En esta misma expresión hay una
suma impĺıcita sobre los ı́ndices de color, y el operador Dµ = Dµ − ieAµ es la
derivada covariante de la teoŕıa con grupo SU(Nc)× U(1).

Otros modelos holográficos del plasma de quarks y gluones en presencia de un
campo magnético externo pueden consultarse en [27–29].

1.2. Quarks y mesones holográficos
Aunque SYM N = 4 únicamente contiene campos en la representación adjun-

ta, el diccionario de la correspondencia indica que un pequeño número de grados
de libertad de sabor1 en la teoŕıa de norma pueden ser descritos, en acoplamiento
fuerte, en términos de branas de sabor encajadas en el bulto [30]. Para el caso de
SYM N = 4 en cuatro dimensiones con grupo de norma SU(Nc) y Nf sabores a
temperatura finita, esto se logra al considerar Nf D7-branas, con Nf � Nc, para
que la retroacción sea despreciable en comparación con la curvatura del fondo,
orientadas a lo largo de las direcciones de AdS5 y enrollando una S3 ⊂ S5.

En [31–34] se mostró que en estas circunstancias las D7-branas muestran un
comportamiento termodinámico interesante, con una transición de fase de primer
orden a una temperatura cŕıtica Tc tomando lugar entre una fase en la que las
branas yacen fuera del horizonte del hoyo negro, el llamado ‘encaje de Minkowski’,
y una fase en la que caen dentro de éste, el ‘encaje de hoyo negro’. En la teoŕıa
de norma dual, esto corresponde con una transición entre un espectro de mesones
discreto y una distribución continua de excitaciones. Los detalles del espectro
discreto pueden calcularse al estudiar la dinámica de perturbaciones sobre los
encajes de Minkowski, resultados que se presentan en [34,35].

Es importante recalcar que lo que se acaba de describir es una transición de
fase de derretimiento o disociación, y no una de confinamiento-desconfinamiento.
La descripción holográfica de una fase confinada involucra una geometŕıa sin un
agujero negro. A la temperatura Tdeconf los gluones y la materia adjunta dejan
de estar confinados, de modo que la geometŕıa dual desarrolla un agujero negro.
Sin embargo, si la masa del quark es suficientemente grande es posible que las
branas se encuentren fuera del horizonte y que existan aśı mesones estables (a

1En este trabajo se seguirá la convención usual de la literatura y se llamarán a estos grados
de libertad de sabor genéricamente como quarks. Asimismo, se denotará a los estados quark-
antiquark de estas teoŕıas como mesones.
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orden dominante consistente con las aproximaciones de Nc grande y acoplamiento
fuerte) para Tdeconf < T < Tc. Esto último es consistente con simulaciones de
QCD en la red [36–38].

El efecto del campo magnético sobre la transición de fase de materia fundamen-
tal no ha podido estudiarse utilizando el modelo de [20]. Para encajar D7-branas
de prueba se necesita construir el levantamiento diez-dimensional de la teoŕıa
cinco-dimensional de este trabajo. Aunque esto puede hacerse siguiendo el ansatz
presentado en [21], el espacio obtenido aśı no resulta apropiado para estudiar la
dinámica de las D7-branas de prueba. De forma un poco más precisa, la parte
compacta del espacio está deformada de forma tal que las D7-branas no pueden
enrollar un ciclo máximo (como lo es la S3 ⊂ S5), causando que las ecuaciones
a resolver sean demasiado complicadas y que sólo puedan obtenerse resultados
limitados2.

Un enfoque distinto para estudiar los efectos del campo magnético sobre la
materia fundamental fue seguido en [40–42]. En dichos trabajos los autores con-
sideraron un campo B de pura norma a lo largo de las direcciones de la teoŕıa
dual, que entra como una excitación en la acción de las branas de prueba y en
consecuencia es equivalente a un campo magnético en el volumen de mundo de
éstas. Debido a esto último, desde la perspectiva de la teoŕıa de norma el campo
magnético se acopla a la corriente bariónica. Los resultados obtenidos en [40–42]
mostraron que el efecto de este campo magnético es el de incrementar la tempe-
ratura de derretimiento de los mesones, hasta el punto de evitar por completo la
disociación para intensidades de campo magnético arriba de cierto valor cŕıtico.
No sólo eso, en estos trabajos también se encontró que la presencia del campo
magnético induce el rompimiento de la simetŕıa quiral, pues el condensado del
quark es distinto de cero aún cuando la masa desnuda de los mismos se considera
nula. Respecto al espectro de mesones, se encontró que el campo magnético rom-
pe la degeneración de los niveles determinados en [31], mostrando un efecto tipo
Zeeman. Importantemente, los modos excitados en la S3 no fueron considerados
en [40–42].

1.3. Producción de fotones
La detección de fotones directos es una prueba importante para cualquier

modelo que trate de describir la f́ısica de las colisiones de altas enerǵıas. Debido
a la poca intensidad del acoplamiento electromagnético y la pequeña extensión
espacial del QGP, los fotones escapan prácticamente sin ser alterados, por lo que

2Recientemente se logró resolver estas ecuaciones de manera perturbativa para el caso de
quarks ligeros. Los resultados presentados en [39] muestran un efecto similar a los niveles de
Landau.
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representan una excelente prueba de las condiciones del punto de emisión [43–45].
En particular, se ha mostrado previamente que dichos fotones están polarizados
[46–50] en consecuencia de la polarización de spin global que presenta el QGP
generado en las colisiones no centrales de iones pesados [51, 52], y que esto se
puede deber a la presencia del campo magnético [53].

La emisión de fotones en plasmas fuertemente acoplados ha sido analizada uti-
lizando métodos holográficos en diversos escenarios. El primero de estos estudios
fue en [54], donde la teoŕıa analizada fue SYM N = 4 sin materia en la represen-
tación fundamental. Posteriormente, se consideró la emisión de fotones cuando se
agregan quarks masivos a esta teoŕıa tanto en el ĺımite de prueba anteriormente
discutido [55] como en el ĺımite de Veneziano3 [56]. Otros estudios de producción
de fotones en modificaciones de SYM N = 4 incluyen la consideración de un po-
tencial qúımico [57–59], anisotroṕıas espaciales [60] y, con especial relevancia para
este trabajo, un campo magnético externo [22,61,62].

Genéricamente, el procedimiento holográfico para estudiar la producción de
fotones involucra tomar perturbaciones del campo de norma U(1) presente en
la teoŕıa gravitacional. En los trabajos descritos, donde se agrega materia en la
representación fundamental mediante encajes de D7-branas, el campo de norma
considerado es el campo Born-Infield (BI) que vive en el volumen de mundo de
las branas. Tomándose como solución sin perturbar aquella con campo BI nulo,
se resuelven las ecuaciones de movimiento de manera perturbativa. No obstante,
puede considerarse también como solución sin perturbar un campo BI distinto de
cero. Esto se hizo en [62] para estudiar el efecto de un campo magnético sobre la
producción de fotones de un plasma con materia en la representación fundamental.
En [22] se estudió la producción de fotones en el plasma de SYMN = 4 sin materia
en la representación fundamental en presencia de un intenso campo magnético
utilizando el dual gravitacional 5-dimensional de [20], encontrándose que el campo
magnético tiende a incrementar la producción de fotones. Estos resultados están
en acuerdo con [8], donde se sugirió que la anomaĺıa conforme causada por la
presencia del campo magnético es la responsable del incremento en la producción.
Debido a que no se consideraron quarks, a diferencia de [62] en [22] el campo de
norma perturbado fue el campo electromagnético del fondo mismo.

Dados estos dos enfoques para estudiar la producciónde fotones, perturbando el
campo de norma del fondo o el campo BI en las branas de prueba, surge la pregunta
de si ambos mecanismos coinciden o si dan información complementaria al otro.
Desafortunadamente no se tiene aún respuesta debido a que, como se explicó
brevemente en la sección anterior, el encaje de D7-branas en el levantamiendo
10-dimensional del modelo de [20] resulta complicado.

3El ĺımite de Veneziano consiste en tomar Nc →∞ y Nf →∞ manteniendo Nc/Nf finito.



Caṕıtulo 2

Construcción del dual
gravitacional

Este caṕıtulo se presenta la construcción de la familia de soluciones a SUGRA
IIB que son duales al plasma de SYM N = 4 magnetizado a temperatura finita. Se
comenzará por presentar el ansatz de truncación propuesto en [21], exponiendo
los campos 10-dimensionales involucrados aśı como su reescrito en términos de
los campos de la teoŕıa efectiva 5-dimensional. Posteriormente, se describirá dicha
teoŕıa efectiva 5-dimensional para después presentar la nueva truncación propuesta
para poder estudiar materia fundamental en el plasma. Se concluirá el caṕıtulo
explicando cómo es que en efecto esta nueva truncación se levanta a una geometŕıa
10-dimensional óptima para estudiar el encaje de D7-branas de prueba.

9
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2.1. Solución a SUGRA IIB 10-dimensional
Para construir las soluciones a SUGRA IIB duales al plasma de SYM N = 4

bajo los efectos de un campo magnético externo muy intenso se utilizará el an-
satz de truncación descrito en [21]. El procedimiento consiste en escribir los cam-
pos 10-dimensionales de alguna familia de soluciones en términos de campos 5-
dimensionales, y reescribir las ecuaciones de movimiento de la teoŕıa de dimen-
sionalidad mayor en términos de ecuaciones de movimiento 5-dimensionales, que
describen a lo que se conoce como la teoŕıa efectiva asociada a las soluciones
10-dimensionales. El ansatz presentado en [21] considera a todos los campos de
la teoŕıa 10-dimensional, SUGRA IIB, nulos, salvo a la métrica y a la 5-forma
autodual. La primera tiene por elemento de ĺınea

ds2
10 = ∆ 1

2ds2
5 + L2

∆ 1
2

3∑
i=1

X−1
i

dµ2
i + µ2

i

(
dφi + Ai

L

)2
 , (2.1)

donde L es un parámetro con unidades de longitud, ds2
5 denota al elemento de

ĺınea de un espacio 5-dimensional no compacto, Ai son tres campos de Maxwell
dependientes únicamente de las direcciones de éste espacio 5-dimensional, µi están
parametrizados por dos coordenadas angulares {θ, ψ} en la forma

µ1 = sin θ, µ2 = cos θ sinψ, µ3 = cos θ cosψ, (2.2)

mientras que ∆ está dado por

∆ =
3∑
i=1

Xiµ
2
i , (2.3)

con
Xi = e−

1
2~ai·~ϕ, ~ai = (a(1)

i , a
(2)
i ), y ~ϕ = (ϕ1, ϕ2), (2.4)

ϕ1 y ϕ2 son dos campos escalares que dependen únicamente de las direcciones
del espacio 5-dimensional mencionado antes. Por su parte, la 5-forma autodual se
escribe en términos de estos campos como

F5 = G5 + ?G5, (2.5)

con ? el operador dual de Hodge asociado a la métrica (2.1) y

G5 = 2
L

3∑
i=1

(X2
i µ

2
i −∆Xi)ε5 −

L

2

3∑
i=1

X−1
i ?̄dXi ∧ d(µ2

i )

+ L2

2

3∑
i=1

X2
i d(µ2

i ) ∧
(
dφi + Ai

L

)
∧ ?̄F i,

(2.6)
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donde F i = dAi, ε5 y ?̄ son la forma de volumen y el operador de Hodge, respec-
tivamente, asociados a la métrica del espacio 5-dimensional no compacto. Nótese
que al tomar Ai = 0 y ϕi = 0 la 5-forma G5 se vuelve proporcional a ε5, como era
de esperarse.

Para que esta métrica y 5-forma sean solución a SUGRA IIB deben cumplir
con las ecuaciones de movimiento y constricción de autodualidad

RMN = 1
96(F5)MPQKS(F5)NPQKS, d ? F5 = 0, F5 = ?F5, (2.7)

que implican ecuaciones de movimiento para la métrica 5-dimensional, los tres
campos de Maxwell y los dos campos escalares. Dichas ecuaciones se estudiarán
en la siguiente sección. Obsérvese que se está utilizando xM para denotar a las
coordenadas del espacio 10-dimensional, lo que se hará de forma consistente en
toda esta tesis.

2.2. Teoŕıa 5-dimensional efectiva
Las ecuaciones resultantes para los campos 5-dimensionales son las mismas

que se obtienen a partir de la teoŕıa efectiva descrita por la acción

S = 1
16πG5

∫
d5x
√
−g

[
R− 1

2(∂ϕ1)2 − 1
2(∂ϕ2)2 + 4

L2

3∑
i=1

X−1
i

]

− 1
16πG5

∫ (
1
2

3∑
i=1

X−2
i F i ∧ ?F i + F 1 ∧ F 2 ∧ A3

)
,

(2.8)

donde G5 es la constante de Newton en cinco dimensiones. Nótese que la forma
asimétrica en la que A3 aparece en el término de Chern-Simons es abitraria, pues
cualquiera de los tres campos de norma pueden tomar su lugar al integrar por
partes. Las ecuaciones de movimiento que resultan de esta acción son

1√
−g

∂µ(
√
−ggµν∂νϕ1) + 2

L2

3∑
i=1

a
(1)
i X−1

i −
1
4

3∑
i=1

a
(1)
i X−2

i (F i)2 = 0,

1√
−g

∂µ(
√
−ggµν∂νϕ2) + 2

L2

3∑
i=1

a
(2)
i X−1

i −
1
4

3∑
i=1

a
(2)
i X−2

i (F i)2 = 0,

d(X−2
1 ? F 1) + 1

4F
2 ∧ F 3 = 0,

d(X−2
2 ? F 2) + 1

4F
3 ∧ F 1 = 0,

d(X−2
3 ? F 3) + 1

4F
1 ∧ F 2 = 0,
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Rµν −
1
2

(
∂µϕ1∂νϕ1 + ∂µϕ2∂νϕ2 +

3∑
i=1

X−2
i F i

µσF
i
ν
σ

)

+ gµν

(
4

3L2

3∑
i=1

X−1
i + 1

12

3∑
i=1

X−2
i (F i)2

)
= 0,

(2.9)

donde se usó la libertad de reescribir el término de Chern-Simons que se men-
cionó antes para escribir las ecuaciones de los campos de norma de forma simétrica.
Nótese que se está denotando como xµ a las coordenadas del espacio 5-dimensional,
convención que se usará consistentemente a lo largo de esta tesis. Puede compro-
barse por sustitución directa de (2.1) y (2.5) en (2.7) implican las ecuaciones
anteriores para los campos 5-dimensionales, de modo que al resolver éstas últimas
se obtiene automáticamente una solución a las primeras.

Una forma de truncar de forma consistente aún más a esta teoŕıa es apagar
ambos campos escalares y tomar a los tres campos de Maxwell iguales. Esto lleva
a la teoŕıa Einstein-Maxwell estudiada en [20], donde el único F fue tomado
como un campo magnético constante a lo largo de una de las direcciones de la
teoŕıa de norma. Aunque varios observables han sido estudiados usando este fondo
gravitacional, la parte compacta del espacio del levantamiento 10-dimensional de
éstas soluciones se deforma de forma tal que el encaje de las D7-branas de prueba
es demasiado complicado para hacer cálculos no perturbativos [39]. En este trabajo
se considera una ruta diferente para truncar (2.8) y (2.4), dada por

2√
3
ϕ2 = 2ϕ1 = ϕ, A1 = 0, A2 = A3 =

√
2A, (2.10)

y fijar los vectores ~ai como

~a1 =
(

2√
6
,
√

2
)
, ~a2 =

(
2√
6
,−
√

2
)
, ~a3 =

(
− 4√

6
, 0
)
. (2.11)

Con esta elección se tiene que

X = X2 = X3 = e
1√
6
ϕ
, X1 = X−2, (2.12)

y las ecuaciones de movimiento (2.9) se reducen a

Rµν −
1
2∂µϕ∂νϕ− 2X−2FµσFν

σ

+ gµν

[ 4
3L2

(
X2 + 2X−1

)
+ 1

3X
−2FρσF

ρσ
]

= 0,
(2.13)

1√
−g

∂µ(
√
−ggµν∂νϕ) + 4

L2

√
2
3(X2 −X−1) +

√
2
3X

−2FµνF
µν = 0, (2.14)
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y
d(X−2 ? F ) = 0, (2.15)

junto con la constricción F ∧F = 0, que pueden ser resueltas de forma consistente
para gµν , ϕ, y F .

Excepto para F y ϕ nulos, en cuyo caso la solución a (2.13) es la geometŕıa
de la brana negra, no se logró encontrar soluciones anaĺıticas a este sistema de
ecuaciones. Por tanto se tuvo que recurrir a un procedimiento de integración
numérica, que será detallado en el siguiente caṕıtulo.

Para concluir la exposición de la truncación, es conveniente mencionar que las
ecuaciones de movimiento reducidas (2.13), (2.14), y (2.15), pueden ser pensadas
como aquellas que se obtienen al variar la acción efectiva

SEff = 1
16πG5

∫
d5x
√
−g

[
R− 1

2(∂ϕ)2 + 4
L2

(
X2 + 2X−1

)
−X−2(F )2

]
, (2.16)

agregando la constricción F ∧ F = 0, que se satisface inmediatamente por las
configuraciones que se estudiarán en lo que sigue.

2.3. Levantamiento de la truncación
La truncación descrita en la sección anterior resulta en una geometŕıa 10-

dimensional óptima para estudiar encajes de D7-branas de prueba. De sustituir
(2.10) y (2.11) en el ansatz general (2.1) se obtiene que el elemento de ĺınea
asociado a la métrica 10-dimensional solución a las ecuaciones de SUGRA IIB es

ds2
10 = ∆ 1

2ds2
5 + 1

∆ 1
2

[
X∆dθ2 +X2 sin2 θdφ2

1 +X−1 cos2 θdΣ2
3(A)

]
, (2.17)

donde dΣ2
3(A) es el elemento de ĺınea asociado a la métrica de un 3-ciclo que

depende del campo de norma A, dado por

dΣ2
3(A) = dψ2 + sin2 ψ

(
dφ2 +

√
2A
L

)2
+ cos2 ψ

(
dφ3 +

√
2A
L

)2
, (2.18)

de modo que se reduce a la métrica de una 3-esfera unitaria al tomar A = 0. ∆
es un factor de pandeo que depende del campo escalar y el ángulo θ a través de

∆ = X−2 sin2 θ +X cos2 θ. (2.19)

Dos propiedades de (2.17) que permiten que el encaje de las D7-branas de
prueba pueda ser calculado con facilidad son que no depende de la coordenada φ1
y que la dirección que ésta representa permanece ortogonal al resto del espacio. En
consecuencia, las D7-branas de prueba pueden ser colocadas a φ1 fijo. Respecto
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al 3-ciclo en (2.17), nótese que su volumen depende de la posición en θ y que,
independientemente de A, se vuelve un ciclo máximo para θ = 0, mientras que
para A = 0 se reduce a una S3. Para A distinto de cero el 3-ciclo se deforma hacia
la parte 5-dimensional no compacta del espacio, pero de forma tal que se preserva
el volumen del subespacio 8-dimensional que estos dos forman en conjunto.

Para finalizar con la descripción de la solución a SUGRA IIB es necesario
escribir la 5-forma autodual (2.5) en términos de la truncación particular (2.10) y
(2.11). Aunque esto puede hacerse por sustitución directa si se desea, debido a que
las D7-branas no acoplan a la 5-forma el cálculo expĺıcito de ésta no es relevante
para este trabajo.



Caṕıtulo 3

Campo magnético cŕıtico

En este caṕıtulo se comienza con el estudio del plasma de quarks y gluones
holográfico en presencia de un campo magnético externo. Para esto se resuelven
las ecuaciones de movimiento presentadas en el caṕıtulo anterior, describiéndose
en detalle el procedimiento de integración numérica que esto conlleva. El resultado
principal es que para una temperatura dada y un valor fijo de la fuente del opera-
dor dual al campo escalar ϕ, existe una intensidad máxima de campo magnético
bc que la solución puede soportar. Para intensidades mayores a bc se desarrolla una
singularidad desnuda, mientras que para intensidades menores, hay dos ramas de
soluciones que corresponden a diferentes valores de expectación del operador dual
a ϕ.

15
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3.1. Solución numérica a la teoŕıa 5-dimensional
Sin pérdida de generalidad se tomará L = 1 en lo siguiente, para simpli-

ficar la apariencia de los resultados. Esto implica que la constante de Newton
5-dimensional se relaciona con el número de colores Nc de la teoŕıa dual a través
de

G5 = π

2N2
c

. (3.1)

Para resolver las ecuaciones de movimiento (2.13), (2.14) y (2.15) se tomará un
ansatz similar al utilizado en [20], dado por

ds2
5 = dr2

U(r) − U(r)dt2 + V (r)(dx2 + dy2) +W (r)dz2,

F = B dx ∧ dy,
ϕ = ϕ(r). (3.2)

Con esta elección la constricción F ∧ F = 0 y la ecuación (2.15) se satisfacen
inmediatamente, mientras que (2.13) y (2.14) se pueden manipular en el siguiente
sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias

2W (r)2[4B2X−2 + V (r)(U ′(r)V ′(r) + U(r)V ′′(r))]− V (r)W (r)[2V (r)
× (U ′(r)W ′(r) + U(r)W ′′(r)) + U(r)V ′(r)W ′(r)] + U(r)V (r)2W ′(r)2 = 0,
W (r)2

[
V ′(r)2 − V (r)

(
2V ′′(r) + V (r)ϕ′(r)2

)]
− V (r)2

(
W (r)W ′′(r)− 1

2W
′(r)2

)
= 0,

W (r)
[
−8B2X−2 + 6V (r)2

(
U ′′(r)− 8

3
(
X2 + 2X−1

))
+6V (r)U ′(r)V ′(r)] + 3V (r)2U ′(r)W ′(r) = 0,

(3.3)

W (r)(
√

2B2X−2

+ V (r)2
(√

3
2 U ′(r)ϕ′(r) +

√
3

2 U(r)ϕ′′(r) + 2
√

2
(
X2 −X−1

))

+
√

3
2 U(r)V (r)ϕ′(r)V ′(r)) +

√
3

4 U(r)V (r)2ϕ′(r)W ′(r) = 0,

W (r)
[
4B2X−2 + 2V (r)U ′(r)V ′(r) + U(r)V ′(r)2

−V (r)2
(
U(r)ϕ′(r)2 + 8

(
X2 + 2X−1

))]
+ V (r)W ′(r) (V (r)U ′(r) + 2U(r)V ′(r)) = 0,

de las cuales 4 son de segundo orden, mientras que la ecuación restante es de
primer orden y juega el papel de una constricción que, una vez que se satisface a
un cierto radio, se cumple para todo r.



3.1. SOLUCIÓN NUMÉRICA A LA TEORÍA 5-DIMENSIONAL 17

Es importante hacer notar que el sistema estudiado en [20,22] no puede ser re-
cuperado de ésta configuración, debido a que encender cualquier campo magnético
implica necesariamente un campo escalar no trivial, como puede verse de utilizar
el ansatz en la ecuación (2.14). No obstante, el sistema estudiado en [63] puede
ser recuperado al tomar B = 0 y mantener ϕ encendido. Como se mencionará más
adelante, algunas de sus conclusiones aplican también para el sistema presentado
en este trabajo.

Dado que la geometŕıa de la D3-brana negra con ϕ = 0 y B = 0 es una
solución anaĺıtica al sistema de ecuaciones (3.3), análogo a [22], se escribirán a
las funciones métricas en términos de una coordenada radial modificada por un
factor de escala y una traslación. Con esto la solución de la D3-brana negra toma
la forma

UBB(r) =
(
r + rh

2

)2
1−

(
3
2rh

)4

(
r + rh

2

)4

 ,
VBB(r) = 4V0

9r2
h

(
r + rh

2

)2
,

WBB(r) = 4
3

(
r + rh

2

)2
, (3.4)

con expansiones alrededor de rh dadas por

UBB(r) = 6rh(r − rh)− 2(r − rh)2 +O(r − rh)3,

VBB(r) = V0 + 4V0

3rh
(r − rh) + 4V0

9r2
h

(r − rh)2,

WBB(r) = 3r2
h + 4rh(r − rh) + 4

3(r − rh)2. (3.5)

Como se explica en [23], escribir a la solución de la D3-brana negra en esta for-
ma hace posible que en [22–24] se pueda trabajar con una familia uniparamétrica
de soluciones que interpolan de forma suave entre la mencionada brana negra y
una geometŕıa BTZ×R2. Dicha familia fue construida utilizando, como parte del
método numérico que se explicará abajo, una expansión cercana al horizonte que
incluyera el comportamiento de BTZ×R2 y la solución de la brana negra. Aún
cuando BTZ×R2 no es una solución de la teoŕıa considerada en este trabajo, de-
bido a que ésta considera ϕ = 0 para un B no nulo, resulta conveniente introducir
expansiones análogas a las utilizadas en [22–24] e incluir una expresión similar
para el campo escalar, de modo que

U(r) = 6rh(r − rh) +
∞∑
i=2

Ui(r − rh)i,

V (r) = V0 +
∞∑
i=1

Vi(r − rh)i,
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W (r) = 3r2
h +

∞∑
i=1

Wi(r − rh)i,

ϕ(r) = ϕh +
∞∑
i=1

ϕi(r − rh)i, (3.6)

y aśı cualquier miembro de la familia de soluciones tiene un horizonte en rh con
temperatura dada por

T = U ′(rh)
4π = 3rh

2π . (3.7)

Para cualquier solución que acepte (3.6), las ecuaciones de movimiento resultan
degeneradas en rh, aśı que como primer paso se utilizó (3.6) para resolver las
ecuaciones alrededor de rh. Con este procedimiento se pueden escribir todos los
coeficientes indeterminados en las expansiones (3.6) hasta el orden deseado, en
términos de los cuatro parámetros rh, B, V0 y ϕh.

Puede parecer entonces que una solución espécifica depende de la elección de
los cuatro parámetros listados en el párrafo anterior. Sin embargo, las ecuaciones
(3.3) son invariantes ante el rescalamiento simultáneo de V (r) y B o un rescala-
miento independiente de W (r). En consecuencia, soluciones no equivalentes sólo
se obtienen para diferentes valores de los tres parámetros rh, B/V0 y ϕh, cuya
relación con los parámetros de la teoŕıa de normal dual será discutida en lo que
sigue. Antes de proseguir es importante mencionar que se revisó de forma práctica
que la afirmación anterior fuera cierta, lo que sirvió como confirmación de la vali-
dez de los códigos numéricos utilizados. Esto es, se movió de forma independiente
los valores de los cuatro parámetros rh, B, V0 y ϕh, y se encontró que en efecto
cualquier modificación independiente de B y V0 resultaba en una solución diferen-
te únicamente si cambiaba el valor del cociente B/V0. Por tanto, sin pérdida de
generalidad V0 puede ser fijado a un valor constante y utilizar B para controlar el
parámetro B/V0.

Para generar una solución numérica es necesario entonces fijar valores para
los tres parámetros independientes en (3.6), y utilizar dichas expresiones como
condiciones iniciales para las funciones métricas y el campo escalar en r = rh + ε,
con ε� rh, e integrar numéricamente (3.3) hacia la frontera en r →∞.

El comportamiento genérico cerca de la frontera de las funciones métricas
obtenidas por el procedimiento descrito es de la forma

U(r)→ r2, V (r)→ c1r
2, W (r)→ c2r

2, (3.8)

con c1 y c2 constantes, de modo que la geometŕıa tiende a una versión rescalada
de AdS5. Para obtener geometŕıas que tiendan exactamente a AdS5 para r →∞,
se necesita rescalar las funciones V (r) y W (r) por c1 y c2 respectivamente. Dada
la invariancia de (3.3) que se mencionó, para que las funciones rescaladas aún
sean soluciones de las ecuaciones de movimiento B debe ser dividido por el mismo
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factor que V (r). El resultado final son soluciones numéricas que se aproximan
exactamente a AdS5 y tienen un campo magnético dado por

F = b dx ∧ dy, b = B

c1
, (3.9)

que es en consecuencia el campo magnético de la teoŕıa dual.

3.2. Campo magnético cŕıtico
Al seguir el procedimiento descrito en la sección anterior se obtiene que para

ciertas combinaciones de los parámetros rh, B/V0 y ϕh, el campo escalar de la
solución se vuelve infinito y una de las funciones métricas se anula a un radio
finito mayor a rh. La restricción que esto impone sobre los valores que pueden
tomar rh, B/V0, y ϕh y qué consecuencia tiene esto sobre la teoŕıa dual puede
entenderse en términos de los parámetros extráıdos de las soluciones una vez que
han sido escaladas para aproximarse a AdS5 exactamente.

La posición del horizonte rh se traduce directamente en la temperatura del
horizonte, y en consecuencia también de la teoŕıa de norma, a través de (3.7). La
intensidad del campo magnético b dado por (3.9) contiene información acerca del
comportamiento asintótico de la solución, pues c1 = ĺımr→∞ V (r)/r2. Finalmente,
el comportamiento del campo escalar cuando r →∞ está dado por

ϕ→ 1
r2 (ϕ0 + ψ0 log r) , (3.10)

donde ϕ0 y ψ0 son coeficientes determinados por el comportamiento asintótico
de la solución numérica. Como se explica en el Apéndice, (3.10) implica que ϕ
es dual a un operador Oϕ de dimensión ∆ = 2, de modo que satura la cota de
Breitenlohner-Freedman (BF). En consecuencia, se puede considerar que ψ0 es
dual a la fuente del operador mientras que ϕ0 es dual a su valor de expectación
en el vaćıo 〈Oϕ〉, donde la relación precisa está dada por (11.12). La dimensión de
escalamiento del operador Oϕ implica que es parte del multiplete que transforma
en la representación 20′ de SO(6), lo que significa que está construido con los seis
operadores escalares adjuntos de SYM N = 4 [64,65].

Por tanto se han identificado T , b, ϕ0 y ψ0 como cuatro parámetros cercanos
a la frontera de los cuales, de acuerdo a la discusión en la sección anterior, sólo
tres pueden caracterizar de forma independiente una solución particular. Desde la
perspectiva de la teoŕıa de norma, tiene sentido fijar la temperatura del sistema,
la intensidad del campo magnético a la que está expuesto y la intensidad de la
fuente del operador Oϕ, para aśı determinar el valor de expectación 〈Oϕ〉.

Se encontró numéricamente que para cualquier valor finito de la fuente a cierta
temperatura existe una intensidad de campo magnético máximo bc, arriba de la



20 CAPÍTULO 3. CAMPO MAGNÉTICO CRÍTICO
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Figura 3.1: Campo magnético cŕıtico bc/T 2 como función de la fuente ψ0/T
2 a tempe-

ratura T = 3/4π.

cual la solución gravitacional desarrolla una sigularidad desnuda, indicando que
el estado es inestable del mismo modo que fue encontrado en [66] para un campo
eléctrico cŕıtico y en [67] para una rotación infinitesimal cŕıtica. Es interesante
hacer notar que ambos resultados se reflejan en los nuestros, debido a que desde
la perspectiva de la teoŕıa 5-dimensional se percibe un campo magnético cŕıtico,
mientras que desde la perspectiva 10-dimensional se percibe una rotación infini-
tesimal, como puede observarse de (2.17).

Para cualquier intensidad de campo magnético menor a bc, existen dos so-
luciones que difieren en el valor de 〈Oϕ〉 y en consecuencia en otras cantidades
f́ısicas asociadas al estado de la teoŕıa dual que serán calculadas en las secciones
siguientes.

Aśı como la intensidad cŕıtica del campo magnético, todas las cantidades que se
investigan aqúı están bien definidas si se enciende o no una fuente para el operador
Oϕ, pero es del interés de este trabajo estudiar la teoŕıa sin la deformación que
trae un ψ0 no nulo. A partir de la siguiente sección se trabajará con ψ0 = 0, pero
antes de dedicar el resto del análisis exclusivamente a ese caso, se presenta en la
Fig. (3.1) el como depende bc del valor de la fuente. En dicha figura se observa,
por lo menos en el rango que los cálculos numéricos permitieron explorar, que el
campo magnético cŕıtico es una función monotónicamente creciente respecto a la
fuente con casi un comportamiento lineal, lo que parece indicar que no hay cota
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para la intensidad del campo cŕıtico mientras se aumente la fuente. Potencia de
cómputo no permitió encontrar el valor de la fuente para el cual bc = 0, pero aún
si es interesante, no es una cantidad relevante para este trabajo.

0 2 4 6 8 10
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25

30

b
T 2

〈Oϕ〉
T 2

Figura 3.2: Valor de expectación 〈Oϕ〉/T 2 como función de b/T 2 para fuente nula a
temperatura T = 3/4π. Se utiliza una ĺınea punteada para distinguir a las dos ramas
de soluciones.

Como se explica en el Apéndice, cuando ψ0 se anula el parámetro ϕ0 escala
de forma homogénea ante dilataciones y en consecuencia, 〈Oϕ〉/T 2 sólo depende
del cociente adimensional b/T 2, en términos del cual serán reportados todos los
resultados siguientes. Por tanto, para estados en los que la fuente es nula, se puede
fijar la temperatura a un valor arbitrario y barrer el espacio de soluciones usando
únicamente b para mover b/T 2.

La Fig. (3.2) muestra las dos ramas del valor de expectación 〈Oϕ〉/T 2 como
función de b/T 2 hasta bc/T 2, con cada cantidad calculada a fuente nula y a T =
3/4π. Para distinguir dichas ramas, se denota a una con una ĺınea a base de
puntos.

Antes de proceder a calcular otras cantidades f́ısicas, conviene explicar el pro-
cedimiento utilizado para fijar el valor de la fuente del operador Oϕ a un valor
dado, cero como un caso particular, y producir gráficas como la Fig. (3.2). Se pro-
cedió a resolver las ecuaciones de movimiento a un rh y B dados, por un amplio
rango de valores de ϕh para determinar el valor de este último parámetro que da
el ψ0 buscado. Para explorar todo el rango posible de b/T 2 se mantuvo rh fijo y se
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Figura 3.3: b/T 2 como función del parámetro B/V0 para ψ0 = 0 a T = 3/4π. El máximo
de la gráfica define bc/T 2 a fuente nula. Nuevamente se usa una ĺınea punteada para
distinguir ambas ramas de soluciones.

repitió el procedimiento para los valores de B necesarios para cubrir ambas ramas
en todas las gráficas. Desde la perspectiva de este procedimiento, la intensidad
de campo magnético cŕıtico aparece debido a que mientras se incrementa B des-
de cero manteniendo la fuente fija, la constante c1 en (3.9) también incrementa.
Aunque inicialmente dicho crecimiento es más lento que el de B, se alcanza un
punto en el que lo supera, de manera que b comienza a disminuir, definiéndo aśı
bc. Para ayudar a visualizar el proceso descrito, se presenta en la Fig. (3.3) la
dependencia de b/T 2 con el parámetro B cuando se fija el valor de la fuente a cero
y la temperatura es T = 3/4π.

Es importante aclarar que el procedimiento anterior no puede generar solu-
ciones con b mayor a bc. Para poder estudiar la estabilidad de estos estados se
tendŕıa que integrar desde la región cercana a la frontera hacia el horizonte, de
manera que los parámetros sobre los que se tendŕıa control directo seŕıan b, ϕ0
and ψ0. La razón por la que no se procedió de esta manera es que encontrar el
dominio apropiado de valores para b, ϕ0 and ψ0 que permitan tener control sobre
rh e imponer las condiciones adecuadas en el interior del espacio es mucho más
dif́ıcil.

En su lugar, lo que se hizo fue extraer el comportamiento asintótico de las
soluciones cercanas al máximo de gráficas como Fig. (3.2) para verificar que si
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se usaba esta información como datos iniciales y se revert́ıa la dirección de la
integración numérica, se recuperaban las soluciones con las que se empezó. Una
vez verificado esto, se modificaron un poco los parámetros en la frontera para
obtener b > bc e integrar hacia el horizonte, confirmándose en todos los casos que
la solución desarrolla una singularidad antes de alcanzar el horizonte.
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Caṕıtulo 4

Termodinámica del plasma sin
sabor

En este caṕıtulo se estudia la termodinámica del plasma de SYM N = 4
sin grados de libertad de sabor, en presencia de un intenso campo magnético.
Para esto, se estudia el comportamiento asintótico a la frontera de las soluciones
encontradas en el capat́ıtulo anterior, lo que permite calcular el tensor de enerǵıa-
momento, entroṕıa y enerǵıa libre del plasma como funciones de la temperatura
y del campo magnético. El análisis presentado aqúı permite concluir que una de
las ramas de soluciones descritas previamente es favorecida termodinámicamente
sobre la otra. A lo largo de este caṕıtulo se denotará en gráficas a la rama estable
por una ĺınea continua y a la inestable con una ĺınea punteada.

25
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4.1. Acción renormalizada
La enerǵıa interna y la presión del estado en la teoŕıa de norma se pueden

leer del valor de expectación del tensor de enerǵıa momento, que se obtiene del
dual gravitacional como la variación de la acción Euclidea on-shell con respecto
de la métrica en la frontera. Después de aplicar una rotación de Wick t → −itE
en (2.16) se tiene que la acción Euclidea está dada por

SE =− 1
16πG5

∫
d5x
√
g
[
R− 1

2(∂ϕ)2 + 4
(
X2 + 2X−1

)
−X−2(F )2

]
− 1

8πG5

∫
d4x
√
γK,

(4.1)

donde se agregó el término de Gibbons Hawking, en el que γ es el determinante
de la métrica inducida en la frontera localizada en r →∞, y K es la traza de su
curvatura extŕınsica. Nótese que todos los ı́ndices en (4.1) están contraidos con la
métrica Euclidea

ds2
E = dr2

U(r) + U(r)dt2E + V (r)(dx2 + dy2) +W (r)dz2. (4.2)

A lo largo de esta tesis se denotará a las coordenadas de la frontera, que son duales
a las de la teoŕıa de norma, como xi.

Podŕıa parecer preocupante el hecho de que la constricción F ∧ F = 0 no se
deriva de la acción de la cual (4.1) es continuación Euclidea, haciendo cuestionable
el uso de ésta. Para el caso particular de las soluciones construidas en la sección
anterior, el último término en (2.8), que es responsable de la constricción F ∧F , se
anula, de modo que la termodinámica del sistema puede ser estudiada utilizando
(4.1).

El resultado de la evaluación directa de la acción Euclidea (4.1) en la familia
de soluciones encontrada diverge cuando la integración se lleva a cabo hasta la
frontera en r →∞. Dichas divergencias deben ser regularizadas cortando la inte-
gral a un radio máximo y después ser sustráıdas agregando a la integral términos
de frontera covariantes, evaluados en la hipersuperficie a la que se hizo el corte,
para mantener el resultado finito cuando el corte radial tiende a infinito. Este
procedimiento, conocido como renormalización holográfica [68, 69], se realiza con
mayor facilidad en la coordenada radial de Fefferman-Graham u descrita en el
Apéndice, donde se muestra que los contratérminos, escritos en esta coordenada,
son

Sct = 1
16πG5

∫
d4x
√
γ

(
6 + ϕ2

(
1 + 1

2 log ε

)
+ F ijFij log ε

)
, (4.3)

tales que la acción renormalizada

Sren = SE + Sct, (4.4)
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es finita. El integrando en (4.3) debe evaluarse en el radio de corte u = ε y,
para que SE pueda ser sustituida correctamente en (4.4), la integración sobre la
dirección radial en (4.1) debe ser calculada desde este mismo valor u = ε hasta
el horizonte uh. En la coordenada Fefferman-Graham la frontera se localiza en
u = 0.

Aunque la deducción de (4.3) se presenta en el Apéndice, conviene mencionar
aqúı que el término que va como 1/ log ε aparece debido a que ϕ satura la cota
BF y sólo es necesario cuando ψ0 6= 0, mientras que el contratérmino que va
como log ε se debe a la presencia del campo magnético. La necesidad de éste
último es consistente con los resultados de [70, 71], donde se evaluó el tensor de
enerǵıa momento para la solución de [20] usando técnicas similares, mientras que
la presencia del primero es una particularidad de esta truncación consistente y
modifica la dependencia del tensor de enerǵıa momento con el campo magnético
de forma no-trivial.

Al realizar el procedimiento de renormalización holográfica, puede darse el
caso de que sea posible agregar términos de frontera cuya contribución sea finita
en el ĺımite ε→ 0. Se encontró que los únicos posibles en este caso son

Sf = Csch
16πG5

∫
d4x
√
γ

(
−F ijFij + ϕ2

2 log2 ε

)
, (4.5)

donde Csch es una constante arbitraria y la parte que va como 1/ log2 ε sólo es dis-
tinta de cero para ψ0 6= 0. La existencia de estos términos finitos está relacionada
con la presencia de una anomaĺıa conforme en la teoŕıa de norma. Se comprobará
la existencia de dicha anomaĺıa al calcular la traza del tensor de enerǵıa-momento
más adelante. La anomaĺıa conforme introduce una escala de enerǵıa arbitraria µ,
un remanente del proceso de renormalización similar al punto de substracción en
QCD [72]. En consecuencia varios observables f́ısicos, tales como la enerǵıa libre
del sistema, no dependen únicamente del cociente adimensional b/T 2, sino de los
dos cocientes adimensionales independientes que se pueden construir con b, T y
µ.

Por otro lado, diferentes valores para el coeficiente libre Csch llevan a diferentes
valores en observables como el tensor de enerǵıa momento o la enerǵıa libre.
Se puede usar esta libertad para contrarrestar el cambio que seŕıa introducido
en cantidades f́ısicas al modificar la escala energética µ al fijar un esquema de
renormalización particular, logrando de esta forma que los resultados relevantes
sean independientes del esquema elegido. En ese sentido, la constante Csch es una
cantidad dependiente del esquema [73].

En algunas circunstancias es posible fijar el esquema al demandar que la acción
on-shell preserve ciertas simetŕıas. Por ejemplo, como se verá expĺıcitamente en
el Caṕıtulo 6, en el caso de encajes de D-branas se puede fijar el esquema al im-
poner que la acción on-shell se anule para el encaje supersimétrico. Sin embargo,



28 CAPÍTULO 4. TERMODINÁMICA DEL PLASMA SIN SABOR

hay muchos otros casos en los que no hay tales simetŕıas para fijar el esquema,
de modo que se debe dejar Csch como un parámetro libre y estudiar cómo afecta
a algunos observables f́ısicos. Tal es el caso de [72, 74], donde un análisis termo-
dinámico similar al aqúı presentado fue discutido. En ese trabajo el esquema no
fue fijado, pero se hizo consistente con el usado en la teoŕıa dual al analizar el
potencial qúımico y las D7-branas que generan la geometŕıa. En el sistema aqúı
presentado no hay simetŕıa para fijar el esquema o algo que haga inconsistente su
elección con la teoŕıa de norma. Otro posible camino es el tomado en [70], donde el
equivalente de Csch fue fijado a −1/4 para simplificar algunas expresiones, y pos-
teriormente en [75] este mismo valor fue adoptado para eliminar, de la densidad de
enerǵıa, la contribución expĺıcita del campo electromagnético. Como se muestra
en el apéndice, para la teoŕıa estudiada en este trabajo Csch = −1/4 cumple el
mismo propósito que en [75]. La motivación detrás de esta idea es sólo retener
la densidad de enerǵıa asociada al plasma mismo. No obstante, es conveniente
notar que no es un requerimiento crucial, y aún más importante, dado la com-
pleja interacción entre el plasma y el campo magnético, remover la mencionada
contribución expĺıcita no asegura que sólo reste la densidad de enerǵıa del plasma
mismo1. Debido a la falta de argumentos para fijar el esquema, en lo siguiente se
presentarán los resultados para varios valores de Csch, incluyendo Csch = −1/4,
lo que dejará claro que los resultados principales y las conclusiones obtenidas de
este trabajo son independientes del esquema.

4.2. Tensor de enerǵıa-momento
En el Apéndice se muestra que el valor de expectación del tensor de enerǵıa-

momento obtenido de variar la acción

ST = SE + Sct + Sf (4.6)

con respecto a la métrica en la frontera está dado por

16πG5〈Tij〉 =4gij(4) + hij(1 + 4Csch) + 6CschHij

− gij(0)

(
gkl(0)(4gkl(4) + hkl) + ϕ(0)(ϕ(0) + ψ(0)(1−

2
3Csch))

)
.

(4.7)

El lado derecho de la ecuación (4.7) es una expresión en términos de los coeficientes
gij(0), gij(4), hij, Hij, ϕ(0), y ψ(0), que aparecen en las expansiones asintóticas a la
frontera (11.2) de la solución expresada en la coordenada FG.

Debido a que se tiene un mejor control numérico al integrar desde el horizonte
utilizando la coordenada r, es necesario determinar los coeficientes en (4.7) de

1Algunos detalles pueden consultarse en el Apéndice.
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las soluciones construidas mediante este procedimiento. Para ello se comienza
expandiendo las ecuaciones de movimiento (3.3) alrededor de r =∞ y se resuelven
orden a orden en potencias de 1/r obteniéndose, luego de imponer condiciones
AdS5 y fijar la fuente ψ0 a cero, las expresiones

U(r) = r2 + U1r + U2
1

4 + 1
r2

(
U4 −

2
3b

2 log r
)

+O
( 1
r4

)
,

V (r) = r2 + U1r + U2
1

4 + 1
r2

(
−1

2W4 −
1
6ϕ

2
0 + 1

3b
2 log r

)
+O

( 1
r4

)
,

W (r) = r2 + U1r + U2
1

4 + 1
r2

(
W4 −

2
3b

2 log r
)

+O
( 1
r4

)
,

ϕ(r) = ϕ0

r2 −
U1ϕ0

r3 + 1
12r4

(
−2
√

6b2 + ϕ0(9U2
1 −
√

6ϕ0)
)

+O
( 1
r5

)
,(4.8)

donde U1, U4, W4 y ϕ0 son coeficientes no determinados por las ecuaciones de
movimiento, que deben ser léıdos de la solución numérica asociada a un valor
particular de b y T , haciendo de estos funciones de dichos parámetros f́ısicos. Una
vez extráıdos los coeficientes, se puede utilizar las relaciones

u(r) =1
r
− U1

2r2 + U2
1

4r3 −
U3

1
8r4 + 1

r5

( 1
48(b2 + 3U4

1 − 6U4) + 1
12b

2 log r
)

+O
( 1
r6

)
,

r(u) = 1
u
− U1

2 + u3
( 1

48(b2 − 6U4)− 1
12b

2 log u
)

+O(u5), (4.9)

entre r y u cerca de la frontera para eliminar r en (4.8) en favor de u, lo que da
expansiones de las funciones métricas y el campo escalar en términos de u dadas
por

U(u) = 1
u2 + u2

( 1
24b

2 + 3
4U4 + 1

2b
2 log u

)
+O(u4),

V (u) = 1
u2 + u2

( 1
24b

2 − 1
4U4 −

1
2W4 −

1
6ϕ

2
0 −

1
2b

2 log u
)

+O(u4),

W (u) = 1
u2 + u2

( 1
24b

2 − 1
4U4 +W4 + 1

2b
2 log u

)
+O(u4),

ϕ(u) = u2ϕ0 + u4
(
− b2
√

6
− ϕ2

0

2
√

6

)
+O(u6). (4.10)

Las expansiones (4.10) en términos de los coeficientes U1, U4, W4 y ϕ0 deben
coincidir con las dadas en (11.2) en términos de los coeficientes gij(0), gij(4), hij,
Hij, ϕ(0), y ψ(0), de modo que se puede resolver para las segundas en función de
las primeras y aśı evaluar (4.7) para extraer la enerǵıa interna y las presiones

〈Tij〉 = diag(E,P⊥, P⊥, P ‖), (4.11)
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como funciones de b y T , lo que resulta en

Ec = N2
c

8π2

(
−3U4 −

1
3ϕ

2
0 − 2Cschb2

)
,

P⊥ = N2
c

8π2

(
−U4 − 2W4 −

1
3ϕ

2
0 − b2(1 + 2Csch)

)
,

P ‖ = N2
c

8π2

(
−U4 + 4W4 + 1

3ϕ
2
0 + 2Cschb2

)
, (4.12)

donde P⊥ y P ‖ son las presiones a lo largo de las direcciones perpendiculares y
paralela al campo magnético respectivamente. Adicionalmente, se está denotando
como Ec como la enerǵıa interna del plasma con únicamente grados de libertad
de color, para diferenciarla de la cantidad relacionada con los quarks que será
calculada en el Caṕıtulo 6. La forma esquemática de estas expresiones se reduce a
las reportadas en [70, 71] cuando se toma ϕ0 = 0. No obstante, conviene recalcar
que, en la teoŕıa aqúı estudiada, esto no puede hacerse de forma consistente con
las ecuaciones de movimiento sin imponer también que b = 0.

Una consecuencia importante del resultado anterior es que existe una anomaĺıa
conforme en esta teoŕıa, evidenciada en el valor no nulo de la traza del valor de
expectación del tensor de enerǵıa-momento. Con (4.11) y (4.12) la traza resulta
ser

〈T ii〉 = −
(
Nc b

2π

)2

, (4.13)

donde se ve que, de los parámetros f́ısicos, la anomaĺıa sólo depende del cuadrado
b y que desaparece para campo magnético nulo, lo que recuerda al resultado de
QED no masivo para la anomaĺıa conforme, dada por

Θi
i = β(e)

2e3 F
2, (4.14)

con e la carga eléctrica. Este resultado coincide nuevamente con [70, 71], donde
se encontró también que la anomaĺıa de la teoŕıa depende del cuadrado de la
intensidad del campo magnético. Como puede verse de (11.16), el resultado para
la teoŕıa aqúı estudiada se modificaŕıa si la fuente del operador escalar fuera no-
nula.

Para finalizar, se muestran los resultados numéricos para cada una de las com-
ponentes del valor de expectación del tensor de enerǵıa-momento para diferentes
esquemas de renormalización, dados por Csch = {−5,−1/4, 0, 5}, normalizadas
con respecto a sus valores para b = 0 y ϕ = 0, en las Fig. (4.1), (4.2) y (4.3).

E0 = 3π2N2
c

8 T 4, P0 = π2N2
c

8 T 4. (4.15)
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Figura 4.1: Enerǵıa interna Ec del plasma sin grados de libertad de sabor como fun-
ción de b/T 2, normalizada con respecto a su valor E0 a b = 0 y ϕ = 0. Las curvas
azul, morada, roja y verde (de arriba a abajo) corresponden a Csch = {−5,−1/4, 0, 5}
respectivamente.

4.3. Entroṕıa
La densidad de entroṕıa por unidad de volumen en las direcciones (x, y, z) del

plasma sin grados de libertad de sabor está dada por el área del horizonte

sc = Ah
4Gvol(x) = N2

c

8π2

(
4πV (rh)

√
W (rh)

)
, (4.16)

donde V (rh) y W (rh) son las funciones métricas numéricas evaluadas en el ho-
rizonte, de modo que la densidad de entroṕıa depende del cociente adimensional
b/T 2, es decir, es independiente de la escala energética µ. Nuevamente se utiliza
el sub́ındice c para denotar que esta expresión se refiere únicamente a los grados
de libertad de color. Se presenta en la Fig. (4.4) los resultados para la densidad
de entroṕıa, donde se normalizó con respecto a su valor para b = 0 y ϕ = 0

s0 = N2
c

2π

(
9r2

h

4

) 3
2

= π2

2 N
2
c T

3, (4.17)

en función de b/T 2, mientras que en la Fig. (4.5) se muestra el cociente adimen-
sional sc/b3/2 en función de b/T 2. La primera se muestra para ilustrar el compor-
tamiento general, mientras que la segunda está directamente relacionada con el
cálculo del calor espećıfico.
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Figura 4.2: Presión P⊥ del plasma sin grados de libertad de sabor como función de
b/T 2, normalizada con respecto a su valor P0 a b = 0 y ϕ = 0. Las curvas azul, morada,
roja y verde (de arriba a abajo) corresponden a Csch = {−5,−1/4, 0, 5} respectivamente.

4.4. Calor espećıfico
El calor espećıfico a campo magnético fijo Cb está dado por

Cb = T

(
∂s

∂T

)
b

. (4.18)

Para calcular la derivada de la densidad de entroṕıa con respecto a la temperatura
a campo magnético fijo, es conveniente notar que el cociente adimensional sc/b3/2

depende de T y b sólo a través de la combinación b/T 2, de modo que su relación
se puede escribir como

sc
b3/2 = H

(
b

T 2

)
, (4.19)

para alguna función H, mostrada en la Fig. (4.5), que puede ser determinada
numéricamente y cuya derivada con respecto a su argumento se relaciona con el
calor espećıfico a través de

Cb = −2b5/2

T 2 H ′
(
b

T 2

)
. (4.20)

Se muestran los resultados numéricos para Cb como función de b/T 2 en la Fig.
(4.6), donde la independencia del esquema se hereda de la entroṕıa.
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Figura 4.3: Presión P ‖ del plasma sin grados de libertad de sabor como función de b/T 2,
normalizada con respecto a su valor P0 a b = 0 y ϕ = 0. Las curvas azul, morada, roja
y verde (de abajo a arriba) corresponden a Csch = {−5,−1/4, 0, 5} respectivamente.
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Figura 4.4: Densidad de entroṕıa del plasma sin grados de libertad de sabor en
función de b/T 2 normalizada con respecto a su valor para b = 0 y ϕ = 0.
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Figura 4.5: Cociente adimensional sc/b3/2 como función de b/T 2.
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Figura 4.6: Calor espećıfico Cb del plasma sin grados de libertad de sabor como
función de b/T 2.

4.5. Enerǵıa libre
La eneǵıa libre del sistema se relaciona con la acción on-shell renormalizada

(4.6) a través de
F = TST . (4.21)
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Para evaluar la acción en la familia de soluciones construida, es conveniente sepa-
rarla en una integral en el bulto

Sbulk = − 1
16πG5

∫
d5x
√
g
[
R− 1

2(∂ϕ)2 + 4
(
X2 + 2X−1

)
−X−2(F )2

]
, (4.22)

y una integral en la frontera

Sbdry = 1
16πG5

∫
d4x
√
γ

(
−2K + 6 + ϕ2

(
1 + 1

2 log ε

)
+ F ijFij log ε

)

+ Csch
16πG5

∫
d4x
√
γ

(
−F ijFij + ϕ2

2 log2 ε

)
.

(4.23)

El volumen infinito vol(x) que resulta de la integración sobre las direcciones
de la teoŕıa de norma se puede factorizar en ambas expresiones, y (4.22) puede
simplificarse al utilizar las ecuaciones de movimiento (3.3) para obtener

Sbulk = vol(x)
16πG5T

∫ rmax

rmin

dr
4
3V
√
W

(
X−2 b

2

V 2 + 2(2X−1 +X2)
)
, (4.24)

Donde rmin es un radio cerca del horizonte y rmax es un radio de corte cercano a
la frontera.

Respecto a (4.23), dado que rmax está pensado para llevarse eventualmente
hacia la frontera, se pueden utilizar las expansiones (4.8) y sólo conservar los
términos dominantes

Sbdry = vol(x)
16πG5T

(−2r4
max − 4U1r

3
max − 3U2

1 r
2
max − U3

1 rmax −
4
3b

2 log(rmax)

+ 2b2
(1

3 − Csch
)
− U4

1
8 − U4 +O(r−1

max)).
(4.25)

En la práctica, sustraer (4.24) y (4.25) después de evaluarlas involucra lidiar con
la diferencia de dos cantidades que divergen cuando rmax →∞, lo que incrementa
considerablemente el error numérico. En lugar de esto, para obtener una expre-
sión que se pueda evaluar numéricamente con facilidad, conviene reemplazar los
términos en (4.25) que están evaluados en rmax por una integral radial de rmin a
rmax, más estos mismos términos evaluados en rmin, lo que da

Sbdry =− vol(x)
16πG5T

∫ rmax

rmin

dr

(
8r3 + 12U1r

2 + 6U2
1 r + U3

1 + 4b2

3r

)

+ vol(x)
16πG5T

(−2r4
min − 4U1r

3
min − 3U2

1 r
2
min − U3

1 rmin −
4
3b

2 log(rmin)

+ 2b2
(1

3 − Csch
)
− U4

1
8 − U4),

(4.26)
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Figura 4.7: Enerǵıa libre Fc en función de b/T 2, normalizada con respecto a su
valor F0 para b = 0 y ϕ = 0. Cada curva corresponde con un esquema de renor-
malización diferente, dado por Csch = −5 (azul), Csch = −1/4 (morado), Csch = 0
(rojo), y Csch = 5 (verde).

donde las contribuciones en (4.25) que no dependen de rmax no fueron modificadas.
Combinando (4.24) y (4.26) con (4.21) se obtiene la expresión final para la

enerǵıa libre

Fc =N2
c

8π2

∫ rmax

rmin

dr

(
4
3V
√
W

(
X−2 b

2

V 2 + 2(2X−1 +X2)
)

−
(

8r3 + 12U1r
2 + 6U2

1 r + U3
1 + 4b2

3r

))

+ N2
c

8π2

(
−2r4

min − 4U1r
3
min − 3U2

1 r
2
min − U3

1 rmin

−4
3b

2 log(rmin) + 2b2
(1

3 − Csch
)
− U4

1
8 − U4

)
,

(4.27)

donde nuevamente se usa el sub́ındice c para denotar que esta cantidad se refiere
únicamente a los grados de libertad adjuntos del plasma, para diferenciarla de la
enerǵıa libre de los quarks que será calculada en el Caṕıtulo 6. En la Fig. (4.7) se
presentan los resultados para la enerǵıa libre normalizada con respecto a su valor
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para b = 0, ϕ = 0
F0 = −N

2
c π

2T 4

8 . (4.28)

4.6. Análisis
En el Caṕıtulo 3 se encontró que existe una intensidad máxima de campo

magnético que el plasma puede tolerar, pues para valores mayores de éste la
geometŕıa dual desarrolla una singularidad desnuda. No sólo eso, al trabajar a
temperatura fija se encontró que para cualquier intensidad de campo magnético b
menor a bc hay dos posibles estados que difieren en el valor que toma el valor de
expectación de Oϕ.

En este caṕıtulo se efectuó un análisis termodinámico para entender mejor
dicho comportamiento. Éste mostró que uno de los estados es favorecido por sobre
el otro. Esto debido a que una de las ramas (la denotada por una ĺınea punteada
en las figuras de los Caṕıtulo 3 y 4)tiene mayor enerǵıa libre, menor entroṕıa
y calor espećıfico negativo independientemente del esquema de renormalización
elegido, como puede verse de las Fig. (4.4), (4.6) y (4.7).

Adicionalmente, el calor espećıfico diverge cuando b/T 2 tiende a bc/T 2 en am-
bas ramas, de modo que el plasma sufre una transición de fase a dicha intensidad
de campo magnético. Es apropiado aclarar que esta nueva fase para campos más
intensos que bc no es la rama inestable encontrada, sino un estado completamente
independiente. En consecuencia, éste no es dual a la familia de soluciones gravi-
tacionales aqúı discutidas, sino a geometŕıas distintas. La construcción de éstas
escapa de los objetivos de este trabajo y no será presentada aqúı.

En los caṕıtulos siguientes se trabajará exclusivamente en la rama de estados
estables del plasma, de modo que sólo se considerarán intensidades de campo
b < bc. Adicionalmente, por simplicidad se trabajará con la fuente del campo
escalar apagada.
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Caṕıtulo 5

Derretimiento de mesones

En este caṕıtulo se describe la inclusión de grados de libertad de sabor, de-
nominados genéricamente como quarks, al plasma magnetizado estudiado en el
caṕıtulo anterior. Se explicará primero como es que se hace esto desde la pers-
pectiva gravitacional, al encajar D7-branas en la aproximación de prueba en las
geometŕıas 10-dimensionales construidas en el Caṕıtulo 2. Con este procedimien-
to pueden obtenerse dos configuraciones distintas: los encajes de hoyo negro y
los encajes de Minkowski, cada uno dual a una fase del plasma con un espectro
continuo y discreto de mesones respectivamente. El resultado principal de este
caṕıtulo es que, además de la temperatura cŕıtica previamente conocida arriba
de la cual los mesones se derriten, para ciertas intensidades de campo magnético
existe una segunda temperatura cŕıtica, menor a la anterior, debajo de la cual los
mesones estables dejan de existir. No sólo eso, también se muestra que existe cier-
to rango de temperaturas en el cual se puede causar el derretimiento de mesones
al modificar únicamente la intensidad del campo magnético.

39
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5.1. Introduciendo sabor
Como se explicó en el Caṕıtulo 1, SYM N = 4 sólo contiene campos en la

representación adjunta, aśı que la familia de soluciones construida en el Caṕıtulo
3 es dual a una teoŕıa sin grados de libertad de sabor. Sin embargo, estos pueden
ser agregados a la descripción gravitacional al considerar encajes de D7-branas de
prueba a los fondos 10-dimensionales. De forma más precisa, la configuración gra-
vitacional resulta en un sistema D3/D7 con Nc D3-branas generando la geometŕıa
y Nf D7-branas de sabor sobre estos fondos. Se necesita que Nc � Nf para que
esta aproximación de prueba sea válida y las D7-branas puedan ser consideradas
como objetos moviéndose en la geometŕıa fija. Estos objetos se extienden en las
siguientes direcciones:

t x y z r θ φ1 Σ3
Nc D3 × × × ×
Nf D7 × × × × × ×

(5.1)

En este escenario, la dinámica de las D7-branas es descrita por su posición en
φ1(ξa) y θ(ξa) en función de las ocho coordenadas del volumen de mundo

ξa = (r, t, x, y, z, ψ, φ2, φ1). (5.2)

Dichas funciones se determinan de las ecuaciones de movimiento derivadas de la
acción de Dirac-Born-Infield (DBI)1

SDBI = −TD7Nf

∫
d8ξ

√
−det(gD7) = −TD7Nf

∫
d8ξL, (5.3)

done TD7 es la tensión de las D7-branas

TD7 = 1
(2πls)7lsgs

= 1
16π6λNc, (5.4)

gD7 denota la métrica inducida en el volumen de mundo

(gD7)ab = ∂xM

∂ξa
∂xN

∂ξb
GMN (5.5)

y GMN es la métrica del espacio 10-dimensional dada por (2.17).
Las ecuaciones de movimiento provenientes de (5.3) son

∂a
∂L
∂∂aχ

− ∂L
∂χ

= 0, ∂a
∂L
∂∂aφ1

− ∂L
∂φ1

= 0. (5.6)

1Obsérvese que no hay término de Wess-Zumino en la acción. Esto se debe a que la única
forma de SUGRA IIB encendida en la famila de soluciones construida es la 5-forma autodual,
que no acopla a las D7-branas.
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Aunque su forma expĺıcita es complicada y poco iluminadora, gracias a la cui-
dadosa construcción de la familia de geometŕıas 10-dimensionales realizada en el
Caṕıtulo 2 y las razones ah́ı expuestas, χ y φ1 se desacoplan, de modo que puede
resolverse para ambas por separado. No sólo eso, resulta que es posible tomar

φ1 = constante, χ(r) = sin θ(r). (5.7)

de forma consistente con las ecuaciones de movimiento. Esto es, que dicha elección
satisface automáticamente la ecuación para φ1 y deja una ecuación diferencial
ordinaria de segundo orden para la función del perfil χ(r), que puede ser resuelta
una vez que se hayan fijado condiciones iniciales apropiadas.

Con dicha elección la métrica inducida sobre el volumen de mundo de la D7-
brana, que se puede calcular de (5.5), tiene por elemento de ĺınea a

ds2
D7 =∆ 1

2

(
−Udt2 + V (dx2 + dy2) +Wdz2 + 1− χ2 + UXχ′2

U(1− χ2) dr2
)

+ 1− χ2

∆ 1
2X

dΣ2
3(A),

(5.8)

donde la prima denota la derivada con respecto a la coordenada radial r y la
función del perfil χ aparece también en el factor de pandeo

∆ = X + χ2(X−2 −X). (5.9)

La ecuación restante para χ también puede obtenerse de variar la acción DBI
(5.3) luego de la sustitución de (5.8), es decir, de la acción efectiva

SDBI = −TD7Nfvol(S3)
∫
d5xV (1− χ2)

√
W∆X−3(1− χ2 +XUχ′2), (5.10)

y viene dada por

0 =∂r
(
P (r)

√
∆(1− χ2)XUχ′√
1− χ2 +XUχ′2

)
+ P (r)

√
∆3χ(1− χ2) + 2XUχχ′2√

1− χ2 +XUχ′2

− P (r)X
−2 −X√

∆
χ(1− χ2)

√
1− χ2 +XUχ′2,

(5.11)

donde
P (r) = V

√
WX−3. (5.12)

El comportamiento cerca de la frontera del perfil del encaje χ puede obtenerse
de resolver la ecuación de movimiento (5.11) para r → ∞ haciendo uso de las
expansiones asintóticas de las funciones métricas y el campo escalar dadas en
(4.8). El resultado es

χ = m
(1
r
− U1

2r2

)
+ c

r3 + ..., (5.13)
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donde m y c están relacionados con la masa2 del quark y el condensado quiral
respectivamente por

Mq = 1
π

√
λ

2m, (5.14)

〈qq̄〉 = − 1
2π3

√
λ

2NfNcc, (5.15)

donde λ = g2
YMNc es la constante de ’t Hooft. Para poder hacer contacto con los

resultados de [34], se reportarán los resultados en términos de una masa rescalada

M̄ = 2Mq√
λ

=
√

2
π
m. (5.16)

Al resolver (5.11) para todo r se pueden obtener dos configuraciones estables:
una en la que las branas yacen completamente fuera del horizonte, el llamado
encaje de Minkowski, y otra en la que caen al horizonte, el llamado encaje de hoyo
negro. La solución general a (5.11) para diferentes valores del campo magnético
debe calcularse de forma numérica, dado que la familia de geometŕıas construida
en el caṕıtulo anterior no es anaĺıtica. Se procederá ahora a describir cómo efectuar
dicha integración numérica para calcular ambos tipos de encajes.

Dado que los encajes de hoyo negro caen en el horizonte, la integración numéri-
ca se efectúa fijando condiciones iniciales en rh y construyendo hacia la frontera.
De forma análoga a como se hizo para construir las soluciones numéricas para el
fondo, debido a que (5.11) es degenerada al evaluarse directamente en el horizonte
lo primero es resolver dicha ecuación en serie de potencias en r alrededor de rh

χ(r) = χh +
∞∑
i=1

χi(r − rh)i. (5.17)

Con este procedimiento es posible escribir todos los coeficientes indeterminados
χi hasta el orden deseado en términos de χh y los valores que toman las funciones
métricas y el campo escalar en el horizonte (dados por (3.6)). Aún cuando la
ecuación de movimiento es de segundo orden, la elección de coordenada radial es
tal que el valor que toma χ′ en el horizonte se fija por la ecuación de movimiento
asegurando que el encaje resultante sea regular en r = rh. Aśı, (5.17) se utiliza
para dar condiciones iniciales a la integraión numérica, empezando desde r = rh+ε
con ε� rh hasta la frontera en r →∞.

En el caso de los encajes de Minkowski, las D7-branas yacen completamente
fuera del horizonte, localizadas a θ = π/2 para un ri > rh dado. En estas condi-
ciones la ecuación para el perfil del encaje (5.11) es degenerada nuevamente, esta

2Dada la elección de coordenada radial, el parámetro m usado aqúı difiere del m en [34] por
un factor de πT/

√
2, mientras que el parámetro c difiere por un factor de (πT/

√
2)3.
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vez debido a que χ = 1 para θ = π/2. Por tanto, la ecuación se resuelve en serie
de potencias de r alrededor de ri

χ(r) = 1 +
∞∑
j=1

χj(r − ri)j, (5.18)

escribiéndose aśı todos los coeficientes indeterminados χj en términos de los va-
lores que las funciones métricas y el campo escalar toman en ri. Nótese que estos
valores deben determinarse numéricamente, pues no se cuenta con una expresión
análitica para la familia de geometŕıas para r > rh genéricos. Aśı como en el caso
de los encajes de hoyo negro, aunque la ecuación (5.11) es de segundo orden el
valor de χ′(ri) se fija por la ecuación de movimiento asegurando la regularidad
del encaje en r = ri. Usando (5.18) como condiciones iniciales se puede integrar
(5.11) numéricamente desde r = ri + ε hasta la frontera en r →∞.

5.2. Diagrama fase
Mediante el procedimiento descrito en la sección anterior, es posible determi-

nar los encajes de las D7-branas para cualquier b/T 2 debajo del valor cŕıtico. Al
hacer esto se puede constriur el diagrama fase presentado en la Fig. (5.1), que
resume de forma visual los resultados de este caṕıtulo. Aunque éste fue genera-
do expĺıcitamente al fijar M̄ = 1, el diagrama fase es independiente del valor
espećıfico de M̄ . La curva roja está determinada por el campo magnético cŕıtico
b/T 2 ≈ 11.24 cuando la fuente del escalar se considera nula, de modo que la región
a su izquierda no es accesible con los duales gravitacionales aqúı calculados. Nóte-
se además que no es posible explorar la región dada por T/M̄ = 0 y b/M̄2 6= 0,
que es exactamente el caso considerado en [40]. Sin embargo, se puede estudiar
cualquier valor de b/M̄2 y T/M̄ a la derecha de la curva roja, que está inclúıda
en la región considerada en [41, 42]. La curva azul denota la región en la que los
dos tipos de encaje coexisten.

Muchos fenómenos interesantes se pueden leer del diagrama fase. El primero
puede verse al mantener b/M̄2 fijo. Para b/M̄2 = 0 se recuperan los resultados
previos de [34], donde desde T/M̄ = 0 hasta la temperatura de derretimiento
Thot/M̄ = 0.765 las D7-branas se encuentran en la fase de Minkowski, mientras
que para temperaturas mayores a ésta las D7-branas están en la fase de hoyo
negro. Mientras la intensidad del campo magnético sea tal que el valor de b/M̄2

se mantenga menor a 2.82 aproximadamente, el comportamiento cualitativo del
sistema es el mismo que para b/M̄2 = 0. Esto es, desde el valor mı́nimo de T/M̄
para el b/M̄2 dado hasta la temperatura de derretimiento Thot/M̄ las branas están
en la fase de Minkowski, mientras que para temperaturas mayores a ésta las branas
se encuentran en la fase de hoyo negro. Desde la perspectiva de la teoŕıa de norma
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Figura 5.1: Diagrama fase de las D7-branas de sabor. La curva roja está dada por el
valor cŕıtico b/T 2 = 11.24, de modo que la región a su izquierda no es accesible con los
fondos gravitacionales considerados. La curva azul denota la interfase entre los dos tipos
de encajes. El máximo de la curva azul está localizado en b/M̄2 = 3.44 y T/M̄ = 0.604.
La intersección de ambas curvas se da en b/M̄2 = 2.82 y T/M̄ = 0.501.

esto significa que, para 0 < b/M̄2 < 2.82, los mesones estables existen para bajas
temperaturas mientras que para altas temperaturas estos se derriten. En esta
región la temperatura de derretimiento disminuye con el campo magnético.

Sin embargo, para 2.82 < b/M̄2 < 3.44 el comportamiento del sistema es más
interesante: existen encajes de hoyo negro para T/M̄ cerca de la temperatura
mı́nima. Esta nueva fase de hoyo negro fŕıa3, que es consecuencia de la presencia
del campo magnético externo, es dual a una fase de bajas temperaturas en la que
los mesones estables también dejan de existir, de modo que el derretimiento de
mesones también se puede causar al disminuir la temperatura. Por tanto, para
2.82 < b/M̄2 < 3.44, además de la temperatura de derretimiento Thot/M̄ previa-
mente conocida, existe también una temperatura de derretimiento menor Tcold/M̄ .
Para b/M̄2 = 3.44 ambas temperaturas coinciden, y para b/M̄2 > 3.44 no existen
encajes de Minkowski, lo que significa que los mesones estables no existen para
altas intensidades del campo magnético.

3Se usan los calificativos “caliente” y “fŕıo” (“hot” y “cold” respectivamente en inglés) para
diferenciar ambas temperaturas. En la práctica ambos valores son del orden de magnitud a las
temperaturas del QGP generado en las colisiones altamente energéticas.
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Es importante recalcar que estos resultados son muy diferentes, e incluso com-
pletamente opuestos cuando son comparables, a los obtenidos al usar la configura-
ción de [41,42]. En particular, la transición de fase fŕıa es un resultado nuevo de la
construcción aqúı presentada. Mientras que para campo magnético nulo en [41,42]
también se recuperan los resultados de [34], se encontró que la temperatura de
derretimiento Thot/M̄ incrementa con el campo magnético. El efecto es tal que,
arriba de cierta intensidad de campo magnético, no hay derretimiento de mesones
y las D7-branas están en la fase de Minkowski sin importar el valor de T/M̄ . En
resumen, mientras que en [41,42] se encontró que el campo magnético previene el
derretimiento de mesones, los resultados obtenidos con la configuración usada en
este trabajo muestran que éste la facilita.

La última afirmación es más evidente al analizar el diagrama fase en la Fig.
(5.1), pero ahora al explorar qué ocurre al fijar la temperatura mientras se modifica
la intensidad de campo magnético. Para temperaturas debajo de la intersección
de las curvas roja y azul, es decir para T/M̄ < 0.501, los encajes de hoyo negro
no están permitidos y las branas están en la fase de Minkowski para cualquier
intensidad de campo magnético hasta su valor máximo. La situación cambia para
0.501 < T/M̄ < 0.765, pues para estas temperaturas las D7-branas pasan de la
fase de Minkowski a la de hoyo negro a cierta intensidad de campo magnético,
que se denotará como bmelting/M̄2. Lo que ocurre del lado de la teoŕıa de norma
es que los mesones se derriten manteniendo la temperatura del plasma fija al
incrementar únicamente la intensidad del campo magnético. Para temperaturas
más altas, espećıficamente T/M̄ > 0.765, existen sólo encajes de hoyo negro sin
importar la intensidad del campo magnético. Desde la perspectiva de la teoŕıa de
norma, lo que ocurre es que los mesones ya se encuentran derretidos debido a la
alta temperatura.

Para cerrar este caṕıtulo, en la Fig. (5.2) se presentan los perfiles de algunos
encajes caracteŕısticos como curvas paramétricas en el plano (r cos θ, r sin θ), pues
con esta elección es sencillo visualizar cómo es que toma lugar la transición entre
ambos tipos de encajes. Para dicha gráfica se ha fijado la posición del horizonte
de eventos a rh = 1/2, representado en la Fig. (5.2) con una curva negra, de modo
que la temperatura del plasma es T = 3/4π.

Se puede ver de la Fig. (5.2) cómo es que el campo magnético tiende a doblar
las branas hacia el horizonte, tanto para los encajes de Minkowski como para
los de hoyo negro, lo que muestra cómo es que el campo magnético facilita la
transición de fase. Las curvas punteadas de la parte superior, que corresponden a
T/M̄ = 0.43, son encajes de Minkowski para cualquier valor de b/M̄2 debajo de la
intensidad máxima 2.04 permitida a esta T/M̄ . Por su parte, las curvas punteadas
de la parte inferior comparten T/M̄ = 0.83, valor que es lo suficientemente alto
como para que cualquier encaje sea de hoyo negro sin importar la intensidad
del campo magnético. Las curvas continuas en la parte intermedia son perfiles a
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T/M̄ = 0.62. Obsérvese que en este caso las branas son atráıdas hacia el horizonte
al aumentar la intensidad de campo magnético, hasta que caen a través de éste a
la intensidad de derretimiento bmelting/M̄2.
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Figura 5.2: Perfiles para varios encajes de D7-branas en el plano (r cos θ, r sin θ). El
ćırculo negro representa el horizonte de eventos localizado a rh = 1/2.



Caṕıtulo 6

Termodinámica del plasma con
sabor

En este caṕıtulo se presenta el análisis termodinámico del plasma con grados de
libertad de sabor. Espećıficamente, se estudiará la termodinámica del fenómeno de
derretimiento de mesones explicado en el caṕıtulo anterior mediante el análisis del
condensado del quark, la enerǵıa libre, la entroṕıa y la densidad de enerǵıa de las
branas. Para esto es necesario estudiar el comportamiento asintótico a la frontera
de los encajes calculados en el caṕıtulo anterior y evaluar la acción Euclidea de
las D7-branas. El resultado principal de este caṕıtulo es que la transición de fase
entre los encajes de Minkowski y de hoyo negro es de primer orden en todos los
casos.

47
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6.1. Acción renormalizada
De acuerdo al diccionario holográfico, la termodinámica de los grados de liber-

tad de sabor se puede estudiar de la acción Euclidea on-shell de las D7-branas,
dada por

SE = 2π2TD7Nf

∫
d5xV (1− χ2)

√
W∆X−3(1− χ2 +XUχ′2), (6.1)

donde la integración se realiza sobre un periodo β = 1/T del tiempo Euclidiano
tE = it. Sin embargo, aśı como ocurrió con la acción del fondo en el Caṕıtulo
4, el resultado de esta evaluación directa diverge cuando la integración se lleva
a cabo hasta la frontera en r → ∞. Para lidiar con este problema es necesario
usar el método de renormalización holográfica descrito en caṕıtulos anteriores. El
cálculo expĺıcito de la acción de contratérminos puede consultarse en el Apéndice,
el resultado final expresado en la coordenada de Fefferman-Graham es

Sct = −2π2TD7Nf

∫
d4x
√
γ

(
1
4 −

1
2χ

2 − 1
8FijF

ij log ε− 1
2
√

6
ϕ+ 1

12ϕ
2
)
, (6.2)

donde γ es el determinante de la métrica inducida en la frontera, localizada en el
radio de corte u = ε. La acción (6.2) contiene el mı́nimo número de términos que
deben agregarse a la acción para que ésta sea finita. No obstante, aśı como ocurrió
en el caso de la acción del fondo, aún existe la libertad de agregar términos cuya
contribución es finita. En este caso los únicos posibles son

Sf = −2π2TD7Nf

∫
d4x
√
γ
(
C1χ

4 + C2FijF
ij
)
. (6.3)

Esta libertad también está asociada con la existencia de la anomaĺıa conforme
en el fondo gravitacional relacionada con el campo magnético. Como se explicó en
el Caṕıtulo 4, esto introduce una escala de enerǵıa arbitraria µ, lo que significa que
algunas cantidades f́ısicas, tales como la enerǵıa libre del sistema, no dependen
únicamente de los dos cocientes adimensionales que se pueden contruir con b, T y
M̄ , sino de los tres cocientes independientes que se pueden construir con b, T , M̄
y µ. En lo siguiente se medirá todo en unidades de M̄ , aśı que se trabajará con
b/M̄2, T/M̄ y µ/M̄ .

Como también se discutió en el Caṕıtulo 4, valores distintos de los coeficientes
C1 y C2 corresponden a distintos esquemas de renormalización. En particular, se
puede fijar C1 = 1/4 al demandar que la acción on-shell se anule para el encaje
supersimétrico [34]. Debido a que no se tiene una razón f́ısica para elegir un valor
particular para C2, algunos de los resultados cuantitativos siguientes dependerán
de su valor. No obstante, las conclusiones f́ısicas serán independientes de C2.
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Dicho todo lo anterior, la acción renormalizada, dada por

SD7 = SE + Sct + Sf , (6.4)

es entonces finita en el ĺımite ε→ 0. Es importante recalcar que para poder evaluar
apropiadamente (6.4), tanto la acción DBI como los términos de frontera deben
ser expresados en la misma coordenada radial. Dado que las soluciones numéricas
se calculan de forma natural en la coordenada r, se trabajará con ésta en lo que
sigue.

6.2. Condensado del quark
Se puede calcular el condensado del quark a partir de la acción renormalizada

(6.4) al tomar la variación de ésta con respecto a la masa del quark Mq. Dicho
cálculo se presenta explicitamente en el Apéndice, mientras que aqúı solamente se
presenta el resultado final

〈q̄q〉
κ

= c− 1
4mU

2
1 , (6.5)

donde
κ = − 1

23/2π3

√
λNcNf . (6.6)

Una vez que se tiene un encaje numérico, es posible extraer el valor de los
coeficientes m y c al analizar el comportamiento cerca de la frontera de éste. Aśı,
en la práctica m y c son ambos funciones de b, T y χh o ri dependiendo del tipo
de encaje. Al invertir estas relaciones se puede eliminar el último en favor de m y
en consecuencia expresar al condensado del quark como función de b/M̄2 y T/M̄
al usar (5.14). Se comprobó expĺıcitamente que el condensado del quark es una
cantidad independiente de µ/M̄ , aśı que sólo es función de los cocientes adimen-
sionales antes mencionados. Nótese que, consistente con este hecho, el condensado
del quark no depende del coeficiente libre C2, pues la variación respecto a la masa
del quark de éste término finito es cero. Dicho lo anterior, las gráficas mostradas
a continuación fueron generadas a µ/M̄ = 1. Cabe señalar que, dado que U1 es
una función del campo magnético y la temperatura, dicho término afecta el valor
del condensado del quark de manera no trivial.

En la Fig. (6.1) se muestra al condensado del quark como función de T/M̄ para
diferentes valores de b/M̄2, que van desde cero hasta el máximo de la curva de
transición de fase en el diagrama fase de la Fig. (5.1). Para b/M̄2 = 0 (curva roja)
se recupera el resultado previo de [34], mientras que para b/M̄2 no nulo el efecto
general del campo magnético es el de incrementar la magnitud del condensado.

Para intensidades de campo magnético distintas de cero, el condensado del
quark nunca se anula para las temperaturas que se pueden explorar con esta
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Figura 6.1: Condensado del quark 〈q̄q〉/κM̄3 como función de T/M̄ . Las curvas roja,
azul, verde y morada (de arriba a abajo) corresponden a b/M̄2 = {0, 2, 3.3, 3.4} respec-
tivamente. Los segmentos punteados corresponden a los encajes de Minkowski, mientras
que los segmentos continuos corresponden a los encajes de hoyo negro.

construcción gravitacional, lo que indica que la simetŕıa quiral está rota. Además,
el condensado diverge cuando T/M̄ se aproxima a su valor mı́nimo para el campo
magnético dado1. Obsérvese que esto ocurre sin importar que la fase a bajas
temperaturas sea Minkowski o de hoyo negro. Este comportamiento es consistente
con el hecho de que, como se explicó en el Caṕıtulo 4, a esa temperatura mı́nima
el fondo mismo sufre una transición de fase. Una consecuencia de esto es que no es
posible comprobar si el condensado del quark se anula a T/M̄ = 0 para b/M̄2 6= 0.

En la Fig. (6.2) se muestra el detalle de la región en la toma lugar la transición
de fase. De la Fig. (6.2) (a) se observa que se recuperan los resultados pre-
vios de [34] cuando el campo magnético se anula. Para intensidades de campo
magnético distintas de cero las curvas retienen la misma forma caracteŕıstica de
una transición de fase de primer orden, de modo que el orden de la transición
resulta independiente del campo magnético. Lo anterior también es cierto par la
nueva transición de fase fŕıa, como se puede apreciar de la Fig. (6.2) (c) y (e).

Para concluir esta sección se presenta el condensado del quark 〈q̄q〉/κM̄3 como
función del campo magnético a temperatura fija en la Fig. (6.3). Los valores
de T/M̄ mostrados están en el rango en el que la transición de fase se puede

1Como se verá en lo que sigue, este comportamiento está presente en todas las cantidades
termodinámicas.
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Figura 6.2: Detalle de la región de transición entre los encajes de Minkowski y hoyo
negro para el condensado del quark. Los valores del campo magnético son b/M̄2 = 0
(a), 2 (b), 3.3 (c) y (d), y 3.4 (e) y (f). Los segmentos punteados corresponden a los
encajes de Minkowski, mientras que los segmentos sólidos corresponden a encajes de
hoyo negro.
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provocar al cambiar la intensidad de campo magnético. De esto se puede ver que
la magnitud del condensado del quark incrementa con el campo magnético para
todas las temperaturas exploradas, lo que significa que se observa el fenómeno de
MC respecto al condensado. Esto parece ser consistente con resultados de QCD
en la red [13–15], pues se sabe que para quarks pesados se observa MC a bajas
temperaturas. Finalmente, en la Fig. (6.4) se muestra el detalle de la región en
la que toma lugar la transición de fase. La forma de las curvas señala que la
transición es de primer orden.
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Figura 6.3: Condensado del quark 〈q̄q〉/κ como función de b/M̄2. Las curvas roja,
morada, verde y azul (de izquierda a derecha en la parte inferior) corresponden a
T/M̄ = {0.55, 0.59, 0.65, 0.734} respectivamente. Los segmentos punteados correspon-
den a encajes de Minkowski, mientras que los segmentos continuos corresponden a en-
cajes de hoyo negro.

6.3. Enerǵıa libre
De acuerdo al diccionario holográfico, la enerǵıa libre del sistema está rela-

cionada con la acción Euclidea on-shell renormalizada de las D7-branas (6.4) a
través de

Ff = TSD7, (6.7)
donde el sub́ındice f denota que se trata de una cantidad f́ısica de los grados de
libertad de sabor. Nótese que debido a que no hay dependencia expĺıcita en las
direcciones de la teoŕıa de norma en (6.4), es posible factorizar el volumen infinito
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Figura 6.4: Detalle de la región de transición entre los encajes de Minkowski y los de
hoyo negro para el condensado del quark. Los valores de la temperatura son T/M̄ =
0.55 (a), 0.59 (b), 0.65 (c), y 0.734 (d). Los segmentos punteados corresponden a encajes
de Minkowski, mientras que los segmentos continuos corresponden a encajes de hoyo
negro.
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3-dimensional vol(x) y un factor de 1/T proveniente de la integración sobre el
tiempo Euclideano. Aunque en principio es posible evaluar la dependencia radial
restante directamente, aśı como ocurrió en el cálculo de la enerǵıa libre del fondo
en el Caṕıtulo 4, resulta más conveniente numéricamente el reescribir (6.4) como
una integral finita, en lugar de dos integrales infinitas cuya diferencia es finita.

Para esto el primer paso es evaluar la acción de contratéminos (6.2) y el término
finito (6.3) usando las expansiones alrededor de la frontera de los campos (5.13)
y (4.8) en r = rmax. Dado que eventualmente se tomará el ĺımite rmax → ∞,
se retienen únicamente los términos dominantes. El resultado se puede organizar
como

T (Sct + Sf )
2π2TD7Nfvol(x) =

4∑
i=0

air
i
max −

b2

6 log rmax, (6.8)

donde

a4 = −1
4 ,

a3 = −U1

2 ,

a2 = 1
24(−9U2

1 + 2
√

6ϕ0 + 12m2),

a1 = U1

24 (−3U2
1 + 2

√
6ϕ0 + 12m2),

a0 =− U4
1

64 −
U4

8 + U2
1ϕ0

8
√

6
− ϕ2

0
12 −

U2
1m

2

8

− m4

4 +mc− b2
( 1

12 + 2C2

)
.

(6.9)

Para poder definir una única integral finita, se reescriben a los términos que depen-
den de rmax en (6.8) como una integral de rmin a rmax sustrayéndose los términos
correspondientes en el ĺımite inferior de integración2. Esto arroja que

T (Sct + Sf )
2π2TD7Nfvol(x) =

∫ rmax

rmin

drLct +
4∑
i=0

air
i
min −

b2

6 log rmin, (6.10)

donde se ha denotado a

Lct = 4a4r
3 + 3a3r

2 + 2a2r + a1 −
b2

6
1
r
. (6.11)

En conclusión, la expresión final para la enerǵıa libre que puede evaluarse eficien-
temente de forma numérica es

Ff
N

=
∫ rmax

rmin

dr (L+ Lct) +
4∑
i=0

air
i
min −

b2

6 log rmin, (6.12)

2Nótese que rmin = rh para encajes de hoyo negro, mientras que rmin = ri para encajes de
Minkowski.
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donde se ha normalizado el resultado con

N = 2π2TD7Nfvol(x) = vol(x)
8π4 λNcNf . (6.13)

El integrando L + Lct va a cero en el ĺımite rmax → ∞ por construcción, de
modo que la integral es finita. Obsérvese que el fijar un valor espećıfico para el
coeficiente C2 cambia la dependencia de la enerǵıa libre con el campo magnético.
Sin embargo, al trabajar a una intensidad fija este término sólo es una constante
aditiva.
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Figura 6.5: Densidad de enerǵıa libre Ff/N M̄4 como función de T/M̄ . Las cur-
vas roja, azul, verde y morada (de abajo a arriba a la izquierda) corresponden a
b/M̄2 = {0, 2, 3.3, 3.4} respectivamente. Los segmentos punteados corresponden a enca-
jes de Minkowski, mientras que los segmentos continuos corresponden a encajes de hoyo
negro. El término finito está fijo a C2 = 0.

En la Fig. (6.5) se muestra la enerǵıa libre Ff/N M̄4 como función de T/M̄
para diferentes valores del campo magnético b/M̄2 a C2 = 0. Nótese que la enerǵıa
libre parece diverger cuando T/M̄ se aproxima a su valor mı́nimo para el campo
magnético dado, mostrando un comportamiento análogo al del condensado del
quark. Como en ese caso, la explicación de este comportamiento es que el fondo
mismo sufre una transición de fase en ese punto. En la Fig. (6.6) se muestra el
detalle de la región en la que toma lugar la transición de fase. Para b/M̄2 = 0
curva de la enerǵıa libre tiene la forma de corbata de moño caracteŕıstica de una
transición de fase de primer orden (Fig. (6.6) (a)), lo que está de acuerdo con



56 CAPÍTULO 6. TERMODINÁMICA DEL PLASMA CON SABOR

los hallazgos de [34]. El mismo comportamiento puede observarse para b/M̄2 = 2
(Fig. (6.6) (b)). Para b/M̄2 = 3.3 y b/M̄2 = 3.4 la corbata parece desaparecer
tanto para la transición fŕıa (Fig. (6.6) (c) y (e)) como para la transición caliente
(Fig. (6.6) (d) y (f)). No obstante, del análisis previo del condensado del quark se
sabe que la transición sigue siendo de primer orden, aún cuando la diferencia de
enerǵıa libre entre ambas fases es muy pequeña.

A diferencia del condensado del quark, la enerǵıa libre depende del cociente
adimensional µ/M̄ . Sin embargo, cambiar µ/M̄ modifica las curvas mostradas en
la Fig. (6.5) y Fig. (6.6) únicamente por una constante aditiva, de modo que esto
no altera la dependencia de la temperatura cŕıtica con el campo magnético o el
orden de la transición de fase. Los gráficas en la Fig. (6.5) y Fig. (6.6) fueron
generadas a µ/M̄ = 1.

Se muestra también la enerǵıa libre como función de b/M̄2 para cuatro valores
diferentes de T/M̄ en la Fig. (6.7). Dichas temperaturas se encuentran en el
rango en el que la transición de fase puede provocarse al cambiar la intensidad
del campo magnético. Nuevamente se puede observar cómo es que la enerǵıa libre
parece diverger cuando b/M̄2 se aproxima a su valor máximo para la temperatura
dada. En la Fig. (6.8) se muestra el detalle de la región de parámetros en la que
ocurre la transición. Esto, junto con los resultados para el condensado del quark,
confirma que la transición es de primer orden.

6.4. Entroṕıa y densidad de enerǵıa
La entroṕıa de los grados de libertad de sabor está dada por la derivada de la

enerǵıa libre con respecto a la temperatura a campo magnético y masa del quark
fijos

sf = −
(
∂F
∂T

)
b,Mq

, (6.14)

donde una vez más el sub́ındice f denota que esta cantidad corresponde a los
grados de libertad de sabor. Como se explicó en el Caṕıtulo 3, no se tiene control
numérico directo sobre la intensidad de campo magnético b. De forma análoga,
como bien se discutió en el Caṕıtulo 5, tampoco se tiene control directo sobre la
masa del quark M̄ . Ambas cantidades f́ısicas se extraen una vez que se conoce una
solución numérica espećıfica, el fondo en el caso de b y el perfil del encaje en el
caso de M̄ . En consecuencia, la derivada en la ecuación (6.14) debe ser calculada
numéricamente dada la construcción gravitacional aqúı presentada. El resultado
de dicha derivación numérica se muestra en la Fig. (6.9), donde puede verse que el
efecto general del campo magnético es el de incrementar la entroṕıa del sistema,
haciéndose infinita a la temperatura mı́nima. Es importante hacer notar que la
entroṕıa, al igual que el condensado del quark, no depende del valor espećıfico de
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Figura 6.6: Detalle de la región de transición entre los encajes de Minkowski y hoyo
negro para la enerǵıa libre. Los valores de campo magnético son b/M̄2 = 0 (a), 2 (b), 3.3
(c) y (d), y 3.4 (e) y (f). Los segmentos punteados corresponden a encajes de Minkowski,
mientras que los segmentos sólidos representan encajes de hoyo negro.
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Figura 6.7: Enerǵıa libre Ff/N M̄4 como función de b/M̄2. Las curvas roja, azul, verde
y morada (de arriba a abajo) corresponden a T/M̄ = {0.55, 0.59, 0.65, 0.734} respecti-
vamente. Los segmentos punteados corresponden a encajes de Minkowski, mientras que
los segmentos continuos corresponden a encajes de hoyo negro.

µ/M̄ . Esto se ve reflejado en que el término proporcional a C2 en la enerǵıa libre
se elimina al tomar la derivada en (6.14).

Teniendo la entroṕıa y la enerǵıa libre, se puede calcular la enerǵıa interna del
sistema al usar la identidad termodinámica

Ef = Ff + Tsf . (6.15)

La enerǵıa interna hereda la dependencia en µ/M̄ de la enerǵıa libre, de modo
que es necesario especificar el valor de C2. En particular, las gráficas mostradas
en la Fig. (6.10) fueron generadas a C2 = 0 y µ/M̄ = 1. Es posible obtener el
comportamiento cualitativo del calor espećıfico a partir de la Fig. (6.10), pues éste
está dado por

C =
(
∂Ef
∂T

)
b,Mq

. (6.16)

Lo que se concluye de esto es que, como se puede ver de la pendiente de las curvas,
el calor espećıfico se vuelve negativo a temperaturas suficientemente bajas para
cualquier campo magnético no nulo. Obsérvese que este hecho es independiente del
esquema de renormalización, pues el término finito se anlua al tomarse la derivada
a b fijo. La temperatura a la cual el calor espećıfico se vuelve negativo se muestra
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3.260 3.265 3.270 3.275

4.20

4.25

4.30

3.410 3.415 3.420 3.425 3.430 3.435 3.440 3.445

2.58

2.60

2.62

2.64

2.66

b
M̄2

Ff

NM̄4

b
M̄2

Ff

NM̄4

(a) (b)

3.26 3.28 3.30 3.32 3.34 3.36

0.74

0.76

0.78

0.80

1.95 2.00 2.05 2.10

-0.325

-0.320

-0.315

-0.310

-0.305

-0.300

b
M̄2

Ff

NM̄4

b
M̄2

Ff

NM̄4

(c) (d)

Figura 6.8: Detalle de la región de transición entre los encajes de Minkowski y de hoyo
negro para la enerǵıa libre. Los valores de la temperatura son T/M̄ = 0.55 (a), 0.59 (b),
0.65 (c) y 0.734 (d). Las ĺıneas punteadas representan encajes de Minkowski, mientras
que las ĺıneas continuas representan encajes de hoyo negro.
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Figura 6.9: Entroṕıa s/N M̄3 como función de T/M̄ . Las curvas roja, azul, verde y
morada (de abajo a arriba) corresponden a b/M̄2 = {0, 2, 3.3, 3.4} respectivamente.
Los segmentos punteados corresponden con encajes de Minkowski, mientras que los
segmentos continuos corresponden a encajes de hoyo negro.

en la Fig. (6.10) como ĺıneas verticales punteadas. Este comportamiento se da
sin importar la fase en la que se encuentre el sistema, pues para b/M̄2 = 3.3 y
b/M̄2 = 3.4 el calor espećıfico se torna negativo en la fase de hoyo negro, mientras
que para b/M̄2 = 2 esto ocurre en la fase de Minkowski.

El que el calor espećıfico se vuelva negativo señala la existencia de una ines-
tabilidad termodinámica, de manera que al perturbar el sistema en cualquiera de
estos estados éste decaerá a alguno estable. No obstante, la afirmación anterior
es respecto al sistema completo, estando éste compuesto por grados de libertad
de color y sabor. En consecuencia, para poder determinar si el sistema es termo-
dinámicamente estable o no, es necesario considerar la contribución de la materia
adjunta al calor espećıfico. Con esto la enerǵıa total del plasma magnetizado es

Etotal = Ec + Ef , (6.17)

donde Ec está dada en la expresión (4.12). Esta cantidad se muestra como función
de T/M̄ para Nc/Nf = 100 en la Fig. (6.11) (a) y Nc/Nf = 1000 en la Fig. (6.11)
(b), fijando C2 = 0 en ambas. Se puede apreciar aśı que la temperatura a la cual el
calor espećıfico del sistema completo se vuelve negativo coincide con la temperatu-
ra mı́nima para el campo magnético dado al tomar el ĺımite Nf � Nc. Para poder
visualizar el efecto que tiene el ĺımite anterior se usó λ = 100π2 al producir las
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Figura 6.10: Enerǵıa interna Ef/N M̄4 como función de T/M̄ . Las curvas roja, azul,
verde y morada (de abajo a arriba) corresponden a b/M̄2 = {0, 2, 3.3, 3.4} respectiva-
mente. Los segmentos punteados corresponden a encajes de Minkowski, mientras que
los segmentos continuos corresponden a encajes de hoyo negro. Las ĺıneas verticales
punteadas denotan la temperatura a la cual el calor espećıfico se vuelve negativo para
cada campo magnético distinto de cero (b/M̄2 = {2, 3.3, 3.4} izquierda a derecha). El
término finito está fijo a C2 = 0.
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Figura 6.11: Enerǵıa total Etotal/N M̄4 del plasma como función de T/M̄ . Las curvas
roja, azul, verde y morada (de abajo a arriba) corresponden a b/M̄2 = {0, 2, 3.3, 3.4} res-
pectivamente. Los segmentos punteados corresponden a encajes de Minkowski, mientras
que los segmentos continuos corresponden a encajes de hoyo negro. Las ĺıneas punteadas
verticales denotan la temperatura a la cual el calor espećıfico se vuelve negativo para
cada campo magnético distinto de cero (b/M̄2 = {2, 3.3, 3.4} de izquierda a derecha).
Se ha fijado Nc/Nf = 100 en (a) y Nc/Nf = 1000 en (b), mientras que λ = 100π2 y
C2 = 0 en ambos casos.

gráficas en la Fig. (6.11). Se obtienen curvas idénticas para cualquier otra elección
de λ en el ĺımite Nf � Nc. Esto demuestra que el plasma es termodinámicamente
estable mientras se trabaje en el ĺımite de prueba.



Caṕıtulo 7

Espectro de mesones

En este caṕıtulo se presenta el cálculo del espectro de mesones haciendo uso
de los encajes construidos en el caṕıtulo anterior, estudiándose el efecto que el
campo magnético tiene sobre éste. Desde la perspectiva de la teoŕıa de norma, la
transición de fase descrita en los Caṕıtulo 5 y 6 se da entre un espectro de mesones
discreto (encajes de Minkowski) y una distribución continua de excitaciones (en-
cajes de hoyo negro). De esta manera, de acuerdo al diccionario holográfico, para
determinar el espectro de mesones se deben estudiar las perturbaciones estables
de los encajes de Minkowski [31,35,76,77]. El resultado principal de este caṕıtulo
es que cualquier campo magnético distinto de cero tiene el efecto de reducir los
estados cuánticos posibles para los mesones, aśı como dismunuir las masas de los
mismos para una temperatura dada.

63
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7.1. Perturbaciones de los encajes de Minkowski
Las perturbaciones denominadas escalares se refieren a los modos vibracionales

de las D7-branas mismas. Dada la descripción de las D7-branas discutida en el
Caṕıtulo 5, una excitación de este tipo puede implementarse como

χ(ξa) = χ(0)(r) + εχ(1)(ξa), (7.1)

φ1(ξa) = φ
(0)
1 + εφ

(1)
1 (ξa), (7.2)

donde ξa denota nuevamente a las coordenadas del volumen de mundo de las D7-
branas (5.2), ε� 1 es un parámetro adimensional introducido para tener control
sobre el orden al que se estudiará la perturbación y χ(0) y φ(0)

1 son las soluciones
exactas discutidas en el Caṕıtulo 5.

Para determinar la dinámica de estas perturbaciones se sustituyen (7.1) y
(7.2) en las ecuaciones de movimiento más generales provenientes de la acción
DBI (5.6) y se resuelven a primer orden en ε. Estas ecuaciones son largas y no
ofrecen información que pueda ser léıda de visualizarlas, de modo que se omitirán
en este texto. La única caracteŕıstica de éstas que debe tenerse en cuenta en los
cálculos siguientes es que χ y φ1 se desacoplan.

Se buscan soluciones separables de la forma

χ(1)(ξa) = χr(r)ei(ωt−~x·
~k)H(Σ3), (7.3)

φ
(1)
1 (ξa) = φr(r)ei(ωt−~x·

~k)G(Σ3), (7.4)
donde Σ3 denota a las coordenadas del 3-ciclo (ψ, φ2, φ3), ~x denota a las direcciones
espaciales de la teoŕıa de norma y ω y ~k son duales a la enerǵıa y momento de los
mesones respectivamente. Debido a que la invariancia de Lorentz está rota por la
temperatura finita del plasma, la noción de masa de un mesón depende del marco
de referencia elegido. Aqúı se trabajará con las mismas convenciones de [34] y se
definirá la masa de los mesones en su marco de referencia en reposo, dada aśı por
ω a ~k = 0.

Al sustituir (7.3) y (7.4) en sus respectivas ecuaciones de movimiento y fijar
~k = 0 se obtiene esquemáticamente

A(χr, r, ω) +H(H,Σ3, x, r) = 0, (7.5)

para χ(1), mientras que para φ(1) se tiene que

B(φr, r, ω) +H(G,Σ3, x, r) = 0. (7.6)

En ambas ecuaciones H es el funcional dado por

H(H,Σ3, x, r) = 1
H

(
∇2
S3H + 2b2x2

V X∆(1− χ(0))(∂2
φ2 + 2∂φ2∂φ3 + ∂2

φ3)H
)
, (7.7)
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donde ∇2
S3 denota al operador de Laplace en la 3-esfera. Por su parte, tanto A

como B son funcionales que no dependen de ninguna otra coordenada del es-
pacio mas que r. La forma de estos dos últimos es bastante complicada y poco
informativa, de modo que se omitirá su escritura en este texto.

Pudiera parecer a simple vista que las ecuaciones (7.5) y (7.6) no son separa-
bles, pues el funcional H no depende únicamente de las coordenadas del 3-ciclo,
sino que también de x y r. Sin embargo, eso es incorrecto. Para ver esto se anali-
zará primero el caso de campo magnético nulo. Bajo estas condiciones el segundo
término del lado derecho de (7.7) se elimina y las ecuaciones (7.5) y (7.6) se
separan en

A(χr, r) = λ, ∇2
S3H = −λH (7.8)

B(φr, r) = λ, ∇2
S3G = −λG, (7.9)

de modo que las funciones angulares H y G satisfacen la ecuación de Laplace en la
3-esfera, como ya se hab́ıa encontrado previamente en [31, 34, 35]. Las soluciones
a ésta ecuación son los armónicos esféricos Y lm1,m2 dados por [78,79]

Y lm1,m2 = C l
m1,m2(eiφ2 cosψ)m2+m1(eiφ3 sinψ)m2−m1P

(m2−m1,m2+m1)
l
2−m2

(cos 2ψ),
(7.10)

donde C l
m1,m2 es una constante de normalización y P es un polinomio de Jaco-

bi. Estos armónicos esféricos transforman en la representación ( l2 ,
l
2) de SO(4) y

satisfacen
∇2
S3Y lm1,m2 = −l(l + 2)Y lm1,m2 . (7.11)

Los números cuánticos (l,m1,m2) son tales que l ∈ N y |m1,2| ≤ l/2 vaŕıan de
forma independiente en pasos enteros, de manera que toman valores enteros o
semienteros según la paridad de l

Para cualquier campo magnético distinto de cero ambos términos en el lado
derecho de (7.7) están presentes, a menos que las funciones H y G cumplan que

(∂2
φ2 + 2∂φ2∂φ3 + ∂2

φ3)H = 0, (∂2
φ2 + 2∂φ2∂φ3 + ∂2

φ3)G = 0. (7.12)

Si esto ocurre H se reduce nuevamente al operador de Laplace en la 3-esfera, de
modo que H y G deben cumplir simultáneamente la ecuación de Laplace (7.11) y
(7.12). De sustituir (7.10) en (7.12) se tiene que

−4m2
2Y lm1,m2 = 0, (7.13)

de modo que lo anterior sólo puede ocurrir si H y G son armónicos esféricos con
m2 = 0. Dado el rango de valores que este número cuántico puede tomar, esto
significa que la presencia del campo magnético limita el momento angular l de las
perturbaciones en la 3-esfera a tomar solo valores pares.
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7.2. Solución numérica
Habiendo separado las ecuaciones (7.5) y (7.6), lo que resta es determinar χr

y φr al resolver

A(χr, r, ω) = l(l + 2), B(φr, r, ω) = l(l + 2), (7.14)

que son dos ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden que dependen
de la frecuecia ω y el momento angular en la 3-esfera l. Al resolver éstas cerca de
la frontera se obtiene que el comportamiento dominante es de la forma

χr(r) = Ar−1+l +Br−3−l, (7.15)

φr(r) = Crl +Dr−2−l, (7.16)

donde A, B, C, y D son coeficientes libres que se pueden extraer una vez que se
conoce una solución numérica particular en todo el bulto. En ese sentido, estas
cantidades son funciones de los parámetros f́ısicos del fondo, de los encajes de
Minkowski y de la frecuencia ω de la perturbación. Se buscan soluciones que sean
normalizables en el ĺımite r → ∞, que en este caso son aquellas para las que
A = 0 y C = 0 [31,34,35].

El procedimiento numérico para resolver las ecuaciones (7.14) es análogo al
usado en los caṕıtulos previos. Dado que los encajes de Minkowski son aquellos
para los que θ = π/2 en ri, las ecuaciones para las perturbaciones son degenerados
en ri. Por tanto, primero se resuelven dichas ecuaciones en series de potencias
alrededor de ri

χr(r) = χri
+
∞∑
j=1

aj(r − ri)j, (7.17)

φr(r) = φri
+
∞∑
j=1

bj(r − ri)j, (7.18)

lo que permite resolver para los coeficientes aj y bj en términos de los valores que
toman las funciones métricas, el campo escalar y los encajes de Minkowski sin per-
turbar en ri, aśı como la frecuencia ω y el momento angular l. Usando lo anterior
como condiciones iniciales se integran las ecuaciones para χr y φr numéricamente
desde r = ri+ ε con ε� ri hasta la frontera en r →∞. Posteriormente se extraen
los coeficientes A y C de estas soluciones y se buscan los valores de ω tales estos
se anulen, es decir, las frecuencias que corresponden a soluciones normalizables.
El resultado es un conjunto discreto ωn,l degenerado en m1, donde n = 0, 1, 2, ...
denota al número cuántico radial.
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Figura 7.1: Espectro de mesones ω2

M̄2 para las perturbaciones en χ (columna izquierda)
y φ (columna derecha) como función de T/M̄ para campo magnético fijo b/M̄2 = 0 en
(a) y (b), b/M̄2 = 2 en (c) y (d), y b/M̄2 = 3.4 en (e) y (f). Los colores corresponden a
diferentes valores para los números cuánticos (n, l), siendo de abajo a arriba rojo (0, 0),
azul (1, 0), verde (0, 2), y morado (1, 2).
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Figura 7.2: Espectro de mesones ω2

M̄2 para las perturbaciones en χ (a) y φ (b) como
función de b/M̄2. En ambos casos la temperatura está fija a T/M̄ = 0.65. Los colores
corresponden a diferentes valores para los números cuánticos (n, l), siendo de abajo
hacia arriba rojo (0, 0), azul (1, 0), verde (0, 2) y morado (1, 2).

7.3. Espectro de mesones
En la Fig. (7.1) se muestra el espectro de mesones ω2 normalizado con respecto

a M̄2 para las perturbaciones en χ (columna izquierda) y para las perturbacio-
nes en φ (columna derecha), como función de T/M̄ para campo magnético fijo
y diferentes valores para los números cuánticos n y l. Las Fig. (7.1) (a) y (b)
muestran el caso de campo magnético nulo, resultados que coinciden con los va-
lores reportados en [34]. De éstas se puede observar cómo la masa de los mesones
tiende a cero al acercarse la temperatura a su valor cŕıtico, aśı como el que ésta se
incrementa cuando la temperatura se reduce, aproximándose a un valor constante
cuando T/M̄ → 0. Por su parte, las Fig. (7.1) (c) y (d) muestran los resultados
para b/M̄2 = 2. Para dicho valor de campo magnético se puede ver cómo es que la
masa de los mesones tiende a cero al acercarse a la temperatura de derretimiento,
justo como ocurŕıa en el caso de campo magnético nulo. Sin embargo, a medida
que se reduce la temperatura y ésta se acerca a su valor mı́nimo la masa de los
mesones comienza a disminuir sin acercarse a un valor espećıfico. Finalmente, las
Fig. (7.1) (e) y (f) muestran los resultados para b/M̄2 = 3.4, intensidad de campo
para la cual hay dos temperaturas de derretimiento Thot/M̄ y Tcold/M̄ . Se puede
apreciar cómo es que al acercarse a ambas temperaturas las masas de los mesones
tienden a cero.

Se cierra este caṕıtulo mostrando el espectro de mesones como función de
b/M̄2 a temperatura fija en la Fig. (7.2). Aunque se presenta espećıficamente los
resultados para T/M̄ = 0.65, se comprobó que el comportamiento cualitativo es el
mismo para cualquier temperatura en el rango en el que toma lugar la transición.
Se puede ver cómo la masa de los mesones tiende a cero cuando el campo magnético
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se aproxima a bmelting/M̄2, confirmando una vez más que los mesones se pueden
derretir al modificar únicamente el campo magnético.
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Caṕıtulo 8

Producción de fotones

En este caṕıtulo se presenta el estudio de la producción de fotones en el plasma
magnetizado sin grados de libertad de sabor. Se comienza con la descripción del
lado de la teoŕıa de norma, haciendo énfasis en la dinámica de los experimentos de
dispersión en colisiones altamente energéticas, para proseguir con la descripción
del cálculo gravitacional, que involucra perturbar las soluciones construidas en
el Caṕıtulo 3. Se demuestra de forma anaĺıtica que los fotones producidos en el
plasma estudiado en esta tesis están polarizados en su estado paralelo al plano de
reacción, es decir, el plano perpendicular al campo magnético. Se reportan también
los resultados numéricos de la producción diferencial de fotones en función de su
frecuencia ω, el campo magnético b y su dirección de propagación. Los resultados
muestran que dependiendo del valor de la frecuencia puede presentarse MC o
IMC. Adicionalmente, al integrar sobre todas las frecuencias posibles se encontró
que se da IMC para intensidades de campo magnético altas, mientras que se tiene
MC para intensidades pequeñas.

71
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8.1. Producción de fotones en un plasma fuerte-
mente acoplado

Asumiendo que el plasma se encuentra en equilibrio térmico a temperatura
T , la tasa de fotones emitidos por éste con 4-vector1 de onda nulo ki = (k0, ~k) y
4-vector de polarización εi(s)(~k) viene dada por [54,55]

dΓs
d~k

= e2

(2π)32|~k|
nB(k0)εi(s)(~k)εj(s)(~k)χij(k)

∣∣∣∣∣
k=0

, (8.1)

donde nB(k0) es la distribución de Bose-Einstein para la enerǵıa de los fotones

nB(k0) = 1
ek0/T − 1 , (8.2)

y la densidad espectral χij(k) = −2Im[GR
ij(k)] está dada en términos de el corre-

lador retardado de dos puntos de la corriente electromagnética (1.2)

GR
ij(k) = −i

∫
d4xe−ik·xΘ(t)〈

[
J EM
i (x),J EM

j (0)
]
〉, (8.3)

donde el valor de expectación se toma en el estado de equilibrio térmico a tempe-
ratura T .

Los vectores de polarización εi(s) son ortogonales al vector de onda kj con
respecto a la métrica de Minkowski, aśı que también pueden elegirse εi(1) y εj(2)
ortogonales entre śı. Siguiendo la convención de dirigir el campo magnético a lo
largo de la dirección z, se tiene invariancia rotacional en el plano xy, que coincide
con el llamado “plano de reacción” en los experimentos de colisión. Esto permite
colocar el vector de onda ~k en el plano xz sin pérdida de generalidad. Si se denota
por ϑ al ángulo entre ~k y el campo magnético, los vectores de polarización y de
onda se pueden escribir como

ki = k0(1, sinϑ, 0, cosϑ), εi(1) = (0, 0, 1, 0), εj(2) = (0, cosϑ, 0,− sinϑ). (8.4)

En consecuencia, la tasa de fotones emitidos (8.1) se puede descomponer en

dΓ1

d~k
= e2

(2π)32|~k|
nB(k0)χyy, (8.5)

para el estado de polarización ε(1), mientras que para el estado de polarización ε(2)
se tiene que

dΓ2

d~k
= e2

(2π)32|~k|
nB(k0)(cos2 ϑχxx − 2 cosϑ sinϑχxz + sin2 ϑχzz). (8.6)

1Recuérdese que la notación que se está manejando para denotar a las direcciones de la teoŕıa
de norma es xi = (t, x, y, z).
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Para ilustrar mejor la dinámica a considerar, se presenta un diagrama de ésta en
la Fig. (8.1).

z

y

x

~B

~k

~ε(2)

~ε(1)

ϑ

Figura 8.1: Diagrama de la dinámica de producción de fotones. Se muestran las compo-
nentes espaciales del momento del fotón ~k (azul), aśı como los vectores de polarización
~ε(1) y ~ε(2) (verde). El campo magnético ~B (rojo) apunta en la dirección perpendicular
al plano de reacción, que está representado por un disco en el plano xy. Debido a la
simetŕıa rotacional alrededor de la dirección z, se puede elegir coordenadas de forma tal
que el momento del fotón esté en el plano xz. Como se verá más adelante, los resultados
aqúı presentados muestran que cualquier fotón producido en el plasma debe encontrarse
en su estado de polarización paralelo al plano de reacción.

8.2. Cálculo holográfico
De acuerdo al diccionario holográfico, la función de correlación (8.3) puede

determinarse mediante un cálculo perturbativo en el dual gravitacional [80–83].
Se deben considerar perturbaciones alrededor de las soluciones construidas en el
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Cap. 3, dadas en la ecuación (3.2) y que a lo largo de este caṕıtulo serán denotadas
por el supeŕındice BG. Esto es

gµν = gBGµν + hµν ,

F = FBG + dA,
ϕ = ϕBG + φ. (8.7)

La perturbación al campo de norma A evaluada en la frontera, que se denotará
como Abdry para abreviar, es dual a la fuente del campo de norma A en la teoŕıa
dual (1.1). En otras palabras, Abdry es dual a la corriente electromagnética J EM

del lado de la teoŕıa de norma mientras se trabaje en la norma Ar = 0. Además,
debido a que la frontera es perpendicular a r, se impone también la norma hµr = 0
para las perturbaciones de la métrica. Todas las elecciones de norma son consis-
tentes con el hecho de que estas componentes no se corresponden con fuentes en la
teoŕıa de norma. El siguiente paso es resolver las ecuaciones de movimiento (2.13),
(2.14), (2.15) y la constricción F ∧ F = 0 a primer orden en las perturbaciones,
buscando exclusivamente soluciones de tipo no salientes2. Finalmente, para obte-
ner la función de correlación deseada (8.3) es necesario evaluar la acción (2.16) en
dichas soluciones y tomar la segunda variación de ésta con respecto a Abdry

GRij(k) = δ2SEff

δAbdryi δAbdryj

. (8.8)

Dado que las ecuaciones acoplan de forma genérica a todos los campos invo-
lucrados, para poder determinar la producción de fotones es necesario recurrir a
los métodos explicados a detalle en [22, 84, 85]. Se buscan entonces las solucio-
nes linealmente independientes que no sean de tipo onda saliente tales que su
comportamiento en la frontera sea

ĺım
r→∞

(
A(1)

Φ(1)

)
=
(

1
0

)
, ĺım

r→∞

(
A(2)

Φ(2)

)
=
(

0
1

)
, (8.9)

donde la A denota a cualquiera de las componentes de Ai y Φ denota a los campos
que se acoplan a A en las ecuaciones de movimiento. Debido a que estas últimas
están linealizadas, la solución no-saliente más general se puede escribir como una
combinación lineal de (8.9)(

A
Φ

)
= Abdry

(
A(1)

Φ(1)

)
+ Φbdry

(
A(2)

Φ(2)

)
(8.10)

2Esto es debido a que se desea calcular el correlador retardado. Para el caso del correlador
avanzado es necesario omitir las soluciones entrantes.
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Obsérvese que se ha hecho manifiesta la dependencia de la solución en Abdry, lo
que facilita tomar variaciones con respecto a ésta cantidad. Se puede observar de
(8.10) que los valores de los campos en la frontera son independientes

δA|bdry
δAbdry

= 1, δΦ|bdry
δAbdry

= 0, (8.11)

pero no aśı las derivadas de los campos. Al derivar (8.10) respecto a r y variar
respecto a Abdry se obtiene

δA′|bdry
δAbdry

= A′(1)|bdry,
δΦ′|bdry
δAbdry

= Φ′(1)|bdry, (8.12)

donde nuevamente la prima denota a la derivada con respecto a r. Este hecho
genérico se usará para calcular la segunda variación de la acción en (8.8). Más
adelante se explicará cómo construir expĺıcitamente las soluciones linealmente
independientes (8.9)

Luego de evaluar (2.16) en las soluciones perturbadas, se localizan en ésta
los términos con segundas derivadas en r, se integra por partes para obtener un
término de frontera y se consideran sólo los términos a segundo orden en las
perturbaciones. Esquemáticamente se obtiene

Sbdryeff ∝
∫
d4x(O(AA′) +O(φφ′) +O(h2) +O(hh′)), (8.13)

donde el ĺımite r →∞ está impĺıcito y los términos de orden cero, primero y mayor
a segundo no se han escrito, pues no son relevantes para el cálculo en cuestión. Por
lo discutido en el párrafo anterior, se concluye que los términos O(φφ′), O(h2) y
O(hh′) no contribuyen a la segunda variación respecto a Abdry, pues los valores de
los campos en la frontera son independientes. Por tanto, la única parte relevante
para el cálculo del correlador (8.8) es

Sbdryeff = − 1
8πG5

∫
d4xUV X−2

√
W

(
−AtA

′
t

U
+ AxA

′
x

V
+
AyA

′
y

V
+ AzA

′
z

W

)
. (8.14)

Los únicos otros términos que podŕıan haber contribuido a la segunda variación
son aquellos de la forma O(h′h′), O(φ′φ′), O(φ′h′), O(Ah′), O(Aφ′), O(A′h′) y
O(A′φ′), pero ninguno de estos aparece en la acción.

8.3. Fotones polarizados linealmente
El siguiente paso para el cálculo de la producción de fotones es resolver las

ecuaciones de movimiento (2.13), (2.14), (2.15) y la constricción F ∧ F = 0 a
primer orden en las perturbaciones y encontrar las soluciones no salientes (8.9).
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Para esto conviene notar que, a pesar de que la teoŕıa de norma es anisotrópica
por la presencia del campo magnético, sigue siendo invariante ante traslaciones.
Debido a esto se puede descomponer a todos los campos en sus componentes de
Fourier

Φ(r, xi) =
∫ d4k

(2π)4 e
−ikix

iΦ(r, ki), ki = k0(1, sinϑ, 0, cosϑ), (8.15)

donde Φ denota a cualquiera de los campos hµν , Aµ o φ.
El resultado de este procedimiento son 24 ecuaciones diferenciales ordinarias

que pueden desacoplarse en dos grupos independientes. El primero de ellos cons-
ta de 11 ecuaciones para los campos At, Ax, Az, hty, hxy y hyz. Dado que el
número de ecuaciones supera al número de variables, pareceŕıa a primera vista
que el sistema está sobredeterminado. No obstante, es posible resolver el sistema
consistentemente de forma anaĺıtica.

La ecuación de constricción para el campo de norma se escribe a orden lineal
en la perturbación como

F ∧ F = FBG ∧ FBG + 2FBG ∧ dA = 2FBG ∧ dA (8.16)

pues debido a la orientación del campo magnético, el primer término del lado
derecho de (8.16) es cero. Luego de aplicar la transformada de Fourier (8.15) la
expresión anterior se reduce a

0 =ik0(Az + At cosϑ)dt ∧ dx ∧ dy ∧ dz
− A′z dx ∧ dy ∧ dz ∧ dr − A′t dt ∧ dx ∧ dy ∧ dr,

(8.17)

de modo que 3 de las 11 ecuaciones del grupo son

Az − At cosϑ = 0,
A′z = 0,
A′t = 0.

(8.18)

Adicionalmente, la componente r de las ecuaciones de Maxwell es

UWA′x sinϑ+ V (WA′t + UA′z cosϑ) = 0. (8.19)

De (8.18) y (8.19) se concluye que

At(r) = Abdryt ,

Ax(r) = Abdryx ,

Az(r) = Abdryt cosϑ.
(8.20)
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En otras palabras, esas tres componentes son independientes de r. Es importante
hacer notar que esta conclusión sólo es válida cuando ϑ 6= 0, pues cuando los
fotones se propagan de forma paralela al campo magnético la ecuación (8.19)
se satisface automáticamente. El tratamiento de las 7 ecuaciones restantes se
presenta en el Apéndice.

Debido a que las derivadas de (8.20) se anulan, el único término relevante en
la acción (8.14) resulta ser

S = − 1
8πG5

∫
d4xU

√
WX−2AyA

′
y. (8.21)

La falta de otros términos en esta expresión muestra expĺıcitamente que su susti-
tución en (8.8) lleva a

GR
xx = GR

zx = GR
zz = 0 (8.22)

de modo que las densidades espectrales χzz, χzx, y χxx también se anulan. Al
ser éstas las únicas que contribuyen a dΓ2

d~k
en (8.6), se concluye que el plasma no

produce fotones en el estado de polarización ε(2). Nótese que esto resulta ser una
consecuencia directa de la constricción F ∧F = 0 impuesta para garantizar que las
soluciones 5-dimensionales puedan ser levantadas a soluciones 10-dimensionales de
SUGRA IIB.

8.4. Producción diferencial de fotones
Como se explicó en la sección anterior, las ecuaciones para las perturbaciones

hµν , Aµ y φ se desacoplan en dos grupos. El segundo de estos está formado por 13
ecuaciones diferenciales ordinarias para 9 campos: Ay, φ, htx, htz, hxz, htt, hxx, hyy
y hzz. Aunque el número de ecuaciones es mayor al número de incógnitas, al igual
que ocurrió con el primer grupo, éste se puede resolver de forma consistente. De
las 13 ecuaciones, 4 juegan el papel de constricciones, que una vez que han sido
impuestas para algún r fijo se satisfacerán a cualquier otro radio. Lo anterior deja
9 ecuaciones diferenciales de segundo orden para 9 incógnitas, de manera que,
una vez que se han tomado en cuenta las constricciones, existen 14 soluciones
linealmente independientes. Dada la construcción de la familia de soluciones de
fondo, este sistema resulta tener solución anaĺıtica sólo para el caso en que el
campo magnético es nulo, de modo que para cualquier otro valor es necesario
recurrir a métodos numéricos. Las 13 ecuaciones son largas y no particularmente
iluminadoras, de modo que se omitirá su presentación en este texto.

El primer paso es resolver las ecuaciones alrededor del horizonte. A diferencia
de los cálculos previos reportados en esta tesis, en este caso hay que recurrir
al método general de Frobenius. Se propone aśı que todos campos involucrados
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puedan ser escritos como

Φ(r) = (r − rh)α
∞∑
j=0

Φj(r − rh)j, (8.23)

donde α es un parámetro a determinar por las ecuaciones. Este procedimiento
arroja tres soluciones independientes para α = 0, cinco soluciones tipo entrante
con α = −ik0/6rh, cinco soluciones tipo salientes con α = ik0/6rh y una sola
solución con α = 1/2. En consecuencia, el espacio de soluciones de tipo no salientes
es 9-dimensional. En lo que sigue se denotará a un elemento arbitrario de este
espacio como

Sol =



Ay
r2φ/ log r
htx/r

2

htz/r
2

hxz/r
2

htt/r
2

hxx/r
2

hyy/r
2

hzz/r
2


, (8.24)

donde se dividió a cada campo por la potencia de r apropiada para asegurar un
comportamiento constante en la frontera.

De acuerdo al método descrito con anterioridad, se buscan aśı las 9 soluciones
linealmente independientes que no son de tipo saliente (8.9) tales que su compor-
tamiento en la frontera sea

ĺım
r→∞

Sol(1) =



1
0
0
0
0
0
0
0
0


, ĺım

r→∞
Sol(2) =



0
1
0
0
0
0
0
0
0


, . . . , ĺım

r→∞
Sol(9) =



0
0
0
0
0
0
0
0
1


, (8.25)

de modo que la solución no-saliente más general se puede escribir como la combi-
nación lineal

Sol = Abdryy Sol(1) + φbdrySol(2) + . . .+ hbdryzz Sol(9). (8.26)
De esta expresión se puede ver que la variación respecto a Abdryy de una solución
no saliente arbitraria es

δSol|bdry
δAbdryy

= Sol(1)|bdry,
δSol′|bdry
δAbdryy

= Sol′(1)|bdry, (8.27)
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Figura 8.2: Función espectral χyy como función de la frecuencia ω = k0/2πT para
campo magnético fijo a b/T 2 = 11.24. Las curvas (de arriba a abajo en el centro)
azul, naranja, verde, roja y morada corresponden a ϑ = {π/2, π/4, π/8, π/16, π/32}
respectivamente.

aśı que al sustituir en la acción (8.21) se obtiene que

GR
yy = − 1

4πG5

(
UX−2

√
WA′y

(1))
. (8.28)

Es claro entonces que es necesario encontrar Sol(1) de forma expĺıcita. Para
lograr esto se buscan 9 soluciones no salientes arbitrarias y se usan éstas como
columnas de la matriz

M = (Sol(a1) Sol(a2) . . . Sol(a9)). (8.29)

Con esto la expresión (8.26) se puede invertir para obtener

(Sol(1) Sol(2) . . . Sol(9)) =M(M−1|bdry), (8.30)

de donde se puede leer inmediatamente la solución Sol(1) buscada.
Las soluciones arbitrarias que forman la matriz (8.29) se construyen resolvien-

do de forma numérica las ecuaciones de movimiento. En la práctica, este procedi-
miento consiste en resolver éstas alrededor del horizonte con las expansiones (8.23)
eligiendo los valores de α que excluyen a las soluciones salientes. El resultado de
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Figura 8.3: Función espectral χyy como función de la frecuencia ω = k0/2πT para
dirección de propagación fija a ϑ = π/4. Las curvas (de arriba a abajo a la izquierda)
azul, naranja, verde y roja corresponden a b/T 2 = {0, 4.22, 8.73, 11.24} respectivamente.

esto se utiliza como condiciones inicales para la integración numérica desde un
r = rh + ε con ε� rh hasta la frontera.

Con el procedimiento descrito es posible calcular χyy = −2Im[GR
yy] como fun-

ción de la frecuencia adimensional ω = k0/2πT para distintos valores de ϑ y b/T 2.
En la Fig. (8.2) se muestran los resultados a b/T 2 = 11.24 y diversos valores de
ϑ, cada uno representado por una curva diferente. Se puede observar cómo el va-
lor de χyy disminuye con ϑ para frecuencias altas, mientras que para frecuencias
pequeñas se tiene el comportamiento opuesto. En otras palabras, el valor de χyy
disminuye conforme la dirección de propagación se alinea con el campo magnético
para frecuencias altas, mientras que para frecuencias pequeñas χyy decrece a me-
dida que la dirección de propagación se alinea con el plano de reacción. Aunque
sólo se presentan los resultados para este valor espećıfico de campo magnético,
se corroboró que se tiene el mismo comportamiento cualitativo para cualquier
b/T 2 6= 0.

Por su parte, en la Fig. (8.3) se muestran los resultados para ϑ = π/4 y diver-
sos valores de campo magnético, cada uno representado pur una curva diferente.
Se puede apreciar que para frecuencias pequeñas el valor de χyy disminuye al in-
crementar la intensidad de campo magnético, mientras que para frecuencias altas
el comportamiento se invierte. En otras palabras, para frecuencias pequeñas se
tiene el fenómeno de IMC, mientras que para frecuencias altas se presenta MC.
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Figura 8.4: Producción diferencial de fotones G5
2αEMT 3

dΓ1
dk0d cosϑ como función de la fre-

cuencia ω = k0/2πT para campo magnético fijo a b/T 2 = 11.24. Las curvas (de
arriba a abajo en el centro) azul, naranja, verde, roja y morada corresponden a
ϑ = {π/2, π/4, π/8, π/16, π/32} respectivamente.

Se muestran en este texto los resultados para ϑ = π/4. No obstante, se corroboró
expĺıcitamente que se tiene el mismo comportamiento cualitativo para cualquier
ϑ.

Al sustituir la función espectral en (8.5) se puede obtener la producción dife-
rencial de fotones en el estado de polarización ε(1). Dado que se tiene invariancia
rotacional en el plano de reacción, es posible integrar respecto a ésta dirección en
(8.5) para obtener que

G5

2αEMT 3
dΓ1

dk0d cosϑ = G5ω

2T 2 nB(k0)χyy. (8.31)

Se presentan aśı los resultados para esta cantidad como función de ω para diversos
valores de b/T 2 y ϑ.

En la Fig. (8.4) se muestra la producción diferencial de fotones como función
de ω para campo magnético fijo a b/T 2 = 11.24. Las diferentes curvas corres-
ponden a distintos valores del ángulo de propagación ϑ. Se puede observar cómo
se producen más fotones conforme la dirección de propagación se alinea con el
campo magnético para frecuencias entre 0 y 0.3. No obstante, para frecuencias
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Figura 8.5: Producción diferencial de fotones G5
2αEMT 3

dΓ1
dk0d cosϑ como función de la fre-

cuencia ω = k0/2πT para dirección de propagación fija a ϑ = π/2. Las curvas (de
arriba a abajo a la izquierda) azul, naranja, verde, roja y morada corresponden a
b/T 2 = {0, 2.01, 4.22, 8.73, 11.24} respectivamente.

mayores el comportamiento se invierte, de modo que la producción de fotones au-
menta a medida que la dirección de propagación se alinea con el plano de reacción,
volviéndose máxima para ϑ = π/2 exactamente. Aunque se presentan expĺıcita-
mente los resultados para b/T 2 = 11.24, se corroboró que se presenta el mismo
comportamiento cualitativo para cualquier otra intensidad de campo magnético
no nulo.

Se presenta un fenómeno similar al mantener fijo el ángulo de propagación y en
su lugar modificar la intensidad de campo magnético. En la Fig. (8.5) se muestra la
producción de fotones para ϑ = π/2 y diversos valores de campo magnético, cada
uno representado por una curva diferente. Se puede apreciar cómo al aumentar el
campo magnético la producción de fotones disminuye para frecuencias pequeñas,
es decir, se tiene el fenómeno de IMC. No obstante, para frecuencias altas el
comportamiento se invierte y la producción de fotones aumenta al incrementar la
intensidad de campo magnético, de manera que se presenta el fenómeno de MC.

Los resultados descritos hasta ahora corresponden a distintas frecuencias. No
obstante,es posible integrar éstas en (8.31) para obtener la producción de foto-
nes total en una dirección dada y un campo magnético fijo. En la Fig. (8.6) se
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Las curvas (de abajo a arriba a la derecha) azul, naranja, verde y roja corresponden a
ϑ = {π/32, π/8, π/4, π/2} respectivamente.

muestra la producción total de fotones como función del ángulo de propagación
ϑ para diferentes intensidades de campo magnético. Se puede apreciar cómo para
b/T 2 > 2.01 el comportamiento es monótono: al aumentar la intensidad de campo
magnético disminuyen los fotones producidos. Para b/T 2 = 2.01 y ϑ < π/4 se
tiene el mismo comportamiento, es decir, la producción de fotones a b/T 2 = 0 es
mayor. No obstante, para b/T 2 = 2.01 y ϑ > π/4 la producción aumenta respecto
a su valor a b/T 2 = 0 conforme la dirección se propagación apunta a lo largo del
plano de reacción.

El fenómeno anterior se puede apreciar mejor en la Fig. (8.7), donde se muestra
la producción total de fotones como función del campo magnético para diferentes
direcciones de propagación. Se ve aśı como para b/T 2 > 3.3 la producción de
fotones disminuye conforme se aumenta la intensidad de campo magnético para
cualquier dirección de propagación, presentándose aśı el fenómeno de IMC. No
obstante, para b/T 2 < 3.3 existe una región en la cual los fotones producidos
aumentan con la intensidad de campo magnético, es decir, en la cual se da el
fenómeno de MC. El intervalo de b/T 2 en el cual esto ocurre cambia con la di-
rección de propagación, volviéndose más pequeño conforme el momento de los
fotones se alinea con el campo magnético. Hasta la precisión numérica que se
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La ĺınea horizontal negra continua representa la producción total de fotones para b/T 2 =
0.

logró explorar, todo parece indicar que el tamaño de dicho intervalo tiende a cero
cuando b/T 2 → 0. Esto se muestra a detalle en la Fig. (8.8).
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Caṕıtulo 9

Discusión

En este caṕıtulo se discuten los resultados obtenidos en esta tesis. Se comienza
por el análisis de la existencia del campo magnético cŕıtico en el plasma sin sabor,
y el cómo esto se relaciona con los trabajos previos de [66,67] desde la perspectiva
gravitacional, aśı como los resultados de [64, 65, 86] desde el lado de la teoŕıa de
norma. Posteriormente se analizan los resultados concernientes a los grados de
libertad de sabor. En particular, el cómo el fenómeno de derretimiento de meso-
nes aqúı descrito difiere del reportado en [40–42], donde el campo magnético es
introducido como una excitación sobre las D7-branas mismas y no retroaccionado
en la geometŕıa. Se compara también el espectro de mesones obtenido aqúı con
trabajos previos no holográficos [18, 19]. Finalmente, se discuten los resultados
acerca de la polarización de los fotones emitidos.

87
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9.1. Campo magnético cŕıtico
El primero de los resultados principales de esta tesis es la existencia de una

intensidad máxima de campo magnético que el plasma puede tolerar, pues para
valores mayores de éste la geometŕıa dual desarrolla una singularidad desnuda.
El análisis termodinámico aqúı efectuado mostró que a esta intensidad de campo
magnético cŕıtica bc el plasma sufre una transición de fase, pues el calor espećıfico
del sistema diverge en este punto.

Dicho campo cŕıtico depende de la intensidad de la fuente para el opera-
dor escalar Oϕ. El análisis efectuado en este trabajo es análogo al presentado
en [66] sobre la censura cósmica en cuatro dimensiones, donde las soluciones a
Einstein-Maxwell con comportamiento asintótico AdS4 desarrollan singularidades
desnudas para intensidades de campo eléctrico mayores a cierto valor cŕıtico. In-
teresantemente, en [67] los mismos autores desarrollan un ejemplo análogo en el
vaćıo, donde el parámetro cŕıtico es ahora una rotación diferencial en la métri-
ca. Las soluciones encontradas en este trabajo muestran ambos comportamientos,
manifestándose como una intensidad de campo magnético cŕıtico desde la pers-
pectiva 5-dimensional y como una rotación en la parte compacta de la métrica
10-dimensional. Como en estos dos casos, no se ha construido aún la solución
gravitacional para un parámetro de orden, b en nuestro caso, más alto que el
valor cŕıtico. Esto se debe a que, como es explicado en [66], la aparición de una
singularidad desnuda en la solución estacionaria indica que el fondo no puede ser
estacionario para parámetros de orden mayores al valor cŕıtico. Estudiar estas con-
figuraciones dependientes del tiempo requiere un análisis independiente, similar
al hecho en [87] para complementar a [66], y muestra que la solución evoluciona
en el tiempo para cubrir la singularidad que inició desnuda. Un resumen de esta
historia puede consultarse en [88].

La existencia de este valor cŕıtico para el campo magnético parece ser una
consecuencia directa del acoplo entre el campo escalar y el campo de Maxwell en
la teoŕıa gravitacional. Un fenómeno similar ya se hab́ıa reportado previamente
en [86], donde los autores construyeron geometŕıas 5-dimensionales para modelar
el QGP magnetizado. Estos duales gravitacionales incluyen un campo magnético
y un campo escalar justo como en el sistema aqúı presentado, pero el acoplo entre
estos y el potencial para el escalar es distinto. De forma crucial, esta diferencia se
manifiesta en que sus soluciones no forman parte de una truncación consistente a
SUGRA IIB en 10 dimensiones, por lo que no es posible la inclusión de grados de
libertad de sabor en su modelo. No obstante, sus resultados también muestran que
para un valor dado en el horizonte para el escalar existe una intensidad máxima del
campo magnético que permite que la solución se aproxime a AdS5 en la frontera.

Al trabajar a temperatura fija se encontró que para cualquier intensidad de
campo magnético b menor a bc hay dos posibles estados que difieren en el valor
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que toma el valor de expectación de Oϕ. A través de un análisis termodinámico
se mostró que uno de ellos es favorecido por sobre el otro, debido a que una de las
ramas tiene mayor enerǵıa libre, menor entroṕıa y calor espećıfico negativo inde-
pendientemente del esquema de renormalización elegido. Es importante recalcar
que la fase a la que transita el sistema para campos más intensos que bc no es
la rama inestable encontrada, sino un estado diferente dual al fondo dependiente
del tiempo discutido con anterioridad. La construcción de dicha solución con de-
pendencia temporal escapa de los objetivos de este trabajo y no será presentada
aqúı.

La existencia de dos ramas de soluciones para intensidades de campo magnético
menores al valor cŕıtico es similar a los resultados de [64, 65], donde un campo
escalar dual a un operador de dimensión ∆ = 2 se agregó a la configuración
anisotrópica de [72,74]. Siguiendo las mismas motivaciones que las presentadas en
este trabajo, los autores apagaron la fuente del operador escalar y redujeron los
parámetros adimensionales a únicamente a/T , análogo al b/T 2 utilizado aqúı, y
escribieron 〈Oϕ〉 como función de a/T únicamente. Describieron cómo es que, en
su caso, es posible apagar el escalar por completo de forma continua manteniendo
una anisotroṕıa no nula, demostrando en el proceso que existe cierto valor cŕıtico
para la anisotroṕıa arriba del cual es termodinámicamente preferido mantener el
escalar encendido.

Finalmente, del tensor de enerǵıa momento se concluyó que existe una ano-
maĺıa conforme en las soluciones encontradas cuyo valor depende exclusivamente
de la intensidad del campo magnético.

9.2. Derretimiento de mesones
Los duales gravitacionales constrúıdos en este trabajo permiten la inclusión de

grados de libertad de sabor al considerar encajes de D7-branas de prueba en las
geometŕıas 10-dimensionales. Esto permitió estudiar el efecto que tiene un campo
magnético externo en los quarks del plasma. Aunque esto se hab́ıa hecho previa-
mente al introducir el campo magnético como una excitación sobre el volumen de
mundo de las D7-branas de prueba [40–42], el procedimiento seguido aqúı permitió
considerar la retroacción del campo magnético en la geometŕıa misma. Notable-
mente, los resultados aqúı obtenidos son muy diferentes, e incluso completamente
opuestos en caso de ser comparables, a los reportados en [40–42].

Algunos de los resultados principales relacionados con los grados de libertad
de sabor están resumidos convenientemente en el diagrama fase en la Fig.(5.1),
donde se puede apreciar que la presencia del campo magnético induce un com-
portamiento termodinámico muy interesante. Una de las novedades principales
es que, para algunas intensidades de campo magnético, se puede derretir los me-
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sones al disminuir la temperatura del plasma. Esto se puede ver expĺıcitamente
del análisis termodinámico realizado, pues éste mostró que existe una transición
de fase de primer orden a bajas temperaturas además de la transición de fase de
primer orden que se esperaba a altas temperaturas. Mientras que para la tempe-
ratura de derretimiento alta Thot el efecto del campo magnético es el de IMC, se
tiene MC para las temperaturas de derretimiento bajas Tcold. Esto es similar al
efecto que tiene el campo magnético sobre el condensado quiral de quarks lige-
ros [13–15], pues hay algunas temperaturas para las cuales ambos fenómenos son
observados. Sin embargo, es importante recalcar que en el sistema aqúı presentado
este comportamiento no es únicamente consecuencia del campo magnético, sino
del acoplo de éste con el campo escalar en la teoŕıa gravitacional.

Es conveniente hacer notar que el fenómeno aqúı descrito no es una transición
de confinamiento/desconfinamiento ni una transición de rompomiento de la si-
metŕıa quiral. Esto es porque la existencia de un horizonte en las geometŕıas
implica que la materia ya está desconfinada, y la simetŕıa quiral ya está rota en
ambas fases de nuestro sistema pues el condensado quiral es diferente de cero para
valores finitos de b/M̄2 y T/M̄ . De hecho, los cálculos de QCD en la red [36–38]
han mostrado ya que la temperatura a la que los mesones se disocian es mayor a
la temperatura de desconfinamiento.

Otro resultado importante es que, para ciertos rangos de temperaturas, los me-
sones se pueden derretir al modificar únicamente la intensidad de campo magnéti-
co. No obstante, para temperaturas suficientemente altas no existen mesones es-
tables sin importar el campo magnético. Este comportamiento es opuesto a lo
encontrado en [41,42], pues en su configuración es imposible derretir los mesones
para intensidades de campo magnético arriba de cierto valor cŕıtico.

De los resultados relacionados con el condensado del quark en la Fig. (6.3), se
puede ver que la magnitud de éste incrementa con el campo magnético para todas
las temperaturas exploradas, de modo que se observa MC en cuanto al condensado
quiral. Esto parace ser consistente con los cálculos de QCD en la red [13–15], pues
predicen MC para temperaturas suficientemente bajas y quarks pesados.

El estudio termodinámico de los quarks mostró que la transición de fase de
derretimiento de mesones es de primer orden a ambas temperaturas cŕıticas. Tam-
bién se encontró que para cualquier campo magnético no nulo existe una tempe-
ratura debajo de la cual el calor espećıfico de los grados de libertad de sabor se
vuelve negativo. No obstante, el calor espećıfico de todo el sistema, que consiste
en los grados de libertad de color y sabor, se mantiene positivo para todas las
temperaturas accesibles cuando se toma el ĺımite Nf � Nc.

Se estudió también el efecto que tiene el campo magnético sobre el espectro
de mesones escalares al considerar perturbaciones en la posición de las D7-branas.
Con esto se mostró que cuando el encaje es de tipo Minkowski el espectro de
mesones es discreto, como ya era conocido para campo magnético nulo [31, 34,
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35]. Sin embargo, se encontró que un campo magnético distinto de cero tiene
importantes efectos sobre el espectro. El primero de ellos es que reduce el número
de estados excitados posibles en la 3-esfera, al imponer que el número cuántico m2
se anule para cualquier b 6= 0. El segundo es que el campo magnético disminuye
la masa de los mesones para cualquier T/M̄ como se muestra en la Fig. (7.2).
Se mostró también que, para los valores de T/M̄ para los que se puede inducir
la transición con el campo magnético, las masas de los mesones tienden a cero
cuando b/M̄ tiende al valor de derretimiento.

Los resultados concernientes al espectro de mesones están de acuerdo con los
encontrados en [18], donde un cálculo a un lazo en un modelo sigma lineal mostró
que la masa del pión neutro se reduce por la aplicación de un campo magnético.
El mismo comportamiento se observó en cálculos de QCD en la red para el mismo
pión [19]. El espectro del mesón η′ ya se hab́ıa calculado mediante métodos ho-
lográficos en [89]. No obstante, esos cálculos indican un incremento en la masa de
éste con el campo magnético, y los autores concluyeron que esto deb́ıa ser corre-
gido al tomar en consideración la retroacción del campo magnético. Correcciones
similares deben aplicarse al trabajo en [90], donde la transición de derretimiento
se estudió fuera del equilibrio. Dado que el campo magnético retroacciona en las
geometŕıas aqúı construidas, los resultados de esta tesis proveen dichas correccio-
nes, mostrando aśı que el efecto del campo magnético es el opuesto al reportado
en [89].

Finalmente, es importante recalcar que la construcción gravitacional dada aqúı
no permite explorar todos los valores posibles de la temperatura y el campo
magnético, como lo muestra la Fig. (5.1). Sin embargo, el análisis termodinámico
mostró que tanto el condensado del quark, la enerǵıa libre, la entroṕıa y la enerǵıa
interna divergen cuando b/T 2 se acerca a su valor cŕıtico, de modo que se espera
un comportamiento termodinámico interesante.

9.3. Producción de fotones
En el Caṕıtulo 8 se estudió la producción de fotones del plasma sin grados de

libertad de sabor, demostrándose que el modelo holográfico aqúı construido predi-
ce que, sin importar su enerǵıa, cualquier fotón emitido a un ángulo ϑ 6= 0 estará
polarizado en su estado ε(1). En términos de la geometŕıa de un experimento de
colisión, el resultado anterior indica que cualquier fotón producido propagándose
en cualquier dirección, exceptuando la del campo magnético externo, debe ser emi-
tido en su estado de polarización paralelo al plano de reacción. En otras palabras,
la radiación está linealmente polarizada como se muestra en la Fig. (8.1).

Para el caso de fotones propagándose paralelos al campo magnético externo
no hay restricciones: ambos estados de polarización, que están en el plano de
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reacción, son posibles y contribuyen a la producción de fotones a través de dΓ1
d~k

y
dΓ2
d~k

. Esto ocurre debido a que si ϑ = 0, las ecuaciones de Maxwell no imponen
A′x = 0. En ese caso el término AxA′x está presente en (8.21) junto con AyA

′
y de

forma simétrica.
Aunque el cálculo holográfico aqúı presentado es únicamente válido para el

plasma de SYM N = 4 en presencia de un campo magnético externo, el efecto de
la polarización de los fotones puede ser un hecho genérico presente también en el
QGP, como se ha sugerido en trabajos previos [46–50]. Es importante recalcar que
éste estudio es motivado por la evidencia que indica que el QGP generado en los
experimentos de altas enerǵıas, como aquellos de RHIC y el LHC, se encuentra
en un estado fuertemente acoplado. Es esto lo que justifica el uso de métodos ho-
lográficos. Aśı como todos los trabajos previos en este contexto, no se espera que el
fenómeno de polarización aqúı presentado persista en el régimen de acoplamiento
débil de QCD o cualquier otra teoŕıa de campos.

Estudios holográficos previos [22, 53] mostraron que la presencia del campo
magnético externo causa un incremento en la producción de fotones en un estado
de polarización por sobre del otro. La polarización lineal estricta que se encuentra
en el modelo holográfico aqúı considerado es debida al término de Chern-Simons
en la acción (2.8), pues es éste el que da lugar a la constricción F ∧F = 0. Como
se mostró de forma expĺıcita en el Caṕıtulo 2, este término es inevitable en la cons-
trucción gravitacional al provenir de una truncación consistente de SUGRA IIB.
Dicho término no se tomó en consideración en [22], y aunque śı hay un término
de Chern-Simons en [53], su construcción es tal que el efecto que las perturba-
ciones electromagnéticas tienen sobre el encaje de las branas no fue tomado en
consideración. Esto explica las diferencias en resultados.

Algo interesante a notar es que, formalmente, lo que se mostró fue que la
densidad de corriente en la teoŕıa dual está polarizada a través de (8.3) de algún
modo, pues es este operador el que es dual al campo de norma A del lado de la
teoŕıa gravitacional. Es debido al teorema óptico que esto induce una polarización
en los fotones emitidos. Este fenómeno es similar al mecanismo de polarización
propuesto en [46,51,52], aunque éste no involucra la polarización de los quarks.

Al calcular la producción diferencial de fotones en el estado de polarización
permitido, se encontró que se producen más fotones conforme la dirección de pro-
pagación se alinea con el campo magnético para frecuencias bajas, mientras que
para frecuencias altas la producción de fotones aumenta a medida que la direc-
ción de propagación se alinea con el plano de reacción para cualquier intensidad
de campo magnético. Al mantener fija la dirección de propagación se encontró
que se presenta IMC para frecuencias pequeñas, mientras que se da MC para
frecuencias altas. Al integrar sobre todas las posibles frecuencias para obtener la
producción total de fotones, se encontró que para intensidades grandes del campo
magnético se presenta IMC para cualquier dirección de propagación. No obstante,
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para intensidades bajas se tiene MC en cierto intervalo de b/T 2 que es función de
la dirección de propagación.

Finalmente, se podŕıa también considerar el cómo afecta la presencia de quarks
masivos a la producción de fotones, y si modifican la polarización de alguna forma.
Los encajes calculados en este trabajo permiten que este cálculo sea posible, pero
escapa al alcance de esta tesis y se deja como trabajo futuro.
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Caṕıtulo 10

Conclusiones

En la presente tesis se planteó el objetivo de estudiar el plasma de quarks
y gluones en presencia de un intenso campo magnético externo. Para esto, se
contruyó un dual gravitacional al MQGP que permite la inclusión de grados de
libertad de sabor. El costo fue la inclusión de un campo escalar. Esto permitió
descubrir que existe una intensidad de campo magnético máxima que el plasma
puede tolerar que es función de la fuente del operador escalar. Para intensidades
menores a ésta existen dos posibles soluciones que difieren en el valor que toma
el VEV del operador escalar, una de ellas termodinámicamente favorecida sobre
la otra.

En cuanto a el comportamiento de los grados de libertad de sabor, se encontró
que la presencia del campo magnético permite la existencia de una nueva fase
fŕıa en la que los mesones están disociados. Para ciertas temperaturas fijas, el
derretimiento puede causarse al ajustar únicamente el campo magnético. Esta
transición de fase es de primer orden en todos los casos. Se estudió además el
espectro de mesones, encontrándose que el campo magnético reduce el número de
estados posibles para los mesones estables.

Finalmente, respecto a los mesones emitidos por el plasma, se descubrió que
cualquier campo magnético no nulo causa que estos estén en su estado de polari-
zación paralelo al plano de reacción. Para el estado restante, se encontró que para
cualquier campo magnético se propagan más fotones en el plano de reacción. Para
bajas intensidades de campo magnético la producción de fotones es mayor que en
el caso b = 0, pero no aśı para altas intensidades.

95
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Caṕıtulo 11

Apéndice

11.1. Análisis del fondo en la frontera

11.1.1. Renormalización holográfica
Como es común en la correspondencia AdS/CFT, la evaluación directa de la

acción Euclidea on-shell (4.1) diverge, de modo que debe renormalizarse a través
del procedimiento conocido como renormalización holográfica [68]. El primer paso
es analizar el comportamiento de las soluciones cerca de la frontera, que se puede
llevar a cabo de forma conveniente en la coordenada Fefferman-Graham, en la que
la métrica toma la forma

ds2
5 = du2

u2 + γij(u)dxidxj = 1
u2

(
du2 + gij(u)dxidxj

)
, (11.1)

codificando toda la información geométrica en gij.
Al resolver las ecuaciones de movimiento (2.13), (2.14) y (2.15) en series de

potencias alrededor de u = 0, se obtiene

gij(u) = gij(0) + (gij(4) + hij log u+Hij log2 u)u4 +O(u6),
ϕ(u) = u2(ϕ(0) + ψ(0) log u+ (ϕ(2) + ψ(2) log u+ Ψ(2) log2 u)u2) +O(u6)
Fuν = 0, Fij = Fij(t, x, y, z), (11.2)

donde

Ψ(2) = −
ψ2

(0)

2
√

6
,

ψ(2) = ψ(0)√
6

(ψ(0) − ϕ(0)),

ϕ(2) = − 1√
6

(1
2FikFjlg

ij
(0)g

kl
(0) + 1

2ϕ
2
(0) + 3

4ψ
2
(0) − ϕ(0)ψ(0)

)
,

gij(0)gij(4) = 1
12FikFjlg

ij
(0)g

kl
(0) −

1
3ϕ

2
(0) −

1
24ψ

2
(0),
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hij = 1
4gij(0)FnkFmlg

nm
(0)g

kl
(0) − FikFjlgkl(0) −

1
6gij(0)ϕ(0)ψ(0),

Hij = − 1
12gij(0)ψ

2
(0), (11.3)

y todos los coeficientes no listados hasta el orden especificado son nulos. Obsérvese
que los primeros dos términos en la expresión para hij constituyen el tensor de
enerǵıa momento del campo electromagnético en la teoŕıa de norma.

Dado el caso estudiado en este trabajo, se ha considerado a F dependiente
únicamente de las direcciones de la teoŕıa de norma. Aunque F∧F = 0 impone una
constricción sobre este campo que las soluciones presentadas en el texto principal
cumplen, en lo siguiente ésta no jugará papel alguno. Nótese además que el orden
dominante de la expansión para ϕ es u2, lo que significa que el campo satura la
cota BF con m2 = −4 y aśı es dual a un operadorOϕ de dimensión de escalamiento
∆ = 2. Para este tipo de campo, ψ(0) en la expresión (11.2) es dual a la fuente del
operador, mientras que ϕ(0) es dual a su valor de expectación en el vaćıo [69].

Para localizar las divergencias de la acción Euclidea on-shell cuando u → 0,
se sustituye (11.2) en (4.1) y se integra desde un radio de corte ε hasta un umax
arbitrario. Cuando ε → 0, la integral descrita diverge de la misma forma que lo
hace la acción Euclidea completa, comportamiento que se resume en los términos
divergentes de la integral

Sε = − 1
16πG5

∫
d4x
√
g(0)

( 1
ε4
a(0) + a(1) log ε+ a(2) log2 ε+O(ε0)

)
, (11.4)

donde
a(0) = 6,
a(1) = 3gij(0)hij + FikFjlg

ij
(0)g

kl
(0) + 1

2ψ(0)(4ϕ(0) + ψ(0)),
a(2) = 3gij(0)Hij + ψ2

(0), (11.5)
que se simplifica a

a(0) = 6,
a(1) = FikFjlg

ij
(0)g

kl
(0) + 1

2ψ
2
(0),

a(2) = 0, (11.6)
cuando se sustituye la solución (11.3).

El siguiente paso es invertir la serie (11.2) para expresar los coeficientes involu-
crados en (11.6) en términos de los campor gij(u), ϕ(u), F y sus derivadas. Hasta
el orden relevante para este cálculo, y expresando todo en témrinos de γij(u) en
lugar de gij(u), se tiene

gij(0) = ε2γij, gij(0) = γij

ε2
, ψ(0) = ϕ

ε2 log ε,
√
g(0) = ε4

√
γ
(

1 + 1
6ϕ

2
)
,

(11.7)
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lo que reduce las expresiones en (11.6) a

a(0) = 6, a(1) = 1
ε4

(
F ijFij + 1

2 log2 ε
ϕ2
)
, a(2) = 0, (11.8)

donde los ı́ndices se suben y bajan utilizando la métrica en la frontera γij. Al
sustituir (11.8) en (11.4) y descartar los términos que son finitos en el ĺımite
ε→ 0 se obtiene

Sε = − 1
16πG5

∫
d4x
√
γ

(
6 + ϕ2

(
1 + 1

2 log ε

)
+ F ijFij log ε

)
, (11.9)

que es precisamente el negativo de la acción de contratérminos (4.3) usada en la
sección 4.2.

11.1.2. Tensor de enerǵıa momento
Ya con la acción renormalizada es posible obtener varios observables de la

teoŕıa de norma dual. En esta subsección se calcula el valor de expectación en el
vaćıo 〈Oϕ〉 del operador dual al campo escalar y 〈Tij〉 el valor de expectación del
tensor de enerǵıa momento en los estados duales a los miembros de la famila de
soluciones presentada en este trabajo.

El diccionario holográfico afirma que 〈Oϕ〉 está dado por [68,69]

〈Oϕ〉 = ĺım
ε→0

(
log ε
ε2

1
√
γ

δS

δϕ

)
, (11.10)

donde el término logaŕıtmico se debe al escalar que satura la cota BF. Tomando
la variación de la acción total (4.6) con respecto al campo escalar se tiene que

16πG5〈Oϕ〉 = ĺım
ε→0

log ε
ε2

(
−u∂uϕ+ ϕ

(
2 + 1

log ε + Csch

log2 ε

))
, (11.11)

que utilizando las expansiones expansions (11.2) se reescribe como

16πG5〈Oϕ〉 = ϕ(0) + Cschψ(0), (11.12)

mostrando que el VEV de Oϕ está dado por ϕ(0) mientras que, como es usual, la
contribución de ψ(0) es dependiente del esquema.

Análogamente, el diccionario holográfico relaciona el VEV del tensor de enerǵıa
momento de la teoŕıa dual con la variación de la acción con respecto a la métrica
en la frontera [68,69]

〈Tij〉 = ĺım
ε→0

(
1
ε2

2
√
γ

δS

δγij

)
. (11.13)
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Tomando como S en (11.13) a la acción total (4.6), luego de un poco de álgebra,
se obtiene

16πG5〈Tij〉 = ĺım
ε→0

2
ε2

(
−Kij + 2FikFjk(log ε− Csch)

− 1
2γij

(
−2K + 6 + ϕ2

(
1 + 1

2 log ε + Csch

2 log2 ε

)
+F klFkl(log ε− Csch))

)
,

(11.14)

que después de usar las expansiones (11.2) se reescribe como

16πG5〈Tij〉 =4gij(4) + hij(1 + 4Csch) + 6CschHij

− gij(0)

(
gkl(0)(4gkl(4) + hkl) + ϕ(0)(ϕ(0) + ψ(0)(1−

2
3Csch))

)
,

(11.15)

que es la expresión final para el VEV del tensor de enerǵıa-momento. Nótese
que si se toma Csch = −1/4 se elimina la contribución expĺıcita del campo elec-
tromagnético al tensor de enerǵıa-momento codificado en hij. Sin embargo, es
importante notar que un término similar es parte también de gij(4), de modo que
esta elección de esquema no garantiza que el tensor de enerǵia-momento resultante
contenga únicamente información del plasma mismo.

Finalmente, la traza del tensor de enerǵıa momento se calcula al contraer
(11.15) con g(0)

ij, lo que da

16πG5〈T ii〉 = −FikFjlgij(0)g
kl

(0) − ψ(0)

(
2ϕ(0) + 1

2ψ(0)(4Csch − 1)
)
, (11.16)

que al ser no nulo muestra la existencia de una anomaĺıa conforma en la teoŕıa.

11.1.3. Escalamiento
En esta sección se determinará cómo cambian 〈Tij〉 y 〈Oϕ〉 bajo un escala-

miento de la forma
xi → kxi, u→ ku, (11.17)

que en términos de los parámetros f́ısicos equivale a

b→ k2b, T → kT, (11.18)

para k un número real positivo.
Siguiendo a [91], nótese que la forma FG de la métrica (11.1) se preserva bajo

(11.17) mientras los coeficientes que aparecen en (11.2) transformen como

gij(4) → k4(gij(4) + hij log k +Hij log2 k),
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hij → k4(hij + 2Hij log k),
Hij → k4Hij, (11.19)
ϕ(0) → k2(ϕ(0) + ψ(0) log k),
ψ(0) → k2ψ(0).

Usando (11.19) en (11.12) y (11.15) se obtiene que la regla de transformación de
〈Oϕ〉 está dada por

〈Oϕ〉 → k2〈Oϕ〉+ ψ(0)k
2 log k, (11.20)

mientras que 〈Tij〉 transforma como

〈Tij〉 → k4〈Tij〉+ k4 log2 k
[
4Hij − gij(0)

(
4gkl(0)Hkl + ψ2

(0)

)]
+k4 log k[4hij + 2Hij(1 + 4Csch)

−gij(0)

(
gkl(0)(4hkl + 2Hkl) + ψ(0)(ψ(0)(1− 2

3Csch) + 2ϕ(0))
)
].(11.21)

Estas expresiones se simplifican enormemente cuando la fuente ψ(0) para 〈Oϕ〉 se
apaga, en cuyo caso se reducen a

〈Tij〉 → k4〈Tij〉+ 4k4hij log k,
〈Oϕ〉 → k2〈Oϕ〉. (11.22)

11.2. Análisis del encaje en la frontera

11.2.1. Renormalización holográfica
La acción DBI que describe los encajes de las D7-branas sufre también de di-

vergencias provenientes de la integración hasta la frontera. Aśı como se hizo con
el fondo en App. 11.1.1, es posible aplicar el procedimiento de renormalización
holográfica para obtener un resultado finito. El primer paso es resolver la ecua-
ción de movimiento del perfil del encaje (5.11) en la coordenada FG usando las
expansiones para las funciones métricas y el campo escalar (11.2) calculadas en el
App. 11.1.1. El resultado es

χ(u) = uχ(0) + u3χ(2) +O(u5), (11.23)

donde χ(0) y χ(2) son ambos coeficientes libres no determinados por la ecuación
de movimiento.

El siguiente paso es evaluar la versión Euclidea de la acción DBI (6.1) en las
soluciones para el fondo (11.2) y el perfil del encaje (11.23). Luego de integrar
desde un radio de corte ε cercano a la frontera hasta un radio de corte umax fijo,
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se pueden localizar todos los términos que divergen en el ĺımite ε → 0. Estos se
organizan como

SE
TD7Nfvol(S3) =

∫
d4x
√
g(0)

(
a(0) + a(1) + a(2) + b(0) + b(1) + b(2) + c(0)

)
,

(11.24)
donde

a(0) = 1
4ε4 ,

a(1) = −1
2
χ2

(0)

ε2
,

a(2) = −1
8FikFjlg

ij
(0)g

kl
(0) log ε,

b(0) = 1
12(ψ2

(0) log2 ε+ 2ϕ(0)ψ(0) log ε),

b(1) = − 5
48ψ

2
(0) log ε,

b(2) = − 1
2
√

6
(ϕ(0) + ψ(0) log ε) 1

ε2
,

c(0) = − 1
4
√

6
ψ(0)

ε2
. (11.25)

Para poder sustraer correctamente estos términos de la acción, es necesario
invertir las series para todos los campos y expresar a(i), b(i) y c(i) de forma cova-
riante. Haciendo uso de (11.7) y notando que hasta el orden relevante para este
cálculo

χ

ε
= χ(0), (11.26)

se puede reescribir a todos los a(i) de forma covariante como

a(0) = 1
4ε4 , a(1) = − χ

2

2ε4 , a(2) = −FijF ij log ε
8ε4 , (11.27)

donde todos los ı́ndices están contraidos con la métrica en la frontera γij.
Dado que ϕ(0) y ψ(0) aparecen ambos en los bi y ci, el análisis debe hacerse con

más cuidado. Al orden dominante, de la expansión para ϕ en (11.2) se obtiene
que

ϕ

ε2
= ϕ(0) + ψ(0) log ε+ . . . , (11.28)

donde los puntos denotan términos que se anulan en el ĺımite ε → 0. De esta
expresión se sigue que

ϕ2

ε4
= ϕ2

(0) + 2ϕ(0)ψ(0) log ε+ ψ2
(0) log2 ε+ . . . . (11.29)
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Sustituir (11.29) en b(0), luego de descartar el término finito en el ĺımite ε → 0,
permite reescribir

b(0) = ϕ2

12ε4 . (11.30)

Luego, al dividir (11.29) entre log ε se obtiene que

ϕ2

ε4 log ε = 2ϕ(0)ψ(0) + ψ2
(0) log ε+ . . . , (11.31)

que, después de descartar nuevamente el término finito, permite expresar a b(1)
como

b(1) = − 5ϕ2

48ε4 log ε. (11.32)

Respecto a b(2), de (11.3) en (11.2) se tiene

1
ε2

(ϕ(0)+ψ(0) log ε) = ϕ

ε4
− 1√

6
ψ2

(0) log ε+ 1
2
√

6
log ε(2ϕ(0)ψ(0)+ψ2

(0) log ε)−ϕ(2)+. . . ,
(11.33)

de donde, al hacer uso de (11.29) y (11.31), se sigue que

1
ε4

(
ϕ− ϕ2
√

6 log ε
+ ϕ2

2
√

6

)
= 1
ε2

(ϕ(0) + ψ(0) log ε) + ϕ(2) + . . . . (11.34)

Luego de descartar términos finitos, se concluye que b(2) puede expresarse como

b(2) = 1
ε4

(
− ϕ

2
√

6
+ ϕ2

12 log ε −
ϕ2

24

)
. (11.35)

Con estos ingredientes se puede escribir a la acción (11.24) de forma covariante
como

SE
TD7Nfvol(S3) =

∫
d4x
√
γ

(
1
4 −

1
2χ

2 − 1
8FijF

ij log ε− 1
2
√

6
ϕ

+ 1
12

(
1− 1

4 log ε

)
ϕ2
)

+
∫
d4x
√
g(0)c(0).

(11.36)

El único término que no se ha escrito de forma covariante es c(0), pues es imposible
hacerlo. Para ver esto, obsérvese de (11.2) que

ϕ

ε4 log ε = ψ(0)

ε2
+ ϕ(0)

ε2 log ε + . . . , (11.37)
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de modo que es escribir ψ(0)/ε
2 únicamente en potencias de ϕ. De esto se concluye

que la acción de las D7-branas es renormalizable si y sólo si el fondo gravitacio-
nal es tal que el término fuente del campo escalar ψ(0) es igual a cero. En esas
circunstancias c(0) = 0, y los contratérminos están dados por el negativo de (11.36)

Sct
TD7Nfvol(S3) = −

∫
d4x
√
γ

(
1
4 −

1
2χ

2 − 1
8FijF

ij log ε− 1
2
√

6
ϕ+ 1

12ϕ
2
)
,

(11.38)
donde se omitió el término que va como 1/ log ε debido a que éste se anula para
ψ(0) = 0. Es importante mencionar que el contratérmino que va como ϕ2 da sólo
una contribución finita cuando la fuente del escalar está apagada, pero dado a
que su coeficiente se fija con el procedimiento de renormalización holográfica es
necesario considerarlo para obtener el resultado correcto.

11.2.2. Cálculo del condensado del quark
El condensado del quark está dado por la variación de la acción renormalizada

de las D7-branas con respecto a la masa del quark [68,92]

〈q̄q〉 = 1
√
g(0)

(
δSD7

δMq

)
Mq=0

= π

√
2
λ

1
√
g(0)

(
δSD7

δm

)
m=0

, (11.39)

donde se usó (5.14) para expresar todo en términos del parámetro m. Lo anterior
se puede reescribir como una variación con respecto al perfil del encaje

〈q̄q〉 = π

√
2
λ

ĺım
ε→0

(
1
ε3

1
√
γ

δSD7

δχ

)
. (11.40)

Usando (6.4) y las ecuaciones de movimiento (5.11) se puede calcular esta variación
expĺıcitamente en términos de los valores de los campos en la frontera como

1
√
γ

δSD7

δχ
= −2π2TD7Nf

(
1
√
γ

∂L
∂χ′
− (χ+ χ3)

)
u=ε

, (11.41)

de modo que al insertar las expansiones FG de todos los campos del fondo (11.2)
y del perfil del encaje (11.23) se concluye que el condensado del quark está dado
por

〈q̄q〉 = −4π3TD7Nf

√
2
λ
χ(2) = − 1

23/2π3

√
λNcNfχ(2). (11.42)

Finalmente, para poder evaluar esta expresión numéricamente es conveniente
expresar el coeficiente χ(2) que aparece en la expansión FG de χ en términos de
m y c, coeficientes que aparecen en la expansión en la coordenada r del mismo
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campo. Para eso se usa que la relación entre ambas coordenadas radiales es (4.9),
lo que permite escribir a χ como

χ = mu+
(
c− 1

4mU
2
1

)
u3. (11.43)

De comparar (11.43) con (11.23) se sigue que la relación entre los coeficientes es

χ(0) = m, χ(2) = c− 1
4mU

2
1 . (11.44)

La expresión (11.12) se obtiene inmediatamente de sustituir (11.44) en (11.42).

11.3. Perturbaciones al fondo
Al considerar las perturbaciones al fondo (8.7) se obtienen dos grupos de ecua-

ciones. El primero de ellos consta de 11 ecuaciones para los campos At, Ax, Az,
hty, hxy y hyz. Como ya se mencionó en el Caṕıtulo 8, cuatro de estas ecuaciones
son

Az − At cosϑ = 0,
A′z = 0,
A′t = 0,
UWA′x sinϑ+ V (WA′t + UA′z cosϑ) = 0,

(11.45)

cuya solución es

At(r) = Abdryt ,

Ax(r) = Abdryx ,

Az(r) = Abdryt cosϑ.
(11.46)

Las ecuaciones de Maxwell restantes son

0 =− 6UV 2WA′′t − 6UVWV ′A′t − 3UV 2A′tW
′ + 2
√

6UV 2WA′tϕ
′

+ 6k2
0AtV (V cos2 ϑ+W sin2 ϑ) + 6k2

0AxVW sinϑ+ 6k2
0AzV

2 cosϑ
+ 6ibk0r

2htyW sinϑ,
0 =6k2

0VWAt sinϑ+ 6U2VWA′′x + 6UVWA′xU
′ + 3U2V A′xW

′

− 2
√

6U2VWA′xϕ
′ − 6k2

0AxV (U cos2 ϑ−W )
+ 6k2

0AzUV sinϑ cosϑ+ 6ibk0r
2htyW + 6ibk0r

2 cosϑhyzU,
0 =V (6k2

0At cosϑVW + 6k2
0Ax sinϑ cosϑUW

+ 6U2VWA′′z + 6UVWA′zU
′ + 6U2WA′zV

′ − 3U2V A′zW
′

− 2
√

6U2VWA′zϕ
′ − 6k2

0AzW (sin2 ϑU − V ))− 6ibk0r
2 sin θhyzUW,

(11.47)
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que pueden ser resueltas simultáneamente al tomar1

hty(r) = ik0V (r)
br2 (Abdryx − Abdryz tanϑ),

hyz(r) = ik0V (r)
br2 sinϑ(Abdryz − Abdryx cotϑ),

(11.48)

luego de imponer la solución para el campo de norma (11.46). Esto deja única-
mente a cuatro de las ecuaciones de Einstein

0 =4be−
√

2
3ϕV A′x + ik0r

UW
(V (rV (Wh′ty + cosϑUh′yz) + htyW (2V − rV ′)

+ r sinϑUWh′xy) + sinϑhxyUW (2V − rV ′) + cosϑhyzUV (2V − rV ′)),
0 =− 24ibk0e

−
√

2
3ϕV (At sinϑ+ Ax) + 8r2htye

−
√

2
3ϕ(b2 + 2e

ϕ√
6 (e
√

3
2ϕ + 2)V 2)

− 3V
W

(r(UV (2rWh′′ty + rh′tyW
′ + 8Wh′ty)− 2k2

0r sinϑhxyW

− 2k2
0r cosϑhyzV ) + hty(2r2W (U ′V ′ − k2

0 sin2 ϑ)
+ V (2U(rW ′ + 2W )− 2k2

0r
2 cos2 ϑ)))

0 =2hxy(rU(e
ϕ√

6V 2(3k2
0r cos2 ϑe

ϕ√
6 − 6e

ϕ√
6WU ′

+ 8r(e
√

3
2ϕ + 2)W (r))− 8b2rW )− 3k2

0r
2e
√

2
3ϕV 2W

− 3U2e
√

2
3ϕ(r2WV ′2 − 2rV WV ′ + V 2(rW ′ + 2W )))

− 3re
√

2
3ϕV (2k2

0r sinϑhtyVW + U(2rV Wh′xyU
′ + U(V (2rWh′′xy

+ rh′xyW
′ + 8Wh′xy)− 2rWh′xyV

′)) + k2
0r sin(2ϑ)hyzUV ),

0 =24ibk0e
−
√

2
3ϕV (Ax cosϑ− Az sinϑ) + 8r2hyze

−
√

2
3ϕ(b2

+ 2e
ϕ√

6 (e
√

3
2ϕ + 2)V 2)− 3V

UW
(r(V (2k2

0r cosϑhtyW

+ U(2rWh′yzU
′ + U(2rWh′′yz − rh′yzW ′ + 8Wh′yz)))

+ k2
0r sin(2ϑ)hxyUW ) + hyz(2k2

0r
2VW − 2rUW (k2

0r sin2 ϑ− 2V U ′)
+ 2U2(r2V ′W ′ − rV W ′ + 2VW ))),

(11.49)

que pueden ser resueltas simultáneamente al fijar

hxy(r) = −ik0V (r)
br2 (Abdryx − Abdryz tanϑ), (11.50)

una vez que se han considerado (11.46), (11.48) y las soluciones para el fondo
mismo.

1Las perturbaciones para la métrica en esta sección difieren de las definidas en el Caṕıtulo 8
por un factor de r2.
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