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Introduccion

En matemaéticas hay un teorema que de manera coloquial se puede interpretar de la
siguiente manera:

Teorema. Una naranja puede cortarse en una cantidad finita de pedazos, y esos pedazos
pueden ser reensamblados para obtener dos naranjas idénticas a la original.

Otra forma de interpretar el mismo teorema, que en lo personal me parece ain mas
sorprendente, es la siguiente:

Teorema. Dado un chicharo cualquiera, existe una descomposicion de este en una cantidad
finita de piezas de manera que al reensamblarlas se obtenga una pelota del tamano del Sol.

Este resultado que parece desafiar el sentido comtn el problema central a desarrollar en
esta tesis y lo enunciamos en dos partes.

Teorema (Hausdorff, 1914). La esfera unitaria de R? es SO(3)-paraddjica.

Teorema (Banach-Tarski, 1924). Dos subconjuntos acotados de R® con interior no vacio son
IsT(R3)-equidescomponibles, donde IsT(R3) es el grupo de las isometrias directas de R3.

En esencia, la prueba de estos teoremas se apoya en dos pilares fundamentales:
» El axioma de eleccién.
= El hecho de que los grupos libres de rango 2 no son promediables.

Resulta que el teorema de Banach-Tarski no sélo es valido en dimension 3, sino en dimension
n > 3.

El objetivo de esta tesis es desarrollar con todo detalle el camino presentado por Denis
Choimet y Hervé Queffélec en el Capitulo 6 de su libro [1], donde culminan con la prueba
del problema principal de este trabajo.

En el Capitulo 1 introducimos las herramientas de algebra y analisis funcional que seran
necesarias para el desarrollo del Capitulo 2, empezando por la definicién de accion de un
grupo y el concepto de representacion. Luego hablamos del teorema de Hahn-Banach. En
seguida damos un breve repaso acerca de la topologia débil-x generada por una familia de
semi-normas sobre un espacio vectorial topolégico y finalizamos la seccién con un teorema
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de compacidad en esta topologia.

En el Capitulo 2 se desarrolla el concepto de promedio definido sobre un conjunto E, el
cual simplemente es una medida p finitamente aditiva y tal que p(E) = 1. Luego estudiamos
el hecho de que los promedios se pueden identificar con funcionales lineales positivas con la
finalidad de hacer uso de las herramientas de analisis funcional, especificamente haremos uso
de la dualidad entre funcionales lineales y promedios.

En seguida definimos el concepto de G-invariancia para los promedios, el cual nos dice
que si G es un grupo que actia sobre F, entonces un promedio es G-invariante si

w(A) =pu(gA) VAe P(FE),Vg €.

Anélogamente se define el concepto para funcionales lineales y se establece la equivalencia
de la G-invariancia entre un promedio y su correspondiente funcional lineal.

En el capitulo 3 definimos el concepto de equidescomponiblidad entre subconjuntos ajenos
de un conjunto y la nocién de ser G-paraddéjico con la finalidad de presentar las construcciones
paraddjicas de Hausdorff y Banach-Tarski, esto haciendo uso de toda la teoria desarrollada
en los capitulos anteriores.

Una de las utilidades de estas construcciones paraddjicas es responder a la pregunta de la
existencia de una extensién de la medida de Lebesgue en dimension d > 3 que sea finitamente
aditiva e invariante bajo isometrias. Existen numerosas consecuencias de estas construcciones
en diversas areas de las matemadticas, tales como la teoria de la medida, teoria de grupos,
geometria, teoria de conjuntos y logica. Sin embargo, el marco de esta tesis no es lo suficien-
temente amplio para explorarlas a todas.

Asimismo, al final del texto se incluyen dos apéndices. En el primero de ellos se presenta
el teorema de Steinhaus, mismo que se usa para probar que cualquier conjunto de medida
positiva contiene un subconjunto no medible en el sentido de Lebesgue.

Para concluir, en el iltimo apéndice se presenta una tercera version del teorema de Hahn-
Banach, esta dada ahora por los matematicos Agnew y Morse.



Motivacion del problema: La idea de
Vitali

A principios del siglo XX la escuela francesa encabezada por Emile Borel buscaba una
medida' A que cumpliera las siguientes propiedades.

L. X : 2(R?) — [0, +00], es decir, que esté definida sobre todos los subconjuntos de RY.

2.\ (U Ak) = Z A(Ay), donde (Ag)ren € Z(R?) es una sucesiéon de subconjuntos de
keN keN
R? ajenos por pares. A esta propiedad se le conoce como o-aditividad.

3. A([0,1)%) = 1.

4. Mg(A)) = AM(A) para cualesquiera A € W(Rd) y g€ Is(]Rd), donde IS(Rd) es el grupo
de isometrias de R?.

El objetivo de esto era generalizar la nocion de longitud, drea y volumen que se tiene en
dimensiones 1, 2 y 3, respectivamente.

En 1901, mientras escribia su tesis doctoral, Lebesgue definié la medida que hoy lleva su
nombre y casi da al clavo con lo que se buscaba. Sin embargo, la medida de Lebesgue no
satisface la propiedad 1, en el sentido de que esta medida no estd definida sobre todos los
subconjuntos de R?, sino sobre la o-4lgebra de Lebesgue Z.

En 1905, Vitali demostré que si se supone el axioma de eleccién y la existencia de una
medida que satisfaga las cuatro propiedades anteriores, se llega a una contradiccion, destru-
yendo asi las esperenzas de todos aquellos que deseaban encontrar una teoria oculta detras
de esta pregunta. Como ejemplo de este hecho tenemos el siguiente:

Teorema. 1. No existe una medida de probabilidad definida sobre P (S'), (donde S* es
la circunferencia unitaria en C) que sea invariante bajo rotaciones.

2. No existe una medida positiva v definida sobre Z(R) que sea invariante bajo traslacio-
nes y tal que v([0,1]) = 1.

Las definiciones correspondientes a teorfa de la medida se encuentran en la seccién 1.2.
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Demostracion. 1. Diremos que p € S' es un punto racional si p es de la forma €*™* con

x € Q. Al conjunto de dichos puntos los llamaremos G. Resulta que G es un grupo
multiplicativo, pues Q es un subgrupo de R.
Con G podemos asociar una relacion de equivalencia definida por

r~ys s lyed.

Veamos que en efecto ~ es una relacién de equivalencia.

Reflexividad. z 'z = 1 = ¢*™() entonces z ~ z.

Simetria. Supongamos que x ~ y entonces x 'y € G, es decir, existe & € Q tal que
e?™k — ¢y, Luego y~ 'z = ™% con —k € Q. Asf y ~ z.

Transitividad. Supongamos que = ~ ¥, y ~ z, entonces x 'y € G, y~ 'z € G. Luego
rlyy e =22 € G AsL, 2 ~ 2.

Se concluye que ~ es relacién de equivalencia.

Note que la clase de equivalencia de z € S' es G, pues si y € [x]., entonces z 7'y € G
y asi, y € xG. Conversamente, si y € xG, entonces existe z € G tal que y = xz. Luego,
vy =2¢€ Gy asiy € [z].. Concluimos que =G = [z]..

El axioma de eleccién nos garantiza la existencia de M C S! tal que M intersecta a
cada clase de equivalencia en exactamente un punto.

Luego
st =J oM,
geG

donde los gM son ajenos por pares.

Ahora supongamos que existe una medida de probabilidad p sobre Z(S!) que es inva-
riante bajo rotaciones. Como G es numerable, entonces

1= pu(Sh) =p (U gM) =D gec H(gM) =3 e (M) € {0, +00}?,

geG
lo cual es una contradiccién. Se sigue el resultado deseado.

2. Supongamos, para generar una contradiccion, que tal medida v existe. Tenemos la
biyeccién natural

w:[0,1) — S
2mix

T +— e

Para cada subconjunto A de S' definimos p(A) = v(u='(A)). Veamos que p es una

medida sobre Z2(S').

QZ w(M) =0 cuando u(M) =0y Z w(M) = +oo cuando p(M) > 0.
geG geG
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a) (@) = v(u(2)) = v(@) = 0.

b) Sea (An)neny € Z(Sh) una sucesién de conjuntos ajenos por pares.

(U)o (U)o (Ure)

= Z v(u™(A,)) = Z f1(An).

neN neN

Se sigue que u es una medida sobre 2 (S*).

Mas aun, usando la invariancia bajo traslaciones tenemos para todo n > 1

({2)) -0

y como v([0,1]) es finito, entonces v({1}) = 0.
Asi,

u(Sh) = v(u'(8h) =v([0,1)) = v([0,1]) = 1.
Finalmente verifiquemos que p es invariante bajo rotaciones.

Si tomamos « € [0,1),ACS' y B=u"1(A) tenemos

peA) = ({27 € B)
= p({eF 2 e BN0,1—a)})
+ p({e¥™ @+ e BNl —a,1)})
=u({e*™™ :x € (B+a)N[a,1)})
+p({e™ x e (B+a—1)N[0,a)})
(B+a)N|o,1))+v(B+a—-1)N[0,«))

Pero esto resulta absurdo, ya que contradice el inciso 1 de esta proposicion.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Una pizca de algebra

Definicién 1.1.1. Sean X un conjunto y GG un grupo. Diremos que G actia sobre X si existe
una funcion

GxX—X
(9,7) — gx

tal que
1. (gh)x = g(hx) Vg,h € G, Vx e X.
2. ex =z VY € X, donde e es el elemento neutro de G.

Definicién 1.1.2. Sea G un grupo y V un espacio lineal. Una accion lineal de G en V,
también llamada representacion de G, es una accién de G sobre V' tal que para cada g € G,
la funcion

V-V
T = gx

es lineal, o equivalentemente, define un homomorfismo de G al grupo de automorfismos
lineales de V.

1.2. Una cucharada de medida

Sean X un conjunto y Z(X) la potencia de X.

Definicién 1.2.1. Diremos que &/ C Z(X) es una o-dlgebra de X si se satisfacen las
siguientes condiciones:

1. oged.
2. Si A € o/, entonces X\A € .
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3. Si (A,)nen € &, entonces U A, € .

neN

Adicionalmente, diremos que el par (X, .o7) es un espacio medible y a los elementos de <7 los
llamamos subconjuntos medibles.

Definicién 1.2.2. Sea (X, &) un espacio medible. Una medida sobre (X, /) es una funcién
p: o — [0, +00]
que satisface las siguientes propiedades:
1. u(2)=0.

2. p es o-aditiva, es decir, si (A, )nen € &7 es una sucesién de conjuntos ajenos por pares,

entonces
H (U An) = ZM(An)-

neN neN

A la tercia (X, o7, 1) la llamamos espacio de medida.

Definicién 1.2.3. Una medida de probabilidad en un espacio de medida (X, 27) es una
funcion
p: o —[0,1]

que satisface pu(X) = 1.

1.3. Un punado de analisis funcional

1.3.1. Teorema de Hahn-Banach

Sea E un espacio lineal sobre R. Recordemos que una funcional es una funciéon definida
sobre E/, o sobre un subespacio de E, con valores en R.

Teorema 1.3.1. [Helly, Hahn-Banach forma analitica] Sea p : E — R una funcion que
satisface!

1. p(Ax) = Ap(x) Vee By VA>0,

2. plx+y) <p(r)+ply) Vr,yek.

Sea G C E un subespacio lineal y g : G — R una funcional lineal tal que
g(x) <p(zr) Vred.

Bajo estas hipotesis, existe una funcional lineal f definida sobre E que extiende a g, es decir,
g(x) = f(z) Vo€ Gy tal que

f(z) <p(x) VxekFE.

1'Una funcional que satisface las propiedades 1 y 2 a veces es llamada, funcional de Minkowski.
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La prueba de este teorema es muy técnica, por lo cual no se incluye en esta tesis, pero
puede consultarse en [6].

En el capitulo 2 veremos una version del teorema de Hahn-Banach, donde la funcional
lineal que se extiende es invariante con respecto a la acciéon de un grupo G. Asimismo, en el
Apéndice B se puede encontrar una tercera version de este teorema (jexisten mas!), en esta
ocasién la funcional que se extiende es invariante con respecto a una familia de operadores
lineales y continuos.

1.3.2. Topologia débil-x
Sea F un espacio de Banach sobre R.

Notacién. Denotamos por E* al espacio dual de E, es decir, al espacio de todas las funcio-
nales lineales continuas sobre E; la norma dual de E estd definida por

£l e = sup {[f ()

Observacion 1.3.2. E* es un espacio de Banach atin cuando E no lo sea.

el <1, x € E}.

Definimos, para todo x € E'y todo ¢ € E*

pz() es una semi-norma sobre E*.

Definicién 1.3.3. o(E*, F) es la topologia sobre E* definida por la familia de semi-normas
(pz(©))zer v es la topologia més gruesa tal que Vo € E

E*—R
= p(z)
es continua. A o(E*, E) se le conoce como la topologia débil-.
Teorema 1.3.4. [Banach—Alaoglu] La bola unitaria cerrada
Bge ={f € E": || fllp- <1}
es compacta en la topologia débil-« o(E*, E).
Demostracion. Recordemos que por definicién, la topologia producto sobre HXi es la to-

iel
pologia con menos abiertos tal que las proyecciones

pj:HXZ-—>Xj

el

son continuas para toda j € I.
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Consideremos el producto cartesiano R¥ = {f : E — R} el cual consiste de todas las
funciones £ — R. Por definicién se tiene que

R* = [ R,

zeE

donde R, = R Vz. Con esta notacién, cada funcién f € R¥ se puede expresar de la forma

f=(f(2))zeE-

Por definicién, la topologia producto sobre R¥ es la topologia con menos abiertos tal que
la funcién

R 5 R
f= f(z)

es continua para todo x € FE.

La topologia inducida sobre E* C RE es la topologfa débil-x o(E*, E). Tenemos que
Bg+ = F1 N F,, donde
Fi={feR":|f(z)| <|lz| Ve E}

Fy ={f € RY: f(hx +py) = \f(x) + pf (y) Y(z,y,\p) € Ex ExRxR}.

Mostremos que F; y F, son cerrados en RE:

Para x € E fijo, se tiene que la aplicacion f EN f(x) es continua en RE y ademas

B = ()32 (D(, [l2])).

el

(donde D(0,||z]|) es el disco con centro en 0 y radio ||x]|) lo que muestra que F; es cerrado
en RE.

De manera similar se tiene que si tomamos x,y € E'y A\, 4 € R fijos, entonces la aplicacién

Cogap [ fOr + py) — Af(2) — pf(y)

es continua en R” y ademés

Fy = ﬂ e;,y,)\,,u(O)?

YA\

lo cual muestra que F; es cerrado en R¥. Por lo tanto, Bp« = Fy N Fy es cerrado en R”.

Consideremos ahora para r > 0, el disco cerrado

D,={ eR: |\ <7}
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Tenemos por definiciéon que
Bp- C [ Dy

zel

ya que f € Bg« implica que |f(x)| < ||z|| Vo € E. Ademaés el conjunto H Dy, es compacto,

rel
por el teorema de Tychonoff.

Finalmente, el subconjunto Bg« es cerrado en el compacto HEIIIH y por lo tanto es

zeE
compacto. ]

Observaciéon 1.3.5. El teorema de Banach-Alaouglu también depende del axioma de elec-
cién, pues en la prueba se utiliza el teorema de Tychonoff, que es equivalente al axioma de
eleccion.
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Capitulo 2

Promedios

El teorema de Vitali muestra que a una funcién p : Z(R) — [0, +00] tal que p([0,1]) = 1,
no podemos pedirle simultdneamente invariancia bajo isometrias y o-aditividad. De esta ma-
nera resulta natural debilitar un poco esta tltima condicién, lo cual nos lleva a las siguientes
definiciones:

Definicién 2.0.1. Sea G un grupo mutiplicativo que actia sobre un conjunto no vacio E.

» Una medida finitamente aditiva es una funcién u : Z(E) — [0, +00] que satisface

H (U Az’) = ZM(Az‘)
i=1 i=1
para cualesquiera Ay, ..., A, C E ajenos por pares.
= Decimos que la medida anterior es G-invariante si adicionalmente satisface
1(gA) = u(A)
para todo g € Gy AC E.

= Un promedio es una medida finitamente aditiva p normalizada por la condicién

w(E) =1.

2.1. Interpretacion en términos de funcionales lineales

Queremos establecer algunos teoremas de existencia sobre promedios invariantes. Para
lograr esto, primero necesitamos interpretar los promedios de F en términos de funcionales
lineales positivas, lo cual nos permitira hacer uso de las herramientas desarrolladas por Ba-
nach y sus sucesores: el andlisis funcional y especificamente, la dualidad entre funcionales
lineales y promedios.

13
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Sea (£*°(E), ||-||,) el algebra de Banach de las funciones acotadas de £ a R. Sea ¢ una
funcional lineal en £°°(F), positiva (en el sentido de que ¢(f) > 0 si f > 0) y normalizada
por (1) =1, donde 1 es la funcién constante 1. Dicha funcional lineal es autométicamente
continua:

En efecto, si tomamos f € £°°(E), por definicién de |||, se tiene que
[f@) < Ifle Veek,
entonces
O0<|flloc-1=£f.

Como ¢ es positiva, se sigue que

0<@o(Ifllo -1 £ F) = [Ifllo (1) £ (f) = [Ifllo £ 2(f)
y asi
(N < 11l -
Mas aun, la funcién
ty : P(E) — [0,1]
A o(1a),

donde 1 4 denota la funcién indicadora de A,

1, (x) 1 si z€A
x:
4 0 si z¢dA,

es un promedio sobre F. En efecto: Sean Ay,..., A, ajenos por pares y U := UAi' Como

=1
n n

los (A;), son ajenos por pares, se tiene que 1y = Z 14,, pues tener x € U A; garantiza
i=1 i=1
la existencia de un tnico 1 < ¢ < n tal que x € A;.

Entonces
M (U Ai) = p(ly) = Z@(ﬂAi) = ZN@<A1'>~

Finalmente notemos que p,(E) = ¢(1g) = ¢(1) = 1. Se sigue que j, es un promedio
sobre E.

Definicién 2.1.1. Decimos que f es una funcién simple si se puede escribir como

f - Z ai:ﬂ-A“
=1

T
donde (A;)i_; es una coleccién de subconjuntos de E ajenos por pares, tales que U A, =F
i=1
y los aq, ... a, son nimeros reales o complejos.
Equivalentemente, f es una funcién simple si toma solamente una cantidad finita de valores.
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Proposicion 2.1.2. El espacio de las funciones simples es cerrado bajo sumas, productos y
productos por un escalar.

Demostracion. = La funciéon constante cero solamente toma un valor y por lo tanto es
simple.

= Sea f una funcion simple y A € R un escalar, entonces

f= Z a;1 4,
i=1

y luego

T

(Af) =D ai)la,.

i=1

Se sigue que (Af) es una funcién simple.

= Sean f,g: E — R funciones simples dadas por

f:Zai]lAi y g:ijﬂBj.
i=1 j=1

s

Como f y g tienen a E como dominio y son simples, entonces (4;)i_; y (B;)j=; son

T S
colecciones de F ajenos por pares y tales que U A, =F = U Definimos
i=1 j=1

Cij - AZ N Bj.

La coleccién de los Cj; no necesariamente es una particiéon de E, ya que algunas Cj;
podrian ser vacfas'. Sin embargo, veremos que los Cj; son ajenos por pares y que su

unién es FE.
Notemos que A; C F = U BijyA =ANE=AN (U Bj> = U C;j. Similarmente,
j=1 j=1 j=1
Bj = U OZ]
i=1
Entonces,

r-Ua-UUe
1=1

i=1j=1

Finalmente si (i, j) # (k, 1), entonces supongamos sin pérdida de generalidad que i # k
de donde
O,’j NCy = g,

IEsto no representa un problema, ya que si Cij es vacio, entonces la funcién 1g,; es idénticamente cero.
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puesCZ]ﬂCkl:AZﬂB]ﬁAkﬂBlQAZﬂAkZQ

Como los (C};) son ajenos por pares, entonces

Lo, =Y 1, v 1 =) I,
j=1 i=1

Asi,
[ = ZzaiﬂCzj Yy g= Zij]lCi],.
i=1 j=1 j=1 i=1
Finalmente,
F+9=>> (ai+b))lc
i=1 j=1
y

T S

fg= ZZ(aibj)ﬂc

i=1 j=1

son funciones simples.

Lema 2.1.3. El conjunto de las funciones simples de £°(E) es denso en £*°(E).

Demostracion. Sea f € ¢£°°(E). Multiplicando por un escalar, de ser necesario, podemos
suponer que || f]|, < 1. Para n > 1, tomamos

n—1
k
Jn = Z -1, ([%’%))%—ﬂf*l({l}).
Sea ¢ > 0, entonces existe N € N tal que 0 < ﬁ <e.
Luego ||f — fnllo < & <e. Asi, el conjunto de funciones simples es denso en £°°(E). O

Teorema 2.1.4. La funcion ¢ — p, es una biyeccion del conjunto de funcionales lineales
normalizadas y positivas sobre £>°(E) al conjunto de promedios sobre E.

Demostracion. Empezaremos probando que la funcién ¢ — p, es suprayectiva. Sea p un
promedio sobre E y f: E'— R una funcién simple.
Denotemos por {zi,...,z,} los valores distintos que toma f y definimos

Zw Y({e})).

Veamos que ¢, es una funcional lineal en el espacio de las funciones simples de E en R.
Sean f, g € £°°(F) funciones simples; {x1, ..., z,} los valores distintos que toma f y {y1,...,ys}
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los valores distintos que toma g.
Sean A; = f~'({z;}) y B; = 97'({y;}), entonces

= Z%N(AZ) vy oulg) = Z%M(Bﬂ>

Reciclando la notacién y las ideas de la prueba de la linealidad del espacio de funciones
simples tenemos que

A = U Ci;, donde los C;; son ajenos por pares, entonces fi(A Z 1(Ci;). Similarmente
Jj=1 7j=1

se llega a que (B Z p(Cij;), pues B; = U Cij.

Entonces,

=3 wmnu(Cy) v pulg) =D yn(Ciy).

i=1 j=1 j=1 i=1
Luego,
eul(f) + ouly ZZ i +y;)u(Cy), donde Cy; = (f +9)~" ({zi +y;}).
=1 j5=1
Asi,
oulf) + 0ulg) = DD (@i +yp)u((f + 9) 7 (i + y;}) = oulf + 9)-
i=1 j=1

Por lo tanto, ¢, es una funcional lineal sobre el espacio de las funciones simples en £°(E).

Notemos ademas que

pu(1) =1-p(17({1})) = W(E) = 1.

Finalmente, si f € £°°(F) es simple y positiva, entonces el conjunto {xy,...,z,} de todos
los Valores distintos que toma f, estd contenido en Rsq, por lo que x;u(f~!) > 0, y as

Z mz,u {xl )

Como ‘Pu es funcional lineal positiva sobre el espacio lineal de las funciones simples de E a
R, entonces es continua. Por el lema anterior, podemos extender ¢, a una funcional lineal
continua sobre £*°(E) (que ain denotaremos como ¢,,), positiva y que satisface ¢, (1) = 1.

Si f € £°°(E), el ntmero real ¢,(f) se puede denotar por?

/E fdu = /E f(@)du(z)

2Estamos trabajando con una teoria finita de integracién, donde la diferencia con respecto a la teoria
ususal es la ausencia de los teoremas limite (convergencia dominada, etc.), los cuales requieren medidas
o-aditivas.
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Mostremos que las dos correspondencias M : ¢ +— p, y ® : p+— ¢, que acabamos de descri-
bir, son inversas una de la otra.

Sea A C E, entonces

(¢<>ND(@X1A)=:¢%A4@XHAD)==QKM@MEA)==¢MAHA)==]21Adu@=zuwﬂ4)==w(ﬂA)

Por otro lado
(Mb¢ﬂmwﬂ=ﬂﬂ¢w0@»=ﬂﬂmAA»ZMwVﬁ=¢AIM=1/lMMZM&U
Asi, M o ® = id.

Se sigue que M y ® son inversas una de la otra. O]

Ahora veremos cémo la eventual G-invariancia de un promedio p afecta a la funcional
lineal ¢,,.

Para esto necesitamos la siguiente notacion:

Sean f € £*(E) y g € G que actia en E, diremos que ,f es el trasladado de f, definida
por:

of E—=R
x> flg'a).

Decimos que una funcional lineal ¢ sobre £*°(FE) es G-invariante si

¢(gf) = @(f) para f € £>(E) y g € G.

Por la linealidad y la continuidad de ¢, y el lema anterior, esto es equivalente a

©(g(1a)) = p(la) prra AC Eyged

©((1g4)) = ¢(14) para AC Ey g € G.
Por lo que finalmente

po(gA) = py(A) para AC EygeG.
Obtenemos la siguiente proposicién:

Proposicién 2.1.5. Un promedio p es G-invariante si y s6lo si ¢, es una funcional lineal
G-invariante.
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Demostracion. =] Sea p un promedio G-invariante. Tenemos que

Z»w T ({wh) = Do milgAs) = Y w4 ZW "{ah) = eulf).

<] Sean ¢, una funcional lineal G-invariante, g € G y A C E. Tenemos que

p(gA) = /E Lyadp = pu(Lga) = pulg(La)) = pu(la) = /E Ladp = p(A).

Por lo tanto i es un promedio G-invariante.
Se concluye el resultado deseado. O]

Observaciéon 2.1.6. En general, la G-invariancia de un promedio p sobre E también se

puede escribir como
/ f(gz)du(z / f(x)dp(x

para g € G, f € £>(FE).

2.2. Grupos promediables

Primero construiremos promedios invariantes en el grupo GG y luego los transportamos al
conjunto E sobre el cual G actia.

Definicién 2.2.1. Decimos que un grupo G es promediable si, actuando sobre si mismo
mediante traslaciones izquierdas, admite un promedio G-invariante.

Ejemplo 2.2.2. Un grupo finito es promediable: basta con tomar para todo A C G

|A]

u(A) = G

Proposiciéon 2.2.3. Sea G un grupo que actiia sobre un conjunto K,y f : G — FE una
funcién tal que

f(gh) = gf(h) paratodo (g,h) € G*.

Entonces, si p es un promedio G-invariante sobre G, el promedio inducido por f definido por
pr(X)=p(f~HX)) paratodo X CE

es un promedio G-invariante sobre F.

Demostracion. Primero veamos que jiy es un promedio sobre F.
Sean Ai,..., A, C E ajenos por pares, entonces

s (U Ai> =y (f‘l (U A)) =y (U f*(Ai)) =D A)) = 3 a4
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Ademas fi; estda normalizada, pues

Ahora verificamos la G-invariancia de py: Sean g € Gy X C E, tenemos que

fH9X) = g7 (X).

C] Sea h € f~1(gX), entonces f(h) € gX y luego g~ f(h) € X, de donde f(g~'h) € X,
luego g~ 'h € f~1(X) y finalmente h € gf~(X).

Ast, f1(gX) C gf1(X).

D]Conversamente, si tomamos k € gf~1(X) entonces existe h € f~1(X) tal que k = gh.
Como h € f71(X), entonces f(h) € X. Luego f(k) = f(gh) = gf(h) € gX, de donde
ke [ (gX). Asi, of'(X) € [ (gX).

Se sigue la igualdad deseada.

Finalmente notemos que
pp(gX) = p(f~H(9X)) = wlgf (X)) = u(f~H(X)) = pp(X).
Se concluye que py es un promedio G-invariante sobre £. O

Una aplicacién del resultado anterior es la siguiente:

Sea H un subgrupo normal de G. El grupo G actia sobre el cociente G /H mediante
traslaciones izquierdas (gh := gh, donde h € G/H), y la proyeccién canénica p : G — G/H
satisface p(gh) = gp(h) para (g, h) € G>.

Como consecuencia de lo anterior tenemos el siguiente resultado:
Proposicion 2.2.4. Cualquier cociente de un grupo promediable es promediable.
Proposicion 2.2.5. Cualquier subgrupo de un grupo promediable es promediable.

Demostracion. Sea G un grupo promediable y H un subgrupo de . Definamos la siguiente
relacién de equivalencia sobre G:

T~y yr e H.

Notemos que la clase de equivalencia de z es Hz. Gracias al axioma de eleccién podemos
tomar un subconjunto M de G tal que M intersecta a cada clase de equivalencia en exacta-
mente un punto.

Sea A C H, definimos

v P(H) — [0, +od)
A= p(AM),
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donde AM = {am : (a,m) € A x M}.

Veamos que v es un promedio H-invariante sobre H:
Sean Aq,..., A, C H ajenos por pares. Notemos que los A1 M, ..., A, M también son ajenos
por pares por la siguiente razon:

Si existe x € A;M N A; M, entonces existen a; € A;,a; € Aj, m;, m; € M tinicos tales que
a;m; = x = a;m;. En particular se tiene que x = a;m; € A;M, de donde a; € A; y por lo

tanto a; € A; N Aj;, lo cual es absurdo.

Ademas,

(09)-+((00)9) () -Sonn-En

i=1 i=1

3

También se tiene que v es normal con respecto a H, pues

v(H) = u(HM) = p ( U Hx) = u(G) = 1.

zeM

La H-invariancia es consecuencia de lo siguiente: Si h € H y A C H, entonces
V(hA) = p((hA)M) = p(h(AM)) = p(AM) = v(A),

pues h € Gy p es G-invariante. Concluimos que v es H-invariante sobre H y por consiguiente
H es promediable. O

Proposicién 2.2.6. Sea G un grupo y H un subgrupo normal de G. Si H y G/H son
promediables, entonces GG también es promediable.

Demostracion. Por hipétesis tenemos que existen p y @ promedios sobre H y G/H, H y
GG/ H-invariantes, respectivamente. Nuestro objetivo es, a partir de los anteriores, construir
un promedio G-invariante sobre G. Definimos para A C G

pu(A) = p(AN H).

Notemos que pg es un promedio sobre G, pues dados Ay,..., A, C G ajenos por pares, se
tiene que

[ <UA1> = <<UAZ> ﬂH) = (U(AmH)) ZZM(AWH) :ZNH(Ai)

i=1

y es normal, pues
pa(G) = p(GNH) = p(H) = 1.

Sin embargo, g no tiene razén aparente para ser G-invariante, asi que la modificaremos un
9 9
poco para lograr nuestro objetivo.
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Primero notemos que si tomamos g € G, entonces (g 'A) depende tnicamente de la
clase derecha de g médulo H. Sea g, = gh con h € H, entonces

(gt A) = pa((gh) ' A) = pa(h g™ A) = w(h'g TANH) = (g ' AN H) = pp (g ' A).
Lo anterior nos permite definir para g € G/H
(@A) = pa (gt A).

Para obtener una medida G-invariante sobre G, promediaremos 5 (g 'A) con g € G/H.
Veamos que

v(A) = / pi (@~ A)dp(z)
G/H
es el promedio G-invariante que buscamos.

Veamos que v es finitamente aditiva. Sean Ay, ..., A, C G ajenos por pares. Entonces

v (U Ai) = / I (33'1 UAz) dp(z) = / HE (%1 UAz) dp(z)
i=1 G/H i=1 G/H i=1
=/ > (gt Ay) Z/ g (@™ Adp() = D (A

JH =1

con g;' € x7!

Para no perder consistencia veamos que todos los elementos de la coleccién (g,
son ajenos por pares.
Si existieran 1 < 4,5 < n tales que g;'A; N g, ' A; # &, entonces existen z € g;'A; N g, ' A;
y (a;,aj) € A; x A; tales que

YA,

—1 _ _ -1
gx a’i_z_gx CLj,

pero eso significarfa que a; = a;, lo cual es absurdo ya que A; N A; = @.

Ademas,

- / u(H) () = / dpi(z) = 1.
G/H G/H

Finalmente, si tomamos A C G, ¢g,90 € G, =9 y y = gor, entonces

10 (v 90A) = pr((909) ' 90A) = pr(g g5 9o A) = pm(g ' A) = iy (a~ A).

Por lo tanto

v(goA) = / 15 (™ g0 A)dp(x) = / pi (=t A)da(x) = v(A).
G/H G/H



2.2. GRUPOS PROMEDIABLES 23

Concluimos que v es el promedio G-invariante sobre G que buscabamos.
O

Antes de probar el siguiente teorema de grupos promediables, necesitaremos introducir
dos lemas auxiliares que nos seran de gran ayuda.

Lema 2.2.7. [Teorema del punto fijo de Kakutani/. Sea K un subconjunto no vacio, convezo
y compacto de un espacio vectorial topologico X, yT : K — K una funcion continua y afin.
Entonces T tiene un punto fijo.

Demostracion. Tomemos a € K. Definimos para n > 1

n—1
1
Uy = — E T"(a).
n
k=0

Como K es convexo, y T : K — K, entonces u,, € K. Mas aun,
1
T(up) —u, = —(T"(a) —a). (2.1)
n

Con T"(a) —a € K — K, siendo K — K un subconjunto compacto de X, pues la suma de
compactos es compacta.
Como (T'(uy,) — up)nen esté contenida en un compacto, entonces tiene una subsucesién con-

vergente, de manera que la correspondiente subsucesién <n—1k(T "k (a) — a)> es convergente
keN

1 .
y converge a 0, pues lim — = 0. Por otro lado, si denotamos v, := u,, , como K es compacto,
k—o0 Nk

entonces

ﬂ{vk:k‘Zn}#Q,

n>0

lo que significa que existe £ € ﬂ {vg : k > n} y una subsucesién (v}),en que converge a .
n>0
Como T es continua, entonces (7'(v},))ren converge a T'(¢). Luego, lim T'(v)—v, =T(£)—7¢,
r—00

pero por la igualdad (2.1) se tiene también que ka T(vp) —v,=0.As1, T(¢)— ¢ =0. O
—00
Teorema 2.2.8. Conservamos la notacion del lema anterior. Sea </ una coleccion de fun-

ciones continuas y afines de K en si mismo, que conmutan por pares. Entonces los elementos
de of tienen un punto fijo comun.

Demostracion. Sean T € o/ y Fr el conjunto de puntos fijos de T. Notemos que el lema
anterior nos garantiza que Fr # &. Ademas Fr es convexo, pues T : K — K es de la forma
x — Ax + b, donde A es una transformacién lineal y +b es una traslacién, y si tomamos
x,y € Fr, entonces para t € [0, 1] se tiene que
T(1—-t)x+ty) =A((1—t)x +ty)+b

=(1—-t)Ax +tAy+0b

=1—-t)(x—b)+tly—>b)+0b

=r—b—tx+th+ty—tb+0

=z —tx+ty

= (1 —t)z +ty.
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Veamos que Fr es un subocnjunto cerrado de K. Sea (2,)neny € Fr una sucesion convergente.
Como T es continua, entonces

lim z, = lim T'(z,) =T ( lim mn> )

n—oo n—oo n—oo

Por lo tanto lim x,, € Fr. Ademas, Fr es compacto por ser un subconjunto cerrado del
n—oo

compacto K.
Como para cualesquiera S,T € &/, SoT =T oS, se tiene que Fr es estable bajo todos los
elementos de &7, pues si x € F, entonces

T(S(x)) =5(T'(x)) = S(x).
Probaremos por induccién que la coleccién (Fr)req tiene la propiedad de interseccién finita:

Sean 11,1, € &/ y K; := Fp, con ¢ = 1,2. Gracias al lema anterior, sabemos que K;
y K5 son no vacios. Ademds, ambos son convexos y compactos, por lo que si tomamos
Tk, : Ko — Ko, el lema anterior nos dice que T} |, tiene un punto fijo en Ks, es decir

KiNK,+ .

Si suponemos que cualquier subfamilia de n — 1 elementos de .o/ satisface que la interseccién
de los respectivos K; es no vacia, podemos probar que cualquier familia de n elementos de
o/ satisface la misma propiedad.

Tomemos T1,...,T,, € o/, por la hipétesis inductiva tenemos que
n—1
(Ki# 2
i=1

Ademas, el conjunto anterior es compacto y convexo. Para facilitar la escritura denotaremos
n—1

W .= ﬂ K;. Tomando T, |y : W — W y aplicando el lema anterior se sigue que T, |w
i=1

tiene un punto fijo en W. Por consiguiente, (Fr)re. tiene la propiedad de interseccién finita.

Como K es compacto, podemos concluir que

() Fr# 2.

Teof

Ahora si, vamos con la proposicién de grupos promediables.
Proposicion 2.2.9. Todo grupo abeliano es promediable.

Demostracion. Sea £ el conjunto de todas las funcionales lineales positivas ¢ sobre £°°(G)
que satisfacen ¢(1) = 1. Recordemos que si f € £°(G), tenemos que

oA < 1f e -
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Por lo tanto, el conjunto % estd contenido en la bola unitaria cerrada del espacio dual fuerte®
£°(G) de £°°(G), ademés es cerrado en la topologia débil-x.

El Teorema de Banach-Alaoglu 1.3.4 nos garantiza que la bola unitaria cerrada es com-
pacta y por lo tanto ", equipado con la topologia inducida por la topologia débil-x sobre
£°(G)', es compacto. Mds atn, £ es no vacio, ya que las funciones de evaluacién estédn en
él y es convexo, pues dados ¢, n € A, f€*(G) tal que f >0yt € |[0,1], entonces

= (1=t)p(f) +tn(f) > 0;

(A =t)p+tn)(1) = (1 —t)p(1) +tn(1)
= (1) — tp(1) +tn(1)
—1—t+t
— 1.

Ahora tomamos un g € G fijo. Para ¢ € Xy f € £°°(G) definimos la funcional

Typ: ¢ (G) =R

f=e(f),
donde
fo:G—=G
h i f(gh).

Notemos que T,p € %, pues si f € £°(G) es tal que f > 0, entonces T,0(f) = ¢(f,) > 0.
Ademds, T,p(1) = ¢(1,) = ¢(1) = 1.

Por lo anterior podemos definir la funcién

Ty X — X
o= Typ.

Tomando en cuenta el Teorema 2.1.4 y la Proposicién 2.1.5 resulta que probar la existencia
de un promedio G-invariante sobre G se traduce a demostrar que todos los elementos de
la familia (7,)4e¢ tienen un punto fijo en comun, pues si encontramos ¢ € ¥ tal que
Ty =¢ Vge G,y por lo tanto

Tyo(f) =¢(f) VgeG Vfe>(G)
o(fy) =w(f) YgeG Vfer>(G)
o(f(gh)) = @(f(h)) VYge G Vfer™(G) Vhed.

3Dado un espacio vectorial topoldgico X, definimos a X, el espacio dual fuerte de X, como el espacio dual
de X equipado con la topologia fuerte, la cual es la topologia de la convergencia uniforme sobre el dlgebra
de Banach 7*°(X).
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Asi, ¢ es G-invariante y por consiguiente ji, también lo es.

Cada Tj, es lineal y por lo tanto afin, ademads es continua, ya que por definicién de topologia
débil-*, para f € £°(G) fijo la funcién

H — R
Y= Tg(‘P)(f) = SO(Qf)

es continua.

Finalmente notemos que como G es abeliano, entonces las T, conmutan por pares, pues
si tomamos g, h € Gy ¢ € #, entonces

Ty(Th())(f) = Ty(The(f) = To(o(fn) = @(fng) = ©(fgn) = Th(e(fy)) = Tu(Ty(@))(f).

Del lema anterior se sigue que si I, es el conjunto de puntos fijos de T}, entonces

() Fr, # 2.

geG

Se concluye el resultado deseado. O
Definicién 2.2.10. Decimos que un grupo G es soluble si existe una cadena finita
{1}:G0gGlgng—lng:G

de subgrupos G; de G, donde G; es subgrupo normal de G;,1 y tal que los cocientes G;1/G;
son abelianos.

Corolario 2.2.11. Cualquier grupo soluble es promediable.

Demostracion. Es consecuencia de las Proposiciones 2.2.6 y 2.2.9. O

2.3. El problema de la completacién de la medida de
Lebesgue

En esta seccion atacaremos el problema de la existencia de promedios invariantes bajo
grupos de isometrias (o subgrupos de estos) definidos sobre Z(R?). Veremos que para di-
mensiones 1y 2, la solucion a este problema se sigue de la teoria estudiada hasta el momento.

Teorema 2.3.1. Sea d € {1,2}. El grupo Is(RY) de las isometrias afines de R? es soluble
y por consiquiente promediable. Por lo tanto, existe un promedio Is(R%)-invariante definido
sobre Z(R%). De manera mds general: dado d > 1 arbitrario, si G es un subgrupo promediable
de Is(RY), entonces existe un promedio G-invariante sobre RY,
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Demostracion. Consideremos la cadena
{idga} C T3 C IsT(R?) C Is(RY), (2.2)

donde .7; denota el grupo de traslaciones de R? e Is™(R%) el grupo de isometrias directas.

Recordemos que cada isometria se puede representar de manera tinica como una transfor-
macién ortogonal seguida de una traslacion, es decir, para cada f € Is(R?) existen p € O(R?)
y T € J,; Unicos, tales que

f=Tp.
Considerando la proyeccion
7 Is(RY) — O(RY)
f=1p—=0p

del primer teorema de ismorfismo se sigue que

ker(m) = F3 < Is(R%) (2.3)
y
Is(RY)/ T = O(RY). (2.4)
Andalogamente se tiene,
Ty A 1st(RY) (2.5)
y
Is*(R?)/ 73 = SO(RY), (2.6)

Notemos también que como el determinante es un homomorfismo, del primer teorema de
isomorfismo se sigue que

SO(R%) < O(RY) (2.7)
’ O(R?%)/SO(R?) = Z,. (2.8)
Anélogamente,

IsT(RY) < Is(RY). (2.9)

Por el tercer teorema de isomorfismo, de (2.3), (2.4), (2.6), (2.8) y (2.9) se sigue que
(Is(RY) /) Ty)/(IsT(RY) /. T) = Is(RY) /1sT(R?) =2 O(RY)/SO(R?) =2 Z,.

Como SO(R?) (para d € {1,2}) y Zy son abelianos, de (2.2), (2.5) y (2.9) se sigue que Is(R?)
es soluble, y por lo tanto promediable, es decir, existe un promedio p Is(R?)-invariante sobre
Is(RY).

Consideremos un vector fijo e € R? y la funcién

f:Is(RY) — R
u— u(e).
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Aplicando la Proposicion 2.2.3 se tiene que
up(X) = u(f (X)) para X C R
es un promedio Is(R¢)-invariante sobre R
El resultado anterior también se satisface para un subgrupo promediable G del grupo
Is(R%) (con d > 1) aplicando el mismo razonamiento a la funcién f|g. O

Las medidas anteriores no tienen relacion alguna con la medida de Lebesgue, pues tienen
masa total 1. Esto nos lleva a otra pregunta: jes posible extender la medida de Lebesgue a
una medida finitamente aditiva, invariante bajo isometrias, y definida sobre todos los sub-
conjuntos de R%?

El estudio realizado en la seccién anterior nos muestra que esto es equivalente a estudiar
el problema de extension de funcionales lineales invariantes bajo la accién de un grupo.

La herramienta adecuada para atacar este problema es el teorema de Hahn-Banach, el cual
enunciaremos en una version G-invariante, pero antes de llegar a eso necesitaremos definir
algunos conceptos.

Definicién 2.3.2. Dado un grupo G que actia linealmente sobre un espacio lineal real V',
diremos que un subespacio lineal V) de V' es G-invariante si

gr € Vy Y(g,z) € G x .

Observacion 2.3.3. Sea GG un grupo y V un espacio lineal. Una accion de G sobre V' es un
homomorfismo de grupos G — 4(V'), donde 4(V) es el grupo de permutaciones de V.

Teorema 2.3.4. [Hahn-Banach G-invariante] Sea G un grupo promediable que actia lineal-
mente sobre un R-espacio lineal V', o una funcional lineal G-invariante definida sobre un
subespacio lineal Vi de V' G-invariante y p: V — R una funcion sublineal que satisface

= p(gz) = p(x) para (g,z) € G x X;
» o(x) < p(z) para x € Vj.
Entonces existe una funcional lineal ¢ : V — R G-invariante que extiende a @q y tal que
p(x) <p(x) VreV

Demostracion. Sea p un promedio G-invariante. El teorema de Hahn-Banach nos garantiza
la existencia de una extension ® : V' — R de ¢ tal que

O(x) <plx) zeV.

Sin embargo, no hay razén aparente para que ® sea G-invariante. Para arreglar este incon-
veniente, promediaremos los trasladados de ® sobre G. De manera mas precisa, sea v € V' y
notemos que para h € G tenemos

(1®)(v) = ®(h™"v) < p(h™'v) = p(v)
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—(1®)(v) = —0(h~'v) = ®(h7}(—v)) < p(h~'(—v)) = p(-v),

pues la accién de G sobre V' es lineal.
Por lo tanto, la funcién
h— (,P)(v)

es un elemento de £°°(G), lo cual nos permite definir la funcional lineal sobre V:

¢xv>:§[}h®>a»du<h>=l[;¢<h-%0du<h>

Veamos que en efecto, ¢ extiende a ¢q: Si v € Vj tenemos que

o(0) = [ @0yt = [ ol 0pduh) = [ goto)dn(h) = enfo)
pues Vjy y ¢ son G-invariantes.
Mas atun, para g € Gy v € V se tiene que

g 'v)
O (h g~ 0)dp(h)

I
5

gp(v)

S—o

©((gh)"v)du(h)
®(h~v)du(h) (pues p es G-invariante)

v).

Por lo tanto ¢ es G-invariante.

I
53

Finalmente, para v € V se tiene

o(w) = [ o oty < [ pho)du(n) = [ pw)dn(h) = plo) Ve V.

G

29

]

Teorema 2.3.5. Sea G un subgrupo promediable del grupo de isometrias de R?. Entonces la
medida de Lebesque admite una extension finitamente aditiva y G-invariante al conjunto de

todos los subconjuntos de R?.

Demostracién. Sean X la medida de Lebesgue, V, := LY(R?) el espacio de las funciones
f :R? — R Lebesgue integrables y V el espacio de las funciones f : R — R tales que existe

u € Vy con |f| < u. Nétese que V; es un subespacio vectorial de V. Definamos

aolf) = [ F)ar@) para f € Vi
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o) = f { [ i) r<u} panafev

ueVy

Tomando g € Gy f € V, definimos la acciéon de G sobre V' como

af = (4f) ‘R 5 R
z = flg'x).

Veamos que dicha accién es lineal:
Parat e R, f € V y g € G tenemos que

o(tf)(@) = (tf)(g™ 2) = t(f(g7 (2))) =ty f(x)),
por lo tanto g(tf) = t(gf).
Por otro lado, para f,h € V v g € G tenemos que
o(f +h) (@) = (f+h)(g7"e) = flg™2) + h(g™"'2) = ¢f () + gh(x),
por lo tanto g(f + h) = gf + gh.
Verificamos que las hipétesis del Teorema 2.3.4 se satisfacen.

1. o es una funcional lineal G-invariante. Sean f € Vv g € G,
wolf) = [ f@axa) = [ fo i) = [ Lf@ire) = el
R R R

2. LY(R?) es un espacio lineal G-invariante.
Si fe L' (R?) yg e G, entonces

[ lar@laxe) = [ 1t aiixe) = [ 1f@lixe

3. a) Dados f, f1,fo€V, teRtygeQG,

p(fi + f2) = inf {/Rd u(z)d\(z) : fL+ fo < u}

ueVo
<t { [ woin s fiosup+ o { [ wwne <o
= p(f1) +p(f2),

ueVp ueVp

p(tf) = it {/R u(@)d(@) : tf < u} —t fnf {/Rdu(x)cm(x) L f< u} = tp(f).



2.3. EL PROBLEMA DE LA COMPLETACION DE LA MEDIDA DE LEBESGUE 31

b) Como
[ fanw = [ i)
entonces
inf { [ uana) s flg) < u(x)} ~ inf { [ uwara) s ) < u(x)} ,
y asi
p(gf) =p(f).

¢) Finalmente notemos que si tomamos f € V fijoy u € Vj es tal que f(z) < u(z)
para todo x € R?, entonces

aolf) = [ f@axa) < [ ulwire),
R4 R4
Tomando el infimo sobre el conjunto {u € Vj : f < u} se sigue que
wol(f) < p(f).

Del Teorema 2.3.4 se sigue que la funcional lineal ¢, admite una extension lineal ¢ a V
G-invariante y tal que

o(f) <p(f) YfeV

Ahora, para A C R? definimos

o(ly) si 1peV
pw(A) = {
+00 en otro caso.

Notemos que p es una extension de la medida de Lebesgue.

n
Maés atin, si tomamos A, ..., A, C R? ajenos por pares y denotamos A := U Ay, entonces
k=1
1o€Vssiysolosily, €V paratodol <k <n,

pues

ﬂA:Z]lAkyILAk <lgparatodo 1 <k<n
k=1

y por lo tanto

[ (U Ak> = pu(A) = / Ladd= [ D Tadr= Z/ LadX = p(Ay),
k=1 R k=1 YR k=1

RY k=1

lo que prueba que u es finitamente aditiva.
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Para probar que j es positiva, tomamos A C R? tal que 14 € V. Como -1, <0y 0 €V,
tenemos entonces que

“(A) = —o(La) = p(—14) < p(—11) < p(0) = / 0dA(x) = 0,

Rd

se sigue que p(A) > 0.

Ahora veamos que p es G-invariante. Dado g € Gy A CR% con 14 €V,

1(gA) = p(Tga) = p(1a) = p(1a) = p(A),

pues ¢ es G-invariante y 414 = 1g4.

Asi, p es la extension de la medida de Lebesgue que estabamos buscando. O]

Corolario 2.3.6. Para d € {1,2}, la medida de Lebesgue sobre R admite una extension a
todos los subconjuntos de RY que es finitamente aditiva e invariante bajo isometrias.

Demostracion. Ya probamos que para d € {1,2}, el grupo Is(R?) es promediable. El resultado
se sigue del Teorema 2.3.5. [

Corolario 2.3.7. Sea d > 1. Si G es un subgrupo promediable de Is(R?), la medida de
Lebesque sobre R admite una extension a todos los subconjuntos de R que es finitamente

aditiva y G-invariante. FEste es el caso, por ejemplo, si G es el grupo de traslaciones sobre
R4,

Demostracién. El grupo de traslaciones de R? es abeliano y por lo tanto promediable. Apli-
cando el Teorema 2.3.5 obtenemos el resultado deseado. O



Capitulo 3

Paradojas

En 1918, Bertrand Russell hizo la siguiente observacién [9]:

El punto de la filosofia es empezar con algo tan simple que no parezca valer la
pena siquiera empezar, y terminar con algo tan paraddjico que nadie pueda creer.

Aunque las paradojas no son el objeto de estudio de las matematicas, no cabe duda que el
llegar a comprender estos resultados contraintuitivos nos ayuda a fortalecer nuestro entendi-
miento y nos motiva a realizar un estudio mas profundo. En este capitulo explicaremos dos
construcciones paradoéjicas. La primera de ellas data del ano 1914 y se le atribuye a Hausdorff,
es comunmente conocida como la duplicacion de la esfera. La segunda es el tema central de
esta tesis, la paradoja de Banach-Tarski.

Estas paradojas nos permiten responder la pregunta de la existencia de una extensién de
la medida de Lebesgue sobre todos los subconjuntos de R¢ cuando d > 3, que sea finitamente
aditiva e invariante bajo isometrias.

A partir de este punto, G denotard un grupo (la mayoria de las veces lo podremos pensar
como el grupo de isometrias de RY) que actia sobre un conjunto no vacio E.

Definicién 3.0.1. Decimos que A, B C E son G-congruentes si existe g € G tal que B =
gA = {ga : a € A} y lo escribimos como

A =G B.
Proposicion 3.0.2. La G-congruencia es una relacién de equivalencia.

Demostracion. 1. Sea A C E. Entonces A =g A, pues A = eA, donde e es el elemento
neutro de G.

2. Sean A, B C FE tales que A =g B. Entonces existe ¢ € G tal que B = gA, luego
A=g¢g'Byasi B=qA.

3. Sean A, B,C C FE tales que A =g By B =g C, entonces existen g, h € G tales que
B=gA y C=hB.

33
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Luego C' = hgA, con hg € G. Por lo tanto A =g C'. Concluimos que la G-congruencia
es una relacion de equivalencia.

]

Definicién 3.0.3. Dados A, B C E decimos que son equidescomponibles si son congruentes
por pedazos, en otras palabras, si existen descomposiciones finitas

i=1 i=1
tales que A;, B; C E'y A; =¢ B; para toda 1 <7 < n. En este caso escribimos
A~g B.

Proposicién 3.0.4. La equidescomponibilidad es una relacion de equivalencia.

Demostracion. La reflexividad y la simetria se siguen del hecho de que la G-congruencia es
relacién de equivalencia. Para la transitividad tenemos el siguiente argumento:

Sean A, B,C' C FE tales que A ~g By B ~q C.
Entonces existen X1,..., X,, Cy g1,...,9, € G tales que

i=1 i=1
Analogamente, existen Yi,...,Y,, C E'y hy,...h,, € G tales que
B=||ny; vy C=||v.
j=1 j=1
Definimos Z;; = ¢; X; Nh;Y;con1 <i<nyl<j<m.

Notemos que

n n

U U 9 2y = U U g; " (9: X N hyY;)

i=1j=1 i=1j=1
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Por otro lado,

7 (9:iXi 0 hyY5)
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Ademas, si (4, ), (k,1) € [1,n] x [1,m] son distintos (sin pérdida de generalidad, supongamos
que 7 # k), entonces

Zij N Ziy = (9:Xi OVh;Y;) N (g Xk N Y)) C g:.Xs N gu X = @

y (9;%3‘)}1;122‘]‘ =9, ' Zy.
Se concluye que A ~g C'y por lo tanto ~¢ es relacion de equivalencia. O

Ejemplo 3.0.5. El grupo S* de los niimeros complejos con médulo 1 actia sobre si mismo
mediante traslaciones izquierdas. Veamos que

S"\{1} ~g: S

Sea z € S' un elemento de orden infinito y consideremos el conjunto D = {z" : n > 0}.
Notemos que zD = D\{1}.

Luego,
St = (S'\D)U D ~g (S'\D)U zD = (S'\D) U (D\{1}) = S"\{1}.
Se sigue el resultado deseado.

Para explicar la paradoja de Banach-Tarski, utilizaremos la idea del hotel de Hilbert,
donde recorremos a los huéspedes para hacer espacio.

Definicién 3.0.6. Un subconjunto A C E se dice G-paraddjico si existen Ay, A; C A ajenos
tales que

A~ Ay An~g As
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La definicién anterior se puede interpretar como que A contiene dos copias disjuntas de
si mismo.

Las siguientes observaciones son cruciales para la teoria a estudiarse.

Observacién 3.0.7. Si existe una medida p finitamente aditiva, G-invariante, y A, B C F
son tales que A ~¢ B, entonces u(A) = u(B).

Demostracion. Como A ~g B, entonces existen Ay,..., A, CEy ¢1,...,9, € G tales que

i=1 i=1

Luego,

u(B) = p <|_| gz‘Ai> = ulgidi) =) p(A) = p (I_I Ai) = p(A).

i=1 i=1

Observacién 3.0.8. Si X es un subconjunto G-paraddjico de F, no existe una medida p
finitamente aditiva, G-invariante y tal que p(X) = 1.

Demostracion. Supongamos por el contrario que existe dicha medida p. Como X es G-
paraddjico existen X7, Xo C X ajenos tales que X ~g X7 v X ~g X5. Como Xq, Xy C X,
entonces X7 U Xy C X y asi, u(X; U Xs) < u(X), lo cual es absurdo, pues p(X; U Xy) =
p(X1) + pu(Xs2) = 2. Por lo tanto, la existencia de dicha medida p es imposible. O

Un resultado sorprendente, pero dificil de probar es que el reciproco de la observacién
anterior es verdadero. Se le atribuye a Alfred Tarski y muestra, de cierta manera, que la
existencia de medidas invariantes y la ausencia de paradojas es consustancial.

Teorema 3.0.9. [La alternativa de Tarski] Sea G un grupo que actia sobre un conjunto E
mediante traslaciones izquierdas, y X un subconjunto de E. Entonces se satisface alguna de
las siguientes afirmaciones:

= X es paradojico.
» FEziste una medida finitamente aditiva y G-invariante p sobre E tal que u(X) = 1.

La parte dificil de probar de este teorema es muy larga, esta es la existencia de una medida
finitamente aditiva, G-invariante p sobre F tal que p(X) = 1 cuando X no es G-paraddjico,
pero se puede consultar en [3] (p.7-14).

La existencia de una medida finitamente aditiva y G-invariante sobre E no excluye por
completo la existencia de subconjuntos paradédjicos de E. Simplemente, la medida de un sub-

conjunto paraddjico serd cero o infinito.

Para ilustrar esta afirmacion veamos el siguiente ejemplo:
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Ejemplo 3.0.10. [La paradoja de Sierpinski-Mazurkiewicz] Dado u € C un nimero trascen-
dente con |u| = 1. Definimos

Nu] = {p(u) : p € N[z]}.

Entonces N[u] es paraddjico bajo la accion del grupo de isometrias directas. De manera mds
precisa, N[u] es paraddjico bajo la accion del grupo generado por la rotacion

Tz uz

y la traslacion
Tiz— 2+ 1.

Demostracion. Consideremos los subconjuntos de N[u| dados por

A= {p(u) :p € N[}, p(0)=0}

B ={p(u) :p € N[u], p(0)>1}

y denotemos por G al subgrupo de isometrias directas C — C generado por r y 7.

Notemos que AN B = &, ademas
r 1A =N,
pues dado p € Nu],

p(u) = ag + aju + - -+ + au”
=u Yapu + ayu® + - - + autt)
=u 'q(u) congeA

=7r'q(u) € r A
Similarmente se tiene que
7B = N[u,
pues dado p € NJu]

p(u) =ap+aju+ -+ + au”
={(ap+1)+au+---+au")—1
=q(u) —1 con q € B
=7""q(u).

Asi, es posible obtener N[u] a partir de A y B mediante una rotacién o una traslacién,
respectivamente. Es decir
A~gNu] vy B~gNlul.

Como A y B son ajenos, se concluye que N[u] es G-paraddjico. O
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3.1. La paradoja de la esfera

Denotamos por SO(3) al grupo de las rotaciones lineales de R?, es decir, el conjunto de
isometrias lineales con determinante 1 del espacio euclidiano R3. Denotamos a la identidad
de R? por 1.

Teorema 3.1.1. [Hausdorff, 1914] La esfera unitaria de R® es SO(3)-paraddjica.

Siguiendo el método de Von Neumann y Klein, la prueba consistira en la construccién de
un subconjunto paradéjico del grupo SO(3) que posteriormente transportaremos a la esfera.

Antes necesitamos introducir algunas nociones bésicas de grupos libres.
Definicién 3.1.2. Sea G un grupo.
= Dados a,b € GG, diremos que el conjunto
o = {a,a”t,b,b""}
es un alfabeto.

» Dado n > 1, llamaremos una palabra reducida de longitud n construida sobre el alfabeto
o/ a cada elemento de G de la forma ajas - - - a, con a; € & tal que a;a;,1 # 1 para cada
1 <i < n—1 (en otras palabras, no hay una simplificacién evidente de la palabra). Por
convencioén, la unidad de G es la palabra reducida de longitud cero, también llamada
la palabra vacia.

= Diremos que el subgrupo de G generado por a y b es libre de rango 2 si se satisfacen
las siguientes condiciones.

1. El alfabeto &7 tiene cuatro elementos distintos;

2. Cada palabra reducida de longitud n > 1 construida sobre &7 es distinta de 1.

Dicho de otra manera, lo anterior significa que no existe una relaciéon no trivial
entre a y b, y eso implica que el subgrupo (a,b) es lo menos conmutativo posible,
en el sentido de que dos palabras reducidas distintas se consideran como elementos
distintos del grupo.

Proposiciéon 3.1.3. Un grupo libre de rango 2 es paraddjico.

Demostracion. Sea G el grupo libre de rango 2 en cuestion, con generadores a y b, para
cualquier g € {a,a"'b,b7'} = &, denotamos por I(g) al conjunto de todas las palabras
reducidas que empiezan con la letra g.

Como G es grupo libre tenemos que

» Si g,h € o son distintos, entonces I(g) N I(h) = @;
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G = (a, b>_{1}ul( YUT(@HuI(b) Uil
=I(a)Ual(a™)
I(b) UbI(b™")

pues dado h € G\I(a), a”'h € I(a™) y h =aa"'h € al(a™'). Andlogamente para b.
Finalmente, como

I(a)Ual(a™") =a{1} Ual(a) Ual(b) Ual(b~")Ual(a™),

entonces
I(a)UI(a™") ~¢ G.
Analogamente,
IGYUI(b™) ~gG.
Se concluye que G es paraddjico. O

Observacién 3.1.4. Es posible probar que cuando SO(3) estd equipado con su topologia
usual, el conjunto de parejas (a,b) € SO(3)? que generan un subgrupo libre es residual® y
por lo tanto denso en SO(3). Ver [2].

Con base en lo anterior, podemos enunciar el siguiente resultado.

Teorema 3.1.5. El grupo SO(3) contiene un grupo libre de rango 2 y por lo tanto es pa-
radaojico.

Demostracion. Es posible dar una construccién directa de dicho subgrupo (ver [2]), pero
conlleva mucho calculos complicados. El método que daremos aqui, aunque indirecto, es mas
sencillo, se construird un subgrupo de SO(3) que no es libre, pero dentro del cual se puede
encontrar facilmente el grupo buscado.

La idea original de Hausdorff consiste en usar dos rotaciones de angulos y T, escogien-
do el angulo 6 definido entre sus ejes de rotacion de tal manera que el numero 005(29) sea
trascendente.

Sin embargo, nosotros seguiremos un ejemplo mas reciente y sencillo dado por Osofsky
y Adams (ver [4]) en el cual se usa el dngulo § = Z. Consideremos la base canénica de R?,
{e1,e9,€3}, v las rotaciones con dngulos 7 y %’r sobre los ejes con direcciones elj/le?’ y es,

respectivamente con matrices:

!Sea X un espacio topoldgico.
= Diremos que X es denso en ninguna parte si el interior de su cerradura es el conjunto vacio.

= Diremos que £ C X es magro si se puede escribir como unién numerable de conjuntos densos en
ninguna parte.

= Diremos que A C X es residual si X\ A es magro.
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V3

0 0 1 —% - 0
p=10 -1 0] vy v=(¥2 -1 ¢
1 0 O 0 0 1

Nétese que p? = ¢* = 1, lo cual nos muestra que el subgrupo (p, %) de SO(3) no es libre.

Sin embargo, veremos que (p, 1) es casi libre, en el sentido de que ¢ y 1) satisfacen dentro
de (p, ) tinicamente las relaciones que satisfacen por separado, es decir, ¢? = 93 = 1.

De manera mas precisa, podemos dar la siguiente proposicion:

Proposicién 3.1.6. Sin > 1, ¢ € {0,1},¢' € {-1,0,1} y ¢; € {-1,1}, ¢ € {1,...,n}.
Entonces

CRUCT R TN § (3.1)

Demostracién. Sea w una palabra como (3.1). Veamos que w # 1. Conjugando por ¢ o 171,
de ser necesario, podemos suponer que w termina con . Por lo tanto, tendremos disponibles
dos tipos de palabra para w:

w =YY= P (3.2)

w = e eYTp. P (3.3)

con 1,...,e, € {—1,1}.

Empezamos con las palabras de la forma (3.2).
Primero notemos que

= sie =1, entonces

1 V3 V3 1
) ng —? 0 0 0 1 0 ? }35
Vo=1{% -3 0|0 -1 0p=1o 3 2]
0 0 1 1 0 0 1 0 0
= sie = —1, entonces
1 V3 V3 1
) —\% 71 0 0 0 1 0 —17 —\%
0 0 1 1 0 0 1 0 0
Por lo que para ¢ € {—1,1} se tiene que
3 1
0 ef —
10 0
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Ahora probemos mediante un argumento inductivo que si n > 1, entonces

1 p V3 iy
PYreYRp -t = on pV3 iz i3, (3.5)
ps paV3  ps

donde iy, i, 13,14 son impares y pi, p2, p3, P4, 5 son pares. En (3.4) se ve que el resultado se
satisface para n = 1. Si suponemos que el resultado es cierto para n — 1 > 1, entonces a
partir de (3.4) y (3.5) podemos ver que

P1 Zl\/§ ’iz 0 €n\/73 —%
w = welwwtfzgp Ce wengp — F p2\/§ 7:3 ’L4\/§ 0 % €n\/7§
ps paV3  ps 1 0 0

2y (enp1 +91)V3  —p1+ 3enin
=5 2i4V/3  3eapatiz  —pa+EnizV/3
2ps  (enps + p4)\/§ —p3 + 3,04

lo cual prueba el paso inductivo.

De (3.5) se sigue que cuando w es del tipo (3.2), entonces no es la identidad y también
es distinta de . De manera que, a partir de (3.5) también podemos deducir que si w es del
tipo (3.3), entonces w es distinta de la identidad, lo cual prueba que en ambos casos

YT oYy # L

Para terminar la prueba del Teorema 3.1.5, definimos

a=vpY y b= ppip.

Por la Proposicién 3.1.6 se tiene que (a,b) es un grupo libre, pues todos los elementos del
alfabeto &/ = {a,a™',b,b71} son distintos, y cada palabra construida a partir de ./ es distinta
de 1 por ser de la forma (3.1). O

Ahora necesitamos llevar a la esfera unitaria de R? la paradoja que acabamos de mostrar
en SO(3). Para esto usamos el siguiente lema:

Definicién 3.1.7. Decimos que un grupo G actia libremente sobre un conjunto E si no
tiene puntos fijos, es decir, si gx # ¢ Vg € G\{1} Vx € E.

Lema 3.1.8. Sea G un grupo paradojico que actia libremente sobre un conjunto E. Entonces
E es G-paraddjico.

Demostracion. Una acciéon de G sobre E puede asociarse con la relacion de equivalencia
orbital sobre F, definida por

x ~y < dg € G tal que y = gz.
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Sea M C FE conformado exactamente por un representante de cada clase de equivalencia.
Como G actua libremente sobre E, si A, B C G son ajenos, entonces AM N BM = &.

Como G es paraddjico, entonces existen H, K C G ajenos tales que
H ~G G y K ~G G7

es decir, existen G1,...,G, C Gy ¢1,...,9, € G tales que

i=1 i=1
Sea A; = G; M, entonces
E=GM=| |GiM =] |4
i=1 i=1

i=1 i=1

Asi, F ~g HM. Anélogamente F ~5 KM,y como HM N KM = &, entonces se tiene que
E es G-paraddjico. m

Desafortunadamente, el grupo (a, b) dado al final de la prueba del Teorema 3.1.5 no actia
libremente sobre S?, pues cada elemento distinto de 1 tiene exactamente dos puntos fijos en
S?. Asf que, de momento, nos conformaremos con un resultado més débil.

Lema 3.1.9. Todo elemento de SO(3) distinto de la identidad fija 2 puntos de S.
Proposicién 3.1.10. Existe D C S? numerable, tal que S?\ D es SO(3)-paraddjico.

Demostracion. Sabemos que existe G < SO(3) subgrupo libre de rango 2. Naturalmente, G
es numerable. Denotaremos por D al conjunto de puntos fijos en S? por algtin elemento de
G\{1}. D es numerable por el Lema 3.1.9 y por lo tanto S*\ D # &. Veamos que el grupo G
actua sobre D:

Si tomamos g € G\{1} y * € D es un punto fijo de h € G, entonces gz € S? es un punto

fijo de la rotacién ghg~' € G, pues

ghg~'(9z) = ghz = gx.

De manera similar vemos que G preserva a S*\ D, ya que resulta imposible la existencia de
x € S*\D y g € G tales que gxr € D por un argumento similar al que acabamos de dar:

Si gxr € D, entonces existe h € G tal que hgr = gz y agx es un punto fijo de la rotacién
aha™! para todo a € G\{1}. En particular si tomamos a = ¢! y asi agr = g"'gz =z € D.

Por consiguiente, G actia sobre S*\ D y esta accién es libre, pues le estamos quitando
los puntos fijos. Por el Lema 3.1.8 se tiene que S*\ D es G-paradéjico. Por lo tanto S*\ D es
SO(3)-paraddjico (pues G es subgrupo de SO(3)), que es lo que queriamos probar. ]
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Ahora sélo falta deshacernos del subconjunto D para mejorar este resultado, pero antes
de seguir, serd necesario dar un lema auxiliar.

Lema 3.1.11. Si un grupo G actia sobre un conjunto E, dos subconjuntos equidescomponi-
bles de E son simultdineamente G-paraddjicos.

Demostracion. Supongamos que A, B C E son equidescomponibles y que A es G-paraddjico,
entonces existen C, D C A ajenos y equidescomponibles a A.
Por hipdtesis existen Aq,..., A, C Ey ¢1,...,9, € G tales que

i=1 i=1
Definamos,
C'=||aCnA) y D' =|]|uDnA).
i=1 =1

Por construccién, los conjuntos C’ y D’ son subconjuntos ajenos de B.
Ademas,

O ~q |i|(CﬂA,») =(Cr~gA~gB.
i=1
Anélogamente, .
D' ~g| |(DNA)=D~gA~gB.
i=1
Se sigue que B es G-paraddjico. O

Proposicién 3.1.12. El subconjunto S\ D es SO(3)-equidescomponible a S?. Por lo tanto,
S? es SO(3)-paraddjico.

Demostracién. Tomemos a € S?*\D fijo. Denotemos por E al conjunto de las rotaciones
r € SO(3) con eje Ra para las cuales existen n > 1y z,y € D tales que r"*(x) = y. Veamos
que FE es numerable:

Sea (z,y) € D x D tal que existe r € E que satisface la igualdad

r(z) =uy.

Supongamos ademas que el angulo de rotacién de r es 6. Si queremos llegar de x ayenn > 1
pasos simplemente tomamos la rotacicon p de angulo % y asi

p(z) =y.

Por lo tanto, para cada n > 1 hay una rotacion que lleva x a y en n pasos y por consiguiente
hay tantas rotaciones como naturales que satisfacen r"(z) = y para n > 1. Finalmente

|E| <D x D|-|N| = |NJ| - [NJ = |NJ.

Sir € SO(3)\FE, entonces r"(D) N D = & para n > 1, pues para cualquier x € D, si
r"(xz) € D para algin n > 1, entonces r € E. Veamos que los r"(D) con n € N son ajenos
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por pares. Sean n,m > 1 con n > my p = n—m. Supongamos que existe z € (D) Nr™(D),
entonces existen z,y € D tales que r"(z) = z = r™(y). Por lo tanto

(@) = " ()
P (r) =y,

lo cual resulta absurdo, pues r € E.
Definimos D’ := |_| r™(D). Note que r(D') = D'\D y r(S*\D') = S?\ D'. Por lo que

S* = (S\D') U D’ ~s003) (S*\D') U (D'\D) = S*\D.

Finalmente, como S? y S?\ D son equidescomponibles, y ya se prob6 que S?\D es SO(3)-
paraddjico, entonces del Lema 3.1.11 se sigue que S? es SO(3)-paraddjico, que es lo que
queriamos demostrar. O

Observacién 3.1.13. El Lema 3.1.11 nos permite iterar la definicién de la naturaleza pa-
raddjica. En efecto, si A C E es G-paraddjico, se sigue que Vn > 2 existen A;,..., A, C FE
ajenos por pares, todos equidescomponibles a A.

Demostracion. Como A es G-paraddjico, existen A;, Ay C A tales que Ay ~g Ay Ay ~g A.
Por el Lema 3.1.11 se tiene que A; y Ay son G-paraddjicos. Entonces existen As, Ay C Ay
ajenos y G-equidescomponibles a Ay, y por transitividad As ~g Ay Ay ~¢ A. Ademds, como
A1 N Ay =@, entonces A3N Ay = A3 =y Ao N Ay = @. Por lo tanto {As, Az, A4} es una
coleccion de 3 subconjuntos de A ajenos por pares y G-equidescomponibles a A. Repitiendo
este proceso de manera inductiva, podemos obtener n subconjuntos de A ajenos por pares y
equidescomponibles a A para cualquier n > 2. O

Proposicién 3.1.14. La bola unitaria cerrada B en la topologfa euclidiana de R? es I's™(R?)-
paraddjica.

Demostracién. Primero probaremos que B\{0} es SO(3)-paraddjica. Como S* es SO(3)-

paraddjica, existen C, D C S? subconjuntos ajenos SO(3)-equidescomponibles a S?. Entonces
existen Ay,... A, CS?*y g1,..., 9, € SO(3) tales que

i=1 =1

Para cada subconjunto P de S? definimos el conjunto
P ={tr:xzeP, 0<t<1}.

Note que si P y ) son dos subconjuntos ajenos de S?, entonces los respectivos P* y Q* son
subconjuntos ajenos de B\{0}.
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Ademads, como la accién de G es lineal se tiene que

|_|ng ~S0(3) |_|A = B\{0}~.

Analogamente,
D ~so(3) B\{0},

con C* N D* = @. Por lo tanto, B\{0} es SO(3)-paraddjico y en consecuencia B\{0} es
Is™(R3)-paraddjico.

Ahora probaremos que B es IsT(R?)-paradéjico.
Sea r € Is™(R?) una rotacién afin de dngulo 6, escogido de tal manera que ¢ # Q y cuyo eje

contiene al punto (0,0, 12) pero no al origen. Tomando el conjunto

D={r"0):n>0}CB

tenemos que (D) = {r"(0) : n > 1} = D\{0}.
Ademas,

= (B\D)U D ~per@s) (B\D) Ur(D) = (B\D) U (D\{0}) = B\{0}.

Asi, B\{0} ~/s+rs) B, y como B\{0} es Is™(R?)-paraddjico, del Lema 3.1.11 se sigue que
B es Is™(R?)-paraddjico. O

3.2. La paradoja de Banach-Tarski en R?

La idea de cortar una figura y reacomodar los pedazos para formar otra figura es al menos
tan antigua como la geometria clasica de los griegos, donde usaron este método para calcular
areas de regiones tales como los paralelogramos. Como ya se probo en la secciéon anterior, la
equidescomponibilidad es una relacién de equivalencia. Al estudiar las propiedades de esta
relacién, en 1924, Banach y Tarski lograron mejorar la paradoja de Hausdorff al eliminar la
necesidad de excluir un subconjunto numerable de la esfera.

Teorema 3.2.1. [Banach-Tarski] Dos subconjuntos acotados de R® con interior no vacio son
IsT(R3)-equidescomponibles.

El enunciado anterior es paraddjico en el sentido de que pareciera contradecir la conser-
vacion del volumen bajo isometrias: por ejemplo, dos bolas con radio distinto o incluso una
o n copias de esta bola son equidescomponibles.

En realidad, esto iltimo no representa un problema, pues al menos una de las piezas de
la descomposicion no es Lebesgue medible.

2(gA)* = gA* y <|_|A> =| |45
1=1
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La prueba consiste en usar la naturaleza Is™(R3)-paraddjica de S* para replicarla, asf
como un ingrediente extra: una adaptacion del teorema de Cantor-Bernstein que veremos a
continuacion.

Teorema 3.2.2. [Cantor-Bernstein] Sean E y F dos conjuntos tales que existen funciones
myectivas f - E— F yg: F — E. Entonces existe una biyeccion entre E y F.

Demostracion. Consideremos la aplicacién

®: 2(E) = P(E)
A= E\g(F\f(A)).

Veamos que ® tiene un punto fijo. Para ello consideremos la coleccion
W ={UecPE):UCPU)}

y la unién
we=|JUuc |Jew) comw).
Uew Uew

Queremos probar ahora que ®(W) C W.
Notemos que como W C ®(W), entonces (W) C O(P(W)), lo que significa que (W) € %
y asi (W) C W, por definicién de W. Por lo tanto, W es un punto fijo de ®.

Consideremos la funcién h : F — F dada por

o) = flz) si zeW
hz) {g_l(a:) sioxgW

Notemos que h estd bien definida, pues g es inyectiva y si z & W, entonces x € g(F\ f(W)).

Para probar que A es la biyeccion buscada primero veamos que es suprayectiva.
Sea y € F', entonces g(y) € E.

= Si g(y) ¢ W, entonces h(g(y)) = g ' (9(y)) = v.

= Sig(y) € W, entonces g(y) € E\g(F\f(W)), de donde g(y) ¢ g(F\f(W)). Luego
y &€ g (g(F\f(W))) = F\f(W) y asi y € f(W), lo que significa que existe x € W tal
que f(z) = h(z) =y.

Se sigue que h es suprayectiva.

Ahora veamos que h es inyectiva.
Sean z,y € E distintos.

» Siz,y € W, entonces h(x) = f(x) # f(y) = h(y).
» Siz,y & W, entonces hiz) =g (z) # g (y) = h(y).
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» Siz e Wyy & W, entonces y € g(F\f(W)), de manera que existe a € F\f(W)
tal que g(a) = vy, por lo que g7'(y) = a. Como f(z) € F(W) y a & f(W), entonces

h(zx) # h(y).
Concluimos que h es inyectiva y por ende, la biyecciéon buscada. O]

Ahora introducimos la siguiente notacién:

Dado un grupo G que actia sobre un conjunto E, y A, B C E escribimos
A=sB

para indicar que A es equidescomponible a algin subconjunto de B. Luego definimos una
relacién binaria sobre Z(F), la cual es reflexiva y transitiva. El teorema de Banach-Cantor-
Bernstein afirma que, médulo equidescomponibilidad, ésta es una relacién de orden.

Teorema 3.2.3. [Banach-Cantor-Bernstein] Sea G un grupo que actia sobre un conjunto E
y A B CUFE tales que A =¢ B y B =g A. Entonces A ~¢ B.

Demostracion. Por hipétesis, existen A’ C By B’ C A tales que

A= IﬂAu A= ﬂgiAia
i=1

i=1
n n
B=||B;, B'=||nB;
j=1 j=1
Esto nos permite definir, por pedazos, las funciones inyectivas

f:A—B
r— gx sixz € A;

g:B— A
x v+ hjx stz € Bj.

Estas funciones tienen la siguiente propiedad que es simple, pero muy poderosa:

Si X C A, entonces X ~¢ f(X).

En efecto, bastara con expresar

i=1 i=1
de manera que

FX) = g(X N A) ~a | (XN A) =X

i=1 =1
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De manera analoga se prueba que si X C B, entonces

Luego, por lo visto en la prueba del Teorema de Cantor-Bernstein 3.2.2 se tiene que existe
un subconjunto X C A tal que A\X = g(B\f(X)).
Por lo tanto

X ~q f(X) vy A\X ~¢ B\f(X)

y finalmente
A=XU(A\X) ~¢ f(X)U(B\f(X)) = B.

]

Para finalizar con esta seccién, procedemos a probar el Teorema de Banach-Tarski 3.2.1.

Demostracion. Sean A y A’ dos subconjuntos de R?, acotados y con interior no vacio. En-
tonces existen B y B’ bolas cerradas tales que

BCA y ACBH.

Escogemos n € N suficientemente grande tal que existen By, ..., B, copias trasladadas de B
que cubren a B’. Dichas copias no necesariamente son ajenas por pares.

Luego, existen C1,...,C, C By,..., By, respectivamente, tales que C;NC; = I sii # j
y que satisfacen

Como B es Is™(R3)-paraddjico (ver la Proposicién 3.1.14), entonces por la Observacién 3.1.13

existen subconjuntos Dq,..., D, C B ajenos por pares, tales que todos son equidescomponi-
bles a B.
Después tomamos Bj,..., B! traslaciones de B ajenas por pares. Notemos que como

C; C B; y B; es una traslacién de B, (pues tanto B; como B; son traslaciones de B), entonces
existen g; € J3 y C! C B] tales que B; = ¢;B} y C; = g;C!. Por lo tanto

C; =s+®s) B; para toda 1 <i < n.
También es importante mencionar que B. ~ rs+(®3) Dy, ya que , por construccion, D; ~ g+ (gs)

By B! es una traslacién de B.

Finalmente, notemos que
A = |_|C'Z =Is+(R3) |_|Bz, ~Is+(R3) |_| DiC B C A.
i=1 i=1 i=1

Por lo tanto,
A szJr(R?’) A.
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Intercambiando los papeles de A y A’, y repitiendo el argumento anterior, se llega a que
A =2 prmsy A
y gracias al Teorema de Banach-Cantor-Bernstein 3.2.3 concluimos que
A~ sy A
O
(Cuadles son las consecuencias de la paradoja de Hausdorff-Banach-Tarski?

» No existe un promedio Is™(R3)-invariante sobre S? o sobre la bola cerrada unitaria de
R3.

» No existe una medida p sobre R? finitamente aditiva, invariante bajo isometrias y tal
que ([0, 1]2) = 1.
En efecto, como [0, 1]® y [0,1]3U[2, 3] son Is*(R3)-equidescomponibles, el Teorema de
Banach-Tarski 3.2.1 nos dice que si tal y existiera, entonces

2= M([O’ 1]3 U [27 3]3) = M([O’ 1]3) =1,

que es claramente una contradiccién. En particular, la medida de Lebesgue no admite
una extension a todos los subconjuntos de R? que sea finitamente aditiva e invariante
bajo isometrias. El resultado anterior se puede extender a R? para d > 3, aunque no es
cierto en R y R2. Se pueden replicar bolas, pero no discos.
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Apéndice A
Conjuntos no medibles

Al principio de esta tesis se habléo un poco acerca de cémo Vitali descubrié que hay
conjuntos que no son medibles en el sentido de Lebesgue. En este apéndice continuamos
sobre esa linea de investigacion, exponiendo un resultado que muestra que todo conjunto de
medida positiva contiene un conjunto no medible.

A.1. El teorema de Steinhaus

Teorema A.1.1. [Steinhaus] Sea A la medida de Lebesgue en R™ y A un subconjunto medible
tal que \(A) > 0. Entonces A — A contiene una vecindad del origen.

Demostracién. Veamos primero que si f € LY(R") y g € L°(R"), entonces la convolucién
f * g definida por

(f xg)(x) =

R

flx —y)g(y)dy

es una funcion continua sobre R™.
Notemos primero que para r € R"
/ |f(x —y)g(y)ldy < /R |f(@ = y)ldy gl < [[£111 119l < +oo.

Por lo tanto, (f % g)(x) esta definida para toda € R", y ademés

1 % gl < AN M9l -

Recordemos que el espacio de funciones continuas con soporte compacto C.(R™) es denso en
L*(R™). Por consiguiente, existe una sucesion (fx)ren C C.(R™) convergente a f en L'(R™).

Del teorema de convergencia dominada de Lebesgue se sigue que la funcién

(fx x g)(z) = . fe(z —y)g(y)dy

es continua.

o1
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Finalmente,
(i 9) = (F % Dlloe = i = ) 0l < i = Il llglloe —=> 0.

Lo anterior significa que (fy * ¢)ken converge uniformemente a f x g, y por lo tanto f * g es
continua sobre R".

Veamos que si A y B son subconjuntos medibles de R”, tales que A(A), \(B) € (0, +c0),
entonces 1,4 y 1p son funciones integrables y por lo tanto

/ L+ LA = ( / n ILAd)\) ( / n ]leA) — MA)A(B) € (0, +0).

De manera que existe © € R" tal que (14 * 1g)(x) > 0.

Denotemos por P al conjunto de los x € R™ tales que (14 * 1g)(z) # 0. Veamos que
PCA+B.

Sea x € R"\(A+ B). Notemos que AN(—B+x) = &, pues si existiera y € AN (—B+z),

entonces por un lado se tendria que existe a € A tal que y = a, y por otro lado que existe
b € B tal que y = —b + x. Se sigue que x = a + b, lo cual es absurdo.

Del analisis anterior podemos deducir que
R™\(A+ B) C{z € R": (14%1p)(zx) =0},

y asi
PC A+ B.

Notese que esto significa que A + B tiene interior no vacio, pues
P ={zeR": (14 1p)(x) >0} C P,
y como (14 * 1) es continua, entonces existe un abierto no vacio U tal que
UCP"CPCA+B. (A1)
Veamos ahora que el resultado se sigue cumpliendo si A(A) = +oo.

Para k € N definimos [}, = [k, k]|".

Para probar que A + B tiene interior no vacio bastara con tomar Ag = AN I, para k € N
suficientemente grande tal que A(Ay) > 0. Repitiendo el proceso anterior, veremos que es
posible encontrar un abierto no vacio Uy tal que

UyCAy+BC A+ B.
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En particular veremos que si se toma B = —A, entonces A — A contiene una vecindad del
origen, pues como la convolucién 14 * 1_4 es continua, entonces

(Lax 100 = [ La@1-aidy = [ (La-o)fdy =24 >0

implica que existe V' vecindad del 0 tal que 14 % 1_4 es positiva en todo V', y por lo que ya
probamos en (A.1), se concluye que

VCA-A

A.2. Otro teorema tipo Vitali

Teorema A.2.1. Sean A\ la medida de Lebesque en R y A C R tal que A\(A) > 0, entonces
existe un subconjunto de A que no es medible.

Demostracion. Consideremos la relacion de equivalencia sobre R definida a continuacién:
r~y&sriyeQ.

El axioma de eleccion nos permite escoger un conjunto M C R que contiene exactamente un
representante de cada clase de equivalencia.

Para cada r € Q definimos el conjunto
A, =AN(r+M).
Notemos lo siguiente:
UaA=UAnr+M) =An{Jr+M)=AnR=A (A.2)
reQ reQ reQ

Si r, s € Q son distintos, entonces A, N A, = &, pues si existe v € A, N A, entonces existen
mi, mo € M tales que
mi+1r=x=my+ S.

Luego m; — mg = s —r € Q, y entonces m; ~ my, pero por la manera en la que se eligié M
se tendria que my; = msy, y entonces r = s, lo cual es absurdo.

Supongamos ahora que todos los A, son medibles. Por (A.2) se tiene que

D AA) = <U Ar> = \(A) > 0. (A.3)

reQ reQ

Por lo tanto, necesariamente alguno de los A, tiene medida estrictamente positiva.
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Luego,
A —A =ANr+M)-An(r+M)C(r+M)—(r+M)=M— M. (A.4)

Notemos también que
(M — M) N (Q\{0}) = &,

pues si tomamos m; —mg € (M — M) N Q, entonces m; = mg, por la manera en la que se
eligio M, y asi m; —my = 0.

Sea A el conjunto de medida positiva, cuya existencia se mostré en (A.3). Entonces
As — Ay es medible y el teorema de Steinhaus A.1.1 nos garantiza la existencia de una
vecindad del cero contenida en A, — A, pero eso es imposible, pues Q\{0} es denso en R y
ya se vio en (A.4) que

(Ae — 4, N (Q\[0}) = 2.

La contradiccién vino de suponer que todos los A, son medibles, por lo que forzosamente
entre ellos se encuentra un subconjunto de A que no es medible, que es lo que queriamos

probar.
O



Apéndice B
Un teorema de Agnew y Morse

En este apéndice se dara una version alternativa del Teorema de Hahn-Banach G-invariante
2.3.4.

Teorema B.0.1. [Hahn-Banach invariante de acuerdo con Agnew-Morse] Sean X un espa-
cio normado sobre R, o/ una coleccion de funciones lineales y continuas de X en si mismo.
Supongamos que p : X — R es una funcién positivamente homogénea', subaditiva y < -
invariante.?

Sea Y un subespacio lineal de X, estable bajo todos los elementos de o, y ¢ : Y — R
una funcional lineal 7 -invariante y tal que

£(y) <ply) VyeY.

Entonces € admite una extension lineal L : X — R tal que L es < -invariante y
L(z) <p(z) VrelX.

Demostracion. Sea € la envolvente convexa® del semigrupo generado por «7. Para r € X
definimos

q(w) = inf p(uz).

Veamos que para z € X,

¢(z) = inf p(uz) < p (Z akAM) <> plarAre) =) ap(Agr) = Y arp(e) = p(x).

Asi,
q(z) < p(z) (B.1)
. Para z,y € X se tiene que
q(z +y) = mf plu(z +y))

'Esto es: p(A\z) = Ap(x) V(z,)\) € X x RT.
2Esto es: p(Ax) = p(x) V(x,A) € X x .

3Recordemos que ésta se define como € = {Z apAg - Zak =1l,a, >0y A € d}
k k
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<p (Z apAg(z + y)) =p <Z ap A + Z akAky> <p (Z akAk:L’) +p (Z akAky> )

Tomando infimo sobre % se sigue que
a(z +y) < q(z) + q(y)- (B.2)
Para A e Rt y z € X,
g(Ar) = mf plurr) = inf Ap(uz) = A f p(ur) = Ag(x).

Por consiguiente,
q(Ax) < Ag(x). (B.3)

Sea u € € con u = ZakAk y y € Y. Notemos que
k

£(uy) =2 <Z akAky> = Z ar? (Ary) = Z ax?(y) = ¢ (y).

Luego, por la definicion de £ se tiene que

£ (uy) = £(y) < p(uy).

Tomando el infimo sobre % se sigue que

oy
2(y) < 5g(fgp(uy),

y asi
2(y) <qly) VyeY.

Por (B.1),(B.2) y (B.3), del Teorema de Hahn-Banach 1.3.1 se sigue que ¢ admite una
extension lineal L : X — R tal que

L(z) <q(r) VzelX.

Sélo nos falta probar que L es .o/-invariante.
Paran > 1y A € & definimos C4 € € como
LS
oo k=0 |
Observemos que

CAz— A) = %(x —am.

Por definicion de ¢ se tiene que

S

q(z — Az) < p(CH(x — Az)) =p ( E_:Ak(x — A:):)) = %p(x — Az) — 0.
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Por lo tanto,
gz — Az) <0 VY(r,A) € X x «.
Finalmente notemos que paraz € X y A € &7,
L(x) — L(Ax) = L(z — Ax) < q(z — Ax) <0.

Por consiguiente
L(z) < L(Ax).

Tomando y = —x y repitiendo el proceso anterior se tiene que
L(y) < L(Ay),

entonces

—L(z) < —L(Az),

y asi
L(Az) < L(x).

Concluimos que

L(Az) = L(z) Y(z,A)e X x .
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