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Introduccion

La contaminacién ambiental representa uno de los mayores problemas de salud publi-
ca, con efectos adversos muy dificiles de cuantificar. En este trabajo se introduce un
modelo que describe la concentracién de contaminantes considerando la dispersion,
transporte causado por el viento, y decaimiento debido a fendmenos fisicos y quimi-
COs.

El modelo analizado es descrito por una ecuacion diferencial parcial, y se presen-
tan algunos casos simples en una dimensién para los cuales se conoce una solucién
analitica, posteriormente se desarrolla un modelo bidimensional cuya solucién general
no se conoce, y es necesario aproximar numéricamente.

Posteriormente se formula su problema adjunto y se exploran sus propiedades ma-
temadticas, Utiles para estimar la concentracion de contaminantes en una zona de interés
utilizando menos recursos computacionales que el problema directo.

Al final se presentan ejemplos de su aplicacién a problemas ambientales como:
encontrar el punto en la ruta de un buque petrolero con mayor afectacién en caso de
un derrame, el impacto de cada avenida en la concentracién de monéxido de carbono



emitido por automéviles en una zona de interés, la deteccién de una fabrica que viola
las tasas de emisidn normativas, o encontrar la ubicacién de una fabrica que presenta
un menor impacto en la concentracién de un contaminante en una zona de interés.



Capitulo 1

Contaminantes ambientales

1.1. Contaminantes atmosféricos

Se define como contaminante atmosférico a una sustancia que por medios naturales
o0 antropogénicas se emite a la atmdsfera, en cantidades tales que a corto, mediano, o
largo plazo, ocasiona efectos negativos en los seres vivos, en los ecosistemas y en los
materiales[59]. Los eventos que liberan éstos contaminantes pueden ser naturales, co-
mo erupciones volcénicas, incendios forestales y procesos de fermentacion anaerdbica,
en los cuales se produce principalmente SO», COy, NOy, CHy, HCI,NH3,H>S y mate-
rial particulado.

Las actividades humanas alteran el estado de la atmdsfera de manera significativa,
pues requieren cada vez mds la transformacion de materias primas y combustibles que
depositan en el aire sus residuos[8].Las actividades como ganaderia, generaciéon de
electricidad, metalurgia, quimica, electrénica y tratamiento de residuos son un ejemplo,
éstas actividades generan principalmente SO,,CO, CO,, NOy, CH4, HCI, NH3, O3,
H>SO4, HNO3, Pb, Cd, Zn, hidrocarburos, etcétera[60].

La diferencia entre los efectos de fenémenos naturales que emiten estas sustancias y
los fenémenos causados por actividades humanas, es que los primeros liberan grandes
cantidades de contaminantes, pero en intervalos cortos y esporddicos, permitiendo que
los mecanismos de asimilacién del medio ambiente controlen el nivel del contaminante
en el aire[43], un ejemplo de mecanismos de asimilacién es la lluvia que deposita
particulas contamintes en el suelo, este efecto que también es causado por granizo,
nieve, bruma o neblina es conocido como sedimentacion[59].

En el segundo caso la liberacién es constante por un tiempo muy prolongado, so-
brepasando las capacidades de los mecanismos de asimilaciéon y permitiendo la trans-
formacién de una porcién del contaminante en contaminantes secundarios, que son
contaminantes derivados de los emitidos directamente a la atmodsfera[60].

Una lista con mas detalle de los contaminantes atmosféricos mas comunes es la
siguiente[59]:

= Esmog. Se refiere a las condiciones de contaminacién intensas, que causan una
reduccion significativa de la visibilidad en las ciudades, es la combinacién de las



palabras smoke y fog.

» Niebla Ligera 6 Haze. Se refiere a una reduccién en la visibilidad, pero a dife-
rencia del esmog no es una reduccién tan intensa y es un fenémeno a una escala
geografica mayor.

= Gasesy particulas. A la suspension de una sustancia, ya sea gas, liquido o sélido
en la atmdsfera se le conoce como aerosol. Se pueden formar por condensacién
de gases generados por combustidn, reacciones fotoquimicas, polvo debido a
fragmentacién de un sélido, etcétera. El humo, por ejemplo, es una mezcla de
gases, gotas liquidas y particulas sélidas, producto de la combustién incompleta
de un material orgédnico. Las particulas sélidas son las que presentan una mani-
festacion visible mayor en la atmésfera.

» Diodxido de azufre (SO-). Histéricamente es el mas prominente de los contami-
nantes, es un irritante respiratorio y es producido principalmente por volcanes y
oxidacion de gases sulfurosos, aunque éstas fuentes no afectan tanto a las pobla-
ciones debido a su lejania. Las poblaciones se ven afectadas por el SO, generado
en la combustion de carbén.

= Dioxido de nitrégeno (NO»). Es dafiino para plantas y humanos, aunque no a las
concentraciones que normalmente ocurren en la atmésfera, la propiedad intere-
sante del NO; es su color café anaranjado .

= Monoxido de carbono (CO). Es un gas incoloro, inodoro e insipido, su propiedad
mas importante es que reduce la capacidad de transporte de oxigeno en la sangre.
Es liberado por la combustién ineficiente de combustible, las fuentes estaciona-
rias suelen estar disefiadas y ajustadas para emitir bajas cantidades de CO. Es
generado principalmente por incendios forestales y la combustién en vehiculos
automotores, de hecho una tercera parted de el carbono emitido por éstos es es
forma de CO [24], y tiene un tiempo de residencia en la atmdsfera de entre 2 y
4 meses [60], su cantidad en el aire limpio es de ~ 0.05ppmv mientras que en
una ciudad es comun tener ~ 50ppmv, y se pueden llegar a presentar~ 140p pmv
[24].

= Ozono (03). Es un constituyente normal de la atmosfera, debido a las influencias
antropogénicas tiene dos funciones, en la estratésfera actda como un filtro para
la radiacién ultravioleta, mientras que en la tropdsfera es un contaminante. Es
generado en la tropésfera por la reaccién fotoquimica que convierte el NO a
NO;, asi como por el transporte desde la estratésfera causado por corrientes en
la frontera de éstas, fendmeno conocido como tropopause folds [40].

1.2. Contaminantes en agua

El 85 % de las aguas de desecho son vertidas a la franja costera, tanto en paises desarro-
llados como subdesarrollados [23], volviendo al océano el basurero del mundo, ya que



recibe descargas de sustancias quimicas, desechos radiactivos, basura, petréleo ademas
de sedimentos de la atmdsfera [59].

Los mares y rios han sido utilizados tradicionalmente como medio de evacuacién
de los desperdicios humanos, y los ciclos bioldgicos del agua aseguraban su biode-
gradacion debido a la accidn de bacterias y algas. Actualmente la accién de éstas se
ve excedida por la gran cantidad de desechos, y la adicién a éstos de contaminantes
quimicos[59]. Por ejemplo: desechos industriales o derrames de petrdleo.

Las fuentes de contaminante que emiten de forma localizada en un punto se llaman
fuentes puntuales: un buque, una planta de tratamiento, o la desembocadura de un rio.
Cuando la liberacion del contaminante no se localiza en un punto en especiifico se
habla de fuentes difusas, como son la deposicién atmosférica, que deposita en el agua
los contaminantes que estan suspendidos en el aire, o las filtraciones de lluvia en el
suelo, que alcanzan arroyos y tributarios que llegan a rios lagos, humedales y aguas
costeras[59].

Los contaminantes encontrados en el agua se pueden agrupar en contaminantes
fisicos, quimicos y biol6gicos[59].

= Contaminantes fisicos. Son contaminantes s6lidos o liquidos insolubles en el
agua que afectan su aspecto e interfieren con la flora y fauna acudtica; como
espumas, residuos oleaginosos, o calor.

» Contaminantes quimicos. Contaminantes quimicos. Incluyen organicos e inorgani-
cos, los primeros son los desechos humanos, o de origen agricola o animal
que consumen el oxigeno disuelto en el agua y afectan la vida en el agua; los
inorgédnicos son productos de origen industrial como sulfatos, nitratos y carbona-
tos. En el segundo caso, algunos de ellos provocan practicamente la destruccién
de los ecosistemas acudticos, como los metales pesados, plaguicidas, cianuros,
arsénicos e hidrocarburos.

= Contaminantes biologicos. Incluyen hongos, bacterias, algas y virus. No todos
resultan nocivos, algunos pueden degradar otros contaminantes.

1.3. Fuentes de contaminantes
Existen diversos criterios para clasificar a las fuentes de contaminantes ambientales[59].

» Segiin su origen. Se clasifican en fuentes de contaminacién generada por cau-
sas naturales y en fuentes de contaminacién generadas por actividades humanas
(contaminacién antropogénica).

» Segiin su ubicacion. Se clasifican en fuentes moviles, como automéviles y avio-
nes; o en fuentes estaticas, como fabricas, desembocaduras de rios o tierras de
cultivo.

» Seguin su forma. Se clasifican en fuentes difusas, puntuales, lineales y superficia-
les; las primeras corresponden a fuentes cuya ubicacion es dificil de identificar,
como la deposicién atmosférica, filtraciones de lluvia al subsuelo o emisiones



de tierras de cultivo. Las fuentes puntuales, lineales y superficiales son aquellas
cuya ubicacién y distribucién es facilmente identificable, como un buque, una
erupcién volcédnica, o un incendio forestal.

Otra clasificacidn es en fuentes directas o indirectas, las primeras emiten directamente
los contaminantes a la atmdsfera, mientras las segundas propician que otras fuentes
directas las emitan, como centros comerciales o estadios, que aglomeran muchos au-
toméviles que funcionan como fuentes directas [59].

1.4. Efectos en la salud

La contaminacién en agua representa un grave problema para la poblacion humana,
pues la presencia de contaminantes no necesariamente se puede detectar por su sabor y
olor, se necesitan pruebas quimicas para su deteccién. Un grave problema para la salud
humana son los derivados de petréleo absorbidos por la fauna y flora marinas, que se
transmiten a sus consumidores.

El 95 % del volumen total de contaminantes en la atmésfera en forma regional y
a mediano plazo es debido a 5 contaminantes: CO, SO,, NOx, hidrocarburos, ozono y
material particulado[43][2]. La cantidad de éstos contaminantes se utiliza como indice
de la calidad del aire.

Para cada contaminante se define una norma sanitaria, que consiste en la concen-
traciéon méxima admisible de el contaminante, que depende de su toxicidad, y un in-
tervalo de tiempo maximo de exposicion a la contaminacioén, la tabla 1.1 muestra las
concentraciones limite de los 6 contaminantes principales de acuerdo a la Norma Ofi-
cial Mexicana.



Valor limite

Dato base del indicad Criterio Norma
Contaminante utilizado para cln I““‘ or de suficiencia Oficial
la evaluacion cone que anual Mexicana
se evaltia
PP Se requiere tener al menos 6
Promedio mévil 9.0 ppm de las 8 horas con
co de 8 horas 10,000pg /m? . s NOM-021-SSA1-2021[15]
concentraciones vilidas.
Promedio 26.0 ppm Se‘requlere al 1.11611(?5 el 75.%
horario 30,0004 /> de las concentraciones por minuto
- vilidas en una hora (45 registros).
i 7
Promedio anual 0.021 ppm dzelarse g:crjill';:ieonn?se}lloz;i/;s
NO, 40ug/m? o - NOM-023-SSA1-2021[14]
vilidas en el afio.
Promedio 0.106 ppm Se requiere al menos el 75»%
horario 200ug/m? de las concentraciones por minuto
vilidas en una hora (45 registros).
Promedio aritmético Se requiere que todos 10s
de los percentiles 99 0.075 ppm lrimc:;; tcnl;an :l mcnoi
. P L 3 stres S o B
S0 de los r}mxumos dmpns 196.5pg/m 75 % de maximos del dia reportados NOM-022-SSA1-2019(13]
por 3 afios consecutivos
Miximo de los promedios 0.04 ppm S.e re‘qm?re qu'e If)dos losv
de 24 horas durante 3 aiios 104.8ug/m* trimestres tengan al menos
) ) 75 % de promedios por dia reportados
T0ug/m’
. . Promedio aritmético cambia gradualmente a Se requiere un minimo de 75 %
Material particulado 3
PM10 de 24 horas 50ug/m’ de las 24 horas reportadas
en 2027 NOM-025-SSA1-2021[12]
PP . 3opg/m Se requiere al menos tres trimestres
Promedio aritmético cambia gradualmente a -
3 del afio tengan al menos 75 %
anual 20ug [ de promedios por dia reportados
en 2027 P s P portacos
41ug/m’
. . Promedio aritmético cambia gradualmente a Se requiere un minimo de 75 %
Material particulado 3
de 24 horas 25ug/m’ de las 24 horas reportadas
PM2.5
en 2027
Promedio aritmético Se requiere al menos tres trimestres
© 10ug/m’ del afio tengan al menos 75 %
anual R .
de promedios por dia reportados
0.065ppm
3
. 4 s . 127ug/m Se requiere tener al menos 6
Promedio mévil cambia gradualmente a de Tas 8 horas con
03 de 8 horas 0.051ppm . o NOM-020-SSA1-2021[16]
3 concentraciones vilidas.
100ug/m’
en 2027
i P q
Promedio 0.090ppm de ?:srsg:;:letr‘:c‘igizzs er?\ifuto
horario 176ug/m’ P

vilidas en una hora (45 registros).

Tabla 1.1: Normas sanitarias

Los efectos de éstos contaminantes en la salud son conocidos para altas concentra-
ciones en grandes cantidades en intervalos de tiempo cortos, pero no se conocen sus
efectos en concentraciones bajas en intervalos de tiempo de afios. Por ejemplo, experi-
mentos con animales demuestran que concentraciones de 2 partes por millén de ozono
durante 3 horas son letales [2], pero no se conocen los efectos de estar expuesto por
afios a las 0.1 partes por millén que se presentan en periodos de hasta 8 horas en un
episodio de esmog fotoquimico.

También es desconocido el efecto de la coexistencia de varios contaminantes a la
vez, que puede generar mayores dafios a los causados por ambos contaminantes de
forma separada, por ejemplo la exposicion a diéxido de azufre y particulado sélido a la
que se le atribuyen 4,000 muertes en Londres en diciembre de 1952 [60].




1.5. Dispersion de contaminantes

La capacidad de la atmésfera para transportar contaminantes ha sido excedida por las
actividades humanas, dando como resultado niveles altos de contaminacion. La dis-
persion y transporte de los contaminantes depende de los fenémenos meteorolégicos
locales, como rapidez y direccién del viento, turbulencia y estabilidad atmosférica; asi
como de la topografia de la regidn, se enlistan los principales conceptos asociados al
problema de dispersién de contaminantes[59].

» Adveccion. Es el transporte de contaminante debido al viento, la cantidad de
contaminante dispersado aumenta con la velocidad del viento y también con la
variabilidad de su direccion.

= Dispersion. Es el crecimiento de una pluma contaminante hacia los alrededores
libres de contaminante causado por la turbulencia atmosférica.

» Turbulencia mecdnica. Es la turbulencia generada por el flujo del aire sobre
obstaculos como cultivos, drboles, construcciones y montafias; su presencia es
mayor conforme aumenta la velocidad del viento. Si la mayor parte de la turbu-
lencia es originada por éstos obsticulos se dice que la atmdsfera es neutral o se
encuentra en un estado de estabilidad neutral.

» Turbulencia convectiva. Es la turbulencia formada por el aire que se calienta al
contacto con el suelo y se eleva por conveccion.

= Sedimentacion y precipitaciones. La principal causa de disminucién en la con-
centracién de fondo de los contaminantes en la atmdsfera es debido a la sedimen-
tacion, es decir que se depositan en el suelo tanto por la atraccién gravitacional
como por la lluvia, nieve, o granizo que descienden junto con las particulas con-
taminantes.

1.6. Descripcion matematica

El problema de la concentracién de contaminantes se define como un problema proba-
bilistico, donde la concentracién ¢ de un contaminante es una variable aleatoria, pues
es funcidn de factores que se definen como variables aleatorias, como las meteoroldgi-
cas o las fuentes de emision de contaminante.

Es posible obtener modelos deterministicos simplificando el problema mediante
promedios de variables aleatorias, suponer que las variables aleatorias cumplen con
una funcién de densidad de probabilidad, idealizar condiciones atmosféricas, del con-
taminante, y de las fuentes que lo emiten[59].

La concentracién de contaminante promedio en un punto se expresa mediante la
funcién ¢ (¥,r) para la posicion X al tiempo ¢, ésta expresion es conocida como expre-
sion euleriana, pues describe la concentracidn en funcion de la posicién y el tiempo, y
para cada tiempo ¢ la concentracién medida no corresponde a las mismas particulas.

Existe también la expresion lagrangiana, en la cual el sistema se describe por un
parametro que representa a una particula, puede ser por ejemplo la posicién inicial d
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de la particula. En ésta expresion la posicion X = X(d,¢) es funcion del pardmetro que
identifica a la particula y el tiempo.

Una funcién ¢(¥,f) que en la expresion euleriana sélo es funcién de posicién y
tiempo se conoce como variable de campo, en la descripcién lagrangiana se expresa
como

q(x(d,t),t) = q(d,t)

Entonces la velocidad i de la particula del elemento material con posicién inicial d es

dx(@,r)  (9%ar)
de ot

Ij[:

a

La expresién lagrangiana de i(¥,7) expresa la velocidad instantdnea del elemento ma-
terial que esta en la posicion X al tiempo 7.

11



Capitulo 2

Transporte y difusion de
contaminantes

2.1. Problema de transporte unidimensional

Un problema sencillo de dispersién de contaminantes es la ecuacién de transporte por
adveccién unidimensional, la concentracién de contaminante en un punto se representa
por la funcién ¢ (x,1)

¢ 99 _

5 Tug, =0 @2.1)

donde u es la velocidad del fluido, la cual se supone constante, y en donde esta inmerso
(o disuelto) el contaminante. Se ailade al problema la condicién inicial

(P(X,O) :f(x),XG [07 1]

y se define D = {0 <x < 1;0 <7 < 1} como el dominio de ¢. donde f(x) es una
funcién diferenciable, mediante el método de las caracteristicas se puede encontrar la
solucién

o (x,1) = f(x—ut)

sustituyendo en el problema se confirma que es solucién[59].

87d)+u87¢_ af a(x—ut)+u df  d(x—ur)

o Yax T o) or —w) ax 0

Entonces, la solucién es constante sobre las lineas caracteristicas

.X—MIZXO

o (x,y) = f(x,) = const

de forma que siguiendo las caracteristicas partiendo desde las condiciones iniciales, se
puede generar la solucién ¢, como se muestra en la figura 2.1
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Movimiento de ¢(x, t)= f(x —ut) con u=1

12}

1.0} 1

~ ok e
Il
=]

oz, t)

0.6 1

04t 1

0.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 2.1

Las condiciones iniciales f(x) no son suficientes para definir la solucién en todo el
dominio, pues se divide por la recta x — ut = 0, en la figura 2.2 hace falta definir una
condicién ¢ (0,7) = g(¢) para definir la solucién en la regién gris.

Si u = u(x,r) es variable, entonces es dificil hallar la solucién analitica y hay que
usar un método numérico[59].
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Lineas caracteristicas para u=0.9
-

L4 — =0 i

— xp=x—ul

1.2 — x=1lyt=1|[]

08F R

04F ]

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 14

Figura 2.2

curva
caracteristica

X

Figura 2.3: Representacion en una superficie del transporte de condiciones iniciales
descritas en la figura 2.1, la profundidad representa el valor de ¢ el eje horizontal
representa x y el vertical representa y
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2.2. Modelo no estacionario de disipacion

El modelo mas simple que describe el proceso no estacionario de disipacién de una
sustancia, cuya concentracién se da por la funcién @(z), se plantea con la ecuacién
diferencial

9¢

hib s — 2.2
S to0=1 22)
Con condiciones iniciales
¢ (x,0) = ¢, (x)

Donde f es una funcién que representa una fuente de contaminantes, si ésta es constan-
te en el tiempo se obtiene la solucién de la ecuacidn diferencial ordinaria no homogénea

—ot f —ot
o=@ " +=(1—e
e (1)
Este modelo solo representa el cambio proporcional a la concentracién del contami-
nante, y la solucién es un decaimiento exponencial con amortiguacioén proporcional a

o, no describe las principales caracteristicas de propagacién del contaminante, pero es
razonable para describir el proceso de sedimentacion de particulas en la atmésfera[59].

2.3. Problema de difusion estacionario

Considerando el problema de difusién estacionario con disipacién sin fenémeno de
transporte

d2
P = ”Txf +f
2.3)
f = Qg(x_xo)

Donde pt = cte. es el coeficiente de difusion [29], x,, es la posicion de la fuente de inten-
sidad Q, usando la hipétesis de que la funcién es acotada se imponen las condiciones
de frontera

lim ¢(x) =0
Jim ¢(x) =0

Integrando la ecuacion en [x, — €,x, + €]

X, +E d d
G/O pax=p®|  —u? 4o
*—€ dx xo+e€ dx Xy—€
En el limite € — 0 la ecuacidn se vuelve
d d
9 _ule +0=0 2.4
dx Xy +0 dx xO—O
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Separando el problema en las dos regiones donde f = 0 obtenemos dos problemas de
la forma

d2
— —0¢=0 2.5
M7 09 (2.5
uno en el dominio x € (—eo,x,] con la condicién lim ¢ =0,y escribimos su solucién
X——oo

como ¢_ el otro en x € [x,,0) con la condicién lim ¢ = 0 y escribimos su solucién
X—yo0

como @
Para utilizar la relacién 2.4 definimos
9| _d¢+
dx |, dx
do _do
dx|,._g T dx

Y suponiendo continuidad en todo el dominio —eo < x < oo es necesario

Las respectivas soluciones estdn dadas por

¢, =Cpe VOIREX)

2.6
0 =C e VoIl )

Sustituyendo éstas soluciones en la ecuacién 2.5 y resolviendo el sistema lineal de
ecuaciones respecto a C_ y C;. obtenemos

P %
C-=C= 2,/GH

Entonces la siguiente funcién es solucién al problema 2.3, 1a grafica de una solucién se
muestra en la figura 2.4.

¢(x)

—/0/p(x—x) >
0 {e 0’ para x > X, 27

- 2,/ | ¢~ VO/H{x—) para x < x,

16



i
Figura 2.4: Solucién al problema de difusién estacionario, ecuacién 2.3

2.4. Problema de transporte y difusion estacionario

Afadiendo un término de transporte por el viento

do d2¢
u—+op=Uu——+f
dx dx 2.8)
f = Qé(x_xo)

donde u = cte es la velocidad del viento, de la misma manera que en el problema
anterior se separa el problema en dos problemas[59]

o, ,
dx? —0¢. =0, xE[xO,OO)7)}glgc¢+:O
2.9)
42 .
u dx2 - O-(P* - 07 X € (—oo’xoL x1—1>111°°¢7 =0

17



Con las relaciones

do,  dp_
Woge Ry Te70

(2.10)
¢+ (xo) = ¢— ()CO)

Las soluciones a éstos problemas tienen la forma
o u? u
¢+:C+8Xp — E‘Frlﬂ*@ ()C*)CO) , XZXO
(2.11)

o u? u
_ =(C_ — —_ _— _— — <
0] C exp{ ( ﬂ+4.li2+2!l>(x0 x)}7 x<x,

Y sustituyendo en las relaciones 2.10 obtenemos[29]

Y
Vaou + u?

C,=C_=

Y la solucién queda como

Figura 2.5: Solucién al problema de transporte y difusion estacionario con u > 0y
u < 0 respectivamente, ecuacién 2.8

Si la velocidad del viento u cambia, la concentracién del contaminante se puede
encontrar con la interpolacién lineal

P(x) = ——y (x) + —2

TI+T T1+T

$2(x)

18



Donde ¢, es la solucién durante el primer intervalo de tiempo 7] y ¢ es la solucién
durante el segundo intervalo de tiempo 7,[59].

2.5. Método de separacion de variables

La ecuacion de difusidn no estacionaria esta clasificada como ecuacién diferencial pa-
rabdlica, y describe la propagacion de una sustancia debido a la difusién, o la redistri-
bucién de la temperatura en un medio o cuerpo por conduccién del calor. En el caso
unidimensional la ecuacion tiene la forma[59]

20 d ¢
W*g“(xvt)g‘i’f(xvt) (2.13)

Para resolver éste problema hay que usar un método numérico [55], pero si el co-
eficiente de difusion se considera constante, entonces la ecuaciéon de difusién puede
expresarse como

a9 I*¢
W*”W+f(xat) 2.14)

2.5.1. Ecuacion de difusion homogénea con condiciones de con-
torno homogéneas

Considerando el problema 2.14 con las condiciones

2
%:“% O<x<l,0<t<7
9(x.0)=9() Osw<t
(2.15)
¢(07t):0 0<r<
o(1,1)=0 =T

Se busca la solucién ¢ (x,7) en el dominio 0 < x < [, 0 < ¢ < 7, se busca una solucién
como el producto de dos funciones

P(x,1) =X ()T (1)

Sustituyendo en 2.15
X()T' (1) = pX" ()T (1)
Dividiendo entre uX (x)7 ()
T'(r)  X"(x)

= =—A, A =const.
WT() X0

A es constante, pues es igual a una funcién de x y a una funcién de ¢, que son variables
independientes. Este problema se separa en dos ecuaciones diferenciales ordinarias
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[59]

X"(x)+AX(x) =0
=0

2.1
T'(t) + uAT(t) (2-16)

Tomando las condiciones de contorno ¢(0,7) = X(0)T(:) =0y ¢(I,1) =X ()T () =
0 para cualquier 0 < ¢ < 7 entonces X (0) = X(I) = 0. Entonces se debe resolver el
problema de Sturm-Liouville[59]

X"(x)+AX(x)=0 .17
=0 ’

X(0)=0, Xx(I)

No hay una funcién real distinta de cero que satisfaga el problema para A < 0, entonces
se restringe a A > 0, y la solucién al problema es

X (x) = Cy cos(VAx) + Ca sen(VAx) (2.18)
Imponiendo las condiciones 2.15 X (0) = 0 implica C; =0y X () = 0 implica
X(I) = Cysen(VAI) =0
Entonces para cumplir sen(v/Al) = 0 es necesario

VAl=mn, n=1.23,..

2
Ay = (”l") Con=12,..

Por lo tanto el problema tiene las soluciones
X, (x) = Gy sen (”}”x) n=123,. (2.19)

Resolviendo la otra ecuacion diferencial

/(1) + (?)ZT(I) —0

Se obtienen como soluciones
TN\ 2
T,(t) = Dyexpq —H (T) ty, D,=const

Todos los productos de funciones 7,, y X, son soluciones del problema 2.15

n

0 (x,1) = X (¥) T (1) = Gy sen (?x) exp (—u (l)zz) . n=1,2,3,... (220)
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Como el problema 2.15 es una ecuacién lineal y sus condiciones de contorno son ho-
mogéneas, cualquier combinacidn lineal de éstas es solucién del problema. Entonces
la siguiente suma es solucién

1) = i"l(p,,(x) = iCn sen (?x) exp (—u (771)2t> (2.21)

Cuyas constantes C,, se obtienen al imponer la condicién inicial ¢ (x,0), que debe ser
continua por intervalos [3].

¢(x,0) = Z On(x ilC,, sen (?x)

Entonces los nimeros C,, son los coeficientes de Fourier de la condicién inicial, y se
calculan, mediante la relacion

Cn= /¢0 sen éj)dé n=1,2.3,..

Puede demostrarse que cada término cumple con la ecuacién, y por las condiciones de
frontera se puede hacer la diferenciacion término por término de la serie, por lo que la
suma converge a la solucion al problema [20], ademas el factor exponencial hace que
lim, . @ (x,2) = 0, segtin el principio del méximo, la solucién ¢ (x,#) puede tomar los
valores extremosent =0oenx=0o0x=1[17].

2.5.2. Ecuacion de difusion no homogénea con condiciones de fron-
tera homogéneas

Considerando el problema 2.14 con las condiciones

2
%‘f a‘g—f—f(xt) 0O<x<l,0<r<rt
9(x,0)=0 Osx=t
(222)
¢(0,t) =0 0<t<
¢(1,1) =0 ==t

Las funciones X, (x) = sen(”Fx) son funciones propias del operador L = 59722 y forman
una base ortogonal [3], de forma que podemos expresar las funciones ¢ y f de la
siguiente forma

()= ¥ tn(x)
flet) = ifn(x,t)
et (2.23)
On(x,1) = X, (X) T, (1)
Tu(x,t) = X (x) F (2
n
X, (x) = sen (Tx)
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Y dado que ¢ y f son continuas, y con condiciones de contorno homogéneas, se pueden
diferenciar término a término [20]

IPn(x,1) _ I*u(x,1)

o a2 I (2.24)
Xn(x)Tr:(t) = Xr/l/(x)Tn (t) +Fn(t)Xn(x)

Usando las propiedades de las funciones propias

X =~ () %

Sustituyendo en 2.24

Dividiendo entre X )
nn
1= () Lo +F0) (225)

Resolvemos la ecuacion 2.25 mediante el método de variacién de constantes, resolve-
mos la ecuacion con F,, =0

iy — oy (T
10 =—n () T
2
T,(1) = Dexp <—u (@) z) (2.26)
l
Cambiando la constante D por una funcién de tiempo D(t), y sustituyendo en 2.25
D.(t)exp (- (E)zt - (@)2@; - (@)zz Dult) = — (@)2@( - (@)Zr Du(1)+Fo(1)
n P{=H\7 K7 P{—H\7 n{t)=—H{7 P{—H{7 n n

—  Di(n)exp (u (”l”)zt> — E(0)

Integrando esta ecuacion

Sustituyendo en 2.26

T,(t) = (/Fn(r) exp (u (T)zr) dr+Cn> exp (—u (T)zt)

Al imponer la condicién inicial ¢(x,0) = 0 se exige T(0) = 0, lo que implica que
C, =0, y metiendo el factor exponencial a la integral del término que queda

0= [ Fi@)ex <—u (Y e r>) d
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Abhora, usando la ortogonalidad de las funciones propias X (x) se pueden estimar los
coeficientes Fy(7) [3].

R0 =2 [ (. msen () ag

Sustituyendo las funciones X, y 7, en la solucién general[59]

oer) = Y X, ()T

:”il[/ote”(nln)z(tT){?Alf(é,r)sen(Tg)dg}dr] Sen<?x> (2.27)

De la misma forma que en la subseccién 2.5.1, las condiciones de frontera permiten ha-

cer la diferenciacion término a término de la serie [20] para validar que es una solucién

del problema.

2.5.3. Ecuacion de difusion con condiciones de frontera no homogéneas

Considerando el problema 2.14 con las condiciones

2
%i;: gT?Jrf(x,t) 0<x<l,0<t<7
0(x,0) = 9(x) 0<x<l

(2.28)

0<tr<r

¢(0,1) = ki (2)
¢(1,1) = ka(t)

Utilizando los mismos métodos que en los problemas anteriores, se descompone la
solucién ¢ en una suma de funciones ¢ y ¢

P(x,1) = ¢ (x,1) +P(x,1)

¢7~(x70) =0(x,0) —P(x,0) = ¢(x) — ®(x,0) (2.29)
§0.)=0
o(1,t)=0
Buscamos a ® de la forma
D(x,t) =Ax+b
®(0,7) =b =k (1)
D(1,t) = Al + k(1) = ka(1)
— A= ka (1) ;/ﬁ () (2.30)
— P(x,1) = ka(t) ;kl (t)erk] (t)
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Sustituyendo la suma de ¢ y ® en la ecuacién original obtenemos

BO-K0

¢t .u¢xx+f(x t) fx l(t)
¢(x,0) = @(x) — Mﬁc— k1 (0) (2.31)
$(0,¢) =0
o(,t)=0

Que es la ecuacién de difusién no homogénea con condiciones de contorno homogéneas,
cuya solucidn es la ecuacioén 2.27, entonces la solucién al problema es[59]

O(x,1) = (i)’(x,t)+wx+kl (1) (2.32)
2.5.4. Ecuacion de difusion con transporte y decaimiento

En el caso de u, o,u constantes se puede encontrar una ecuacion de calor equivalente
al problema

2
P w28 i oot
x€[0,],r€[0,T]
6(x,0) = ¢ @3
¢(0,1) = ki (2)
¢(1,1) = ka(t)
Definimos una nueva funcién ¢ mediante el cambio de variable
o= [ 2+ G+%)t] (2.34)

Por la regla de la derivada de un producto

09 [pa oyl W [fox—(o+ 1)) 0P
R g <_@_G>q’+e o

99 _ [x—(o+i)] —(04+2)] 0P
Fr (5 )+t Se

2

P9 _ e on,»](uz (0N M OP | [ta(o+ 1771 920

uw [
ox2 4u2)(p—|—e U ox dx?

2
. . ., v g oy (o+Y% )t
Sustituyendo estas ecuaciones en la ecuacion 2.33 dividida entre elax=(o+ )]

2 2

(o) 3 a3 50) e 30) om0
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Agrupando por el orden de la derivada

B(P u? u? u? a(P az(p f(x’[)
- (4u+c+4um0)‘l’+(””>+“8x2+e[ﬁlx(c+ﬁ>t]

do ¢ fx1)
I — == + _—
ot ox Qg (o+ 4]

Entonces existe el problema equivalente a 2.33, y se puede resolver usando las técnicas
mostradas en las subsecciones 2.5.1,2.5.2y 2.5.3

ap 82¢+ f(x,1)

=U=—F+—5—
ot dx2 e[ﬁxf(o'#»%)t]
x€[0,l],t €[0,T]

0(x,0) = e 2 g(x) 235

2

0(0,1) = g (1)

Q(L,1) = el T 1)

2.6. Problema de transporte y difusion bidimensional

Ahora consideraremos el problema de transporte y difusién en dos dimensiones descri-
to por las ecuaciones [59]

20+ 0(FD) - Vo+o(r.)0 ~V-u(7.0)V0 = (7.1 2.36)

N
fE) =Y 0i(t)8(F—F) 2.37)

i=1
feDCR? 1e0,T] (2.38)
ua—‘P ~U,p=0 enS (2.39)

on
w2 0 ens’ (2.40)
on

0(7,0) = ¢, (2.41)

Donde ¢(7,7) es la concentracién del contaminante en la posicion 7 del dominio bi-
dimensional D al tiempo ¢, la frontera del dominio S estd dividida en dos partes ST y
S~ que se explicardn mds adelante, U (¥,1) es la velocidad del viento, este vector pue-
de representar vientos climaticos (estacionarios o mensuales), o vientos determinados
mediante un modelo dindmico [59] que satisface la ecuacién de continuidad

V-UFt)=0 (2.42)
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o es el pardmetro de decaimiento por procesos fisicos y quimicos (deposicion, des-
composicién quimica, étc), u(7,¢) > 0 es el coeficiente de difusién y 7; es la posicion
de una fuente con tasa de emisién Q;
Sea § la frontera del dominio, el flujo de contaminante en la frontera estd definido
por la expresion [57]
9¢
Hon
Dividiremos la frontera en dos partes, S es la parte donde el viento entra al dominio,
o la proyeccion de U con la normal es negativa (U, = U - /i), mientras que S esla parte
donde U, es positiva

*Un¢

Figura 2.6: Separacion de la frontera S en dos partes: ST corresponde a los puntos de
la frontera donde el viento sale de la regién D (U, > 0), mientras S~ corresponde a los
puntos de la frontera donde el viento entra a la regién D(U,, < 0), U, estd dado por la
proyecci6n de U en la direccién del vector normal a la superficie

Esto para definir las siguientes condiciones de frontera descritas en 2.40 y 2.39 [45],
las cuales serviran para simplificar el problema y utilizar el método adjunto mds ade-
lante.

ua—q)—U,,(p:O enS
dn

10 +

‘LLE—O enS

La condicién 2.39 nos dice que el flujo de contaminante es O en la frontera donde el
aire entra, ésto se explica con el hecho de que no hay fuentes de contaminante fuera
del dominio D, y la condicidén 2.40 dice que el flujo debido al fenémeno de difusion es
despreciable en la parte S" de la frontera donde el viento sale. Con éstas condiciones
al hacer g = 0 junto con 2.39 implica que ¢ =0en S ,y si se impone yt = ¢ = 0, se
obtiene el problema de adveccidén pura, que no requiere condiciones de frontera en s,
pues la solucién se determina con el método de alas caracteristicas [59].

Estas condiciones nos permiten que el problema esté bien planteado en el sentido
de Hadamard[21]
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2.6.1. Problema de transporte y difusion bidimensional con coefi-
cientes constantes

De forma similar a lo mostrado en la ecuacién 2.35 cuando los coeficientes i, ¢, U son
constantes se puede reducir el problema 2.36 a la ecuacién de calor en dos dimensiones,
proponiendo el cambio de variable

U+
(p:e[ pr 2;1)+(0-+ £ )t]‘l)

Calculando las parciales de ¢ en términos de ¢

9 _ Gerfov-(or Bty UE AUy ot Gov—(o+ Za ) 0

a T LA ar

09 _ [Yset Yov—to+ By U (exs Py (0 L ) O

—_r ur 2uy (p_|_e X Zﬂy T

ox ( /,L) dx

(92¢ (U ot UE+U} U2 U+U3 U 0 ve Uy UM—U} 82
72x2y<+4 )] (rxt 2y— o+ )] (Ux\ 9@ | (%t Py (o+ 0

9x2 S g (4 2)(p+e S ! <u)8x te 8x2

2 2 2
a9 o5 ot gy <6+U”U‘ )t](U )‘P‘Fe[ 5 x5 y— (6+Ux4;fy>t]ai’
dy dy

2 2 2 2
a2¢ [2ux+2u} <O-+UX+U) ! (i) ® +e[2ﬂx+2uy (G'*'%) d (U) ) 70 + e[%x+%)7 (G+UX+U‘ )] 827(1)
0y? 4u? u/ dy dy?

Y la derivada direccional para las condiciones de frontera

¢ 2.2 Ux 29

e s UZ+U32 x e 4
99 =V A= Jx .ﬁ:e[%”zuy (o+=S5 )] TR N
on 29 Upyde

p) WPt o

2 o 2,772
_ s Spr—tos it (5.0+v9)-i= B sy S (520+ ai))
2u an
vZ+u?
Sustituyendo en la ecuacién 2.36 y dividiendo entre e[zﬂ o 2ﬂy (0+ )] obtenemos

el problema equivalente

0
(;p uvie =h(#.1)
Ux U%+ 3 N
h(F,r) = el 0i(r)
=1
d U, -
u£—7¢=0 enS (2.43)
a<p +

Ux Uy .
¢(7,0) = 6[_ W ﬁy] 9,
FEDCR? 1el0,T]
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2.6.2. Ecuaciones integrales

Usando la propiedad
V- (oU)=9¢V-U+U-V¢ (2.44)

Integrando el segundo término de 2.36 sobre el dominio D y aplicando la propiedad

2.42 _
[0-v9=[v-100)- [ 6v-0= [ v-(67)

Usando el teorema de la divergencia y separando en frontera de entrada y de salida

Lv-60)= [ou,= [ ov.+ [ ou, (2.45)

Abhora integrando el cuarto término de 2.36 y usando el teorema de la divergencia

/DV'(HVW:/SH%

Separando en frontera de entrada y frontera de salida, aplicando las condiciones de

frontera 2.39 y 2.40
/Suﬁ B ./s+ Hon + /57 Fon ™ ./s* U (246)

De forma que la contribucion del segundo y cuarto término de 2.36 es igual a la dife-
rencia de 2.45y 2.46

[G-vo~ [ v-uve)= [ ou, 2.47)

Sustituyendo 2.47 en la integral sobre D de la ecuacién 2.36
0 N
— dr = (1) — dr— U,9dS 2.48
5 J,o=Y 00~ [ oodr- [ vng (248)

Esta es la ecuacion de balance de la masa total del contaminante [59]

Si multiplicamos por ¢ la ecuacién 2.36 e integramos sobre D, usando 2.44 en el
término de adveccién y el de difusion, el teorema de la divergencia y las ecuaciones
242,239y 240

J 2 o , ' 2 2\ = 2 2
E/D‘P dr_zgiQ,(t)gb—z/D(w +ulVe| )dr—/s+ U, ¢ds+/f U,0°0dS

(2.49)
Reescribiendo el miembro derecho en términos de la norma de ¢

10]> = [, ¢%d7y dado que U, <OenS yU,>0enS"

d 2 X 2 2\ g2 2
G101 =2 000 -2 [ (00> + uiVoP)ar— [jwile’as @50
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Entonces el cambio en la concentracion total del contaminante, asi como en la norma
de la solucién aumenta respecto a las emisiones Q y decrece respecto a o'y W. En el
caso ideal U, = 0 = it = 0 y sin fuentes de contaminante (Q;(¢) = 0) las parciales de
las integrales respecto al tiempo son cero

J 2 _ J z
Sl =0, = [ oar=0

Estas relaciones son muy ttiles para probar algoritmos y programas computacionales
[46].

2.6.3. Fuentes de contaminacion

La funcién f(7,¢) que se ha utilizado para un nimero N de fuentes en posiciones 7; se
han expresado de la forma

N
fF0) =) 0i(0)8(F—7) 2.51)

También se pueden describir fuentes superficiales de contaminantes, como incendios
forestales, o fuentes lineales como una avenida con la férmula

SN Qi(V,t) Si¥E€R;
f(# ) = {0 PR, (2.52)

Donde R; son intervalos del dominio (superficies o lineas), las fuentes también se pue-
den expresar con la ecuacién 2.51, dividiendo en intervalos mas pequefios a los inter-
valos R;, y discretizando la funcién de tasa de emisién de la fuente Q;(7,¢) [54] [36]

Las figuras 4.4 (pagina 57) y 4.5 (pagina 58) presentan calculos de concentracién
de monéxido de carbono en la ciudad de Guadalajara a un tiempo ¢t = 180min, las
fuentes son avenidas que fueron discretizadas de la forma 2.51, la figura 4.4 muestra la
concentracién con viento climdtico en temporada de lluvias, y la figura 4.5 muestra la
concentracién con viento climatico de la estacion seca [59][54].

2.7. Unicidad y estabilidad de la solucion en el sentido
clasico

Las condiciones descritas por las ecuaciones 2.40 y 2.39 no sélo tienen un adecua-
do sentido fisico, sino también buenas caracteristicas matemadticas, ya que hacen del
modelo de dispersion de la ecuacién 2.36 un problema bien planteado en el sentido
de Hadamard[21]; es decir, la solucién del problema es unica, y estable respecto a
pequeiias perturbaciones en las condiciones iniciales y el forzamiento[59].
Supongamos un problema de evolucién para definir las caracteristicas necesarias
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para cumplir unicidad y estabilidad, y luego aplicar ésto en el problema 2.36

%‘f +AP=f (2.53)
A:®CH—H (2.54)
¢(0) = ¢, (2.55)

Donde A es un operador lineal cuyo dominio es un subespacio lineal & de un espacio
de Hilbert H, suponemos que el problema tiene una solucién suficientemente suave y
que A es positivo semidefinido, es decir que cumple la propiedad

(Ag,0) >0

Donde (¢, @) representa el producto interior en el espacio de Hilbert. Tomando el pro-
ducto interior con ¢ de los términos de la ecuacién 2.53.

d
(550) = (1.0~ (a0.0) 2.56)

Usando (A¢,¢) > 0y la desigualdad de Schwartz |(x,y)|*> < (x,x)(y,y) = ||x]|?||v]|?

%
(52-0) <Irllol

Por la definicién del producto interior (x,y) = [, xyd?
L) 19, dJ
(500 = 5 571017 = ol 3. ol
Sustituyendo y dividiendo entre ||@|| se obtiene

d
Sloll <171

Integrando respecto al tiempo y usando la condicién inicial

91l < [ 1£ld+ (g,

Suponiendo que la norma de f es acotada en el intervalo (0,T) se obtiene la desigual-
dad

o1l <7 max [[f(7.2)[|+ 19, | (2.57)

0<t<T

Entonces pequefias variaciones en la norma de f'y ¢, inducen pequefias variaciones
en la norma de ¢, por lo tanto la solucién es estable. Si se consideran dos soluciones
O1y ¢, su resta @ = ¢; — ¢ cumple el problema descrito en la ecuacién 2.53 con
f=¢, =0,y de acuerdo a la ecuacién 2.57 ||@|| = 0, entonces la solucién es tnica.
La condicién de que el operador A sea positivamente semidefinido es necesaria para
la estabilidad de la solucién, pues si no se cumple, el operador tiene al menos un valor
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propio negativo y la funcién propia asociada a éste valor propio hace que la norma de
la solucidn crezca con el tiempo[59].

Con este resultado, si el operador que define el problema 2.36 es positivo semide-
finido entonces se garantiza la unicidad y estabilidad de la solucién.

Si escribimos el problema 2.36 de la forma descrita en la ecuacién 2.53

Ap=U-Vo+06¢—V-uve (2.58)
Definida en:
<I>—{(j) e C*(D), ug—Z—Unq):O enSf,ug—z:O enS+}CL2(D) (2.59)

Donde D = DUS es el dominio con su cerradura, y L, (5) es el conjunto de funciones
de cuadrado integrable, entonces calculando (A¢, ¢)

(A(p,q)):/D(pf]-V¢d?+/DG¢2d?—/D¢V-uV¢d7 (2.60)

Para el primer término del lado derecho usamos las propiedades descritas en las ecua-
ciones 2.44y 2.42,

/q)U-V(bd?:/¢V-(U¢)—¢2V~l7d?:/¢V~(U¢)d?
D D D
Aplicando la propiedad V- (fA) =A-Vf+ fV-A
/(/)V-(U(j))d?:/ V-((])zﬁ)d?—/ o0 -Vodr
D D D
— 1 —
/¢U~V¢d?: 7/ V.- (020)d7
D 2Jp
Usando el teorema de la divergencia
1 . 1 . 1
7/ V. (020)dF = f/qsz-ﬁdS: - / ¢2Unds+/ 02U dS|  (2.61)
2 Jp 2 Js 2 | Js* s

Y para el tercer término del lado derecho de 2.60 usamos 2.44 y el teorema de la
divergencia

—/ ¢V~,uV¢d?:/ y|V¢|2d?—/¢uV¢-ﬁdS (2.62)
D D S

Separando la dltima integral en s y Sy se aplican 2.39 y 2.40 obenemos

—/ ¢V-uV¢d7:/u|V¢\2d7—/_ 0°U,dS (2.63)
D D S

Sustituyendo en 2.60 las integrales 2.61 y 2.62 cambiando —U,, por |U,,|
(40.0) = [ ooar+ [ wivgPdr+ [ ¢uU,lds >0 2.64)
D D s
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Debido a que 1 > 0y o > 0, entonces el operador A es positivo semidefinido. Otra
consecuencia de que el operador sea positivo semidefinido es que algunos esquemas
de discretizacién basados en diferencias finitas preservan esta propiedad, y por lo tanto
es facil establecer la existencia, unicidad y estabilidad de la solucién del problema dis-
creto. Ademads es posible usar métodos de separacion de operadores por componentes
y por lo tanto, trasladar el problema de dos dimensiones a tres problemas simples de
una dimensién, lo cual siempre representa una ventaja computacional ya que ahorra
memoria y tiempo de computo[59].
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Capitulo 3

El método adjunto

El objetivo principal de la modelacién matemdtica en el problema de proteccién del
medio ambiente es la prediccion de las concentraciones de contaminantes nocivos y el
desarrollo de métodos que permitan evitar niveles de contaminacién peligrosos[59].

El método adjunto utiliza estimaciones duales (la directa y la adjunta) para calcular
las concentraciones de un contaminante en zonas ecolégicamente importantes. En la
meteorologia y la oceanologia, este método es aplicado por primera vez por Marchuk
[30]. Las estimaciones duales se completan una a otra bastante bien en la evaluacion y
control de la contaminacion. Las estimaciones directas utilizan la solucioén del modelo
de transporte de contaminantes y permiten realizar el andlisis exhaustivo de la situa-
cion ecoldgica en toda la zona. A diferencia de estimaciones directas, las estimaciones
adjuntas utilizan las soluciones del modelo adjunto y explicitamente dependen de los
pardmetros de modelo como el nimero de las fuentes, sus posiciones y sus tasas de
emision, y ademads, de la distribucidn inicial de contaminantes. Mostrando la contribu-
cion de cada fuente a la contaminacién de una zona, son muy eficaces para el estudio
de sensibilidad de un modelo a variaciones en sus parametros[59].

3.1. Espacio de Hilbert, identidad de Lagrange y
operador adjunto

Un espacio de Hilbert H es un conjunto de elementos que cumple las siguientes pro-
piedades[26]

= Es un espacio lineal

= Tiene un producto interior (f,g) f,g € H que asigna un escalar para cada par
de miembros

(fag) = (g’f)
(af7g) = a(fag)
(fl +f27g) = (flvg) +(f2’g)
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» (f,f)>0, sif#0

Un operador A es un objeto que asigna un elemento y de un espacio R’ a cada elemento
x de un espacio R, lo que se escribe como[26] y = Ax. Un funcional es un caso especial
que asigna a cada elemento un real y € R . Un operador es lineal cuando cumple

A(chl —l—ﬁ)@) = 0Ax —i—ﬁA)CQ
Y es acotado si cumple
[[Ax][ < M]|x]

La definicion del operador adjunto en un espacio de Hilbert (generalmente un espacio
de funciones con ciertas caracteristicas de integrabilidad y/o diferenciabilidad), tiene
como objetivo generalizar la propiedad que poseen las matrices transpuestas respecto
del producto interior en el espacio euclidiano real, es decir[59]

(Axvt) = (vaTy)

Donde A es una matriz real n x n, A’ es su traspuesta y x,y € R”

Dado un espacio de Hilbert y un operador L : H — H definido en un dominio
® C H, el operador adjunto de L es el operador L* : H — H definido en el dominio
®* C H que satisface la identidad de Lagrange[5][26]

(Lo,g) = (p,L'g) VoecdyVgecd* (3.1

3.1.1. Existencia del operador adjunto

Dado un operador L definido en @ C H siempre es posible construir un operador L*
definido en ®* C H que cumpla 3.1, si se define al conjunto ®* como el subconjunto
mas grande de H tal que cumpla con que el funcional f(¢) = (L¢,g) sea acotado

((Lp,8)| < Mcllol Vo e, Vged
Aplicando éste criterio a una combinacién lineal de dos elementos g1,g, € ©*

(Lo, agi +bg)| _ |al|(Le,g1)| + |b]|(L9,82)]
el - el

Entonces la combinacion lineal pertenece a ®*, y por su definicién 0 € ®*, entonces
®* es un subespacio lineal de H [59] El teorema de Riesz [39] asegura que para un
funcional lineal T existe un tnico elemento v € H tal que T(x) = (x,v) Vx€H ,
usando éste teorema obtenemos

< |a|My, +|b|My, (32)

f(@)=(Lg,g) = (9,v)

Entonces se define al operador L* : ®* — H como L*g = v, sustituyendo en la ecuacién
anterior obtenemos que cumple con la identidad 3.1.

(L(p,g) = ((P,V) = ((p’L*g)
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3.1.2. Unicidad del operador adjunto

El operador adjunto segtin la definicién dada no es tnico, pues restringiendo el opera-
dor L* definido en el dominio ©* a un subconjunto propio de ®*, se sigue cumplienado
la identidad 3.1.

Con el fin de establecer unicidad se supone que & es un subespacio denso en H y
se considera a L* con dominio maximal; es decir, @* es el mayor subespacio donde se
cumple 3.1. Bajo estas condiciones, si F* es un adjunto, entonces su dominio Dom -
pertenece a * (de lo contrario L* se puede expandir al subespacio Dom,, U®* y ®*
no serfa maximal), y por lo tanto, para g € Dom,, se tiene que [58][59]

(Lo,g) = (9,F'g) = (p,L"g), YVocd

es decir,
(p,F'g—L'g)=0, Voed

Por otra parte, si (¢,h) =0 V¢ € ®, entonces h =0.

Con este tltimo resultado se concluye que F*g — L*g = 0, es decir, F* es s6lo una
restriccion de L*; en este sentido L* es unico. Es importante destacar que, en general,
el operador lineal L y su adjunto son diferentes. Sélo en algunos casos particulares,
como el operador de Laplace con condiciones Dirichlet o Neumann homogéneas, se
tiene que L* =L (P* = P), en tales casos el operador L se denomina autoadjunto.

El caso L* # L para ®* = ® es importante, ya que se transmiten propiedades cuando
alguno de los dos operadores satisface una caracteristica, por ejemplo, si L es definido
positivo, entonces también L* es definido positivo[59]

(L*g,g) = (g,L"g) = (Lg,g) >0, Vgecd

3.2. Modelo adjunto para el transporte de
contaminantes

Ahora consideremos el modelo 2.36

d _,
FeDCR? 1e€l0,7] (3.4)
¢ € H CLy(Dx[0,T)) (3.5
Donde L,(D x [0,T]) representa el espacio de funciones de cuadrado integrable en
D x [0,T] con dos derivadas continuas en x y y, ademas de una derivada continua en ¢,

H es el subespacio de estas funciones que satisfacen ¢ (7,0) = 0 y las ecuaciones 2.39
y 2.40

[Ja—(p—Un(P:O enS
on
1eXi) +
‘U%—O enS
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Las regiones s y S se definen como la frontera donde el viento sale del dominio y la
frontera donde el viento entra al dominio, como se muestra en la figura 2.6 de la pagina
26

3.2.1. Modelo con coeficientes constantes

En el caso con U, U, o constantes se puede cambiar el problema al equivalente descrito
en la ecuacién 2.43

do U, -
u£—7¢=0 ens (3.6)
8(p U +

Definimos el operador

o) 2
=27 _uv
L 3 uv-o

El cual no es autoadjunto [20], por lo que se define a su operador adjunto L*

¢ 2
L*=—=-"—uv
ot uv-o

Es llamado operador adjunto ya que tiene la propiedad de que al utilizarse en la férmula
de Green junto con el par de funciones u,v € C*(D x [0,T])

//uL* ) — vL(u)drdt = // v——l—vquu—uquvdrdt (3.7

Utilizamos las siguientes identidades consecuencia de la regla del producto de la deri-

vada
d(uv) dv n Jdu
ot oJt ot
V- (WVu—uVv) = Vv-Vu+vV2u—Vu-Vv—uViv = vy —uv?

Sustituyendo en la ecuacién 3.7 e integrando el primer término respecto al tiempo, y
usando el teorema de la divergencia en el segundo

/OT'/DML*(V)—VL(u)d?dt: /uvdr —HL/ / 5 det (3.8)
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Ahora introducimos la funcién G, llamada funcién de Green para el operador L, tal que
cumple con

L(G(7,1;7,1))) = 86(F—7,)8(t —1,)
G(7,t;7,,t,) =0 para t<t, (principio de causalidad)

Tal que
0 Lo
(5, —V?)G(F.1:F1,) = 8(F—7,)8(t —1,)

Usando el cambio de variable T = —¢

G(#,1,;7,,7) =0 para 7>7, (principio de causalidad)

Usando la definicién del operador L* = ( -2 - Vz)

L*(G(#,1,:7,,7)) =6(F—7,)6(t—1,)

0°°07

Entonces G(7,1,;7,, t) es la funcién de Green del operador L*, también descrita por G*

Podemos obtener otra propiedad importante sustituyendo v = G*(¥,1; 7, ,t,) = G(¥,1,3 7, ,t)

shs
y u= G(7,t;7,,1,) en la ecuacion 3.8

// (137 1,)8 (F—7,)8(t —1,) — G(Fy 1,37, 1) (F— 7, )8 (1 — 1, )d7dt =

dG(7,t;7,,t R JG(7#,t,;7 .t
u/ /G(?,tl;a,t)i(r’anro 0)—G(7,t;r0,t0)7(ra; ") gsar

T

/G? 7,,t,)G(7,t,; 7, 1) dF

t=0

(3.9)
En el tercer término del lado derecho aplicamos principio de causalidad para G y G*,
que implica G(7,0;7,,t,) =0y G(7,1,;7,,T) =0

171
T

=0 (3.10)

G(7, ;7 7ot F 1) d7
/ 7.t VG(7,1,57,,1) rz:()

Dado que las condiciones de frontera descritas en las ecuaciones 3.6 dependen sola-
mente de las coordenadas espaciales, también se cumplen en las soluciones G*, por lo
que se pueden sustituir en el primer y segundo término del lado derecho de la ecuacién
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ta ) U, S
//GF LiF ) (rano b) s dr — / G, l,t)(—ﬁ)G(r,t,rO,to)det
S
U
+/ /7 G(7,1,;7 ﬂ)G(?,t,?wto)det
T oo IG(Fit 57 1) Un\ e
/O SG(r,t;ro,tO)#det / | 6@ tro,to)( ﬂ)G(r,tl,rl,r)dsclt
Un
+/ / 57,010 (50 ) Gty i, 1)dS dr
_ 2u
G.11)

Sustituyendo las ecuaciones 3.9 y 3.11 en la ecuacién 3.10, y utilizando las propiedades
de integracién del producto de una funcién por 8 se obtiene

G(7#,t,57),1,) = G(7,,1,57,,1,) (3.12)

Estas propiedades se pueden utilizar para encontrar la solucién u al problema descrito
por L al sustituir v = G* y Lu = h(#,t) en la ecuacién 3.8

T
/ / uS(7—7,)8(1 —1,) fG(?,tO;FO,t)h(?,t)d?dt -
0 JD

dG(7,t,;7, 1)
G ¥ =00 e dy
T

(3.13)
Usando las propiedades de integraci(’)n del producto de funciones por 6 en el primer
término del lado izquierdo, y G(7,1,;7,,t) = O parat > ¢, en el primer término del lado
derecho

/uG(rt 7, tdr
D

—

u(7,,t,
/ /G rto,ro,t rtdrdt+/ (7,0)G(7, to’?mo)d? (3.14)

L u dG(F,t,; 7, 1)
ﬂt/o /SG(r,tO;ro,t)%— 7(9; O’ 2 dSdt

Intercambiando los simbolos 7 con 7, y ¢ con #, y usando la propiedad descrita en la
ecuacién 3.12

u(f,r) =
/ /G 7,17, 1)) h(7, 1, )d7,dt, +/ G(7,1;7,,0)d7, (3.15)
du(¥,,t,) - 8G(r 1;7),1,)
—H.L/ /G 1;75,1,) arj 0 u(ro,to)TodSOdto

0

Donde a y dS, representan la derivada direccional y el elemento de drea respecto a

las Vanables 7.

De forma que encontrando la funcién de Green para un problema con sus valores
iniciales y de frontera, se pueden calcular las integrales descritas en la ecuacién 3.15 y
encontrar la solucién.
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3.2.2. Modelo con coeficientes variables
El operador adjunto L* se construye de la identidad de Lagrange 3.1

(Lo,g)=(9,L'g) VoecdyVged”

Con el producto interior en H definido como

T
(9. y)= / / pydrdt
0 D
De donde

T ps T . T T
(L¢,g):/ /g—(pd?dH—/ /gU-Vq)d?dt—i—/ /gc(])d?dt—/ /gV-(qu))d?dt
o Jp°” dt o Jo o Jp o Jp
(3.16)
Si integramos el primer término del lado derecho con respeto al tiempo, y definimos la
siguiente propiedad de g
g(~,T)=0 (3.17)

Se obtiene integrando por partes

/OT./D g%‘fd?dr: [ s® )01~ [ o706 (7007~ | T./D ¢§dmt:_ / ! / ¢%d7d;

Si se usa 2.44 para integrar el segundo término del lado derecho de 3.16 sobre D y se
usa el teorema de la divergencia seguido de aplicar las condiciones 2.39, 2.40 y 2.42

T . T T T _,
/ / U - Vodrdi — / / 20U, dSdi + / / g0U,dSdi — / / o0 - Vedrdr
o Jp 0 Js* 0 Js~ Jo Jp (3.18)

Usando la propiedad 2.44 obtenemos las dos igualdades
T o T T
/ /gV-(uV(]))d?dt:/ /v-(guw)d?dt—/ /,LLVg-V(bd?dt
o Jp 0o Jp 0 Jp

/()T/ngv.(qu)d?dt:/OT/DV‘(¢MVg)d?dt—/0T/DNVg'V¢d?dt

Relacionando éstas igualdades por el tltimo término y usando el teorema de la diver-
gencia seguido de aplicar las condiciones 2.39 y 2.40 obtenemos la integral sobre D
del dltimo término de la ecuacién 3.16

T T T g
/ / eV - (UV@)drd / / U, 0dSdi — / / 1628 asa
o Jp 0 Js- 0o Js+t' " dn

_/OT/Si.uq)%det—l—/OT/D(PV-(/,LVg)d?dt (3.19)

Si definimos las condiciones para g

u% =0enS (3.20)
,u%—l—Ung:OenS+ (3.21)
(3.22)
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Se obtiene [57]

T d _,
(L¢,g):/ /d) [agU~Vg+O'gV~(qu) drdt (3.23)
0 JD t
Si definimos P
Lg=—%~U-Vg+og—V-(uVg) (324

En el dominio ®* de funciones g € C2(D)NC'([0,T]) inmediatamente se cumple 3.1
El modelo adjunto en la regién D e intervalo de tiempo [0, T] se establece igualando
L*g con un forzamiento p(7,t) el cual se debe definir [31][32][29]

98

5 U-Vg+0g—V-(uVg) = p(7,t) en D x [0,T] (3.25)
g(AT)=0en D (3.26)
y% =0enS (3.27)
on
P
w2 4 Ug=0ens’ (3.28)
on

Comparamos ahora el problema original de las ecuaciones 2.36-2.40 con el problema
adjunto de las ecuaciones 3.25-3.28 en el caso cuando f(7,1) =0y p(7,7) =0.

Notemos que después de la sustitucién t = T — ¢ en la ecuacién 3.25, el problema
adjunto se diferencia del problema original 2.36-2.40 sélo en el signo de la velocidad
del viento U. Asi, la parte de salida S" (ola parte de entrada S ) para la ecuacién
2.36 es, en el mismo tiempo, la parte de entrada S (la parte de salida S+) para la
ecuacion 3.25. Esto explica el reemplazo de las condiciones de contorno 2.39 y 2.40
del problema directo descrito en las ecuaciones 2.36-2.40 con las condiciones 3.27 y
3.28 para el problema adjunto descrito por las ecuaciones 3.25-3.28.

Ademas, se deduce de aqui que el problema adjunto esta bien planteado en el senti-
do de Hadamard sdélo si se resuelve en la direccion de tiempo opuesta: det =T at = 0.
Mis adn, con los cambios ' =T —t y U’ =—U , el modelo adjunto 3.25-3.28 adoptara
la misma forma que el modelo de transporte 2.36-2.40. Por lo tanto, se puede probar la
existencia, la unicidad y la estabilidad de la solucién del modelo adjunto de la misma
forma que se hizo en la subseccién 2.7 de la pagina 29.

3.3. Principio de dualidad y particularidades de las es-
timaciones duales

Sea Q C D una zona ecolégicamente sensible en el dominio D, y sea (T — 7,T) un
intervalo de tiempo de longitud 7. Si @(7,¢) es una funcién positiva en el dominio

Qx (T —1,T), tal que
T
/ / o(7,t)drdt = 1
JT-1JQ
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Entonces la integral
T
J(0) = / / o (7.1)9 (7.1)d7d
T—-1tJQ

Representa la concentracién promedio del contaminante ¢(7,¢) en la zona Q y el in-
tervalo (T — 7,7) [57]. Si multiplicamos la ecuacién 2.36 por g(7,7) e integramos en
D x[0,T].

T a . T
/ / g2+ gU(F.1) - Vo + 60 — gV - uVgdids = / / o (F,1)d7dr
o Jp°ot o Jp
Usando la definicién descrita en la ecuacién 2.37 y evaluando la integral sobre D
T 9 L . NoTo
| 5045000 -Vo+g00—gv-uVodia =Y. [ g0 (3:29)
i=1
Empezando en el segundo término de la ecuacién 2.36 usando 2.44

/()T/Dgl?-VW?dt:/OT/DV.(¢gl7)d7dt—/0T/D¢v.(g(7)d7dt

Usando de nuevo las ecuaciones 2.44 y 2.42 en el segundo término del lado derecho de
la ecuacién anterior

T T T
/ /q)Vo(gU)d_r’dt:/ /¢gV.U+¢vg-Ud7dt:/ /¢vg.Ud7dt
0 JD 0 JD 0 JD

Entonces obtenemos

T T T
/ /gU-Vq)d?dt:/ /V.(¢gu)d?dt—/ /(])Vg-Ud?dt
0 D 0 D 0 D

Aplicando el teorema de la divergencia

T . T T N
/ / U - Vodrdt — / / 0UdSdt — / / 0Vg.Tdidi  (3.30)
0 D 0 S 0 D

Ahora en el cuarto término de la ecuacién 2.36 usando la propiedad mostrada en la
ecuacién 2.44

/OT/DSV'(IJVQ))d?dt:/OT/DV.(g‘uV(p)d?dtf/OT/D‘uvg.Vd,dth

Volviendo a usar la propiedad de 2.44 en el segundo término de la ecuacién anterior

/OT/DlJVg'V¢d7dt:/OT/DV.(¢;,LVg)d7dt—/0T/D¢v.(uvg)dmt

Sustituyendo en la ecuacidn previa

T T T T
/ /gV~(/.LV¢)d?dt:/ /v.(guw))d?d;—/ /V~(¢qu)d?dt+/ /¢V~(/.LVg)d?dt
o Jp 0o Jp 0 Jp 0 Jp
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Usando el teorema de la divergencia y las condiciones de frontera, descritos por las
ecuaciones 2.40, 2.39, 3.27 y 3.28

/()T/DgV~(uV¢)d?dt:/()T/SigUn(j)deH—/oT/ﬁ ¢U,,gdet+/0T/D¢V~(qu)d7dt

/OT/ng-(uvmd?dz:/()T/g¢gUndet+/()T/I;¢v-(uvg)d?dz 3.31)

Sustituyendo en la ecuacién 3.29 usando las ecuaciones 3.30 y 3.31

rr d¢ _ . NoT
J) [,¢5; ~0Vs U tso0—0v-(uvgrar =Y. [Csmnoina 332

Ahora calculando la integral sobre D x [0, 7| del modelo adjunto 3.25 multiplicado por

T dg T
/0/[)—¢E—¢U~Vg+¢cg—¢v-(qu)drdt—/0 /D(])p(r,t)drdt (3.33)

Restando la ecuacion 3.33 de la ecuacion 3.32

// —|—¢—ddt Z/ (7. 1) Oi(t dt—/ /(])prtdrdt (3.34)

Usando la regla de Leibnitz en el lado izquierdo de la ecuacion e integrando

I [622 0% arai= [ [ 2 agai= [ o100 1) [ o 000070007

Aplicando las condiciones iniciales de la ecuacion 3.26 y sustituyendo en la ecuacién
3.34

T N T
Jy Jownr@nara =Y. [ e [ g00¢ 00 ¢33

Si el forzamiento del problema adjunto p(7,t) se define como [54]

o) = {g’m i () € Qx (T = 2.7)

. (3.36)
En caso contrario

Entonces la férmula 3.35 conduce a una estimacién de la concentracién promedio del
contaminante ¢ (7,7) en la zona Q e intervalo de tiempo (T — 7,T) [54]

N
6= [ T_T I o090 =Y. / ' e(B0)0i(0)di + | 8(7:0)0,(d7 (3:37)

En el caso particular cuando @(7#,¢) = 1/(7|Q|), donde |Q| es el drea de Q, obtenemos
las estimaciones equivalentes o duales [31][54], la estimacion directa es

T 1 . .
J q)):/T_T/Dm(p(r,r)drdt (3.38)
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Y la estimacién adjunta

N T
J9)=Y /0 ¢(7,1) () dr + /D 2(7,0)¢, (7)d7 (3.39)
i=1

La concentracién promedio del contaminante se puede estimar con la condicién inicial
¢, las tasas de emision de las fuentes Q;(¢) y la solucién del modelo adjunto g(7,).
Notemos que la estimacién adjunta 3.39 sélo usa los valores g(7;,¢) y g(7,0), es decir
que depende de la solucién adjunta en los nodos 7; y la solucién adjunta en el momento
t = 0 respectivamente [54]

El hecho de que el problema adjunto de las ecuaciones 3.25 - 3.28 puede resolverse
para cada zona de importancia ecoldgica como se muestra en la figura 3.1, donde la
zona sensible se representa por el rectingulo ubicado en el parque Colomos de Guada-
lajara, y las curvas de nivel representan el valor de g en 2 momentos, las lineas sé6lidas
representan # = 180min y las lineas punteadas representan ¢ = 210min. Estas curvas de
nivel son independientes del niimero de plantas industriales, las tasas de emision y sus
posiciones. Los valores de g(7,¢) representan la influencia de una fuente en el punto
7 al tiempo ¢ sobre la concentracién promedio en la regién de interés, lo que las hace
eficientes en el estudio de sensibilidad de la solucién, por ejemplo, cuando se analizan
la N-dependencia, la r,-dependencia y/o la Q,-dependencia de la concentracién en la
zona [54].

Mientras las estimaciones directas requieren la solucion del problema de transporte
de contaminantes 2.36-2.40 y permiten realizar un andlisis exhaustivo de la situacién
ecoldgica en toda la zona, las estimaciones adjuntas usan sélo soluciones al problema
adjunto y son eficaces y econdémicos en el estudio de sensibilidad problema [31]. A
veces la estimacién 3.39 proporciona una respuesta inmediata a un problema no trivial
[54].
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a)

Distancia al norte, 23400 m

Distancia al este, 24000 m

Figura 3.1: Isolineas de la solucién del problema adjunto g(7,¢) calculada para el
parque Colomos en la ciudad de Guadalajara en t = 7 — 60min (lineas punteadas) y
t =T —90min (lineas continuas); T = 270min. Los valores de g(¥,t) representan la
influencia de una fuente en el punto 7 al tiempo ¢ sobre la concentracion promedio en
la regién de interés definida por un rectdngulo en el parque Colomos[53], esta solu-
cién fue calculada para un viento climdtico de temporada himeda, con una velocidad
de 3.5% y direccién del sureste hacia oeste. El coeficiente de difusi6n utilizado fue

u= 600”’72, la difusion causa la extension del drea mostrado por las curvas de nivel. Es
importante recordar que la solucién del problema adjunto se obtiene con una inversién
del tiempo #' = —t y de la velocidad del viento U = —U, esto explica que la difusién
actde de tiempos posteriores hacia los tiempos iniciales (primero las lineas continuas y
luego las lineas punteadas)

3.4. Sensibilidad de las estimaciones

Definiendo la variacion de un funcional J con dominio ¢ como[41]
d !
0J(¢) = %J(¢+T5¢) TeR, ¢,0° €D (3.40)
7=0

Aplicandolo a la ecuacién 3.38, sea ¢ una solucién del problema 2.36 con condiciones
iniciales ¢, y N fuentes de contaminantes con intensidades Q;. La funcién ¢’ también
corresponde a una solucién del problema 2.36, pero con condiciones iniciales (})(; y N

44



fuentes de contaminantes con intensidades Q!
/ T
= ———¢'drdt = J(¢)
7=0 0 T|Q|

d T 1 N
6J(¢):M[/O /DTm((iH—T(b)drdt}
(341

Usamos la ecuacion 3.37 para describir al funcional J(¢’) mediante su dependencia
con las intensidades de las fuentes de contaminantes Q} y condiciones iniciales q)(;

t)drdt = / g(#,1) dt+/g 7)d7 (3.42)
0= [ f e =3,

Donde g(7,¢) es la solucién al problema adjunto. 6J(¢) es una variacién de la con-
centracién de contaminacién en la zona Q, y se muestra que depende unicamente de
perturbaciones en la contaminacién inicial ¢, (7), en las tasas de emisién Q;(t) o en el
nimero de plantas industriales N [57].

Denotemos ahora por 7 y 7’ los puntos de dos posiciones diferentes de las plantas
industriales. Entonces, la 7;-dependencia de la concentracién J(¢) se puede expresar
como

Z/ g(7' 1) — g(Fi,1)] Qi(r)dt (3.43)

Las ecuaciones 3.42 y 3.43 son vélidas para variaciones arbitrarias.

Vale la pena analizar la sensibilidad de J(¢) respecto a errores en la medicién de
los parametros u,o, U y f del modelo. Tomemos una solucién ¢ del problema 2.36 y
una solucién ¢ = ¢ + ¢’ del problema con perturbaciones en los parimetros [57].

2040+ 0 +T) V(6 +0) o+ )0 +0) V- [ +HIV(0+9)] = /'

(3.44)
90(7,0)+¢'(7,0) = ¢,(F) + ¢, (7) (3.45)

0
u%(tb +9')~Un(9+9¢')=0enS" (3.46)
”i((p +¢')=0enS (3.47)
ZSQ, +ZQ, 8(7—[Fi 4 67)) (3.48)
feDCR? te[0,T] (3.49)
Wl<u, |dl<o, |U<|Ul, |fI<f (3.50)

Donde S representa la frontera del dominio D y estd separada en s y S como se
muestra en la figura 2.6 (pagina 26). Se afiade la suposicién de que en el problema
descrito en las ecuaciones 3.44-3.48, U’ y u se reducen a cero en la frontera S. Si
las perturbaciones U’,¢', u’,0’, ¢, ,7; son pequefias respecto a los valores reales, ésto
permite descartar las perturbaciones de segundo orden [57].
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a(P 8¢/ o 7 Ty
<8t+at)+(u-v¢+u-v¢ +U -W))

+(co+0'9+0¢") = (V-u'Vo+V-uve'+V.uve)=f+/
Restando la ecuacidn 2.36 (pdgina 25)

887(6/4‘((7-V¢/+[7/.V¢)+(G/¢+G¢/)_(V.u/v(b_’_v.uvq),):f/

Ordenando por términos dependientes de ¢ y ¢’ multiplicando por g e integrando sobre
D x [0,1]

T 00’ . T i
/ / 857 +gU-Vo'+go¢’—gV-uve'drdt = / / gf —gU' -Vo—go'¢+gV-u'Vodrdt
o Jp o Jp
(3.51)
Siguiendo el mismo proceso mostrado en las ecuaciones 3.29 a 3.32 del lado izquierdo
de la ecuacion

T a ! . T .
/ / g3~ 9'0-Vg +500' ~¢'V-uVgdid = / / ¢f —gU' -Vo—g0'0+gV-u'Vodrds
o Jp o Jp
(3.52)
Integrando por partes el primer término del lado izquierdo y usando la condicién inicial
adjunta g(¥,T) =0

" e drar = [ o7 1)0' 7 oo ovdi— | [ o284
/0 /ngdrdt—/Dg(r,T)tp (7, T)—g(7,0)¢ (r’o)dr_/o /D¢ Edrd[

(3.53)
T /ag — — ! /= —
:/ /—(]) —drdt—/g(r,O)(I) (7,0)d7
0o Jp ot D
Sustituyendo en la ecuacién 3.52
T /98 17 / / ’ -
/ / -0 8——(]5 U-Vg +god —¢'V-uVgdrde
0 /b ! (3.54)

T .
— [ [ af ~50"- Vo~ 00 +V - w'Vodidr+ [ ¢(7.0)¢/(7,0)aF
0 JD JD

Aplicamos las ecuaciones 3.33, 3.36 y 3.38 sobre el lado izquierdo de la ecuacién
T 198 / ﬂ / / -
/0 /D—¢ 5, Ve Utgog' —¢'V.(uVg)drdt

:/()T/D¢’p(?,t)d?dt:1(¢’)

Y el primer término del lado derecho de 3.54 se calcula usando la definicién 3.48

(3.55)

T / T Al / il /
/O /Dgfd?dzz/o ./D;g(?',t)Qi(t)S(?—?})—&—l;g(_r',t)Qi(t)(S(?—[‘r’i—i—?,- )drdi

T N N
_ /0 Y g7 Q1)+ Y. g(Fi 4+ 7' 1) Qi(t)dr

i=1 i=1



Sustituyendo la aproximacion lineal g(7 +7',t) ~ Vg(,t) - 7’

T T N N
fy Jyerara= [ Y amagio+ Vet mowa 6o

Sustituyendo las ecuaciones 3.55, 3.56 y 3.41 en la ecuacién 3.54 obtenemos

N T
310) =10 = X [ snelar+ [ &0

N

+Z/.

T T ' rr! / / —
Y, Vet 7] 0t~ [ [ ¢{0"-V9+0'0 - V- [u'Vol} dra

(3.57)

Esta formula de sensibilidad muestra la contribucién de las pequefias perturbaciones
Qi) yU',¢',1, 0, é,?," a la variacién 6J(¢) en la zona Q. Los dos primeros térmi-
nos en el lado derecho de la ecuacién 3.57 coinciden con la ecuacién 3.42 y demuestran
el papel de las perturbaciones en las tasas de emision Q}(¢) y la contaminacién inicial
(])(;, el tercer término representa las contribuciones por perturbaciones en la ubicacién

de las fuentes. El dltimo término representa el efecto de las perturbaciones U, uw'yo
y es el unico término en 3.57 que utiliza la solucién del problema no perturbado en el
dominio D x (0,T). Sin embargo, si U’ = u’ = 6’ = 0 en todas partes del dominio D
entonces la solucién ¢ (7,¢) no se utiliza, y el problema adjunto 3.25-3.28 es el tinico
problema a ser resuelto [S7][35].
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Capitulo 4

Aplicaciones del método adjunto
en la estimacion de la
concentracion de contaminantes

En este capitulo se muestran aplicaciones del método adjunto para estimar el impacto
de concentraciones de contaminantes en una regién de interés, como el caso de un
derrame petrolero o las emisiones vehiculares. El método adjunto también se puede
utilizar para detectar fuentes de contaminantes que sobrepasen una tasa determinada de
emisiones, esto se puede utilizar para detectar una fabrica que emite mas contaminantes
de los permitidos por una norma sanitaria.

También es posible determinar la mejor posicién para ubicar una nueva fuente de
contaminantes, de tal forma que la concentracién promedio no viole las normas sanita-
rias en una regién de importancia.

4.1. Derrame de petroéleo

El transporte maritimo de petréleo ha aumentado en los dltimos afios, y también los
estudios sobre la difusion de los derrames de petréleo[9][10]. La concentracién media
de petréleo en las zonas ecoldgicamente sensibles (zonas de pesca, turisticas, etcétera)
se pueden obtener con las estimaciones descritas en las ecuaciones 3.38 y3.39.

Consideremos un problema de derrame en una dimensién. Sea D = [a,b] un seg-
mento de recta que representa la trayectoria de un petrolero, y x, el punto de un acci-
dente, Q = [y, y+ ] es un intervalo que representa una zona ecolégicamente importante
en D, el petréleo se propaga con una velocidad constante y positiva U a lo largo de el
eje x. Con el fin de simplificar el problema e introducir de forma mas sencilla la estima-
cién con el método adjunto, no consideraremos el proceso difusivo ni el de decaimiento
(4 =0 =0) en laecuacién 2.8, el problema se reduce a

0 0
£+U~a—f =Q(t)0(x—xp)
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Suponiendo que en todo el proceso la concentracién de petréleo es cero en los extremos
¢(a,t) = ¢(b,t) =0y que la concentracién es cero en todos los puntos al momento
inicial ¢ (x,0) = 0, la concentracién media del petréleo estd dada por [47]

h
s0)=7 [ ote ) @1

En la zona Q para t = T, definiendo el producto interior de dos funciones como

0.6)= [ o5

Para definir el operador adjunto A* utilizando la identidad de Lagrange (A¢,g) =
(¢,A*g)[48], encontramos que el operador A¢p = Ud¢/dx es antisimétrico, es decir
que cumple A* = —A, por lo tanto —A es el operador adjunto y (A¢,g) = (¢, —Ag)

Siguiendo el enfoque adjunto[47], se considera en el dominio [a, ] x [0,T] el pro-
blema adjunto

9g 9g _

-, U 5=

Definiendo las condiciones de frontera g(a,t) = g(b,#) = 0 y la condicién inicial ad-
juntaent =T.

0

L/h, six€[y,y+h]

4.2)
0, de otro modo

86 T) =q(x) = {
La solucién se puede encontrar mediante el método de curvas caracteristicas, y es
g(x,t) = q(x+U(T —1)), que representa un escalon que se mueve a velocidad U en
la direccion opuesta al movimiento de la mancha ocasionada por el derrame. Siguien-
do el mismo procedimiento que en la ecuacién 3.35 con las condiciones descritas en la
ecuacion 4.2 se obtiene

T T
16) = [ ste0.000)dt = [ glao+U(T ~1)0(0)dr 43)

Esta estimacidn vincula la concentracién promedio de contaminante en la regién €2 con
el valor de la solucién del problema adjunto en el punto del derrame[48]

U U

Q Q
a a

Figura 4.1: Dos casos de el movimiento de la mancha de petréleo, a la izquierda se
muestra un caso inofensivo para Q y a la derecha un caso peligroso para Q

Hay dos variantes para el comportamiento de la concentracién de contaminante en
Q dependiendo de la direccién de la corriente y la posicion relativa del derrame, en la
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figura 4.1 se puede observar que para un caso el derrame es inofensivo para 2 dado que
la direccién de U aleja la mancha de petréleo de la zona sensible, mientras que para el
otro es peligroso pues la mancha se acerca a Q2.

Esto se puede concluir de la ecuacion 4.3 dado que en el primer caso g(x,,z) =0
para t € [0,T], y por tanto J(¢) = 0, que quiere decir que € no serd contaminada,
en el segundo caso g(x,,t) = 1/h parat € [t,At]| donde T = (y—x,)/U es el tiempo
necesario para que la mancha llegue a la zona, y At = h/U el intervalo de tiempo que
tarda en llegar al otro extremo de la zona sensible. Esto da como resultado la estimacién

10) =5 [ ewar

Entonces la solucién g al problema adjunto determina la sensibilidad de la concentra-
cidén respecto a variaciones en el lugar del accidente x,, y la tasa de vertido del petréleo
QO(r) [47], de igual forma se puede utilizar para estimar la concentracién de un agente
biolégico para biorremediacion [34][35].

4.2. Estimacion adjunta y respuesta del modelo de de-
rrame de petréleo en dos dimensiones

El derrame de petréleo en dos dimensiones se describe mediante una funcién de con-
centracién de contaminantes ¢ con dominio acotado D € R? y su frontera S = 9D, para
una fuente de petréleo ubicada en el punto 7, = (xp, o), utilizando el modelo descrito
en las ecuaciones 2.36, 2.37 y 2.42 en la pagina 25.

%d) +U-Vo+o¢p —V-uVe = f(#,1) 4.4)
f(7,1) = Q(t)d(F —TFo) (4.5)
V-U=0 (4.6)
¢(7,0)=0 4.7)
,ui(j)—Unq):Oen S~ (4.8)
an

,ui(]) =0enS* 4.9

on

Y como se muestra en el modelo adjunto 3.24 en la pagina 40.

d "

—5,8=U Vetog—V-uVe=p(#i) (4.10)
2(AT) =0 @.11)
.u%g:OenS* (4.12)

/.L%g—&—Ung:OenSJr (4.13)
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La frontera esta descrita por S, y separada en dos partes, s y S como se describe en
la figura 2.6 de la pagina 26

Haciendo las mismas operaciones que se usaron para obtener 3.35 y aplicando las
condiciones de frontera obtenemos [48]

T T
/0 /D p(7.0)0 (7. 1)dFdt = /0 ¢(7,.)0(t)dr (4.14)

Si definimos p de la forma
1/(7|Q i(7,t)eQx(T—1,T
p(m{ /(Tl). si (7)€ Qx (T —7.7) @1s)

0, de otro modo

El lado izquierdo de 4.14 es equivalente al valor medio de la concentracién de conta-
minante en Q en el intervalo (T —1,T)

_ N
19)= gy [ oadra .16)

De tal forma que se podemos calcular J(¢) usando el lado derecho de la identidad 4.14

J(9) = /0 " o7 000 dr 4.17)

Debido a que los problemas 4.4 y 4.10 son lineales, tenemos

T

8J(9)= | 8(,1)8Q(r)drt

donde 8J(¢) es una variacién en la concentracién del contaminante y §Q(¢) es una
variacion en la tasa de vertido del petrdleo, de tal forma que g es una funcién que
describe la respuesta en la concentracion del contaminante respecto a variaciones en la
tasa de vertido de petréleo.

También si suponemos que la tasa de emision es constante en el tiempo obtenemos
de 4.17 [48]

=0 e 0t

La figura 4.2 muestra la solucién directa (linea continua) y la solucién adjunta (linea
punteada), la solucién directa depende de la ubicacién 7, de la fuente contaminante,
mientras la solucién adjunta depende solamente de la region de interés, es decir que
fijando una posicion de la fuente la solucién nos da la concentracién del contaminante
en todo el dominio, mientras que si fijamos la regién de interes €, su solucién nos dice
la influencia de cada punto 7, en concentracion promedio del contaminante de Q, por lo
que no hay que volver a resolver el problema para conocer la concentracién promedio
en Q en caso de un derrame en cada punto 7..

51



Figura 4.2: Las lineas sdlidas representan las isolineas de la solucién al problema ¢,
las lineas punteadas representan las isolineas de la solucién al problema adjunto g. ry
es la fuente de contaminante, y Q la region de interés para conocer la concentracion de
contaminante [48]

. En este ejemplo el viento va de noreste a suroeste, lo que explica que las curvas de
nivel se vean “arrastradas” hacia esa direccidn, la expansion del drea contaminada en
todas las direcciones se debe al fendmeno de difusion.

4.3. Aplicacion de las estimaciones duales

El método directo y el adjunto se complementan entre si en el estudio de derrames de
petréleo, cada método tiene sus propiedades y es importante saber cudl es el idéneo
a utilizar dependiendo de la situacion. Algunas de éstas situaciones y el método mas
conveniente para éstas se analizan en la siguiente subseccion.

Asf como en la ecuacién 4.2 es conveniente resolver el problema 4.4 para conocer
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la concentracion de contaminantes en todo el dominio, en muchas zonas sensibles, o si
se requiere calcular el tiempo disponible para tomar una medida preventiva [48][56].
Si se resuelve 4.10 se tiene la ventaja de que el problema no depende de la tasa de
derrame Q, ni de 7, y por lo tanto se puede resolver para una zona sensible, y luego
hacer una estimacién rapidamente para cualquier accidente usando la ecuacion 4.17

4.3.1. Busqueda de la parte mas peligrosa en la ruta de un buque
tanque

En la situacién de un buque tanque con una trayectoria dada, bajo la suposiciéon de U, Q
constantes, buscamos cual es el punto de la ruta mas peligroso, es decir que un derrame
en ese punto presenta una concentracién mayor de contaminante en la zona de interés
Q [56].

Si creamos una malla compuesta por K puntos que representa la ruta de el buque,
para calcular el impacto de un derrame en cada uno de los puntos usando el método
directo hay que resolver K veces el problema 4.4 y la integral 4.16 para luego obtener
el mdximo valor de J(¢) para cada una de estas soluciones.

En el caso de utilizar el método adjunto, solo es necesario resolver una vez el pro-
blema de la ecuacién 4.10 y calcular K veces la integral 4.17 para encontrar cual es
el punto que presenta un valor menor de J(¢), éste esquema requiere K veces menos
ejecuciones para obtener la evolucion del problema, lo cudl se vuelve importante si K
es un nimero grande, especialmente si el problema es tridimensional [48].

4.3.2. Propagacion de petréleo con velocidad climatica

En el caso en que el problema tiene U constante, o se tienen identificadas las velocida-
des de la corriente durante el afio [48], se puede resolver el problema adjunto para cada
combinacién de velocidades y zonas Q y almacenarlas, incluso es suficiente guardar
los valores de la solucién g solo en los puntos 7 que pertenecen a la ruta del buque, y
si sucede un accidente en uno de esos puntos, se pueden cargar los valores de g en ese
punto para la zona Q de interés y utilizar la ecuacién 4.17 para estimar la concentracion
de contaminante causada por el derrame [48].

4.3.3. Dependencia de la concentracion J(¢) respecto a Q(t)

Para cuantificar el cambio en J(¢) dada una variacién en Q usando el método directo,
hay que calcular la solucién del problema para cada Q. Utilizando el método adjun-
to solo se debe resolver una vez el problema 4.10 y luego la integral descrita en la
ecuacion 4.17 para cada Q(¢) que se quiera evaluar.

Ademds, se puede utilizar para conocer la relacién entre la concentracién J(¢) y el
tiempo que dura el derrame de petréleo, mediante la ecuacion [48]

19)= [ st 00w
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4.4. Impacto de emisiones vehiculares

Hay mucho trabajo dedicado a estudiar politicas de control de emisiones [42, 19], es-
timar las emisiones vehiculares [11, 4, 18, 38], y prediccién de concentracién de con-
taminantes derivados de las emisiones vehiculares [61, 22]. Hay varios modelos de
transporte de contaminacién en aire, tanto estadisticos[25, 33] como dindmicos[28, 62,
1].

4.4.1. Monoxido de Carbono

Como se menciona en la seccion 1.1 en la pagina 6, el CO es de los contaminantes mas
peligrosos y abundantes generados por los automdviles, en [7] se analiza la dispersion
de este contaminante en la ciudad de Guadalajara, Jalisco utilizando el modelo directo
de la ecuacién 2.36, asi como el modelo adjunto de la ecuacién 3.25 para estimar el
efecto de la emision de contaminantes en el centro histérico (CH) de la ciudad [54].

4.4.2. Modelo en dos dimensiones

De los pardmetros utilizados en las ecuaciones 2.36 y 3.25, se ha encontrado en experi-
mentos numéricos que la parametrizacién o ¢ es bastante buena para modelar deposi-
ci6n o degradacion de mondxido de carbono, diéxido de azufre, plomo y carbdn [44].
En el caso de las funciones i (7) y o(¥), se ha encontrado que son muy complicadas
de estimar exactamente, por lo cual se suelen aproximar a valores constantes en toda la
region [27].

Para el término de adveccién U - V¢ se han corrido experimentos numéricos con dos
tipos de viento climaticos, vientos de temporada de lluvia (junio-septiembre), y vientos
de temporada seca (octubre-mayo)[6]. Las fuentes de contaminantes fueron aproxima-
das siguiendo la metodologia de la Agencia de Proteccién Ambiental de EEUU [11], el
cual estima las emisiones de distintas clases de automéviles de acuerdo a su peso y ki-
lometraje, tomando esta informacién junto con el reporte [4] para las avenidas Avenida
Vallarta (puntos V1-V15), Avenida Lazaro Cardenas (LC1-LC14), Calzada Indepen-
dencia (CI1-CI15), Avenida Lopez Mateos (LM 1-LMS) y Avenida Javier Mina (J1-J5).
Se obtiene que el intervalo de emisién en estas avenidas es de 17.8g/s —28.9g/s donde
el maximo corresponde a la glorieta Minerva y la Avenida Lazaro Cardenas [54].

54



Av. Vallarta

Figura 4.3: Diagrama de las avenidas de la ciudad de Guadalajara consideradas como
fuentes lineales de CO: Avenida Vallarta, Avenida Lazaro Cardenas, Calzada Indepen-
dencia, Avenida L6pez Mateos y Avenida Javier Mina [54].

Definiendo las fuentes de contaminantes como las avenidas de Guadalajara, tene-
mos i fuentes lineales R; que corresponden a los lugares geométricos de las avenidas
como se muestra en la figura 4.3. La intensidad de las fuentes se define con la funcién
Q;i(7,t), de forma que la emision total de una calle estd dada por [5]

/R o

Y al sustituir e integrar en la ecuacién 2.36 obtenemos de forma similar a la ecuacién

2.48
i/D(;,d?:lf‘i/&Q,~(?,t)arl—/I__)m;;d?—/s+ U,9dS

Esta ecuacion describe la evolucion temporal de la cantidad total de contaminante en el
dominio. Si el problema 2.48 se multiplica por ¢, de la misma forma que en la ecuacién
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2.50, se obtiene

a 207 — : (7 7 2 2\ 3= 2
5./1)‘15 dr—2;/&_Q,(r,t)¢(r,t)dl—2./D(6¢ + 1|Vl )dr_/S|Un|¢ ds

De acuerdo con estas ecuaciones, la concentracion total de contaminante aumenta di-
rectamente con la intensidad de las fuentes, y decrecen si aumentan los parametros ¢
o U, asi como la velocidad del viento U, en la frontera.

Para resolver este problema numéricamente, el dominio D se sustituye por una
malla, con los puntos 77, de forma que las fuentes lineales se pueden proyectar sobre
la malla y quedar de la forma

Sustituyendo en la relacién 3.39 obtenemos:

261 / (7,10, dt—i—/gqu)O 7)d7 (4.18)

llj

Se observa en las figuras 4.4 y 4.5 como la concentracién es mayor en la cercania de las
avenidas mostradas en la figura 4.3, y como el contaminante aumenta en la direccién
U por efecto del viento, ademds de extenderse por el término de difusién pu

56



Distancia al norte,23 400 m

(a) Distancia al este,24 000 m

Figura 4.4: Isolineas de la solucién ¢ (7,¢)[g/m?] del problema directo 2.36 en la
ciudad de Guadalajara con las principales avenidas como fuentes de contaminantes,
T = 180min [54], esta solucidén fue calculada para un viento climdtico de temporada
himeda, con una velocidad de 3.5% y direccion del sureste hacia oeste. El coeficiente

. ., . 2 . .. 2 Py
de difusioén utilizado fue 4 = 600’%, la difusién causa la extension del area mostrado
por las curvas de nivel.
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Distancia al norte,23 400 m
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(b) Distancia al este,24 000 m

Figura 4.5: Isolineas de la solucién ¢ (7,¢)[g/m?] del problema directo 2.36 en la
ciudad de Guadalajara con las principales avenidas como fuentes de contaminantes,
T = 180min [54], esta solucién fue calculada para un viento climatico de temporada
seca, con una velocidad de 2.0% y direccion del suroeste hacia el este. El coeficiente

de difusion utilizado fue yu = 350”’7, la difusion causa la extension del area mostrado
por las curvas de nivel.

Si quisieramos definir la regién del centro histérico como Q para estimar la con-
centraciéon promedio del contaminante, la podemos expresar como

_ 1 T - -
19)= g /T -~ /Q 0 (7,1)drdi

Y si quisieramos conocer la contribucién individual de cada avenida o punto de ésta
a la concentracién promedio de contaminante, tendriamos que correr un experimento
con tnicamente esa fuente R;, lo cual implica un gran costo computacional.
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4.4.3. Solucion del problema adjunto

Si el experimento numérico se hace con el problema adjunto 3.25, recordando que la
evolucién de éste problema se calcula “hacia atrds” (de t = T a t = 0, definiendo el
forzamiento p(7,t) de la misma forma que en 4.15 En el caso de g, llamada funcién
de influencia, representa el peso o contribucién de una fuente colocada en 7 en tiempo
t a la concentracién de el contaminante en la regién Q. Entonces se puede observar
en la figura 4.6 que las avenidas que mads contribuyen a la contaminacién del centro
histdrico con el viento de temporada himeda son el oriente de avenida Vallarta, Lazaro
Cérdenas, Javier Mina y el sur de Calzada Independencia.
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Figura 4.6: Isolineas de la soluci6n g(7,¢)[1/m?] del problema adjunto 3.25 en la ciudad
de Guadalajara con la regién del centro histérico HC como forzamiento p, las lineas
punteadas representan isolineas de g en r = T — 60min, las lineas sélidas representan
isolineas de g ent = T — 120min, con T = 180min en este experimento [54], esta solu-
cién fue calculada para un viento climdtico de temporada himeda, con una velocidad
de 3.57 y direccién del sureste hacia oeste. El coeficiente de difusi6n utilizado fue

u= 600’"72, la difusién causa la extension del drea mostrado por las curvas de nivel. Es
importante recordar que la solucién del problema adjunto se obtiene con una inversién
del tiempo #' = —¢ y de la velocidad del viento U =—U, esto explica que la difusién
actde de tiempos posteriores hacia los tiempos iniciales (primero las lineas continuas y
luego las lineas punteadas)

Para la temporada seca, la figura 4.7 muestra las curvas de nivel de la solucién g,
donde se muestra que las avenidas que mas contribuyen son el sur Calzada Indepen-
dencia, Lépez Mateos, la zona oriente de avenida Vallarta, y la poniente de Lazaro
Cardenas.
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Figura 4.7: Isolineas de la soluci6n g(7,¢)[1/m?] del problema adjunto 3.25 en la ciudad
de Guadalajara con la regién del centro histérico HC como forzamiento p, las lineas
punteadas representan isolineas de g en t = T — 60min, las lineas sélidas representan
isolineas de g en t = T — 120min, con T = 180min en este experimento [54], esta
solucién fue calculada para un viento climético de temporada seca, con una velocidad
de 2.0% y direcci6n del suroeste hacia el este. El coeficiente de difusion utilizado fue

u= 350’"72, la difusion causa la extension del drea mostrado por las curvas de nivel. Es
importante recordar que la solucién del problema adjunto se obtiene con una inversién
del tiempo ' = —t y de la velocidad del viento U’ = —U, esto explica que la difusién
actde de tiempos posteriores hacia los tiempos iniciales (primero las lineas continuas y
luego las lineas punteadas)

La expresion formal de la relacion entre g y las fuentes de contaminante esta dada
por la ecuacién 4.18 [54].

Las figuras 4.8-4.15 muestran el valor de la solucién adjunta g para los puntos
caracteristicos de las avenidas analizadas, cada figura corresponde a una avenida, y
cada curva representa el valor de g en el tiempo de ese punto de la avenida. Una curva
con altos valores de g implica que ese punto de la avenida tiene una fuerte influencia
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en la concentracién del contaminante en la zona Q.

Para el caso de viento en temporada himeda se puede observar en la figura 4.11 que
los valores mas altos se encuentran en los puntos J1 y J2 de la avenida Javier Mina, as{
como en los puntos V14 y V15 de la avenida Vallarta (figura 4.10), y los puntos CI7
y CI8 de la Calzada Independencia (figura 4.9), también se puede observar en (figura
4.8) como la influencia de la avenida Lazaro Céardenas es muy poca comparada con
las demas avenidas. En temporada seca, la direccion del viento cambia de direccion
(hacia el oeste), y esto modifica la influencia de las avenidas en el centro histdrico,
en esta temporada el punto V12 de la avenida Vallarta tiene una contribucién grande
(figura 4.14), y en temporada himeda su influencia es muy pequeiia (figura 4.10). Para
la avenida Vallarta, los puntos V11 a V15 tienen una influencia grande, asi como el
punto LCS5 de la avenida Lazaro Cérdenas [54].
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Figura 4.8: Valor de g(7,) * 10*[m~2] contra el tiempo para la avenida Lazaro Cardenas
en temporada hiimeda [54]
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Figura 4.9: Valor de g(7,¢)[1/m?] contra el tiempo para la avenida Calzada Indepen-
dencia en temporada hiimeda [54]
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Figura 4.10: Valor de g(#,¢)[1/m?] contra el tiempo para la avenida Vallarta en tempo-
rada humeda [54]
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Figura 4.11: Valor de g(7,¢)[1/m?] contra el tiempo para la avenida Javier Mina en
temporada himeda [54]
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Figura 4.12: Valor de g(7,t)[1/m?] contra el tiempo para la avenida Ldzaro Cérdenas
en temporada seca [54]
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Figura 4.13: Valor de g(7,¢)[1/m?] contra el tiempo para la avenida Calzada Indepen-
dencia en temporada seca [54]
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Figura 4.14: Valor de g(7,¢)[1/m?] contra el tiempo para la avenida Vallarta en tempo-
rada seca [54]
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Figura 4.15: Valor de g(7,¢)[1/m?] contra el tiempo para la avenida Lépez Mateos en
temporada seca [54]

En éstas figuras la funcién de influencia en los primeros valores de ¢ son bajos
dado a que la influencia de estos puntos tarda en llegar a el drea de interés, entonces

solo las emisiones del final de la gréfica (es decir, las primeras emisiones de la fuente)
contribuyen a la estimacion.
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4.5. Deteccion de fabricas que violan tasas de emision

Una aplicacién importante de estas técnicas consiste en encontrar que fuente de con-
taminantes estd emitiendo més de lo permitido por una regulacién ambiental, estas
regulaciones tienen la finalidad de que la concentracién promedio de un contaminante
Jo no sobrepase un limite que afecte la salud de los habitantes en una regién Q.

La figura 4.16 muestra las soluciones al problema adjunto 3.25 para distintas regio-
nes de interés de la ciudad de Guadalajara, y distintos vientos climéticos. Estas solu-
ciones se utilizan para estimar el impacto de las fabricas que se muestran etiquetadas
desde A hasta la M.
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Figura 4.16: Isolineas de la solucién g(7,¢) al problema adjunto para 3 regiones Q. de
interés: Parque Colomos (a,b), Centro Histérico (c,d) y Jardin Zoolégico (e,f) para dos
vientos estacionales, el de temporada himeda con direccién de sureste hacia oeste (a,
¢, e) y el de temporada seca con direccién de suroeste hacia este (b, d, f). Las lineas
punteadas representan isolineas para t = T — 60min y las s6lidas para t = T — 90min,
T = 360min [52]. Es importante notar que la solucién del problema adjunto se obtiene
con una inversion del tiempo ¢’ = —t y de la velocidad del viento U'=—U,esto explica
que la difusién actie de tiempos posteriores hacia los tiempos iniciales (primero las
lineas continuas y luego las lineas punteadas)
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Para una concentracién descrita por ¢ en una regiéon Q el valor promedio de el
contaminante estd dado por [51]

1 T
19)= 7 /T ~ /Q o(r,)drdt (4.19)

O su equivalente formulado con la solucién del problema adjunto

N T
16) =Y, [ slrn@i0di+ [ g(:0)9°()ar @20)
i=1

Supongamos que en una regiéon D hay N fabricas con su correspondiente funcién de
emisién Q;(r) parai=1,2,...,N y después de un estudio se determinan valores maxi-
mos de emisién para cada fabrica denotados por Q;(r) [37].

4.5.1. Tasas de emision invariables

Siendo Q; la tasa de emisién de la iésima f4brica antes de imponer un limite, y Q; la tasa
de emisién constante después de imponer los limites. Definiendo J(¢) como el valor
de concentraciéon promedio de contaminante obtenido mediante un modelo de difusion
del tipo descrito en la ecuacién 3.25 para las fuentes Q;, y definiendo J(¢) mediante
el mismo modelo con las fuentes constantes Q;. Basado en éstas funciones se pueden
definir las variaciones:

80i=0,—0;
8J(¢)=J(9)—J(¢)

Dado que las condiciones iniciales estdn dadas ¢ (7,0) = 0, de las ecuaciones 4.20 y
4.21 se obtiene [51]

4.21)

N T
51(9)=Y /0 2(ri,1)80; (1) dr 4.22)
i=1

Si se tienen N fébricas, y K zonas de interés £, se pueden estimar mediante un expe-
rimento los valores de 6J;(¢) (la diferencia entre el valor comidn estimado y el valor
medido) mediante la estimacién adjunta, calculando las soluciones g (7,t), osea las
funciones de influencia para cada region de interés.

N T
5Jk(q)):i:ZI /O u(71)50i(1)dr

Definiendo las tasas de emision constantes respecto al tiempo

N T
34(0) =) 50 /0 g7 1)dr
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De forma que se puede describir el problema como el sistema lineal

Gj=j
gi=00Q;
Jik = 0Jk(9)

T
gkfz/o gk (7i,t)dt

Se puede utilizar la definicion 4.21 para llegar a el valor Q; = Q; — 6Q;, de donde se
puede estimar si Q; > Q;, lo que significa que la fbrica i no estd respetando los limites
de emision.

4.5.2. Tasas de emision variables

Para el caso de tasas de emision variables, de acuerdo con 4.22 el valor promedio de
un contaminante en £ es

N T
3(9) =1 /0 27, 1)80i(1)dt

Dado que las funciones g, (7;,) son continuas y no negativas, y usando el teorema del
valor medio existe dQ; tal que

T T
/“&mgwgmmzsg/‘&mﬁm
0 0

Lo que significa que el mismo método 4.5.1 se puede utilizar para estimar una tasa de
emisién 6Q; que aproxima el promedio de emision de esa fuente en el intervalo [0,7].
En caso de que el niimero de fuentes y el de dreas de interes coincida K = N, la matriz
A es cuadrada y es importante calcular su nimero de condiciénv(A) = ||A]|[|A™!]],
que nos va decir que tan estable es la solucién de el problema lineal ante errores de
redondeo. Cuando se cumple ||B|| = ||E —A|| < 1 en alguna norma, se puede calcular
el ndmero de condicién con la relacion [49]

L+ ]E]

v(A) = lAlllla~"] <
1—|IB]]

Si la matriz no cumple la condicion ||B|| < 1, el nimero de condicién se puede estimar
con la regla [50]

via) =il a2 L
I3/

£y & estdn dados por
A(R+8)=b+6

De tal forma que se puede estimar v generando vectores X y €. Si se elijen las zonas
€ de tal forma que cada una contiene solamente una fabrica favorece a que el nimero
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de condicién v(A) sea pequefio, ésto se puede visualizar pensando en el caso en que
no hay intersecciones entre las regiones € , y el intervalo (0,7) es muy pequefio,
entonces las isolineas de la solucién gi(7,¢) estarian cerca de ; , es decir que cada
fuente de contaminante queda relacionada fuertemente con su region, lo que hace que
la matriz A sea de diagonal estrictamente dominante [51]:

|aii| > Z ‘aij|

J#

En caso que el nimero de regiones sea mayor al niimero de fébricas (K > N), la matriz
A esrectangular y se puede resolver por medio de el método de minimos cuadrados [51]

= (ATA)"1ATD

Si es mds facil hacer una medicién de K puntos en lugar de estimar el promedio en
regiones, se puede utilizar esa medicion como el promedio en tiempo del contaminante
en ese punto [51]

1 /T
Ji(9) = p T77¢(Ck,f)df

La solucién del problema adjunto para estas regiones de interés se calcula la solucién
al problema 3.25 con el forzamiento py [51]

%, F=cyte(T—r,T)

Ft) = 4.23
Prl7s1) 0, de otro modo ( )

4.5.3. Busqueda de la mejor ubicacion para una fabrica nueva

Una aplicacién importante del método adjunto consiste en encontrar la mejor ubicacién
para una nueva fuente de contaminantes. Supongamos que hay N plantas emisoras,
cuyas ubicaciones estdn denotadas por 7; y las intensidades de emision de estas estan
dadas por Q;(t) y se quiere instalar una nueva fabrica i = 0 con una tasa de emisién
Q, (1) acotada por [52]

= ma t
Q) = max 0,()

Y se quiere encontrar la ubicacion 6ptima 7, de la nueva planta. El primer paso es elegir
K zonas €y, , y se busca que la concentraciéon media de contaminante en cada regién
cumpla

Ji < J, (4.24)

Donde J; es la norma sanitaria que define la maxima concentracion de contaminante.
Para simplificar los célculos, se ignora la concentracién inicial de contaminantes y se
define ¢, (7) = 0, que junto con 3.39 obtenemos

N T
Je= Z/ 8(7i,1)Qi(r)dt (4.25)
i=0”/0
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Como estimacién de la concentracién en la regién €, cuando las N + 1 plantas emiten
contaminantes, y definimos la emisién de contaminantes para las N fuentes, excluyendo
la nueva con

. NI
JkZ/ 1ng(?i,t)Qi(t)dt (4.26)
JI1= 0

Con la diferencia entre las ecuaciones 4.25 y 4.26, y sustituyendo en la ecuacién 4.24
obtenemos

T ~ —
/0 (7,000, (1)dt < T, — Fo =T, 4.27)

Que requiere

Ji
gr (7, )dt < —
/ 0

0

Para cumplir con la ecuacién 4.24 podemos separar el dominio D usando la fun-

cién [52]
T
:/ gk(?vt)d[
0

Con una isolinea

De tal forma que divida el subdominio Dy que cumple la ecuacién 4.27 y por lo tanto
cumple la ecuacién 4.24 y el subdominio que no lo cumple D\ D; Repitiendo este
procedimiento para las K regiones, se puede obtener su interseccion

K
~:ﬂD
k=1

La cual garantiza que la concentracién de contaminante cumple la norma. De igual
forma se puede repetir este procedimiento para varios pardimetros, como intensidad y
direccidn del viento, por ejemplo se puede calcular para vientos de temporada himeda
Dhumeala y temporada seca Dseca’ y calcular D = Dhumeda mDseca > que indica el subdo-
minio donde se cumpliria la norma sanitaria en todas las regiones, para ambos vientos
[52].

La figura 4.17 muestra las zonas de interés junto a las soluciones adjuntas para dos
vientos climéticos, las dreas sombreadas representan las zonas que no cumplirdn con
la norma sanitaria para alguna regién de interés, por lo que una planta nueva deberia
colocarse en un punto que no corresponda a ninguna regién sombreada.
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Figura 4.17: La zona sin sombrear corresponde a Ek, la interseccidon de dominios Dy,
para cada uno de los 3 dominios de interés y los dos tipos de viento estacional, con 11
fuentes de contaminantes (A-M) con Q;(t) = 60gs~"'. Entonces la zona no sombreada
indica la zona ideal para poner una planta emisora de contaminantes. Los nimeros que
acompafian las isolineas de las regiones sombreadas corresponden a el valor de Fy(7)
multiplicado por 10*

Conclusiones

El modelo matemadtico que describe la concentracién de un contaminante bajo efec-
tos de adveccidn por viento, dispersion y decaimiento mostré tener las caracteristicas
necesarias de estabilidad, unicidad de la solucidn y significado fisico tal que es una
buena herramienta para estimar y prevenir situaciones que representan un problema a
la salud, ya sea mediante sus variantes simplificadas que tienen una solucién analitica
conocida en funcién de las condiciones iniciales y condiciones de frontera, o mediante
la solucién numérica de su modelo adjunto.
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Se observé que resolver el problema adjunto para una configuracién de coeficientes,
y definiendo una regién de interés, permite posteriormente conocer la concentracion
promedio del contaminante en esa region en funcidén de la intensidad y posicién de
las fuentes mediante un proceso de computo mucho més rapido que la resolucién del
modelo directo, y se describieron algunas apliaciones practicas donde esa propiedad
abre el paso a técnicas muy ttiles de evaluacién y prevencién de riesgo, asi como
la deteccion de altas tasas de emision por parte de una fuente. Estas técnicas pueden
usarse para reducir la exposicion de una poblacién a las emisiones contaminantes de
automoviles, fabricas o accidentes ambientales.
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