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Introduccion

En 1930 el matemdtico inglés Frank. P. Ramsey, publicé en la segunda edicién del
Procedings of the London Mathematical Society un articulo titulado “On a problem
of formal logic.” [10] en el cual pretendia resolver un caso particular del Problema
de la decision o Entscheidungsproblem de la légica de primer orden. Dicho problema,
planteado tan sélo dos anos antes por David Hilbert y Wilhelm Ackermann, pretendia
encontrar un algoritmo general que decidiese si dada cualquier formula de la légica de
primer orden, ésta era o no un teorema. En 1936 fue demostrado, por Alonzo Church, y
poco después de forma independiente por Alan Turing, que este no podia resolverse en
su forma general, es decir, que el algoritmo antes mencionado no existia. Sin embargo
el trabajo del entonces joven Ramsey paso a la historia como el punto clave para la
creacion de una nueva teoria matematica, la Teoria de Ramsey.

Ahora bien, la Teoria de Ramsey, no fue producto de un tnico resultado publicado
en un sélo articulo, pues a pesar de que la obra publicada por Ramsey fue el punto
decisivo para el nacimiento de la misma, esta venia gestandose desde hacia treinta y
ocho afos antes cuando David Hilbert demostré el Lema del Cubo de Hilbert [9], no
obstante, dicho lema no logré despertar el interés suficiente como para inspirar a sus
contemporaneos a explorar problemas parecidos y asi este pas6 desapercibido. Tuvieron
que pasar veinticuatro anos del resultado de Hilbert para la publicacién de un resultado
similar, en 1917 el matematico ruso Issai Schur, mientras trabajaba en la Universidad
de Bonn, publico el siguiente teorema, en un articulo titulado “Uber die Kongruenz
™y =" 1.

Teorema 0.0.1. Para todo entero positivo n eziste un entero S(n) tal que al colorear
los elementos del congunto [S(n)] con n colores, este contiene enteros a, b, ¢ del mismo
color tales que a + b = c.

A diferencia de Hilbert y sus contemporaneos, Schur se dio cuenta de lo novedoso
que era este resultado, por lo que continuo estudiando problemas parecidos. Inspirado
en su resultado original, Schur postulé la siguiente conjetura, la cual seria demostrada
en 1927 por el joven holandés Bartel Leender van der Waerden [13].

Conjetura 0.0.2. Para cualesquiera enteros k, 1, existe un entero W(k,l) tal que al
colorear los elementos del conjunto [W(k,l)] con k colores, se obtienen progresiones
aritméticas de | términos, todos del mismo color.

Por otro lado y de forma independiente al trabajo de Issai Schur, el matematico
holandés Pierre Joseph Henry Baudet postuld por su parte la misma conjetura, por lo
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que esta ahora se conoce como el Teorema de Baudet-Schur-Van der Waerden.

Regresemos ahora, al articulo publicado por Frank P. Ramsey en enero de 1930, en
éste esta formulado, originalemente como un lema el resultado que ahora conocemos
como el Teorema de Ramsey y, en palabras del mismo Ramsey, “ -- es mas facil de
probar y da un simple ejemplo del argumento”[10]. El teorema, tal y como fue postulado

originalmente, es el siguiente.

Teorema 0.0.3 (Teorema de Ramsey). Sea ' una clase infinita, y u y r enteros
positivos, dividamos todas las subclases de I' con exactamente r elementos, o bien, todas
lar r-combinaciones de los elementos de I de cualquier manera en p classes C;(i =
1,2, , 1) mutuamente excluyentes de modo que toda r-combinacion es elemento de
una unica C;, entonces, asumiendo el axioma de eleccion, I' debe contener una subclase
infinita A, tal que todas las r-combinaciones de elementos en A pertencen a la misma

C;.

En otras palabras, si I' es una clase infinita y r un entero positivo, si coloreamos
todas las subclases de I' que contiene exactamente r elementos, con p colores distintos
y asignando un unico color a cada una de esas subclases, entonces existe una subclase
infinita A de I" cuyas subclases de r elementos( r-combinaciones) son todas del mismo
color. Dicho de este modo, es posible notar cierto parecido con los teoremas anteriores,
incluso podriamos decir que este ultimo es una generalizacién de los otros.

Del teorema anterior existe asimismo una version para graficas, que enunciaremos
a continuacion.

Teorema 0.0.4 (Teorema de Ramsey). Para cualesquiera Gy,Gs,--- , G, grdficas,
existe m, el menor entero positivo tal que st se colorean las aristas de K,, con n
colores, entonces se tiene una subgrdfica de K, isomorfa a G; cuyas aristas son de
color i, para alguna i =1,2,--- n.

Al niimero n se le conoce como el niumero de Ramsey de G1,Ga, -+ ,G,,.

Del teorema postulado por Ramsey, se dieron como consecuencia varios resultados,
entre ellos el siguiente, publicado en un articulo titulado On sub-Ramsey numbers en
1998 [2].

Teorema 0.0.5. Dados G una grdfica y k un entero positivo, existe m, el menor entero
positivo tal que si se colorean las aristas de K,, de forma que ningin color se repita
mdas de k wveces, entonces se tiene una subgrdfica de K,, isomorfa a G cuyas aristas
son todas de distinto color.

A m se le denomina como el nimero sub-Ramsey de G y k. La existencia de los
niumeros sub-Ramsey es consecuencia directa de la existencia de los nimero de Ram-
sey, como veremos en el siguiente capitulo. Resulta casi imposible dar un valor exacto
de nimero sub-Ramsey para toda grafica G y todo entero positivo k, sin embargo si
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se puede encontrar dicho valor en casos particulares o al menos mostrar alguna carac-
teristica del mismo.

A lo largo de este trabajo, analizaremos principalmente los resultados dados respec-
to a este tipo de niimeros en tres articulos. En el primero de ellos, publicado en 2004 y
titulado “Polychromatic cliques”, se mejoran los valores dados en [2] para las cotas del
numero sub-Ramsey de gréaficas completas. El segundo expone un valor exacto para las
graficas del tipo K; 3 es decir la estrella de tres picos, este fue publicado en 1981 y se
titula “More star sub-Ramsey numbers”. Por 1ltimo el tercer articulo aqui analizado,
publicado en 1986 y titulado “Path and Cycle sub-Ramsey numbers” tiene como obje-
tivo mostrar que para enteros suficientemente grandes, el nimero sub-Ramsey del ciclo
de n vértices y el de la trayectoria de igual nimero de vértices es el mismo numero.
Dedicaremos un capitulo a cada uno de estos resultados.
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Capitulo 1

Resultados y Conceptos
Preeliminares

Antes de poder comenzar a analizar los resultados de los articulos estudiados en
este trabajo, debemos dar un par de conceptos bésicos y resultados preeliminares, los
cuales sentaran las bases para los capitulos venideros. Comenzaremos por los conceptos
bésicos, muchos de los cuales seran usados a lo largo de esta obra.

Para conceptos y definiciones no presentados en este capitulo el lector puede consultar
3] v [4].

Empecemos por definir lo que es una grafica. Una grafica G es un conjunto no vacio de
vértices y un conjunto de pares no ordenados de vértices llamados aristas. Al conjunto
de vértices en G se le denota por V(G), mientras que E(G) denota al conjunto de
aristas de G. A la cardinalidad de V(G) la llamamos el orden de G y a la de E(G) el
tamano de G y las denotamos por |V (G)| y |E(G)| respectivamente. Dadas dos graficas
G y H, decimos que H es subgréfica de G, o bien que G contiene a H si V(H) C V(G)
y E(H) C E(G).

Definicién 1. Decimos que una grafica G de orden n es completa si para todo par de
vertices u,v € V(G) existe uv € E(G) y la denotamos por K,,.

Notemos entonces que K, contiene como subgrafica a cualquier otra grafica de
orden a lo mas n, pues dada una grafica completa K, es posible construir cualquier
otra grafica G' de orden n o menor, con los vértices y aristas de K,,. Esto nos lleva a
las siguientes dos definiciones.

Definicién 2. Dada una grafica G de orden n, definimos al complemento de G, deno-
tado por GG, como la grafica de orden n tal que V(G) = V(G) y

E(G) = {w |u,v € V(G) y wv ¢ E(G)}

Definicién 3. Decimos que dos gréficas G y H son isomorfas si existe ¢ : V(G) —
V(H) una biyeccién tal que para todo par de vértices u y v en G se cumple que
wv € E(G) siy sblosi f(u)f(v) € E(H).

Pues si K, contiene a una grafica GG, de orden n, entonces contiene a su comple-
mento asi como a cualquier grafica isomorfa a G.



Ahora fijémonos por un momento en los vértices y las aristas que forman una grafi-
ca y en como estan relacionados entre si.

Dados dos vértices u,v € V(G), estos son vértices adyacentes si existe e = uv una
arista en G. Ademas decimos que e incide en u y e incide en v. Asimismo si dos aristas
e1 y e inciden en un mismo vértice v, se dice que estas son adyacentes.

Sea v € V(G), al conjunto de vértices adyacentes a v en G se le llama vecindad
de v y se denota por Ng(v). Asimismo definimos por grado de v a la cardinalidad de
|Ne(v)|. Al menor entre los grados de los vértices de G se le conoce por grado minimo
y se denota por §(G) o simplemente §, mientras que A(G) o A denota al mayor entro
los grados de los vértices de GG, llamado grado maximo.

Algunas de las graficas y subgréficas mas estudiadas son los ciclos y trayectorias, los
cuales veremos de manera mas detallada en el contexto de los nimeros de sub-Ramsey
en el ultimo capitulo, para ello demos las siguientes definiciones.

Definicién 4. Una secuencia alternante de vértices y aristas de la forma
V1€102€2V3 * * + Up—1€p—1Up

donde e; = v;v;41 es llamada camino, donde la n indica el nimero de vértices. Un
camino que no repite vértices es llamado trayectoria y una trayectoria cuyos vértices
inicial y final son iguales es llamada ciclo.

Definicién 5. Sea P una trayectoria en una grafica GG, decimos que P es hamiltoniana
si contiene a todo vértice en V(G). Asimismo decimos que un ciclo C' es hamiltoniano
si al quitarle una arista nos queda una trayectoria hamiltoniana.

Antes de pasar a las definiciones mas relacionadas con el tema a tratar, debemos
dar unas ultimas definicidénes, que aunque no seran muy usadas son importantes para
el entendimiento de algunos resultados proximos.

Definicién 6. Sean f y ¢ funciones reales, entonces decimos que f(n) € O(g(n)) si
existe una constante positiva ¢ y ng tales que para todo n > ng se cumple que

f(n) <c-g(n).

Definicién 7. Sean f y ¢ funciones reales, entonces decimos que f(n) € Q(g(n)) si
existe una constante positiva ¢ y ng tales que para todo n > ng se cumple que

f(n) >c-g(n).

Dados ya los conceptos y definiciones basicos, pasaremos, ahora si, a dar las defini-
ciones y resultados necesarios para poder tratar los resultados expuestos a lo largo de
las siguientes paginas.



Definicién 8. Sean ¢y, co, - - - ¢, un conjunto finito de colores, entonces decimos que
una funcién f: E(G) — {c1,¢2, -+ , ¢} es una coloracion de las aristas de G.

Definicién 9. Sea f: E(K,) — {c¢1,¢2, -+ , ¢} una coloracion de las aristas de K.
Diremos que una subgrafica G de K,, es monocromatica si todas sus aristas son del
mismo color bajo la coloracién f y diremos que es heterocromatica si todas sus aristas
son de distinto color bajo dicha coloracion.

Definicién 10. Sean G, Gs, - -+ , G, graficas y n un entero positivo. Decimos que n
es el nimero de Ramsey de G1,Gy, - , G, denotado por R(G1,Ga, -+ ,Gy), sin es
el entero positivo mas chico para el cual se cumple que bajo cualquier coloracién de las

aristas de K,, con m colores, ¢y, co, -+ , ¢y, Se obtiene una subgrafica ménocromatica
de color ¢; isomorfa a G;, para alguna i =1,2,--- ,m.
OBSERVACIONES.
» Si G; = K, para toda ¢ =1,2,--- ,m, entonces podemos denotar al nimero de
Ramsey R(G1,Ga, -+ ,Gp), simplemente como R(ny, ng, -+, My).
= Si para m entero positivo, G = G; = Gy = -+ = G,,, entonces al numero de

Ramsey R(G4,Ga, - ,Gp) lo denotaremos por R,,(G).

Lema 1.0.1. Para t > 2 entero positivo se cumple

DEMOSTRACION.

Notemos que R(2,t) > t pues basta colorear todas las aristas de K; i de color 2
para asegurar que no haya una subgrafica monocromatica isomorfa a K5 de color 1 ni
una subgrafica monocromatica de color 2 isomorfa a K.

Ahora veamos que R(2,t) < t. Para ello consideremos cualquier coloracién de las
aristas de K; que use dos colores ¢y, co. Si alguna arista en K; bajo dicha coloracién es
de color ¢y, entonces se tiene una subgrafica monocromatica isomorfa a Ky de color ¢y,
de otra forma toda arista de K; es de color ¢y cono lo que K; contiene una subgrafica
isomorfa a K; de color ¢y. [

Teorema 1.0.2. Para cualesquiera enteros positivos s,t > 2 el numero de Ramsey
R(s,t) existe.

DEMOSTRACION.
La demostracién del teorema se realizara por induccién sobre n = s + .

Del lema anterior sabemos que R(2,t) = R(t,2) = t para cualquier entero positivo
t > 2. Por lo tanto podemos asumir que s,t > 3 es decir n > 6.

Supongamos que para cualesquiera enteros positivos s’ y t’ tales que ' +t' < k, donde
k > 6, existe R(s',t').



Ahora, sean s > 3 y t > 3 enteros positivos tales que s +t = k.Como (s — 1) +t =
s+ (t—1) = k—1, por hipotesis de induccién existen R(s—1,t) y R(s,t—1). Sea K una
grafica completa de orden R(s—1,t)+ R(s,t—1). Consideremos C' : A(K) — {c1, 2}
una coloracion de las aristas de K.

Seav € V(K) ydefinamos M ={u € V(K)|C(v,u) =1}y N ={w € V(K)| C(v,w) =
2}, entonces

R(s—1,t)+ R(s,t —1) = |M|+|N|+1

Si |[M| < R(s—1,t) y |[N| < R(s,t — 1), entonces

por lo tanto
|IM|+ |N| < R(s—1,t) + R(s,t — 1) — 2,

es decir
|M| 4+ |N|+2< R(s—1,t) + R(s,t — 1),

de donde se tendria
M|+ |N|+ 1< R(s—1,t)+ R(s,t — 1),
lo cual es una contradiccién. Por lo anterior se debe tener que |[M| > R(s—1,t) o bien

que [N| > R(s,t —1).

Si |[M| > R(s — 1,t), entonces la grafica completa inducida por los vértices en M
contiene una K; de color ¢, o una K, de color c¢;, por lo tanto la grafica completa
inducida por M U {v} contiene una K; de color ¢ o una K de color ¢;.

De forma andloga si |[M| > R(s,t — 1), la gréafica completa inducida por |N| U {v}
contiene una K, de color ¢; o una K; de color ¢5. U

Teorema 1.0.3. (Teorema de Ramsey)

Para cualesquiera m enteros positivos ny,ng, - -+ , Ny > 2, el nimero de Ramsey R(ny, ng, - - -

existe.

DEMOSTRACION.

Por el teorema anterior sabemos que si m = 2, entonces el nimero de Ramsey R(ny, ns)
efectivamente existe.

Supongamos que para m’ < k, R(ny,ng, -+ ,n,) existe y consideremos m = k + 1.
Veamos primero que si n; = 2 para alguna ¢ = 1,2,--- , k4 1, entonces
R(ny,na, - i1, M, i1, -+ Npy1) = R(na,mgy oo 01, Magr, - -+, M)

4



pues si se colorea Kg(n, g, mi_1,nisr, - npys) €ON K+ 1 colores y al menos una arista es
de color i, se obtiene una subgrafica monocromatica isomorfa a K, de color i. De otro
modo se usaron solamente k colores y por lo tanto existe una subgrafica monocromatica
isomorfa a K para alguna j # i.

Entonces podemos asumir que n; > 3 paratoda:=1,2,--- k+1lyn = ng n; > 3m.
k+1

: !/ / !/
Supongamos que para cualesquiera nj,ng,---,n;,; tales que ijl n; < r, donde
r > 3m, existe R(n,nh, -+ ,nj4).

Sean ny,ng, - ,Ngyq enteros postivos tales que n; > 3 paratodai=1,2,--- k+1y

k41
Zj:l n;=r.
Denotemos por K a la grafica completa de orden
R(ny —1,ng, -+ yngyr) + R(na,ng — 1, yngga) + -+ R(ng,mg, -+ g — 1)

y consideremos f : A(K) — {c1, ¢, -+, cxs1} una coloracién de las aristas de K.
Sea v € V(K) y definamos N; = {u € V(K)|f(vu) = ¢;}, entonces

k41 k+1
ZR(n17n27"' 7ni_1a"' 7nk’+1) :ZN]+1
j=1 j=1
Si |NV;| < R(ny,ng, -+ ,n; —1,--+ ngyq) paratoda i =1,2,--- k4 1, entonces
|Nl| < R(n17n27"' y Ny — 17 7nk+1) —1
por lo tanto
k+1 k+1

ZN] SZR(nlan27”' 7nj_]~7"' 7nk:+1)_k+1
j=1 j=1

es decir
k+1 k+1

ZN]+k_1 SZR(nana'“ 777’]'_17"' 7nk+1)
j=1 j=1

de donde se tiene que

k+1 k+1

ZNJ+1 < ZR(nl,nQ,--- ,nj—l,--- ,nk+1).
Jj=1 Jj=1

Asi |N;| > R(ny,ng, -+ ,n; — 1,--+ ,ngyq) para algin i = 1,2,--- ,k + 1, por lo que
la subgrafica completa inducida por los vertices en N; contiene una K, de color c;,
para alguna j # ¢ o bien una K, _; de color ¢;. De esta forma la subgrafica completa
inducida por N; U {v} contiene una subgrifica monocromatica ismorfa a K, de color

¢;, para alguna j # 7 o bien una subgréafica monocromatica isomorfa a K,, de color
CZ'.D

Definicién 11. Sean G una gréafica y k un entero positivo, decimos que una coloracion
f:E(G) — {c1,ca,- -+ , ¢} de las aristas de G es k-acotada si cada color se usa a lo
mas k veces.



Definicién 12. Sean GG una grafica y k y n enteros positivos. Decimos que n es el
nimero sub-Ramsey sr(G, k) si n es el entero positivo mas chico tal que K, contiene
una subgréfica heterocromatica isomorfa a G bajo cudlquier coloracion k- acotada de
las aristas de K,,.

Ahora veremos que para toda k, el nimero sr(G, k) existe.

Teorema 1.0.4. Sean G una grdfica y k un entero positivo, entonces sr(G, k) existe y

sr(GL k) < Ri(G)

DEMOSTRACION.

Sean G una gréafica y k un entero positivo, por el Teorema de Ramsey, sabemos que
Ry (G) existe, por lo tanto podemos considerar Kp, () la grafica completa de orden
Ri(G).

Sea m un entero positivoy f : E(Kg, () — {c1,¢2, -+, ¢} una coloracién k-acotada
de las aristas de Kp, ().

Denotemos por A; al conjunto de aristas de Kpg, (g de color ¢; y entimeremos los
elementos de A; de la siguiente manera, a;,, a;,,- - ,a;,, con p < k, para cada 1.

Ahora consideremos f' : E(Kg, () — {c}, ¢, -+, ¢} una coloracién de las aristas
de Kr,(q) tal que f(a;;) = ¢;. De este modo obtenemos una coloracién de las aristas
de Kg, (@) que usa k colores. Por el Teorema de Ramsey sabemos que entonces existe
una subgrafica de Kp, () monocrématica isomorfa a GG bajo esta nueva coloracion de
color ¢} para alguna j = 1,2,--- , k. Sea G’ dicha subgréfica, entonces cada arista en
G' es de la forma a;;, donde f(a,,) # f(as,;) si r # s. Por lo tanto las aristas de G’ son
todas de distinto color y G’ es una subgréfica de Kg, () heterocromatica isomorfa a G
bajo la coloracion f. [

Definicién 13. Dados dos enteros positivos ¢ y n denotamos por ¢, al maximo nimero
de aristas en una grafica de orden ¢ que no contiene como subgrafica a K,.

Teorema 1.0.5. (Teorema de Turdn [1])

Sean q y n enteros positivos, entonces

¢*(n —2)

tgn £ ——
"= 2(n—1)

DEMOSTRACION.

Notemos primero que para graficas F' de orden ¢ < n — 1, que no tienen a K, co-
mo subgrafica, se cumple que
q—1 n—2
<
2¢ T 2(n—-1)
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por lo que, al multiplicar por ¢? la desigualdad, se tiene que

gg=1) _ ¢*(n—2)
2~ 2(n—1)

|E(F)| =

Sean g y n enteros positivos tales que ¢ > n — 1 y consideremos G la grafica de orden ¢
con mayor numero de aristas que no tiene a K, como subgrafica, entonces GG contiene
una subgrafica isomorfa a K, _; pues de otra forma seria posible agregar aristas.

Sea H una subgréfica de G isomorfa a K, 1 y definamos H' como la subgréafica indu-
cida de G tal que V(H') = V(G) — V(H). Notese que |V(H')| = ¢ —n + 1, entonces
por hipotesis de induccién se tiene

[B(H')| < ——

’_m(q—n+l)2.

Consideremos ahora e = {vu € E(G) : v € V(H'), v € V(H)}. Dado que G no contie-
ne una subgréfica isomorfa a K, todo vertice v € V/(H') es adyacente a lo més a n — 2
vértices en V' (H). Por lo tanto |e| < (n —2)(¢ —n+1)

Como |E(H)| = (™;'), entonces

|E(G ( -1 +o—p n—l (g—n+1)2+mn—-2)(¢g—n+1)

_ <”_2)2(”_1) +2&__21)(q—n+1)2+(n—2)(q—n+1)

n—2)(n—12+n—-2)(¢-—n+1)*+2n—-2)(n—1)(¢—n+1)

2(n—1)
= 2(72__21)((71— D+ (g=n+17+2n—1)g-n+1)
n—2

(n—=2) ,
“om-1)!

Por lo tanto t,, = |F(G)| < qz(n—2). 0



Capitulo 2

Cotas para el nimero Sub-Ramsey
sr(Kp, k)

Como vimos en el Teorema 1.0.4 el nimero sr(G, k) esta acotado superiormente
por el nimero Ry (G) para cualquier grafica G, por lo tanto es claro que Ry(K,) >
sr(K,, k). Sin embargo dicha cota puede refinarse. Ya en 1986, se demostré que dado un
entero positivo k, sr(K,, k) € O(kn?®) y sr(K,, k) € Q(n) para k mayor o igual a 15 [2].
Después en 2004 se mejoraron estas cotas a sr(K,, k) € O(kn?) y sr(K,, k) € Q(n’/?)
para k mayor o igual a 15 y sr(K,, k) € Q(n*?) para 3 < k < 15 [8]. La finalidad de
este capitulo es analizar estos ultimos resultados.

Teorema 2.0.1. Sean n > 3 y k > 2 enteros positivos, entonces
sr(Kp, k) < (2n—3)(n—2)(k—1) + 3.
DEMOSTRACION.

Sea m < sr(K,, k), un entero positivo, entonces existe C' : E(K,,) — {c1,¢0,- -+ ,¢s}
una coloracién k-acotada de las aristas de K,,, en la cual ninguna subgrafica de K,
isomorfa a K,, es heterocromatica.

Denotemos por C; al nimero de aristas en K,, de color ¢; bajo la coloracion C, y
por P al nimero de pares de aristas del mismo color. Dado que C; < k para toda
ie{l,2,--- s}, entonces

Ci—1<k-1

de modo que

Ci(C; = 1) < Ci(k—1)
lo que implica

(k - 1).

Ci C;
Ci-1) <

De lo anterior tenemos

SNyie? W k-1 k—1 m\ k—1
=1 =1

8



es decir

~—

P< (’;) % (1

Sea ¢ > n y denotemos por t,, al maximo numero de aristas que puede tener una
grafica de orden ¢ que no contiene una subgrafica isomorfa K,,. Consideremos () una
subgréfica de kK, isomorfa a K, y notemos que ) puede estar coloreada con a lo mas
t, colores bajo C', pues, de otro modo, al tomar una arista de cada color tendriamos
q, Y ) 9

que, la subgrafica de () inducida por estas aristas, de orden menor o igual a ¢ y nimero
de aristas mayor a t,,, necesariamente contiene una K, heterocrématica.

Sean ¢y, Cq, -+ ,¢; los colores en las aristas de @@ y sean P(Q) el numero de pares
de aristas del mismo color en @ y C;(Q) el nimero de aristas de color ¢;. Entonces

P -3 () 2)

~+

I
—~
S
—~
O
~—

|
—
~—

[V
R
N
~_
|
~
2
3

Consideremos ahora el conjunto A de subgraficas de K, isomorfas a K. Todo par de

aristas en [, esta en (’g:?? ) gréficas en A si éstas son adyacentes y en, (fo) gréaficas,

en caso contrario. Sea M = méx{("7=5), (7=4 )}, entonces

MP > P(Q). (3)
QeA
Para el caso en que (775) < ("'7}), tenemos
(m — 3)! < (m —4)!
(m—q)l(g—=3)! ~ (m—q)q—4)!




es decir

(m — 3)! < (m —4)!
(¢=3)! ~ (¢—4)!
por lo que
(m—=3)(m—4)! _ (m—4)!
<
(=3)g=4! = (¢—4)!
asi 5
MZ2 oy
q—3 —
de donde
m—-—3<qg—3
por lo tanto
m < q

Cémo unicamente pedimos que ¢ > n, entonces tomemos ¢ = 2n — 2. Dado que k£ > 2
y q > 4, entonces

2n—=3)n—-2)k-1)+2=(¢-1E-1)(k-1)+2
> (g =13 -2 =1)+2
>q+1
>q

es decir m < (2n—3)(n —2)(k —1) + 2.

En el caso en que (775) > (72;), por (3) tenemos que

(1=3)r= e

QeA

entonces, por (1) se sigue que

(”;_‘;) (73) O NALe)

de donde, por (2) vemos que

RSO )

10



Como sabemos por el teorema 1.0.5, t,, < q;((:;%),

qlq—1) ¢*(n—-2)
(8) - ton > M2 L2

entonces

Sea ¢ = 2n — 2, entonces
2(n—1
(AP I B AR (n-1) \_4¢
2 ’ 2\n—1 2\ n-—1 2

Por lo tanto, de (4) se sigue que

(o) G) =00

es decir

de lo cual se obtiene

((m—3)!) (k— 1)(m(m_ ) > m(m — 1)(m — 2)(m — 3)!

(q—3)! 2 (¢—1)(g—2)(qg—3)!

y entonces

> T -2

11



lo que implica

(¢—1)(g—2)(k-1)

9>
2 tazm

de lo que, al sustituir ¢ = 2n — 2, se sigue

(2n—=3)(n—2)(k—=1)+2>m.

Por lo tanto podemos concluir que

(2n—=3)(n—2)(k—1)+3 > sr(K,, k). O

Con lo anterior hemos logrado demostrar que sr(K,,k) € O(kn?). Para poder
proceder a dar una cota inferior es necesario introducir antes algunas definiciones.

Definicién 14. Dado ¢ un entero positivo, denotamos por U(t) al méximo nimero
de formas en que puede escribirse un conjunto como la unién de dos conjuntos de t
elementos.

Ejemplo 1. Sea t = 2, veamos que U(2) = 3. Notemos que el conjunto mas grande
que puede escribirse como la uniéon de dos conjuntos de dos elementos es el conjunto
{1,2,3,4}. Por lo tanto basta ver cudl es el maximo nimero de formas de escribir
los conjuntos {1,2,3} y {1,2,3,4}. Dado que {1,2,3} puede escribirse cémo {1,2} U

{1,3}{1,2} U{2,3} y {1,3} U{2,3} y {1,2,3,4} como {1,2} U{3,4},{1,3}U{2,4} y
{1,4}U{2,3}, y ya que estos son los tnicos dos conjuntos que pueden escribirse como
la union de dos conjuntos de dos elementos, podemos concluir que U(2) = 3.

Ejemplo 2. Sea t = 3, veamos que U(3) = 15. Primero notemos que los tunicos
conjuntos que puedes escribirse como la union de dos conjuntos de tres elementos son
{1,2,3,4}, {1,2,3,4,5} vy {1,2,3,4,5,6}, ahora basta ver que el maximo nimero de
formas de escribir estos conjuntos es 15. Para ello veamos de cudntas maneras puede
escribirse cada uno.

« {1,2,3,4}

{1,2,3,4} = {1,2,3} U{1,2,4} (
{1,2,3,4} = {1,2,3} U {1,3,4} (
{1,2,3,4} = {1,2,3} U {2,3,4} (
{1,2,3,4} = {1,2,4} U {1,3,4} (4
{1,2,3,4} = {1,2,4} U {2,3,4} (
{1,2,3,4} = {1,3,4} U {2,3,4} (

12



= {1,2,3,4,5}

= {1,2,3,4,5,6}

{1,2,3,4,5} = {1,2,3} U {1,4,5}
{1,2,3,4,5} = {1,2,3} U {2,4,5}
{1,2,3,4,5} = {1,2,3} U {3,4,5}
{1,2,3,4,5} = {1,2,4} U {1,3,5}
{1,2,3,4,5} = {1,2,4} U {2,3,5}
{1,2,3,4,5} = {1,2,4} U {3,4,5}
{1,2,3,4,5} = {1,2,5} U {1,3,4}
{1,2,3,4,5} = {1,2,5} U {2,3,4}
{1,2,3,4,5} = {1,2,5} U {3,4,5}
{1,2,3,4,5} = {1,3,4} U {2,3,5}
{1,2,3,4,5} = {1,3,4} U {2,4,5}
{1,2,3,4,5} = {1,3,5} U {2, 3,4}
{1,2,3,4,5} = {1,3,5} U {2,4,5}
{1,2,3,4,5} = {1,4,5} U {2,3,4}
{1,2,3,4,5} = {1,4,5} U {2,3,5}

{1,2,3,4,5,6} = {1,2,3} U {4,5,6}
{1,2,3,4,5,6} = {1,2,41 U {3,5,6}
{1,2,3,4,5,6} = {1,2,5} U {3,4,6}
{1,2,3,4,5,6} = {1,2,6} U {3,4,5}
{1,2,3,4,5,6} = {1,3,4Y U {2,5,6}
11,2,3,4,5,6} = {1,3,5} U {2,4,6)
{1,2,3,4,5,6} = {1,3,6} U {2,4,5}
{1,2,3,4,5,6} = {1,4,5} U {2,3,6}
{1,2,3,4,5,6} = {1,4,6} U {2,3,5}
{1,2,3,4,5,6} = {1,5,6} U {2,3,4}

si todas las (’g) uniones A; U A;, A;, A; € F son distintas.
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Dado que estos son los tinicos conjuntos que pueden escribirse como la unién de dos
conjuntos de tres elementos, y como el maximo nimero de formas de escribir uno de
ellos es 15, entonces U(3) = 15.

Definicién 15. Decimos que una familia F' de conjuntos A;, ¢ € I esta libre de uniones
Definicién 16. Sean m y t enteros positivos, denotamos por F'(m,t) el mayor nimero

de elementos que tiene una familia de subconjuntos de {1,2,--- m} de ¢ elementos
que esta libre de uniones.



Teorema 2.0.2. Sin > F(m,t) yk > U(t), entonces

sr(Kp, k) > (7?) .

DEMOSTRACION.

Sea K(m,t) la grafica completa cuyos vertices son todos los subconjuntos de t ele-
mentos de {1,2,--- ,m} y asignemos a cada arista S;S; el color S; U S;. Notemos que
si SUS" = 5;US;, entonces las aristas SS" y 5;5; estaran coloreadas del mismo color,
por lo que cada color se repite a lo més U(t) veces. Por otro lado las subréficas de
K (m,t) cuyas aristas son todas de distinto color, son de orden a lo mas F(m,t), por
lo que dicha coloracién no contiene una K, heterocromatica. De lo anterior, dado que
U(t) < ky el orden de K(m,t) es ('f"), podemos concluir que

sr(Kn, k) > (T) . O

Corolario 2.0.3. Si k > 15, entonces existe una contante ¢ tal que
sr(Kn, k) > en®/?

y, s13 < k < 15, entonces
sr(Kn, k) > en®/3.

Para la demostracion del Corolario usaremos el siguiente teorema, publicado por
Frankl y Fiiredi en 1986 [5].

Teorema 2.0.4 (Frankl y Fiiredi). Sea t un entero positivo. Ezxisten c1 y ¢y constantes
positivas tales que

4t

3

em!3V2 < F(m,t) < com! 512,

DEMOSTRACION. (Corolario 2.0.3)

Sea k > 15, del ejemplo 2 sabemos que U(3) = 15, entonces ¢ = 3 en el Teorema
2.0.2. Por el Teorema de Frankl y Fiiredi, para t = 3 y m entero positivo, existe cs,
constante positiva tal que

F(m,t) < CQm’V%“/2,

es decir
F(m,3) < com?,

14



por lo que si escogemos m tal que n > cym?, entonces

n > F(m,3).

1
Tomemos ahora m — 2 = [¢, 2n2]. Asi, dado que

(m> _ mm — 1)(m—2)

1
—2)3
Sic= %, entonces () > cn2 de donde se sigue

sr(Kp, k) > cne.
Por lo tanto sr(K,, k) € Q(n?).

Ahora sea k > 3, del ejemplo 1 sabemos que U(2) = 3, entonces ¢t = 2 en el Teo-
rema 2.0.2. Por el Teorema de Frankl y Fiiredi, para t = 2 y m entero positivo, existe
c3, constante positiva tal que

F(m,t) < csm! 3172,

es decir
3

F(m,2) =< cgm2,

. 3
por lo que si escogemos m tal que n > cgm?2, entonces

n > F(m,2).

15



_2
Sea m — 1 = [¢; °n3]. As

v

wino

Sic= (032 )2, entonces (3) > en3 por lo que
sr(Ky, k) > cn

Ast, sr(K,, k) € Q(n3). O

16
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Capitulo 3

Numeros Sub-Ramsey sr(K] 3, k)

Encontrar un valor general para sr(G, k), es un problema bastante dificil, quiza im-
posible, pero, como vimos en el capitulo anterior, dada una grafica H con caracteristicas
especificas, es posible al menos dar una cota para el numero sr(H, k), en algunos casos,
para determinadas graficas es incluso posible dar un valor exacto a dicho nimero. En
1981, Gena Hahn publicé el siguiente resultado, ver [6], el cual resuelve completamente
el caso para los numeros sub-Ramsey sr(K; 3, k).

Teorema 3.0.1. Dado k > 1, sr(Ky3,k) = [5(3+ 1+ 24k)|, excepto en los casos,
sr(Ky3,2) =4y sr(Ky3,7)=T.

Para poder probar el teorema en general debemos probar primero los siguientes
lemas.

Lema 3.0.2. Si m < sr(Ki3,k) entonces, existe una coloracion k-acotada, f, de las
aristas de K, tal que |f(E(Ky))| < 3, en la cual ninguna subgrdfica de K, isomorfa
a K 3 es heterocromadtica.

DEMOSTRACION.

Sea n > 2 el entero positivo més chico tal que |f(E(K,,))| = n + 1 para alguna
coloracion f : E(K,,) — {co,c1, -+, ¢y} que usa cada color a lo més k veces. Para
1=1,2,--- ,n denotemos por G; la subgrafica inducida por las aristas de color ¢; y sea

Diremos que dos colores ¢; y ¢; son adyacentes si existen aristas adyacentes v;u y
vju tales que c(vpu) = ¢ v c(vju) = ¢;. Supongamos que los colores, ¢;, son adyacentes
dos a dos, entonces existen u y v vertices de K,, tales que u incide con ¢y y ¢1, y v
incide con ¢y y c3.

17



Notemos, que en este caso, no hay forma de colorear la arista (u,v) sin formar una
K 3 heterocromatica. Por lo tanto, podemos deducir que existen al menos dos colores
c1 ¥ ¢ que no son adyacentes, de donde V; NV, = ().

Sean u; € Vi y ug € Vo, como f(uj,us) # c1,co, entonces, podemos asumir que
f(uy,ug) = cp, més aun, f(uy,v) = ¢y para toda v € Vi, pues de otra forma

obtendriamos una K 3 heterocromadtica en las aristas incidentes a uy, ya que f(uy,v) #
C1,Co.

Andlogamente f(w,us) = ¢y para toda w € V;.
Supongamos que existen w; € Vi y wy € V5 tales que (wy,ws) no es de color ¢y,

entonces f(wq,w2) = ¢; para alguna j = 3,4, --- ,n, notemos que entonces tanto en las
aristas de w; como en las de ws se forma una K 3 heterocromética, lo cuél no es posible.

Por lo tanto todas las aristas entre V; y V5 son de color cj.
Tomemos ahora v € V(K,,), entonces
a) Siv e Vy, 6 ve Vs, entonces claramente v incide con c.

b) Siwv ¢ V;UV,, entonces f(uy,v) # ¢q, por lo que f(ug,v) = ¢, pues de otra forma
obtendrfamos una K 3 heterocromatica. Analogamente f(uq,v) = ¢

18



Uy U2

De los casos anteriores podemos concluir que todo vértice de K, es incidente a c¢g, por
loque V;NV; =0 parai# j, coni,je {1,2,---,n}, y toda arista entre G; y G; es de
color cg.

Sea n; = |V;| y supongamos que n; < n;yq parai = 1,2,--- n. Como n > 2, en-
tonces

2 2
2 2
— nin
5 + 5 + ning

2 2
nl + 712 + nan

(nl 4 nz) (1 ma — 1) + o)

IAINA

NNy + Ning + nang

IN
1]
s
S

Dado que éste tltimo es exactamente el niimero de veces aparece el color ¢, entonces
n
11 + No
< nn; < k.
2 v
i,j=1,i%]

Por lo tanto, la subgréafica inducida por V; U V5 contiene a lo mas k aristas, por lo
que es posible definir una coloracién de K,,, preservando los demas colores originales,
en la cual dicha subgrafica sea de un soélo color ¢; o ¢o. Esta nueva coloracion de K,
usa solamente n colores y no contiene una K 3 heterocromatica.

Vi Vi

Vs
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De lo anterior podemos deducir que n < 2, con lo cual |f(E(K,,))| <3. O

Lema 3.0.3. Para k> 1, sr(Ki3,k) < [$(3+ V1 +24k)].

DEMOSTRACION.

Del lema anterior tenemos que si m < sr(Kj 3, k), entonces (3 ) < 3k.
Sea s > [3(3 + V1 + 24k)], entonces
s>2(3+V1+424k) -1

por lo que

s> (1 + V14 24k)

de donde se sigue

2s — 1> V14 24k.

Asi
45 —4s+ 1> 1+ 24k

por lo cual

8(£52) > 24k

lo que implica
(5) > 3k,

de modo que
s> sr(Kys, k).

Por lo tanto, si m < sr(Ki3,k), entonces, m < |5(3 + v/1+ 24k)], en particular

sr(Kys, k) —1 < |33+ V14 24k)]

de donde
sr(Kis, k) < 334+ V1+24k)] + 1

de modo que

sr(Kis, k) < [3(3+ V1+24k)|. O

Lema 3.0.4. Para todo entero positivo k existen © y n enteros positivos unicos tales
que i <3n yk=3(3n*—n)+i.

20



DEMOSTRACION.

Primero veamos que para todo natural n, +(3n* —n) € Z.

N[

Como 3(3n* —n) = 1(n®> —n) +n®> = in(n — 1)+ n? y n® € Z, entonces basta
probar que sn(n —1) € Z
Sean €N
= Sin=2m, m € N, entonces
n(n—1)=12m)2m —1) =m(2m — 1)
= Sin=2m+ 1, m € N, entonces
in(n—1) =1(2m+1)(2m) = m(2m + 1)

Por lo tanto in(n—1) € Z.

Sea Si, = {n|1(3n*—n) < k} cuyo mayor elemento es ny,. Veamos que 3 (3ni —ny)+ix =
k, para algin entero positivo i < 3ny.

Dado que ny, es el mayor elemento de Sy, entonces 3(3(ng + 1)% — (ny + 1)) > k.
Asi

3(ni +2n, + 1) — (ng, + 1))
(3n; + 60y, + 3) — (ng, + 1))
3n; — ng + 6ny + 2)
3n; —ny) + 3ny, + 1

%(3(7% + 1)2 — (nk + 1)) =

o~ o~ o~

N N—= N N

Por lo que 3(3n} — ny) + 3ng + 1 > k, de donde se sigue
%(3%% — nk) +3ng +1> %(3%% — nk) + g
lo que implica
3ng + 1>

y entonces

Veamos ahora que 7, y m; son unicos. Sea n € S, tal que n # nyg, entonces existe i,
entero positivo, tal que k = %(Snz —n) + 4. Supongamos que ¢ < 3n, entonces

=l
VAN
TN NIR NI N N

ININ A
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Asi k < k, lo cual es imposible y por lo tanto ny e i; son unicos. [J

Lema 3.0.5. Para k = %(3712 —n)+1, coni < 3n, se tiene

3n 510 <1< n,
[3(3+V1+24k)| = {3n+1 sin <i<2n,

N+2 s12n <1 <3n.
DEMOSTRACION.

(3n? — n) + 14, entonces se tiene

Notemos primero que, si k = %

V1+ 24k = /1 +12(3n2 — n) + 24i = V1 + 36n% — 12n + 24i

a) 0 <i<n.
Dado que
6n—1=+36n2—12n+1
< V/36m2 — 12n + 24i + 1
< V36n2 —12n+ 24n + 1
=36n2+12n+1
=6n+ 1;
entonces

6n <V36nm2—12n+24i+1+1<6n+2

lo que implica
6n <14+ V14 24k < 6n+2

es decir
3n < 5(14+V1+24k) <3n+1

por lo tanto

3n = [3(14+V1+24k)].
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Como

6n+1=+36n2+12n +1
=/36n2 —12n + 24n + 1
< V/36n2 —12n + 24i + 1
< V/36n2 —12n 4+ 48n + 1
= V/36n2 + 36n + 1

< V/36n2 +36n+9
= 6n + 3;

entonces

6n+2<+vV36m2—12n+24i+1+1<6n+4

de donde se sigue
6n+2<1++V1+24k<6bn-+14

Asi
3n+1<3(1+vV1+424k) <3n+2

por lo cual

3n+1=[L(1+V1+ 24k)]

c) 2n <i<3n

Dado que
6n + 3 = V/36n2 + 36n + 9
=/36n2 — 12n 4+ 48n + 9
< V/36n2 —12n +48n + 9 + 16
= /36n2 — 12n + 48n + 25
= /3602 —12n +24(2n + 1) + 1
<V36n2 —12n + 24i + 1
<V36n2 —12n+72n+ 1
= V/36n2 +60n + 1
< V3612 + 60n + 25
= 6n + 5;
entonces
6n+4<V36n2—12n+24i+1+1<6n+6
es decir

6n+4<1+v1+24k <6n+6

23



de donde tenemos
3n+2< 3(14+V1+24k) <3n+3

por lo tanto

3n+2=[5(14+V1+24k)]

con lo que concluye la prueba. [

Ahora si podemos pasar a demostrar el Teorema 3.0.1 comenzando por los casos k = 2
yk=T1.

Lema 3.0.6. sr(K;3,2) =4.

DEMOSTRACION.

Notemos primero que m = 4 es el entero positivo mas chico para el cual K3 es
subgrafica de K,,, por lo que basta probar que no existe una coloracion 2-acotada de
las aristas de K, , que no contenga una subgrafica isomorfa a K 3, heterocromatica.

Sea v un vértice de Ky, coloreemos las aristas adyacentes a él de manera que éstas no
formen una K 3 heterocromatica. Asignemos a (v, v2) el color ¢; y a (vy,v3) y (v1, v4)
el color cy.

Dado que (vq,v2) es de color ¢, entonces (vq,v3) ¥ (v2,v4) son ambas del mismo
color, c3, o una de ellas es de color ¢;.

» Si (vg,v3) ¥ (v, v4) son ambas del mismo color ¢z, entonces a la arista restante
(v3,v4), no podemos asignarle los colores ¢z y c3, pues éstos ya han sido utilizados
dos veces, por lo que a esta arista le corresponde el color ¢; o un cuarto color ¢y,
en cualquiera de estos dos casos obtendremos dos K 3 heterocromaticas, ya que
(v3,v4), (v1,v3) y (ve,v3) son todas de distinto color al igual que (v, vy), (v1,v4)

y (?)27’04).




= Si sélo una de las aristas (ve,v3) v (v2,v4) es de color ¢z, supongamos (vs, v3),
entonces la otra es de color ¢;, en esta caso (vg,v4), por lo que la arista restante
(vs,v4) debe colorearse con el color ¢z 0 con un cuarto color ¢4, en ambos casos
(v3,v4), (v1,v4) y (v2,v4) forman una K; 3 heterocromatica.

e Uy

U4

De los casos anteriores es claro que sr(Ky3,k) =4. O

Lema 3.0.7. sr(K;3,7) > 7

Veamos ahora que sr(K;3,7) > 7, para ello demos la siguiente coloracion de K,
que usa cada color a lo més 7 veces, en la cudl no aparece ninguna K 3 heterocromatica.

-

L

Antes de poder presentar la demostracion de sr(K; 3,7) = 7, tenemos que demostrar
el siguiente lema.

Lema 3.0.8. Sea m < sr(Kin, k), donde (’;) = k - ¢ para algun entero c. Si existe
una coloracion k-acotada de K, que usa c colores en la cual ninguna subgrafica de K,,
wsmorfa a K3 es heterocromdtica, entonces

m < |20

donde p = [1(1+ 1+ 8k)].
DEMOSTRACION.

Sea m < sr(Ki,, k) tal que ("g) = k- cy sea C una coloracién k-acotada de las
aristas de K, , en la cual ninguna subgréfica de K, isomorfa a K, es heterocréma-
tica, entonces, dado que K, tiene k - ¢ aristas y cada color aparece a lo mas k veces,

C usa exactamente c colores y cada uno de ellos se repite exactamente k veces.
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Definamos G; como la subgrafica de K, inducida por las aristas de color ¢;, para
1=1,---,c. Vemos que ningin vertice v de K,, esta en mas de n — 1 de los G;, pues
de otra forma existiria K, subgrafica de K,, heterocromatica.

Sea a = min; |V(G;)|, entonces

m(n — 1) Z]V i) >ca= (%)%
de donde
m\ a
1> el
n 1_<2)mk
entonces
kEn—1) _ m—1
> )
a - 2
de lo que se sigue
2k(n — 1
2= s (1)
a

Como cada color aparece k veces, entonces (g) > k, por lo que

ala —1)
—— >k
5 >
de donde se sigue
ala—1) > 2k
por lo tanto
4a* — 4a > 8k

y asi
4a®> —4a+1> 1+ 8k.

Dado que 4a® — 4a + 1 = (2a — 1)?, entonces
2a —1>V1+8k
de modo que al despejar a se tiene

a>3(1+v1+8k)

luego

> [2(1+V1+8k)] =

lo que por (1) implica
m < [2k(n—1)p]+1. O
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Lema 3.0.9. sr(K;3,7) =17.

DEMOSTRACION.
Supongamos 7 < sr(ky3,7). Por el lema 3.0.2 existe una coloracién k-acotada de las

aristas de K7 tal que ninguna subgrafica de K,, isomorfa a K3 es heterocrématica,
que usa a lo mas 3 colores. Dado que (;) = 3 -7, del lema anterior se tiene que

T<|2) 4= (2] +1
donde p = [1(1++/57)] = 5. Por lo tanto
T<|EB]+1=6
lo cual es una contradiccién y por lo tanto 7 > sr(K; 3, 7).

Como sabemos por el lema 3.0.7 que sr(K;3,7) > 7, podemos concluir con lo an-
terior que sr(Kiy3,7)=7. O

Ahora podemos demostrar el Teorema 3.0.1 para k # 2, 7.

DEMOSTRACION. (Teorema 3.0.1)

Sean k = 1(3n? —n) +i, k # 2,7y m = |5(1+ 1+ 24k)|. Consideremos los tres
casos del lema 3.0.5.

a) 0<i<nym=3n.

Escribimos V(K,,) = V1 U Vo U V3 U {u}, donde |V1| = |V5] = |Va] +1 =ny
coloreemos de color ¢, las aristas de la grafica completa inducida por V; asi como
las que unen V; con Vo U {u}. A las aristas de la gréfica inducida por V5 y a las
que van de Vj a V3 les asignaremos el color c3 y al resto el color c,.

Vi Va

27



Sea |¢;| el nimero de aristas de color ¢;, entonces

_n2—n+2n2—2n+2n_3n2—n
N 2 2

el = (8) +n(n=1) +n

n2—3n+2+2n2—2n+4n—2_3n2—n
2 2

ool = (")) +nln — 1) + 20— 1 =

n? —n + 2n? _3n2—n
2 2

lesl = (8) +n” =

Notemos que con esto hemos coloreado todas las aristas de K,,, usando cada
color (3n? —n) < k veces, de forma que ninguna subgrafica isomorfa a K 3 es
heterocromatica.

n<i1<2nym=3n+1.

Sea V(K,,) = ViUV, UuVzu ViU {u}U{v}, con |[Vi| = |V3] = |[Wa| +3 =n
y |Va| = 2. Asignaremos el color ¢; a las aristas de las graficas inducidas por V;
y V4 asi como a las que unen u con Vi UVo UV, y Vi con Vo U V). Las aristas que
van de Vi a V3 U {v} las colorearemos de color ¢z, de igual forma las aristas de la
grafica inducida por V3 y el resto de color cs.
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Sea |¢;| el nimero de aristas de color ¢;, entonces

nP—n+2n*—6n+8n  3n*+n

—(n —3) 44
ler| = (%) +n(n—3) +4n 5 5

n2—7n—|—12—1—2n2—18+8n+6_3n2+n

ol = (") + (n+3)(n—3) +4n +3 = . :

n 9 n*—n+2n*+2n  3n*+n
sl = (3) +n"+n= = :

2 2
De esta forma hemos coloreado las aristas de K,,, usando cada color %(3712 +
n) = $(3n* — n) + n < k veces, sin que ninguna subgrafica isomorfa a Kj 3 sea
heterocromaética.

c) 2n<i<3nym=3n+2.

Sea V(K,,) = ViU Vo U V3 U {u} U {v}, con |V;| = n para i = 1,2,3 y colo-
reemos las aristas de la grafica completa inducida por V; de color ¢;, asi como las
que unen V; con Vo U {u} y u con Va. El color ¢; se lo asignaremos a las aristas
de la gréfica completa inducida por V3 y a las que van de V3 a V; U {v} y de v a
Vi, al resto de las aristas las colorearemos con el color c¢,.

Vi Vs

N

Sea |¢;| el nimero de aristas de color ¢;, entonces

2 _ 22 32_
]01\2(3)4—712—1—271:%—1—271: D0 o,
n? —n 4+ 2n? 3n? —n
o = (B) 4+ m* +2m4 1= ————+m+1= +on+1
2 _ 22 32_
|C3|:(3)+n2+2n:%+2n: D0 o,
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Notemos que con esto hemos coloreado todas las aristas de K,,, usando cada

color a lo més %(Bn2 —n) +2n + 1 < k veces, de forma que ninguna subgréfica

isomorfa a K 3 es heterocromética.

Con las coloraciones anteriores hemos mostrado que
sr(Ki3,k) > |21+ V14 24k) | + 1= [ 1(3 4+ V1 + 24k)]
y del Lema 3.0.3 tenemos
sr(Ki3,k) < |23+ V1 + 24k)]

por lo tanto

sr(Kys,k) =33+ V1+24k)]. O
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Capitulo 4

Numeros Sub-Ramsey de Ciclos y
Trayectorias

En los capitulos anteriores hemos visto que si bien para toda grafica G' de orden n,
el ntiimero sr(G, k) € O(kn?), para algunos casos particulares de GG, puede incluso darse
un valor exacto de sr(G, k) respecto a k. A veces no es posible dar dicho valor, pero si
podemos asegurar algunas cosas sobre éste. En este capitulo, por ejemplo, veremos que
existe una constante c tal que si n > ck?, entonces bajo toda coloracién k-acotada, K,
contiene un ciclo hamiltoniano heterocromatico. De ahi deduciremos que para n > ck?
se cumple que sr(P,, k) = sr(Cp, k) = n.

Los resultados vistos en este capitulo fueron publicados en [7].

En los siguientes lemas y definiciones, sean k y n enteros positivos y ¢ un real po-
sitivo, tales que n > ck®. Ademds sea f : F(K,) — {c1,c2, -+ ,¢,} una coloracién de
las aristas de K, que no repite ningiin color méas de k veces.

Definicién 17. Sea x € V(K,) y C = (v, v, -+ , V) un ciclo en K,,. Para v; € V/(C)
decimos que el par de aristas {xv;, zv;11} es un cambio de x en C' si xv; y xv;11 son de
distinto color.

Vi+1

Definicién 18. Sean C' como en la definicién anterior y u = v;, v = v;4; vértices
consecutivos en C. Para v; € V(C) definimos un cruce de uwv en C' como un par de
aristas {uvis,vv;12}, con s = 0,1, tales que zv;s v 2v;40 son de distinto color y

{Vits, visa} N {u, v} = 0.
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v Vits
U Vit2

Decimos que un cruce es de tipo s dependiendo de la s.

Lema 4.0.1. Sea C' = (vi,v9,- -+ ,v) conm >n— O(1) un ciclo de K,,, v € V(K,)
y uv una arista en C, entonces se cumple lo siguiente

a) Hay al menos n/k — O(1) cambios de x en C.
b) Hay al menos n/k — O(1) cruces de uv en C.

DEMOSTRACION.

(Inciso a).

Sea z € V(K,,) y supongamos que m = ok +r, r > 0.

Denotemos por By, Bs, - -+, B, a los conjuntos de aristas consecutivas de x en el orden

definido por el ciclo C', tales que son del mismo color bajo la coloracion f.
Notemos que entonces hay al menos ¢ cambios de x en C, si x ¢ C' y al menos ¢ — 1
cambios si x € C. Dado que el nimero de aristas de cada B; es a lo mas k, entonces
q > «, es decir hay al menos o — 1 cambios de x en C, pero
m—r n—0(1)—r n

>

S S S
- k ~k

a—1=

Por lo tanto hay al menos # — O(1) cambios de x en C.

(Inciso b)

Sea uv una arista en C, veremos que cada cambio, {uv;, uv;y1}, de u en C' define un
cruce de uv en C, si vy # u.

Sea {uv;, uv;41} un cambio de u en C| tal que uv; es de color ¢; y uv;yq de color cs.

v Ui
Vi+1
u Vit

Si v, repite alguno de los colores de ¢; y cq, entonces {uv;, 1, vv; 12} 0 {uv;, vv; 10} es
un cruce de uv en C respectivamente. En caso contrario, si vv; o es de un tercer color,
ambos son cruces de uv en C'.

Por lo tanto hay al menos un cruce de uv en C' por cada cambio de u en C, salvo si
Viy2 = u. Bs decir, por el inciso a), hay al menos 7 — O(1) cruces de uv en C. [
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Definicién 19. Para cada cruce {uv;;s, vv;42} concideremos el ciclo C; s = (uv;45Vi45-1

v Vi+s
U Uit2

Sea W un conjunto de a lo méas n colores. Decimos que un cruce es W-itil si

i) s = 0y existen al menos n/2k — O(1) cambios de v;41 en C; cuyos colores no
estan en W.

i) s=1.
Lema 4.0.2. Hay al menos n/2k — O(1) cruces W -iitiles de uv en C.

DEMOSTRACION.

Supongamos que la afirmacién no es cierta. Por el lema anterior, existen entonces
al menos n/k —O(1) cruces de uv en C de los cuales al menos n/2k —O(1) son del tipo
0 tales que al menos n/2k — O(1) cambios de v;41 en C; contienen al menos una aris-
ta con color en W. Es decir hay al menos 1 (n/2k —O(1))? aristas cuyo color esta en WW.

Para n suficientemente grande, como por ejemplo n > 8k + 4k(O(1)), se tiene

o)
a2 1+ 5
por lo que
n O
8k3 21(;2) > 1

lo cudl implica

de donde se obtiene que

es decir

Pero nk es el mayor numero posible de aristas cuyo color esta en W. Por lo tanto
existen al menos n/2k — O(1) cruces utiles de uwv en C. O

Definicién 20. Sea W como en la definicién anterior, decimos que un cruce W-ttil de
xy en un ciclo ¢’ de longitud al menos m es W-bueno si los colores de sus aristas no
estdn en W. Un cruce {uv;;s, vv;10} es muy W-itil si al menos n/4k — O(1) cruces de
UVits ¥ V042 en C; 4 son buenos.
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Lema 4.0.3. Hay al menos n/4k — O(1) cruces muy W -itiles de uwv en C.
DEMOSTRACION.

Supongamos que no, entonces existen al menos n/4k — O(1) cruces ttiles de uv en
C tales que al menos n/4k — O(1) cruces de uv;is en C; s y al menos n/4k — O(1)
cruces de vv;4o en C; s contienen al menos una arista con color en W. Es decir hay al
menos 1(n/4k — O(1))? aristas cuyo color esta en W.

Pero para n suficiententemente grande, como para n > 64k* + 8k(O(1)), se tiene

n o)
G 2 1+ e

por lo que

n o)
64k3 8k2 2 1

lo cual implica

de donde se obtiene que

es decir

Pero nk es el mayor ntimero posible de aristas cuyo color esta en W, por lo tanto
existen al menos n/4k — O(1) cruces muy ttiles de wv en C. O

Teorema 4.0.4. Eziste una constante positiva c tal que si k y n son enteros positivos
tales que n > ck3 y K,, se colorea sin usar ningin color mds de k veces, entonces hay
un ciclo Hamiltoniano en K, heterocromdtico.

DEMOSTRACION.

Sea C' = (vg,v1, -+ ,v,) un ciclo Hamiltoniano en K, con el menor nimero de pa-
res de aristas del mismo color y sea wv una arista de C' cuyo color se repite. Llamemos
W al conjunto de colores de las aristas de C'.

Del lema 4.0.3 sabemos que hay al menos ;= — O(1) cruces muy W-iitiles de uv en
C. Sea {uv;1s, vv;42} uno de estos cruces y sea C; s = (VjysVits—1- - VVipaUigg - --u) el

ciclo asociado a dicho cruce.

[ Vits

U Vi42
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Dado que {uv;;s, v0i42 } s un cruce muy W-itil de uv en C, entonces al menos 5 —O(1)
cruces tanto de uv;4s en C; 4 como de vv;19 en C; ¢ son W-buenos. Sea {uug, v;ysu1}
un W-buen cruce de uv;;s. Si upu; no esta en las aristas de C; s entonces llamemos 4

al vértice tal que uor; y riu; estédn en Cj 5.

v ‘ Vits

U Vi4-2

U1rUo

Sea Cy = (ug -+ - vipsuy - - - u) el ciclo asociado al cruce uug, v;1su;. Dado que a lo més
2k — 2 aristas en los W-buenos cruces de vv; 4 en C;, tienen los mismos colores que
uuy 'y Viysly, entonces a lo mas 2k — 2 aristas en los W-buenos cruces de vv; o en Cj
tienen los mismos colores que uug y vy sty.

Sea {vug, viyous} un W-buen cruce de vv;19 en Cy cuyo color no es igual a wug ni

a vy su1. Denotemos por 1o el vértice tal que usry y rous estan en Cy si usus no es una
arista de Cj.

usrausg

B
UiriUo

Sea C7 = (ug---viouz---v) el ciclo asociado al cruce vug, v;1ouz. Notemos que
este ciclo tiene menos pares de aristas del mismo color que C' y a lo mas 3 vértices,
Vit1, T1, T2 que no estdn en Cp, por lo que su longitud es al menos n — 3. Dado que
{uviys, vvipa}, {uug,vi+ sui} y {vug, viyous} son todos cruces utiles por definicion,
entonces al menos g — O(1) cambios de v;41, 1 y 72 en Cy tienen colores que no estan
en W.
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Uusrausg

Vits
® Vit1
Vit2

o
UiriUo

Dado que a lo mas 4k — 4 aristas pueden tener los mismos colores que uug, v;4 s, Vg
y v;i1ou3, entonces puede escogerse un cambio de v; 1 en C' cuyos colores sean distintos
a estos y no estén en W ni en los cruces anteriormente usados. Sea {v;;1%¢, v;4121} uno
de estos cambios, y denotemos por (s el ciclo formado al sustituir la arista zgz, en C
por el camino zgv;112;.

Vits
Vit1
Vit2

[ ]
U1r o

De manera andloga pueden encontrarse cambios de 1 y ro en C, {r1x9, 1123} y {roxy, roxs}
cuyos colores no estén en W ni en cambios anteriores, los cuales al remplazar las aristas
Tox3 V x4xs en Co por los caminos xorix3 v o475 respectivamente nos dan un ciclo
Hamiltoniano C’ con menos pares de aristas del mismo color que C. Por lo tanto C
debe ser un ciclo Hamiltoniano heterocromatico. [

Como implicacion del resultado anterior se tiene el siguiente corolario.

Corolario 4.0.5. Eziste una funcion f : N — N tal que si n > f(k) entonces
sr(P, k) =ny f(k) < ck?.

DEMOSTRACION.

Por el Teorema 3.0.4 existe ¢ una constante positiva tal que si k y n son enteros posi-
tivos que cumple que n > ck?, entonces al colorear K,, con una coloracién k-acotada,
se obtiene un ciclo Hamiltoniano heterocromatico, es decir K,, contiene una C,, hete-

rocromatica bajo dicha coloracién. Dado que al quitar cualquier arista del ciclo C), se
obtiene una P,, entonces K, contiene una P, heterocromatica.

Definamos f : N — N como f(m) = e¢m? para toda m € N. Entonces cm?® > f(m)
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para cualquier entero positivo m.

Sea n > f(k), entonces n > ck3. Asi al colorear K,, de manera que cada color se
repita a lo més k veces, se obtiene un ciclo Hamiltoniano heterocromético y por lo
tanto una P, heterocrématica, por lo que sr(P,, k) < n.

Por otro lado sr(P,, k) > n pues K, es la gréafica completa de menor orden que contiene
a bP,. Asi sr(Py, k) =n. O

Corolario 4.0.6. Para n > ck®, sr(P,, k) = sr(Cy, k) = n.

DEMOSTRACION.

Por el Teorema 3.0.4 existe ¢ una constante positiva tal que si k y n son enteros posi-
tivos que cumple que n > ck?, entonces al colorear K,, con una coloracién k-acotada,
se obtiene un ciclo Hamiltoniano heterocromatico, es decir K, contiene una C), hete-
rocromética bajo dicha coloracién, por lo tanto sr(C,, k) < n, si n > ck3. Ademds
dado que al quitar cualquier arista de C,, se obtiene una P,, si K, contiene una C,,
heterocromética bajo la coloracién anterior, entonces contiene asimismo una P, hete-
rocromatica, es decir sr(P,, k) < n.

Por otro lado K, es la completa de orden menor que contiene tanto a C,, como a
P,, por lo que sr(Cy, k) > ny sr(P,, k) >n.

De lo anterior se puede concluir que sr(P,, k) = sr(Cp, k) =n. O

Para terminar este capitulo veremos un resultado similar que involucra gréficas in-
finitas.

Definicién 21. Sea C' : w X w — w una coloracién de K, definida de la siguiente
manera: si i < j, entonces C'(ij) = j. Denotaremos por K a la gréifica resultante de
aplicar la coloracion C' a K,,,.

Teorema 4.0.7. Si K, esta coloreada de forma que toda grdfica monocromdtica sea
localmente finita, entonces K,, contiene una subgrdfica isomorfa K° o en cualquier
vértice comienza una trayectoria Hamiltoniana cuyas aristas son todas de distinto color.

DEMOSTRACION.

Sean V(K,) = w y P = (vyv; - - - v,,) una trayectoria heterocrématica en K,. Veamos
que K, contiene una subgrafica isomorfa a K" o P puede extenderse a una trayectoria
{vo -+ vy -+ -1} cuyas aristas sean todas de distinto color, donde r = min{j|j ¢ V(P)}.

Dado que toda subgréfica monocromatica es localmente finita, existe o ¢ V(P) tal

que z( es el n mas chico cuyas aristas a v,, y r son de colores no en P, pues de no
existir dicho zy, para todo = ¢ V(P) alguna de las aristas vz, zr seria de algin
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color en P, por lo tanto de v, o de r saldrian una infinidad de aristas de colores en
P. Dado que el niimero de colores en P es finito, entonces de v, o de r saldrian una
infinidad de aristas de uno de dichos colores, lo cual es imposible pues toda subgrafi-
ca monocromatica en localmente finita. Asimismo existen, para toda n, xg,z1, -+, T,
tales que, para cada i < n, x; es el s mas chico cuyas aristas a 7, v, o, , X1
son de colores no presentes en la trayectoria vgvy - - - v xo - - - ;1. Es decir existe una
sucesion xg, 1, -+ ,x;,--- de vértices no en P tal que los colores de las aristas de
Tj & T,Vm,To, " ,Tj—1 NO aparecen en la trayectoria vovy ---v,To---xj_1, en donde

x; = min{sls ¢ V(P)U{xg,x1, -+ ,xj_1}}.

Si para algin par 4,7 con ¢ < j las aristas z;z; y ;7 son de colores distintos, en-
tonces P puede extenderse a la trayectoria vyv; - - - v @oy - - - 2;2;7. Si esto es posible
hacerlo indefinidamente, dado que para cada trayectoria P obtenemos una extension
P’ de P donde r € V(P') con r = min{j : j ¢ V(P)}, entonces P puede extenderse
a una trayectoria Hamiltoniana heterocromatica. En caso contrario, para toda j las
aristas de la forma x;x; con i < j son del mismo color, por lo tanto la gréfica inducida
por la sucesién xg, x1, -+ ,z;, -+ es isomorfa a K°. [

Corolario 4.0.8. Para toda coloracion k-acotada de K, se cumple que K, contiene
una trayectoria Hamiltoniana heterocromdtica.

DEMOSTRACION.

Sea V(K,) = w. Dado que ninguna subgrifica monocromatica de K, contiene més
de k aristas bajo esta coloracion, entonces toda subgrafica monocromatica es finita,
por lo tanto es localmente finita y por el Teorema 4.0.8 contiene una subgrafica iso-
morfa a K° o en cualquier vértice comienza una trayectoria Hamiltoniana. Sin embargo
para j > k no es posible asignar el mismo color a toda arista de la forma 75 con 7 < j,
por lo que K, debe contener una trayectoria Hamiltoniana cuyas aristas son todas de
distinto color. [J
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