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Introduccion

Las propiedades estrella P son parte de la familia de las propiedades de cubierta. En un comien-
z0, éstas se utilizaron para generar una herramienta que ayudara a esclarecer y enriquecer algunos
resultados ya conocidos mediante el uso de caracterizaciones de las estrellas. Como consecuencia,
surgi6é una nueva gama de generalizaciones de espacios tipo Lindelof, compacto, numerablemente
compacto, entre ellos, los denominados espacios estrella P, donde P representa un propiedad to-
poldgica de tipo Lindelof, compacto o numerablemente compacto.

En general las propiedades estrella P quedan dadas por las siguientes dos definiciones:

Definicién 0.0.1. Sea X un espacio topoldgico, U una coleccion de subconjuntos de X y A C X.
Definimos la estrella de A sobre U como

stAU) = U eU :UnA+0}.

Ademds si st(A,U) = X, entonces decimos que A es un nicleo estrella de U.

Definicién 0.0.2. Sea P una propiedad topoldgica. Decimos que un espacio X es estrella P si para
toda cubierta abierta U de X existe A C X tal que A tiene la propiedad P y es el nicleo estrella
de la cubierta U, es decir, se cumple:

st(A,U) = X.

Y aunque puedan parecer simples estas dos definiciones, realmente abren un campo de trabajo
enorme, puesto que para cualquier propiedad topoldgica P siempre existe su respectiva propiedad
estrella P.

En esta tesis se pretenden introducir y estudiar a los espacios estrella P, en donde P represen-
tard alguna de las propiedades topoldgicas mas importantes como la compacidad, la compacidad
numerable, la propiedad de Lindelof entre otras. El objetivo es darle al lector una introduccién de
manera apropiada a este nuevo tipo de propiedades de cubierta haciendo particular hincapié en
cémo encajan éstas con las tradicionales propiedades de cubierta.

El trabajo se enfoca en la presentacion de los espacios estrella P como propiedades nuevas.
Cabe destacar que dependiendo de la propiedad topolégica P con la que se inicie, es posible que la
correspondiente propiedad estrella P no genere un concepto nuevo. Por lo cual, dentro del trabajo
se destina mucho esfuerzo en mostrar que las propiedades topoldgicas P que usaremos en efecto
generaran propiedades nuevas.

En el primer capitulo, se presentara la definicién de la estrella de un conjunto respecto a una
familia de subconjuntos y la definiciéon de los espacios estrella-P. También vamos a dar algunos
resultados generales sobre los espacios estrella P que serdn de gran utilidad a lo largo de todo este
trabajo .

El segundo capitulo se concentrard tnicamente en los espacios estrella compactos y estrella
finitos. Primero, se va a ver que estas propiedades no coinciden con ninguna otra propiedad de
cubierta que conozcamos, y después nos enfocaremos en ver cuiles son sus diferencias y similitudes
con los espacios compactos.

En el capitulo tres, se hablara sobre los espacios estrella numerables y estrella Lindelof. Al igual
que en el anterior capitulo, primero comprobaremos que estas propiedades si nos definen nuevas
propiedades de cubierta y luego vamos a compararlas con los espacios Lindelof.



VI INTRODUCCION

En los capitulos cuatro y cinco, se seguira la misma linea de trabajo que en los capitulos dos y
tres, solamente que esta vez concentrandonos en los espacios estrella numerablemente compactos
(en el capitulo cuatro) y los espacios estrella o—compactos (en el capitulo cinco).

Por ultimo en el capitulo seis, se abordara el problema de determinar algunas clases de espacios
en donde las diferentes propiedades estrella P, que se han estudiado en los anteriores capitulos son
equivalentes entre si. En concreto se estudiard a los espacios estrella P dentro de la clase de los
espacios metrizables, de los espacios de Moore y de los espacios semiestratificables. Cabe destacar
que en algunos de estos problemas sera necesario el uso de axiomas adicionales a ZFC, por lo que
serd de mucha ayuda la aplicacién de algunas técnicas propias de la Teoria de Conjuntos. También
es importante decir que, a diferencia de los capitulos uno al cinco, el contenido relacionado a las
propiedades estrella P en el capitulo seis no se puede encontrar en la bibliografia de esta tesis,
puesto que éste es producto de el autor de esta tesis en conjunto con el Dr. Alejandro Dario Rojas
Sanchez



Capitulo 1

Una introduccién a los espacios
estrella P

En este capitulo definiremos la estrella de un conjunto respecto a una familia de subconjuntos,
los espacios estrella-P, asi como algunos resultados generales sobre estos.

Cabe hacer notar que durante este texto, cuando se hable de un espacio o un espacio topolégico
siempre nos estaremos refiriendo a un espacio topolégico Hausdorff con al menos 2 puntos a menos
claro que se especifique lo contrario.

1.1. Nociones basicas

Definicién 1.1.1. Sean X un espacio topoldgico, U una coleccion de subconjuntos de X y A C X.
Definimos la estrella de A sobre U como:

stAU) = U eU :UnA+0}.

Ademds si st(A,U) = X, entonces decimos que A es un nicleo estrella de U.
Ahora, probaremos unas pocas propiedades inmediatas de las estrellas.

Proposicion 1.1.2. Si X es un espacio, U una coleccion de subconjuntos de X y x,y € X, enton-
ces x € st({y},U) siy sdlo siy € st({z},U).

Demostracién. Para demostrar la suficiencia supongamos que x € st({y},U), entonces, tene-
mos que existe U € U tal que U N {y} # 0 y tal que = € U, por lo tanto y € U y U N {z} # 0. De
lo que concluimos que y € st({z},U).

La otra implicacion es andloga. ]

Por comodidad en la notacién escribiremos st(z,U) para denotar la estrella de {z} sobre ¢. En
cuanto a la notacién y terminologia en general se usard como en [2]. En particular, para un espacio
Xy A C X denotaremos clx(A) e intx(A) como la cerradura y el interior respectivamente de A
en el espacio X. Una funcién perfecta se definird como una funcién cerrada y compacta; es decir,
una funcién tal que la preimagen de cada punto en su codominio sea un conjunto compacto. Los
simbolos w y w; denotaran el primer ordinal infinito y el primer ordinal no numerable respectiva-
mente. Si « es un ordinal, entonces [0, ) y [0, a] serdn vistos como espacios topoldgicos siempre
con la topologia de orden, a menos de que se mencione lo contrario. El nimero ¢ representara al
cardinal del continuo y dado un cardinal x, k™ denotara al cardinal sucesor de k. Para representar
la compactacién Stone Cech de un espacio Tychonoff X, utilizaremos el simbolo X y para un
ordinal «, Bo representar la compactacién Stone Cech del espacio [0, @) con la topologia de orden.
Por tltimo dado un conjunto A, |A| denotara la cardinalidad de A.

Ahora demostraremos otra proposicion que aunque es facil de probar, es de gran utilidad.
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Proposicién 1.1.3. Si X es un espacio topoldgico y U una coleccion de abiertos de X, entonces
para todo A C X se tiene que
st(A,U) = st(clx (A),U).

Demostracién: Como A C clx(A), se sigue de la definicién que st(A,U) C st(clx(A),U).
Ahora, si tomamos z € st(clx(A),U), entonces existe U € U tal que z € U y U Neclx(A) # 0.
Por lo que U N A # 0, pues U es una vecindad abierta de cualquier punto en U Nclx(A) y las
vecindades de estos puntos intersectan a A por estar en la cerradura. Por tanto « € st(A,U). O

Ya que hemos definido el concepto de estrella, estamos en condiciones para definir qué es un
espacio estrella P.

Definicién 1.1.4. Sea P una propiedad topolégica. Decimos que un espacio X es estrella P, si para
toda cubierta abierta U de X existe A C X tal que A tiene la propiedad P y es el nicleo estrella
de la cubierta U; es decir, se cumple:

st(AU) = X.

Cabe destacar que para cada propiedad topolégica P, se tiene asociada la correspondiente pro-
piedad topoldgica estrella P.

En este texto nos enfocaremos en estudiar sélo algunos tipos de espacios estrella P, como lo son:
los estrella compactos, estrella finitos, estrella numerables, estrella Lindelof, estrella o —compactos
y estrella numerablemente compactos.

Como corolario de la Proposicion 1.1.3, tenemos el siguiente resultado:

Corolario 1.1.5. Sea X un espacio. Si existe D C X tal que D es denso y tiene una propiedad
topologica P, entonces X es un espacio estrella P.

Demostracion: Sea U una cubierta abierta de X. Por la Proposicién 1.1.3 tenemos que:
st(D,U) = st(clx (D), U) = st(X,U) = X.
De lo que se concluye que X es espacio estrella P, puesto que D tiene la propiedad P. O

Un resultado inmediato de la definicién de espacio estrella P es el siguiente.

Proposicion 1.1.6. Si X es un espacio tal que tiene una propiedad topoldgica P, entonces X es
un espacio estrella P.

Demostracién: Sea I/ una cubierta abierta de X. Como st(X,U) = X y X tiene la propiedad
P, entonces X es un espacio estrella P. .

La siguiente proposicion, serd una proposicién que aunque sea facil de demostrar, nos ayudara
mucho en las futuras pruebas.

Proposicion 1.1.7. Dada una propiedad P, un espacio X es estrella P si y solo si existe una base
B de X tal que toda cubierta abierta de bdsicos de B tiene un nicleo estrella con la propiedad P.

Demostracion: La suficiencia se sigue directamente de la definicién, por lo que nos ocupare-
mos de demostrar la necesidad.

Supongamos que existe una base B de X con la propiedad de la proposiciéon. Tomemos una
cubierta abierta U de X. Para cada x € X se tiene que existe U, € U tal que z € U,. Luego, como
B es base, existe B, € B tal que ¢ € B, C U,. Ahora, para cada x € X escojamos su B, y U,
respectivos y formemos

U ={B,:z € X}

Por lo tanto, por hipétesis, existe A C X tal que A tiene la propiedad P y st(A,U’') = X. Ahora,
A sera el conjunto que nos servird como estrella nicleo de U. En efecto, si tomamos x € X, existe
B, tal que B,y N A # 0 y x € By, ademds de que tenemos que U,s € U y By C U,. Por lo tanto
x € Uy y Uy NA # 0, lo que quiere decir que = € st(A,U) y asi se da que st(4,U) = X. Por
iltimo, como A tiene la propiedad P, podemos concluir que X es estrella P. O
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Notemos que con la Proposicién 1.1.6, podemos ver que un espacio con una propiedad topolégica
P siempre sera estrella P, pero una pregunta natural que puede surgir es si para algunas propiedades
topoldgicas (o todas) el converso de esta proposicién se vale. Si esto resulta cierto para alguna
propiedad P, entonces significa que realmente no estamos definiendo “algo nuevo” por lo que no
tiene ninguin sentido estudiarlo desde el punto de vista de los espacios estrella P. Para demostrar que
esto si puede pasar, daremos dos ejemplos de propiedades P tales que P=estrella P. Sin embargo,
las propiedades que se estudiaran en esta tesis no cumplen el converso de la Proposicién 1.1.6

Proposicién 1.1.8. Si X es un espacio estrella conexo, entonces X es un espacio conezxo

Demostracién: Procederemos por contrapuesta, asi que tomemos un espacio no conexo X.
Como X no es conexo existen abiertos no vacios Wy V ajenos de X tales que X = W U V. Luego,
tenemos que U = {W,V} es una cubierta abierta de X, y si existe A C X tal que st(A,U) = X, se
tiene que ANW # (@ y que ANV # ). Por otro lado, como A = (W N A)U (V N A), tenemos que
A se puede ver como la unién de dos abiertos ajenos no vacios de A, por lo que A no es conexo.
Por lo tanto X no es estrella conexo. g

Proposicion 1.1.9. Si X es un espacio estrella pseudocompacto, entonces X es pseudocompacto

(vease A.1.1).

Demostracién: Sea f : X — R una funcién continua. Consideremos la siguiente cubierta
abierta en R

-1
V:{®+gﬂ+gynew}uﬂj— fffff )inew)
Luego, tomemos U como la cubierta abierta de X dada por las preimégenes de V es decir:
U={f(V):Vevh

Entonces como X es un espacio estrella pseudocompacto, tenemos que existe A C X tal que A
es pseudocompacto y st(A,U) = X. Por otro lado tenemos que f|4 es una funcién continua real
valuada definida en un pseudocompacto, asi que existe M € R* tal que f[A] C [-M,M] y con
esto podemos dar la siguiente afirmacién:

Afirmacién: f[X]|C [-M —1,M +1J.

Prueba: Tomemos x € X tal que = ¢ A, entonces sabemos que como A es ntcleo estrella,
existe U € U tal que z € U y UN A # 0. Ahora, si suponemos sin pérdida de generalidad que
f(z) > 0, tenemos que

n

U=f70+5,143)]

para alguna n € w 6
U= -5 5l
272
De esta manera, si tenemos el primer caso podemos notar que como f[A] C [-M,M]yUNA # 0,
entonces existe un y € ANU tal que

n n
Jy) € 0+ 5,1+ 5) 0 [=M, M].

Por tanto, como |f(y) — f(z)| < 1, es claro que f(z) € [-M —1, M + 1] y ya con esto obtenemos

que f es una funcién acotada. Por otro lado el segundo caso es andlogo, por lo que concluimos

nuestra afirmacion.

Entonces con la afirmacion hemos probado que X es un espacio pseudocompacto. O

En estas ultimas dos proposiciones hemos dejado claro que algunas propiedades estrella P son
lo mismo que la propiedad P y en general, por la Proposicion 1.1.6, podemos ver que la clase
de espacios estrella P es una clase mas grande que la de los espacios con la propiedad P, para
cualquier propiedad topolédgica P. Pero, esto muy posiblemente nos hace preguntar sobre qué tan
grande puede llegar a ser la clase de espacios estrella P; es decir, ;puede existir una propiedad P tal
que la clase de los espacios estrella P contenga mas clases de espacios, ademas de los espacios con
la propiedad P? La respuesta a esta pregunta resulta afirmativa, tal como veremos en el siguiente
ejemplo, pero el ejemplo siguiente no sélo contesta esta pregunta, sino que muestra que existe una
propiedad P tal que la clase de los espacios estrella P, se vuelve tan grande, que incluso se vuelve
la clase de todos los espacios topolégicos.
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Teorema 1.1.10. Si X es un espacio topolégico, entonces para toda cubierta abiertad de X existe
un nicleo de U cerrado y discreto. En particular X es estrella discreto.

Demostracion: Sea X un espacio y sea U una cubierta abierta de X. Tomemos z¢g € X y
consideremos al siguiente conjunto

UO:{UGUIIE()GU}.
Ahora, si X \ UUy # 0, entonces consideramos z1 € (X \ [JUp) y hacemos
Z/llz{UEU\L{ozml EU}

De esta manera continuamos con un proceso de recursién transfinita, de tal modo que en general
si a es un ordinal tal que para todo 3 < «, se tiene que

XA\UJU us) #0

B<a

Definimos
Uo ={U €U\ | J Up : 30 € U}
B<a

donde z, es un elemento arbitrario tomado en (X \ U(Ug-,Up))- De esta manera, designamos a
7 como el primer ordinal tal que (X \ J(Us-., Us)) = 0 y hacemos

D ={zq:a<~v}
Consecuentemente, por la forma que fueron tomados los elementos de D, sucede que st(D,U) = X.

Notemos que D es discreto, puesto que si tomamos x, € D, podemos afirmar que para cualquier
U € U, se tiene que UN D = {x,}. Ya que por la construccién de U, para todo 8 < « se tiene
que si U € U,, entonces, U ¢ Ug, por lo que zg ¢ U. Ademads, que si v > ¢§ > «, se puede ver que
x5 € X \U(UgsUp), por lo que en particular x5 ¢ U. Con esto es claro que se cumple nuestra
afirmacion, lo que al mismo tiempo nos dice que D es discreto.

Por dltimo, veamos que D es cerrado. Para esto notemos que si tomamos un x € X\ D, entonces
podemos ver que existe a < 7, tal que
T e Ul/la.

De este modo, existe un U € U,, tal que x € U. Ademads, por nuestra afirmacion del parrafo anterior
tenemos que U N D = {z,}, por lo que como U es una vecindad abierta de = que solamente in ter-
secta a D en un conjunto finito y X es Hausdorff, tenemos que z ¢ clx (D). Por tanto, D es cerrado.

Con esto concluimos que D es un nicleo discreto y cerrado para la cubierta . En particular
X es estrella discreto.
O

De esto podemos deducir un corolario, puesto que si tenemos un espacio X tal que

sup{|D| C X : D es cerrado y discreto } < w,

tenemos que por 1,1,10 X serd estrella numerable. Cabe hacer notar que al cardinal que ante-
riormente definimos como el supremo de las cardinalidades de los subespacios cerrados y discretos
de un espacio X mds el cardinal Ny se le llama la extensién de X y se le denota como e(X).

Corolario 1.1.11. Si X es un espacio, tal que e(X) = w, entonces X es un espacio estrella
numerable

Demostracién Tomemos una cubierta abierta i de X. Por el Teorema 1,1,10 existe un cerrado
discreto D de X, tal que es nicleo de Y. Como |D| < e(X) < w, tenemos que D es un niicleo
numerable. ]
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1.2. Teoremas generales

Como se va a ver en el transcurso de este trabajo, los espacios estrella P no se comportan
tan bien como se esperaria, con esto se quiere decir que aunque una propiedad P se preserve bajo
ciertas condiciones, esto no siempre se conservara cuando lo pasemos al lenguaje de los espacios
estrella. Sin embargo, ahora daremos algunos teoremas y proposiciones importantes y sencillos,
en los que podemos ver bajo qué condiciones si se siguen comportando de la misma manera los
espacios estrella P con respecto a los espacios con la propiedad P.

Proposicién 1.2.1. Si P y P’ son propiedades topoldgicas tales que P implica P’, entonces estrella
P implica estrella P’.

Demostracién: Sean P y P’ como en el enunciado, y sea X un espacio estrella P y U una
cubierta abierta de X. Como X es estrella P existe A C X tal que A tiene la propiedad P y
st(A,U) = X. Luego, como P implica P’ entonces A tiene la propiedad P’ y por tanto X es
estrella P'. O

Ahora, podemos recordar que la propiedad de compacidad hace que algunas otras propiedades se
“mantengan bajo el producto”. Es decir, a veces cuando tenemos un espacio X con una propiedad
P y un espacio compacto, Y, se puede ver que el espacio X X Y es un espacio que mantiene
la propiedad P. Cuando esto pasa para todo espacio X con la propiedad P y todo espacio Y,
compacto, se dice que P es una propiedad compactamente productiva (algunos ejemplos son la
compacidad o la propiedad de ser lindel6f). Entonces, ahora vamos a ver que si una propiedad P
es compactamente productiva, se va a tener que estrella P también lo va a ser.

Teorema 1.2.2. Si P es una propiedad topoldgica compactamente productiva, entonces estrella P
también es compactamente productiva.

Demostracion: Sean X, Y espacios topoldgicos tales que X es estrella P, con P una propie-
dad compactamente productiva y Y es compacto. Sea U una cubierta de basicos canénicos de X xY.

Si fijamos x € X, tenemos que para cada y € Y, existe U x V,# € U tal que (z,y) € Uj x V7.
De esta manera si tomamos

V(z) ={V,/: U, x VS eU}

podemos ver que V(x) es una cubierta abierta de Y. Como Y es compacto, existe V'(x) C V(x),
tal que V’'(z) es una subcubierta finita de Y. De esta forma podemos ver que

Uz) = {Uy: Ve V'(2)}
es un abierto en X que tiene a x. De este modo haciendo esto para cada x € X, podemos tomar
Ux ={U(x):x € X}.
Asi, Uy es una cubierta abierta de X, por lo que podemos encontrar A C X tal que A tenga la
propiedad P y st(A,Ux) = X. Asi, nuestro nicleo estrella buscado va a ser A X Y. Como A x Y
tiene la propiedad P, solo nos faltaria verificar que

st(AxY,U) =X x Y.

Para este propésito tomemos (z,y) € X x Y. Sabemos que existe U(z’) tal que z € U(z') y
U(z')N A # 0, por lo que de este modo existe Vy € V'(2') tal que y € Vi y asi, como se tiene
que U(z') C U;‘,/ podemos ver que (z,y) € U;f// X V;;“}/ y que

UZ x VENAXY #4,

por lo que (z,y) € st(A x Y,U) y por lo tanto st(A x Y,U) = X. Asi obtenemos que X x Y es
estrella P. 0

Teorema 1.2.3. Si P es una propiedad topoldgica invariante bajo imdgenes continuas, entonces
la propiedad estrella P también lo es.
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Demostracién: Sea P una propiedad invariante bajo imdgenes continuas. Sean X, Y espacios
topolodgicos tal que X es estrella P, y sea

f:X—>Y

una funcién continua y sobreyectiva. Queremos demostrar que Y es estrella P y para esto vamos a
tomar una cubierta abierta i de Y y definimos

U ={fUu]:Ueul.

Entonces U’ define una cubierta abierta en X. Luego, como X es estrella P, existe A C X tal que
A tiene la propiedad P y
st(A,U') = X.

Asi, proponemos a f[A] como nuestro candidato a nicleo estrella de Y. Entonces, si tomamos
y €Y, existe x € X tal que f(z) =y, ademads, existe U € U tal que

ze Uy fTHUINA#D.

Esto significa que U N f[A] # 0 y que y € U. Por tanto, y € st(f[A],U) y asi f[A] si es niicleo
estrella. Ahora, como P es invariante bajo imédgenes continuas, tenemos que f[A] tiene la propiedad
P y por lo tanto Y es estrella P .

Teorema 1.2.4. Si X es un espacio estrella P, tal que P se hereda a subespacios cerrados, entonces
para todo A C X, tal que A es un conjunto abierto y cerrado, se tiene que A es estrella P.

Demostracién: Sea X un espacio estrella P y A C X un subespacio de X abierto y cerrado.
Sea U una cubierta abierta de A. Como A es abierto en X, entonces para todo U € U, U es abierto
de X. Puesto que A es cerrado, podemos considerar a la siguiente cubierta de X

U ={X\Aruu.

Dado que X es estrella P, entonces existe B C X, tal que B tiene la propiedad P y st(B,U’) = X.
Por otro lado, como A es cerrado, tenemos que B N A tiene la propiedad P, y también cabe hacer
notar que si x € A, entonces z ¢ X \ A y por tanto, existe U, € U tal que U, "B # (0 y = € Uy,
pero U, C A, por lo que U, N (BN A) # (). Por lo tanto concluimos que st(ANB,U) = A |

Teorema 1.2.5. Si X yY son espacios topoldgicos, tales que Y es un espacio estrella P (con P
una propiedad que se preserva bajo preimdgenes perfectas y se hereda a cerrados) y ademds existe
f: X =Y tal que f es una funcion perfecta y abierta, entonces X es estrella P.

Demostracién: Notemos que dado que f es una funcién abierta y cerrada (esto ultimo por ser
perfecta), tenemos que f[X] es un conjunto abierto y cerrado de Y. Ahora, si tomamos una cubierta
abierta U de X y y € f[X], tenemos que como f~![{y}] es compacto, existe una subcoleccién finita
U, C U tal que

N < Uy

y UN f~H{y}] # 0 para cada U € U,. Por otro lado, tomemos

V, =Y\ FIX\ [ JUy)-

Como f es cerrada, podemos darnos cuenta que V,, es una vecindad abierta de y en f[X]. Por la
forma en que fue definido V,, cumple lo siguiente:

v c o v ey,

Como V), es abierto de f[X], entonces también es abierto en Y. Dado que f es abierta podemos
asumir que V,, C ({f[U] : U € U}, de otra forma cambiamos a V, por V, N("{f[U] : U € U,},
pero para no complicarnos vamos a hacer esta suposicién. Ahora, tomando el abierto V,, para cada
y € f[X], obtenemos la cubierta abierta

V={V,:y e fIX]}

de f[X]. Ademds, por el Teorema 1.2.4, tenemos que f[X] es un espacio estrella P, por lo que
podemos tomar A C f[X] que tenga la propiedad P tal que

st(A, V) = fIX].
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Dado que f es una funcién perfecta, entonces f~![A] tiene la propiedad P en X.
Ahora, ya con todo esto podemos hacer la siguiente afirmacién:
Afirmacién: st(f~1[A],U) = X.

Prueba: Para mostrar esto, tomemos = € X y de este modo, tenemos que existe y € f[X] tal
que f(z) € V, y V,, N A # (. Luego por como fueron elegidos los miembros de V tenemos que:

ze V| J{U:Ueu,}.
Por lo que existe U € U, tal que = € U, y como V, C f[U], pues V,, C ({f[U] : U € U}, se

obtiene que U N f~1[A] # 0. Por tanto, concluimos que = € st(f~1[A],U) y como x era arbitrario,
obtenemos que X es estrella P. O
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Capitulo 2

Espacios estrella compactos y
estrella finitos.

En este capitulo nos enfocaremos en los espacios estrella compactos y un poco en los espacios
estrella finitos. Principalmente vamos a concentrarnos en ver como se comportan estos espacios con
respecto a los espacios compactos en distintos aspectos (producto topolégico, suma topoldgica, en-
tre otras cosas). También, por supuesto vamos a ver que estas son propiedades totalmente nuevas,
aunque la propiedad de ser estrella finito va a coincidir con la compacidad numerable en espacios
Hausdorff, que es basicamente en lo que vamos a estar trabajando en esta tesis. Cabe resaltar que
va a ser mas util, de vez en cuando, trabajar la propiedad de la compacidad numerable en terminos
de la estrella finitud

2.1. Estrella compacto y estrella finito como nuevas propie-
dades

En esta seccién vamos a demostrar que las propiedades que se estudiaran en este capitulo son
propiedades nuevas a las que ya conocemos, y para esto comenzaremos dando un ejemplo de un
espacio estrella compacto y estrella finito que no es compacto ni finito. Este ejemplo resulta ser sen-
cillo, pero para esto, antes requerimos un teorema que nos relacionara los espacios numerablemente
compactos con los espacios estrella compactos y estrella finitos.

Teorema 2.1.1. Si X es un espacio numerablemente compacto, entonces X es estrella finito.

Demostracion: Supongamos que X es un espacio numerablemente compacto, pero que no es
estrella finito. De esta manera, existe una cubierta abierta ¢/ de X, tal que no tiene nicleo finito.
Por lo que si tomamos xy € X y hacemos

V() = St(.’Eo,u),
entonces existe z1 € X \ Vj. Podemos considerar:
Vi = st({xo, z1},U),

y de nuevo podemos encontrar o € X \ Vj. Siguiendo asi, en general, si ya hemos escogido los
primeros n-terminos (para alguna n € N) definimos

Vi = st({zo, 21, .o, xn },U)
y escogemos un elemento arbitrario de
X\ [Va]

al cual llamaremos x,,1. De este modo podemos construir el siguiente subconjunto numerable-
mente infinito
A= {Il?(), TL1yeeey Ly, }

Y también podemos construir la sucesién de abiertos {V;, : n € N}.

9
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Por otro lado, podemos notar que clx (A) es numerablemente compacto, pues es un subespacio
cerrado de un espacio numerablemente compacto. Asf, si z € clx(A) tenemos que como U es
cubierta abierta de X, existe U € U tal que x € U y por tanto U N A # 0. Es decir existe x; para
alguna k € N tal que xx € U N A, por lo que x € Vi, asi que de esta manera

V={V,Nclx(A):n €N}

es una cubierta abierta numerable de ¢l x A, pero por la construccién de A no existe subcubierta fini-
ta de V tal que cubra a A y por tanto esto contradice que ¢lx (A) sea numerablemente compacto. [J

Notemos que con este resultado y la Proposicién 1.2.1 podemos ver que compacidad numerable
implica estrella compacidad, por lo que basta con dar un espacio numerablemete compacto, que no
sea compacto para dar un ejemplo de que estrella compacidad no implica compacidad. Este ejem-
plo es el espacio de ordinales [0,w;) (Ver lema 2.2.2), el cual es bien conocido que no es compacto
pero s{ numerablemente compacto (notemos que este ejemplo también nos dice que estrella finito
no implica finito).

Ahora, el siguiente paso natural, seria ver si se cumple el converso de este tltimo teorema, o al
menos bajo qué condiciones si se cumple.

Teorema 2.1.2. Si X es un espacio estrella finito, entonces X es numerablemente compacto.

Demostracion: Se demostrard por contrapositiva. Tomemos un espacio Hausdorff no nume-
rablemente compacto X. De esta manera, existe un conjunto D C X tal que es cerrado, discreto e
infinito numerable, por lo que podemos etiquetar a D como D = {z,, : n € N}. Luego para cada
x, € D, se tiene que existe un abierto de X, U, tal que U, N D = {z,}.

Ahora, para cada m € w, definimos el siguiente conjunto
By = {x, : 2™ <n < 2m}

Notemos que
2htl _ ok = 2kF(2 1) =2*

por lo que de este modo pasa que |B,,| = 2™ para cualquier m € w. Como B, es un conjunto
finito y X es un espacio Hausdorff, podemos encontrar abiertos para cada z,, € B,,, digamos V,,,
tal que

T, €V y VNV, =0

para toda j # n con 2™ < j < 2™+l Luego consideremos
Vi ={V, NU, : 2™ <n < 2™
y sea V = |J{V : m € N}. Entonces, V es una cubierta para D, y como D es cerrado se tiene que
U={X\D}uy

es una cubierta abierta de X. Esta sera la cubierta que no tendrd un ntcleo finito. Para ver esto,
tomemos A C X tal que A tiene cardinalidad finita y sea |A| = m para alguna m € N, entonces
podemos ver que |A| < 2™ = |B,,|. Por otro lado, cada punto de B,, sélo estd en uno y s6lo uno
de los abiertos de V,,, los cuales son abiertos ajenos entre si, por lo que como |V,,,| > m, existe
j € N tal que

2m < j < 2™ty (U; NV N A= 0.

Por tanto z; ¢ st(A,U), por lo que para todo A C X tal que A es finito, A no es niicleo estrella
de la cubierta U y asi X no es estrella finito. O

Ahora, como habiamos dicho los espacios que estudiaremos van a definir propiedades nuevas,
por lo que es normal pensar que si quitamos la hipétesis de ser Hausdorff en el Teorema 2.1.2,
entonces este va a fallar tal como el siguiente ejemplo lo demuestra.

Ejemplo 2.1.3. Eziste un espacio topoldgico X, no Hausdorff, tal que es estrella finito pero que
no es numerablemente compacto.
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Demostracién: Consideremos un conjunto X tal que |X| > Ny, y fijemos p € X. Luego le
vamos a dar la siguiente topologia a X:

T={UcCX:peU}u{0}.

Podemos ver que la cubierta V' = {{z,p} : © € X \ {p}} es una cubierta abierta la cual no
tiene subcubiertas finitas, por lo que (X, 7) no es numerablemente compacto.

Por otro lado, tomamos una cubierta abierta arbitraria U« de X, entonces tenemos que st(p,U) =
X, pues si x € X, existe U € U tal que z € U, y como U es un abierto no vacio de (X, 7) se tiene
que p € U, de este modo z € st(p,U), por lo que se obtiene la igualdad deseada y asi concluimos
que X es estrella finito pero no es numerablemente compacto. O

Del mismo modo nos falta verificar si estrella compacidad implica estrella finitud, pues de ser
asi, por la Proposicion 1.2.1, resultarian ser lo mismo, pero veremos un ejemplo de que esto no
sucede.

Teorema 2.1.4. Existe un espacio X Tychonoff, estrella compacto pero que no es estrella finito.

Demostracién: Consideremos a los espacios Sw y [0,w1] y tomemos al producto de estos con
la topologia producto. Ahora tomemos:

X = (Bw x [0,wi]) \ (((Bw) \ [0,w)) x {wn})

considerado con la topologia de subespacio. Entonces notemos que X es Tychonoff, pues es el
subespacio del producto de dos espacios Tychonoff.

Ahora bien, demostremos que efectivamente X es estrella compacto, para esto tomemos I una
cubierta abierta de X, la cual sin pérdida de generalidad podemos suponer cubierta de bésicos
canonicos. De esta manera para cada n € w, existen a,, < w1 y U, € U tales que:

{n} x (ap,w1] C U,.

Luego, hagamos o = sup{ay, : n € w} y notemos que a < wy, por lo que a+1 también lo es. Ahora,
si hacemos K; = fw X {a+ 1}, entonces podemos ver que K es compacto y més atn, K1 NU, # ()
para todo n € w, por lo que [0,w) X {w;} C st(K;,U), pues para cada n € w, (n,wy) € U,.

Ya con esto, sélo nos falta encontrar otro compacto tal que su estrella cubra la parte restante
de X y de esta manera nuestro compacto buscado serd la union de estos dos. Pero esto resulta no
tan complicado, ya que la parte restante es fw x [0,w1) y esto es numerablemente compacto, pues
es un producto de un compacto con un numerablemente compacto. Ahora, por el Teorema 2.1.1
tenemos que fw X [0,wq) es estrella finito y por lo tanto existe Ko C fw X [0,w;) tal que K» es
finito y Sw X [0,w1) C st(Ka,U). Por tanto tomando K = K; U K5 tenemos que K es compacto y
que X = st(K,U) y asi esto prueba que X es estrella compacto.

Por 1ltimo nos falta ver que X no es estrella finito, pero por el Teorema 2.1.2 esto es equivalente
a ver que X no es numerablemente compacto, y esto es relativamente sencillo ya que si nos fijamos

en el conjunto
A={{n,w):n € w},
podemos ver que es un conjunto cerrado, pues el complemento de A es fw x [0,w;) y este es un

abierto.

Se puede observar que A es infinito y discreto, por que w es discreto y {w1} visto como subes-
pacio también lo es. Por lo tanto estamos en presencia de un subconjunto de X infinito, discreto y
cerrado, es decir infinito y sin puntos de acumulacién, lo que nos dice que X no puede ser nume-
rablemente compacto. U

2.2. Propiedades de espacios estrella finitos y estrella com-
pactos

Ahora pasaremos a verificar las propiedades topoldgicas que tienen los espacios estrella compac-
tos y estrella finitos. Como hemos dicho, estos espacios no se comportan tan bien como se esperaria.
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Por ejemplo, la compacidad se hereda a subespacios cerrados y se preserva bajo imagenes inversas
de funciones perfectas, pero la estrella compacidad no. Sin embargo, una buena téctica es primero
ver qué propiedades cumplen los espacios con la propiedad P y de ahi ver si eso se sigue cumplien-
do para los espacios estrella P, asi esto nos dara una buena idea de qué tanto se aleja P de estrella P.

Primero veremos que la propiedad de estrella compacidad no se preserva bajo la imagen inversa
de funciones perfectas, a pesar de que la propiedad de compacidad si lo hace. Para esto, antes
necesitaremos dar un corolario del Teorema 1.2.4 y un lema que no se demostrard pues sale un
poco del contexto de esta tesis, pero se puede consultar en [3].

Corolario 2.2.1. Si X es un espacio estrella compacto y A C X es un subespacio abierto y cerrado
de X, entonces A, dotado de la topologia de subespacio, es un espacio estrella compacto.

Demostracién: Se sigue del Teorema 1.2.4, pues la compacidad se hereda a espacios cerrados.[]

Lema 2.2.2. [3/si k es un cardinal tal que la cofinalidad de k es igual a Rg, entonces el espacio
[0,x) es o-compacto, y si la cofinalidad de  es mayor que Vg, entonces el espacio de ordinales
[0,%) es numerablemente compacto.

Teorema 2.2.3. Eziste una funcion perfecta, continua y sobreyectiva de un espacio no estrella
compacto a un espacio estrella compacto.

Demostracion: Consideremos al siguiente espacio:

X =(BD x [0,c")\ ((BD\ D) x {c"})

donde D es el espacio discreto de cardinalidad ¢. X serd tomado con la topologia de subespacio del
espacio 8D x [0, ¢T], el cual a su vez es considerado con la topologfa producto.

Lo primero que haremos es probar que este es un espacio estrella compacto, pues este nos ser-
vird como nuestro contradominio para nuestra funcién perfecta.

Tomemos una cubierta abierta de bésicos canénicos U de X. Notemos que D x [0,¢T) es
numerablemente compacto, pues por el lema anterior, como [0, ct) tiene cofinalidad no numerable
(va que es un cardinal sucesor de un cardinal infinito), entonces es numerablemente compacto; por
tanto al hacer el producto con un compacto nos queda numerablemente compacto. Ahora, por el
Teorema 2.1.1, tenemos que 8D x [0, ¢t )estrella finito y asf existe Fy C 8D x [0, c¢T) tal que Fy es
finito y

BD x [0,c) C st(Fy,U).

Ahora, con esto sélo nos falta cubrir a D x {¢T}. Para esto veamos que para cada d € D, existe un
ag < ¢t tal que {d} x [ag, cT) estd contenido en algiin miembro de U, ya que éstas son vecindades
bésicas para {(d,{c"})}. Ahora consideremos

a = sup{aq : d € D}.

Entonces o < ¢, pues la cardinalidad de D es menor que ¢*. Esto también nos indica que o + 1
es menor que ¢, por lo que si hacemos

FQZBDX{CK—Fl},

tenemos que Fy es un subconjunto compacto de X, y mds aun D x {cT} C st(Fs,U), pues
a+1 € [ag,c™) para todo d € D; asi K = F; U F» es un subconjunto compacto de X tal
que X = st(K,U). Por tanto X es un espacio estrella compacto.

Lo siguiente que haremos es construir al espacio que servird como dominio para nuestra fun-
cién y este serd A(X), es decir el duplicado de Alexandroff de X (vease A.2.1). Para que funcione
como nuestro dominio, debemos demostrar que A(X) no es estrella compacto. Para este propésito
demostraremos la siguiente afirmacién:

Afirmacién: F = (D x{c*"})x {1} es un conjunto cerrado, abierto, infinito y discreto de A(X).
Prueba: Primero vamos a probar que es cerrado al probar que su complemento es abierto.

Notemos que si tomamos un punto en X x {1} \ F' se tiene que el punto es aislado, por lo que es
claro que el unitario de ese punto es un abierto que no intersecta al conjunto F'. Luego si tomamos
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z € X x {0}, entonces x = ((d,c"),0) (para algin d € D) 6 x € (8D x [0,¢T)) x {0}. Entonces,
en el primero de los casos si consideramos

U = (({d} x [0,"]) x {0}) U (({d} x [0,¢™]) x {1})\ ({{d, ")} x {1})

tenemos que U es un abierto que no toca a F' y que es vecindad abierta de x.

En el segundo de los casos x = ((y,), 0) para algtin y € 3(D) y v < ¢, por lo que si tomamos
U= BD X [77c+)7

y si hacemos V = U x {0,1} es claro que VN F =), pues UN (D x {c¢*}) = 0. Asi, con todo esto
concluimos que F' es cerrado. Ahora, F claramente es infinito, ademéas de que es abierto y discreto
por como se construyé la topologia de A(X), por lo que damos por cierta la afirmacién.

Ahora, F' no es estrella compacto, pues la cubierta dada por todos los unipuntuales no tiene
nticleo compacto dado que el conjunto es infinito. Esto quiere decir que A(X) no es un espacio
estrella compacto, pues por el Corolario 2.2.1 sabemos que la propiedad estrella compacidad se
hereda a cerrados y abiertos.

Ahora, la funcién f que servird serd la funcién natural del duplicado de Alexandroff (vease
A,2,2) La cual va a cumplir todo lo que queremos gracias al Teorema A,2,3
Cabe destacar que a la funcién que definimos en el teorema anterior, la llamaremos la funcién
natural del duplicado de Alexandroff; es decir, siempre que tengamos un espacio arbitrario X y a
A(X), cuando nos estemos refiriendo a la funcién natural del duplicado de Alexandroff A(X), nos
referiremos a la funcién
fAX) =X

dada por f({z,i)) = x donde i € {0,1}. Por otro lado esta funcién va a ser perfecta, continua y
sobreyectiva y la prueba de esto es totalmente andloga a lo que hicimos en el Teorema 2.2.3.

Algo que le puede parecer extrafnio al lector, es que en el Corolario 2.2.1 se demostré que los
espacios estrella compactos se heredan bajo subespacios cerrados y abiertos, sin embargo los es-
pacios compactos se heredan bajo subespacios cerrados, por lo que seria natural preguntarse si los
espacios estrella compactos se heredan bajo cerrados. La respuesta a esta pregunta serd lo siguiente
que nos ocupard, pero antes de esto necesitamos definir un espacio topoldgico muy importante,
que sera el espacio de Isbell-Mréwka o el espacio de Mréwka.

A lo largo de este trabajo se ocupara en repetidas ocasiones el espacio de Mréwka y se daran
por hecho algunas de sus propiedades, por lo que es importante que el lector tenga un buen
conocimiento sobre esto y para eso se recomienda la lectura [1].

Definicién 2.2.4. Decimos que una familia A de subconjuntos de w es casi ajena si para cada
A1, Ay € A con Ay # As se tiene |[A1 N Az| < Vo, y para cada A € A, |A] > Ny. Si ademds A
es mazximal por contencion entre las familias casi ajenas, entonces diremos que A es una familia
mazximal casi ajena o una familia MAD de w.

Definicién 2.2.5. Definimos W(A) como el espacio topoldgico que tiene como conjunto base a
wUA, donde A es una familia casi ajena de w. A este conjunto le damos la siguiente topologia
definida por el siguiente sistema de vecindades abiertas B = {B, : x € wU A}, donde

By = {{z}}

ST EW Y
B, ={{z}Uz\ F:F ¢ [z]<N}

six e A.

Es fécil notar que en realidad B si es un sistema de vecindades, pues es claro que para cada
x € U(A), se tiene que B, # 0 y para cadaV € B, x € V.

Por otro lado, si tomamos Vi, Vs € B, tenemos que V3 NV, € B, pues este hecho es trivial si
x €w,ysix e A, se deduce rapidamente de que

x\Flﬂx\ngx\(Flqu)
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y si Fi, Fy € [2]<®°, entonces es claro que F} U Fy € [2]<®°, por lo que se sigue que V) NV, € B,.

Por ultimo, probemos que si x € V € B, para y # x, entonces existe U € B, tal que U C V.
Es claro que para que pase esto y debe de pertenecer a A, y si x € w, es claro que {z} C V. Por
otro lado no es posible que = € A, por como definimos B, para x € A.

Por tanto, B si es un sistema de vecindades y nos genera una topologia, la cual serd la topologia
de nuestro espacio. Al espacio ¥(.A) lo llamaremos el Psi-espacio de A, el espacio de Isbell-Mréwka
de A o el espacio de Mréwka de A.

Lema 2.2.6. 57 X es un espacio estrella compacto, entonces para cada cubierta U de X existe

V CU tal que V es finito y st(JV,U) = X

Demostracion: Sea I/ una cubierta abierta de X. Como X es un espacio estrella compacto,
existe un A C X tal que A es compacto y st(A,U) = X. Luego, tomemos

U ={UNA:UeuUl}.

De esta manera U’ es una cubierta abierta de A, por lo que podemos extraer una subcubierta
abierta finita V' de U’, as{ que si hacemos V = {U : UN A € V'}, tenemos que V es finito y més
ain A C |JV. Se sigue que st(JV,U) = X. O

Lema 2.2.7. [11] Si X es un espacio topoldgico regular, tal que existe D C X cerrado, discreto y
|ID| = w(X) > Ry (donde w(X) es el peso de X), entonces X no es un espacio estrella compacto.

Demostracién: Para demostrar esto, vamos a probar que existe una cubierta U tal que no
tiene ninguna subcoleccién finita V, tal que st(UV,U) = X, y después aplicar el Lema 2.2.6.

Sea B una base de X de cardinalidad minima. Como D es discreto y cerrado, para cada x € D
existe vecindad abierta V,, de x tal que V,, N D = {a}, y para cada y € X \ D, existe una vecindad
abierta V,, de y tal que V,,N.D = (). Por otro lado, como X es regular, tenemos que para cada € D
existe B, € B tal que

x € By Cclx(B:) CV,

y para cada y € X \ D existe A, € B tal que
ye A, Celx(4y) C V.
Entonces, dicho esto, consideremos
U={B,:x € D}U{A,:ye X\ D}.

Se puede notar que |U| = |B|, puesto que |B| > [U| > |D| y |D| = |B|, pues es base de cardinalidad
minima y el tamano de D es el del peso de X.

Ahora, sea
F={F CU: F es finitoy F # 0},

entonces |§| = |D| = [U]| puesto que |D| > Ry y la cardinalidad del conjunto de todos los subcon-
juntos finitos de un conjunto Z de cardinalidad infinita siempre es igual a la del conjunto Z. Ahora
bien, si tomamos F € §, tenemos que

F={U1,Us,..,Up}

para alguna n € N y para U; € U donde i € {1,2,...,n}. De este modo clx(|JF) = Ui, clx (),
por lo que

lelx (| JF)nD| = \(U dx(U))ND| <n

ya que por la construccién de la cubierta U/, cada elemento de esta cubierta al cerrarlo intersecta
en a lo mas un elemento a D.

Ahora vamos a indizar a § como {F, : @ < A} (donde A es el cardinal de D). Entonces,
apoyandonos de induccién transfinita construiremos algunos abiertos que serdn parte de la base



2.2. PROPIEDADES DE ESPACIOS ESTRELLA FINITOS Y ESTRELLA COMPACTOS 15

que usaremos. Supongamos que para cada 8 < o < A, existe xg € D tal que 23 ¢ clx(|JF3) v
xg # x para cada f # v, con 3,7 < o (notemos que esto se puede hacer porque la interseccién de
la cerradura de la unién de cualquier elemento de § con D es finita y |D| = |§]), de esta manera
juntando esto con el hecho de que |clx (| Fa) N D] < N para cada a < A, obtenemos

D\ (({p : B < a}) Uex(|JFa)) # 0.

Por lo que podemos tomar z, tal que 2, € D\ ({zp : 8 < a}) Ucly(Fa)) # 0. Por lo tanto,
por induccién transfinita hemos construido una sucesiéon tal que para todo o < A, se tiene que
2o ¢ cx(UFa) ¥y Ta # s, para todo a, § < A tales que a # (. Luego, definimos:

U By N (X \ clx(UF)) si x =z, para alguna a < A
T B, en otro caso,

donde B, es el basico de la cubierta B que tiene a z, su cerradura se queda contenida en el
abierto V,, y V, N D = {z}). Por construccién de B,, este es el tinico elemento de U que tiene a
. También notemos que en cualquiera de los dos casos, U, es una vecindad abierta de x, pues
en el primer caso es interseccién de abiertos y ademds x,, ¢ clx (UF,) y el segundo caso es evidente.

Ya con esto construiremos la cubierta requerida de la siguiente forma:
U ={A,:ye X\ D}yU{U, : z € D}.

Entonces, se ve que U’ si es una cubierta abierta de X. Ahora, si tomamos H C U’ tal que H es
finito, tenemos que se puede ver a ‘H como

H={Us,...., Uz, }U{Ay,, .. Ay .}
De esta manera, si tomamos
F=A{By,,.... Bz, } U{A4y,...., A4y, },

podemos notar que |JH C |JF. Por otro lado tenemos que para algin o < A\, F = F,, por lo
que T ¢ cx(UFa), y ast 2o & clx(UH). Ahora, como el tnico abierto que tiene a x, es U,
tenemos que

T € st(U H,U") siy sélosi Uy, N (U H) # 0,

pero Uy, = By, \ (Uclx(Fa)). Por tanto (JH) NUx, = 0 y de este modo z, ¢ st(UH,U'), as
esta cubierta no tiene ninguna subcoleccién finita tal que la unién de esta subcoleccién sea nicleo
estrella de esta cubierta.

Por tanto usando la contrapositiva del Lema 2.2.6, obtenemos que X no es un espacio estrella
compacto L.

Corolario 2.2.8. Si A es una familia mazimal casi ajena (MAD) de w, entonces ¥(A) no es
estrella compacto.

Demostracion: A es un subespacio denso cerrado y |A] = w(¥(A)) > Ng. Ademds U(A) es
Tychonoff y en particular regular. Por lo tanto, por el Lema 2.2.7 tenemos que este no es un espacio
estrella compacto. O

Teorema 2.2.9. Fuxiste un espacio estrella compacto con un subespacio cerrado reqular que no es
estrella compacto.

Demostracién: Consideremos al espacio X del Teorema 2.2.3. Sea A una familia maximal casi
ajena tal que |A| = ¢, entonces tomemos al espacio ¥(A) y sin pérdida de generalidad digamos
que X N¥(A) = 0. Hagamos la suma topoldgica de X & ¥(A) y sea

FiDx{c} A

un homeomorfismo. Consideremos el espacio cociente Y, que es obtenido de identificar los puntos
p € D x {ct} con f(p) y a los demds puntos de X @ ¥(A) solamente consigo mismos, de esta
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manera nuestro espacio Y se ve de la siguiente forma:

Y =D x [0,¢t)u{{{d,c"), f({d,cT))) :d € D} Uw
+

)
Donde los puntos de la forma ((d,c"), f({(d,cT))) los podemos también denotar como [(d, c*)] (la
clase de equivalencia del punto (d,¢T)). Ahora bien, consideremos a la proyecciéon natural ¢ de
X®U(A)ay.

Afirmacidn : ¢[¥(A)] es un subespacio cerrado regular de Y que es homeomorfo a ¥(A).

Prueba: Primero mostremos que ¢[¥(A)] = cly (inty (¢[¥(A)])). Para esto observemos que las
vecindades abiertas basicas de los puntos en w son las mismas que en el Mréwka y las vecindades
abiertas bésicas de los puntos en 8D x [0, ¢T) siguen siendo las mismas que en X, pero las vecin-
dades basicas de las clases de equivalencia de la forma [(d, ¢t)], son de la siguiente forma:

V= ({d} x [a, ") U{{{d, "), fF({d, cIND U (F({d, 7))\ F)
para algiin a < ¢y F' C f((d,c")) tal que F es finito, ya que
¢~ {{d, Y] = {{d, <), F((d, )},

por lo que toda vecindad abierta bésica de este punto, debera de ser una especie de unién de las
vecindades béasicas de cada uno de estos puntos.

Ahora, podemos notar que inty (¢[¥(A)]) = w, pues cada punto de w es aislado, por lo que se
queda en el interior, pero por lo visto anteriormente los puntos de la forma [(d, ct)] no se quedan
en el interior. Por otro lado cly (inty (¢[¥(A)])) = ¢[¥(A)], pues pasa que

P[U(A)] C ey (inty (o[ T (A)])),

puesto que todas las vecindades abiertas de los puntos de la forma [(d,c™)] intersectan a inty (¢[¥(A)]).

Por otra parte, dado que 3D x [0,c¢") es abierto en Y se da la siguiente igualdad:

P[W(A)] = cly (inty (6[¥(A)]))

Por ultimo notemos que la misma funcién ¢ define un homeomorfismo entre ¥(A) y ¢[¥(A)]
(este dltimo visto como subespacio de Y). Entonces con esto concluimos nuestra afirmacion.

Gracias a esta afirmacién y el Corolario 2.2.8 podemos concluir que ¢[¥(.A)] es un subespacio
cerrado regular no estrella compacto de Y.

Ya con esto, sélo nos faltaria ver que Y si es un espacio estrella compacto. Para esto tomemos una
cubierta abierta ¢ de Y. Notemos que ¢ define un homeomorfismo entre X y ¢[X] (este dltimo
visto como subespacio de Y). de esta forma, como X es estrella compacto, existe un compacto
K C ¢[X] tal que

o[ X] C st(Kq1,U).

Por otra parte notemos que
S X] = {({d.c*), f({d,cT))) : d € D}UBD x [0,¢"),
asi que Y\ st(K1,U) C w. Ahora observemos que
(Y \ st(K1,U))NA| <N

para cada A € A, puesto que por la observacion de las bases de vecindades de [(d,ct)], como

¢[X] C st(Ky,U), entonces para cada A € A existe una vecindad basica U de [A] (la clase de
equivalencia de A) tal que U C st(K1,U) y de este modo existe F' C A finito tal que

A\ F C st(K1,U).

Luego como esto pasa para todo A € A, es claro que Y \ st(K1,U) ¢ Ay como A es maximal,
forzosamente |Y \ st(K1,U)| < Rg (pues al intersectar este conjunto con cualquier elemento de
A obtenemos un conjunto de cardinalidad finita). Por tanto si hacemos K = Ky UY \ st(K;,U)
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tenemos que K es compacto y que Y = st(K,U). |

Hemos visto que la propiedad de compacidad numerable implica la propiedad de estrella finitud
y esta ultima implica la propiedad de compacidad numerable, por lo que una pregunta natural
es: ;como estd todo esto relacionado con la propiedad de pseudocompacidad? Sabemos que la
propiedad de compacidad numerable implica la propiedad de pseudocompacidad (A.1.2) y por el
Corolario 2.2.8 es claro que pseudocompacidad no implica la propiedad de estrella compacidad,
entonces la pregunta recae en si la propiedad de estrella compacidad implica la pseudocompacidad.
La respuesta a esta pregunta es afirmativa, pues esto se sigue facilmente de las Proposiciones 1.1.6,
1.1.9 y 1.2.1. Con esto obtenemos el siguiente teorema:

Teorema 2.2.10. En un espacio X normal son equivalentes:
1. El espacio X es numerablemente compacto;
2. El espacio X es estrella finito;
3. El espacio X es estrella compacto;
4. El espacio X es pseudocompacto.

Demostracion: (1) — (2), ya fue demostrada. (2) — (3) se deduce de la Proposicién 1.2.1.
(3) — (4) se sigue de 1.1.6, 1.1.9 y 1.2.1, y, finalmente, se sabe que en un espacio normal la pseu-
docompacidad es equivalente a la compacidad numerable (4) — (1) (A.1.3) O

Como la propiedad de ser compacto es una propiedad productiva, podriamos preguntarnos si
la propiedad de ser estrella compacto también se comporta del mismo modo, pero la respuesta a
esta pregunta es negativa y eso nos concernerd en el siguiente teorema.

Teorema 2.2.11. FEuxisten dos espacios numerablemente compactos X y Y, tales que X XY, no
es estrella compacto.

Demostracién: El primer espacio X, que ocuparemos, serd un subconjunto de Sw que cons-
truiremos de forma recursiva.

Primero para cada A € [fw]* (donde [Sfw]“ es el conjunto de todos los subconjuntos de cardi-
nalidad w de fw) fijemos x4 € derg,A. Notemos que esto se puede hacer porque como Sw es un
espacio compacto, entonces todos sus subconjuntos infinitos tienen puntos acumulacion; es decir,
su derivado es distinto del vacio. Consideremos la funcién:

fo[Bwl” = pw
dada por f(A) = z4.

Ahora si, hagamos la construccién de nuestro conjunto X por recursién transfinita, de la si-
guiente manera:

Xb::w
Xo=|J XsU sl Xs)*], Sia<w.

B<a B<a

De este modo hacemos X = Ua<w1 X4, y lo dotamos con la topologia de subespacio dada por
Bw. Ahora, demostremos que X es numerablemente compacto, pues si demostramos esto, enton-
ces X es estrella compacto. Para esto, basta con demostrar que si tomamos A € [X]¥, se cumple
que derx(A) # (. Para este propdsito, veamos que para cada a € A, existe a, < w; tal que
a € X,,, por lo que si tomamos la funcién ¢ : A — [0,w;) dada por ¢(a) = ag,, podemos ver que
sup(p[A]) < wy (puesto que A es numerable), por lo que si hacemos sup(¢[A]) = a, tenemos que
A C X,, v, asi,

f(A) € Xoq1Nderg,AC X Nderg,A =derxA# 0.

Por lo tanto, X es numerablemente compacto

Antes de mencionar cuél es el espacio Y que nos servird, vale la pena hacer la observacién de
que | X| < 2% pues nos va a ser de utilidad a la hora de demostrar que nuestro espacio Y también
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es estrella compacto. Entonces, primero por un argumento inductivo vamos a ver que para toda
a < w; se tiene que | X,| < 2%0. Primero, es evidente que se cumple para X, y para X; se tiene
que:

1Xi1| = |wu fllw]]] < Jw]*] = 2%.

Esto porque a lo més f[[w]“] tiene la misma cardinalidad que el conjunto de los subconjuntos de
tamano numerable infinito de w.

Suponemos que para un ordinal v < wy se cumple que para todo 8 < v, | Xz| < 2% Entonces,
tenemos que

| Xp| < 2%
B<y

ya que es una unién numerable de conjuntos de cardinalidad a lo méas 2%°. Asf, con esto vemos
que 2% = |[Us_, X5]°| > fllUs, X5]“] y por lo tanto, de esta igualdad podemos concluir lo
siguiente:
R
21 = 1 Xs U LU Xal”]l < 2%,

B<y B<y

Entonces, con esto queda demostrado que para todo § < wy, se tiene que | Xs| < 2%0. Finalmente,
como |wy| < 2% se puede ver que

1X| =] U Xo| < 2%,

a<wi

Ahora, ya con esto definamos nuestro espacio Y como
Y =(fw\X)Uuw,

y probemos que Y también es un espacio numerablemente compacto y por lo tanto estrella com-
. . N
pacto. Para esto, tomemos A € [Y]¥, como A es infinito |clg,(A)| = 22", por lo que tenemos que

[(clpw(A))\ (AUX)| = 22" de lo que concluimos que el |dery (A)| # 0, y, asi, Y es numerablemente
compacto.

Por 1ltimo, demostremos que X X Y, no es estrella compacto, demostrando que no es pseudo-
compacto.

Tomemos la diagonal en Sw X Sw, la cual denotaremos como A. Como Sw es Hausdorff tenemos
que A es cerrado en fw X Bw, por lo que AN X XY es cerrado en X XY, y dado que X NY = w,
se tiene que

ANX xY ={(n,n):n € w}.

Dado que para cada n € w, {n} es abierto en fw, podemos observar que {(n,n) : n € w} es
un conjunto discreto abierto, infinito y cerrado en X X Y, por lo que como es discreto e infinito
tenemos que no es pseudocompacto, y como es abierto y cerrado, tendriamos que si X x Y fuese
pseudocompacto, también lo deberia de ser {(n,n) : n € w}. Por tanto, X X Y no es pseudocom-
pacto y como estrella compacidad implica pseudocompacidad tampoco es estrella compacto. [

Ahora que ya se han dado bastantes resultados negativos de la estrella compacidad con respecto
a la compacidad, pasaremos a probar algunos resultados positivos.

De los Teoremas 1.2.2, 1.2.3 y 1.2.5 tenemos que la estrella compacidad es compactamente
productiva, que se preserva bajo imagenes continuas y se preserva bajo preimagenes perfectas y
abiertas, por lo que solo nos faltaria ver que pasa bajo la suma topolégica.

Teorema 2.2.12. Dada una coleccion de espacios topoldgicos ajenos dos a dos y no wvacios
{Xo}ac, se tiene que BociXa, s un espacio estrella compacto si y solo si Xy, es un espacio
estrella compacto para cada o € J y |J| < Ng.

Demostracion:=- Primero supongamos que G,c X, es un espacio estrella compacto. Por el
Corolario 2.2.1 tenemos que como para cada « € J, X, es un subespacio abierto y cerrado, en-
tonces, X, también es estrella compacto. Si tomamos U = {X, }aecs, podemos notar que U es una
cubierta abierta del espacio suma, por lo que existe A C @y Xa, tal que A es un compacto y mas
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aln es nicleo de la cubierta U, por lo que ANX, # () para cada a € J, y como A = @ac (X NA),
entonces |J| < N, pues A es un compacto que se puede representar como una suma topoldgica.

< Ahora probemos que ®qcjX, es un espacio estrella compacto, para esto tomemos una
cubierta abierta U de ©ncyX,, v hagamos para cada o« € J

Uy ={UNX,:UeU}.

Como cada X, es estrella compacto, existe para cada a € J, un nicleo de U, compacto A, tal
que A C X,. Ahora, como |J| < Ng, A = [J,c; Aa €s compacto en ©qcyXq. Afirmamos que A
es nicleo para la cubierta U, puesto que para cada a € J pasa que X, = st(An,U,) C st(A,U) y
por ende sucede que

X = | Xo = [ st(Aa,Ua) C st(AU).
acJ acJ
Por tanto como A es compacto y es ntcleo para U, obtenemos que @,csX, €S un espacio
estrella compacto O

El dltimo resultado que vamos a dar dentro de este capitulo nos relaciona a los espacios Tycho-
noff con los espacios estrella compactos Tychonoff. Sin embargo, antes de dar este ultimo resultado
necesitaremos definir el nimero de Lindel6f.

Definicién 2.2.13. Dado un espacio topolégico X, definimos el nimero de Lindeldf de X como el
cardinal mds pequeno k tal que para cada cubierta abierta de X, existe una subcubierta de tamano
a lo mds k. Denotaremos al nimero de Lindelof de un espacio X como 1(X).

Teorema 2.2.14. Todo espacio Tychonoff se puede encajar en un espacio estrella compacto, Ty-
chonoff como un subespacio cerrado.

Demostracién: Sea X un espacio Tychonoff. Notemos que si I(X) < ¥y, entonces X es com-
pacto y por tanto X es estrella compacto, por lo que se sigue trivialmente el teorema. Ahora,
supongamos que [(X) > Ry y consideremos:

Z = BX x 0,77\ (BX\ X) x {7"})
Donde 7 es un cardinal regular tal que 7 > [(X).

Si consideramos X = X x {7t}, se puede ver que este subconjunto de Z es cerrado, pues
BX x [0,7F) es un abierto en Z y es el complemento de X, por lo que concluimos que este tlti-
mo es cerrado. Ademds, X con la topologia de subespacio es homeomorfo a X pues la funcién
f: X — X dada por f(z) = (z,7") denota el homeomorfismo. Por tanto X se encaja en Z como
un subespacio cerrado.

Ahora demostremos que Z es Tychonoff y estrella compacto. Lo propiedad de Tychonoff se
deduce de que es un subespacio del producto de dos espacios Tychonoff (38X x [0,77]).

Para demostrar que Z es estrella compacto tomemos U una cubierta abierta de Z. Notemos,
que T > w y de este modo 77 > w. Como 7 es regular tiene cofinalidad mayor que ¥y y de este
modo también 7+ cumple con esto, entonces, por el Lema 2.2.2 tenemos que [0, 77) es numerable-
mente compacto. Por tanto, 3X x [0,7F) es numerablemente compacto, pues es el producto de un
compacto con un numerablemente compacto. Esto nos dice que X x [0,7T) es estrella finito, por
lo que si tomamos una cubierta abierta U de Z tenemos que existe F' C X x [0,77) finito tal que

BX x [0,7F) C st(F,U).

_ Ya con esto, solo nos basta con encontrar un subconjunto compacto K tal que K1 C Z y
X C st(Ki,U). Para esto primero denotemos como

V={V=Wx(a,7")NZ: a<7h, WeTsx yexiste U €U, tal que V C U}.

Notemos que V cubre a X, pues si tomamos (z,7") € X, existe un abierto U € U tal que z € U
y de este modo podemos encontrar un abierto basico canénico V' de la forma de los elementos de V),
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tal que (z,77) € V C U. Como V es una cubierta abierta de X, y este es homeomorfo a X existe
una subcubierta abierta V' de V tal que |V'| < I(X), por lo que si para cada V' € V nombramos
como a(V) al a tal que V. =W x (a, 7"] y hacemos

o =sup{a(V):VeV}+1

tenemos que o < 7%, pues 7 > [(X). Asf, tomando K; = 8X x{a*}, tenemos que K; es compacto.
Y més ain X C st(K7,V’), pero como los abiertos de V' estdn contenidos en los abiertos de U, se
sigue que

X cC St(Kl,U).

De esta manera, si hacemos K = K; U F obtenemos un compacto tal que Z = st(K,U), lo que
quiere decir que Z es nuestro espacio estrella compacto, Tychonoff, en el cual se encaja X como
un subespacio cerrado. O

Por tdltimo, para cerrar el capitulo vamos a terminar con un diagrama de las relaciones que
hemos dado entre las propiedades que hemos estudiado.

— - Numerablemente compacto

SiXesT, T J.

Estrella finito

Estrella compacto

SiXesTy

Estrella pseudocompacto

Pseudocompacto



Capitulo 3

Espacios estrella numerables y
estrella Lindelof

En este capitulo vamos a hablar sobre los espacios estrella numerables y estrella Lindelof, asi
como, también de su relacién entre ellos mismos, entre los espacios estrella finitos y los espacios
estrella compactos que se estudiaron en el capitulo anterior. Al igual que en el anterior capitulo
dividiremos el estudio de estos tipos de espacios en dos secciones, siendo la primera secciéon en la
que vamos a demostrar que efectivamente estas propiedades son distintas a las que ya conocemos
comunmente, y la segunda seccién en la que las compararemos con sus respectivas propiedades P.

3.1. Los espacios estrella numerables y estrella Lindelof co-
mo dos nuevas clases de espacios

Vamos a comenzar mostrando que estas propiedades no son lo mismo que las propiedades de
las que estas surgen, es decir la propiedad de Lindel6f y la propiedad de numerabilidad.

Ejemplo 3.1.1. Euxiste un espacio estrella numerable que no es numerabe y no es Lindelof.

Demostracién: Sea X = [0,w;). Sabemos que X no es Lindelof, pues es un numerablemente
compacto (por el Lema 2.2.2) que no es compacto. Dado que la compacidad numerable implica la
estrella finitud, y a su vez la estrella finitud implica la estrella numerabilidad (por 1.2.1), se deduce
que X es estrella numerable. O

Notemos que con este ejemplo también se deduce, por la Proposicién 1.2.1, que los espacios
estrella Lindeldf no son Lindel6f. En general, podemos decir que cualquier espacio numerablemente
compacto no compacto va a ser un espacio estrella Lindel6f no Lindelof.

Ahora, como sabemos que la propiedad de estrella numerabilidad implica la propiedad de estre-
lla Lindel6f, probaremos que la implicacién contraria no pasa, y, asi, se verd que estas propiedades
no son equivalentes.

Teorema 3.1.2. Existe un espacio estrella Lindeldf que no es estrella numerable.
Demostracion Sea D el espacio discreto de cardinalidad ¢. Definamos:
X = (BD x [0,w])\ (BD\ D) x {w}).

Sabemos que D X [0,w) es Lindeldf, puesto que es el producto de un compacto con un Lindeldf.
Ademas, como es denso en X, tenemos que para cualquier cubierta abierta este conjunto es nicleo
estrella de esa cubierta, y, asi, X es un espacio estrella Lindelof.

Ahora bien, probemos que X no es un espacio estrella numerable. Para esto, tomemos la si-
guiente cubierta abierta de X:

U={{d} x[0,w]:de D}U{BD x {n}:n € w}.
Sea B C X, tal que |B| < Rg. Como B es numerable tenemos que existe d’ € D tal que

Bn({d} x[0,w]) =0,

21
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y como el tinico miembro de la cubierta que tiene a (d',w) es U = {d’} x [0, w], entonces concluimos
que {(d',w) ¢ st(B,U) y de este modo X no es estrella numerable. O

Por tdltimo, antes de poder concluir que estas propiedades son totalmente nuevas nos falta
verificar que estas sean distintas de las propiedades del capitulo anterior. Y esto es importante
puesto que por la Proposicion 1.2.1 sabemos que al menos la estrella finitud implica las propiedades
de estrella numerabilidad y la propiedad estrella Lindelof, y la estrella compacidad implica la
propiedad estrella Lindelof, por lo que si queremos demostrar que efectivamente estas propiedades
son ”distinas”, debemos mostrar algiun espacio estrella Lindel6f que no sea estrella compacto y,
un espacio estrella numerable que no sea ni estrella finito ni estrella compacto. Por suerte esto
no resulta ser tan complicado, y como podremos ver el siguiente ejemplo nos dara todo lo que
requerimos.

Ejemplo 3.1.3. FEuxiste un espacio estrella numerable que no es estrella compacto.

Demostracién: Tomemos a [0,w) con la topologia usual de orden, entonces éste espacio es
estrella numerable, pero no es estrella compacto, puesto que cualquier subespacio compacto de
[0,w), es finito y si tomamos la cubierta abierta dada por

U={{n}:necw}

es claro que ningin subespacio finito puede ser ntcleo estrella de esta cubierta. Por tanto, conclui-
mos que nuestro espacio no es estrella compacto. O

Ahora, notemos que gracias a la Proposicién 1.2.1, tenemos que el Ejemplo 3.1.3, en realidad
nos dio un espacio que no es estrella compacto, ni estrella finito y que a su vez es estrella numerable,
y, por ende, estrella Lindelof.

Con todo esto hemos demostrado que la propiedad de estrella numerable y estrella Lindel6f, son
propiedades completamente distintas, a todas las que ya conociamos. Sabemos que la propiedad
de ser separable es implicada por la propiedad de ser numerable, aunque se sabe que esto no pasa
al revés, pero como hemos notado en el lenguaje de los espacios estrella, que algo suceda para una
propiedad P no es garantia de que siga sucediendo para la propiedad estrella P. Un ejemplo de
todo esto lo podemos encontrar justo en el siguiente teorema, donde vamos a ver que la estrella
separabilidad y estrella numerabilidad resultan ser la misma propiedad.

Teorema 3.1.4. Si X es un espacio, entonces X es estrella numerable si y sdlo si es estrella
separable.

Demostracién: Si suponemos que X es un espacio estrella numerable, entonces por la Propo-
sicién 1.2.1 podemos concluir que X es un espacio estrella separable.

Si por otro lado, suponemos que X es un espacio estrella separable, tenemos que si tomamos
una cubierta abierta U de X, existe un conjunto separable S C X, tal que

st(S,U) = X.

Dado que S es separable, existe un subconjunto N C S que es numerable y denso en S. Por la
Proposicién 1.1.3 tenemos que:

st(N,U) = st(clx(N),U)
y dado que S = clg(N) C clx(N) obtenemos que
X = st(S,U) C st(cdx(N),U) = st(N,U),
y, asi,

st(N,U) = X,

por lo que concluimos que X es un espacio estrella numerable. O
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3.2. Las propiedades de los espacios estrella Lindelof

Ahora, al igual que en el capitulo pasado vamos a pasar a examinar las propiedades topolégi-
cas que tienen los espacios estrella Lindelof y estrella numerables y vamos a hacer esto mientras
comparamos estas propiedades con las propiedades de los espacios Lindel6f, para de este modo,
también ir notando qué tan semejantes son entre si.

Comenzaremos probando que a diferencia de los espacios Lindeldf, en los espacios estrella
Lindel6f esta propiedad no se hereda ni siquiera a conjuntos cerrados regulares.

Teorema 3.2.1. Eziste un espacio estrella numerable tal que tiene a un cerrado reqular que no es
estrella Lindeldf.

Demostracién: Tomemos .4 una familia MAD de w tal que |.A| = ¢ y consideremos el siguiente
conjunto:
X =AU ([0,¢) x [0,w)).

A este conjunto le damos la siguiente topologia: a [0, ¢) x [0, w) lo consideramos como un subespacio
abierto dotado de la topologia producto usual. Por otro lado, para cada punto A € A, sus vecindades
abiertas béasicas serdn de la siguiente forma:

Gp i (A)=((B,¢0) x A\ K)U{A}
donde 8 < ¢y K € [w]<¥. Luego, se puede notar que esto nos induce una topologia en X.

Con esto, demostraremos que X no es estrella Lindel6f. Para esto enumeremos A de la siguiente
manera

A={A,:a <.

Para cada a < ¢, hagamos U, = {A4,} U ((a, ¢) X Ay), v tomemos la siguiente cubierta abierta:
U={Uy:a<c}U{[0,c)x[0,w)}.

Si tomamos L C X, tal que L es Lindelof, podemos notar que L N A es numerable, pues como
subespacio, A es discreto y cerrado, ya que [0,¢) X [0,w) es abierto en X y ademds las vecindades
bésicas de los puntos de A solo tocan a un punto de A. De este modo, L N A es un subespacio
cerrado y discreto de un Lindel6f, por lo que como maximo puede ser numerable. Entonces, existe
B’ < ¢ tal que:

LN{A,:a>p}=0

Por otro lado, tenemos que L N ([0,¢) x {n}) es acotado en [0,¢) x {n} para cada n € w, ya
que [0,¢) x {n} es cerrado en X. Ademds, L N ([0,c) x {n}) es homeomorfo a [0,¢), por lo que
LN ([0,¢) x {n}) es homeomorfo a un Lindeléf en [0,¢) y todo Lindeldf en [0, ¢) es acotado, por
la cofinalidad de [0,¢). Asi, para cada n € w, existe 3, < ¢ tal que 3, > sup{a < ¢: {a,n) €
L}.Tomemos

B" = sup{Bn:newt+1,

de este modo tenemos que 3" es tal que ¢ > 8” > 8, para cada n € w y asi pasa que
((8",¢) x [0,w))NL =0.

Ahora bien, si hacemos v = maxz{f’, 5"} + 1, tenemos que U, es el tnico elemento de U tal que
tiene al punto A, pero U, N L = (), de lo que se sigue que A, ¢ st(L,U), y por tanto X no es
estrella Lindelof.

Por otro lado, teniendo esto presente ya podemos construir el espacio que queremos. Para esto
primero tomemos una familia MAD A’ de w de cardinalidad ¢, y luego consideramos W(A") el
espacio de Mréwka asociado a A’. Notemos que como ¥(A’) es un espacio separable, entonces es
estrella numerable, pues existe D C ¥(A’) denso de cardinalidad w, y asi para cualquier cubierta
abierta U de U(A’) se tiene que st(D,U) = ¥(A').

Sin pérdida de generalidad, supongamos que ¥(A') N X = @, y hagamos Z = ¥(A') & X.
Enumeremos A" como A" = {4/ : a < ¢}, e identifiquemos A, con A, para cada o < ¢ y los
demaés puntos en Z los identificamos solamente consigo mismos, luego, denotamos por Y al espacio
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cociente de Z dado por esta relacién. Nuestro espacio se ve de a siguiente forma:

Y =wU{{A,, AL) :a < U ([0,¢) x [0,w)).

En cuanto a la topologia de Y podemos ver que las vecindades abiertas basicas de los puntos de w
son iguales a como lo son en U(A), y las vecindades abiertas bésicas de los puntos en [0, ¢) x [0, w)
son las mismas que en X. Por otra parte, las vecindades abiertas bésicas de (A, A.) son una unién
de las vecindades bésicas de A, y A, solamente que en lugar de los puntos A, y Al se agrega el
punto (A, AL) ; es decir, se ven de la siguiente manera:

Utaa,ay) = ({{Aa, A} U (G (Aa) \ {Aa})) UAG N\ F

donde 8 < ¢, K € [A,]<¥ y F € [AL]<%. Ahora, si restringimos estas vecindades a ¢[X] nos queda
de la siguiente forma:

Utaa,ay) NAIX] = {{Aa, AL)} U (Gpx (Aa) \ {Aa}).

Con lo cual se puede ver que la proyeccién natural ¢ |x nos da un homeomorfismo entre ¢[X] y
X por lo que ¢[X] no es estrella Lindel6f. Por otro lado,

inty (¢[X]) = [0,¢) x [0,w),

pues [0,¢) x [0,w) es abierto y por ende todo el conjunto se queda contenido en el interior. Y,
por otro lado, para cualquier punto de la forma (A,, A))), tenemos que cualquier vecindad abierta
bésica de este punto intersecta a w, asi que no pertenecen al interior.

Por otro lado, también se tiene que las vecindades abiertas de cualquier punto de la forma
(Aq, AL)) siempre intersecta a inty (¢[X]), por lo que podemos ver que ¢[X] C cly (inty (¢[X])), y
ademas como w es abierto en Y se tiene que

¢[X] = cly (inty (¢[X])).

Por lo tanto ¢[X] es un cerrado regular que no es estrella Lindelof.

Por ultimo, solo nos falta mostrar que Y si es un espacio estrella numerable. Para esto, prime-
ro notemos que andlogamente a como lo hicimos con ¢[X] y X podemos probar que ¢[¥(A")] es
homeomorfo a U[A’]. De esto se sigue que ¢[¥(A’)] es estrella numerable, por lo que si tomamos
una cubierta abiertalf de Y, entonces existe L1 C ¢[¥(A")] numerable tal que ¢[¥(A’)] C st(L1,U).

Por otro lado como para cada n € w tenemos que ¢[[0, ¢) x {n}] es numerablemente compacto,
(pues es la imagen continua del producto de un numerablemente compacto con un compacto) existe
F,, C ¢[[0,¢) x {n}] finito tal que ¢[[0,c) x {n}] C st(F,,U). Por tanto, si hacemos Lo = |J{F), :
n € w} tenemos que:

#[[0,¢) x [0,w)] C st(La,U).

Luego, como Lo es numerable, entonces L. = L; U Ly es numerable y ademds se tiene que
Y = st(L,U), asi que Y es estrella numerable. O

Cabe recalcar que el anterior ejemplo también nos dice que la propiedad estrella Lindel6f no
se hereda a conjuntos cerrados regulares, pues el espacio Y es estrella Lindelof por ser estrella
numerable. Ahora bien, el paso natural seria ver a qué tipo de subespacios se hereda la propiedad
estrella Lindel6f, aunque realmente, gracias al Teorema 1.2.4, ya sabemos que la propiedad estrella
Lindelof se hereda a conjuntos abiertos y cerrados. Sin embargo, podemos generalizar esto atn
mas, tal como se verd con el siguiente resultado

Teorema 3.2.2. Si X es un espacio estrella Lindeldf, entonces para todo A C X tal que A es
Fs-conjunto y A es abierto, se tiene que A es estrella Lindeldf.

Demostracién: Sea X, un espacio estrella Lindel6f y A C X, un subconjunto abierto y Fs de
X. Notemos que podemos ver a A como

A:U{Hn:nEw},

donde H,, es un cerrado de X para cada n € w. Ahora, tomemos una cubierta abierta U de A y
mostremos que existe L C A tal que L es Lindeldf y st(L,U) = A. Para esto, notemos que como A
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es abierto, entonces los miembros de la cubierta U/ también son abiertos en X, y, asi, como H,, es
cerrado podemos considerar para cada n € w las siguientes cubiertas abiertas de X:

U, =UU{X\ H,}.

Entonces, como X es estrella Lindelof tenemos que existe L, C X, tal que L/, es un Lindelof y
st(L!,U,) = X. Ya con esto, observemos que como A es Fs tenemos que M,, = L, N A es Lindelof
y ademds sabemos que H,, C st(M,,U).

Por dltimo hagamos L = | J{M,, : n € w}. El conjunto L es Lindel6f porque es unién numerable
de subespacios Lindel6f. Ademds, como st(L,U) = A, se concluye que A es estrella Lindelof. O

Corolario 3.2.3. Si X es un espacio estrella Lindeldf y A C X es un subconjunto abierto y cerrado
de X, entonces A es estrella Lindeldf.

Demostracién: Como todo conjunto cerrado es Fy, entonces A es abierto y Fs en X. Por tanto,
por el Teorema 3.2.2 tenemos que A es estrella Lindel6f (otra prueba es por el Teorema 1.2.4, dado
que la propiedad de Lindeldf se hereda a cerrados) O

Corolario 3.2.4. Si X es un espacio estrella Lindelof y Z C X es un subespacio conulo, entonces
Z es estrella Lindeldf.

Demostracion: Como Z es conulo, entonces es un conjunto abierto, ademas existe una funcién
continua f : X — [0,1] tal que f~'[(0,1]] = Z. De esta manera Z = J, o /' [[2, 1], por lo que
Z es un conjunto Fj, y asi por el Teorema 3.2.2 concluimos lo requerido. |

Si nos preguntamos bajo qué funciones se preservan las imagenes y preimagenes de los espacios
estrella Lindel6f, sabemos que gracias a los Teoremas 1.2.5 y 1.2.3, bajo imdgenes continuas se
preserva la propiedad estrella Lindelof, pues bajo imédgenes continuas se preserva la propiedad de
Lindel6f, y bajo preimégenes perfectas y abiertas se preserva la propiedad estrella Lindelof, pues la
propiedad de Lindelof se hereda a cerrados y se preserva bajo preimagenes perfectas. Sin embargo,
como hemos dicho, la propiedad de Lindelof se preserva bajo preimagenes perfectas, por lo que
serfa natural preguntarnos si esto también pasa en los espacios estrella Lindel6f. Por lo tanto lo
siguiente que nos concernera sera verificar si es valido esto ultimo.

Teorema 3.2.5. Eziste una funcion sobreyectiva, perfecta y continua, f: X — Y, donde X es un
espacio que no es estrella Lindelof y Y es un espacio estrella Lindeldf.

Demostracién: Sea Y el espacio que se ocup6 en el Teorema 3.1.2. Sea X = A(Y) el duplicado
de Alexandroff de Y. Por lo probado en 3.1.2 sabemos que Y es un espacio estrella Lindelof. Sin
embargo, aunque pasa esto para Y, vamos a probar que X no es un espacio estrella Lindelof. Puesto
que vamos a ver que el subespacio

(D x {w}) x {1}

es un subespacio discreto, abierto, no numerable y cerrado, asi que este subespacio no va a poder
ser estrella Lindelof y por el Corolario 3.2.3 tampoco lo serd X.

Podemos notar que (D x {w}) x {1} es discreto y abierto por la definicién de la topologia del
duplicado de Alexandroff, y no es numerable porque D no lo es. Con esto sélo falta ver que es
cerrado en X. Para esto, primero notemos que como D x [0,w) es un abierto en Y, D x {w} es
un cerrado en Y (pues es el complemento de SD X [0,w)). De este modo, si tenemos un punto de
la forma (y,i) con y € Y\ (D x {w}) e i € {0,1}, existe un abierto U C Y tal que y € U y

(D xw) x {1})NU x {0,1} = 0.

Asi que (y,i) ¢ clx((D x w) x {1}). Por otro lado, si tomamos un punto de la forma {(d,w),0)
(con d € D) tenemos que el abierto

V = ({d} X [O,WD X {07 ]-} \ {<(d7w)71>}

es una vecindad abierta de nuestro punto que no intersecta al conjunto (D X w) x {1}. Por tanto,
concluimos que como todos los puntos en el complemento de (D x {w}) x {1} no se encuentran
en su cerradura, entonces éste es cerrado. Al tener a (D x {w}) x {1} como subespacio de X,
obtenemos que X no es estrella Lindeldf.
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Ahora consideremos la funcién natural del duplicado de Alexandroff
f: X—>Y

De esta manera, por el Teorema A,2,3 sabemos que f cumple con ser perfecta, sobreyectiva y
continua, por lo que con esto se concluye la prueba. O

Es bien conocido que el producto de dos espacios Lindel6f no es necesariamente Lindelof,
pues el ejemplo del plano de Sorgenfrey atestigua que a pesar de que la linea de Sorgenfrey es
Lindeldf, el producto de ésta consigo misma ya no lo es. Con esto, cabe esperar que la propiedad
estrella Lindelof tampoco sea productiva, por lo que con el siguiente teorema demostraremos que
la propiedad estrella Lindelof no es productiva. Sin embargo, este teorema va aun mas alld, pues
con esto también podremos demostrar que la propiedad estrella numerable no es productiva. Cabe
hacer notar que la técnica que utilizaremos para el siguiente teorema, sera bastante similar a la
utilizada en el Teorema 2.2.11

Teorema 3.2.6. FExisten dos espacios estrella numerables tales que su producto no es estrella
Lindelof.

Demostracion: Primero consideremos al espacio discreto de cardinalidad ¢, el cual denotare-
mos por D.

Luego, del mismo modo a como hicimos en el Teorema 2.2.11, podemos fijar para cada A €
[BD]¥ un x4 € dergpA, para de esta manera tomar la funcién

f:[BD]* = BD

dada por f(A) = z4. Ya con esto podemos definir a nuestro primer espacio X por recursién
transfinita, empezando de la siguiente manera:

» Xg=0D.

. X, = UB<OcX5 Uf[[U5<aXB]“’] para a < wy.

Asi, X = U, <w; Xa- Podemos notar que X es numerablemente compacto, pues si tomamos
A € [X]¥, para todo a € A existe X, con o, < wy tal que a € X,, y a ¢ X, para todo v < .
Asi, si definimos la funcién
d) A — [0, wl]

dada por ¢(a) = ag, sup(¢[A]) < wy, y por tanto si hacemos « = sup(¢[A]) tenemos que A C X,
de modo que :
f(A) S Xa+1 N dergwA cXn der/;wA = derx A.

Por tanto, como derx A # (), X es numerablemente compacto, y asi X es estrella numerable pues
es estrella finito.

Por otro lado, afirmamos que |X| = 2%, y para probar nuestra afirmacién, probaremos por
induccién transfinita que | X,| = 2%° para todo o < w;. Es claro que Xy tiene esta cardinalidad y
ademas

| X1| = [Xo U fI[D)¥]] < [Xo| + |[D)*] = [2%] + [2%] = 2%.

Ahora, supongamos que para un ordinal 7 se cumple que para todo ordinal 8 < v, |Xg| = 2Ro,
Con esto tenemos que:

I Xel2ll < 1T Xp)<) = 2%,

B<y B<y

donde la ltima igualdad se da por la hipdtesis de induccién. Asi, tenemos que:

X, =1 | XpU I Xal)| < 2% 4 2% = 2%,
B<y B<y

Entonces, por induccién transfinita concluimos que |X,| < 2% para todo o < wy.
Ya con esto, es evidente que | X| = 2%, pues | X| = | Xo| = 2%,

a<wi
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Definimos el segundo espacio que nos servird como Y = (8D \ X) U D. Vamos a probar que Y
es estrella numerable al probar que Y es numerablemente compacto. Para esto, tomemos A € [Y]%,
entonces, como A es infinito, |dergpA| = 2%°, y asi, como |A| = Ry, |(clsgpA) \ (AU X)| = 2%, de
lo que se puede concluir que dery A # (), por lo que obtenemos que Y es numerablemente compacto.

Por tltimo, demostremos que X X Y no es estrella Lindelof. Para esto denotemos como A a la
diagonal de 8D x 8D. Como 8D x 8D es un espacio 15, tenemos que la diagonal es cerrada. Por
otro lado como X NY = D, tenemos que X X Y NA = {{(d,d) : d € D} y este es un subespacio
cerrado de X x Y.

Ademéds, {{(d,d) : d € D} es discreto, abierto y no numerable, lo que quiere decir, por el Coro-
lario 3.2.3, que si X x Y fuese estrella Lindeldf, entonces {(d,d) : d € D} también lo seria, pero
esto es imposible pues la cubierta abierta U = {{(d,d)} : d € D} de {(d,d) : d € D} solo tiene
un tnico ntcleo estrella, el cual es {(d,d) : d € D} que claramente no es Lindel6f. Por lo tanto
{(d,d) : d € D} no es estrella Lindeldf, y asi tampoco lo es X x Y. O

Ahora bien, por el Teorema 1.2.2 sabemos que estrella Lindelof y estrella numerable son pro-
piedades compactamente productivas, pero por lo que acabamos de ver no son productivas por si
solas y mds ain los espacios que dimos eran numerablemente compactos. Entonces, el paso natural
seria preguntarse si estas propiedades son Lindel6f productivas. Sin embargo, como vamos a ver
con el siguiente teorema, estas propiedades no son Lindel6f productivas.

Teorema 3.2.7. Eziste un espacio Lindelof Y, y un espacio numerablemente compacto X, tal que
X XY no es estrella Lindeldf.

Demostracion: Sea X = [0,w;) con la topologia usual de orden y Y = [0, w;] con la topologia
dada por la siguiente base:

B:{{a}:aewl}U{UCY:wl6U,|Y\U|§N0}.

Podemos notar que Y es un espacio Lindel6f, pues si tomamos una cubierta abierta U de Y,
entonces existe U, € U tal que w; € U,,, por lo que |Y \ U,,| < Ng; de este modo, como para
cada punto z € Y \ U,,, existe U, € U tal que z € U,, tenemos que

V=AU, :z €Y \Uy,}U{U,}

es una subcubierta numerable de U, por lo que Y es Lindel6f. Por otro lado, ya sabemos que X es
numerablemente compacto.

Ahora, es hora de demostrar que X X Y no es estrella Lindelof. Para esto, para cada o < wy
hacemos U, = [0, a] X [a,w1] ¥y Vo = (o, w1) x {a}. Es claro que U, y V, son abiertos, por lo que
podemos considerar la siguiente cubierta abierta de X x Y:

U={Up:a<wuntU{Vi:a<w}

Tomemos un subespacio Lindeléf L de X x Y. Considerando 7x : X x Y — X la proyeccién sobre
X, tenemos que como ésta es una funcién continua, mx[L] es un subespacio Lindelof de X, por
tanto existe S < wy tal que

mx[L] N (B,w1) =0,

por lo que
Ln((B,w)xY)=0.

Ahora, si escogemos v > 3, tenemos que para todo a < wy, (v, 8) ¢ Uy, por lo que el dnico abierto
de la cubierta que tiene a (7, 8) es Vg, pero V3N L = 0, de lo que concluimos que (v, 3) ¢ st(L,U)
y por ende X X Y no es estrella Lindelof ]

Ahora que ya hemos dado en general las propiedades que tienen y que no tienen los espacios
estrella Lindelof, vamos a pasar a algo un poco diferente. Lo siguiente que vamos a hacer es
organizar un poco las relaciones que tenemos de los espacios estrella Lindel6f y estrella numerable
con otros tipos de espacios como los numerablemente compactos, estrella finitos, etc. Para esto,
primero introduciremos una nueva clase de espacios, los cuales contendran una subclase, la cual
implicard la estrella numerabilidad.
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Definicién 3.2.8. Dado T un cardinal infinito. Decimos que un espacio topolégico X es Lindeldf-
T-acotado, si cada subconjunto de X con cardinalidad menor o igual que T estd contenido en un
subconjunto Lindelof de X.

Teorema 3.2.9. Si X es un espacio Lindeldf-wi-acotado, entonces X es estrella numerable.

Demostracion: Supongamos por el contrario que X no es un espacio estrella numerable.
Entonces existe una cubierta abierta U de X tal que st(N,U) # X para todo N C X con |N| < Ny.
Por induccién definimos el conjunto {z, : @ < wy} de puntos de X tal que

To & st({xp: B < al,U)
para cada o < ws.

Como X es Lindel6f-w-acotado, tenemos que existe un subconjunto Lindeléf L C X tal que
{Zo:a<w} CL.

Por otro lado, como L es Lindelof, existe V C U, numerable, tal que L C |JV, por lo que tiene
que existir V € V tal que tiene una cantidad no numerable de puntos x,, pero esto es imposible,
pues significa que para cada a < wy, tal que z, € V, existe v, tal que o < v < wy con z, € V, por
lo que como V € V C U se tiene que

ay € st({zg : f <} U)

lo cual es una contradiccién por como habiamos tomado el conjunto. Por tanto tenemos que X si
es estrella numerable. O

Prosiguiendo con esto, es valido preguntarse si en realidad esta nueva propiedad es una caracte-
rizacién de los espacios estrella numerable, pero realmente esta pregunta es muy facil de responder
y solo basta con tomar el espacio [0,w;) con la topologia de orden usual. Podemos ver que [0, w;)
es estrella numerable, puesto que es numerablemente compacto. Pero no es Lindel6f-w;-acotado,
pues para [0,w;) no existe ningin subconjunto Lindel6f del espacio que lo contenga.

Podemos hacer una especie de generalizacién para este ultimo resultado, solo que con esto no
alcanzaremos la propiedad estrella numerable. Para esto, hay que recordar que si X es un espacio
topoldgico, entonces [(X) denota su nimero de Lindel6f tal como se vio en el capitulo 2 en la
definicién 2.2.13

Teorema 3.2.10. Sea 7 > wy un cardinal. Si X es un espacio tal que X =Y U Z, donde Y es un
denso en X, Lindeldf-T-acotado y Z es tal que I(Z) < 7, entonces X es estrella Lindeldf.

Demostracién: Sea U una cubierta abierta de X. Dado que Y es Lindel6f-r-acotado, en
particular es Lindelof-wi-acotado, y por el teorema anterior tenemos que existe N C Y tal que N
es numerable y Y C st(N,U). Por otro lado dado que I(Z) < 7, existe V C U tal que

|V\§TyZCUV.

Como Y es denso tenemos que para cada V € V, VNY # 0, por lo que para cada V € V podemos
tomar zyy € V NY. Ahora, como Y es Lindelof-m-acotado, existe L’ C Y tal que

{zy:VeviclL

y L’ es Lindelof como subespacio de Y. De este modo Z C st(L',U), por lo que haciendo L = NUL/,
podemos ver que L es Lindelof y ademés X = st(L,U). Asi, concluimos el resultado. O

Hasta ahora sabemos que la compacidad numerable implica la estrella numerabilidad y por ende
la propiedad estrella Lindelof. Sin embargo, sabemos que la compacidad numerable no implica la
propiedad de Lindeldf, ni viceversa. Por tanto, se esperaria que la estrella compacidad numerable
no implique la propiedad estrella Lindelof, ni viceversa, y tal como veremos con los siguientes
resultados ninguna de estas propiedades implica la otra.

Teorema 3.2.11. Existe un espacio estrella Lindeldf que no es estrella numerablemente compacto.
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Demostracién: Consideremos al espacio

X = (Bw x [0,w]) \ ((Bw \ [0,w)) x {w})
con la topologia de subespacio dada por fw x [0,w], donde a este tiltimo espacio lo tomamos con

la topologia producto.

Podemos notar que X es estrella Lindelof, puesto que fw x [0,w) es un subconjunto Lindeldf,
denso de X. Ahora bien, pasemos a mostrar que X no es estrella numerablemente compacto. Para
esto consideremos la siguiente cubierta abierta numerable de X:

U={{n} x[nw:newtU{(fw\{mew:m<n})x{n}:new}
Tomemos C' C X tal que C es numerablemente compacto. Notemos que el conjunto
{n€ew:CN{n} x[n,w]) # 0}

tiene que ser finito, ya que de otro modo la cubierta U restringida a C, seria una cubierta numerable
sin subcubiertas finitas, puesto que para un punto de la forma (n, 5) (con § > n), tenemos que el
tnico abierto de U que lo tiene es {n} x [n,w]. Luego, con esto dicho, podemos observar que existe
ni € w tal que

CnNn{n} x[n,w)=0 (3.1)
para cada n > nq.

Por otro lado, si tomamos un punto de la forma (k,n) (con n < k < w), tenemos que el tinico
abierto de U que tiene a este punto es

(Bw\{m e w:m <n}) x {n}.
Por tanto, podemos notar que
{new:CN((Bw\{mew:m<n})x{n}) # 0}

es finito, puesto que de no serlo, tendriamos de nuevo que la cubierta U, restringida a C, seria una
cubierta abierta numerable sin subcubiertas finitas. Por tanto, tenemos que existe ny € w tal que

CN((Bw\{m:m<n})x{n}) =0 (3.2)

para todo n > ne.

Asi, si escogemos n € w tal que n > max{ny,na}, tenemos que {n} x [n,w] es el tinico elemento
de U que tiene al punto (n,w), pero por (3.1) y (3.2) pasa que {n} x [n,w]NC =, de lo que se
sigue que (n,w) ¢ st(C,U), es decir X no es estrella numerablemente compacto. O

Teorema 3.2.12. Existe un espacio estrella numerablemente compacto que no es estrella Lindeldf.

Demostracion: Sea X; = [0, ¢] con la topologia de orden usual y sea X5 = [0, ¢] con la siguiente
topologia: cada a < ¢ serda un punto aislado y si U C X5 es tal que ¢ € U, entonces U es abierto si
y solo si X5 \ U es finito. Ahora, definimos

X = (X1 x Xo) \ {{, )}

dotado de la topologia de subespacio del producto de X; x Xs. Es claro que X es estrella nume-
rablemente compacto, pues [0,¢) X X5 es un denso de X, que es numerablemente compacto (pues
X5 es compacto y ademds sabemos que [0, ¢) es numerablemente compacto). Por tanto, solo queda
demostrar que X no es estrella Lindelof. Para esto, para cada a < ¢, hacemos U, = (a, ] x {a}.
Podemos notar que U, N U, = ) siempre que « # «'. Ahora, consideremos la siguiente cubierta
abierta de X:

U={Uy:a<ctU{0,c) x Xa}

y tomemos un subespacio Lindel6f L C X arbitrario. Consideramos el siguiente conjunto:
B={a:/{c,a)€c L}

Podemos notar que B es numerable, puesto que {{c,a) : @ < ¢} es un conjunto de X cerrado,
discreto y no numerable, y es claro que B tiene la misma cardinalidad que {{c, @) : & < ¢} N L, pero
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éste dltimo es un subespacio de L cerrado y discreto, por lo que como L es un Lindelof, tenemos
que sélo le queda a este subconjunto ser numerable.

Por otro lado, hacemos
L'=L\| J{Us: € B}.

Notese que si L' = (), entonces se sigue que para g = sup{a : « € B} + 1 pasa que U,, N L =0,
por tanto (¢, ag) ¢ st(L,U), pues U,, es el tnico elemento de U que tiene a (c, ap).

Si por otro lado tenemos que L’ # (), entonces se puede notar que L’ es Lindelof, puesto que
por como se definid, este es un subespacio cerrado de L. Ademds, también por como se definié L/,
podemos ver que L' C [0,¢) X X5. Por otro lado, si consideramos a

m:[0,¢) x X9 — [0,¢)

la proyeccién sobre [0, ¢), obtenemos que como esta es una funcién continua, entonces 7[L'] es un
subespacio Lindeldf de [0, ¢), por lo que existe ay < ¢ tal que 7[L'] N (a1,¢) = 0. Si tomamos un
a<ctal que a > a; y a¢ B (lo cual podemos hacer porque B es numerable), podemos ver que
(c,a) ¢ st(L,U). Donde esto tltimo pasa porque U, es el unico elemento de U que tiene a (c, a)
y Uy N L = (). Por tanto, esto muestra que, en cualquiera de los dos casos, X no es un espacio
estrella Lindelof. |

Como ya se habia mencionado antes, estos dos resultados eran de esperarse, pero por otro lado
sabemos que la propiedad de Lindelof junto con la compacidad numerable implican la compacidad
y la Proposicién 1.2.1 nos dice que si una propiedad P implica una propiedad P’, entonces estrella
P implica estrella P’. Por tanto, seria bastante natural pensar que todo espacio estrella numerable-
mente compacto y estrella Lindelof, serd un espacio estrella compacto, pero como ya hemos visto
los espacios estrella P no se comportan siempre como seria lo esperado, por lo que por increible
que parezca esto no pasa asi y es lo que veremos en el siguiente teorema.

Teorema 3.2.13. FEuxiste un espacio estrella Lindeldf y estrella numerablemente compacto Tycho-
noff que no es estrella compacto.

Demostracion: Consideremos como X al espacio del teorema anterior. Vamos a hacer la
siguiente afirmacién:
Afirmacién: w(X) = c.

Prueba: Observemos que w(Xs3) = ¢, puesto que es discreto en todos los puntos menos uno,
ademads, que el conjunto de todos los abiertos que tienen a ¢ es de cardinalidad ¢, ya que este con-
junto tiene la misma cardinalidad que todos los subconjuntos finitos de [0, ¢). Nétese, que con esto
se sigue que w(X) > ¢. Por otro lado, sabemos que w([0, ¢]) < ¢ (puesto que la cofinalidad de ¢ a lo
m4s es ¢) y por tanto tenemos que w(X) = ¢, ya que la base candénica de X; x X5 se podria decir que
es el producto de las dos bases candnicas de estos, por lo cual esta base tendra cardinalidad ¢, con
lo que se concluye que w(X) < ¢, y por ende w(X) = ¢, y, asi, queda demostrada nuestra afirmacion.

Por otro lado, podemos notar que {{c, ) : @ < ¢} es un subespacio de X, el cual es discreto,
cerrado y tiene cardinalidad ¢. De este modo por el Lema 2.2.7 observamos que X no es estrella
compacto.

Tomemos una familia MAD A de w tal que |A| = ¢ y consideremos ¥(A). Como es bien sabido
U(A) es separable, por tanto U(A) es estrella numerable. Ademds, recordemos que ¥(A) por el
Corolario 2.2.8 no es un espacio estrella compacto.

Ahora bien, asumamos que X N¥(A) = () y tomemos
fi{c x[0,¢) > A

una funcién biyectiva. Sea S el espacio cociente obtenido del espacio suma X @ W(.A) al identificar
(¢, ) con f({c,)), para cada o < ¢ y los demds puntos se identifican solamente consigo mismos,
es decir nuestro espacio S es de la siguiente forma:

S=wU{{c,a), f({c,a))) :a<c}U([0,¢) x Xa).
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Afirmacion: El espacio S no es estrella compacto

Prueba: veamos que
{({e, ), f({c,a))) : a0 < c}

es un subespacio cerrado, discreto y de cardinalidad ¢. Por otra parte, podemos notar que w(S) = ¢,
puesto que se tiene que
{((e;a), f({e,))) : e < e} U([0,¢) x Xp)

es homeomorfo a X bajo la proyeccién natural, asi, que esto nos dice que w(S) > ¢, pero por otro
lado, dado que X y W(A) tienen peso ¢, podemos ver que X @ ¥(.A) tiene una base de cardinalidad
¢. Por tanto, la base en S, inducida por la base en X @ ¥(.A) de cardinalidad ¢; es decir, la base que
une dos a dos los abiertos de la base en el espacio X @ ¥(A) que tengan a un punto de la forma
(¢, ) con los abiertos que tengan a un punto de la forma f({c,«)) y los abiertos que no tengan
puntos de esta forma se mantienen de la misma manera, tiene cardinalidad ¢ de lo que se deduce
que w(S) = ¢. Por tanto, por el Lema 2.2.7, S no es estrella compacto.

El espacio final que nos servird serd S, por lo que ahora toca mostrar que S es estrella Lindelof
y estrella numerablemente compacto. Primero, comencemos demostrando que es estrella numera-
blemente compacto. Para este propdsito, tomemos una cubierta abierta U de .S, y consideremos la
proyeccién natural

p: XPpUA — S
Dado que la proyeccién natural es continua, entonces ¢[[0, ¢) x Xs] = [0, ¢) X X3 es un subconjunto
numerablemente compacto en ¢[X]. Ademds,

P[X] = {{{e,), fF((c,a))) s a <} U([0,¢) x X3).

Podemos observar que [0, ¢) x X5 es denso en ¢[X], por lo que ¢[X] C st(([0, ¢) x X3),U). Afirmamos
que existe F' C ¢[w] finito tal que ¢[w] C st(F,U), ya que de otro modo si no pasara esto, entonces
podrfamos definir por induccién una sucesién {x,, : n € w} en ¢[w] tal que

Ty & st({z; 11 <n},U)

para todo n € w. Pero, como ¢[¥(A)] es homeomorfo W(A), tenemos que todos los subconjuntos
infinitos de ¢[w] tiene puntos de acumulacién en ¢[¥(A)], por lo que {z, : n € w}, tiene un punto
de acumulacién, = € ¢[¥(A)]. Esto significa que si tomamos un U € U tal que = € U, podemos
tomar n,m € w tal que n < my x, € U, x,,, € U, por lo que z,, € st({z; : i < m},U). Lo cual
justamente contradice como construimos nuestra sucesién. Por tanto se concluye nuestra afirma-
cién.

Ya con esto, haciendo D = ¢[[0, ¢) X X3)]UF, tenemos que D es un subconjunto numerablemente
compacto de Sy que S = st(D,U). Por lo que de esto concluimos que S es estrella numerablemente
compacto.

Por ltimo, mostraremos que S es un espacio estrella Lindelof. Primero, notemos que ¢[w]
es denso en ¢[¥(A)], por lo que ¢[¥(A)] C st(¢dw],U). Por el otro lado como ¢[[0,¢) x Xa] es
numerablemente compacto, entonces es estrella finito, por lo que existe F' C ¢[[0,¢) x X5] finito
tal que @[[0,¢) x Xa] C st(F',U). Entonces, ya por tltimo podemos notar que

P[P(A)] = {{(c,a), fF({c,a))) . < ¢} Uw.

De lo que concluimos que N = F’ U ¢[w] es un subconjunto numerable de S, que cumple que
S = st(IN,U). Luego, de esto se sigue que S es estrella Lindelof. O

Notese que este tltimo teorema nos dice que existe un espacio estrella Lindelof y estrella nu-
merablemente compacto que no es estrella compacto, lo que nos hace notar que si dos propiedades
P y P’ implican una tercera propiedad P”, no necesariamente pasa que estrella P mas estrella P’
implican estrellan P”. Sin embargo, este teorema es atin mas fuerte, pues lo que realmente se prob6
fue que la estrella numerabilidad junto con la estrella compacidad numerable no implican estrella
compacto.

Ahora, estamos en plenas condiciones para hacer un diagrama de todas las relaciones que hemos
hecho.
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Capitulo 4

Espacios estrella numerablemente
compactos

Es turno de hablar de los espacios estrella numerablemente compactos, entonces, vamos a
proceder al igual que en los anteriores dos capitulos. Primero vamos a comprobar que esta es
una propiedad totalmente “distinta” a las ya estudiadas y luego vamos examinar las propiedades
de los espacios estrella numerablemente compactos al mismo tiempo que las comparamos con las
propiedades de los espacios numerablemente compactos.

4.1. Espacios numerablemente compactos, una nueva clase
de espacios

Para comprobar que la estrella compacidad numerable es una propiedad distinta, notemos que
por las Proposiciones 1.2.1 y 1.1.9, la estrella compacidad numerable implica la pseudocompacidad
y que la estrella compacidad implica la estrella compacidad numerable, por lo tanto, para probar
que ésta es una nueva propiedad, necesitamos que las implicaciones contrarias no se den, asi que
daremos un ejemplo de un espacio pseudocompacto que no es estrella numerablemente compacto
y un ejemplo de un espacio estrella numerablemente compacto que no es estrella compacto. Sin
embargo, este ultimo ya lo hemos dado en el Teorema 3.2.12, puesto que por la Proposiciéon 1.2.1
se deduce que la estrella compacidad implica la propiedad estrella Lindelof; es decir, que como
la estrella compacidad numerable ni siquiera implica la propiedad estrella Lindeldf, entonces, es
claro que no implica la estrella compacidad. Ahora, sin mas predmbulo, demos el ejemplo de que
la pseudocompacidad y la estrella compacidad numerable no son equivalentes.

Ejemplo 4.1.1. Euxiste un espacio pseudocompacto tal que no es estrella numerablemente compac-
to.

Demostracion: Sea una familia MAD A de w, tal que |A| = ¢ y sea X = ¥(A). Sabemos que
X no es estrella compacto pero que si es pseudocompacto. Por otro lado, si tomamos C' C X tal
que C es numerablemente compacto, podemos notar que C' N A es finito, puesto que de no serlo
C N A serfa un infinito, discreto y cerrado de C' (ya que A es cerrado en X), lo cual es imposible,
pues la compacidad numerable se hereda a cerrados pero un conjunto infinito discreto nunca es
numerablemente compacto. Con esto se ve que |C] < Ng, ya que

C=(CnAUCNw).

Asi, concluimos que C es numerable y por ende es compacto, puesto que es un numerable, numera-
blemente compacto. Entonces, X no es estrella numerablemente compacto, puesto que existe una
cubierta abierta U tal que para todo C' C X compacto, st(C,U) # X. ]

4.2. Las propiedades de los espacios estrella numerablemen-
te compactos

Comenzaremos el estudio de las propiedades de los espacios estrella numerablemente compactos
viendo a que subespacios se hereda esta propiedad y a que subespacios no, entonces primero para

33
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hacer un contraste con la propiedad de la compacidad numerable, veamos que la propiedad de
estrella compacidad numerable no siempre se hereda a subespacios cerrados, a pesar de que la
compacidad numerable si lo hace, es mas, el teorema que vamos a ver nos arrojara que la estrella
compacidad numerable ni siquiera se hereda a los subespacios cerrados regulares.

Teorema 4.2.1. Existe un espacio estrella numerablemente compacto tal que tiene un subespacio
cerrado regular que no es estrella numerablemente compacto.

Demostracion: Consideremos al mismo espacio S del Teorema 3.2.13 y a ¢ como la proyeccién
natural del espacio suma a S. Sabemos de 3.2.13, que S es un espacio estrella numerablemente
compacto. Por otro lado, tal y como hemos probado en el Teorema 4.1.1, si A es una familia
MAD de w de cardinalidad ¢, entonces ¥(.A) no es estrella numerablemente compacto, por lo que
como ¢[¥(A)] es homeomorfo a U(A), entonces ¢p[¥(A)] no es estrella numerablemente compacto.
Ademas, ints(p[¥(A)]) = w, puesto que los puntos de w son aislados y si tomamos un punto de la
forma ((c, o), f({c,))), (para alguna a < c) tenemos que las vecindades bdsicas abiertas de estos
puntos siempre intersectan a

[0,¢) x Xo,

puesto que las vecindades bésicas de estos puntos de alguna manera son como la unién de las
vecindades abiertas de (¢, ) con las de f({c, «)). De este modo como se cumple que ints(d[¥(A)]) =
w, tenemos que

cs(ints(p[V(A))]) = ¢[¥(A)],

puesto que todo punto de la forma ({c, ), f({c, ))) estd en clg(w), ademds de que [0,¢) X X5 es
abierto ¢[U(A)].

Por lo tanto concluimos que ¢[¥(A)] es un cerrado regular en S que no es estrella numerable-
mente compacto. ([

Sin embargo, a pesar de ser una propiedad que no se hereda ni siquiera bajo cerrados regulares,
gracias al Teorema 1.2.4, podemos probar que si se hereda a los subespacios cerrados y abiertos.

Corolario 4.2.2. Si X es un espacio topoldgico estrella numerablemente compacto y A C X es un
subespacio cerrado y abierto de X, entonces A es estrella numerablemente compacto.

Demostracién: La propiedad de compacidad numerable se hereda a cerrados, por lo que por
el Teorema 1.2.4 concluimos el resultado. O

Ya que hemos visto a qué tipo de espacios si se hereda, podemos pasar a ver bajo qué tipo
de imagenes y preimagenes de funciones se sigue preservando la propiedad. Es inmediato de los
Teoremas 1.2.3 y 1.2.5 que la propiedad de estrella compacidad numerable se preserva bajo imagenes
continuas y preimagenes de funciones abiertas y perfectas, sin embargo, al contrario de la propiedad
de compacidad numerable que se preserva bajo preimagenes perfectas, la propiedad de estrella
compacidad numerable no se preserva bajo este tipo de funciones, y esto lo demostraremos en el
siguiente teorema.

Teorema 4.2.3. Existe una funcion perfecta, sobreyectiva y continua f: X =Y, donde X es un
espacio no estrella numerablemente compacto y Y es un espacio estrella numerablemente compacto.

Demostracién: Sea Y el espacio que se ocupd en el Teorema 3.2.12 y sea X = A(Y) el
duplicado de Alexandroff del espacio Y. Sabemos por el Teorema 3.2.12 que Y es un espacio estrella
numerablemente compacto. Sin embargo, afirmamos que el espacio X no es estrella numerablemente
compacto. Esto, puesto que el conjunto

{{c,a) ra < ¢}

es un conjunto cerrado, discreto e infinito en Y, por lo que al ser discreto e infinito, no es estrella
numerablemente compacto. Por lo tanto

{{c,) : v < ¢} x {1}

es un subconjunto abierto, cerrado, discreto e infinito de X, por lo que si X fuese estrella numera-
blemente compacto, por el Corolario 4.2.2 también lo tendria que ser este ultimo conjunto, pero
eso no sucede. Asi, concluimos que X no es estrella numerablemente compacto.
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Ahora, tomando nuestra funcién f, como la funcién natural del duplicado de Alexandroff,
podemos ver que esta funcién es perfecta, abierta y sobreyectiva por A,2,3.
|

Es el momento de verificar la productividad de los espacios estrella numerablemente compac-
tos. Notemos, que por el Teorema 1.2.2 la propiedad de estrella compacidad numerable es com-
pactamente productiva, pero vale la pena preguntarse si esta propiedad es Lindeldf productiva,
numerablemente compacto productiva o si incluso el producto de dos espacios estrella estrella nu-
merablemente compactos es estrella numerablemente compacto. Sin embargo, en realidad ya hemos
visto que no es numerablemente compacto productiva y el producto de dos estrella numerablemen-
te compactos no necesariamente es estrella numerablemente compacto. Puesto que en el Teorema
2.2.11, lo que realmente probamos fue que existen dos espacios numerablemente compactos tal que
su producto no es pseudocompacto y por las Proposiciones 1.1.9 y 1.2.1 podemos concluir que la
estrella compacidad numerable, implica pseudocompacto, por lo que el producto de estos dos es-
pacios numerablemente compactos (y por ende estrella numerablemente compactos) no es estrella
numerablemente compacto. Por otro lado, tal como se verd en el siguiente teorema, esta propiedad
no va a ser Lindelof productiva.

Teorema 4.2.4. Eziste un espacio numerablemente compacto (por tanto estrella numerablemente
compacto) X y un espacio Lindelof Y, tal que X XY no es estrella numerablemente compacto.

Demostracién: Sea X = [0,w;), dotado de la topologia de orden. Sea D, el espacio discreto
de cardinalidad w;. Y sea Y la extension Lindel6f por un punto de D. Podemos enumerar a D
como
D={dy:a<w}

Luego, consideremos a X x Y con la topologia producto y para cada o < w; consideremos los
siguientes abiertos

Uy =[0,a] x ({dg : w1 > B> a}U{p})

Vo = (a,w1) x {do},

donde p es el punto agregado al hacer la extension Lindeltf. Consideremos la siguiente cubierta
abierta de X x Y
U={Vo:a<w }U{Uy:a <wi}.

Notemos que si tomamos un subconjunto numerablemente compacto C C X x Y de X x Y,
tenemos que 7y [C] (donde 7y es la proyeccién sobre el espacio Y) es un subespacio numerablemente
compacto de Y. Ademds, podemos notar que 7y [C] es finito, ya que si no fuese finito, tenemos dos
opciones, que p ¢ wy[C] o que p € 7y [C]. Sin embargo, si sucede que p ¢ my[C], tendriamos que
7y [C] es un espacio infinito discreto y numerablemente compacto, lo cual no es posible. Por otro
lado si tenemos que p € my [C] podemos tomar un U C Y tal que |7y [C]\U| =R, [Y\U| =R y
p € U,por lo que podemos notar que U es un abierto en Y y que U N7y [C] es un abierto en my [C],
por lo que de este modo
U ={{dn}:do € my[C]\U} U{U}

es una cubierta abierta numerable de 7y [C], que no tiene subcubiertas finitas, lo cual es totalmente
imposible. De este modo, concluimos que 7y [C] es finito. Por tanto, existe § < wy tal que

my[C]N{dy : a > B} = 0.

Ahora, si tomamos el punto {5+ 1,dg), podemos notar que el tnico abierto que tiene a (5+1,dg)
es Vg, pero como my [C] N {d, : & > B} = (), obtenemos que en particular («,dg) ¢ C para todo
a < wi, por lo que Vg NC =0, de lo que se concluye que (8 + 1,dg) ¢ st(C,U); es decir, X x Y
no es estrella numerablemente compacto. O

Por dltimo, es el turno de hablar sobre las condiciones bajo las que se preserva lo estrella nu-
merablemente compacto con respecto de la suma topoldgica. Por un lado sabemos que la suma
de espacios topoldgicos es numerablemente compacta si y solo si es una suma finita de espacios
numerablemente compactos. Por lo tanto se esperaria que la suma topolégica de espacios estrella
numerablemente compactos se comporte de la misma manera y como hemos visto anteriormente
las propiedades estrella si se comportan como se esperaria bajo la suma. Asi, que tal como demos-
traremos con el siguiente teorema, notaremos que la propiedad de estrella compacidad numerable
también sigue el mismo camino que las anteriores propiedades.
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Teorema 4.2.5. Si {X, : a € I} es una familia de espacios topoldgicos, entonces GocrXa €s
estrella numerablemente compacto si y solo si cada X, es estrella numerablemente compacto y
|I| < Ng.

Demostracién: Primero probemos la suficiencia. Para esto, notemos que por el Corolario
4.2.2, X, es un subespacio abierto y cerrado, entonces X, es un espacio estrella numerablemente
compacto para toda « € I. Ahora, por otro lado, si suponemos por el contrario que |I| > N,
entonces al tomarnos la cubierta abierta

U={X,: ael}
de ®necrXa, podemos ver que como B,c1 X, es estrella numerablemente compacto, entonces existe
CcC EBQGIXOL

un subconjunto numerablemente compacto, tal que st(C,U) = @nerXa, pero esto significa que
C N X, # 0 para todo a € I. Ademds, por otro lado podemos ver a C' como

C = Bac1CNXq,

por lo que C es un numerablemente compacto que se ve como una suma topoldgica infinita de
espacios no vacios, lo cual no es posible. Por tanto |I]| < Rg.

Ahora para probar la necesidad, notemos que si tomamos U una cubierta abierta de @7 Xq,

entonces para a € |
Uy, ={UelU :UNnX, #0}
es una cubierta abierta de X, y como X, es estrella numerablemente compacto existe C,, C X,
tal que es un subespacio numerablemente compacto y st(Cy,Us) = Xqo. Como |I| < Ng, entonces
@acrCq es numerablemente compacto y también cumple que st(®aciCo,U) = BacrXa, puesto
que
St(@aelcavu) = U St(Cavua) = ®QEIXQ'
ael

Por lo tanto ®,c7 X, es estrella numerablemente compacto. O

Por 1ltimo, terminamos este capitulo dando nuestro clasico diagrama de todas las relaciones
entre todos los espacios que hemos visto hasta ahora.

——= Numerablemente compacto Lindelaf
SiXesT, T L
Estrella finito = Estrella numerable

!

Estrella compacto ——— = Estrella Lindelsf

l

Estrella numerablemente compacto
Estrella separable

Estrella pseudocompacto

SiXes T,

Fseudocompacto



Capitulo 5

Espacios estrella o-compactos

En este capitulo se estudiardn las propiedades de los espacios estrella o-compactos, asi como
las relaciones que tiene con todos los otros espacios que hemos estudiado.

Dado que regularmente la propiedad de o—compacidad no es estudiada en cursos béasicos de
topologia, vamos a comenzar dando la definicién de la propiedad para después pasar al estudio de
su respectiva propiedad estrella.

Definicion 5.0.1. Decimos que un espacio X es o—compacto si existe una coleccion numerable
de subespacios compactos U de X tal que JU = X.

5.1. Estrella c-compacto una nueva propiedad.

Al igual que en anteriores capitulos vamos a empezar nuestro estudio de los espacios estrella
o—compactos, probando que esta es una propiedad totalmente distinta a la propiedad de ser o-
compacto y a las demés propiedades que hemos estudiado a lo largo de esta tesis.

Entonces vamos a empezar probando que estrella o-compacto, no es lo mismo que o-compacto.
Teorema 5.1.1. Ezxiste un espacio estrella o-compacto no o-compacto.

Demostracion: Sea X la recta de Sorgenfrey. Como X es separable, tenemos que X es estrella
numerable. Podemos ver que la propiedad de numerabilidad implica la propiedad de o-compacidad.
Por la Proposicién 1.2.1 tenemos que la propiedad estrella numerable implica la propiedad de es-
trella o-compacidad, de lo que concluimos que la recta de Sorgenfrey es estrella o-compacto.

Por otro lado, se sabe que la recta de Sorgenfrey no es o-compacto, pero como se ha dicho
anteriormente, ya que la o-compacidad no es una propiedad tan comiin, desarrollaremos la prueba.
Para este proposito primero vamos a probar la siguiente afirmacion

Afirmacién: Todo subespacio compacto de la linea de Sorgenfrey es a lo mas numerable.

Prueba: Tomemos un subconjunto compacto no vacio C' C X. Como la topologia euclidiana
es mas "gruesa”’que la de Sorgenfrey; es decir, la de Sorgenfrey contiene a la euclidiana, tenemos
que C es un subconjunto compacto en la topologia eucidiana y por tanto es cerrado y acotado, por
lo que tiene minimo, al cual lo denotaremos por m.

Supongamos que existe una sucesién {mn tn € w} en C tal que es estrictamente creciente.
Luego, como C es cerrado y acotado en la topologia euclidiana, existe s = sup{z,, : n € w} y este
estd en C, por lo que de este modo, podemos formar la siguiente cubierta de C:

U={m,x0)} U{[zn_1,2,) :n€w\{0}} U{[s,—)} NC.
Pero ésta evidentemente es una cubierta abierta infinita, en la cual sus abiertos son ajenos dos a

dos y no tiene subcubiertas finitas de C, lo cual claramente es una contradicciéon. Por tanto no
existen sucesiones estrictamente crecientes en C.

37
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Por otro lado, sabemos que R con el orden usual es isomorfo a R con el orden ”volteado o al
revés” (es decir, para todo a,b € R, se tiene que a < b con este "nuevo orden”, si a > b con el orden
usual.) y con este orden tendriamos que C' no puede tener sucesiones estrictamente decrecientes.
Esto nos dice que C es un buen orden en R, de lo que a su vez se sigue que C es a lo mas numerable,
puesto que todo buen orden en R con su orden usual es a lo méas numerable, por lo que con esto
concluimos nuestra afirmacién.

Ya por ultimo, con todo esto queda claro que X no es o-compacto, pues toda unién numerable
de subconjuntos compactos de X, a lo més es numerable y por ende no puede ser todo X. |

Por la Proposicién 1.2.1 la estrella numerabilidad implica la estrella o-compacidad y la estrella
o-compacidad implica la propiedad estrella Lindelof. A continuacién dos resultados en los que se
muestra que esta propiedad no es ninguna de las dos que ya conociamos previamente.

Ejemplo 5.1.2. Euxiste un espacio Tychonoff estrella o-compacto que no es estrella numerable.

Demostracion: Denotemos como D al espacio discreto de cardinalidad ¢. Definamos al espacio
X que cumplird lo que queremos, justo como el espacio del Teorema 3.1.2.

Como podemos ver 8D al ser compacto es o-compacto y [0,w) también es o-compacto, pues
es numerable. Por lo tanto como la o-compacidad se preserva bajo productos finitos, tenemos que
BD x [0,w) es o-compacto. Ademds, 8D x [0,w) es denso en X, por lo que asi tenemos que X es
estrella o-compacto.

Por otro lado, en el Teorema 3.1.2 ya habiamos comprobado que este espacio no era estrella
numerable.

Teorema 5.1.3. Euxiste un espacio estrella Lindeldf que no es estrella o-compacto.

Demostracion: Denotemos de nuevo a D como el espacio discreto de cardinalidad ¢, al cual
vamos a numerar como D = {d, : & < c¢}. Sea p un punto tal que p ¢ D y luego con esto definimos
el espacio

Y = DU {p}.

El cual va a ser la extensién Lindelf por un punto de D. Si suponemos que existe un subespacio
C C Y compacto e infinito, tenemos dos casos, p € C o que p ¢ C. En el primer caso podemos
ver que C' C D y por ende es un conjunto discreto, infinito y compacto, lo cual es imposible asi
que este caso queda descartado. Por otro lado, si sucede que p ¢ C, tenemos que si tomamos la
siguiente cubierta abierta de C":

U={z}:2eC\{p}U{U}

donde U es tal que p € U, [Y \U| = Rg y [(Y \ U) N C| = Ny, podemos ver que no existe una
subcubierta abierta finita de C, ya que no hay una subcoleccién finita de la cubierta que cubra
a (Y \U)NC. Por tanto este caso también es descartado, pues C' es compacto. Asi, obtenemos
que todo subconjunto C' C Y compacto es finito y por ende Y no es o-compacto, ya que cualquier
unién numerable de compactos a lo mas tiene cardinalidad numerable.

Ahora, con base en esto describiremos el espacio que utilizaremos, el cual sera:

X = (¥ x [0.0)\ {(p.)}

Entonces Y X [0,w) es denso y mas ain es Lindeldf, puesto que a este subespacio lo podemos
representar como
Y x[0,w) = [ J(V x{n})
new

lo que quiere decir que lo podemos representar como la unién numerable de subespacios Lindeldf,
y de este modo, Y x [0, w) es un espacio Lindeldf. Por tanto, con esto hemos probado que el espacio
X es estrella Lindelof (pues contiene un denso Lindeléf). Ahora, probaremos que no es estrella
o-compacto.

Para esto, para cada a < ¢, hagamos U, = {d,} x [0,w] y notemos que U, N U, = () para
cualesquiera « y o distintos. Consideremos la siguiente cubierta abierta de X

U ={Uy:a<ctU{Y x{n}:necw}
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Luego, tomemos un subconjunto o-compacto arbitrario C' de X. Como D x {w} es un cerrado dis-
creto, tenemos que C'N (D x {w}) es numerable, puesto que la o-compacidad se hereda a cerrados.
Por otro lado, C' N (Y x {n}) es numerable para cualquier n € w, ya que Y x {n} es cerrado y
homeomorfo a Y. Asi, tenemos que C'N (Y x {n}) es o-compacto y todo subconjunto compacto de
Y es finito y por ende todo subconjunto o-compacto de Y x {n} es numerable.

Por tanto, esto nos quiere decir que C' es un conjunto a lo més numerable de X, pues C se
puede ver como

C=cn((J x{n}) u(D x {w})).

new

Dado que C' es numerable y que {U, : a < ¢} es un conjunto ajeno 2 a 2, tenemos que el
conjunto Z = {a : U, N C # 0} es a lo mas numerable, por lo que existe a,, tal que:

CQUBZQ

para todo 8 > a,. Por tanto, tomando cualquier o/ > a,,, tenemos que (d,,w) ¢ st(C,U), puesto
que U, es el inico miembro de U que tiene a {d,/,w) y Uy N C = 0. Asi, se concluye que X no
es estrella o-compacto. O

5.2. Propiedades de los espacios estrella o-compactos

Ahora, vamos a pasar a hablar de las propiedades que tienen los espacios estrella o-compactos,
y como hemos estado haciendo, vamos a comenzar viendo a qué espacios se hereda la propiedad,
de ser estrella g-compacto.

Notemos que con el Teorema 5.1.2 hemos descubierto incluso més de lo que se dijo en ese
teorema, pues es claro que como D X {w} es un discreto no numerable, tenemos que éste no es
estrella o-compacto, ya que si tomamos a la cubierta de los unipuntuales, entonces para cualquier
conjunto se tiene que la estrella de este conjunto con esta cubierta resulta ser el mismo conjunto,
por lo que como todo o-compacto en D x {w} es a lo m&s numerable, obtenemos que ningin o-
compacto es nucleo estrella de esta cubierta y por ende este no es un espacio estrella o-compacto.
Pero, por otro lado, sabemos que D x {w} es cerrado en el espacio del Teorema 5.1.2, y este espacio
si es estrella o-compacto. Por lo tanto hemos demostrado que a diferencia de la o-compacidad que
se hereda a cerrados, la estrella o-compacidad no se hereda a cerrados. Podemos generalizar esto
ultimo al probar que la estrella o-compacidad no se hereda a cerrados regulares Gy, tal y como lo
haremos en el siguiente teorema.

Teorema 5.2.1. Existe un espacio estrella numerable, tal que tiene un subespacio cerrado regular
G5, que no es estrella o-compacto.

Demostracién: Primero consideremos al espacio X del teorema 5.1.3. Tomemos una familia
MAD A de cardinalidad ¢ y hagamos Z = ¥(A). Sabemos que Z es estrella numerable, ya que es
separable.

Ahora, sin pérdida de generalidad consideremos que X N Z = () y tomemos
f:Dx{w}— A,

una biyeccién entre estos dos espacios. Consideremos X @ Z y formemos al espacio cociente sobre
X @ Z, resultante de la relacién de equivalencia en la que a cada elemento de la forma (d,,w),
(donde « < ¢) se relaciona unicamente con el mismo y con f({dq,w)) y a todos los demds puntos
los relacionamos solamente consigo mismos. Vamos a llamar W al espacio cociente resultante de
esta relacion en X @ Z. Ahora, vamos a probar que W es un espacio estrella numerable.

Para mostrar que W es un espacio estrella numerable, primero consideremos ¢ : X & Z — W
la proyeccién natural y tomemos U una cubierta abierta arbitraria de . Notemos que ¢[w] es un
denso numerable de ¢[Z] ya que ¢[Z] es homemorfo Z y ¢[w] es homeomorfo a w. Por tanto pasa
que:

¢[Z] C st(dlw],U).
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Por otro lado, ¢[Y x [0,w)] es Lindelof, pues Y x [0,w) es Lindel6f y la proyeccién natural es
continua. De este modo podemos ver ¢[Y x [0,w)] que es estrella numerable, por lo que existe un
conjunto C7 numerable, tal que C; C @[Y x [0,w)] v ¢[Y X [0,w)] C st(Cy,U). Por tanto, tenemos
que si hacemos C' = C} U ¢[w], entonces

st(C,U) =W
y asi hemos comprobado que W es estrella numerable y por tanto estrella o-compacto.

Por otro lado, ¢[X] es nuestro cerrado regular, puesto que inty (¢[X]) = Y x [0,w), ya que
Y x [0,w) es abierto en X y por tanto es abierto en W, pues esta parte del espacio se quedd
igual, lo que nos quiere decir que Y x [0,w) C intw (#(X)), ademds que tenemos que para los
puntos de la forma ((dq,w), f({da,w))) se tienen que todas sus vecindades intersectan a w, lo que
quiere decir que estos puntos no pertenecen al interior de ¢(X) en W. Por tanto, concluimos que
intw (¢[X]) =Y x [0,w). Con esto se puede notar que:

clw (intw (¢[X])) = ¢[X],

ya que todo punto en w es discreto y por tanto no pertenece a clyy (inty ([ X]), pero si tomamos
un punto de la forma [(d,,w)] (la clase de equivalencia de el punto (d,,w)) con « < ¢, tenemos que
las vecindades bésicas de este punto se ven como la unién de este punto con una vecindad bésica
de f((dq,w)) y una vecindad bésica de (d,,w}, pero las vecindades bdsicas de este iltimo son de la
forma {ds} x (o, w] para algin o < w, de lo que podemos concluir que (d,,w) € clw (intw (¢[X]))
y asi pasa que cly (intw (¢[X])) = ¢[X].

Puesto que para cada n € w tenemos que W \ {n} es abierto en W y dado que

S[X] = (W \{n} :new},
podemos ver que ¢[X] es un conjunto Gs.

Por dltimo, como ¢[X] es homeomorfo a X y ya habfamos probado antes que X no es estrella
o-compacto, entonces tenemos que este es nuestro espacio buscado. O

Ahora, pasaremos a probar a qué espacios se hereda esta propiedad y tal como las otras pro-
piedades que hemos estudiado se va a heredar a los conjuntos cerrados y abiertos. Sin embargo, al
igual que la propiedad de estrella Lindelof, podemos ir ain mads alld y demostrar que se hereda a
todo conjunto abierto Fs. Sin més preambulos pasemos a demostrar este resultado.

Teorema 5.2.2. Si X es un espacio estrella o-compacto y A C X es un subespacio abierto F, de
X, entonces A es estrella o-compacto.

Demostracion: Sea X un espacio estrella o-compacto, y sea Y = | J{F,, : n € w} un subcon-
junto abierto de X, tal que F,, C X y F), es cerrado en X para toda n € w. Para mostrar que Y es
estrella o-compacto, consideremos una cubierta abierta arbitraria U de Y y tomemos las siguientes
cubiertas abiertas de X:

U, =UU{X\ F,}

para cada n € w. Podemos ver que éstas si son cubiertas abiertas ya que como Y es abierto en
X todos sus abiertos también son abiertos en X. Por otro lado, como X si es estrella o-compacto,
entonces, para cada una de estas cubiertas existe un subespacio o-compacto C, C X, tal que
X = st(Cp,Uy). Luego, como Y es un conjunto Fs y la o-compacidad se hereda a este tipo de
conjuntos, obtenemos que

D,=C,NY

es un conjunto o-compacto, para cada n € w. Por ultimo, la o-compacidad se preserva bajo uniones
numerables de o-compactos, por lo que C' = J,,c,, Dn es o-compacto y mas atn st(C,U) =Y,
puesto que como st(Cy,,U,) = X, entonces, forzosamente pasa que F,, C st(D,,,U) por la forma
en que se construy6 U,,. Por tanto, se concluye que Y es estrella o-compacto. O

De este resultado se desprenden dos Corolarios y las pruebas son analogas a como se hizo en el
capitulo de los espacios estrella Lindelof en los Corolarios 3.2.3 y 3.2.4, por lo que las demostraciones
se omitiran.
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Corolario 5.2.3. Si X es un espacio estrella o-compacto y' Y C X es abierto y cerrado, entonces
Y es estrella o-compacto.

Corolario 5.2.4. Si X es un espacio estrella o-compacto, entonces todo subconjunto co-nulo de X
es estrella o-compacto.

Ahora estudiemos el comportamiento de esta propiedad bajo ciertas funciones. Sabemos por el
Teorema 1.2.3 y el hecho de que la o-compacidad se preserva bajo imégenes continuas, que la estrella
o-compacidad se preserva bajo imdgenes continuas. Por otro lado, en cuanto a las preimagenes
sabemos que la propiedad de o-compacidad es preservada bajo preimagenes de funciones perfectas.
Sin embargo, en todas las propiedades que hemos estudiado, éstas no tienen el comportamiento que
se esperaria ante las funciones perfectas, es mas ni siquiera ante las funciones perfectas y continuas,
por tanto cabe senalar que esta no es la excepcién, tal como veremos con el siguiente teorema.

Teorema 5.2.5. Eriste una funcion perfecta, sobreyectiva y continua f : X — Y, donde X es un
espacio no estrella o-compacto y Y es un espacio que si lo es.

Demostracion: Sea Y el espacio que se utilizé en el Teorema el 5.1.2. Sabemos que Y es
estrella o-compacto y tiene un subconjunto cerrado discreto infinito no numerable F' = D x {w}.
Hacemos a X = A(Y) el duplicado de Alexandroff del espacio Y.

Podemos mostrar que X no es estrella o-compacto, puesto que F' x {1} es un subconjunto ce-
rrado, discreto, infinito no numerable y abierto, donde lo abierto y discreto se obtiene directamente
de como esta definida la topologia de Alexandroff. Por otro lado, es cerrado ya que si tomamos un
punto de la forma (a, 1) tal que a ¢ F pero a € Y, tenemos que como (a,1) es un punto aislado en
Y, entonces no pertenece a clx (F' x {1}), y si el punto es de la forma (a,0), tenemos que como F
es discreto y cerrado, existe un abierto U en Y tal que U es vecindad abierta de a y U N F = {a}
6 UNF =1, por lo que

(U x{0) U U x {1} \ {{a, DH) N (F x {1}) =0

lo que nos dice que {(a,0) ¢ clx(F x {1}) y de esto concluimos que F' x {1} es cerrado. Por tanto,
con esto vemos que X no es estrella o-compacto, puesto que de serlo, F' x {1} también deberia de
serlo, al ser un subespacio abierto y cerrado, pero al ser éste 1ltimo discreto e infinito no numerable,
no es estrella o-compacto.

Considerando f : X — Y la funcién tal que f({a,i)) = a para todo a € Y e i € {0,1}; es
decir, la funcién natural del duplicado de Alexandroff, podemos ver que es continua, sobreyectiva
y perfecta, por lo que esto finaliza la prueba. O

Ahora, vamos a ver que como en los anteriores espacios que hemos estudiado, al agregar a
las funciones perfectas la hipdtesis de ser abierta, obtenemos que esta propiedad se preserva bajo
preimagenes de este tipo de funciones.

Teorema 5.2.6. Si f es una funcion perfecta y abierta de un espacio X a otro espacio Y, con Y
estrella o-compacto, entonces X es estrella o-compacto.

Demostraciéon: Dado que la propiedad de o—compacidad se hereda a cerrados y se preserva
bajo preimagenes perfectas, por el Teorema 1.2.5 concluimos el resultado. (|

Es momento de verificar la productividad de esta propiedad. Como es bien sabido la o-
compacidad se preserva ante productos finitos de o-compactos, por lo que es compactamente
productiva. De esto ultimo, y del Teorema 1.2.2 se deduce que la estrella o-compacidad es compac-
tamente productiva, sin embargo podemos generalizar este tiltimo resultado tal y como lo haremos
con el siguiente teorema.

Teorema 5.2.7. Si X es un espacio estrella o-compacto y Y es un espacio Lindeldf, localmente
compacto, entonces X XY es estrella o-compacto.

Demostracién: Sea U/ una cubierta abierta de X x Y. Para cada y € Y tomemos V, una
vecindad abierta de y en Y, tal que cly'V, es compacta. Por el Teorema 1.2.2, sabemos que X xcly 'V,
es un espacio estrella o-compacto, por lo que existe un o-compacto

Cy C X X ClyVy,
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tal que
X x cyV, C st(Cy,U).

Luego, si hacemos V = {V, : y € Y}, tenemos que V es una cubierta abierta de Y, por lo
que como Y es Lindeldf, existe Vy C V una subcubierta numerable de Y, asi, que si hacemos
C = U{Cy : V, € Vy}, tenemos que C es o-compacto, puesto que es unién numerable de o-
compactos, y mds ain obtenemos que st(C,U) = X x Y, de lo cual concluimos que X x Y es
estrella o-compacto. O

Hay que notar que la hipé6tesis de ser localmente compacto es totalmente necesaria, puesto que
si la quitamos podemos llegar a casos en donde no se cumple el teorema.

Teorema 5.2.8. FEziste un espacio numerablemente compacto X y un espacio Lindeldf Y tales
que X XY no es estrella o-compacto

Demostracion: Sea X = [0,w;) con la topologia de orden usual y sea Y la extensién Lindel6f
por un punto de X, donde el punto agregado justamente va a ser wi. Podemos notar que X es
numerablemente compacto y que evidentemente Y es Lindelof.

Sélo nos falta demostrar que X x Y no es estrella o-compacto. Para esto, consideremos para
cada @ < wy a U, =[0,a] X [a,w1] vV, = (a,w1) x {a} y tomemos la siguiente cubierta abierta
de X xY:

U={Uy:a<w }U{Vy:a<w}.

Tomemos C C X X Y un subconjunto o-compacto, entonces 7x[C] es o-compacto en X (donde
mx : X XY — X es la funcién proyeccién sobre X). Por tanto afirmamos que existe 8 < w; tal que

mx[C]N(B,w1) =0

pues todo compacto en X es a lo mas numerable.

Tomando o > 8, podemos notar que V,,,NC' = (), y si tomamos cualquier o tal que o > ay, es
claro que (o, ap) ¢ st(C,U), puesto que V,, es el tnico abierto de la cubierta que tiene a (o, ap).
Por lo tanto X X Y no es estrella o-compacto. ([l

Observemos que a pesar de que hemos mejorado el resultado del Teorema 1.2.2, en el Teorema
5.2.6, todavia queda la duda de si esta propiedad podria ser productiva por si misma, es decir, si
el producto de dos espacios estrella o-compactos es un espacio estrella o-compacto. Sin embargo,
como ha pasado con nuestras anteriores propiedades, podremos ver que esta no es productiva por
si sola. De hecho, esto ya lo hemos demostrado en el Teorema 5.2.8, pues al ser un espacio X
numerablemente compacto y un espacio Lindelof tenemos que ambos son estrella o—compactos,
por tanto, como su producto no es o—compacto podemos concluir que el producto de un espacio
estrella o—compacto consigo mismo no tiene porque ser estrella o—compacto

Ahora, veamos que esta propiedad no se preserva cuando se hace el producto de un espacio
separable con un espacio Lindelof.

Teorema 5.2.9. Fxiste un espacio separable X y un espacio Lindelof Y, tales que su producto no
es estrella o-compacto.

Demostracion: Sea Y el mismo espacio Y que se utilizé en el Teorema 5.1.3, y sea A, una
familia MAD de w. Hagamos X = W¥(.A) el espacio de Mréwka asociado a la familia A. Sabemos
que X es separable, y que Y es Lindelof.

Enumeremos A como A = {4, : a < ¢}. Para mostrar que X x Y no es estrella o-compacto,
hagamos para cada o < ¢

Ua =X x{da} y Vo =({4a} UAs) x (Y \{da}).

Luego, para cada n € w, sea
W, ={n} x Y.

Consideremos la siguiente coleccion de subconjuntos abiertos de X x Y

U={Us:a<cU{Vy:a<cJU{W,:ncw}
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Afirmamos que ésta coleccién es una cubierta, puesto que para cada (z,y) € X x Y, tenemos que si
y € D, entonces y = d,, para algin a < ¢, por lo que (z,y) € U,. Por otro lado, si y ¢ D, podemos
considerar el caso cuando x € w o cuando x € A. Si x € w, tenemos que x = n para algin n € w y
asi (x,y) € W,, por tltimo, si x € A, entonces x = A, para algin « < ¢, por lo que es claro que
(x,y) € V. Asi concluimos que U es una cubierta abierta para X x Y.

Tomemos un subconjunto o-compacto C' C X x Y de X x Y. Entonces, my[C] es o-compacto
enY, (donde 1y : X XY — Y es la funcién proyeccién sobre Y'). Con esto, podemos notar que
existe ag < ¢ tal que

{do 10 <a< ¢} Nay[C] =0,

puesto que todo compacto en Y es a lo més finito y por tanto todo o-compacto es a lo méds nume-
rable.

Por lo tanto, tenemos que Uy, N C' = 0, de lo que podemos notar que el (A, ,dq,) & st(C,U),
puesto que Uy, es el Unico elemento de la cubierta que lo contiene. Por lo tanto, concluimos que
X x Y no es estrella o-compacto ]

Por tdltimo, es momento de ver como se comporta esta propiedad con la suma topolégica, y
como ha pasado con las anteriores propiedades resulta que la estrella o-compacidad se preserva
bajo los mismos términos que se preserva lo g-compacto.

Teorema 5.2.10. Si {X, : a € I} es una familia de espacios topoldgicos no vacios ajenos dos
a dos, entonces el espacio X = BoecrXa es un espacio estrella o-compacto si y solo si para cada
a € 1, se tiene que X, es estrella o-compacto y |I] < Rp.

Demostracién: Primero supongamos que X es un espacio estrella o-compacto. Notemos que
por el Corolario 5.2.3 tenemos que para cada o € I, X, es un espacio estrella o-compacto. Si
suponemos por el contrario que |I| > Ry, Y tomamos la cubierta abierta

U={Xy:ael}

de X, tenemos que existe un nicleo o-compacto C' C X de U; es decir, X = st(C,U), por lo que
X, NC # . Por otro lado, observemos que podemos ver a C, como:

C= @(XEI(XQ N C)

pero tenemos una contradiccién, puesto que C es un o—compacto que es igual a una suma to-
poldgica de una cantidad no numerable de espacios (lo cual es imposible, puesto que una suma
topoldgica de espacios es g-compacto si solo si todos los sumandos son o-compactos y la cantidad
de sumandos es a lo mds numerable). Por lo tanto tenemos que |I| < Ng.

Ahora, hagamos la parte de la necesidad. Para esto, tomemos una cubierta abierta & de X.
Como para cada « € I tenemos que

U, ={UNnX,:UelU}
es una cubierta abierta en X, se tiene que existe un subconjunto o-compacto C, de X, tal que
Xo = st(Cq, Uy,).
Por lo que si hacemos C' = @,¢;C4, tenemos que este es un subespacio o-compacto de X, tal que
X = st(C,U)
de lo que concluimos que X es un espacio estrella o-compacto. O

Por ultimo terminamos el capitulo con nuestro diagrama de las relaciones que hemos desarro-
llado hasta ahora.
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Capitulo 6

Espacios estrellas P y espacios
metrizables.

Hasta ahora lo que hemos hecho es explorar propiedades desde el lenguaje de los espacios estre-
lla e investigar que tanto se separan de las propiedades originales. También hemos revisado nuevas
caracteristicas que se obtienen cuando se estd hablando de la propiedad estrella P en comparacién a
cuando se habla simplemente de la propiedad P, y de la misma manera nos hemos dado cuenta que
muchas otras caracteristicas se pierden. Ademads, también hemos visto las relaciones que existen
entre todos los espacios estrella, as{ como las relaciones con propiedades més comunes (compacidad
numerable, Lindel6f, pseudocompacidad, etc.). Y hemos hecho algunos descubrimientos como que
la compacidad numerable implica absolutamente todas las propiedades estrella que se han plan-
teado en esta tesis.

También, se vio que en el Teorema 2.2.10 se dio un resultado en el que exponiamos que en los
espacios normales, las propiedades de compacidad numerable, estrella finitud, estrella compacidad
y pseudocompacidad, eran equivalentes entre si. Por lo que con esto nos puede surgir una pregunta
natural, que es: jen qué clases de espacios algunas o todas nuestras propiedades coinciden entre si?
De esta pregunta nos vamos a encargar en este capitulo, por lo que estudiaremos las propiedades
que ya hemos visto pero desde una clase de espacios en especifico. Por ejemplo, vamos a hablar
desde la perspectiva de los espacios métricos, espacios de Moore y espacios semiestratificables,
para de esta manera ver qué tanto se acercan las propiedades estrella que hemos estudiado en
estas clases de espacios y lo natural serda que entre mas crezcan las clases mas se alejaran nuestras
propiedades.

6.1. Espacios metrizables

En esta seccién estudiaremos qué tanto se acercan nuestras propiedades en la clase de espacios
metrizables y veremos que aunque casi todas las propiedades coinciden en esta clase de espacios,
existen algunas que siguen siendo distintas. Entonces, comenzaremos mejorando el resultado del
Teorema 2.2.10 para espacios metrizables.

Teorema 6.1.1. En un espacio metrizable X son equivalentes:
(i) El espacio X es compacto;
(ii) El espacio X es numerablemente compacto;
(iii) El espacio X es estrella finito;
(iv) El espacio X es estrella compacto;
(v) El espacio X es estrella numerablemente compacto;
(vi) El espacio X es pseudocompacto.

Demostracién: (i) implica (ii), es directo de la definicién de compacidad. Luego, (ii) implica
(iii) ya lo hemos demostrado en el capitulo 2, las implicaciones (iii) implica (iv), (iv) implica (v)
y (v) implica (vi) son todas resultado de la Proposicién 1.2.1. Por otro lado (vi) implica (ii) lo
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obtenemos de que todo espacio metrizable es normal y es bien conocido que en espacios normales la
pseudocompacidad coincide con la compacidad numerable. Por dltimo, sabemos que en los espacios
métricos coincide la compacidad con la compacidad numerable, por lo que de esto obtenemos (ii)
implica (i) y as{ concluimos que todas las propiedades son equivalentes. O

Ahora, con esto solo nos falta ver como se comportan los espacios Lindelof, estrella numerable,
estrella o-compacto y estrella Lindel6f entre ellos y entre los espacios del Teorema 6.1.1 en la clase
de espacios metrizables. Sin embargo, lamentablemente estos espacios no son equivalentes a los
espacios del Teorema 6.1.1, pero algunos de ellos si son equivalentes entre si en la clase de espacios
metrizables. Entonces, sin mas preambulo daremos el ejemplo que nos dice que ninguno de estos
espacios es equivalente a los espacios del Teorema 6.1.1.

Ejemplo 6.1.2. Existe un espacio Lindeldf y metrizable que no es compacto.

Demostracion: Tomemos a R con la topologia euclidiana, entonces R es metrizable y segundo

numerable, por lo que es Lindelof, pero este es un espacio que es bien conocido que no es compacto.
O

Notemos que aunque este era un ejemplo realmente facil, nos dice que la propiedad de ser
Lindeldf no implica ninguna de las propiedades del Teorema 6.1.1 (pues son equivalentes a la
compacidad en espacios métricos), pero como Lindeldf implica la estrella numerabilidad y estd a
su vez implica la estrella o—compacidad, que al mismo tiempo implica la propiedad de estrella
Lindelof, tenemos que este ejemplo en realidad nos dice que todas estas propiedades no implican
ninguna de las del Teorema 6.1.1. Entonces, ahora lo tinico que nos falta ver es como se relacionan
estas propiedades entre si, que va a ser lo que vamos a ver en el siguiente Teorema.

Teorema 6.1.3. En un espacio X, metrizable, las siguientes propiedades son equivalentes:
(i) El espacio X es estrella numerable;
(i) El espacio X es estrella; c—compacto.

(iii) El espacio X es estrella Lindeldf.

Demostracién: Unicamente tenemos que mostrar que un espacio metrizable y estrella Lin-
delof es estrella numerable. Esto se sigue porque la propiedad estrella numerable es lo mismo que
estrella separable y las propiedades Lindelof y separable coinciden en un espacio métrico, por lo que
si tenemos para toda cubierta abierta un ntcleo Lindelof, entonces, tenemos un nicleo separable
y por ende X es un espacio estrella separable, por lo que gracias al Teorema 3.1.4 concluimos que
X es un espacio estrella numerable. O

Notemos que en el Teorema 6.1.3, no incluimos la propiedad de Lindelof, pero esto inicamente
fue porque este resultado lo vamos a generalizar en la siguiente seccién de espacios de Moore dado
que vamos a necesitar un Teorema que tiene que ver con los espacios de Moore.

6.2. Espacios de Moore

En estd seccién vamos a presentar los espacios de Moore, asi como comparar todas las pro-
piedades que hemos visto, justo como lo hicimos con los espacios metrizables. Sin embargo, tal
como veremos, gracias a que la clase de espacios de Moore es contiene a la clase de los espacios
metrizables, vamos a tener que las propiedades estrella se van a alejar mas en comparacién con lo
que sucede con los espacios metrizables. Por ejemplo, vamos a ver que el Teorema 6.1.1 ya no es
siempre valido en espacios de Moore, aunque el resultado del Teorema 6.1.3 si lo seré.

Entonces sin mas espera, vamos a pasar a dar la definiciéon de los espacios de Moore, aunque
para esto necesitaremos una primera definicién que nos ayudara a su vez a definir a los espacios
de Moore. Nétese que aunque daremos la definicién de estos los espacios de Moore, no vamos a
profundizar tanto en estos, pues lamentablemente sale del contexto de esta tesis, por lo que se
recomienda que el lector tenga buenos conocimientos de este tipo de espacios. Sin embargo, dentro
del apéndice de esta tesis estardn los resultados mas importantes sobre espacios de Moore que
utilizaremos. Ademas, si el lector gusta profundizar més en este tipo de espacios se recomienda la
lectura [4].
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Definicién 6.2.1. Sea X un espacio. Decimos que una sucesion {Uy, : n € w} de cubiertas abiertas
de X, es un desarrollo para el espacio X si cumple que para todo x € X, la familia

{st(z,Uy) : m € w}
es una base local de x. Por otro lado, diremos que X es desarrollable si tiene un desarrollo.

Ahora, ya con esta definicién ya estamos en condiciones de dar la definicién de los espacios de
Moore.

Definicién 6.2.2. Decimos que un espacio X es de Moore, si X es reqular y desarrollable.

Ya que tenemos bien presente la definicién de un espacio de Moore, vamos a probar tal como
ya habfamos dicho, que el Teorema 6.1.1 no siempre se cumple para todos los espacios de Moore.

Teorema 6.2.3. FEuxiste un espacio de Moore pseudocompacto pero que no es estrella numerable-
mente compacto.

Demostracién: Sea A una familia MAD de w de cardinalidad ¢. Sea X = ¥(.A), sabemos que
X es un espacio pseudocompacto, pero por el Teorema 4.1.1 sabemos que X no es estrella numera-
blemente compacto, por lo que si demostramos que X es un espacio de Moore, habremos terminado.

Es bien sabido que X es un espacio Tychonoff y por lo tanto es regular, por lo que basta con
que demostremos que X es desarrollable. Para esto tomemos

U, ={{l}:lewtU{{AJUA\{m - mewym<n}): Aec A}.

Notemos que para cada n € w, tenemos que U,, es una cubierta abierta de basicos de X y ademas
tenemos que para todo k € w, pasa que

st(k,Uy) = {k}

por lo que {st(k,Uy)} es una base local para k y de esto a su vez concluimos que {st(k,Uy) : k € w}
es una base local para k. Ahora, por otro lado notemos que para todo A € A tenemos que

st(A,Up) = {AtU A\ {m :mecewym<n})

Por lo que tenemos que si tomamos un abierto béasico de A; es decir, un abierto de la forma
{A}U(A\ F), donde F es un conjunto finito. Entonces, tenemos que si F' # () podemos denotar a
p, como el elemento maximo de F' y de este modo vamos a tener que

St(AU) = {A}U(A\ {m:m e wym <p}) € ({A}U(A\ F),
Y por otro lado si F' = (3, entonces tomando cualquier n € w pasa que
st(AUp) ={A}U(A\{m:mewym<n})C ({A}UA).
Por lo que con todo esto podemos concluir que {st(A,U,,) : n € w} es una base local para A.

Asi, concluimos que X es un espacio de Moore. ([

Por otro lado, ya habiamos comentado que aunque este resultado rompa el Teorema 6.1.1 ,
vamos a ver que el Teorema 6.1.3 se sigue conservando atin en espacios de Moore. Sin embargo,
con el concepto de espacios de Moore podemos mejorar el Teorema 6.1.3, y conseguir un nuevo
resultado para la clase de espacios metrizables que no se va a seguir manteniendo para la clase
de espacios de Moore. Lo siguiente que vamos a hacer serd demostrar este resultado mejorado y
mostrar que no es véalido cuando se habla dentro de la clase de espacios de Moore. Pero para esto
primero necesitaremos un teorema que nos relaciona los espacios estrella Lindelof con los espacios
separables.

Teorema 6.2.4. Si X es un espacio de Moore, entonces X es separable si y solo si es estrella
Lindelof.

Demostracién: Observemos que solo necesitamos demostrar que si X es un espacio de Moore
y estrella Lindel6f, entonces tenemos que X es separable.
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Como X es un espacio de Moore, podemos tomar un desarrollo de X,
{Up :n € w}

y luego para cada cubierta U,,, tomemos L, C X, tal que L, es Lindelof y st(L,,U,) = X para
cadan € w (lo cual se puede hacer porque X es un espacio estrella Lindeldf). Dado que la propiedad
de ser un espacio de Moore es hereditaria, tenemos que para cada L, este es un espacio Lindeldf y
de Moore, por lo que por el Lema A.3.2, L, es un espacio metrizable, con lo que a su vez tenemos
que es separable (pues separable y Lindelof coincide en la clase de espacios Metrizables).

Por tanto podemos tomar para cada L,, un denso numerable, D,, C L,. Con esto, vamos a

formar
D= D,

new

el cual vamos a proponer como nuestro conjunto denso numerable de X.

Podemos ver que D es numerable ya que D es la unién numerable de conjuntos numerables, por
lo que de este modo solo nos faltaria ver que es denso en X. Para esto vamos a tomar un abierto
Ude X yunz € U. Como {U, : n € w} es un desarrollo de X, tenemos que existe n € w tal que:

st(x,Uy,) C U.

Ademas, como L, es nucleo estrella de U,,, se sigue que existe un V € U,, tal que z € V y
V' N L, # 0. De este modo, tenemos que

V C st(z,U,) CU.

Y por otro lado, sabemos que L, NV es un abierto en L, por lo que (L, NV)N D, # ( (pues D,
es denso en Ly,).

Entonces con todo esto concluimos que
0+ (D,NV)cC (D,NU)CDNU;
es decir, D es un denso en X. Por tanto X es separable. O

Con este tultimo Teorema podemos dar el resultado que mejora al Teorema 6.1.3.
Corolario 6.2.5. FEn un espacio metrizable X, son equivalentes los siguientes enunciados:
(i) El espacio X es un espacio Lindeldf;
(ii) El espacio X es un espacio separable;
(#ii) El espacio X es un espacio estrella numerable;
(iv) El espacio X es un espacio estrella o-compacto;
(v) El espacio X es un espacio estrella Lindeldf.

Demostracién: Es bien conocido que en un espacio metrizable (i) si y solo si (ii) se cumple.
Ademaés, (iii) siy solo si (iv) si y solo si (v) ya lo hemos probado en el Teorema 6.1.3. Y por tltimo
(v) si y solo si (ii) lo hemos probado en el Teorema 6.2.4. O

Tal y como se ha dicho anteriormente, vamos a tener que para la clase de espacios de Moore,
el Corolario 6.2.5 no siempre se va a cumplir y esto pasa porque si tomamos una familia MAD de
w, A, tal que |A| = ¢, sabemos por el Teorema 6.2.3, que ¥(.A) es un espacio de Moore. Por tanto
sabemos que ¥(A) es un espacio de Moore que es separable, pero no es Lindelof. Sin embargo,
tal y como se va a probar en el siguiente teorema, vamos a tener que las propiedades (ii)-(v) del
Corolario 6.2.5, van a seguir siendo equivalentes en la clase de espacios de Moore.

Teorema 6.2.6. En un espacio X de Moore, se tiene que lo siguiente es equivalente
(i) El espacio X es separable;

(i) El espacio X es estrella numerable;
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(iii) El espacio X es estrella o-compacto;
(iv) El espacio X es estrella Lindeldf.

Demostracién: De nuevo, notemos que las implicaciones (i) implica (ii), (ii) implica (iii) y
(iii) implica (iv) siempre se dan no importando en qué clase de espacios estemos. Ademds, por otro
lado, con el Teorema 6.2.4 ya hemos probado (iv) implica (i), por lo que de este modo concluimos
el resultado. ]

Ahora, vamos a ver que aunque el Teorema 6.1.1 no se cumple en esta clase de espacios, tenemos
que una buena parte de este teorema si se cumple asumiendo la hipétesis del continuo y sin asumir
esto se cumplen algunas partes, por lo que ahora nos daremos a la tarea de verificar qué tanto
si se sigue valiendo el Teorema 6.1.1 para la clase de espacios de Moore. Pero, para lograr esto,
precisamos primero de unos cuantos resultados. Por lo que pasaremos a enunciar y demostrar éstos
para luego dar la version del Teorema 6.1.1 para espacios de Moore asumiendo la hipétesis del
continuo.

Lema 6.2.7. Si (X,7) es un espacio compacto con una diagonal Gs, entonces X es metrizable.

Demostracién: Dado que (X,7) es un espacio con una diagonal G5 tenemos que existen
abiertos {U, : n € w} de X x X, tales que

A={(z,z): 2 € X} = ﬂUn.

new

Para cadaz € X y n € w, sabemos que existe un abierto V' de X, tal que V! xV* C U,y x € V.
Ademas, como X es Hausdorff y compacto, entonces es normal, por lo que existe un abierto W
en X, tal que x € W C clx (W) C V*. Por tanto tenemos que

U, ={W] :z € X}
es una cubierta abierta de X, por lo que existe un A,, C X tal que A, es finito y
Vo ={W, 2 € A,}

es una subcubierta abierta para X de U,,. De este modo, haciendo esto para cada n € w, obtenemos
que
W={W, ncwyxeA,JU{X\cdx(W}):necwyaxecA,}

es una cubierta numerable para X.

Afirmamos que W separa puntos. Puesto que si tomamos z,y € X, tal que z # y, tenemos que

(z,9) & A,

por lo que existe n € w tal que (z,y) ¢ U,,. Luego, por como fueron definidos los abiertos en U,,,
podemos ver que para todo x € X, tal que z € W2, se tiene que y ¢ clx (W), por lo que esto
también pasa para los abiertos en V,, y como V,, es cubierta, tenemos que existe x € A, tal que
z € W, yporendeye X\ clx(W!). Entonces con esto concluimos que W separa puntos.

Asi, podemos considerar a YW como una subbase que nos genera una topologia en X, 1y, que es
segundo numerable (puesto que W es numerable) y Hausdorff. Pero esta topologia estd contenida
en la topologia original de X, por lo que la funcién identidad, de (X, 7) a (X, 7y), es una funcién
continua, ademads de que es cerrada, puesto que va de un Hausdorff compacto a un Hausdorff , lo
que la hace un homeomorfismo (ya que es claro que es biyectiva). Por tanto tenemos que nuestro
espacio (X, 7) es un espacio normal (ya que es un Hausdorff compacto) y segundo numerable, por
lo que por el teorema de metrizacién de Urysohn, obtenemos que (X, 7) es un espacio metrizable.l]

Lema 6.2.8. Si (X,7) es un espacio numerablemente compacto con una diagonal G, entonces X
es compacto.

Demostracion: Como X es un espacio con una diagonal Gy, tenemos que existen abiertos en
X x X, {U, : n € w}, tales que

A={(z,z):xe X} = ﬂUn.

new
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Para cada n € w y € w, podemos encontrar un V*, tal que es una vecindad abierta de z en X
y VI x V' C Uy, por lo que para cada n € w existe una cubierta abierta U, de X, tal que para
todo abierto U € U,,, sucede que U x U C U,. Por tanto, por la forma en que construimos estas
cubiertas podemos notar que para todo x,y € X, existe k € w, tal que para todo U € Uy, six € U,
entonces y ¢ U. De este modo, esto ultimo lo podemos traducir en que

() st(z,Uy) = {z}.

new

Con esto dicho vamos a pasar al objetivo principal de este lema, y para esto vamos a suponer
por el contrario que X no es compacto, lo que realmente se traduce en que X no es Lindel6f. Es
decir, existe i una cubierta abierta de X, tal que no tiene subcubiertas numerables.

Vamos a demostrar por medio de induccién transfinita que existe un conjunto
Y ={24:a€w},
que cumple con que para todo « € wy, existe m(«) € w tal que

1 2o € X\ Ugeq 525, Un(s));

2. Para cualquier o € [0,w;) no existe una cantidad numerable de abiertos en U, tales que
cubren a X \ ﬂﬂga st(xg,Unm(py)-

Entonces, primero comencemos tomando zp € X y afirmamos que existe m(0) € w, tal que
no existe una colecciéon numerable de U que cubra a X \ st(2q,Upn0)). De no existir tal m(0),
tendriamos que para todo n € w, existe V,, C U, tal que V,, es numerable y cubre a X \ st(zo,U,,),

por lo que a su vez tendriamos que (J,,,, Vn es una subcoleccién numerable de U, que cubre a

U (X \ st@o,tn)) = X\ () stl@o,Un) = X \ {zo}.

new new

Lo que significa que si tomamos algin W € U tal que zg € W, tenemos que
{Vpn:newU{W}

es una subcubierta numerable para X de U, lo cual habiamos supuesto que no sucedia. Por lo tanto
podemos concluir que sf existe un m(0) € w, que hace justo lo que queremos.

Supongamos que para todo f < « (con a € wi) existe nuestro punto Zg, con su respectivo
m(B), que cumple las 2 condiciones que habiamos puesto. Luego, hacemos la siguiente afirmacién:

Afirmacién: Al conjunto X \ U, st(zg,Upn(s)) no se le puede cubrir por medio de ninguna
subcoleccién numerable de la cubierta U.

Prueba: Si suponemos que existe un V C U numerable que cubre a este conjunto, tenemos que
W = {st(xg,Upp)) : B<aj UV

es una cubierta numerable de X, lo que significa que existe F C W, tal que F es finito y cubre a
X. De este modo, como F es finito, podemos tomar « el ordinal méximo tal que st(z, U, (x)) € F
(notemos que este ordinal siempre debe de existir, puesto que si X, fuese cubierto solo por miem-
bros de V), significaria que V es una subcubierta numerable de U, lo cual no es posible por como
supusimos U). Y de este modo, notar que X'\ |J s<r st(xg,Up(p)) es cubierto inicamente por miem-
bros de V, puesto que los demdas miembros de F, se quedan contenidos en el complemento de este
conjunto. Por tanto, hemos llegado a que existe una subcoleccién numerable de U, tal que cubre a
X\ Uﬁgn st(xg,Unm(py), lo cual no es posible debido a la hipétesis de induccién. Asi que con esto
concluimos que nuestra afirmacion.

Por tltimo, debemos de encontrar un z, € X \ Uﬁ<a st(wg,Uppy) y m(a), que cumplan nues-
tras condiciones (1) y (2), y para esto simplemente tomaremos cualquier punto de X\Ugs_,, st(zg, Um(s))
y lo denotaremos por z,,. Si nuestro m(«) no existiera, para todo n € w existiria una subcoleccién
numerable de U, W, tal que cubriese a X \ (Us_,, st(zg,Un(p)) U st(za,Un)). De tal forma que
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Unew Whn es una subcoleccién numerable de U, tal que cubre a:

UGN stlas, Un@)) U (st(za,Un))) = X\ | (st(@p,Uns)) U{za})

new B<a B<a

lo que a su vez nos dice que una subcoleccién numerable de U cubre a X \ Uz, st(xs,Um(s))-
Pero de nuevo por lo que habiamos probado, eso no es posible, asi que con esto concluimos que si
existe nuestro m(a).

Por lo tanto hemos probado que nuestro conjunto Y existe. Ademads,como para cada o € wy,
tenemos asociado un m(«) € w, entonces existe un n € w, tal que el conjunto D = {a € wy :
m(a) =n} es un conjunto no numerable, por lo que si hacemos

Z ={xq:a € D}
podemos afirmar que Z es un subconjunto de X, no numerable, cerrado y discreto.

Donde lo discreto lo obtenemos de que si tomamos z,, x5 € Y, tales que a > 8y m(a) = m(5),
pasa que para todo abierto U € U, (), tal que z, € U, se tiene que x5 ¢ U, ya que

To € X\ U SU(x, U ()

<«

lo que en particular nos dice que x,, ¢ st(xg,Up(g)); s decir, T, y 5 no pueden pertenecer a un
mismo abierto de la cubierta U, ) = Up,(s). Con esto tltimo vemos que si tomamos un z, € Z,
se va a tener que para todo U € U, () tal que z, € U va a pasar que

UNZ={z.}.
De este modo concluimos que Z es discreto.

Por otro lado, para probar que es cerrado tomemos z € X \ Z. Asi, tenemos que para todo
abierto U € U,, (donde n es la que define al conjunto D), tal que z € U , se tiene que

ZnU|<1

(por lo antes probado cuando se demostré que Z era discreto). Por tanto, como X es Hausdorff,
obtenemos que x ¢ clx Z. Asi, concluimos que Z es un subespacio discreto, cerrado y no numerable
de X, lo cual causa una contradiccién, puesto que X es un espacio numerablemente compacto. Por
lo tanto concluimos que X es un espacio compacto. O

Lema 6.2.9. Si X es un espacio de Moore, entonces X tiene una diagonal Gs.

Demostracién: Tomemos un desarrollo de X, {U,, : n € w}, y para cada n € w, definamos:
Up=|J{UxU:U ethy}

Entonces, como para cada x € X, tenemos que (), ., st(z,U,) = {r}, se tiene que para todo
y € X, tal que y # x, existe n € w que cumple con que todo abierto que tiene a x en U, no tiene a
y. Puesto que si no existiera este n, entonces tendriamos que para todo n € w, existe un U € U,
tal que z,y € U, lo que a su vez nos dice que y € st(z,U,) y como esto pasa para toda n € w,
entonces y € [, ,, st(x,Uy), lo cual no es posible. Por tanto, con esto podemos asegurar que existe
esta n. Ahora, afirmamos que

A= (U

new
ya que es claro que A C [,,c,, Un. Y, por otra parte si tomamos (z,y) € X x X, con x # y. ,
entonces por lo que habiamos probado anteriormente existe n € w, tal que ningin abierto de U,
tiene a x y a y al mismo tiempo, por lo que esto nos dice que (x,y) ¢ U, y por ende obtenemos
que A =, c., Un. Por tanto, como cada U, es abierto tenemos que X tiene una diagonal G

Corolario 6.2.10. Si X es un espacio de Moore numerablemente compacto, entonces X es com-
pacto y metrizable.

Demostracién: Se sigue directamente de los tres anteriores Lemas. O
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Corolario 6.2.11. Si X es un espacio de Moore estrella numerablemente compacto, entonces X
es estrella compacto.

Demostracion: Sea U una cubierta abierta de X. Como X es un espacio estrella numerable-
mente compacto, entonces tiene un nicleo numerablemente compacto. Y como la propiedad de
Moore es hereditaria, tenemos que ese ntcleo es un espacio de Moore, numerablemente compacto.
Por lo que por el Corolario 6.2.10, tenemos que este es compacto. O

Corolario 6.2.12. Un espacio X de Moore, es estrella finito, si y solo si es un espacio compacto
y metrizable.

Demostracion Se sigue directamente de que los espacios de Moore son espacios regulares y
de que la estrella finitud y la compacidad numerable coinciden en espacios Hausdorff.

Sélo nos falta verificar si en la clase de espacios de Moore siguen siendo equivalentes la propiedad
de compacidad numerable, con la propiedad de estrella compacidad. Como vamos a ver en lo que
sigue, resulta ser que sf son equivalentes o al menos lo son asumiendo la hip6tesis del continuo (el
autor de esta tesis no estd seguro de que es lo que sucede sin asumir la hipdtesis del continuo).
Entonces, vamos a pasar a resolver este problema, pero antes vamos a precisar de dos lemas.

Lema 6.2.13. Si X es un espacio de Moore tal que w(X) no tiene cofinalidad numerable, entonces
existe un cerrado discreto de X, D, tal que |D| = w(X).

Demostracién: Primero vamos a necesitar demostrar la siguiente afirmacion:

Afirmacién: Existe una cubiertald = {U, : @ < k} de X, tal que £ = w(X), y Ua\Up, Us #
() para todo a < k.

Prueba: Supongamos por el contrario que esto no sucede y tomemos un desarrollo de X,
{Up, : n € w}, tal que |U,| < w(X). Para cada n € w vamos a crear las siguientes cubiertas

Vi ={Vaa:a<A}ClU,

donde A, es el maximo cardinal tal que para toda a < \,, se cumple que

Voo \ [ Vs # 0.

B<a

De esta manera, por lo que habfamos supuesto, tenemos que para cada n € w, A, < w(X), lo que

a su vez quiere decir que si hacemos B = J, ., Vn, entonces

1B] = | |J Val < [w(X)],

new

puesto que w(X) tiene cofinalidad no numerable y de esta manera su cardinalidad es mayor a la
de w.

Pero por otro lado podemos notar que B es una base para X, puesto que si tomamos un abierto
Ude X yx €U, tenemos que como {U, : n € w} es un desarrollo, entonces existe m € w, tal que

st(x,Upm) C U,

lo que quiere decir que todo abierto de U,,, que tenga a x, se queda contenido en U y ya que V,, es
una cubierta, entonces existe un abierto V, tal que x € V, por lo que como V € U,,,, tenemos que

zeVcU.

Por lo tanto con todo esto obtenemos que B es una base para X de menor cardinalidad que el peso
de X, lo que marca una contradicciéon y por ende hace cierta nuestra afirmacion.

Ahora, ya que hemos probado que existe nuestra cubierta {. Vamos a tomar para cada o € k
un o € Us \ Ug., Up v vamos a crear el conjunto

E={zy:a <k}
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De este modo, si hacemos para cada n € w, E,, = {x, : st(zq,U,) C Uy} podemos notar que
E = U, c., En, puesto que {U, : n € w} es un desarrollo y por ende siempre existe una n € w, tal
que st(zq,U,) C Uy, por lo que para todo o < k, existe n € w, tal que x, € F,.

Luego, tenemos que como |E| = k = w(X), entonces existe m € w, tal que |E,,| = w(X). Y,
podemos probar que este F,, es discreto, ya que si tomamos un x, € FE,,, entonces para todo
B > a, con B < w(X), se tiene que x5 ¢ Uy, y para todo v < ¢, tal que z € E,,, tenemos que

To & st(xy, Un),

puesto que st(z,Un) C Uy y 2o € Us \Us~,, Us- Lo que quiere decir que todo abierto de Uy, que
sea vecindad abierta de x, no tiene a z,. Por tanto, tenemos que st(xq,Um) N Ep = {2} v asi
concluimos que E,, es discreto.

Por tltimo afirmamos que E,, es cerrado, puesto que si tomamos z € X \ E,,, existe un § < &,
tal que es el minimo ordinal que cumple que z € Us. Es claro que esta es una vecindad abierta
tal que para todo a > 4, se tiene que z, ¢ Us. Ademds, tenemos que para todo 8 < J, tal que
xg € Ey,, pasa que « ¢ st(xg,Uy,), puesto que

St(l‘g,um) C Usg.

Y como X es T3, existe un abierto U, tal que es vecindad de z, pero no es vecindad de x5 y por
ende obtenemos que
x € (UNUs) N st(z,Up)

(U NUs)Nst(x,Up)) N Ey =
Es decir, E,, es nuestro cerrado discreto de cardinalidad w(X). ]
Lema 6.2.14. Si X es un espacio regular, entonces w(X) < 2%X)  donde
d(X) =min{|D| : D es denso en X }.
Demostracién: Tomemos D un denso de X, tal que |D| = d(X). Luego, tomemos
B = {intx(clx(A)): AC D}

y notemos que B es una base para X, puesto que si tomamos U un abierto de X y x € U, entonces
tenemos que como X es un espacio regular, existe un abierto V de X, talquex € V C clxV C U.
Ademas, por otro lado como D es denso tenemos que

dx(DNV)=cx(V)
por lo que con esto obtenemos que
x €V Cintx(clx(DNV)) CcU

con lo que queda claro que B es una base para X, y ademds por la forma en que fue construido B
podemos ver que |B| < P(D) = 24X, O

Ya con esto podemos dar el teorema en el que vamos a demostrar que las propiedades de estrella
compacidad y compacidad son equivalentes en la clase de espacios de Moore. Pero, como habiamos
dicho antes, vamos a requerir de la hipdtesis del continuo, asi que para lo siguiente se va a asumir
ésta y para tener bien presente esto, vamos a escribir [CH], en cualquier enunciado que requiera
de la hipétesis del continuo.

Teorema 6.2.15. [CH] Si X es un espacio de Moore, entonces X es un espacio estrella compacto
sty solo si X es un espacio compacto y metrizable.

Demostracion: Es claro que si X es un espacio compacto, entonces es estrella compacto y por
ende solo nos falta demostrar la otra implicacién.
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Supongamos que X es un espacio estrella compacto. Por la Proposicién 1.2.1, X es un espacio
estrella Lindeldf y por el Teorema 6.2.4, sabemos que X es un espacio separable; es decir, existe
un denso numerable D C X. Por lo que por el Lema 6.2.14, tenemos que

w(X) < 2% =

pero si w(X) = wy, obtendriamos por el Lema 6.2.13 que X tiene un cerrado discreto, tal que su
cardinalidad es w;. Lo que a su vez nos dirfa por el Lema 2.2.7 que X no es estrella compacto,
pero dado que esto es imposible, tenemos que

w(X) < wy

lo que significa que w(X) = Rg. Esto quiere decir que X es segundo numerable, por lo que como
X también es de Moore , en particular es regular y segundo numerable, asi que por el teorema de
metrizacién de Urysohn tenemos que X es un espacio metrizable. Por lo tanto X es un espacio

metrizable y estrella compacto, lo que implica que X es un espacio compacto por el Teorema 6.1.1.
O

Entonces, ahora si vamos a pasar a probar nuestra versién del Teorema 6.1.1 para espacios de
Moore

Teorema 6.2.16. [CH] En un espacio X de Moore los siguientes enunciados son equivalentes:
(i) El espacio X es compacto y metrizable;
(i) El espacio X es numerablemente compacto;
(iii) El espacio X es estrella finito;
(iv) El espacio X es estrella compacto;
(v) El espacio X es estrella numerablemente compacto.

Demostracion: (i) si y solo si (iii) se demostré en el Corolario 6.2.12 y sabemos que (ii)
implica (iii) siempre pasa sin importar en que clase de espacios estemos. Luego, (iv) si y solo si
(v) se demostré en el Corolario 6.2.11 y por tltimo (iv) si y solo si (i) se demostré en el Teorema
6.2.15. 0

6.3. Espacios semiestratificables

En esta seccién vamos presentar la clase de espacios semiestratificables. Dado que ésta no es
una clase de espacios muy comun, dentro del apendice de esta tesis se destina una secciéon donde se
pueden consultar los resultados méas importantes que estaremos usando sobre estos espacios. Dicho
esto, en esta seccién vamos a explorar las relaciones que hay entre las propiedades que hemos es-
tado estudiando desde la clase de espacios semiestratificables. Dado que la clase de los espacios de
Moore esta contenida en la clase de los espacios semiestratificables (vease A,3,3) es normal pensar
que las propiedades se van alejar aun maés que en la clase de espacios de Moore. Sin embargo,
vamos a tener que gran parte de los Teoremas 6.2.6 y 6.2.12 se van a seguir manteniendo.

Entonces, primero que nada, vamos a dar la definicién de un espacio semiestratificable

Definicién 6.3.1. Sea X un espacio y U un abierto de X, entonces una familia {U, : n € w} de
cerrados en X es una semiestratificacion de U si cumple:

Ju.=u
necw

Definicién 6.3.2. Sea X un espacio. Decimos que X es un espacio semiestratificable si a cada
abierto de X se le puede asignar una semiestratificacion de tal modo que se cumpla que si U
y V' son abiertos de X, tales que U C V y {U, : n € w}, {V,, : n € w} son sus respectivas
semiestratificaciones, entonces U, C V,, para todo n € w.

Teorema 6.3.3. Si X es un espacio semiestratificable, entonces lo siguiente es equivalente:

(i) El espacio X es estrella numerable;
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(i) El espacio X es estrella o-compacto;
(iii) El espacio X es estrella Lindeldf.

Demostracién: Sabemos que las implicaciones (i) implica (ii) y (ii) implica (iii), siempre se
dan sin importar la clase de espacios en la que estemos.

Ahora, para la implicacién (iii) implica (i), tomemos X, un espacio estrella Lindel6f, semies-
tratificable y una cubierta abierta arbitraria ¢ de X. Tenemos que existe un subespacio Lindel6f
L C X, tal que es nicleo de nuestra cubierta U. Por lo que si vemos a L con la topologia de subes-
pacio, tenemos que L es un espacio semiestratificable, Lindel6f, lo que al mismo tiempo nos dice
por el Teorema A.3.5 que L es un espacio hereditariamente separable y en particular separable,
por lo que con esto obtenemos que X es estrella separable y por el Teorema 3.1.4 tenemos que X
es un espacio estrella numerable, con lo que concluimos nuestro resultado. O

Cabe destacar que este ultimo resultado a diferencia del Teorema 6,2,4 no tiene la propiedad
de ser separable entre sus equivalencias, y esto es porque el autor de esta tesis no esta seguro de si
la propiedad de ser separable es equivalente a las tres propiedades del Teorema 6,3,3.

Por dltimo, para concluir esta tesis nos faltaria ver si existe una versiéon del Teorema 6.2.16
para espacios semiestratificables. Para este propdsito notemos que gracias los Teoremas A.3.4, y
2.1.2 podemos ver que las primeras tres propiedades del teorema 6.2.16 siguen siendo equivalentes
en espacios semiestratificables. Y por otro lado, gracias a los Teoremas 1.2.1 y A.3.4 sabemos que
las propiedades cuatro y cinco de 6.2.16 también son equivalentes entre si en la clase de espacios
semiestratificables. Ademds, sabemos que siempre se cumple que las primeras tres propiedades de
6.2.16 implican la cuarta y quinta propiedad de este mismo teorema. Por lo que si deseamos ver si se
sigue valiendo el Teorema 6,2,16 tendriamos que demostrar que la estrella compacidad numerable
o la estrella compacidad implica cualquiera de las primeras tres propiedades del Teorema 6.2.16.
Sin embargo, el autor de esta tesis no logré demostrar eso, ni tampoco logré demostrar que no se
implicara. Por tanto, solo podemos dar los siguientes resultados parciales.

Corolario 6.3.4. Si X es un espacio semiestratificable, entonces X es un espacio estrella nume-
rablemente compacto si y solo si es estrella compacto.

Demostraciéon: Es directo de la Proposicién 1.2.1 y del Teorema A.3.4. |
Corolario 6.3.5. Si X es un espacio semiestratificable, entonces lo siguiente es equivalente
(i) El espacio X es compacto;
(i) El espacio X es numerablemente compacto;
(iii) El espacio X es estrella finito.

Demostracién Es directo de los Teoremas A.3.4 y 2.1.2. ]
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Apéndice A

Vamos a comenzar nuestro apéndice con algunos de los resultados més importantes sobre los
espacios de Mrowka y espacios Pseudocompactos. Cabe destacar que en el transcurso de este
apéndice algunos de los teoremas no tendran demostracién y esto es porque requieren mucha
teoria previa que sale totalmente del contexto de esta tesis. Sin embargo, si el lector asi lo desea,
puede consultar sus pruebas en sus respectivas referencias.

A.1. Espacios Pseudocompactos y espacios de Mréwka

Definicion A.1.1. Decimos que un espacio X es un espacio pseudocompacto si para toda funcion
continua
f: X =R,

se tiene que f[X] es un subconjunto acotado de R.
Teorema A.1.2. Si un espacio X es numerablemente compacto, entonces es pseudocompacto.

Demostracién: Procederemos por contrapositiva. Sea X un espacio que no es pseudocompacto.
Como X no es pseudocompacto, existe una funcién f tal que f[X] no es acotado en R. Sin pérdida
de generalidad supongamos que no es acotado por arriba. De este modo podemos tomar un xg € X
tal que f(zg) > 0, y después de esto podemos tomar z; € X tal que f(xz1) > mazx{l, f(zo)}. Por
tanto, siguiendo de manera inductiva, en general vamos a tomar z,41 € X tal que

f(xn—l-l) Z ma‘r{n + 17 f(zn)}
Si tomamos el conjunto
A=A{f(zy) :n € w}

tenemos que A es un subconjunto cerrado, infinito y discreto de f[X], por lo que f[X] no es nume-
rablemente compacto, y como la propiedad de compacidad numerable se mantiene bajo imagenes
continuas, podemos concluir que X tampoco es numerablemente compacto.

Teorema A.1.3. Si X es un espacio normal, entonces X es pseudocompacto si y solo si X es un
espacio numerablemente compacto.

Demostracion: Supongamos que X no es numerablemente compacto. Existe un conjunto
infinito numerable A C X tal que A es cerrado y discreto en X. Dado que A es numerable, lo
podemos enumerar como

A=A{x, :necw}

y como A es discreto, toda funcién desde A es continua, por lo que en particular
ftA=R

dada por f(z,) = n para todo n € w, es una funcién continua y no acotada. Ahora, como A es
cerrado y X es normal, podemos aplicar el teorema de extensién de Tietze-Urysohn y de este modo
encontramos una funcién continua g tal que

g: X =R

y la restriccién de g al conjunto A es igual a f. Por lo tanto, notemos que g es una funcién continua
de X a R tal que no es acotada (ya que f no lo es), lo que nos dice que X no es pseudocompacto.
De este modo, por contrapositiva concluimos la parte de la necesidad del teorema.

Por otro lado, la parte de la suficiencia ya estd demostrado en el Teorema A,1,2

o7



58 APENDICE A.

Teorema A.1.4. [1] Ezxiste una familia casi ajena de w que tiene cardinalidad c.

Teorema A.1.5. Cada familia casi ajena de w estd contenida en una familia casi ajena mazimal
(MAD) de w.

Demostracién: Sean A una familia casi ajena de w y 2 el conjunto de todas las familias casi
ajenas de w que contienen a 4. Podemos ver que (2, C) es un COPO y que

2A#0,

puesto que en particular A € 2. Si tomamos € C 2 tal que (€, C) es una cadena, podemos afirmar
que

Ueex,

ya que es claro que A C |J€ (puesto que A estd contenido en cada elemento de €). Ademds, si
tomamos A, B € €, tenemos que existe C € € tal que A, B € C por lo que la cardinalidad de AN B
es finita, y de este modo obtenemos que

Yeea

Por tltimo, como |J € contiene a cualquier elemento de €, tenemos que es un supremo de €.

Con todo esto podemos ver que se cumplen todas las hipétesis del lema de Zorn, por lo que
existe un elemento maximal en 2. Es decir, existe una familia casi ajena maximal que contiene a

A O
Teorema A.1.6. [1] Para toda familia casi ajena A de w se cumplen los siguientes enunciados:

= El espacio W(A) es primero numerable;

= El espacio U(A) es localmente compacto;

" w es denso en W(A);

» A es cerrado y discreto en U(A);

= Si A es infinito, entonces U(A) no es numerablemente compacto;

» Bl espacio Y(A) es 0-dimensional;

= El espacio ¥(A) es Tychonoff;

» La familila A es una familia mazimal casi ajena si y sélo si W(A) es un espacio pseudocom-
pacto.

A.2. Duplicado de Alexandroff

Ahora vamos a pasar a ver la definicion del duplicado de Alexandroff y de la funcién natural
del duplicado de Alexandroff, asi como un resultado importante que se ocupa bastante a lo largo de
la tesis.

Definicién A.2.1. Dado un espacio topoldgico (X, ), definimos el espacio topoldgico A(X) como
el espacio que tiene como conjunto base a

X x{0,1}
con la topologia inducida por el siguiente sistema de vecindades:

B, = {{z}}, six={(y,1) para alguna y € X,

B, ={Ux{0}U((Ux{IHW\Fx{1}):UerzeclUyF ec[UN}

siz = (y,0) para alguna y € X, en donde [U]<N0 denota el conjunto de los subconjuntos finitos de

U.
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Entonces para que quede claro que este sistema de bases locales de vecindades st nos induce una
topologia, vamos a demostrarlo. Para esto primero recordemos las tres propiedades que necesitamos
para que un sistema de bases locales de vecindades nos induzca una topologia:

1. Para cada v € X, By # 0 y para cada V € B, se tiene que x € V.
2. Para cualesquiera Vi, Vo € B, existe un'V € B, tal que V. .C Vi N V5.
3. Sixz eV e By, entonces existe V' € B, tal que V' C V.

Entonces, ahora si, pasemos a demostrar estas tres propiedades.

Primero, por como fue definido el sistema de bases locales de vecindades, tenemos que para
cada x € A(X), By #0 y que si V € B, entonces x € V. Por lo que con esto hemos probado (1).

Luego, para x = (y,0) tomemos V1,Va € B, y asi

Vi= (U x {0} U ((Ur x {1}) \ (F1 x {1}))

Vo = (Ua x {0}) U ((Uz x {1}) \ F x {1}).

Para algunos Uy NUs € T, F) € [Uy]<X0 y Fy € [Us]<N° tales que y € Uy, Us. Con esto podemos ver
que

VinVe = ((UrNU2) x {0}) U(((U1 NT2) x {1}) \ (F1 U F2) x {1})),

con lo cual V1 NV, € B,. Por otro lado, si x = (y,1), entonces este mismo resultado es trivial,
pues By sdlo tiene un elemento. Asi (2) se cumple.

Ahora, si tomamos x,x’ distintos tales que x € V € By, tenemos que si x = (y,1) para algin
y € X, pasa que {z} CV y {z} € B,. Por otro lado, si v = (y,0), observemos que ¥’ = (y’,0),
pues x y &' son distintos y x € V € By Entonces, V es de la siguiente forma

V= (U x{0}) U (U x{1})\ (Fx{1})).

Por lo que basta tomar un bdsico U’ de X tal que U' C U yy € U’, pues si tomamos a

V= (U x {0 U ((U" x {IH\ (F x {1} ufy} x {1}))

tenemos que V' CV y V' € B,. Asi que con esto obtenemos que también se cumple (3)

De esta manera queda demostrado que la coleccion B = {B, : x € A(X)} es un sistema
de vecindades locales de X, y la topologia generada por B, serd la topologia que le daremos al
duplicado de Alexandroff.

Definicién A.2.2. Dado X un espacio topoldgico, definimos la funcion natural de X al duplicado
de Alexandroff de X como la funcion

fAX) =X
la cual esta dada por f({(x,i)) = x (donde i € {0,1}).

Teorema A.2.3. La funcion natural del duplicado de Alexandroff es una funcién sobreyectiva,
continua y perfecta

Demostracién: Sea X un espacio topoldgico, A(X) su duplicado de Alexandroff y
fAX) = X,
la funcién natural del duplicado de Alexandroff de X.

Esta funcién es una funcién compacta pues las fibras de f siempre son finitas (de hecho esta
es una funcién 2 a 1 como mucho). Ahora toca demostrar que f es cerrada. Para esto tomemos
C C A(X) cerrado y tomemos z ¢ f[C], entonces (x,0) ¢ C, por lo que existe un abierto U de X
talquex €Uy

(Ux{0H U U x{1I}\Fx{1}))nC =0
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para algin F' C U finito. Ademas como (z,1) ¢ C, entonces

(U x {0} U (U x {IH\ (F >x {1H) \ {(z, HD}) N C =0,

y como X es Hausdorff, existe un abierto V de X tal que z € V, V.C U y VN (F \ {z}) = 0. En-
tonces es claro que V x {0,1}NC = (), por lo que VN f[C] = @ y de este modo f[C] es cerrado en X.

Por ultimo, probaremos que f es continua, lo cual es muy facil de ver, pues si tomamos U C X
tal que U es abierto en X, entonces

FHUT= (U x {0}) U (U x {1})
lo cual evidentemente es abierto en A(X) y por ende tenemos que f es una funcién continua.

Por tanto f es una funcién perfecta, sobreyectiva y continua de un espacio no estrella compacto
a un espacio estrella compacto. O

A.3. Espacios de Moore y espacios semiestratificables

Por dltimo pasaremos a ver algunos resultados importantes sobre los espacios de Moore y los
espacios semiestratificables, mismos cuyas pruebas se podrén consultar en [4]

Teorema A.3.1. Si X es un espacio Metrizable, entonces X es un espacio de Moore
Teorema A.3.2. Si X es un espacio de Moore, Lindeldf, entonces X es un espacio metrizable
Teorema A.3.3. Si X es un espacio de Moore, entonces X es un espacio semiestratificable.

Teorema A.3.4. Si X es un espacio semiestratificable, entonces X es un espacio numerablemente
compacto si y solo si es compacto.

Teorema A.3.5. Si X es un espacio semiestratificable, entonces lo siguiente es equivalente:
(i) El espacio X es Lindeldf.
(i) El espacio X es hereditariamente separable.

(iii) Todo subconjunto no numerable tiene un punto de acumulacion.
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