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INSTITUTO DE CIENCIAS APLICADAS Y TECNOLOGÍA
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Resumen

Considerando una fuente puntual colocada en una posición arbitraria a lo largo del eje óptico,
obtenemos la ecuación exacta que describe a todos los rayos refractados por la lente simple,
como función de los parámetros involucrados en el proceso de refracción. Mediante el cálculo de
la envolvente a los rayos refractados, obtenemos la ecuación exacta de la superficie cáustica en
un plano meridional, como función del ángulo de emisión de la fuente puntual. Adicionalmente,
realizando una expansión en series de Taylor de la ecuación de la superficie cáustica a tercer
orden, recuperamos la ecuación de Gauss para la formación de imagen y obtenemos el coeficiente
de aberración esférica a tercer orden. Utilizando el principio de Huygens, obtenemos la ecuación
anaĺıtica que describe al frente de onda de fase cero, refractado por una lente simple, considerando
un frente de onda esférico incidente que proviene de una fuente puntual colocada en una posición
arbitraria a lo largo del eje óptico. Mediante la técnica de las curvas paralelas, obtenemos las
ecuaciones exactas del frente de onda refractado por la lente simple, propagado a distancias
arbitrarias. Finalmente, utilizando a las superficies principales de una lente simple y el trazo de
rayos para la formación de imagen de un objeto plano colocado en una posición arbitraria a lo
largo del eje óptico, proponemos un método para corregir la aberración de curvatura de campo
a tercer orden, considerando un doblete separado compuesto por lentes simples.
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2.10. Superficie cáustica y su aproximación a tercer orden de una lente simple con una
fuente puntual colocada en |So| < |f |. a) Superficie cáustica real. b) Extrapolación
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Caṕıtulo 1

Introducción

En la actualidad se observa a nivel internacional una tendencia a desarrollar lentes simples con
materiales de poĺımeros con caracteŕısticas ópticas diferentes a las de los materiales de vidrio
existentes. En general, contar con una variedad más amplia de materiales permite no solo incre-
mentar el intervalo de trabajo de los sistemas y componentes ópticos, sino, además, diversificar
sus aplicaciones para satisfacer las demandas que plantean el desarrollo cient́ıfico y tecnológico.
Para ello, es necesario verificar si las técnicas y la instrumentación utilizadas tradicionalmente
para evaluar sus propiedades son aplicables. Dentro de ese proceso una alternativa interesante a
considerar es la posibilidad de utilizar nuevas técnicas de diseño y evaluación, con los recursos
técnicos que se encuentran actualmente en el mercado.

La creciente demanda en lo que refiere a sistemas ópticos cuyas dimensiones y costos satisfa-
gan las necesidades del mercado, han presentado un conjunto de nuevos retos al campo de la
evaluación de superficies ópticas, especialmente cuando los sistemas ópticos bajo estudio invo-
lucran el uso de superficies rápidas, es decir, cuando el cociente entre el diametro de la pupila
de entrada y la distancia focal, denotado simplemente como número F/# = F/D, es muy pe-
queño o cuando estas superficies entran en el campo de las freeforms. Tradicionalmente, las
pruebas ópticas están divididas en pruebas goniométricas o deflectométricas y las pruebas inter-
ferométricas [1–4]. En ambos casos, el conocimiento preciso de las propiedades tanto de los rayos
de luz como de los frentes de onda propagados a través de los distintos tipos de sistemas ópticos,
es de gran importancia para el diseño de pruebas que mejor se adapten a estos nuevos retos [5–7].

En óptica, se puede definir a la superficie cáustica como la curva envolvente a todos los rayos re-
fractados y/o reflejados, y esta curva puede ser fotografiada o grabada porque, a diferencia de los
frentes de onda, las cáusticas son observables en tiempo real [8]. Las superficies cáusticas guardan
una estrecha relación con el frente de onda refractado y/o reflejado por el sistema óptico [9]. An-
teriormente, se ha implementado el método de las envolventes para obtener la cáustica tanto por
reflexión (catacáustica) como por refracción (diacáustica) que ha permitido obtener de manera
anaĺıtica fórmulas expĺıcitas que representan la cáustica en un plano meridional, donde se ha im-
plementado satisfactoriamente mediante el método de iluminancia infinita [10,11] las ecuaciones
anaĺıticas de las cáusticas en los planos sagital y tangencial y realizando una expansión en series
de Taylor nos ha permitido obtener las ecuaciones de aberración de astigmatismo a tercer orden.

Adicionalmente, utilizando el principio de Huygens se ha obtenido el frente de onda refractado
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en una lente biconvexa cónica. Es bien sabido que la cáustica está directamente relacionada
con las aberraciones del frente de onda introducidas por los sistemas refractores y/o reflectores.
Utilizando este concepto, se han obtenido los coeficientes de conicidad de una lente simple que
permiten reducir la aberración esférica a tercer y quinto orden en lentes biconvexas [12], este
método tiene una buena correspondencia con los programas de diseño óptico comerciales. Re-
cientemente se ha obtenido el frente de onda exacto y aproximado de lentes cónicas considerando
un frente de onda plano que se propaga a lo largo del eje óptico [13] y se obtuvieron las cáusticas
sagital y tangencial, aśı como su respectivo frente de onda refractado considerando un frente
de onda plano inclinado un ángulo de oblicuidad con respecto al eje óptico, a través de lentes
biconvexas esféricas positivas [14].

La propuesta de este trabajo es ampliar los resultados teóricos para lentes simples, basados en
el trabajo desarrollado en el Grupo de Metroloǵıa Óptica del ICAT-UNAM, considerando una
fuente puntual colocada en una posición arbitraria a lo largo del eje óptico. Para esto, obtenemos
las ecuaciones de la cáustica en un plano meridional y del frente de onda esférico que incide sobre
la lente bajo prueba. Adicionalmente, proponemos un trazo de rayos a segundo orden para la
formación de imagen de un objeto plano y ortogonal al eje óptico, considerando las superficies
principales de lentes simples.

1.1. Aberración esférica

La aberración esférica es una de las principales aberraciones monocromáticas introducidas por
los sistemas ópticos que, como ha sido estudiado en trabajos recientes [12,15,16], depende fuerte-
mente de las caracteŕısticas f́ısicas del sistema óptico. En el caso particular de las lentes simples,
la aberración esférica depende de la posición del objeto, de la forma de las superficies refracto-
ras, del ı́ndice de refracción, del espesor de la lente y de la apertura de entrada. El nombre de
aberración esférica surge originalmente por ser una aberración que desde sus inicios fue asociada
a las superficies esféricas utilizadas en los primeros telescopios.

De acuerdo a lo establecido en la óptica paraxial, los rayos de luz emitidos por un objeto puntual
O, propagados por un sistema óptico, en este caso, una lente simple, deben converger en una
sola imagen puntual I. La presencia de aberración esférica introducida por el sistema óptico bajo
estudio produce una serie de imágenes puntuales I’ a lo largo del eje óptico, como se muestra en
la Figura 1.1.

Desde el punto de vista del estudio de los frentes de onda, idealmente, una lente libre de aberra-
ción esférica sobre la que incide un frente de onda esférico desde una fuente puntual, propagará
al exterior un frente de onda esférico cuyo centro de curvatura coincide con la imagen paraxial
formada por la lente bajo estudio. La aberración esférica se manifiesta en los frentes de onda
como deformaciones respecto a la esfera de referencia que formaŕıa una lente perfecta. La Figura
1.2 muestra la comparación entre una fotograf́ıa libre de aberración esférica y la misma foto
afectada por esta aberración.

En este trabajo, estudiamos la formación de la superficie cáustica considerando una fuente
puntual colocada en una posición arbitraria a lo largo del eje óptico desde donde son emitidos
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radialmente un conjunto de rayos que inciden sobre la lente bajo estudio. A partir de una
aproximación a tercer orden de la superficie cáustica, recuperamos el coeficiente de aberración
esférica a tercer orden y presentamos una configuración de puntos conjugados que permite formar
un sistema libre de este tipo de aberración. Además, partiendo de la aproximación a tercer orden
de la superficie cáustica, realizamos una aproximación al frente de onda refractado por la lente
simple.

O I

O
II’

(a)

(b)

Eje óptico

Eje óptico

Figura 1.1: Formación de imagen de un objeto puntual a través de una lente simple. (a) Lente
perfecta. (b) Aberración esférica introducida por una lente simple.

Imagen libre de aberración Imagen con aberración esférica

Figura 1.2: Aberración esférica en un cúmulo de estrellas [41].
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1.2. Curvatura de campo

La curvatura de campo o curvatura de Petzval, nombrada aśı en honor al f́ısico y matemáti-
co húngaro Josef Max Petzval (1807-1891), es otra de las aberraciones monocromáticas que se
presenta de manera común en una gran diversidad de sistemas ópticos [17, 18]. De acuerdo a
la teoŕıa paraxial, la imagen de un objeto plano colocado de forma ortogonal al eje óptico del
sistema bajo estudio, quedará formada sobre otro plano. Fuera de la región donde la teoŕıa para-
xial es aplicable, la imagen de un objeto plano se forma sobre una superficie curva, denominada
superficie de Petzval, como se muestra en la Figura 1.3.

(a)

(b)

O
I

Eje óptico

O
I

Eje óptico

Figura 1.3: Formación de imagen a través de una lente. (a) Imagen plana. (b) Imagen curva.

De igual manera que con las otras aberraciones monocromáticas, la curvatura de campo depende
de las caracteŕısticas f́ısicas del sistema óptico. Para el caso espećıfico de las lentes delgadas,
se tiene bien estudiada la dependencia de la curvatura de Petzval en las propiedades focales de
las lentes, en sus ı́ndices de refracción y especialmente en el tamaño y la posición de la pupila
de entrada. Las principales consecuencias de la presencia de este tipo de aberración pueden
observarse en la Figura 1.4 que muestra imágenes obtenidas con un sensor plano colocado a dos
distancias diferentes con el propósito de lograr un correcto enfocamiento. En el inciso (a), el
centro se observa enfocado y los bordes fuera foco. En el inciso (b), el sensor fue desplazado,
logrando el correcto enfocamiento de los bordes, pero sacando de foco a la región central.

El uso de detectores planos en el trabajo experimental afecta de manera significativa la cali-
dad de las imágenes obtenidas por diversos sistemas ópticos. Historicamente, se han utilizado
placas o peĺıculas fotográficas con perfiles curvos para contrarrestar la curvatura de campo en
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Imagen con curvatura de campo

(a) (b)

Figura 1.4: Curvatura de campo [42]. (a) Centro enfocado. (b) Bordes enfocados.

las cámaras Schmidt y actualmente el desarrollo de sensores curvos que permitan aumentar la
calidad de las imágenes obtenidas a través de cámaras de celular y otros dispositivos móviles es
un tema de investigación vigente [19].

En este trabajo, utilizamos el concepto de parábolas principales en sustitución de los planos
principales para realizar un trazo de rayos a segundo orden para la formación de imagen de un
objeto plano a través de una lente simple, considerando que la posición de la pupila de entrada
coincide con el vértice de la primera superficie de la lente, con lo que obtenemos la superficie
de Petzval. Mediante una aproximación a segundo orden, expresamos la superficie de Petzval en
forma de una superficie paraboidal que permite cuantificar de manera más sencilla la curvatura
de la imagen formada a través de una lente simple en función de la apertura de entrada y
todos los parámetros de diseño de la lente. Finalmente, proponemos una condición de Petzval
generalizada para lentes simples con la que corregimos la curvatura de campo a tercer orden.



Caṕıtulo 2

Superficie cáustica en un plano
meridional

La superficie cáustica puede definirse como el lugar geométrico en el que se encuentran los prin-
cipales centros de curvatura de un frente de onda. Además, la superficie cáustica puede definirse
como la envolvente a todos los rayos refractados o reflejados por un sistema óptico. Las propieda-
des de la superficie cáustica han sido ampliamente estudiadas en la literatura y algunos trabajos
publicados recientemente han mostrado que la forma de la superficie cáustica está directamente
relacionada con las aberraciones monocromáticas producidas por un sistema óptico, ya sea por
refracción o reflexión, también conocidas como errores de imagen [15].

En este trabajo, consideramos exclusivamente un frente de onda esférico incidente sobre una
lente simple, provenientes de una fuente puntual colocada a lo largo del eje óptico, considerando
a un conjunto de rayos emitidos radialmente y de forma simétrica alrededor del eje óptico. Utili-
zando la técnica del trazo exacto de rayos, obtenemos la ecuación paramétrica que describe a la
familia de rayos refractados por una lente simple, considerando una fuente puntual ubicada en
una posición arbitraria a lo largo del eje óptico y mediante el cálculo de la envolvente, obtenemos
la ecuación exacta de la superficie cáustica por refracción.

Adicionalmente, realizando una aproximación por series de Taylor de la superficie cáustica por
refracción, recuperamos la ecuación de Gauss para la formación de imagen y el coeficiente de
aberración esférica a tercer orden, y presentamos algunos ejemplos.

13
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2.1. Preliminares

Consideramos una lente simple al sistema óptico conformado por un solo elemento hecho de un
material isotrópico, es decir, con un ı́ndice de refracción uniforme en todo el material, delimitado
por un par de superficies curvas con simetŕıa de revolución alrededor del eje óptico y cuyo espesor
no puede ser despreciado en el proceso de refracción. Asumiendo que un conjunto de rayos se
propaga radialmente desde una fuente puntual colocada en un punto Po sobre el eje óptico, estos
inciden sobre la lente simple en la primer superficie curva en un punto Pα, siendo desviados
y propagados al interior de la lente hasta alcanzar a la segunda superficie curva en un punto
Pβ, donde vuelven a sufrir un cambio de dirección y son propagados al exterior de la lente.
El resultado final de este doble proceso de refracción es la desviación total de la dirección de
propagación de los rayos incidentes, como puede observarse en la Figura 2.1.

Eje óptico

Rayos incidentes

Fuente puntual

a
b

c

Rayos refractados

Espacio objeto Espacio imagen

Figura 2.1: Esquema del proceso de refracción en una lente simple, considerando una fuente
puntual colocada en una posición arbitraria a lo largo del eje óptico.

Por otro lado, consideramos los rayos refractados al exterior de la lente simple; el punto P1 es
la imagen formada por la intersección de los rayos a y b. Asimismo, el punto P2 es la imagen
formada por la intersección de los rayos b y c. De esta forma, la superficie formada por el con-
junto de puntos de intersección entre rayos refractados contiguos es la superficie cáustica por
refracción de una lente simple.

Con el propósito de realizar un análisis cuantitativo del proceso de refracción en una lente
simple, en este trabajo consideramos la convención de signos utilizada en la referencia [20] y que
se muestra en la Tabla 2.1. De esta forma, midiendo desde el origen de coordenadas que coincide
con el vértice de la primera superficie refractora, so es la distancia objeto, fo es la distancia focal
anterior, si la distancia imagen y fi es la distancia focal posterior. Ri es el radio de curvatura
de la i-ésima superficie refractante y, finalmente, yo y yi corresponden a las alturas objeto e
imagen, respectivamente, medidas desde el eje óptico, como se muestra en la Figura 2.2.

2.2. Trazo exacto de rayos y superficie cáustica

En esta sección, definimos al eje Z paralelo al eje óptico y el plano de incidencia coincide con el
plano Z-Y, el cual contiene una sección transversal de una lente simple de parámetros arbitra-
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so, fo - a la izquierda del vértice

si, fi + a la derecha del vértice

Ri + si C está a la derecha del vértice

yo, yi + si está arriba del eje óptico

Tabla 2.1: Convención de signos.

Eje óptico
O CV I

R

Figura 2.2: Parámetros para la convención de signos considerando n2 > n1.

rios, donde el origen O de nuestro sistema está colocado en el vértice de la primera superficie
de la lente, considerando que el sistema tiene simetŕıa de revolución alrededor del eje Z.

Sea α el ángulo con el cual los rayos de luz son emitidos desde la fuente puntual colocada en
Po = [so, 0] y que inciden en la primera superficie cónica de la lente simple en el punto dado
por Pα = [zα, yα], ubicado en un plano meridional. Para obtener las coordenadas de Pα, in-
tersectamos un rayo arbitrario emitido desde la fuente puntual con la primer superficie de la
lente. La ecuación que describe la primer superficie cónica S1 como función de y puede escribirse
simplemente como

S1 =

{
c1 y

2

1 +
√

1− (1 + k1) y2 c21
, y

}
, (2.1)

donde c1 = 1/R1 es la curvatura paraxial de la primera superficie y k1 es su constante de
conicidad que define al perfil de la superficie de acuerdo a lo mostrado en la Tabla 2.2 y como
se muestra en la Figura 2.3.

Por otro lado, la ecuación que describe al rayo incidente emitido desde la fuente puntual puede
escribirse como

y = tanα (z + so), (2.2)

imponiendo que el ángulo de emisión sea variable en el intervalo α ∈ [−αm, αm] para los casos
en los que c1 > 0, con αm el ángulo máximo de emisión, medido desde el semieje positivo Z y
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Valor de k Perfil cónico

k < −1 Hipérbola

k = −1 Parábola

−1 < k < 0 Elipse prolata

k = 0 Circunferencia

k > 0 Elipse oblata

Tabla 2.2: Constantes de conicidad.

Y

Z

Figura 2.3: Perfiles cónicos de S1 para distintos valores de la constante de conicidad considerando
c1 > 0.

que está dado por la expresión

αm = arctan

[
d

|Zd|+ |so|

]
, (2.3)

donde d = D/2 es el semidiámetro de la superficie y Zd es la distancia medida sobre el eje óptico
al evaluar la ec. (2.1) en d, considerando parámetros predefinidos para la superficie cónica, es
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decir, S1(d) = [Zd, d]. Considerando lo anterior, resolvemos las ecs. (2.1) y (2.2) para z y y con
lo que obtenemos

zα =
1 + soc1 tan2 α−

√
1 + [2− c1(1 + k1)so]c1so tan2 α

c1(1 + k1 + tan2 α)
,

(2.4)

yα = tanα

[
1− c1(1 + k1)so −

√
1 + [2− c1(1 + k1)so]c1so tan2 α

c1(1 + k1 + tan2 α)

]
,

donde se ha considerado el valor positivo (+) de la solución cuadrática que corresponde a la
sección de la superficie cónica considerada en el trazo de rayos.

Una vez que el rayo incidente alcanza la primera superficie de la lente simple, consideramos que
dicho rayo es refractado dentro de la lente a lo largo del segmento de recta PαPβ hasta alcanzar
la segunda superficie de la lente en el punto Pβ. De esta forma, el rayo PαPβ queda expresado
como

y = yα + tan [γ1 + θr1] (z − zα), (2.5)

en donde los ángulos θi1 y θr1 están relacionados entre si mediante la ley de Snell de tal forma
que θr1 = arc sen[(no/nl) sen θi1], y γ1 es el ángulo formado por el eje óptico y la normal a S1 en
el punto Pα. De lo anterior, obtenemos las siguientes expresiones

θi1 = α+
π

2
− arctan

[√
1− (1 + k1)c21y

2
α

c1yα

]
, γ1 = − arctan

[
c1yα√

1− (1 + k1)c21y
2
α

]
, (2.6)

donde no es el ı́ndice de refracción del espacio objeto y nl es el ı́ndice de refracción de la lente.
Es importante señalar que los ángulos θi1 y γ1 están dados en función de α y so.

La segunda superficie de la lente, S2, como función de una altura arbitraria y puede escribirse
como

S2 =

{
t+

c2 y
2

1 +
√

1− (1 + k2) c22 y
2
α

, y

}
, (2.7)

donde t es el espesor central de la lente, c2 = 1/R2 es la curvatura paraxial de la segunda
superficie de la lente y k2 es su constante de conicidad. Por otro lado, sean Pβ = [zβ, yβ] las
coordenadas del punto donde el rayo PαPβ toca a la superficie S2. De esta forma, resolviendo
las ecs. (2.5) y (2.7) para z y y, obtenemos

zβ =
1 + c2{(1 + k2)t− (yα − zα tan[γ1 + θr1]) tan[γ1 + θr1]} −

√
σ

c2(1 + k2 + tan2[γ1 + θr1])
,

(2.8)

yβ =
(1 + k2) c2 yα + tan[γ1 + θr1]{1 + c2(1 + k2)(t− zα)−

√
σ}

c2(1 + k2 + tan2[γ1 + θr1])
,

donde hemos definido

σ = 1−c2{yα+(t−zα) tan[γ1+θr1]}{2 tan[γ1+θr1]+c2(1+k2)(yα−(zα−t) tan[γ1+θr1])}. (2.9)
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Z

Y

Figura 2.4: Esquema del proceso de refracción en una lente simple, considerando nl > no y
nl > ni.

Es importante señalar que zβ y yβ son funciones de α, so y de todos los parámetros involucrados
en el proceso de refracción.

El rayo PαPβ es refractado al exterior de la lente a lo largo del segmento de recta PβPi como se
muestra en la Figura 2.4. El ángulo β es el formado entre el eje óptico y el rayo refractado PβPi
y que puede escribirse simplemente como

β =
π

2
+ δ2 + arc sen

{(
nl
ni

)
sen[γ1 + θr1 − γ2]

}
, (2.10)

donde δ2 y γ2 son los angulos formados entre el eje óptico, la tangente y la normal a la segunda
superficie en Pβ, respectivamente. Aśı, los ángulos δ2 y γ2 pueden escribirse como

δ2 = arctan


√

1− (1 + k2)c22y
2
β

c2yβ

, γ2 = −arctan

 c2yβ√
1− (1 + k2)c22y

2
β

. (2.11)

Finalmente, considerando las ecs. (2.10) y (2.11), la ecuación que describe al rayo refractado
fuera de la lente a lo largo del segmento de recta PβPi está dada por la expresión

y = yβ − (z − zβ) tanβ. (2.12)

La ec. (2.12) representa a una familia paramétrica de rayos refractados como función de α y so.
A partir de estas ecuaciones es posible calcular la superficie cáustica para un conjunto de rayos
propagados radialmente por una fuente puntual y que inciden en una lente simple.

Una vez obtenida la ecuación que describe a la familia paramétrica de rayos refractados, con el
propósito de calcular la envolvente de dichos rayos [21], derivamos la ec. (2.12) con respecto al
parámetro α, se iguala a cero y simplificamos, de tal forma que obtenemos

∂yβ
∂α
− 1

cos2 β

[
∂β

∂α

]
(z − zβ) +

[
∂zβ
∂α

]
tanβ = 0. (2.13)
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Finalmente, resolviendo las ecs. (2.12) y (2.13) para z y y, obtenemos

Zcoi = zβ +


[
∂yβ
∂α

]
cosβ +

[
∂zβ
∂α

]
senβ

∂β

∂α

 cosβ,

(2.14)

Ycoi = yβ −


[
∂yβ
∂α

]
cosβ +

[
∂zβ
∂α

]
senβ

∂β

∂α

 senβ,

donde hemos sustituido z → Zcoi y y → Ycoi , y el sub́ındice coi significa caústica de una lente
simple para rayos emitidos en Po y que son propagados fuera de la lente hacia Pi. El conjunto de
puntos formados por las coordenadas {Zcoi , Ycoi} representan paramétricamente a la superficie
cáustica en un plano meridional como función del ángulo de incidencia α, considerando una
fuente puntual ubicada en so sobre el eje óptico como se muestra en la Figura 2.5.

Z

Y

Superficie cáustica
Fuente puntual

Figura 2.5: Superficie cáustica formada por una lente simple considerando una fuente puntual,
con c1 > 0 y c2 < 0.

2.3. Aproximación paraxial y puntos conjugados

En óptica geométrica, la aproximación paraxial o aproximación a primer orden es el estudio del
comportamiento de los rayos de luz cuyos ángulos de emisión α son lo suficientemente pequeños,
tales que las aproximaciones cosα ≈ 1 y senα ≈ α son válidas [17]. Los rayos de luz cuyos
ángulos de emisión satisfacen dicha condición son conocidos como rayos paraxiales y satisfacen
que el frente de onda asociado a ellos es, esencialmente, esférico y formarán una imagen perfecta
a una distancia si [18].

En esta sección, calculamos el ĺımite de la ec. (2.14) cuando el parámetro α tiende a cero. De
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esta forma, se obtienen las siguientes cantidades

β(0) = yβ(0) = 0, zβ = t, cos[β(0)] = 1, sen[β(0)] = 0,

∂yβ
∂α
|α→0 =

ni
PT

{
so −

no
nl

P2

PT
t−
[(

nl − P2t

nl

)
no
PT

+ so

]
P1

nl
t

}
(2.15)

∂β

∂α
|α→0 = so −

no
nl

P2

PT
t+

no
PT

,

donde P1 = c1 (nl − no) y P2 = c2 (ni − nl) son las potencias ópticas de la primera y segunda
superficie de la lente simple, respectivamente, y PT = P1+P2−(P1 P2 t)/nl es la potencia óptica
total de la lente.

De esta forma, sustituyendo los valores de la ec. (2.15) en la ec. (2.14), obtenemos

Zcoi(0) = t+

(
ni
PT

)
so −

no
nl

P2

PT
t−

so +
no

PT

(
nl − P2t

nl

)
 P1

nl
t

(
so −

no
nl

P2

PT
t+

no
PT

) ,

(2.16)

Ycoi(0) = 0.

Adicionalmente, hemos definido si = Zcoi(0) como un punto singular relacionado con la imagen
paraxial producida por una fuente puntual colocada en so a lo largo del eje óptico. Los puntos
Po = [so, 0] y Pi = [si, 0] son comúnmente denominados puntos conjugados. Con el propósito
de realizar un estudio de la formación de imagen de una fuente puntual, es necesario considerar
algunos parámetros importantes de los sistemas ópticos definidos en la literatura elemental de
óptica y conocidos comúnmente como planos principales [17,18].

Sean Hp y Hs los puntos principales de un sistema óptico definidos como el lugar geométrico
donde los planos principales primario y secundario, respectivamente, intersectan al eje óptico
como se muestra en la Figura 2.6. De esta forma, las coordenadas de los puntos principales
pueden escribirse como Hp = [Pp, 0] y Hs = [Ps, 0], donde Pp y Ps son distancias medidas
a lo largo del eje óptico respecto a nuestro origen de coordenadas y donde los sub́ındices p y
s significan primario y secundario, respectivamente. Finalmente, en términos de las potencias
ópticas, estas distancias pueden escribirse simplemente como

Pp =
no
nl

P2

PT
t, Ps = t− ni

nl

P1

PT
t, (2.17)

donde la potencia óptica total de la lente, PT , es definida como el inverso de la distancia focal
efectiva (EFL del inglés Effective Focal Lenght) y que corresponde a la distancia entre los
puntos focales y los planos principales como se muestra en la Figura 2.6. Por simplicidad, hemos
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Z

Y

Superficie cáustica

Figura 2.6: Superficie cáustica formada por una lente simple considerando una fuente puntual,
con c1 > 0 y c2 < 0.

redefinido EFL como f , de tal forma que

f =
1

PT
=

1

P1 + P2 −
P1P2

nl
t
. (2.18)

Considerando las ecs. (2.17) y (2.18), podemos reescribir la ec. (2.16) para si simplemente como

si =
fni (so − Pp)
fno + so − Pp

+ Ps. (2.19)

Es importante mencionar que si es función de los parámetros de diseño de la lente simple y la
posición de la fuente puntual a lo largo del eje óptico. Finalmente, sean So y Si las distancias
objeto e imagen medidas desde el plano principal primario y desde el plano principal secundario,
respectivamente, tales que So = so − Pp y Si = si − Ps. De esta forma, la ec. (2.19) puede ser
reescrita simplemente como

ni
Si
− no
So

=
1

f
. (2.20)

La expresión mostrada en la ec. (2.20) es la fórmula para los puntos conjugados en su forma
gaussiana, considerando nuestra convención de signos [20]. En el caso particular en el que la
lente simple se encuentra inmersa en aire, es decir, ni = no = 1, y utilizando la convención de
signos de [18], la ec. (2.20) puede escribirse como

1

Si
+

1

So
=

1

f
, (2.21)

que es la forma en la que usualmente es encontrada en la literatura. Finalmente, las ecs. (2.14)
y (2.20) nos permiten estudiar la superficie cáustica y la formación de imagen para una lente
simple como función de la posición de la fuente puntual a lo largo del eje óptico, so, y todos los
parámetros involucrados en el proceso de refracción.
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2.4. Aproximación a tercer orden y aberración esférica

En nuestro estudio, la forma natural de extender los resultados de la óptica paraxial es conside-
rando una aproximación a tercer orden. Realizando una expansión en series de Taylor a tercer
orden de la ec. (2.14) en función del parámetro α, en una vecindad de α = 0, y simplificando,
obtenemos

{Zc3 , Yc3} =

{
si −

3

2

[
G3

ni n4l P
2
T (ffl − so)2

]
α2,

[
G3

n2i n
4
l PT (ffl − so)

]
α3

}
, (2.22)

donde hemos sustituido el sub́ındice c por c3 que significa cáustica aproximada a tercer orden.
El término si corresponde a la posición de la cúspide de la superficie cáustica que, al mismo
tiempo, coincide con la posición de la imagen paraxial y cuyos pormenores fueron discutidos en
la sección anterior. Adicionalmente, hemos definido

G3 = {c32k2n3i [not− nlso + c1(nl − no)tso]3 + c2nin
2
l [not− nlso + c1(nl − no)tso]

× {no + c2not+ c1(nl − no)so − c2so[nl − c1(nl − no)t]}2

− n3l (no + c2not+ c1(nl − no)so − c2so[nl − c1(nl − no)t])3}[not− nlso + c1(nl − no)tso]
+ n2inl{n4l [−c32k2 + c1c

2
2(−1 + 4c2k2t) + c21c2[2 + 3c2t(1− 2c2k2t)]

+ c41t{1 + c2t[2 + c2t(1− c2k2t)]}+ c31{−1 + k1 + c2t[−4 + c2t(−3 + 4c2k2t)]}]s4o
− n2l n

2
o{c2[−2 + 3c2t(−1 + 2c2k2t)] + c1{2 + 3c2t[4 + c2t(3− 4c2k2t)]}

+ 6c21t(−1 + c1so)
2(−1 + c2t[−2 + c2t(−1 + c2k2t)])}s2o (2.23)

+ nln
3
ot(−1 + c1so)

3{c2[4 + c2t(3− 4c2k2t)] + 4c1(−1 + c2t[−2 + c2t(−1 + c2k2t)])}so
− n4ot{−1 + c2t[−2 + c2t(−1 + c2k2t)]}(−1 + c1so)

4 + n3l noso(−1 + 2c1so − (c1t− 1)

× {c22(−1 + 4c2k2t) + c1c2[4 + c2t(5− 8c2k2t)] + 4c21(−1 + c2t[−2 + c2t(−1 + c2k2t)])}s2o
+ c1{c22 − 4c32k2t+ 2c1c2[−2 + 3c2t(−1 + 2c2k2t)] + c21{3− k1 + 3c2t[4 + c2t(3− 4c2k2t)]}
+ 4c31t(c2t[−2 + c2t(−1 + c2k2t)]− 1)}s3o)}.

Por otro lado, definimos a la distancia focal frontal (ffl del inglés front focal lenght) como

ffl = −
(
no
nl

)[
nl − P2t

PT

]
, (2.24)

y que es medida desde el origen de nuestro sistema de referencia. La Figura 2.7 muestra la forma
exacta y su respectiva aproximación a tercer orden de la superficie cáustica formada por una
lente simple.

De la ec. (2.22) puede observarse que la componente Zc3 contiene términos de orden 0 y 2 de
la expansión en series de Taylor a tercer orden. Por otro lado, la componente Yc3 contiene un
único término de orden 3. Claramente, la ec. (2.22) es la representación paramétrica de una
parábola semicúbica con origen en [Zc3(0), Yc3(0)] = [si, 0]. Despejando al parámetro α en Zc3
y sustituyendo en Yc3 , es posible obtener una expresión de la superficie cáustica aproximada
independiente del parámetro α de la forma

ya = µ1/2 · z3/2a , (2.25)
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Figura 2.7: Aproximación a tercer orden de la superficie cáustica.

donde hemos realizado un cambio de coordenadas tal que ya = Yc3 y za = si − Zc3 , y donde el
término µ queda definido como

µ = − 8

27

n4l P
4
T (ffl − so)4

niG3
. (2.26)

De acuerdo al procedimiento ampliamente explicado en [24,25], sabemos que es posible expresar
a la superficie cáustica de un frente de onda refractado de la forma

η = −ζ
3/2

3ρ2

√
−n
3b1

, (2.27)

donde n es el ı́ndice de refracción del espacio imagen y ρ es el radio de la esfera de referencia.
Realizando un procedimiento análogo, partiendo de la ec. (2.22), sustitúımos ρ = Si, n = ni,
ζ = za y η = ya en la ec. (2.27), con lo que obtenemos la expresión

ya = − z
3/2
a

3S2
i

√
−ni
3b1

. (2.28)

De esta forma, igualando las ecs. (2.25) y (2.28), y resolviendo para b1, proponemos una expresión
para el coeficiente generalizado de aberración esférica a tercer orden para el caso de una fuente
puntual colocada en una posición arbitraria a lo largo del eje óptico, expresado como

b1 =
n2i G3

8n4l P
4
T (ffl − so)4 S4

i

. (2.29)

Es importante mencionar que la ec. (2.29) está dada en función de los parámetros de diseño de
la lente simple, de la posición de la fuente puntual so y de la posición de la imagen paraxial Si.
Adicionalmente, calculando el ĺımite de la ec. (2.29) cuando la distancia objeto tiende a menos
infinito, recuperamos el coeficiente de aberración esférica a tercer orden para el caso de un frente
de onda plano que incide en una lente simple inmersa en aire, expresado simplemente como

b1 =
n2aG3

8n4l P
4
T f

4
, (2.30)

y que ha sido reportado en trabajos previos [12,23].
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2.5. Ejemplos

Con el propósito de ejemplificar la teoŕıa desarrollada en este caṕıtulo, consideramos una lente
simple biconvexa con los parámetros de diseño R1 = 6mm, R2 = −12mm, t = 5mm, D = 10mm,
k1 = −0.25, k2 = −1.25, no = ni = 1 y nl = 1.5. Adicionalmente, de acuerdo a las ecs. (2.17) y
(2.18), tenemos que la posición de los planos principales a lo largo del eje óptico está dada por
Pp = 1.225mm y Ps = 2.551mm, respecto a nuestro sistema de referencia, tenemos una distancia
focal efectiva de f = 8.816mm y un número F/# = 1.134. Inicialmente, consideramos un objeto
puntual colocado a una distancia So = −2f que, de acuerdo a nuestro sistema de referencia, es
equivalente a una distancia objeto so = −2f + Pp. Sustituyendo lo anterior en la ec. (2.21) y
resolviendo para Si, obtenemos

1

Si
− 1

(−2f)
=

1

f
⇒ Si = 2f. (2.31)

La ec. (2.31) corresponde al caso particular en el que la distancia entre el objeto puntual y su
imagen es mı́nima, tal que |So| + |Si| = 4f . De esta forma, la distancia objeto y la distancia
imagen respecto a los planos principales están dadas por So = −17.632mm y Si = 17.632mm,
y, respecto a nuestro sistema de referencia, estas distancias están dadas por so = −16.408mm
y si = 20.184mm. Adicionalmente, obtenemos una cáustica real cuya cúspide coincide con la
posición de la imagen paraxial y su respectiva cáustica aproximada a tercer orden viene dada
como {Zc3(α), Yc3(α)} =

{
20.184− 405.375α2, 270.250α3

}
. La Figura 2.8 muestra la superficie

cáustica, la imagen paraxial y la cáustica aproximada formada por esta lente.
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Figura 2.8: Superficie cáustica y su aproximación a tercer orden de una lente simple con una
fuente puntual colocada en So = −2f .

Por otro lado, consideramos ahora un objeto puntual colocado a una distancia objeto So = −f ,
es decir, la fuente puntual es colocada a una distancia igual a la distancia focal efectiva de la
lente, en el lado negativo del eje óptico. Respecto a nuestro sistema de referencia, esta distancia
está dada por so = So + Pp. Sustituyendo el valor de So en la ec. (2.21) obtenemos

1

Si
− 1

(−f)
=

1

f
⇒ Si →∞. (2.32)
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La ec. (2.32) representa el caso para el cual la distancia entre el objeto puntual y su ima-
gen es máxima, tal que |So| + |Si| → ∞. De esta forma, las distancias objeto e imagen son
so = −7.592mm, So = −8.816mm, si → ∞ y Si → ∞. En este caso, se obtiene una superficie
cáustica real que se extiende indefinidamente hacia si. La Figura 2.9 muestra la superficie cáus-
tica formada por la lente simple biconvexa cuando la fuente puntual está colocada en So = −f .
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Figura 2.9: Superficie cáustica de una lente simple con una fuente puntual colocada en So = −f .

Ahora, consideramos el caso para el cual la fuente puntual está colocada a una distancia objeto
tal que So < 0 y |So| < |f |, es decir, colocamos la fuente puntual a la izquierda de la lente, entre
el foco y el vértice de la primera superficie de la lente simple. De esta forma, despejando a Si
de la ec. (2.21) y sustituyendo, obtenemos

Si =
Sof

So + f
; donde So < 0 y |So| < |f |,

(2.33)

⇒ Si < 0.

La ec. (2.33) representa el caso en el que la distancia imagen tiene un valor negativo que co-
rresponde a lo que se define en la literatura como una imagen virtual, ubicada a la izquierda
de la lente. En este caso, hemos considerado una distancia objeto tal que so = −4.127mm y
So = −5.351mm, obteniendo una distancia imagen tal que si = −11.066mm y Si = −13.617mm.
La superficie cáustica formada por la lente simple bajo estas condiciones está compuesta por
una rama real y una rama virtual. La imagen virtual formada por la lente es la cúspide de la
superficie cáustica virtual, mientras que la rama real de la superficie cáustica se extiende inde-
finidamente a la derecha de la lente. Adicionalmente, la superficie cáustica aproximada viene
dada por {Zc3(α), Yc3(α)} = {−11.066− 73.564α2,−19.274α3}, extendiéndose a la izquierda de
la lente y cuyo origen coincide con la posición de la imagen virtual. La Figura 2.10 muestra las
superficies cáustica real y virtual, la superficie cáustica aproximada y la imagen virtual formada
por la lente simple.

Finalmente, estudiamos el caso de una fuente puntual colocada a una distancia objeto tal que
So > 0. Este caso corresponde a un objeto ubicado a la derecha de la lente simple y que
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Figura 2.10: Superficie cáustica y su aproximación a tercer orden de una lente simple con una
fuente puntual colocada en |So| < |f |. a) Superficie cáustica real. b) Extrapolación de los rayos
refractados y la superficie cáustica virtual formada por la lente simple.

corresponde a lo que se define en la literatura como un objeto virtual. Despejando Si de la ec.
(2.21), y considerando la posición de la fuente puntual, obtenemos

Si =
Sof

So + f
; donde So > 0,

(2.34)

⇒ Si > 0.

De la ec. (2.34) obtenemos una distancia imagen cuyo valor es positivo y que representa el caso
en el que un objeto virtual forma una imagen real. Para ejemplificar este caso, consideramos un
objeto puntual colocado a una distancia objeto so = 35.101mm tal que So = 33.877mm. De esta
forma, las distancias imagen obtenidas son si = 9.547mm y Si = 6.996mm. Adicionalmente, la
imagen paraxial es la cúspide de la superficie cáustica real formada por la lente simple y su aproxi-
mación a tercer orden está dada por la expresión {Zc3(α), Yc3(α)} = {9.547−0.485α2,−1.564α3}.
La Figura 2.11 muestra al objeto virtual colocado a la derecha de la lente, la imagen real, la
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superficie cáustica formada por la lente simple y su aproximación a tercer orden.
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Figura 2.11: Superficie cáustica y superficie cáustica aproximada a tercer orden formada por una
lente simple y un objeto virtual.

Cabe señalar que la teoŕıa desarrollada en este caṕıtulo para la obtención de la superficie cáustica
y su respectiva aproximación a tercer orden muestra ser adecuada únicamente para el estudio
de lentes simples, positivas o negativas, con números F/# > 1. Finalmente, la Figura 2.12
muestra el trazo de rayos, la superficie cáustica y la aproximación a tercer orden para una lente
equiconvexa, un menisco positivo y una lente biconcava con números F/# > 1.

2.5.1. Óvalos cartesianos

En la sección 2.4, hemos establecido una relación directa entre la superficie cáustica por re-
fracción con la aberración esférica introducida por la lente simple, mediante una aproximación
a tercer orden de la superficie cáustica exacta. Adicionalmente, hemos recuperado la ecuación
de puntos conjugados para una lente simple en su forma gaussiana. A partir de estos resulta-
dos, buscamos obtener los parámetros de diseño que permitan reducir la cantidad de aberración
esférica introducida por este tipo de sistema óptico.

En la literatura especializada, se define como sistema óptico aplanático a la superficie o con-
junto de superficies que están libres tanto de aberración esférica como de aberración de coma.
Además, los puntos conjugados para los que se cumple esta condición se definen como puntos
aplanáticos [17,24]. Generalmente, los sistemas ópticos formados por lentes esféricas, dif́ıcilmen-
te quedan libres de ambas aberraciones, salvo por algunas configuraciones de puntos conjugados
muy espećıficas. Asimismo, es bien sabido que, para las lentes con apertura de entrada y distan-
cia focal fijas, la cantidad de aberración esférica depende únicamente de la posición de la fuente
puntual y de la forma de las superficies que delimitan a la lente. Es importante señalar que, al
trabajar exclusivamente con una fuente puntual colocada a lo largo del eje óptico, la aberración
esférica es la única presente.
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Figura 2.12: Superficie exacta y aproximación a tercer orden de la cáustica para una lente simple.
(a) Lente equiconvexa. (b) Menisco positivo. (c) Lente biconcava.
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Ahora, considerese un sistema óptico formado por una lente equiconvexa, es decir, una lente
simple biconvexa tal que los radios de curvatura y las constantes de conicidad de ambas super-
ficies son iguales, que está inmersa en un medio con un ı́ndice de refracción tal que no = ni y
nl > no. Además, se coloca una fuente puntual a una distancia So = −2f sobre el eje óptico,
de tal forma que, de acuerdo a la ec. (2.21), la imagen está ubicada a una distancia Si = 2f .
Esta configuración de puntos conjugados tiene la particularidad de que, tanto la distancia entre
objeto e imagen y la aberración esférica introducida por la lente simple, son mı́nimas [18]. Susti-
tuyendo c2 → −c1, k2 → k1, ni → no y so → −2f+Pp en la ec. (2.23) y simplificando, obtenemos

G3 =
2n4l n

4
o(n

2
l + k1n

2
o)

c1(nl − no)3
. (2.35)

De las ecs. (2.22) y (2.29) es claro que la cantidad de aberración esférica introducida por la lente
simple es directamente proporcional al coeficiente G3. De lo anterior, se sigue que la condición
de aplanicidad para este sistema óptico quedará satisfecha si el coeficiente G3 es nulo. Para ello,
igualamos la ec. (2.35) a cero y resolviendo para k1, obtenemos

k = −
(
nl
na

)2

, (2.36)

donde hemos sustituido k1 → k y no → na.

La ec. (2.36) es la constante de conicidad que describe el perfil de las superficies de la lente
simple que satisfacen las condiciones de aplanicidad. En otras palabras, los puntos conjugados
So = −2f y Si = 2f son puntos aplanáticos para la lente cuyos perfiles cónicos están descri-
tos por la ec. (2.36). Es importante señalar que este resultado coincide con un tipo de lentes
propuesto originalmente por René Descartes y que es conocido simplemente como óvalos car-
tesianos, cuya principal caracteŕıstica es estar libre de aberración esférica. Un ejemplo clásico
de los óvalos cartesianos se muestra en el inciso (b) de la Figura 2.13, donde consideramos una
lente plano-convexa sobre la que incide un frente de onda plano, en comparación con una lente
plano-convexa esférica que se muestra en el inciso (a).

A pesar de la existencia bien documentada de métodos que permiten obtener óvalos carte-
sianos [26] y de trabajos recientemente publicados que presentan el diseño de lentes libres de
aberración esférica [27], la contribución de este trabajo es la de proponer un método que está
basado en aumentar el orden de aproximación a la superficie cáustica por refracción de una
lente simple partiendo de un trazo exacto de rayos. Finalmente, con el propósito de ejemplificar
la teoŕıa desarrollada en esta sección, consideramos una lente simple con parámetros de diseño
c1 = 6mm, c2 = −6mm, t = 5mm, D = 10mm, no = ni = 1, nl = 1.5 y k1 = k2 = −2.25, y con
una fuente puntual colocada a una distancia So = −13.936mm y su respectiva imagen ubicada
a una distancia Si = 13.936mm. La Figura 2.14 muestra el trazo exacto de rayos para esta lente
simple.
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Figura 2.13: Trazo exacto de rayos para una lente plano-convexa, considerando una fuente pun-
tual en infinito y con nl > na. (a) Lente esférica. (b) Óvalo cartesiano.
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Figura 2.14: Lente aplanática para el caso en el que ni = no y nl > no.



Caṕıtulo 3

Frente de onda refractado por una
lente simple

En este trabajo, hemos definido a la superficie cáustica como el lugar geométrico de los centros de
curvatura de un frente de onda [28]. En otras palabras, si se miden longitudes de camino óptico
iguales a lo largo de cada rayo desde la fuente de luz, la superficie formada por los extremos de los
rayos es ortogonal a todos los rayos. Estas superficies son los frentes de fase del sistema de ondas.

Aunque las superficies cáusticas y los frentes de onda, formados tanto por reflexión como por
refracción, han sido objeto de estudios extensos y minuciosos [12, 13, 29–32], la principal con-
tribución de este trabajo es obtener ecuaciones anaĺıticas de los frentes de onda formados por
refracción en una lente simple, considerando un frente de onda esférico incidente, proveniente
de una fuente puntual colocada en una posición arbitraria a lo largo del eje óptico, en función
de todos los parámetros involucrados en el proceso de refracción. Debido a la simetŕıa de re-
volución presente en una lente simple, realizamos nuestros cálculos exclusivamente en un plano
meridional, utilizando el principio de Huygens y el teorema de Malus-Dupin.

Adicionalmente, obtenemos aproximaciones polinomiales para los frentes de onda refractados
por una lente simple y presentamos algunos ejemplos.

31
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3.1. Frente de onda por principio de Huygens

De acuerdo a lo establecido en el principio de Huygens, un frente de onda es la envolvente de
un conjunto de onduletas o de frentes de onda esféricos secundarios centrados en un frente de
onda previo [18]. De lo anterior, siguiendo un procedimiento análogo a lo realizado en [33, 34],
consideramos un frente de onda esférico propagándose a lo largo del eje óptico, de izquierda a
derecha, que incide en la primera superficie de la lente simple. Este frente de onda es refractado
y propagado en el interior de la lente hasta alcanzar a la segunda superficie para, finalmente,
ser refractado al exterior. En esta sección, obtenemos las ecuaciones anaĺıticas del frente de on-
da refractado por una lente simple, considerando una fuente puntual colocada en una posición
arbitraria a lo largo del eje óptico, utilizando el principio de Huygens.

De manera similar a lo elaborado en el caṕıtulo anterior, definimos al eje Z paralelo al eje óptico
y suponemos que el plano de incidencia coincide con el plano Z-Y, el cual contiene una sección
transversal de una lente simple de parámetros arbitrarios, donde el origen O de nuestro sistema
está colocado en el vértice de la primera superficie de la lente, considerando que el sistema tiene
simetŕıa de revolución alrededor del eje Z. Sin pérdida de generalidad, consideramos un frente
de onda esférico que se propaga a lo largo del eje óptico, desde una fuente puntual ubicada en
Po = [so, 0], hasta alcanzar a la superficie S1 de la lente, como se muestra en la firgura 3.1(a).

Frente de onda incidente

(a) (b)

Z Z

Y

Figura 3.1: (a) Frente de onda esférico incidente en una lente simple. (b) Onduletas y el frente
de onda refractado al interior de la lente simple.

Sea Rα la distancia recorrida por el frente de onda esférico a lo largo del segmento de recta
PoPα, desde la fuente puntual hasta un punto de incidencia arbitrario Pα = [zα, yα] ubicado
sobre la superficie S1 y cuyas coordenadas están dadas por la ec. (2.4). De lo anterior, Rα puede
escribirse simplemente como

Rα =
√

(zα + |so|)2 + y2α, α ∈ [−αm, αm], (3.1)

donde αm es el ángulo máximo de emisión, dado por la ec. (2.3).

Ahora, consideramos la Longitud de Camino Óptico recorrida por el frente de onda esférico
incidente, dada por la expresión

LCO = noRα + nlRl = noRo, (3.2)
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donde no es el ı́ndice de refracción del espacio objeto, nl es el ı́ndice de refracción de la lente,
Rl la distancia que recorre el frente de onda refractado dentro de la lente y Ro es la distancia
que resulta de evaluar la ec. (3.1) en |α| = αm y que corresponde a la distancia total que debe
recorrer el frente de onda esférico, a lo largo del segmento de recta PoS1(d), para incidir por
completo en la lente simple, donde S1(d) = [Zd, d] es la ubicación del borde de la lente y cuyas
coordenadas se obtienen al evaluar la ec. (2.4) en el semidiametro d = D/2.

La ec. (3.2) implica que hemos igualado la longitud de camino óptico que recorre el frente de
onda esférico desde Po hasta Pα con la máxima longitud de camino óptico recorrida por el frente
de onda esférico en el espacio objeto. Despejando a Rl de la ec. (3.2), obtenemos la ecuación que
describe a la familia paramétrica de circunferencias centradas en Pα y de radio Rl, que puede
expresarse simplemente como

(z − zα)2 + (y − yα)2 =
n2o(Ro −Rα)2

n2l
. (3.3)

Analizando la ec. (3.3), es fácil mostrar que el radio de las circunferencias alcanza un máximo
cuando α = 0 y alcanza un mı́nimo cuando |α| = αm, como se muestra en la Figura 3.1.

Ahora, con el propósito de obtener las ecuaciones que describan el frente de onda refractado al
interior de la lente, calculamos la envolvente de las onduletas, derivando la ec. (3.3) respecto al
parámetro α e igualando el resultado a cero, con lo que obtenemos la expresión

(z − zα) ·
[
∂zα
∂α

]
+ (y − yα) ·

[
∂yα
∂α

]
− n2o (Ro −Rα)

n2l
·
[
∂Rα
∂α

]
= 0. (3.4)

Finalmente, resolviendo las ecs. (3.3) y (3.4) para z y y, obtenemos

Z1∓ = zα −
no (Ro −Rα)

nl
·


(
no
nl

)[
∂Rα
∂α

]
·
[
∂zα
∂α

]
∓ η1 ·

[
∂yα
∂α

]
[
∂zα
∂α

]2
+

[
∂yα
∂α

]2
 ,

(3.5)

Y1∓ = yα +
no (Ro −Rα)

nl
·


(
no
nl

)[
∂Rα
∂α

]
·
[
∂yα
∂α

]
∓ η1 ·

[
∂zα
∂α

]
[
∂zα
∂α

]2
+

[
∂yα
∂α

]2
 ,

donde hemos definido

η1 =

√[
∂zα
∂α

]2
+

[
∂yα
∂α

]2
−
(
no
nl

)2 [∂Rα
∂α

]2
. (3.6)

Adicionalmente, hemos sustituido {z, y} → {Z1∓, Y1∓} en la ec. (3.5), donde el sub́ındice ∓ sig-
nifica que hemos obtenido dos soluciones del cálculo de la envolvente. La solución con los signos
(+,+) representa a la superficie envolvente que describe a un frente de onda cuya propagación
se da en dirección del semieje negativo Z y que hemos omitido de nuestro análisis al carecer de
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sentido f́ısico. Por otro lado, la solución con signos (−,−) representa al frente de onda refractado
al interior de la lente como función del ángulo α, la posición de la fuente puntual so y todos los
parámetros involucrados en el proceso de refracción, y que denotamos por Wl = {Zl, Yl}, como
se muestra en la Figura 3.1(b).

Una vez que el frente de onda incidente ha sido completamente refractado al interior de la lente,
éste se propaga hasta que uno de sus puntos toca a la superficie S2. Para cuantificar este proceso,
consideramos un rayo de luz emitido por la fuente puntual y que incide en el borde de la lente
simple, para luego ser refractado y propagado al interior hasta intersectar a la superficie S2 en
el punto Pβo = [zβo , yβo ], cuyas coordenadas se obtienen de seguir el procedimiento descrito en
el caṕıtulo 2 y de evaluar a la ec. (2.8) en α = αm. De esta forma, la distancia que debe recorrer
el frente de onda Wl al interior de la lente es igual a la longitud del segmento de recta S1(d)Pβo .
Aplicando el principio de Huygens, consideramos un conjunto de circunferencias centradas en
Wl, de tal forma que la familia paramétrica de onduletas que formará al frente de onda propagado
al interior de la lente está dada por

(z − Zl)2 + (y − Yl)2 = L2o, (3.7)

donde el radio Lo es la distancia entre el punto S1(d) y el punto Pβo y que puede escribirse
simplemente como

Lo =

√
(zβo − Zd)

2 + (yβo − d)2. (3.8)

ZZ

Frente de onda incidente

(a) (b)

Y

Figura 3.2: (a) Propagación del frente de onda {Zl, Yl} al interior de la lente simple. (b) Frente
de onda incidente sobre la superficie S2

Es importante señalar que, al tener una lente simple con un ı́ndice de refracción constante en
todo su interior, el radio de la familia paramétrica de onduletas que formará al frente de onda
propagado es constante. Dicho de otra forma, para hallar la ecuación paramétrica del frente de
onda que incide en la superficie S2, basta con propagar el frente de onda Wl una distancia Lo.
Para esto, utilizamos el concepto de geometŕıa diferencial conocido como curvas paralelas [28],
que nos permite obtener las ecuaciones que describen la forma que adquiere una curva paramétri-
ca al ser desplazada una distancia arbitraria [35,36].
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Sea C = {F(τ), G(τ)} una curva arbitraria en función del parámetro τ . La ecuación que describe
a la curva paralela a C , ubicada a una distancia L, está dada por

CL‖ =

F ± s

[
∂G
∂τ

]
· L√[

∂F
∂τ

]2
+

[
∂G
∂τ

]2 , G ∓
[
∂F
∂τ

]
· L√[

∂F
∂τ

]2
+

[
∂G
∂τ

]2
 , (3.9)

donde el sub́ındice L‖ indica que es la curva paralela a C al ser propagada una distancia L. Es
importante señalar que la ec. (3.9) arroja un par de soluciones en función de la elección de signos:
por un lado, considerando la solución correspondiente a (−,+), obtenemos una curva propagada
hacia atrás, mientras que la solución (+,−) corresponde a una curva propagada hacia delante.
Aplicando este resultado al frente de onda Wl, obtenemos la ecuación que describe al frente de
onda propagado a una distancia Lo al interior de la lente y que está dada por

Wlo‖ =

Zl +

[
∂Yl
∂α

]
· Lo√[

∂Zl
∂α

]2
+

[
∂Yl
∂α

]2 , Yl −
[
∂Zl
∂α

]
· Lo√[

∂Zl
∂α

]2
+

[
∂Yl
∂α

]2
 , (3.10)

en donde hemos considerado la solución (+,−), es decir, el frente de onda propagado en di-
rección del semieje positivo Z y que hemos denotado con el sub́ındice lo ‖ que significa frente
de onda paralelo, propagado a una distancia Lo. Es importante señalar que el frente de onda
Wlo‖ =

{
Zlo‖, Ylo‖

}
está dado en función de todos los parámetros involucrados en el proceso de

refracción, como se muestra en la Figura 3.2.

El siguiente paso en el estudio del proceso de refracción de un frente de onda esférico incidente
en una lente simple, consiste en hallar las ecuaciones que describen a la envolvente de la familia
de onduletas centradas en la superficie S2 y que forman al primer frente de onda refractado al
exterior de la lente simple, es decir, el frente de onda refractado de fase cero. Para esto, definimos
a Ll como la distancia que recorre el frente de onda Wlo‖ a lo largo del segmento de recta PαPβ
hasta un punto de incidencia arbitrario Pβ = [zβ, yβ], ubicado sobre la superficie S2 y cuyas
coordenadas están dadas por la ec. (2.8). De lo anterior, Ll puede escribirse simplemente como

Ll =

√(
zβ − Zlo‖

)2
+
(
yβ − Ylo‖

)2
. (3.11)

Por otro lado, consideramos la longitud de camino óptico recorrida por el frente de onda Wlo‖,
dada por la expresión

LCO = nlLl + niRi = nlLt, (3.12)

donde ni es ı́ndice de refracción del espacio imagen, Ri es la distancia que recorre el frente de
onda al exterior de la lente y Lt es la distancia que resulta de evaluar la ec. (3.11) en α = 0. Es
importante señalar que Lt es la distancia total que debe recorrer el frente de ondaWlo‖, a lo largo
del eje óptico, para salir por completo de la lente simple y que puede expresarse simplemente
como

Lt = t− Zlo‖(0), (3.13)
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donde t es el espesor central de la lente y Zlo‖(0) es la componente horizontal del frente de onda
Wlo‖, evaluada en α = 0, como se muestra en la Figura 3.3 (a).

La ec. (3.12) implica que hemos igualado la longitud de camino óptico que recorre el frente de
onda propagado al interior de la lente simple desde un punto sobreWlo‖ hasta Pβ con la máxima
longitud de camino óptico requerida para que el frente de onda refractado y propagado salga por
completo de la lente. Despejando Ri de la ec. (3.12), podemos escribir la ecuación de la familia
paramétrica de onduletas que formarán al frente de onda refractado de fase cero como

(z − zβ)2 + (y − yβ)2 =
n2l (Lt − Ll)2

n2i
. (3.14)

ZZ

(a) (b)

Y
Frente de onda incidente

Figura 3.3: (a) Frente de onda
{
Zlo‖, Ylo‖

}
incidiendo sobre la superficie S2. (b) Frente de onda

de fase cero refractado al exterior de la lente simple.

Con el propósito de obtener las ecuaciones que describan al frente de onda refractado de fase
cero, calculamos la envolvente derivando la ec. (3.14) con respecto al parámetro α, igualamos a
cero y simplificamos, con lo que obtenemos la siguiente expresión

(z − zβ) ·
[
∂zβ
∂α

]
+ (y − yβ) ·

[
∂yβ
∂α

]
−
n2l (Lt − Ll)2

n2i
·
[
∂Ll
∂α

]
= 0. (3.15)

Finalmente, resolviendo las ecs. (3.14) y (3.15) para z y y, obtenemos

Z2∓ = zβ +
nl (Lt − Ll)

ni
·


(
nl
ni

)[
∂Ll
∂α

]
·
[
∂zβ
∂α

]
∓ η2 ·

[
∂yβ
∂α

]
[
∂zβ
∂α

]2
+

[
∂yβ
∂α

]2
 ,

(3.16)

Y2∓ = yβ +
nl (Lt − Ll)

ni
·


(
nl
ni

)[
∂Ll
∂α

]
·
[
∂yβ
∂α

]
∓ η2 ·

[
∂zβ
∂α

]
[
∂zβ
∂α

]2
+

[
∂yβ
∂α

]2
 ,



CAPÍTULO 3. FRENTE DE ONDA REFRACTADO POR UNA LENTE SIMPLE 37

donde hemos definido

η2 =

√[
∂zβ
∂α

]2
+

[
∂yβ
∂α

]2
−
(
nl
ni

)2 [∂Ll
∂α

]2
. (3.17)

Adicionalmente, hemos sustituido {z, y} → {Z2∓, Y2∓} en la ec. (3.16), donde el sub́ındice (∓)
significa que hemos obtenido dos soluciones del cálculo de la envolvente. Nuevamente, despre-
ciamos la solución correspondiente a los signos (+,+), cuya propagación se da en dirección del
semieje negativo Z, por carecer de sentido f́ısico. Por otro lado, la solución dada por los sig-
nos (−,−), representa el frente de onda refractado de fase cero, denotado simplemente como
Wr0 = {Zr0 , Yr0}, como se muestra en la Figura 3.3, y que es función de α, la posición de la
fuente puntual so y todos los parámetros involucrados en el proceso de refracción.

Finalmente, la Figura 3.4 muestra de manera esquemática al frente de onda refractado por una
lente simple, considerando un frente de onda esférico proveniente de una fuente puntual colocada
a lo largo del eje óptico, para el caso en el que nl > no y nl > ni.

Z

Y

Frente de onda incidente Frente de onda refractado

Figura 3.4: Frente de onda refractado por una lente simple, considerando un frente de onda
esférico incidente para el caso en el que nl > no y nl > ni.

3.2. Frente de onda refractado por teorema de Malus-Dupin

Definimos como congruencia al sistema de rayos de luz originados desde una fuente común. Una
congruencia que se propaga dentro de un medio isotrópico es perpendicular al frente de onda.
De acuerdo a lo establecido en el teorema de Malus-Dupin, un frente de onda que se propaga
en un medio uniforme, es normal a la congruencia de rayos en todo punto y esta propiedad se
conserva después de cualquier número de reflexiones o refracciones [37].

En el caṕıtulo 2 de este trabajo hemos realizado un estudio de la superficie cáustica formada
por una lente simple al considerar una fuente puntual colocada en una posición arbitraria a lo
largo del eje óptico. Para ello, hemos definido a la superficie cáustica como el lugar geométrico
formado por los principales centros de curvatura del frente de onda. Dicho de otra forma, la
superficie cáustica es la evoluta del frente de onda refractado de fase cero y, a su vez, el frente de
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onda refractado es la involuta de la superficie cáustica. En esta sección, calculamos el frente de
onda refractado de fase cero a partir de la superficie cáustica, mediante el concepto geométrico
de involuta.

Matemáticamente, si una curva A es la involuta de la curva B, entonces B es la evoluta de A ,
y viceversa. Ahora, sea C una curva paramétrica tal que C = {f(τ), g(τ)}, cuya involuta está
dada por la ecuación

{F ,G} = {f, g} −


∂

∂α
{f, g}√(

∂f

∂α

)2

+

(
∂g

∂α

)2

 ·
∫ √(

∂f

∂α

)2

+

(
∂g

∂α

)2

dτ, (3.18)

donde, por simplicidad, hemos considerado nula a la constante de integración.

Ahora, consideramos a la superficie cáustica {Zcoi , Ycoi}, cuyas componentes están dadas por
la ec. (2.14) y que son función del ángulo α, la posición de la fuente puntual so y todos los
parámetros involucrados en el proceso de refracción. De esta manera, calculando la involuta de
la superficie cáustica [38, 39], el frente de onda refractado de fase cero Wr0 está dado por la
expresión

{Zr0 , Yr0} = {Zcoi , Ycoi} −


∂

∂α
{Zcoi , Ycoi}√(

∂Zcoi
∂α

)2

+

(
∂Ycoi
∂α

)2

 ·
∫ √(

∂Zcoi
∂α

)2

+

(
∂Ycoi
∂α

)2

dα.

(3.19)

Claramente, el frente de onda refractado de fase cero obtenido mediante el cálculo de la involuta
también es función del ángulo α, la posición de la fuente puntual so y todos los parámetros
involucrados en el proceso de refracción. Para el caso más general de la superficie cáustica por
refracción, la ec. (3.19) resulta muy complicada de integrar de forma exacta. Sin embargo, es
posible obtener el frente de onda de fase cero implementando métodos numéricos o integrando
una aproximación polinómica de la superficie cáustica, como haremos más adelante para el caso
de la aproximación por series de Taylor a tercer orden.

Por otro lado, consideramos un frente de onda refractado esférico, descrito por el segmento de
circunferencia centrado en el punto imagen Pi = [si, 0] y de radio ρ = si − t, definido como la
distancia entre el vértice de la superficie S2 de la lente simple y la imagen paraxial. En el caso
ideal en el que el frente de onda refractado de fase cero coincide con el frente de onda esférico,
la lente bajo estudio es una lente perfecta. En caso contrario, la forma que adquiere el frente
de onda estará afectada por las aberraciones introducidas por la lente simple. Finalmente, la
Figura 3.5 muestra de manera esquemática al frente de onda refractado de fase cero, al frente de
onda refractado esférico y a la superficie cáustica de una lente simple, considerando una fuente
puntual colocada a lo largo del eje óptico, para el caso en el que nl > no y nl > ni.
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Frente de onda incidente
Frente de onda refractado
Frente de onda esférico

Superficie cáustica

Figura 3.5: Frente de onda refractado esférico, frente de onda refractado de fase cero y superficie
cáustica de una lente simple, considerando un frente de onda esférico incidente para el caso en
el que nl > no y nl > ni.

3.3. Propagación del frente de onda de fase cero.

Conocer la forma exacta que toma un frente de onda propagado por un sistema óptico es de
gran importancia en el desarrollo de experimentos de alta precisión. Habiendo obtenido el frente
de onda refractado de fase cero, ahora estudiamos la forma que adquiere el frente de onda a
distancias arbitrarias una vez que éste ha salido por completo de la lente simple. Para esto, reto-
mamos lo estudiado en la subsección 3.1, donde hemos utilizado el concepto de curvas paralelas
para estudiar la propagación del frente de onda al interior de la lente.

Aplicando el resultado de la ec. (3.9) para propagar al frente de onda Wr0 , consideramos una
distancia L en el espacio imagen, medida desde el vértice de la superficie S2 de la lente simple,
tal que las curvas paralelas al frente de onda de fase cero están dadas por la expresión

{
ZrL‖, YrL‖

}
=

Zr0 +

[
∂Yr0
∂α

]
· L√[

∂Zr0

∂α

]2
+

[
∂Yr0
∂α

]2 , Yr0 −
[
∂Zr0

∂α

]
· L√[

∂Zr0

∂α

]2
+

[
∂Yr0
∂α

]2
. (3.20)

donde hemos sustituido r0 → rL‖ , que significa frente de onda de fase cero propagado una distan-
cia L, y donde hemos considerado únicamente a la solución con los signos (+,−) que corresponde
a las curvas paralelas que se propagan en la dirección del semieje positivo Z.

Es importante señalar que el frente de onda refractado y propagado al exterior de la lente simple,
conserva la dependencia de los parámetros α, so y los parámetros de diseño de la lente, además de
ser función de la distancia L. De la ec. (3.20) es claro que al ser evaluada en L = 0, recuperamos
el frente de onda de fase cero. Por otro lado, si evaluamos la componente horizontal ZrL‖ en
α = 0, obtenemos ZrL‖(0) = t+ L, que corresponde a la posición sobre el eje óptico del frente de
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onda paralelo, medida desde el origen de nuestro sistema de referencia. Finalmente, la Figura
3.6 muestra los parámetros involucrados en la propagación del frente de onda de fase cero a
distancias arbitrarias.

Z

(a)

Y

Z

(b)

Figura 3.6: (a) Parámetros involucrados en la propagación del frente de onda refractado de fase
cero. (b) Frente de onda refractado de fase cero propagado a distancias arbitrarias.

3.4. Aproximaciones al frente de onda refractado

En óptica es muy común limitarse al estudio del comportamiento de la luz en la región paraxial,
es decir, en una región muy cercana al eje óptico, lo que implica que se consideran únicamente
alturas de incidencia pequeñas o, para el caso de este trabajo, ángulos de emisión pequeños. Hasta
ahora hemos realizado el estudio del frente de onda mediante ecuaciones anaĺıticas exactas que,
por su complejidad, son dif́ıciles de manipular. Con el propósito de obtener expresiones más
sencillas que permitan extraer información f́ısica del frente de onda, realizamos aproximaciones
mediante una expansión en series de Taylor a segundo orden y mediante el cálculo de la involuta,
considerando la aproximación a la superficie cáustica obtenida en el caṕıtulo 2.

Inicialmente, realizamos una expansión en series de Taylor a segundo orden del frente de onda
refractado y propagado a distancias arbitrarias dado por la ec. (3.20), en función del parámetro
α y en una vecindad de α = 0, con lo que obtenemos{

ZrL‖, YrL‖
}
≈
{

(t+ L) +
1

2
(ρ− L)α2, (ρ− L)α

}
. (3.21)

De esta forma, la ec. (3.21) queda expresada en función de la distancia L, medida desde el frente
de onda refractado de fase cero, del radio del frente de onda refractado esférico ρ, del espesor t de
la lente simple y del parámetro α. Adicionalmente, se hace notar que este resultado no depende
de las constantes de conicidad de la lente simple. Es importante mencionar que, mientras que la
óptica paraxial propone un frente de onda esférico para aproximar al frente de onda refractado,
el resultado aqúı obtrenido corresponde a un frente de onda refractado descrito por una parábo-
la. Finalmente, la Figura 3.7 muestra esquemáticamente a la aproximación parabólica del frente
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Figura 3.7: Aproximación parabólica del frente de onda refractado de fase cero y del frente de
onda propagado al exterior de la lente.

de onda refractado de fase cero y su propagación a distancias arbitrarias a lo largo del eje óptico.

En otro orden de ideas, en la subsección 3.2 recuperamos el frente de onda refractado de fase
cero mediante el cálculo de la involuta de la superficie cáustica por refracción formada por la
lente simple bajo estudio. Ahora, obtenemos un segundo tipo de aproximación al frente de onda
refractado calculando la involuta de la aproximación por series de Taylor a tercer orden de la
superficie cáustica. Para esto, aplicamos el resultado de la ec. (3.18) a {Zc3 , Yc3}, dados por la
ec. (2.22), con lo que obtenemos simplemente

{Zr0i , Yr0i} =

{
si +G3

[
2n2i − P 2

T (ffl − so)2 α2

2nin4l P
4
T (ffl − so)4

]
, − G3 · α

n4l P
3
T (ffl − so)3

}
, (3.22)

donde hemos sustituido el sub́ındice r0 → r0i que significa frente de onda de fase cero aproxi-
mado por la involuta. En este caso, la aproximación obtenida está dada en función de todos los
parámetros involucrados en el proceso de refracción, del ángulo α y del coeficiente G3, dado por
la ec. (2.23), y que está asociado directamente con la aberración esférica introducida por la lente
simple.

Una vez obtenida la aproximación del frente de onda refractado de fase cero mediante el cálculo
de la involuta, ahora estudiamos su propagación a lo largo del eje óptico aplicando nuevamente
el concepto de curvas paralelas. Para esto, derivamos {Zr0i , Yr0i} respecto al parámetro α y
simplificamos, con lo que obtenemos las expresiones[

∂Zr0i

∂α

]
= − G3 · α

nin4l P
2
T (ffl − so)2

,

[
∂Yr0i
∂α

]
= − G3

n4l P
3
T (ffl − so)3

. (3.23)

Finalmente, sustituyendo las ecs. (3.22) y (3.23) en la ec. (3.9) y simplificando, obtenemos

{
ZrL‖, YrL‖

}
≈

Zr0i +
ni · L√

n2i + P 2
T (ffl − so)2α2

, Yr0i −
PT (ffl − so)α · L√
n2i + P 2

T (ffl − so)2α2

 . (3.24)
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Es importante señalar que la ec. (3.24) es función de todos los parametros de diseño de la lente
simple, la posición de la fuente puntual so y el ángulo α, además del coeficiente G3.

Por último, la Figura 3.8 presenta de manera esquemática a la aproximación mediante la involuta
del frente de onda refractado de fase cero y su propagación a lo largo del eje óptico a distancias
arbitrarias.

Z

Y

Frente de onda incidente
Frente de onda exacto
Aprox. por involuta

Superficie cáustica

Figura 3.8: Aproximación por involuta del frente de onda refractado de fase cero y del frente de
onda propagado al exterior de la lente.

3.5. Ejemplos

Para ejemplificar la teoŕıa desarrollada en este caṕıtulo, presentamos los frentes de onda refrac-
tados y propagados a distancias arbitrarias para una lente biconvexa cónica con parámetros de
diseño R1 = 6mm, R2 = −12mm, t = 5mm, D = 10mm, k1 = −0.25, k2 = −1.25, no = ni = 1 y
nl = 1.5. Inicialmente, consideramos una fuente puntual colocada a una distancia so = −16.408
mm, cuya imagen paraxial se ubica a una distancia si = 20.184 mm, medidas desde el origen
de nuestro sistema de referencia. De lo anterior, el radio correspondiente al frente de onda re-
fractado esférico para una lente dispuesta en esta configuración tiene un valor de ρ = 15.184 mm.

Para el caso de una lente positiva, como es en el caso de la lente simple bajo estudio, el fren-
te de onda refractado presenta un perf́ıl cóncavo y que va cambiando conforme se propaga en
dirección de la imagen paraxial hasta tomar un perfil completamente convexo. Es importante
destacar que los frentes de onda refractados producidos por la lente simple en la configuración
bajo estudio presentan aberración esférica. Finalmente, la Figura 3.9 muestra al frente de on-
da refractado por la lente simple y los frentes de onda propagados a distancias fraccionarias de ρ.

A continuación, consideramos los frentes de onda refractados y propagados por la lente simple
descrita en el ejemplo anterior, cambiando únicamente la posición de la fuente puntual de tal
forma que la distancia objeto coincide con la distancia focal frontal, es decir, so = ffl = −7.592
mm. En este caso, la distancia imagen y el radio ρ tienden a infinito por lo que los frentes de
onda presentan un perfil plano en la región delimitada por la cáustica, como se muestra en la
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Figura 3.9: Frentes de onda propagados de una lente biconvexa cónica positiva, para el caso de
una fuente puntual colocada en so = −16.408 mm.
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Figura 3.10: Frentes de onda propagados de una lente biconvexa cónica positiva, para el caso de
una fuente puntual colocada en so = ffl.

Figura 3.10 y donde la separación entre frentes de onda es de ∆ L = 5 mm.

Finalmente, presentamos como ejemplo a un óvalo cartesiano con las caracteŕısticas discutidas
en el caṕıtulo 2. Para esto, consideramos una lente simple con los parámetros de diseño R1 = 6
mm, R2 = −6 mm, t = 5 mm, D = 10 mm, no = ni = 1, nl = 1.5 y k1 = k2 = −2.25. En
este caso, la fuente puntual es colocada a una distancia equivalente a dos veces la distancia focal
efectiva, medida desde el plano principal primario, de tal forma que so = So + Pp = −12 mm y
la respectiva imagen paraxial queda ubicada a una distancia si = Si + Ps = 17 mm. Como se
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muestra en la Figura 3.11, el frente de onda refractado y propagado a una distancia equivalente
al radio ρ = 12 mm, converge en un solo punto que coincide con la imagen paraxial formada por
esta lente. De lo anterior, se establece que la correspondencia entre el frente de onda refractado
y un frente de onda esférico centrado en la imagen paraxial es perfecta, por lo que la lente simple
está libre de aberración esférica.

- 10 - 5 10 15

- 5

5

Y [mm]

Z [mm]

Frente de onda incidente

5

Figura 3.11: Frentes de onda propagados de un óvalo cartesiano.



Caṕıtulo 4

Corrección de la curvatura de campo
a tercer orden

Se conoce como como curvatura de campo o curvatura de Petzval a la aberración monocromática
asociada a la curvatura de la imagen formada a través de un sistema óptico de un objeto plano
y perpendicular al eje óptico [18]. Actualmente, existen diversos métodos que permiten corregir
la curvatura de campo mediante la utilización de aplanadores de campo, meniscos positivos,
combinaciones de lentes positivas y negativas, e, incluso, con sistemas refractores con ı́ndices de
refracción variables o negativos [40].

En el estudio de la formación de imagen, un concepto de gran importancia son las superficies
principales. Estas superficies están definidas como el lugar geométrico donde se localizan los
puntos de intersección entre los rayos de luz incidentes y los rayos refractados por una lente
simple [18]. En este trabajo, recuperamos las ecuaciones exactas de las superficies principales
de una lente simple, siguiendo un procedimiento similar al desarrollado en [22, 23] y realizamos
una aproximación por series de Taylor a segundo orden de las superficies principales.

Por otro lado, realizamos el trazo de rayos para la formación de imagen a través de una lente
simple, considerando el concepto de parábolas principales que permita cuantificar la curvatura
de la imagen en función de los parámetros de diseño de la lente bajo estudio. Finalmente, pro-
ponemos un método para la corrección de la curvatura de campo a tercer orden en un doblete
separado conformado por lentes simples, en función de las propiedades de las parábolas princi-
pales.

45
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4.1. Parábolas principales de una lente simple

Con el propósito de hallar las ecuaciones exactas de las superficies principales de una lente
simple, consideramos un haz de rayos de luz propagándose paralelos al eje óptico, que provienen
de una fuente puntual ubicada en menos infinito y que inciden sobre la superficie S1 de la lente
simple. Posteriormente, los rayos de luz son refractados y propagados al interior de la lente
hasta alcanzar a la superficie S2, donde son refractados nuevamente y propagados al exterior de
la lente simple. Para hallar la familia paramétrica de rectas que describen a los rayos refractados
por la lente simple, consideramos la ecuación que describe a los rayos de luz incidente sobre la
superficie S1, dada por la ec. (2.2) y calculamos su ĺımite cuando la posición de la fuente a lo
largo del eje óptico, so, tiende a menos infinito. De esta forma, la ecuación de los rayos incidentes
queda dada por

ĺım
so→−∞

y = h, (4.1)

donde h es la altura a la que inciden los rayos de luz sobre la lente simple y cuyo ángulo de
emisión es α = 0, ambos medidos desde el eje óptico. De esta forma, la ec. (4.1) describe a
un conjunto de rayos que se propagan paralelos al eje óptico y que están dados únicamente
en función del parámetro h. Adicionalmente, podemos escribir las coordenadas del punto de
incidencia sobre S1, Pα = [zα, yα], como

zα(h) =
c1h

2

1 +
√

1− (1 + k1)h2c21
, yα(h) = h. (4.2)

Z

Y

Z

Y

Superficie principal

(a) (b)

Figura 4.1: (a) Esquema del proceso de refracción en una lente simple, considerando un frente
de onda plano incidente, para el caso en el que nl > no y nl > ni. (b) Formación de la superficie
principal secundaria Ss.
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Finalmente, de acuerdo a la geometŕıa mostrada en la Figura 4.1 (a), y realizando las sustitu-
ciones pertinentes, podemos expresar a la familia paramétrica de rayos refractado por la lente
simple en función del parámetro h de la siguiente forma

y(h) = yβ(h)− tan [β(h)] · [z − zβ(h)] . (4.3)

Una vez obtenida la ecuación que describe a los rayos refractados por la lente simple, obtenemos
la ecuación de la superficie principal secundaria, Ss, al encontrar el lugar geométrico en el que
se ubican los puntos de intersección entre los rayos incidentes y los rayos refractados, como se
muestra en la Figura 4.1 (b). Igualando las ecs. (4.1) y (4.3) y resolviendo para z, la ecuación
que describe a la superficie principal secundaria está dada como

Ss(h) =

{
zβ(h) +

h− yβ(h)

tan [β(h)]
, h

}
. (4.4)

Es importante señalar que la ec. (4.4) es función de h y de todos los parámetros de diseño de
la lente simple. Además, estos cálculos se han realizado en un plano meridional y la superficie
principal presenta simetŕıa de revolución alrededor del eje óptico.

Una de la principales aportaciones de este trabajo es la de proponer un trazo de rayos para la
formación de imagen a través de una lente simple, considerando parábolas principales en lugar
de planos principales, como ocurre en la teoŕıa paraxial [17, 18]. Con este propósito, realizamos
una aproximación por series de Taylor a segundo orden de Ss, considerando a c1h < 1 y c2h < 1,
con lo que obtenemos la expresión

Ps(h) =
{
Ps + λ1 h

2 , h
}
, (4.5)

donde Ps ha sido definido en la ec. (2.17) y el término λ1 es un polinomio de orden 4, en función
del espesor t de la lente simple, expresado como

λ1 =
1

2ni n4l P
2
T

·
(
a0 + a1 t+ a2 t

2 + a3 t
3 + a4 t

4
)
, (4.6)

y cuyos coeficientes están dados de por

a0 = ni n
3
l [c32(ni − nl)2nl − c1 c22(n2i − 3ni nl + 2n2l )(nl − no)

+ c31ni(nl − no)2 + c21 c2(ni − nl)(nl − no)(ni − nl + no)],

a1 = −c1 nl(ni − nl)(nl − no){−c32 n2l [n2i (−3 + k2) + 3ni nl + n2l ]

+ c1 c
2
2 nl(−2n2i + 5ninl + 3n2l )(nl − no) + c31(nl − no)3(ni + nl)

+ c21 c2[−3ni nl(nl − no)2 − 3n2l (nl − no)2 + n2i (−nl no + n2l (1 + k1) + n2o)]}, (4.7)

a2 = −c21 c2 nl(ni − nl)(nl − no)2{3c22 nl[n2i (k2 − 1) + ni nl + n2l ]

+ c1 c2(nl − no)(n2i − 4ni nl − 6n2l ) + c21(nl − no)2(2ni + 3nl)},
a3 = c31 c

2
2 nl(ni − nl)(nl − no)3{c2[n2i (3k2 − 1) + ni nl + 3n2l ]− c1(nl − no)(ni + 3nl)},

a4 = −c41 c32(ni − nl)(nl − no)4(n2l + k2n
2
i ).

De esta forma, la ec. (4.5) representa a una parábola cuyo vértice está ubicado en el punto
principal Hs = [Ps, 0] y que está dada en función de h y de todos los parámetros de diseño de
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la lente simple. Finalmente, la Figura 4.2 muestra a la superficie principal secundaria exacta, su
aproximación parabólica y el plano principal secundario de la lente simple bajo estudio.

Z

Y

Superficie principal Parábola principal

Plano principal

Figura 4.2: Superficie principal secundaria exacta, aproximación parabólica y plano principal
secundario de una lente simple.

Ahora, continuando nuestro estudio de las superficies principales, y de manera análoga al pro-
cedimiento que hemos realizado para obtener la ec. (4.3), consideramos un frente de onda plano
propagándose de derecha a izquierda, desde una fuente puntual colocada en infinito, y que incide
en la superficie S2, en el punto P ′α = [z′α, y

′
α]. De igual forma al caso anterior, la ec. (4.1) describe

a los rayos incidente sobre la lente simple, por lo que las coordenadas del punto P ′α están dadas
por la expresión

z′α(h) = t+
c2h

2

1 +
√

1− (1 + k2)h2c22
, y′α(h) = h. (4.8)

Considerando la geometŕıa mostrada en la Figura 4.3 (a), y haciendo las sustituciones pertinen-
tes, la ecuación que describe a los rayos refractados por la lente simple, considerando una fuente
puntual colocada en infinito, está dada por la expresión

y(h) = y′β(h)− tan
[
β′(h)

]
·
[
z − z′β(h)

]
. (4.9)
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Figura 4.3: (a) Esquema del proceso de refracción en una lente simple, considerando un frente
de onda plano incidente de derecha a izquierda, para el caso en el que nl > no y nl > ni. (b)
Formación de la superficie principal primaria Sp, donde se presenta reflexión total interna (RTI).

Para obtener la ecuación que describe a la superficie principal primaria, Sp, hallamos el lugar
geométrico en el que se encuentran los puntos de intersección entre los rayos incidentes y los
rayos refractados, como se muestra en la Figura 4.3 (b). Para esto, igualamos las ecs. (4.3) y
(4.9) y resolviendo para z, obtenemos

Sp(h) =

{
z′β(h) +

h− y′β(h)

tan [β′(h)]
, h

}
. (4.10)

Es importante señalar que la ec. (4.10) es función de h y todos los parámetros de diseño de la lente
simple. Además, la superficie principal Sp presenta simetŕıa de revolución alrededor al eje óptico.

De igual forma a lo realizado para el caso de la superficie principal secundaria, realizamos una
aproximación por series de Taylor a segundo orden de la ec. (4.10), considerando el caso en el
que c1h < 1 y c2h < 1, de tal manera que obtenemos la expresión

Pp(h) =
{
Pp + λ2 h

2 , h
}
, (4.11)

donde Pp ha sido definido en la ec. (2.17) y el término λ2 es un polinomio de orden 4, en función
del espesor t de la lente simple, expresado simplemente como

λ2 =
1

2no n4l P
2
T

·
(
b0 + b1 t+ b2 t

2 + b3 t
3 + b4 t

4
)
, (4.12)

y cuyos coeficientes están dados de la siguiente forma



50 4.1. PARÁBOLAS PRINCIPALES DE UNA LENTE SIMPLE

b0 = n3l no[c
3
1 nl(nl − no)2 + c32 no(ni − nl)2 + c1 c

2
2(ni − nl)(nl − no)(ni − nl + no)

+ c21 c2(ni − nl)(2n2l − 3nl no + n2o)],

b1 = −c2 nl(ni − nl)(nl − no){c32(ni − nl)3(nl + no) + c21 c2 nl(ni − nl)(3n2l + 5nlno − 2n2o)

+ c31 n
2
l [n

2
l + 3nl no + (k1 − 3)n2o] + c1 c

2
2[n

2
i (3n

2
l + 3nl no − n2o)

+ ni nl(−6n2l − 6nl no + n2o) + n2l (3n
2
l + 3nl no − (1 + k2)n

2
o)]}, (4.13)

b2 = c1 c
2
2 nl(ni − nl)2(nl − no){c22(ni − nl)2(3nl + 2no) + c1 c2(ni − nl)(6n2l + 4nl no − n2o)

+ 3c21 nl[n
2
l + nl no + (k1 − 1)n2o]},

b3 = −c21 c32 nl(ni − nl)3(nl − no)[c2(ni − nl)(3nl + no) + c1(3n
2
l + nl no + (3k1 − 1)n2o)],

b4 = c31 c
4
2(ni − nl)4(nl − no)(n2l + k1 n

2
o).

Y

Z

Superficie principal Parábola principal

Plano principal

Figura 4.4: Superficie principal secundaria exacta, aproximación parabólica y plano principal
secundario de una lente simple.

De esta manera, la ec. (4.11) representa a una parábola cuyo vértice está ubicado en el punto
principal Hp = [Pp, 0] y que está dada en función de h y de todos los parámetros de diseño de la
lente simple. Finalmente, la Figura 4.4 muestra de manera esquemática la superficie principal
primaria exacta, su aproximación parabólica y el plano principal primario de la lente simple
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bajo estudio.

Como es claro en las Figuras 4.2 y 4.4, las parábolas principales propuestas en este trabajo
guardan una mayor similitud con las superficies principales exactas, especialmente en la región
más cercana a los bordes de la lente simple, en comparación con los planos principales estable-
cidos en la teoŕıa paraxial. Esta diferencia entre parábolas y planos principales resulta de gran
importancia en la realización del trazo de rayos para la formación de imagen a través de una
lente simple, como se mostrará en la siguiente sección.

La teoŕıa desarrollada en esta sección para la obtención de las superficies principales y sus apro-
ximaciones a segundo orden ha sido mayormente ejemplificada para una lente biconvexa cónica.
Sin embargo, los resultados aqúı presentados son igualmente aplicables para otro tipo de lentes
simples como se muestran en la Figura 4.5.

(a) (b) (c)

Superficies principales

Parábolas principales

Planos principales

Figura 4.5: Superficies, parábolas y planos principales de distintos tipos de lente simple. (a)
Lente equiconvexa. (b) Menisco positivo. (c) Lente biconcava.

En el caso particular de los meniscos positivos como el mostrado en la Figura 4.5(b), y que
usualmente son utilizados para la corrección de la curvatura campo, las parábolas principales
y las superficies principales exactas presentan un alto grado de correspondencia entre si. Esta
caracteŕıstica de los meniscos positivos será aprovechada en la última sección de este caṕıtulo
para cuantificar el proceso de corrección de curvatura de campo a tercer orden, utilizando las
propiedades de las parábolas principales.

4.2. Formación de imagen usando parábolas principales

En la literatura especializada, se define como sistema óptico estigmático a aquel sistema libre
de aberración esférica, de coma y de astigmatismo. En otras palabras, un sistema estigmático
forma imágenes puntuales perfectas de objetos puntuales, ya sea que estén ubicados en o fuera
de eje [17, 24]. En esta sección, estudiamos el proceso de formación de imagen, suponiendo que
la relación entre un objeto puntual y su imagen es uńıvoca, es decir, a un objeto puntual le
corresponde una y solo una imagen puntual. Con base en estas condiciones, realizamos un trazo
de rayos en el que utilizamos el concepto de parábolas principales discutido en la sección anterior
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para obtener la forma y la ubicación de la superficie sobre la que se encuentra la imagen formada
por la lente simple, denominada superficie de Petzval.

Siguiendo un procedimiento similar al descrito en [18], consideramos un objeto plano y per-
pendicular al eje óptico conformado por un conjunto de objetos puntuales ubicados sobre su
superficie. A cada uno de estos objetos puntuales le corresponderá una y solo una imagen pun-
tual, cuya ubicación se obtiene de intersectar cualesquiera dos rayos de luz provenientes del
objeto puntual y cuyas trayectorias son modificadas al incidir sobre la lente simple bajo estudio.
Por simplicidad, en este trabajo consideramos una pupila de entrada cuya ubicación coincide
con el vértice de la primera superficie de la lente simple y un par de rayos de luz que aprovechan
las propiedades focales de la lente bajo estudio como se describe a continuación.

Sea Po un objeto puntual sobre la superficie del objeto plano y del cual son emitidos dos rayos
de luz. El primero de los rayos se propaga paralelo al eje óptico hasta alcanzar a la parábola
principal secundaria Ps, donde es desviado y propagado en dirección del punto focal posterior
Fi. El segundo de los rayos es emitido desde Po en dirección del punto focal anterior Fo, hasta
alcanzar a la parábola principal primaria Pp, donde es desviado y propagado de forma paralela al
eje óptico. El punto Pi indica el punto de intersección de los rayos provenientes de las parábolas
principales y representa a la imagen formada por la lente simple del punto Po. La Figura 4.6
muestra de manera esquemática el trazo de rayos para la formación de imagen de un punto sobre
un objeto plano.

Z

Y

Figura 4.6: Trazo de rayos a través de una lente simple utilizando parábolas principales.

Para obtener las ecuaciones que permitan describir a la superficie de Petzval, definimos al plano
Z-Y como el plano de incidencia, el cual contiene una sección transversal de la lente simple
y del objeto plano colocado de forma ortogonal al eje óptico. Sea O = {so, h} el conjunto de
objetos puntuales colocados sobre la superficie del objeto plano, donde so es la distancia a la
que fue colocado el objeto, medida desde el origen de coordenadas, y h es la altura a la que se
encuentran los objetos puntuales, medida desde el eje óptico. Ahora, consideramos un conjunto
de rayos emitidos desde O y que se propagan paralelos al eje óptico hasta alcanzar a la parábola
principal secuandaria en los puntos dados por Ps(h), definida en la ec. (4.5). Posteriormente, los
rayos son propagados en dirección del punto focal posterior Fi = [F, 0], donde F es la distancia
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focal medida desde el origen de nuestro sistema de referencia y que está dada por

F = t+

(
ni
nl

)[
nl − P1 t

PT

]
, (4.14)

donde P1 es la potencia óptica de la superficie S1 y PT es la potencia óptica total de la lente
simple. De esta forma, la ecuación que describe a los rayos de luz propagados desde Ps está dada
por

y = −
[

h

F − Ps − λ1h2

]
· (z − F ) . (4.15)

Ahora, consideramos un conjunto de rayos de luz provenientes de O, que se propagan en dirección
del punto focal anterior Fo = [ffl, 0] y que inciden en la lente simple hasta alcanzar a la parábola
principal primaria en los puntos {zp, yp}. De lo anterior, la expresión que describe a este conjunto
de rayos de luz está dada por

y =

[
h

so − ffl

]
· (z − ffl) . (4.16)

donde ffl es la distancia focal frontal, medida a lo largo del eje óptico desde el origen de nuestro
sistema de referencia y que fue definida en la ec. (2.24). Adicionalmente, para hallar el conjunto
de puntos de intersección entre los rayos de luz incidente y la parábola principal primaria,
igualamos la ec. (4.11), evaluada en una distancia arbitraria y, con la ec. (4.16). Resolviendo
para z y y, y simplificando, obtenemos

zp = Pp +
ϑ2

4λ2 h2
, yp =

ϑ

2λ2 h
, (4.17)

en donde hemos definido

ϑ = −(ffl − so) +
√

(ffl − so)2 + 4λ2 (ffl − Pp)h2. (4.18)

Una vez que los rayos de luz han alcanzado a la parábola principal primaria Pp, estos son
desviados y propagados de forma paralela al eje óptico. De lo anterior, la ecuación que describe
a los rayos de luz provenientes de la parábola principal está dada por

y =
ϑ

2λ2 h
. (4.19)

Finalmente, sea I = {ZI , YI } la superficie sobre la que se forma la imagen del objeto plano O.
Esta superficie coincide con el lugar geométrico en el que se encuentran los puntos de intersección
entre los rayos provenientes Ps y de Pp, cuyas componentes son obtenidas de igualar a las ecs.
(4.15) y (4.19) y de resolver para z y y. De esta forma, la superficie I queda expresada como

ZI = F − ϑ · (F − Ps − λ1 h2)
2λ2 h2

, YI =
ϑ

2λ2 h
. (4.20)

Es importante señalar que la ec. (4.20) representa a una superficie dada en función de la altura
h, la posición del objeto plano a lo largo del eje óptico so y todos los parámetros de diseño de
la lente simple. Además, la intersección de la superficie resultante con el eje óptico coincide con
la posición de la imagen paraxial en el punto I (0) = [si, 0], donde si fue definida en la ec.
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(2.19). Finalmente, la Figura 4.7 muestra esquemáticamente el trazo de rayos para la formación
de imagen usando planos principales y parábolas principales.

Z

Y

Z

Y

(a)

(b)

Figura 4.7: Formación de imagen de un objeto plano a través de una lente simple. a) Usando
planos principales. b) Usando parábolas principales.

Del estudio de la curvatura de campo introducida por sistemas refractores, se ha hallado que
la superficie de Petzval presenta un perfil que asemeja a un paraboloide dado en función de
las propiedades focales del sistema bajo estudio [17]. Con base en lo anterior, realizamos una
aproximación por series de Taylor a segundo orden de la superficie dada por la ec. (4.20) en
función del parámetro h, para valores tales que se cumple que c1h < 1 y c2h < 1, con lo que
obtenemos la siguiente expresión

IP =

{
si +

fo · [(fo − So)2 λ1 + fo fi λ2]

(fo − So)3
h2,

fo
(fo − So)

h

}
, (4.21)

donde el sub́ındice P signfica aproximación parabólica de la superficie I y donde hemos definido
So = so − Pp, Si = si − Ps, fo = ffl− Pp y fi = F − Ps, que son las distancias objeto e imagen
y las distancias focales efectivas en el espacio objeto e imagen, respectivamente, medidas desde
los planos principales como se muestran en la Figura 4.8.
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Figura 4.8: Esquema de la medición de las distancias objeto, imagen y focales respecto al origen
coordenadas y respecto a los planos principales en una lente simple positiva.

Ahora, despejando h de la componente vértical de IP y sustituyendo en la componente hori-
zontal, obtenemos

z = si + Λ y2, (4.22)

donde hemos definido

Λ =
[(fo − So)2 λ1 + fo fi λ2]

fo (fo − So)
. (4.23)

La ec. (4.22) representa a una parábola cuyo vértice coincide con la imagen paraxial formada
por la lente simple y donde el coeficiente Λ, dado en la ec. (4.23), contiene la información de la
curvatura de la superficie de Petzval en función de la posición del objeto plano, de las distancias
focales efectivas y de las curvaturas de las parábolas principales.

4.3. Corrección de la curvatura de campo a tercer orden

En este caṕıtulo, hemos propuesto un método para cuantificar la curvatura de campo introducida
por una lente simple en función de las propiedades de sus parábolas principales y sus propiedades
focales. El siguiente paso en nuestro estudio de la curvatura de campo es proponer un método
anaĺıtico que permita establecer las condiciones para corregir este tipo de aberración a tercer
orden. Para esto, realizamos el trazo de rayos para la formación de imagen de un objeto plano
colocado en una posición arbitraria a lo largo del eje óptico a través de un doblete separado,
conformado por dos lentes simples y donde la ubicación de las pupilas de entrada coincide con
el vértice de la primera superficie de cada lente.

Sean L1 y L2 un par de lentes simples colocadas a una distancia L entre si, medida desde el
vértice posterior de L1 hasta el vértice de la primera superficie de L2. Las lentes están colocadas
de tal forma que el origen de nuestro sistema de referencia coincide con el vértice de la primera
superficie de L1, como se muestra en la Figura 4.9 (a). Ahora, sean Po un objeto puntual colo-
cado sobre la superficie del objeto plano y Pi su imagen colocada sobre la superficie de Petzval
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Figura 4.9: Doblete separado formado por lente simples. (a) Configuración del doblete separado.
(b) Formación de imagen utilizando parábolas principales.

formada por la lente L1. Siguiendo un procedimiento similar al descrito en la sección 4.2, el
punto Pi es el objeto puntual respecto a la lente L2 desde donde trazamos un par de rayos
que inciden en dicha lente hasta alcanzar a las parábolas principales, para luego ser desviados
y propagados hacia el exterior y cuya intersección determina la posición de la imagen puntual P ′i .

Para hallar la superficie de Petzval sobre la que se forma la imagen del sistema de lentes simples,
consideramos un conjunto de objetos puntuales colocados sobre la superficie I , cuyas coorde-
nadas están dadas por la ec. (4.21). Ahora, consideramos a un conjunto de rayos de luz emitidos
desde I y que se propagan paralelos al eje óptico hasta alcanzar a la parábola principal secun-
daria Ps2 , donde son desviados y propagados en dirección del punto focal posterior Fi2. De esta
forma, considerando la geometŕıa mostrada en la Figura 4.9 (b), la ecuación que describe a este
conjunto de rayos de luz está dada por

y = −
yp ·

[
z − (t1 + L)− (Ps2 + λ12 y

2
p)
]

F2 − (Ps2 + λ12 y2p)
, (4.24)

donde yp fue definida en la ec. (4.17) y donde λ12 es el coeficiente de curvatura de la parábola
principal secundaria Ps2 , definida en la ec. (4.6), dada en función de los parámetros de L2. Adi-
cionalmente, Ps2 y F2 son las distancias asociadas a la posición del plano principal secundario
y a la distancia focal, dadas en función de los parámetros de diseño de la lente L2, medidas a
lo largo del eje óptico desde un sistema de referencia primado, cuyo origen O′ coincide con el
vértice de la primera superficie de la lente L2, como se muestra en la Figura 4.9 (a).

Ahora, consideramos un conjunto de rayos de luz provenientes de I , que se propagan en direc-
ción del punto focal anterior Fo2 y que inciden en la lente L2 hasta alcanzar a la superficie Pp2
en los puntos {z′p, y′p}. De lo anterior, la ecuación que describe a estos rayos de luz está dada
por la expresión
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y = − yp · [z − ZI ]

ffl2 + (t1 + L)− ZI
+ yp, (4.25)

donde ffl2 es la distancia focal frontal de la lente L2, medida a lo largo del eje óptico, desde
O′. Adicionalmente, para hallar el conjunto de puntos {z′p, y′p}, igualamos la ec. (4.25) con Pp2 ,
de acuerdo a la ec. (4.11) evaluada en una distancia arbitraria y, en función de los parámetros
de diseño de la lente L2 y considerando un desplazamiento t1+L a lo largo del eje óptico.
Resolviendo para z y y, obtenemos

z′p = t1 + L + Pp2 +
[ZI − ffl2 − t1 − L + ϑ′]2

4λ22 y2p
,

(4.26)

y′p =
ZI − ffl2 − t1 − L + ϑ′

2λ22 yp
,

donde hemos definido

ϑ′ =
√

(ffl2 + t1 + L− ZI )2 + 4 (ffl2 − Pp2)λ22 y2p, (4.27)

y donde λ22 es el coeficiente de curvatura de la parábola principal primaria Pp2, definida en la
ec. (4.12), dada en función de los parámetros de diseño de L2.

Una vez que los rayos de luz han alcanzado a P2, estos son desviados y propagados de forma
paralela al eje óptico. De lo anterior, la ecuación que describe a los rayos de luz provenientes de
la parábola principal queda dada por la expresión

y =
ZI − ffl2 − t1 − L + ϑ′

2λ22 yp
, (4.28)

Finalmente, sea I ′ = {Z ′I , Y ′I } la superficie de Petzval sobre la que se ubica la imagen del
objeto plano O, formada por las lentes simples L1 y L2. Esta superficie coincide con el lugar
geométrico en el que se encuentran los puntos de intersección de los rayos de luz provenientes
de las parábolas principales Ps2 y Pp2 , cuyas componentes se obtienen igualando las ecs. (4.24)
y (4.28) y resolviendo para z y y. De esta forma, la superficie de Petzval queda dada por

Z ′I = ffl2 + t1 + L−
(ffl2 − Pp2 − λ22 y2p) · y′p

yp
,

(4.29)

Y ′I =
ZI − ffl2 − t1 − L + ϑ′

2λ22 yp
.

La ec. (4.29) representa a una superficie dada en función de la altura h, la posición del objeto
plano so, la distancia entre las lentes simples L y todos los parámetros de diseño de las lentes L1
y L2. Además, la intersección de la superficie resultante con el eje óptico coincide con la posición
de la imagen paraxial formada por el doblete separado en el punto I ′(0) = [s′i, 0], con s′i dada
por la expresión
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s′i = t1 + L + Ps2 +
(Si1 − Lp) · fi2

(Si1 − Lp)− fo2
(4.30)

donde Lp = t1 + L +Pp2 −Ps1 , es la distancia entre los planos principales secundario y primario
de las lentes L1 y L2, respectivamente, y Si1 es la distancia imagen formada por L1, medida
desde el correspondiente plano principal secundario, como se muestra en la Figura 4.10.

Z

Y

Figura 4.10: Trazo de rayos a través de un doblete separado conformado por lentes simples.

Para cuantificar de manera sencilla la curvatura de la superficie de Petzval formada por el doblete
separado, realizamos una aproximación por series de Taylor a segundo orden de la ec. (4.29), en
función del parámetro h, para valores tales que se cumple que c1h < 1 y c2h < 1, con lo que
obtenemos

I ′P =

{
s′i + Λ′

[
(fo1 fo2) · h

(fo1 − So1)(fo2 + Lp) + fi1So1

]2
,

(fo1 fo2) · h
(fo1 − So1)(fo2 + Lp) + fi1So1

}
, (4.31)

en donde hemos definido

Λ′ =

[
(fo1 − So1)2λ11 + fo1 fi1 λ21

fo1(fo1 − So1)
+

(fo2 − So2)2λ12 + fo2 fi2 λ22
fo2(fo2 − So2)

]
, (4.32)

y donde λ11 y λ21 son los coeficientes de curvatura de las parábolas principales de L1.

Es importante señalar que las ecs. (4.31) y (4.32) están dadas en función de las distancias me-
didas respecto al sistema de referencia definido por los planos principales, de tal forma que So,
Si, fo y fi son las distancias objeto e imagen y las distancias focales efectivas, respectivamente,
medidas desde los planos principales correspondientes. Además, hemos definido So2 = Si1 − Lp,
como la distancia a la que se encuentra la imagen formada por la lente simple L1 respecto al
plano principal primario de L2, como se muestra en la Figura 4.10.

Ahora, despejando h de la componente vértical de I ′P y sustituyendo en la componente hori-
zontal, obtenemos la expresión

z = s′i + Λ′ y2. (4.33)

La ec. (4.33) representa a una parábola cuyo vértice coincide con la imagen paraxial formada
por el doblete separado y donde el coeficiente Λ′, dado en la ec. (4.32), contiene la información
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de la curvatura de la superficie de Petzval en función de la posición del objeto plano, la separa-
ción entre las lentes, de las propiedades focales de las lentes simples y de las curvaturas de sus
parábolas principales.

Con base en lo definido en la ec. (4.23), el coeficiente Λ′ es el resultado de la suma de las
curvaturas individuales introducidas por cada una de las lentes simples. Es decir, sean Λ1 y Λ2

los coeficientes de curvatura introducidos por las lentes L1 y L2, respectivamente, de tal forma
que el coeficiente de curvatura para el doblete separado puede expresarse simplemente como

Λ′ = Λ1 + Λ2. (4.34)

De lo anterior, es posible definir al coeficiente de curvatura de la superficie de Petzval para un
sistema de N lentes simples como

Λ′ =

N∑
j=1

Λj =

N∑
j=1

[
(foj − Soj)2λ1j + foj fij λ2j

]
foj(foj − Soj)

. (4.35)

El resultado mostrado en la ec. (4.35) es congruente con un resultado similar al estudiado en
la literatura elemental de óptica [18] para el caso de la curvatura de campo introducida por un
sistema de N lentes delgadas, calculada con la expresión

∆ z =
yi
2

N∑
j=1

1

nj fj
, (4.36)

donde yi es una altura medida desde el eje óptico, nj y fj son el ı́ndice de refracción y la distancia
focal de la j-ésima lente delgada, y ∆ z es un desplazamiento a lo largo del eje óptico respecto
al plano de enfocamiento paraxial.

Adicionalmente, se dice que un sistema óptico satisface la condición de Petzval cuando el resul-
tado de la suma expresada en la ec. (4.36) es igual a cero. En este caso, la curvatura de campo
del sistema de lentes es nula y el sistema bajo estudio queda libre de este tipo de aberración. De
manera análoga, proponemos una condición de Petzval generalizada para un conjunto de lentes
simples con la que corregimos la curvatura de campo a tercer orden. Esto se logra al igualar
la ec. (4.35) a cero, modificando a alguno de los parámetros que definen al sistema óptico. Es
importante mencionar que, para un conjunto de lentes simples con propiedades focales, ı́ndices
de refracción y parábolas principales fijas, la curvatura de campo únicamente puede alterarse
modificando la posición del objeto plano, la distancia entre las lentes y la posición de la pupila de
entrada. Sin embargo, por simplicidad, consideramos que la ubicación de las pupilas de entrada
coincide con el vértice de la primera superficie de cada lente.

Ahora, consideramos un doblete separado en el que las lentes introducen curvaturas de campo
Λ1 y Λ2 y con las que se busca corregir la curvatura de campo a tercer orden. De esta forma,
igualando la ec. (4.35) a cero, obtenemos la condición de Petzval para dos lentes dada por la
expresión

(fo1 − So1)2λ11 + fo1 fi1 λ21
fo1(fo1 − So1)

+
(fo2 − So2)2λ12 + fo2 fi2 λ22

fo2(fo2 − So2)
= 0, (4.37)
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donde la distancia objeto respecto a la lente L2 fue definida en función de la separación entre las
lentes como So2 = Si − Lp. Finalmente, despejando a la distancia L de la ec. (4.37), obtenemos

Lcp = si − t1 − ffl2 −
[fo2(fo1 − So1)2λ11 + fo2fo1fi1λ21 ∓

√
Γ]

2fo1(fo1 − So1)λ12
, (4.38)

donde el sub́ındice cp significa que es la distancia que corrige la curvatura de Petzval a tercer
orden y donde hemos definido

Γ = f2o2
[
(fo1 − So1)2 λ11 + fi1 fo1 λ21

]2 − 4 f2o1 fo2 fi2(fo1 − So1)2 λ12 λ22. (4.39)

La ec. (4.38) presenta dos posibles soluciones de acuerdo al signo de la ráız cuadrada. En este
trabajo, consideramos únicamente la solución con el signo negativo, ya que dicha solución im-
plica una menor distancia entre el objeto plano y la imagen producida por el doblete separado.
Analizando la ec. (4.39), un par de lentes simples pueden ser utilizadas para corregir la curvatura
campo a tercer orden, si y solo si, se cumple que Γ > 0. En caso de no cumplirse lo anterior, la
solución cae en el campo de los números complejos y carece de sentido f́ısico.

Para culminar nuestro estudio de la curvatura de campo introducida por lentes simples, presen-
tamos un par de ejemplos del trazo de rayos para la formación de imagen a través de dobletes
separados. Para esto, consideramos una lente biconvexa cónica cuyos parámetros están dados en
la Tabla 4.1 y cuyo trazo de rayos se muestra en la Figura 4.11.

Lente simple L1
R1[mm] R2[mm] t1[mm] D[mm] f [mm]

6 -12 5 10 8.577

k1 k2 no nl ni
-0.25 -1.25 1 1.515 1

so[mm] si[mm] λ1[mm−1] λ2[mm−1] Λ1[mm−1]

-15.939 19.724 0.047 0.009 -0.038

Tabla 4.1: Prámetros de la lente simple L1

En este caso la lente simple está dispuesta en una configuración tal que el objeto plano está
ubicado a una distancia equivalente a dos veces la distancia focal efectiva medida desde el plano
principal primario. Expresando a la superficie de Petzval de acuerdo a la definición dada en la
ec. (4.22), la imagen formada por la lente simple queda expresada como

z = 19.724− 0.038 y2, (4.40)

que representa a una parábola cuyo vértice se ubica a una distancia equivalente a dos veces la
distancia focal efectiva medida desde el plano principal secundario. Adicionalmente, el coeficien-
te de curvatura de la superficie de Petzval tiene signo negativo, por lo que la concavidad de la
parábola abre en dirección del origen de coordenadas.

Para completar el doblete separado, consideramos una lente equiconvexa L2 cuyos parámetros
se muestran en la Tabla 4.2. En este sistema, la superficie de Petzval formada por la lente L1
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Figura 4.11: Trazo de rayos para la formación de imagen a través de la lente simple L1.

es el objeto para la lente L2, que está colocada de tal forma que la distancia objeto para la se-
gunda lente es igual a dos veces su distancia focal efectiva, medida respecto a su plano principal
primario.

Lente simple L2
R1[mm] R2[mm] t2[mm] D[mm] f [mm]

10 -10 5 10 10.611

k1 k2 no nl ni
0 0 1 1.515 1

L[mm] s′i[mm] λ1[mm−1] λ2[mm−1] Λ2[mm−1]

34.142 63.559 0.011 -0.011 -0.022

Tabla 4.2: Prámetros de la lente simple L2

De acuerdo a lo definido en las ecs. (4.33) y (4.34), la superficie de Petzval sobre la que se ubica
la imagen formada por el doblete separado, puede expresarse simplemente como

z = 63.559− 0.060 y2, (4.41)

que corresponde a una parábola cuyo vértice coincide con la posición de la imagen paraxial
formada por el doblete separado y donde el coeficiente de curvatura Λ′ resulta de la suma de
los coeficientes de curvatura introducidos por cada una de las lentes. Finalmente, la Figura 4.12
(a) muestra el trazo de rayos para la formación de imagen a través de la lente L2, cuyo objeto
es la superfice de Petzval formada por la lente L1.

Por otro lado, con el propósito de ejemplificar la corrección de la curvatura de campo a tercer
orden, consideramos un menisco positivo L3, cuyos parámetros están dados en la Tabla 4.3, y
que formará un doblete separado con la lente L1.

Para satisfacer la condición de Petzval para lentes simples, dada en la ec. (4.37), las lentes deben
ser colocadas a una distancia Lcp, definida en la ec. (4.38). A esta distancia, se cumple que la
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Lente simple L3
R1[mm] R2[mm] t2[mm] D[mm] f [mm]

-12 -6 2 10 20.929

k1 k2 no nl ni
0 0 1 1.515 1

Lcp[mm] s′i[mm] λ1[mm−1] λ2[mm−1] Λ2[mm−1]

53.362 104.292 -0.154 -0.105 0.038

Tabla 4.3: Prámetros de la lente simple L3

suma de los coeficientes de curvatura introducida individualmente por cada una de las lentes es
igual a cero, es decir, Λ1 = −Λ2 = 0.038. De lo anterior, la superficie de Petzval formada por el
doblete corresponde a un plano dado por la expresión

z = 104.292 , (4.42)

que coincide con la ubicación de la imagen paraxial formada por el doblete separado.

Finalmente, la Figura 4.12 (b) muestra el trazo de rayos para la formación de imagen a través del
doblete formado por L1 y L3, y la Figura 4.12 (c) muestra una comparación entre las superficies
de Petzval formadas por ambos dobletes y el plano de enfocamiento paraxial.
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ió

n
d

e
im

ag
en

a
tr

av
és

d
e

d
ob

le
te

s
se

p
ar

ad
os

.
(a

)
D

ob
le

te
fo

rm
ad

o
p

o
r

u
n

a
le

n
te

b
ic

o
n
ve

x
a

có
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Caṕıtulo 5

Conclusiones y trabajo a futuro

En este trabajo, obtuvimos la ecuación de rayo refractado para una lente simple en forma pa-
ramétrica, considerando una fuente puntual colocada en una posición arbitraria a lo largo del
eje óptico, utilizando la técnica del trazo exacto de rayos. Partiendo de la ecuación de rayo re-
fractado, obtuvimos la ecuación de la superficie cáustica por refracción en función de la posición
de la fuente puntual, el ángulo de emisión y todos los parámetros de diseño de la lente simple,
es decir, radios de curvatura, espesor, constantes de conicidad e ı́ndices de refracción.

Mediante la realización de una aproximación polinomial por series de Taylor a tercer orden de la
superficie cáustica por refracción, recuperamos la ecuación de Gauss para la formación de ima-
gen establecida por la teoŕıa paraxial. Además, obtuvimos el coeficiente de aberración esférica
a tercer orden introducida por la lente simple para el caso de una fuente puntual colocada a lo
largo del eje óptico, en función de todos los parámetros involucrados en el proceso de refracción.
Adicionalmente, discutimos las caracteŕısticas y propiedades de una lente simple libre de abe-
rración esférica.

Mediante el principio de Huygens, hemos obtenido las ecuaciones exactas del frente de onda
refractado de fase cero producido por una lente simple sobre la que incide un frente de onda
esférico proveniente de una fuente puntual colocada en una posición arbitraria a lo largo del
eje óptico, dada en función de la posición de la fuente puntual, el ángulo de emisión y todos
los parámetros de diseño de la lente simple. Además, utilizando el concepto de curvas paralelas,
obtuvimos las ecuaciones exactas que describen al frente de onda refractado y propagado al
exterior de la lente simple a distancias arbitrarias. De forma alternativa, utilizando la ecuación
exacta de la superficie cáustica por refracción, obtuvimos el frente de onda refractado por la
lente simple mediante el cálculo de la involuta.

Obtuvimos una aproximación parabólica al frente de onda refractado y propagado por una lente
simple mediante una serie de Taylor a segundo orden de las ecuaciones exactas del frente de on-
da. Además, utilizando la técnica del cálculo de la involuta, hemos obtenido una aproximación
al frente de onda refractado por la lente simple, utilizando la aproximación por series de Taylor
a tercer orden de la superficie cáustica por refracción.

Calculando el ĺımite cuando la posición de la fuente puntual tiende a infinito en la ecuación
de rayo refractado por una lente simple, recuperamos las ecuaciones exactas de las superficies
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principales y mediante el cálculo de una serie de Taylor a segundo orden, obtuvimos una apro-
ximación parabólica que sustituye a los planos principales establecidos en la teoŕıa paraxial.
Partiendo del concepto de parábolas principales, realizamos un trazo de rayos para la formación
de imagen a través de una lente simple de un objeto plano y ortogonal al eje óptico, colocado en
una posición arbitraria a lo largo de dicho eje, con lo que obtuvimos una superficie curva sobre
la que se ubica la imagen formada por la lente simple y que denominamos superficie de Petzval.
Propusimos una forma de cuantificar la curvatura de campo introducida por una lente simple
en función de las propiedades de curvatura de las parábolas principales y las propiedades focales
de la lente bajo estudio, al realizar una aproximación por series de Taylor a segundo orden de
la superficie de Petzval.

Estudiamos la formación de la superficie de Petzval y la curvatura de campo introducida por un
doblete separado, conformado por lentes simples, y hemos propuesto una forma de cuantificar la
curvatura de campo introducida por un sistema de N lentes simples. Además, hemos propuesto
una condición de Petzval generalizada para lentes simples con la que es posible corregir la cur-
vatura de campo a tercer orden.

Como trabajo a futuro, se propone el diseñar pruebas ópticas, tanto deflectométricas como in-
terferométricas, con las que se pueda cuantificar las aberraciones introducidas por lente simples,
conociendo de manera exacta la forma de la superficie cáustica por refracción y del frente de
onda refractado y propagado a distancias arbitrarias.

Proponemos la compensación experimental de la curvatura de campo introducida por una len-
te simple mediante la implementación de espejos parabólicos o mediante objetos que puedan
adoptar un perfil parabólico que produzca una imagen plana. Además, proponemos el uso de
dobletes separados que permitan corregir la curvatura de campo con el fin de mejorar los resul-
tados obtenidos mediante pruebas ópticas que dependan del uso de objetos y sensores planos.
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