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Introducciéon

La teoria de trenzas fue introducida en 1925 por E. Artin en su articulo Theorie der Zopfe [2].
Originalmente se introdujo para encontrar invariantes topologicos de la teoria de nudos mediante los
teoremas de Alexander y de Markov [21], pero hoy en dia existen aplicaciones de la teoria trenzas en
varias ramas de la matematica como en topologia, combinatoria, teoria de singularidades, sistemas
dindmicos, algebra de operadores, criptografia por mencionar algunas. Con ello se han encontrado dife-
rentes definiciones y equivalencias de lo que es una trenza, como se vera en el capitulo 1. En particular

usaremos la definicién del grupo modular del disco con n perforaciones.

El problema de la palabra para los grupos de trenzas, tiene una historia amplia con miltiples solu-
ciones, entre las més conocidas estan las soluciones de Artin [3] y de Dehornoy [8]. En el capitulo 2 se
introduciréan objetos combinatorios llamados diagramas de curvas, las cuales son familias de curvas
sobre el disco con perforaciones que “codifican” la informacién de las trenzas, es decir, bajo una cierta
accion de grupo, una trenza deforma dicha familia de curvas y dependiendo de como lo hace podemos

obtener informacion de ella, por ejemplo si la trenza es trivial o no.

En la tesis trabajaremos con tres tipos de diagramas de curvas, llamados de tipo Fy, FEo y Es,
donde se estudiarédn por separado en los capitulos 3, 4 y 5, respectivamente. Es importante remarcar
que aunque la finalidad es encontrar una solucién al problema de la palabra, algunos diagramas de
curvas nos permiten decir mas sobre el grupo de trenzas, en particular en el capitulo 3 se encuentra
un orden para el grupo de trenzas. En el capitulo 5, se introduce un nuevo tipo de diagrama obtenido
de “deshacer cruces”, los cuales coincidirdn con los diagramas de curvas de tipo Ej3, esto dara pie a
encontrar una solucién al problema de la palabra de una forma atin mas combinatoria que no dependa

explicitamente de la nocién del grupo modular del disco con n perforaciones.

Por dltimo, en el capitulo 7 se usara la idea de “deshacer cruces” para extender la solucion del
problema de la palabra a los grupos de trenzas virtuales, objetos matemaéticos introducidos por S.
Kamada en [14] que nacen como un anélogo del caso clasico para encontrar invariantes de nudos

virtuales introducidos por L. Kauffman [16] como extension de la teoria clasica de nudos.

Nota: Se le recomienda al lector que no esté familiarizado con los conceptos de homotopia, isotopia

e isotopia relativa entre espacios topologicos, consultar primero [17], [1] o [13].



Capitulo 1

Grupo de trenzas

En este capitulo introduciremos varias definiciones del grupo de trenzas y como estas se relacionan
entre si. El hecho de tener multiples formas de pensar al grupo de trenzas nos permite obtener dife-
rentes propiedades de este de manera mas sencilla. Por ejemplo, usando la definicién por generadores
y relaciones (presentacion de Artin) nos permite de forma sencilla describir explicitamente una trenza

y ademas facilita saber si una funcion entre el grupo de trenzas y otro grupo es un homomorfismo.

En esta tesis, la definiciéon principal sera la del grupo modular del disco con n perforaciones, ya
que dara pie a la construccién de los objetos claves “diagramas de curvas” y de la accién del grupo de
trenzas sobre estos. No obstante, los diagramas regulares nos permitiran extender la idea de diagramas
de curvas a una generalizacién del grupo de trenzas (grupo de trenzas virtuales), por lo que toda

definicién tiene un papel importante en la tesis.

1.1. Diferentes definiciones del grupo de trenzas B,,.

1.1.1. Trenzas geométricas y sus proyecciones.

Definicién 1.1.1. Sea d : [0,1] — R? x [0,1] una curva simple (no se interseca a si misma) tal que
d(0) € R? x {1} y d(1) € R? x {0}. Decimos que d es mondtona si para toda t € [0,1] se cumple
|E;Nd| =1, donde E; es el plano de nivel R? x {t}.

Definicién 1.1.2. Para n > 0 fijo, sean A; = (0,4,1) € R%2 x {1}, B; = (0,7,0) € R? x {1} para
i€{1,2...,n} y{d;}; CR?x[0,1] curvas mondtonas, disjuntas dos a dos y que unen un A; con un
Bj. Definimos una trenza geométrica 5 con n cuerdas como la terna ({A;}7_ 1, {Bi}7_1,{di}l1) ¥y
denotamos al conjunto de trenzas geométricas como B,,. Por simplicidad de notacion, sdlo se denotara

como (A;, By, d;) omitiendo los corchetes.

Definicién 1.1.3. Sean 8 = (A;, B;,d;), 8’ = (AL, Bl,d)) € By, definimos la concatenacion B’
como el proceso de encimar la trenza B sobre B tal que B; coincida con A}, asi d; U d] son curvas

mondtonas que unen A; a algin B;-, luego se reescala tal que d; U d] C R? x [0,1].

En B, se puede definir una relaciéon de equivalencia, sean 31, 2 € B,,, decimos que 3 =~ 3’ si y s6lo

si existe una isotopfa H de R? x [0, 1] a s mismo tal que H(—,0) =idy H(B,1) = 3.



Proposicién 1.1.4. El conjunto de clases de equivalencia B, := B"/% con producto la concatenacion
de trenzas geométricas forma un grupo con neutro [I,]~ la union de segmentos de recta entre A; y B;.

A este se le llamard grupo de trenzas geométricas. En [3], [15] o [19] se puede consultar la prueba.

Definicién 1.1.5. Sea 3 € B,,, decimos que p : R? x [0,1] — R x [0,1] tal que (x,y,t) — (x,t) es una

proyeccion regular de [ si se satisface:
» p(B) tiene un numero finito de puntos de interseccion.
= Si P es un punto de interseccion en p(B3), entonces p~1(P) N B tiene evactamente dos puntos.

» Las curvas que forman un punto de interseccion en p(3) lo hacen de manera transversal, es decir,

como en el caso a) y no como en los casos ¢) y d) de la figura 1.1. En este caso P se llama un

\
/

(a) Punto doble, cruce (b) Interseccion de tres o (c) Interseccion no finita (d) Cruce tangencial, no

punto doble.

transversal. més curvas. ni transversal. transversal.
Figura 1.1: Formas de interseccién entre las curvas de una trenza geométrica bajo una proyeccién.

Nota 1.1.6. Para cada trenza geométrica 3, siempre existe un representante ' de [B]~ que tiene una

proyeccion reqular p, ya que bajo isotopia se puede modificar 5 para evitar los casos b), ¢) y d) de la
figura 1.1.

Si d; y dj son cuerdas tal que p(d;) se interseca con p(d;) en un punto doble P, si 1 € p~1(P)Nd;
y 2 €p Y(P)N d; son los tinicos puntos en sus respectivas intersecciones, se puede saber que cuerda
estd por arriba de la otra simplemente si 1 < x2 o viceversa donde < es el orden heredado del eje

y (p~1(P) es una traslacién del eje y). Asi hay dos formas de representar un cruce en p(f3), como se

X*X‘/

Figura 1.2: Representaciones de un punto doble en una proyecciéon regular.

muestra en la figura 1.2.

Definicién 1.1.7. Sean 3 € B,, y p proyeccion reqular de 3. Decimos que B :=p(B) es un diagrama
regular de [ si cada punto doble se cambia por un cruce de la figura 1.2 segin sea el caso. Al conjunto

de diagramas regulares de n cuerdas lo denotamos como B,.



Definicion 1.1.8. Definimos a los movimientos de trenzas como las equivalencias entre diagramas

requlares mostradas en la figura 1.3.

i i+1l... J j+1 i itl... j j+1 i it le-- J 1

P o~

&N _ l N

Figura 1.3: Movimientos de trenzas

Los movimientos de trenzas generan una relaciéon de equivalencia ~, tal que dos diagramas regulares
son equivalentes si y sélo si se puede llevar uno al otro mediante una cantidad finita de movimientos
de trenzas.

Proposicién 1.1.9. El conjunto de clases laterales I@n = B"/N con producto la concatenacion, forma
un grupo con neutro [I,]~ union de segmentos de recta que unen (i,1) con (i,0). A este grupo se le

llamard grupo de diagramas regulares. En [19] se puede consultar la prueba.

1.1.2. Trenzas de Artin.

Definicién 1.1.10 (Presentacion de Artin). Se define el grupo de trenzas algebraicas o de Artin,

como el grupo que admite la siguiente presentacion:

L 0i0i4+10 = 0i4+10304+1
]Bn = \01,02," " ,0pn—-1 .

oio; = 0j0; si|i—j| > 2

A las relaciones se les llamardn relaciones de trenzas.

Nota 1.1.11. Note que 3,3 € B,, son iguales si existe una sucesion finita:

B=pP1—Pr— = Bp=0

donde para toda j € {1,...,k — 1} se tiene que (B; es igual a Bj+1 salvo que se agrega o se reduce una

subpalabra de la forma uRu~"' con u € B,, y R una relacién de trenza.

Con esta descripciéon del grupo de trenzas de Artin, podemos facilmente dar homomorfismos entre
B, aZy S, (el grupo simétrico de n elementos), que nos serviran para identificar si dos trenzas son

iguales o no.

Proposicion 1.1.12. La funcion € : B, — Z tal que o; — 1 para toda i, induce un homomorfismo.
k

Aidn mas, si B = crfllaf;---af: con €j = £1 entonces £(8) = Y €j. A &(B) se le conoce como el
j=1

exponente de 3.



k
Demostracion. Es claro que £ satisface las relaciones de trenza, solo falta verificar que £(5) = > €; es
=1

el homomorfismo inducido. Como £(o;) = 1 para toda i, basta con probar que esta bien definida.
Si B, equivalentes en B, por la nota 1.1.11 se tiene que £(8) = £(B’) ya que las subpalabras

uRu~" tienen exponente cero, por lo tanto £ esta bien definida. O

Proposicion 1.1.13. La funcion 7 : B,, — S, tal que o; — (i i + 1) induce un homomorfismo. Si

es una trenza entonces decimos que w(f3) es la permutacion asociada a (3.

Demostracion. Se sigue del hecho que S,, admite una presentacion con las mismas relaciones (propo-

sicion A.1.6 del Apéndice A), por lo tanto 7 satisface las relaciones de trenza. O

Definicion 1.1.14. El nicleo de w es un subgrupo de B, llamado el grupo de trenzas puras y se

denotard por PB,, := ker(m).
Ejemplo 1.1.15. Si g = 01_10501, se tiene que £(B) = k, por lo tanto B no puede ser la identidad si
k #0.

Luego w(B) = 1 si k par y n(B) = (1 3) si k impar, por lo que solo podemos asegurar que [3 no

puede ser la trenza identidad cuando k es impar.

1.1.3. Trenzas como el grupo modular de D,.

Para n > 0 fijo, por simplicidad en toda la tesis consideraremos a ID C C el disco que contiene por
didmetro al intervalo [0,n+ 1] C C, es decir, D = {z € C||z — 2| < 2H} §i @ := {1,2,...,n} C D,

definimos al disco con n perforaciones como D, := D\ Q.

Definiciéon 1.1.16. Definimos a Homeo(D, Q) como el conjunto de homeomorfismos entre D a si
mismo tal que flop =id y f(Q) = Q.

Nota 1.1.17. Ndtese que al ser D, una superficie conexa con frontera no vacia, tenemos que todo

homomorfismo que fija la frontera debe preservar la orientacion de Dy,.

El conjunto Homeo(D, Q) admite una relacion de equivalencia ~ tal que f, g € Homeo(ID, Q) estan

relacionados si y so6lo si f y ¢ son isotopicos relativos en (D, Q).

Proposicion 1.1.18. El conjunto de clases Mod(Dy,) := Homeo(D, Q)/N con producto la composi-
cion de funciones [f]lg] = [g o f], forma un grupo con neutro [id]. Este grupo es llamado el grupo

modular de D,,. Demostracion en [15].

Para entender mejor el grupo modular de I,,, estudiaremos las propiedades de una familia de
funciones en particular de Homeo(D, Q) llamadas medios giros de Dehn.
Medios giros de Dehn.

Las siguientes definiciones y propiedades se obtuvieron de [15].

Definiciéon 1.1.19. Un arco generador o de Dy, es una curva o : [0,1] — D simple (no se interseca
a st misma) tal que a([0,1]) N Q = {(0), (1)} con a(0), (1) distintos y «([0,1]) NID = &. Segiin

sea el caso, se hard un abuso de notacion refiriéndose a o como su imagen o(]0,1]).



Definicion 1.1.20. Dado un arco generador o de D,,, decimos que U, C D es una vecindad regular

de « si es un abierto simplemente conexo tal que o« C Uy, Uy NID = & y Uy N Q = {a(0), (1) }.

Definicién 1.1.21. En B(0,1) C C bola abierta con centro en 0 y de radio 1, definimos el medio
giro de Dehn elemental p. : B(0,1) — B(0,1) de la siguiente forma:

—z siz € B(0,3)
exp(2mi|z])z siz € B(0,1) \ B(0,1).
Intuitivamente la funcion p, consiste en rotar por —7 a la bola B(0, %) e ir rotando gradualmente

los circulos intermedios entre B(0, 3) y B(0,1) un dngulo entre —7 a 0. Véase la figura 1.4.

Figura 1.4: Medio giro de Dehn elemental actuando sobre un arco transversal al segmento [—%, %]

Proposicion 1.1.22. El medio giro de Dehn elemental pr es un homeomorfismo.

Demostracion. Es claro que la inversa p_!, se define como p, pero rotando por 7 en lugar de —, asi
se tiene que pr como p, ! son continuas ya que las funciones —id, exp y | - | son continuas en C y las

imégenes de f(z) = —z y exp(£27i|z|)z coinciden en la circunferencia de radio 1/2. O

Definicién 1.1.23 (Medios giros de Dehn). Sea « un arco generador de D,, y Uy una vecindad reqular
de a, definimos un medio giro de Dehn sobre o como 7, : D, — D, de la siguiente manera:
T stz € Dy \ Uy

Ta(2) =
(Y1 o pr o) (x) siz € Uy.
donde ¢ : U, — B(0,1) C C homeomorfismo que preserva la orientacion y lleva Uy, en la bola unitaria,
tal que V() = [_71, %], dicho homeomorfismo siempre existe ya que U, es simplemente conexo en C. En
la figura 1.5 se representa como T, modifica un arco transversal a la curva . Estas funciones también

son llamadas semigiros o torceduras de Dehn.

Figura 1.5: Medio giro de Dehn 7, actuando sobre un arco transversal al arco generador a.



Propiedades de los medios giros de Dehn.

1.

Si 7o ¥ 7., son dos medios giros de Dehn para un mismo arco generador « pero con vecindades

regulares Uy, U/, distintas, entonces 7, ~ 7..:

Dado que Uy, U/ son homeomorfos (por ser simplemente conexos en C) podemos dar una isotopia
H en D, que lleva U, a U/ tal que en cada tiempo ¢ se cumpla que o C H(Uy,t) y fuera de
H(U,,t) se queda fijo. Por lo tanto, H : 7, ~ 7/,. Ver figura 1.6.

Si «, o son arcos generadores isotopicos relativos en (DD, @), entonces 7, ~ To:

Dado que a y o/ son isotopicas relativas a (D, @) tienen los mismos extremos p,q € @ y existe
H :[0,1] x [0,1] — D isotopia tal que H(z,0) = a(z), H(z,1) = o/(x) para todo = € [0,1] y
para todo tiempo ¢, H([0,1],%) es un arco generador con extremos en p y q. Asi hy = Tg((o,1),0)5

es una isotopia entre 7, y 7,,. Ver figura 1.7.

—— — — [’»
= N ,
hi(U,)
/ (Ve ~ a
¥ N
\ {.rn
i (& ( H
/ X
AN 7 /‘
\\ \\’—-__——-"” ’/
Figura 1.6: Isotopia entre Figura 1.7: Isotopia entre
vecindades regulares. arcos generadores.

Talop = id: Dado que U, N 0D = & y por la definicion de 7.

7a(Q) = @ : Por las condiciones que le pedimos a 1 se tiene que ¥ (a(0)) = Z y ¢(a(1)) =1y

al aplicar p, se tiene (pr 0 9)(a(0)) = 3 v (pr 0 9h)(a(1)) = . Por lo que al regresar a I, s6lo

cambid la orientacién de la curva «, es decir, tiene los puntos extremos permutados.
Ta ~ Th 81y sOlo sia~ o
Como 7, ~ 7/, permutan los mismos puntos marcados p, g € @, se tiene que sus arcos generadores

tienen los mismos extremos. Luego sus vecindades regulares deben ser isotépicas y por lo tanto

a ~ . El inciso 2 completa la prueba.

7o €s homeomorfismo: Basta con notar que 7, ! tiene la misma descripcién que 7, salvo que
consideramos p; ! en lugar de p,. Por tltimo 7, y 7, ! son continuas ya que id, 1, pr y p.* son

continuas.

Ta €s un elemento de Homeo(ID, Q)): Consecuencia directa de los incisos 3, 4 y 6.

Para f € Homeo(D,Q) y a un arco generador, entonces f o « es un arco generador y ademas
—1.

Tfoa ~ foTao f7:

Como f(Q) = @ se tiene f(a(0)), f(a(1)) € Q, dado que f deja invariante a D se sigue que
f(a([0,1])) N OD = @, es decir, f o« es un arco generador.



Sea U, una vecindad regular de o. Notemos que Ufoq = f(Us) es una vecindad regular de foa,

por lo que x € Ufoq siy solo si f1(z) € U,.

Siz & Ufon, (foTao f)(@)=(fora)(f (z)) = f(f ' (z)) = 2. Luego si © € Ufoq, se tiene
(foraof™)(z) = (fora)(fH(2)) = (fov™toprovo fh)(x) = (Yo f ) opro(Pof))(x).

donde (1o f~1) es claramente un homeomorfismo que preserva la orientacion que lleva U foa @ la
bola unitaria B(0,1) C C. Por lo tanto, 7foq = foTq 0 flsi Ufoa = f(Ua), para otra eleccion

de Uyoq se tiene que Tfoq ~ fo7q 0 f71, por el inciso 1.

9. T4 o id para cualquier a arco generador:
Notemos que para todo arco transversal v que interseca en un tdnico punto a «, satisface que

Ta(7) 10 es isotopico relativo a vy en Dy, ver figura 1.5, por lo tanto, 74 ¢ id.

Nota 1.1.24. Hay otras definiciones equivalentes al grupo de trenzas, como subgrupo del grupo de
automorfismos del grupo libre con n generadores (hablaremos de esta definicion en la seccion 5.3)
o como el grupo fundamental del espacio de configuraciones con n puntos marcados, que aunqgue mo
haremos referencia en esta tesis, es usada en demostraciones de teoremas que se citardn. Se pueden

consultar la mayoria de las definiciones y equivalencias en [12].

1.2. Equivalencia de definiciones.

Las definiciones de grupos de trenzas antes descritas resultan ser equivalentes, es decir, los grupos
B, By, B, vy Mod(ID,,) son isomorfos.
Presentacion de Artin y trenzas geométricas.

Para probar que B, es isomorfo a B,, introducimos la nocién de bloques y la concatenacién de ellos.

Definicién 1.2.1. Definimos un bloque asociado a o; o O'i_l a los diagramas regulares ilustrados de

la figura 1.8.

\ — .. /"...r4

L4 b g \ g — L -

Figura 1.8: Bloques asociados a 0; y o; ! respectivamente.

Proposicion 1.2.2. Todo diagrama reqular se descompone como la concatenacion de bloques o; o oi_l.

Demostracion. Se sigue del hecho que todo diagrama regular se puede deformar de tal forma que un

cruce no esté al mismo nivel que otro, por ejemplo, ver la figura 1.9. O



p—

P e

e

032

1

\ 51
0.21
(721

a1

Figura 1.9: El diagrama regular de la izquierda es equivalente a la concatenacion de bloques.

Teorema 1.2.3. Para todo n > 0 existe un isomorfismo entre B,, y I@n

Demostracion. Si a o; se le asocia el bloque correspondiente de la figura 1.9. Claramente los movimien-
tos de trenzas satisfacen las relaciones de trenzas, i.e, existe un homomorfismo y por la proposicién 1.2.2

es biyectivo. O
Teorema 1.2.4. Para toda n > 0 existe un isomorfismo entre B, y I@n

Demostracion. Del hecho que todo diagrama regular es la proyeccién regular de una trenza geométrica
se obtiene de inmediato que p es una funcién biyectiva entre B,, y I@n, por lo que queda probar que sea

homomorfismo, dicho resultado se puede consultar en [3] o en [19]. O
Corolario 1.2.5. Para todon >0, B,, = @n ~B,.

Nota 1.2.6. A lo largo de la tesis se usard B, especialmente refiriéndose a las trenzas de Artin. Cuando

hagamos mencion explicita de una trenza geométrica o un diagrama regular se indicard.

1.2.1. Trenzas de Artin y Mod(D,).

Consideremos los siguientes arcos generadores «;(t) = i+t para i € {1,2,...,n — 1}, es decir,

a;([0,1]) = [i,i + 1] C D y consideremos 7; := 7,, los medios giros de Dehn asociados a cada «;.

Teorema 1.2.7. Los medios giros Ti,Ty, ..., Tn—1 satisfacen lo siguiente: T;0Tj ~ Tj0T; i |i —j| > 2

Y T; OTj41 O Ty ~ Ti41 O Ty O Ti41-

Demostracion. Primero notemos que al ser a; un segmento de recta, podemos expresar 7; de una forma
més simple. Tomando U; = B(i + %, 1), la bola abierta con centro en i + % y radio 1, es una vecindad
regular de «; y asi ¥ solo es la traslacion z — z — (i + %)

Si|i—j| > 2, entonces U;, U; vecindades regulares de «;, oj son ajenas, por lo que 7; deja invariante
a U; y viceversa. Por lo tanto, 7;07; = 7j07; y 7,07 ~ Tj o T; para otras vecindades regulares distintas
a las bolas unitarias.

Primero veamos que 7; 0 a1 ~ 7-;11 oy, lo cual se aprecia en la figura 1.10. Por lo tanto, por el

inciso 2 de las propiedades de los medios giros de Dehn, se tiene 7r00,,, ~ 7,1, -
i+1°%i
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Figura 1.10: Los arcos 7;(ait+1) y Tijrll (cv;) son isotopicos.

Usando el inciso 8 de las propiedades, para f =7; y f = Tijrll se obtienen las siguientes expresiones:

—1 -1
Trioaipr ~ T OTikl OTi ¥ Trodoq, ™ Tikl ©Ti © Tigq-

Luego T,L-_l O Tj41 OT; ~ Tj41 O T; O 7';11 o lo que es lo mismo 7; 0 T;41 0 Ty ~ Tj41 O T O Tj41- 0
Corolario 1.2.8. La funcion ® : B,, — Mod(D,,) tal que o; — [1;] es un homomorfismo.

Demostracion. Solo notemos que [7; 0 Tiy1 0 7] = [1][Tit1][7i] = [miva][m)[Tig1] = [Tig1 0 Ti o Tisa] ¥

[7i 0 7] = [mllml = [mil[7] = [mj 0 7l si [i = j] = 2. 0
Teorema 1.2.9. La funcion ® : B,, — Mod(D,,) tal que o; — [1;] es un isomorfismo.

El corolario anterior nos dice que ® es un homomorfismo, el inciso 5 de las propiedades de medios
giros de Dehn nos asegura la inyectividad. Para la suprayectividad, es necesario demostrar que todo
homeomorfismo en Homeo(D es isotopico a la composiciéon de medios giros de Dehn, una labor

b} p )

nada sencilla, la demostracion de ello se puede encontrar en [15] o en [5].

Nota 1.2.10. Si 8 = 0} 0;?...0;" € By, entonces su imagen bajo ® es [1;* o Tk

€1
ror ooy |, note

que el orden en el cual se realiza el producto en B, es de izquierda a derecha mientras que en el de
Mod(D,,) es de derecha a izquierda.

En particular, si f = 0,05, se tiene que ®(B) = ®(0;05) = P(04)P(0;) = [1][15] = [15 0 7.
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Capitulo 2
El problema de la palabra para B,,.

Si G es un grupo con S conjunto de generadores, el problema de la palabra consiste en determinar
cuando dos palabras a, b en términos de S y S~! representan el mismo elemento en G. Se dice que G
tiene solucion al problema de la palabra si existe un método o algoritmo que termina en tiempo finito
tal que responda dicha cuestiéon. El problema de la palabra es equivalente al problema de determinar

cuando un elemento es la identidad del grupo (a = b si y solo si ab~! = 1).

Hay dos ejemplos clasicos de grupos con solucién al problema de la palabra que nos serviran a lo

largo de la tesis.

Ejemplo 2.0.1. Si F, es el grupo libre con {x1,x2,...,z,} generadores. Una palabra de F,, se dice
reducida si no contiene subpalabras de la forma a:ia:i_l ni a:i_la:i (reducciones triviales), dado que

F,, no tiene mds relaciones, se sigue que a = b si y sdlo si tienen la misma palabra reducida.

Ejemplo 2.0.2. Sea S,, el grupo simétrico de n elementos, en [22] se muestra que toda permutacion
tiene una descomposicion unica (salvo orden) en ciclos disjuntos de longitud mdxima, asi a = b si y

solo si tienen la misma descomposicion en ciclos disjuntos de longitud mdzrima.

2.1. Soluciones clasicas al problema de la palabra para B,.

2.1.1. Trenzas peinadas.

Esta es la primera solucién al problema de la palabra conocida para B,, dada por Artin en 3], la

demostracion se puede consultar en éste o en los libros [19], [15] para una notaciéon mas moderna.

Definicion 2.1.1. Definimos el encaje candnico ¢ : B, — Bpy1, si al pensar a B como una trenza

geométrica, simplemente se agrega un segmento de recta dyy1 que une Api1 con Buiq.

Definicién 2.1.2. Para n > 1 fijo, definimos a f, : PB, — PB,_1, pensando 8 como una trenza
geométrica, como eliminar la dltima cuerda d,, de B, a f, se le conoce como el homomorfismo de

olvido u olvidadizo.

Proposicion 2.1.3. Tanto ¢ y f, son homomorfismos, ademds fn+1 © t|ps, = idpg,, por lo tanto ¢

myectiva y f, suprayectiva.

11



Definicion 2.1.4. A las trenzas en el nicleo de f, se le llaman trenzas peinadas y denotamos por
Uy, = ker(fn).

Dado que f, ot = idpp, entonces f, tiene una seccion, por lo tanto PB,, ~ PB,,_; x U,. Asi toda
trenza 8 € PB,, puede ser expandida tnicamente en la forma 8 = «(8')8,, con 5’ € PB,,_1 y By € Up.
Aplicando reiteradamente para PB; se obtiene 8 = B2083... 3, donde §; € U; C PB; C PB,,.

Proposicion 2.1.5. Para toda i > 1, U; ~ F;_1, el grupo libre con (i — 1) generadores.

Por el ejemplo 2.0.1 la descomposicion 5 = 5203 ... B, es Unica.

Algoritmo de Artin:

= Si 8 € B, no es una trenza pura, entonces g # 1.
= Si 8 € PB,, encontrar su descomposicion 8 = 823 ... Bn.

= f=1siysoblosif; =1 para toda 1.

2.1.2. Algoritmo de Dehornoy.

El algoritmo de Dehornoy explicado en [8], obtuvo gran popularidad debido a lo facil que es compu-
tarizar el algoritmo, aunque tiene complejidad exponencial. Una mejora del algoritmo se puede encon-
trar en [9].

otl, decimos que es o-reducida si siempre que las

J
letras o; y 0;1 estan en w, éstas estdn separadas por al menos una letra Ujd con j < 1.

Definicion 2.1.6. Sea w una palabra con letras

Ejemplo 2.1.7. Para wi = 0102_10301_1 Y wy = 02_103_10102, se tiene que wi no es o-reducida pero
wy 8t lo es.

Proposicion 2.1.8. Si w es una palabra en generadores O';tl, admite una descomposicion de la forma
w = woojwio; “wy donde € € {—1,1}, woy es o-reducida, w1 no tiene letras ajil con j <1y wy es

cualquier palabra.

Algoritmo de Dehornoy: Sea f el morfismo tal que o1 — 1y Jiﬂ > aill, st w = woojwio; “wo

definimos a R : B,, — B,, como sigue:
_ —& —€& —E& £ g g

Donde j es el entero més pequeno donde ni o; ni O'j_l son letras de wy. Si j =i+ 1, la parte del

producto se considera la palabra 1. En la figura 2.1 se muestra como actia R en una trenza.

i itl .- ] jxl
wy ‘ flwy) :| 2

Figura 2.1: Representacion diagramatica de la funcion R.

]

L ]
4
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El algoritmo consiste en iterar la funcion R hasta obtener una palabra o-reducida, si la trenza

resultante no es la trenza identidad entonces w # 1.

2.2. Diagramas de curvas.

Sea = 051052 . .O';:: € B,,, a partir de ahora haremos un abuso de notacién donde para elegir un
homeomorfismo en la clase ®(5) € Mod(D,,), escribiremos solamente ¢ € § € Mod(D,) en lugar de
o €D(B) =[r;Fo Tfk’:l o---o7;'] € Mod(DDy,), esto con la finalidad de tener todos los resultados en
términos de los generadores de Artin o; con i € {1,2,...,n — 1}.

Definiciéon 2.2.1. Sea E una familia de curvas y arcos simples sobre Dy, denotamos por ¢D(E) al

conjunto {p(E)| ¢ € Homeo(D,Q)}, es decir, a la imagen de E bajo todos los homeomorfismos de
Homeo(D, Q).

Definicién 2.2.2. Sean D1, Dy € cD(FE), definimos una relacion de equivalencia ~ en cD(FE) tal que,
Dy ~ Dy si y solo si Dy y Do son isotdpicos relativos en (D, Q).
Al cociente de ¢cD(E) por la relacion ~ se denotara por CD(E) := CD(E)/N. A los elementos de

CD(FE) se les llamardn diagramas de curvas de tipo E.

Proposicion 2.2.3. La funcion - : CD(E) x B, — CD(E) tal que [D] - = [p(D)] con ¢ € By
D € [D] es una accion por la derecha de B,, sobre CD(FE).

Demostracion. Verifiquemos que la funcion esta bien definida, para ello notemos que una isotopia entre

funciones inducen una isotopia entre los diagramas y viceversa, es decir:
» Si 1,92 € B, entonces p1(D) ~ p2(D) con D € [D].
» Si Dy, Dy € [D], entonces ¢(D1) ~ ¢(D3) con ¢ € .

Luego - es una accion, es claro que [D]-1 = [id(D)] = [D] y para toda 1, 52 € B, y [D] € CD(E),

se tiene:

(([D] - B1) - B2) = [p1(D)] - B2 con 1 € B
= [p2(p1(D))] con s € By
= [(p2 0 p1)(D)] conpz 01 € 152
= [

D] - (B182)
O

Teorema 2.2.4. La accion por la derecha de B,, sobre CD(E) tal que [D]- 8 = [p(D)] con ¢ € [5] y
D € [D] es transitiva, en particular para todo [D] € CD(E) existe § € By, tal que [D] = [E] - 5.

Demostracion. Sea D € [D] € CD(FE), entonces existe § € B, tal que D = ¢(FE) con ¢ € 8y asi
[D] = [¢(E)] = [E] - 8. Por lo tanto la accion es transitiva. O

Para el objetivo de la tesis, ocupamos familias de curvas E de ID,, tal que la acciéon - sea libre, esto
ya que si [D] - 81 = [D] - B2 para algun [D] € CD(FE), entonces por ser la accion libre se tendria que

b1 = B2 en B,,, es decir, el problema de la palabra se reduce a comparar diagramas de curvas.
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Nota 2.2.5. Para nuestro caso, probar que la accion es libre es equivalente a mostrar que la trenza

trivial es la dnica que deja fijo al diagrama [E]. Ya que por la transitividad de la accion se tiene:
[D]- p1 = [D]- B2 = [D]- (Bi18y ") = [D] & [E]- (418 v ) = [El & 1418, 'y =16 b1 = ba.

Ejemplo 2.2.6. Para la familia de curvas E que se muestra en la figura 2.2, se puede observar que
[E] -1 =[E] (07 dko1) con k € Z\ {0}, es decir, la accion no es libre ya que 1 # oy ooy sik # 0
(ejemplo 1.1.15).

Figura 2.2: La trenza 01_10501 deja fijo al diagrama [E] para toda k € Z, sin ser esta la trenza trivial.

Las familias de curvas con las que vamos a trabajar en esta tesis son F, E2y E3 que se muestran

N
’ .1>
N _~

Figura 2.3: Familias de curvas donde la acciéon por la derecha - es libre.

en la figura 2.3.

Proposicion 2.2.7. Los diagramas de curvas de tipo E; con j € {1,2,3} son tales que la accion de
B, sobre CD(Ej) es libre.

Demostracion. Diagrama de curvas de tipo FE;: Notemos varias cosas sobre las curvas de Fy:

= F separa a D, en dos componentes conexas, llamadas componente superior y componente inferior

denotadas por D/ y D/ respectivamente.

= A las curvas de Fy, se les puede enumerar de e hasta e, 1 y ademés dar una orientacion coherente

tal que el recorrido empiece en 0 y termine en n + 1 (de izquierda a derecha), ver figura 2.4.

= Para una curva e; y vecindad regular Ue, de e;, denotamos por U/, := (U, \ E1) NDj, y por

Ue, == (Ue; \ E1) NDy;. Observemos que U/, y U, son ajenos para cualesquiera i, j.

14



Figura 2.4: El diagrama F; bajo un homeomorfismo ¢ que cambia la orientaciéon de una curva e;.

Demostremos por contradiccion. Supongamos que existe ¢ € Homeo(D, Q) tal que ¢ ¢ id, pero
E, ~ ¢(Ep). Como E; ~ ¢(E1) sin pérdida de generalidad podemos suponer que ¢(E) se ve idén-
tico a Eq, pero como ¢ 7 id deben existir curvas ¢(e;) en ¢(FE1) que cambiaron de orientaciéon con
respecto a E7, de lo contrario ¢ = id, ver figura 2.4. Dichas ¢(e;) no pueden ser p(e1) ni p(en41) ya
que @lgp = id. Ahora sii € {2,...n} es tal p(e;) cambio de orientacion, mostraremos que ¢(e;—1) y

p(eir1) coni—1#1ei+1%#n+1 deben cambiar de orientacion también.

Dado que ¢ € Homeo(D, Q) preserva orientacion de ID,,, cambiar de orientacion a e; se puede en-
tender como una rotacion local por un angulo 7 o —7 (medio giro de Dehn elemental) compuesta con
una traslacion si e; # ¢(e;). En particular si consideramos U,; = B(j + 3,1) para todo j € {2,3...n},
¢ satisface que p(U/}) = Uv(ei) = Uy, para alguna k € {2,3...n} y si ¢(e;11) no cambiara de orien-

©
tacion se tendria p(Uy,, ) = U;/(eiﬂ) =U) conom=k—16m=Fk+1.

Luego ¢(U2) N (U,

€i+1

) # @ implica que en ¢ ' (¢(E1)) = E1, UL NUY., # &, lo cual es una

€i+1

contradiccion. Analogo para el caso ¢(e;—1). Por lo tanto, ¢ cambia de orientacion a todas las e; salvo

a ey ent1, asi p se puede pensar como una rotacion local (un medio giro de Dehn) con centro en

n+1
2

isotopicos a E1 ya que ¢(e1) ¥y ¢(en+1) no tienen los mismos puntos finales que e; y e,,+1, es decir, no

y por un angulo (2k + 1)7 con k € Z, ver la figura 2.5. Pero claramente dichos diagramas no son

existe dicha ¢.
Por lo tanto si E1 ~ ¢(E) entonces ¢ ~ id, o lo que es lo mismo, la accion - de B,, sobre CD(E)

es libre.

Figura 2.5: Diagramas tales que e; con ¢ € {2,...,n} cambian de orientacion, pero e; y €,4+1 no.
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Diagrama de curva de tipo FEs: Similar a F1, notemos que Es separa a D, en n componentes
conexas llamadas franjas donde cada una contiene exactamente un punto de Q.
A las franjas las denotamos por R;, donde i € R; y a las curvas de E5 las enumeramos de e1 a e, _1

como se muestra en el lado izquierdo de la figura 2.6.

\

S~—

Figura 2.6: El diagrama Fs bajo un homomorfismo ¢ no trivial.

Nuevamente por contradiccion, supongamos que existe ¢ € Homeo(D, Q) tal que ¢ o id pero

Ey ~ ¢(E3). Como Ey ~ p(E3) solo hay dos posibles casos para dicha ¢:

» © permuta las franjas, i.e. , ¢(R;) = Ry con k # i: Lo cual no es posible ya que ¢ fija a dD.

» Existe k € @ tal que k € R; con k # i: Esto solo es posible si ¢(e;) # e; 6 p(er) # e, ver

figura 2.6, por lo tanto Ea + ¢(E32) lo cual es una contradiccion.

Por lo tanto no existe dicha ¢ y la accion - de B,, sobre CD(E3) es libre.

Diagrama de curva de tipo Fj3: A diferencia de lo hecho para E; y F», la familia de curvas
FE5 tiene una relaciéon explicita con los diagramas regulares de trenza. Esta relacion es el proceso de

eliminacién de cruces de un diagrama regular de una trenza. Ver figura 2.7.

i i+ 1
\/ f)t'ri-fmrc'ri‘; L+ 1 ~U

Figura 2.7: Proceso de deshacer cruces y su relacion con los diagramas de CD(E3).

Como esta relacion es parte importante del capitulo 6, se demostrara que la accion es libre hasta
éste. Por el momento s6lo notemos que si damos por hecho esto, existe una biyeccion C'D(FE3) con B,
y la accion de B,, sobre el mismo tal que -6 = 39 sera equivalente a la accion - de B,, sobre CD(E3),

por lo tanto dicha accién es libre. O

Asi para Ej con j € {1,2,3}, se cumple que [E}] - 1 = [Ej] - B2 si y solo si f1 = 2 en B, asi
el objetivo de los siguientes capitulos serd encontrar un algoritmo o método para verificar cuando dos

diagramas son equivalentes.
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Capitulo 3

Solucién al problema de la palabra via

diagramas de curvas de tipo Fj.

En este capitulo usaremos fuertemente el hecho de que F4 separa al disco D,, en dos componentes
conexas para encontrar un buen representante (diagramas reducidos) de cada clase [D] € CD(FE7) y asi
poder comparar facilmente si dos diagramas de curvas son iguales o no. Luego con dichos diagramas
reducidos, obtendremos més propiedades del grupo de trenzas, como ser ordenable y que toda trenza

admite una forma normal relacionada con el orden dado.

3.1. Definiciones y notacién.

Este capitulo esta basado en el articulo Ordering the braid groups [10].
Para encontrar un algoritmo que determine cuando dos diagramas D, Dy € ¢D(E7) estan en la misma

clase de equivalencia. Para ello introducimos nueva notacién y definiciones.

Definiciéon 3.1.1. Decimos que I' € ¢D(E1) es un diagrama de v € B, si I' = @(E1) con ¢ € 7
pensando a v € Mod(D,). Notemos que Eq es un diagrama de 1 € B,.

Definicion 3.1.2. Recordemos que las curvas de E1 se pueden enumerar de e1 a eny1 y F1 separa a
Dy, en dos componentes conexas D) yDY. SiT es un diagrama de v, con T = ¢(E1) y ¢ € v, definimos
la i-ésima curva de T' como T'; := ¢(e;) y a las componentes superior e inferior de I' como

' = (D)), I'V := (D)) respectivamente.

Definicion 3.1.3. Decimos que un diagrama I de v € B,, estd orientado si las curvas de I' tienen

una orientacion coherente que empieza en 0 y termina en n + 1.

Definicion 3.1.4. Sean I y A dos diagramas de v, € B, respectivamente. Si encimamos un diagrama

sobre el otro, definimos lo siguiente:

1. Ty, Aj se intersecan transversalmente si en cada interseccion de las curvas I'; y A localmente

se ven como en la figura 3.1.
2. Ty, Aj se llaman curvas paralelas si son isotdpicas relativas en (D, Q), ver figura 3.1.

3. I, Aj se llaman curvas coincidentes si I'; = A;.
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I A Aj
Aj
e e o e
I I I 2
(a) Cruce transversal.  (b) Cruce no transversal. (c) Curvas paralelas. (d) Curvas no paralelas.

Figura 3.1: Formas en que dos curvas que se intersecan, pueden interactuar.

Por tltimo, si I' es un diagrama de 7, para cualquier § € B,, denotamos por I"- 5 o B(I") (haciendo
alusion a un ¢ € ) a un representante de la clase de [I'] - = [p(I")] con ¢ € . En la figura 3.2 se

observan representantes de [E1], [E1] - o2 y [E1] - (020, %).

Figura 3.2: Como 090 ' acttia en Ej y representantes de [E1] - o9 y [E1] - (0207 ").

3.2. Diagramas reducidos.

Definicion 3.2.1. Sean I'; A dos diagramas de v, € B, respectivamente, definimos el indice de

interseccion entre I' y A como:
Ind(T'yA) =n + 1+ # (intersecciones transversales) — # (curvas coincidentes)
Ejemplo 3.2.2. De la figura 3.2, si' = FE1-09 y A = FEy - ogafl se tiene:
Ind(Ey,T) =3+1+40-2=2, Ind(E,A)=3+1+2—-0=6yIndT,A)=3+1+2—1=5
Nota 3.2.3. Es claro que Ind(I', A) = Ind(A,T') y ademds Ind(I';, A) =0 si y sélo st A =T.

Definiciéon 3.2.4. Sea I’ un diagrama de v fijo y A, A" dos diagramas de 0. Se dice que A y A’ son
equivalentes con respecto a T si existe p € [id] € Mod(D,,) tal que A" = p(A), ¢ deja fijo las curvas
coincidentes con T y si H es la isotopia entre id y ¢, H(-,t) mantiene los diagramas transversales para

todo t € [0,1], en otras palabras, la isotopia H deja fijo a T' en todo tiempo t.

Ejemplo 3.2.5. Sean A, A’ los diagramas de la figura 3.3, se puede observar que A y A’ son diagramas
de Jfl y ademds Ind(Ey, A) = Ind(Ey,A"), pero A y A’ no son equivalentes respecto a Ey, ya que la

isotopia no puede mantener a las curvas coincidentes.
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Figura 3.3: Dos diagramas de o7 ! tales que no son equivalentes respecto a Ej.

Definicion 3.2.6. Sean I';, A dos diagramas de vy, 6 € B, respectivamente, decimos que I' y A contie-
nen un bigono si al sobreponer un diagrama sobre el otro existen I'; y A; tales que forman uno de los

tres casos en la figura 3.4.

Definicion 3.2.7. Decimos que I' y A son reducidos o I' es reducido respecto a A si se intersecan
de manera transversal y I', A no contienen ningin bigono. Si A = E1, simplemente diremos que I" es

reducido.

Proposicion 3.2.8. Para todo par de diagramas T';, A de vy, § € By, existe A" diagrama de § tal que
I' y A’ son reducidos.

Demostracion. Si ' y A no son reducidos, entonces existen I'; y A; que forman un bigono D. Sea
@ € [id] tal que lleva a A; a una curva que deshaga el bigono como se muestra en la figura 3.4. Es
claro que A’ = p(A) ~ A y por eleccion de ¢, T' y A’ no contienen a D. Aplicando este algoritmo a

cada bigono contenido en I' y A, se obtiene lo deseado. O

; /‘\ Q
-~ N— — -~

v

r \
r.\ -
. @ ®

Figura 3.4: Tipos de bigonos y sus movimientos de reducciéon que los eliminan.

A

A dichos ¢ se les llamaran movimientos de reduccion de tipo I, II o III dependiendo del tipo

de bigono.

Nota 3.2.9. Sean I y A diagramas transversales. Si la curva A; es en st misma reducida con respecto
aT' (no forma un bigono), entonces se puede reducir A con respecto a T’ por una isotopia que deja fijo

a A;, ya que los movimientos de reduccion sélo modifican a las curvas que forman un bigono.
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Lema 3.2.10 (Lema de triple reduccion). Sean I', A y ¥ diagramas de vy, §, o € B, respectivamente,
tales que I' y 3, A y ¥ reducidos. Entonces existe A ~ A tal que T', A’ y X son reducidos dos a dos

y A, A son equivalentes respecto a X.

Demostracion. Supongamos I' y A son no reducidos, entonces existen I';, A; que forman un bigono.
Si ninguna curva Y interseca a dicho bigono entonces con los movimientos de reduccion de tipo I, II
o IIT se obtiene el A’ deseado. Ahora, si existe un X que interseca al bigono, ésta lo hace como se
muestra en la figura 3.5, de otra forma (las curvas punteadas) I' y ¥ o A y ¥ contendrian un bigono

y no serian reducidos.

~
\\ ‘A N [}
\\ j '\ A } A;
“~ I! \\ ) ! '\\ ;
~~d__- /,-\ o/ ~ I ~—— L=
/ \\ L N ' I; p N
d \ ¢ ! N\ ¢ ' ‘\.
« \ \ T | \ EI\ (' Y
il 1 \‘ ik \I ‘\ | .
111
\L[ 11
NV} N
o N o8
[ i [./
[ ] = - — —= === = ==--@
A'; i INEFAY

Figura 3.5: Movimientos de reduccion aplicado a Aj, para hacer I', A y ¥ reducidos dos a dos.

Ahora es claro que podemos aplicar los movimientos de reduccién de tipo I, IT o III a A, ademés
dichos movimientos fijan las curvas coincidentes con ¥ y mantiene los diagramas transversales, i.e., A

y A’ equivalentes respecto a . O
Lema 3.2.11. Si ', A son diagramas de v,§ € B, reducidos y ademds I' ~ A, entonces I' = A.

Demostracion. Por contradiccion. Supongamos que I'1, A1 no son curvas coincidentes, notemos que no
existe A; con ¢ # 1 tal que se interseca con I'1, esto ya que se formarian bigonos o A; o I'; para toda j,
lo cual no es posible por ser diagramas isotopicos. Luego I'1 y A1 serian curvas paralelas y contendrian
un bigono, lo cual no es posible por ser reducidos. Por lo tanto I'y, A; son curvas coincidentes y

aplicando el mismo argumento para toda i se tiene I' = A. O

Proposicion 3.2.12. Si A, A’ son dos diagramas de 6 € B, tales que A y T, A" y T' son reducidos,

entonces A y A’ son equivalentes respecto a T'.

Demostracion. Por el lema de triple interseccion existe A” € [A] tal que A y A” equivalentes respecto

al'y A” A" y T reducidos dos a dos. Luego por el lema 3.2.11 A” = A’ O

Usando la proposicion 3.2.12 se tiene que reduciendo un diagrama A con respecto a otro I', se puede
llevar A a una tnica forma estandar respecto a I'. Esto resuelve el problema de identificar cuando dos
diagramas son isotopicos, es decir, A ~ A’ si su forma estandar respecto I' coincide. En particular, a

lo largo de la seccién consideraremos a I' como Ej.
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3.3. Sucesiones de corte.

Los diagramas reducidos respecto a E1, se pueden expresar de forma tnica y facil a través del

siguiente objeto combinatorio.

Definicion 3.3.1. Una sucesion de corte x es una palabra finita formada por las letras

0,...,m,0,....,n+ 1,7 y | que cumplen:

= x empieza con 0 y termina con n + 1.
s Cada letra de 0,1,...,n+ 1 debe aparecer una unica vez en x.

= Fn la palabra x numeros y flechas se alternan, con la inica excepcionii+1 oi+1 4.

Si I' es un diagrama orientado de -y, entonces toda subcurva de a € I'; puede ser un segmento de
recta, una curva contenida en I/} o una curva contenida en D,. Y luego por isotopia estos dos tltimos
tipos de curvas pueden pensarse como semicircunferencias superiores o inferiores. Con esto en mente,

podemos asociarle una sucesion de corte x a I' como sigue:

1. Las letras 0,...,n + 1 se pensaran como las perforaciones de D, junto con los puntos extremos

0Oy n+1en JdD.
2. Las letras 0,...,n estdn asociadas a las curvas e; de E7, donde a ¢ se le asocia la curva e;4.

3. Los simbolos 1 o | indicaran si una subcurva de I'; es una semicircunferencia superior o inferior,

respectivamente.

4. Recorriendo I' con su orientacion, escribimos 4 si la curva cruza por la perforacion 4, se escribe 7 si

la curva cruza por e;+1 y T o | cada que una subcurva sea semicircunferencia superior o inferior.

Ejemplo 3.3.2. Primero notemos que la sucesion de corte asociada a 1 esQ1 ...nn+1.

Ahora consideremos los diagramas de la figura 3.6, los cuales tienen por sucesion de corte
01112143741 41542711)1142]6 y 01244315127T1]2]6, respectivamente.

(2)0111244314]475]1271]112]6 (b) 012143151211216

Figura 3.6: Sucesiones de corte para dos diagramas isotépicos.
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Definicion 3.3.3. Definimos una reduccion de una sucesion de corte x al remplazar una subpalabra

por una con menos letras, de acuerdo a las siguientes reglas (el simbolo T denota a 1 o ).

ili—i,i+1%i—i+1,ili—i yili+l—i+1.

id=dytit =1

iTi—s i

ili+l—ii+l yi+1li—i+13.

Una sucesion de corte que no admite reducciones se llamara reducida.

Nota 3.3.4. Note que si I' es un diagrama de v y x su sucesion de corte asociada, las reducciones
eliminan bigonos en I'. Observe el ejemplo 3.3.2 donde el sequndo diagrama es un diagrama reducido
del primero y se puede llevar la sucesion de corte asociada al primer diagrama a la del segundo mediante

reducciones.
Proposicion 3.3.5. Toda trenza v tiene asociada una unica sucesion de corte reducida.

Demostracion. Sea x una sucesion de corte de un diagrama I' de v, de la nota 3.3.4 x’ sucesion reducida
de x tiene asociado un diagrama reducido I'. A su vez tomamos X" sucesiéon de corte asociada a I'”
diagrama reducido de ~. De la proposicion 3.2.12 se deduce que IV es equivalente a I'” respecto a F1,

por lo tanto X’ y x” representan diagramas equivalentes respecto a E1, i.e., ¥’ = x”. 0

Ahora veamos como podemos encontrar la sucesion de corte asociada a una trenza (5.

Algoritmo 1: Sea 8 una trenza y x su sucesion de corte reducida asociada. Entonces la sucesion de

corte de Bo; puede ser obtenida aplicando simultAneamente los siguientes reemplazos:

—
|

=1+ 1 y i4+1— 4.

2. L) > bi—11(+1) y @)@+ ti-1l

3.i—1()—i—11 (i+1) y ({)i—1—(Gi+1)i—1.

41 () = (+1) v (@)1= (+D) 1.
5. LG4+ =4 () vy (41 L — ()L

6. i+2(+1)—i+2L(G) vy (i+1)i+2— @) Lit2

T A+ 5 1i+1L@E) y (1)t — @) Lit11
8. lit—li—11ili+11ty til—oti+lli—oi—1]

En los reemplazos de 2 al 7, el reemplazo 1 esta siendo aplicado, y su aplicacién esta siendo notado
por paréntesis. Para o; ! son los mismos reemplazos pero intercambiando 1 por | y viceversa. Los
reemplazos se interpretan facilmente si se dibuja la curva implicada en un diagrama D de 5. Ver

figura 3.7 para entender los reemplazos 2 y 8.
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by lit—li—1t1ili+17

Figura 3.7: Interpretacion de los movimientos 2 y 8 de reduccion, respectivamente.

Por lo tanto, si se empieza con la sucesiéon de corte 0 ... n + 1 asociada a F1, aplicando el algoritmo
anterior y reduciendo la sucesiéon de corte resultante, se obtiene la sucesiéon de corte reducida de
cualquier trenza. Asi 8 = 1 si y solo si su sucesion de corte reducida x es la sucesion 01 ... nn+ 1,

es decir, esta forma nos da una solucién al problema de la palabra.

3.4. Orden y formas candénicas por la izquierda en B,,.

Aunque con lo anterior ya tenemos dos criterios de como identificar cuando dos diagramas perte-
necen a la misma clase de equivalencia y por lo tanto cuando dos trenzas son la misma, podemos usar
el hecho de que F4 separa a ID,, en dos componentes conexas y dar una forma canénica a las trenzas.
Para ello le daremos un orden a B,,.

Sean I' y A diagramas de v, é € B, reducidos, consideramos a A orientado. Construimos un orden

en B, de la siguiente manera:
= Si todas las curvas de A coinciden con las de I" entonces § = 7.

» Si Aj es la primera curva que no coincide con I';, entonces A; y I'; tienen el mismo punto inicial
y A; corta primero (en sentido de la orientacion de Aj;) a I' o a I'V. En el primer caso decimos

d > vy en el segundo § < 7.

Ejemplo 3.4.1. Considerando los diagramas de 1, o9 y Ugafl de la figura 3.2, los cuales son reducidos

dos a dos. Comparando a pares se observa que 0201_1 <1< oo. Ver figura 3.8.

\e—

(a) 1 <oy (b) o907t <1 (c) ooyt < oy

Figura 3.8: Comparacién de las trenzas 1, o1 y 0201_1 dos a dos.
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Proposicion 3.4.2. La relacion < como antes descrita, es un orden de B,,.

Demostracion. Por la proposiciéon 3.2.8 para toda ~,d € B, podemos construir diagramas I", A redu-
cidos. La reflexividad y antisimetria de la relacion se verifica de inmediato.

Ahora veamos que la relaciéon es transitiva, es decir, si v,d,0 € B, tal que v < § < o entonces
~v < o. Por el lema de triple reducciéon (lema 3.2.10) podemos encontrar diagramas I', A y ¥ de v, 6,0
respectivamente, tales que son reducidos dos a dos. El resultado se sigue del hecho que como I'; corta

primero a AY y A; corta primero a XV entonces I'; corta primero a 3. Por lo tanto v < o. O
Proposicién 3.4.3. La relacion < es invariante por la derecha.

Demostracion. Sean 7,6 € B, tales que v < § y I', A diagramas reducidos de v y 4. Para cualquier
o € B, existe ¢ € [o] tal que p(I") y ¢(A) son diagramas reducidos de yo y do. Por tltimo ¢(T');

corta primero a p(A)Y por ser ¢ una isotopia que fija la frontera, i.e., yo < do. O
Corolario 3.4.4. El grupo B,, es libre de torsion.

Demostracion. Si 5 € B, es mayor a 1, entonces 1 < < 82 < ... < % < ..., por lo tanto el orden
de 8 no es finito. Anélogo si § < 1. O

Definicion 3.4.5. Sea v € B,,, decimos que 7y es positiva si v > 1 y negativa si v < 1. Si ademds T’
es un diagrama de vy tal que la i-ésima curva de I' es la primera que no coincide con E7, decimos que
v es (geométricamente) i-positiva o i-negativa.

Ademds si 7y es i-positiva o i-negativa, se dice que v es j-neutra para cada j < 1.

Nota 3.4.6. Note que teniendo un diagrama orientado reducido I' de una trenza -y, es fdcil saber si
es i-positiva o i-negativa. Solo se observa I'; la primera curva que no coincide con Ey y si el segmento
inicial de T; estd contenido en D) (va hacia arriba) es i-positiva y si estd contenido en D). (va hacia

abajo) es i-negativa.

Proposicion 3.4.7. Si x es la sucesion de corte reducida asociada a 7. Se tiene que v es positiva si
y solo si la primera flecha que aparece en x es T. También v es negativa si y solo si la primera flecha

que aparece en X es |.
Demostracion. La demostracion es directa de la nota 3.4.6 O

En [7] Dehornoy prueba que el grupo de trenzas es ordenable, y atn méas da una forma normal para

cada trenza. Tales resultados se resumen en la siguiente definicién y teorema.

Definicion 3.4.8. Una trenza p € B, se dice o;-positiva si admite una descomposicion de la forma
B = Booif1oi...0;0k donde B; son palabras formadas por las letras aill, . ,Ufil. Y B es 0;-negativa
si B~ es o4-positiva. Ademds si 3 es oi-positiva o o;-negativa con i > 1, se dice que 3 es oj-neutra
para cada j < 1.

Decimos que B es o-positiva o o-negativa si es o;-positiva o o;-negativa para alguna i.
Teorema 3.4.9 (Teorema de Dehornoy). Toda trenza no trivial o es o-positiva, o es o-negativa.

Ahora veamos como los conceptos de o;-positiva y geométricamente i-positiva, son equivalentes.
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Proposicion 3.4.10. Una trenza o;-positiva es geométricamente i-positiva.

Demostracion. Sea v = Bo;3 con 3,8’ palabras formadas por las letras a;'j_ll, ... ,afil, es claro que y

es o;-positiva. Consideremos I' diagrama reducido de «y. Por como son 3, 3’ se tiene I'; es la primera
curva de I" que no coincide con F;. Y o; hace que I'; corte primero a E7, es decir, v es geométricamente
i-positiva. Luego toda trenza o;-positiva es el producto de trenzas de la forma SBo;(’.

Por 1ultimo falta mostrar que el producto de trenzas geométricamente i-positivas es i-positiva. Para
ello si v y d son i-positivas, entonces vé tiene un diagrama §(I") reducido respecto a E cuyas primeras

1 — 1 curvas coinciden con Ey y 1 < 9. O

Para probar que toda trenza geométricamente i-positiva es o;-positiva es necesario introducir varias

definiciones primero.

Definicion 3.4.11. Sea I' un diagrama reducido de vy, definimos un arco util b de I' como un segmento

de alguna curva I'; que satisface las siguientes condiciones:

» b empieza en un punto de ey (puede ser el punto 0), y termina en una perforacion de D,,. Podemos

ortentar el segmento en este sentido.

= FElinterior de b no interseca ey, i.e., salvo el punto inicial de b, el segmento b no vuelve a cruzar

aep.
= El segmento b corta primero a D), i.e., la primera parte del segmento esta contenida en D).

Ademdas si I' contiene varios arcos ttiles, llamamos arco util mds a la izquierda a aquel que su

inico punto de interseccion con ey esté mds cercano (con el orden de R) al 0.

Proposicion 3.4.12. Si v € B,, es geométricamente 1-positivo y I' diagrama reducido de ~y. Entonces

I' contiene un arco util.

Demostracion. De manera exhaustiva veamos todos los casos posibles en que I'y puede interactuar con
e1. El primer caso es cuando I'; no cruza a ej salvo en su punto inicial, en este caso I'y es en si un arco
util. Ver caso a) en figura 3.9.

Para otros casos consideremos la curva cerrada en D tal que empieza en 0, sigue a I'; hasta la
primera interseccion con e; y luego un segmento de linea hasta 0 de nuevo. Esta curva cerrada acota
un disco S en D, y puede ser de tres maneras: I'1 interseca a e; por arriba, en 1 o por abajo. Como se
muestra en la figura 3.9.

Para los casos b) y ¢), se tiene que el disco S encierra minimo una perforacion de D,, ya que I' es
reducido (de forma contraria S seria un bigono). Luego existe I'; que tiene un punto extremo a esta
perforacion, I'; debe intersecar a e; o se intersecaria con I'1, por lo tanto I'; NS es un arco ttil de I'.

Para el ultimo caso d), construiremos la siguiente sucesion de simbolos + y —. Recorremos las
curvas de I' empezando por 0, escribimos el simbolo + si se cruza a e; por abajo y — si se cruza por
arriba o en 1. Si el recorrido empieza por +, la sucesiéon debe tener un — ya que la curva no esta
contenida en S. Por ello en la sucesion aparece un +— lo cual representa un segmento de curva que

junto a un segmento de e; acotan un disco S’. Ver inciso d) de la figura 3.9.
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Como T es reducido entonces S’ contiene una perforacion en su frontera (distinto de 1) o en su

interior. Si la perforacion esta en su frontera, una parte del segmento de curva formado por +— es un

arco tutil. Si la perforacion esta en el interior se reduce a los casos b) o ¢). O
T T
- ~
~ N S
rd N\, —
’ - \ /, \

rd Y 4 \ \ // N\,
. 9 l\ o ! o —~ 4 . \

0 : 1 VAR “ 1 A

g
S
~ ~
I/ \‘
V2 < »
0 €1 1 Iw
(c) T'; interseca a e en la perforacion 1. (d) T'; interseca a e; por abajo.

Figura 3.9: Formas en que I'y puede intersecar a eq.

Definicion 3.4.13. Sea v geométricamente 1-positiva, I' un diagrama reducido de v y b un arco itil de
I’ con extremos © € ey y una perforacion k. Decimos que 8 € B, es un deslizamiento sobre b, si 5(I")
es el diagrama resultante de desplazar la perforacion k sobre b hasta x y reetiqueta las perforaciones

comokw—1,j—j+1conje{l,...,k—1} y fija las demds. Si x = 0 entonces se agrega un segmento

de recta que separe a 0 y x, i.e., B(I'1) ~ e;.

Ejemplo 3.4.14. En la figura 3.10, se muestran dos desplazamientos sobre arcos 1tiles.

(a) Desplazamiento sobre un arco b que no tiene un extremo en la perforacion 0.

(b) Desplazamiento sobre un arco b que tiene un extremo en la perforacion 0.

Figura 3.10: Dos desplazamientos sobre arcos ttiles b.
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Proposicion 3.4.15. Sea v una trenza geométricamente 1-positiva, b un arco 1util mds a la izquierda
y B un deslizamiento sobre b. Entonces v es 1-positiva o 1-neutra, pero no 1-negativa y ademds 5 es

negativa.

Demostracion. Sea b un arco util mas a la izquierda de 7 con extremos x € e; y k una perforacion.
Hay dos casos, si  es 0 o un punto interior de e;. Si x = 0 por definicién de deslizamiento sobre un
arco util se tiene que B(I'1) ~ ey, es decir, 3(T') es 1-neutra.

Siz € int(ey) se debe verificar que B(I") reducido (sin bigonos) es 1-positivo. Para ello construiremos
un diagrama A de 37! tal que A; empieza en 0, sigue por e; hasta zg un punto cercano a = (rg = x —¢
con € > 0) y sigue paralelamente al arco b hasta k. Ver figura 3.11. Note que en efecto puede existir

un diagrama A de 7! con dicha A1, ya que deslizar sobre b lleva A; a e; por ser paralela a b;.

R N
o X < ° ®

%,

(a) Imposibilidad del caso 1. (b) Imposibilidad del caso 2.

Figura 3.11: Posibles bigonos de I" con Aj.

Ahora veamos los posibles casos de reducciones de I respecto a Aj.

1. Supongamos que I' tiene un bigono de tipo II cuya frontera contiene al arco b, entonces cortando
la banda delimitada por Ay, by ey, habria un bigono de tipo I entre I' y E4, lo cual es una

contradiccion por ser I' reducido. Ver inciso a) de la figura 3.11.

2. Supongamos que I' tiene un bigono de tipo II cuya frontera contiene un segmento final de la
curva Aj y otro segmento de una curva c de I' distinto a b. Entonces ¢ debe ser un arco 1til que
estd mas a la izquierda que b, lo cual no es posible por ser b el arco 1til méas a la izquierda. Ver

inciso b) de la figura 3.11.

3. Cualquier bigono de tipo I con respecto a Aj seria un bigono de tipo I respecto a E1, lo cual no

es posible.

Por la nota 3.2.9 se puede reducir A con respecto a I' tal que A; queda fija. Como 37! es 1-positiva

(revisar nota 3.4.6) y 871 < v (A corta primero a I'V), se tiene que 3 1-negativa y vf3 es 1-positiva. [

Definicion 3.4.16. Sea I' un diagrama reducido de v € By,. Si T'; es la primera curva que no coincide
con E1 y m es el nimero de intersecciones transversales de I' con la i-ésima curva de Eq. Definimos
la complejidad de ~v como el par ordenado c(v) := (i,m).

Le damos un orden a las complejidades con el orden lexicdgrafico donde la primera coordenada se
ordena al revés, es decir, (i,m) > (j,n) sii < j y (i,m) > (i,n) si y sélo si m > n. Por definicion la

complejidad de Ey serd (n,0).
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Ejemplo 3.4.17. Usando los diagramas de oy y Uzofl de la figura 3.2, se tiene que c(o2) = (2,0) y

clogort) = (1,1), por lo que c(o2) < c(oa07?).

Proposicion 3.4.18. Sea v € B, una trenza geométricamente i-positiva, entonces existe 8 palabra

formada por los generadores o; Tit1,...,0n—1 Y Sus inversos tal que satisface:
. -1 L.
= 3 contiene o; = una Unica vez.
= 3 no tiene la letra o;.

m v0 es geométricamente i-positiva o i-neutra.

c(vB) < e(v)-

Demostracion. Empecemos con ¢ = 1. Sea < una trenza geométricamente 1-positiva y I' diagrama
reducido de ~. Por la proposicion 3.4.12 existe un arco 0til méas a la izquierda b y con él una trenza
B € B,, deslizamiento sobre b.

Luego ¢(vf) < c(v) ya que al deslizar I' sobre b se deshace minimo una interseccion de I' con F;
(un extremo del arco b). Y por la proposicion 3.4.15 entonces /3 es 1-positiva o 1-neutra.

Ahora so¢lo falta probar que 3 no contiene por letra o; y contiene o, ! una tnica vez. Para ello
notemos que podemos escribir de forma explicita a 3 en término de los generadores o; y sus inversos.

Sea k perforacion extremo de b, procedemos de la siguiente manera:

» Escribimos oy si k debe permutar con k + 1 y el segmento final de b esta contenido en D). O si

k debe permutar con k — 1 y el segmento final de b esté contenido en D).

= Escribimos O’k_l si k debe permutar con k + 1 y el segmento final de b esta contenido en D). O

si k debe permutar con k — 1 y el segmento final de b esté contenido en D).

Se hace lo anterior para alfl(k:) extremo de U,fl(b), hasta que k +— 1. Ver figura 3.12. Con esto
en mente es claro que en la ultima interaccion se tiene por letra a o, L ya que el arco util b tiene su

segmento inicial contenido en D} y como k +— 1 ya no puede haber una letra oy u otra o] L

Figura 3.12: Escribir un deslizamiento sobre un arco ttil de forma explicita.

Para el caso i # 1 se tiene que las curvas I'; coinciden con e; con j € {1,...,i — 1}, por lo que la
union de las curvas I'; se puede considerar como un sola curva. Y asi el mismo argumento funciona

cambiando 1 por 1. O
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Teorema 3.4.19 (Forma canonica por la izquierda). Sea v una trenza i-positiva. Entonces existe una
forma candnica en palabras o;-positivas, es decir, v = Boo;B101 ... 0;8r donde B; son palabras formadas

+1 +1
por las letras 0,7, ...,0, 1.

Demostracion. Demostremos por induccién sobre la complejidad de ~.

» (n—1,0) es la complejidad mas pequena sin que la trenza asociada sea la trivial. La tinica trenza
positiva con complejidad (n—1,0) es o,—1. Asi 7y es una trenza geométricamente (n — 1)-positiva

y claramente es o, _1-positiva.
» Supongamos que se satisface para toda trenza i-positiva v tal que c(y) < (k,m).

= Si ¢(y) = (k,m), por la proposicion 3.4.18 existe § o;-negativo tal que v/ = 43 tiene menor
complejidad que v y ademaés es o;-positiva o o;-neutra (o;-positiva o oj-neutra con j > i), por
lo tanto se le puede aplicar la hipotesis de induccién y tiene una forma candénica. Por lo tanto

v =871 es una forma canénica para 7.
O

Nota 3.4.20. Todo lo hecho para trenzas i-positivas, se puede hacer para trenzas i-negativas. Ya
sea hacitendo lo mismo para su inverso, o haciendo proposiciones y teoremas andlogos cambiando la
definicion de arco 4itil. Dicho cambio seria que el segmento inicial de un arco itil corta primero a D),

en lugar de D).

3.5. Ejemplo.

Para enfatizar las ideas vistas en el capitulo, calcularemos el diagrama regular, la sucesiéon de corte

reducida y la forma canénica por la izquierda para la trenza v = 01020302_ 101_ L

Diagrama reducido: Para encontrar el diagrama reducido de ~, realicemos la accion de la trenza
« sobre [E1], aplicando un generador a la vez y teniendo cuidado de no formar bigonos con Ej. En la
figura 3.13 se muestran diagramas reducidos de o10903, 0'10'20§ y 01020502_ 1, al actuar o] L sobre el

diagrama reducido de 010203%05 1 obtenemos el diagrama reducido de v, mostrado en la figura 3.14.

Figura 3.13: Diagramas reducidos de 010303, 010'20'32’ y 01020302_ L

29



Figura 3.14: Diagramas reducido de v = 01020§0510;1.

Sucesion de corte: Nuevamente para calcular la sucesiéon de corte de v, lo haremos generador por
generador. El simbolo ~ representard que la sucesién se redujo mediante movimientos de reduccion,
los niimeros sobre las flechas representan los reemplazos hechos al aplicar un generador indicados en el

algoritmo 1 y si tienen un apostrofo representan los reemplazos por generadores negativos. Recordemos

4,4,5,6

0123452%01211345 2% 09311012045 ~013112045 50141124315
~ 0147112345 5250940314112147215
TSy, 014131293441113L11411021315

55,2 48,
L

S 01413 11134410424812111014104172027315

~07413711713141042371101470/1713]5

Asi la sucesion de corte de yes x(v) =014031113141042311401410)11315,
facilmente se puede verificar que esta sucesion de corte en efecto corresponde al diagrama reducido de
la figura 3.14. Ademés las sucesiones de corte reducidas encontradas en el proceso, corresponden a los

diagramas reducidos de la figura 3.13.

Forma canoénica por la izquierda: Antes de calcular la forma canénica por la izquierda de 7,
notemos que tanto del diagrama reducido o de la sucesién de corte asociada se tiene que 7y es una
trenza 1-positiva, asi podemos proceder como sigue:

Empezamos del diagrama reducido I'" de v de la figura 3.14, identificamos el arco util méas a la
izquierda, que en la figura 3.15 esta representado por un segmento de curva punteado, realizamos el
desplazamiento 8 a través de este y reducimos el diagrama S(I") tal como se muestra en la figura 3.15.
Del procedimiento dado en la demostracion de la proposicion 3.4.18, se tiene que 8 = o3 102_ 101_ L

Como el diagrama reducido después de realizar el deslizamiento no es facil de identificar de que
trenza se obtiene, usamos el hecho de que sigue siendo 1-positivo y volvemos a aplicar el mismo

procedimiento, es decir, identificar su arco 1til mas a la izquierda, desplazar y reducir.
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Figura 3.15: Identificar el arco ttil mas a la izquierda, desplazar a través de este y reducir el diagrama.

Con lo anterior se obtiene otro desplazamiento 3’ que de forma explicita es o7 ! ver figura 3.16. El
diagrama resultante es 2-negativo y técnicamente no tiene un arco tutil, pero del segmento punteado
mostrado en la figura 3.16 se deduce que desplazar a través de él se obtiene el diagrama F;. Dicho

desplazamiento es 8" = 0903.

.3 3"
— —

Figura 3.16: Desplazar a través de arcos hasta llegar al diagrama Fj.

Juntando toda la informacién tenemos que v83'3"” = 1, por lo tanto v = B"~1p'~1p~! y asi se

. . P . . -1 -1 92
tiene que «y tiene forma canoénica por la izquierda o5 0y 070203.
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Capitulo 4

Solucién al problema de la palabra via

diagramas de curvas de tipo F».

En esta ocasion, lo esencial al desarrollar un algoritmo para determinar cuando dos diagramas estan
en la misma clase de equivalencia en CD(E3) y encontrar una forma normal de una trenza, sera el
hecho de que la familia de curvas F> divide a ID,, en n componentes conexas, donde cada una contiene
inicamente una perforacion.

Cabe recalcar que habra una gran similitud entre lo hecho en el capitulo anterior y este, la nociéon
de diagramas reducidos es practicamente igual, los arcos ttiles y desplazamientos entre ellos tendrian
su analogo (arcos asociados a movimientos semicirculares y movimientos semicirculares). Pero atn asi

tendréa sus diferencias, como el hecho de tener clasificados todos los posibles movimientos semicirculares.

4.1. Definiciones y notacion.

Este capitulo esta basado en el articulo An algorithm for the word problem in braid groups|23|.
El diagrama FE5 dado en la seccién 2.2 es facil de describir y es 1til para visualizar las franjas en
las cuales se divide el disco D,,, y con ello probar que la accién es libre. Sin embargo, para fines de
demostrar la proposicion 4.3.7 ocuparemos una variante de dicha familia de curvas.

Esta familia consistird de n — 1 arcos con extremos en 9D, donde uno de ellos estd en D/ y el otro
en ID/. Si se traza un segmento de recta v perpendicular al eje real a través del punto 1, todos los

extremos de los arcos estan contenidos en la componente izquierda de D,, \ v. Ver figura 4.1.

Figura 4.1: Familia de curvas Fj.

32



Dado que dichas curvas dividen a ID,, en n componentes conexas y cada perforacién estd en una
Unica de éstas, entonces el argumento dado en la seccién 2.2 sigue siendo vélido y la acciéon de B,, sigue

siendo libre. Asi esta nueva familia de curvas sera Es.

Definiciéon 4.1.1. Decimos que T' € ¢cD(E3) es un diagrama de v € B,, si I' = p(FE3) con ¢ € 7.
Notese que Fo es un diagrama de 1 € B,,.
A las curvas de Eo las podemos enumerar desde e; hasta e,_1. Definimos la i-ésima curva de I’

como I'y = p(e;).

Al igual que con la familia de curvas Ej, denotaremos por I' - § o B(I') a un representante de
la clase [I'] - f = [p(I')] con ¢ € B. Con n = 4, en la figura 4.2 se muestran representantes de
[EQ]a [EQ] c02, Y [EQ] : (0201_1)'

Figura 4.2: Como agafl actia en Fy y representantes de [Es|, [Ea] - 02 y [Es] - agafl.
Durante el capitulo usaremos continuamente a Ej, por lo que reetiquetaremos sus curvas por e}
con i € {1,...,n+ 1} para evitar confusion con las curvas de Fj.

Definicion 4.1.2. Decimos que I' un diagrama de v contiene un bigono si al sobreponer E1 se forma
un bigono del tipo I en sentido de la definicion 3.2.6. Se dice que I' es reducido si no contiene ningin

bigono con E7 e interseca a E1 de forma transversal.

De manera similar a lo hecho en la secciéon 3.2, para todo I' diagrama de v se puede llevar a un
diagrama reducido I mediante movimientos de reduccién y dicho diagrama es tinico salvo isotopias

que fijen a E; y en todo tiempo ¢t mantenga transversales a I y Ej.
Definicion 4.1.3. Sea v € B, definimos la complejidad de v y de un diagrama I' de ~ como:
ca(y) = o) = [TV N E1| donde IV es un diagrama reducido de .

Ejemplo 4.1.4. Los diagramas de la figura 4.2 son reducidos y sus complejidades son ca(Fa) = 3,
CQ(EQ . 02) =5 Yy CQ(EQ . (020'1_1)) =9.

Ejemplo 4.1.5. Para n € Z* se tiene co(F2) = n — 1, ya que coincide con el numero de curvas de
Esy. Ademds para todo k € Z, i € {1,...,n— 1} se tiene ca(Ey - oF) = 2|k| + (n — 1), se sigue del hecho

que cada e; con j # i interseca solo una vez a By y al aplicar o; a e; genera 2 nuevas intersecciones.
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4.2. Movimientos semicirculares.

Definicion 4.2.1. Decimos que una trenza en B, es un movimiento semicircular si es de la forma
€ ~E € s > E ~E £ y y — y y, .
070541---0; CONTL < joo;0; q...0; coni>jye==xl. Podemos clasificarlos en cuatro tipos:
s Movimiento semicircular positivo ascendente si 0;0;41...0; con i < j.

s Movimiento semicircular negativo ascendente si 0;10;_11 . 0;1 coni < j.

» Movimiento semicircular positivo descendente si 0;0;_1...0; coni > j.

= Movimiento semicircular negativo descendente si 0;10;_11 e a;l coni>j.

Los generadores o; y sus inversos son simultdineamente ascendentes y descendentes.

Para entender la razén de su nombre, veamos como actiian sobre Fy. En la figura 4.3 se tiene un

ejemplo de como acttian varios movimientos semicirculares en F7 con n = 4.

S S C&

1 010203 1 2 3 + 030201 03 02 1

Figura 4.3: Movimientos semicirculares actuando sobre [E}].

En caso general, la accién de un movimiento semicircular sobre F; se puede interpretar geométri-

camente como:

= Positivo ascendente: Lleva el punto ¢ al punto j 4+ 1 trazando un arco semicircular contenido en

D" (por arriba) y k+ k — 1 para todo k € {i +1,...,5+ 1}.

= Negativo ascendente: Lleva el punto ¢ al punto j + 1 trazando un arco semicircular contenido en

DY (por abajo) y k+ k — 1 para todo k € {i +1,...,7+ 1}.

= Positivo descendente: Lleva el punto ¢ 4+ 1 al punto j trazando un arco semicircular contenido en

DY (por abajo) y k — k + 1 para todo k € {j,...,i}.

= Negativo descendente: Lleva el punto i + 1 al punto j trazando un arco semicircular contenido

en D" (por arriba) y k +— k + 1 para todo k € {j,...,i}.

Entonces cada movimiento semicircular distinto a los generadores y sus inversos, esté determinado
por un arco semicircular de D donde un extremo es una perforacion ¢ y el otro esta sobre una curva ej,
con k diferente a ¢ e ¢ + 1. En la figura 4.3 dichos arcos estan representados por las lineas punteadas.

Si el movimiento semicircular es o; o su inverso, al ser movimientos ascendentes y descendentes

simultaneamente, tienen dos arcos semicirculares. Para o; se tiene un arco con extremos en ¢+ 1 y un
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punto de €] por arriba y el otro tiene extremos en i y un punto de e} ,. Similarmente ocurre para sus
inversos.
Si 5 es un movimiento semicircular y b el arco semicircular determinado por . Denotamos por

int(b) al arco b menos sus puntos extremos.

Definicion 4.2.2. Sea I' un diagrama de . Decimos que B un movimiento semicircular es ajeno a

T, si al trazar el arco semicircular b asociado a B~' en el diagrama T' se tiene bNT = @.

Ejemplo 4.2.3. Para el diagrama I' = E5 - (agafl) de la figura 4.2. Notemos que los movimientos
semicirculares del la figura 4.3 no son ajenos a Eg-(agal_l), ya que el arco b asociado a cada movimiento
siempre interseca a I's. En la figura 4.4 se muestra como o1 y 0109 son ajenos a ', mientras que 02_101_1

no es ajeno a I'.

(a) El movimiento o; es ajeno al ~ (b) El movimiento o, 'o; ' es (¢) El movimiento 009 no es

diagrama. ajeno al diagrama. ajeno al diagrama.

Figura 4.4: Ejemplos de arcos semicirculares ajenos o no al diagrama Es - (0207 1).

4.3. Algoritmos de relajacion.

Algoritmo de relajacién estandar: Sea v € B,,, procedemos de la siguiente manera:
1. Construimos un diagrama D de ~.
2. Para todo movimiento semicircular 5 de B,, que sea ajeno a D, se calcula la complejidad de 5(D).

3. De todos los movimientos S del paso 2, se escoge 3’ tal que co('(D)) sea la minima. En caso de
haber mas de un movimiento semicircular con dicha propiedad, se elije el menor, en sentido del

orden descrito en la seccion 4.3. Se anota el movimiento 3’ y se reasigna D := /(D).
4. Si D es un diagrama de 1 € B,,, termina. En caso contrario regresamos al paso 2.

En resumen, estamos desenredando el diagrama D de « a través de acciones de movimientos semi-
circulares, de tal forma que en cada iteracidon la complejidad decrezca. En términos de trenzas, se esta

1

encontrando una factorizacion de v~ en términos de movimientos semicirculares. La demostraciéon de

que dicho algoritmo termina se hara en paralelo con su versién oj-consistente.
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Antes de hablar de la versién oi-consistente del algoritmo de relajacion, recordemos que una trenza
es oj-consistente si es oj-positiva, oj-negativa o oj-neutra (revisar definiciéon 3.4.8). Veamos que a
través de un diagrama reducido I'" de «, se puede identificar facilmente si es o1-positiva, o1-negativa
o oi-neutra. Se hard un abuso de notacion diciendo que I' un diagrama reducido de v es o1-positivo,

o1-negativo o oi-neutro si v lo es.
Proposicion 4.3.1. Sea I' un diagrama reducido de -y, entonces se cumple lo siguiente:

= v es o1-positiva si al ortentar I'y de abajo hacta arriba la primera interseccion de I'y con Fq estd

sobre €.

= v es o1-negativa si al orientar I'y de arriba hacia abajo la primera interseccion de I'y con Eq estd

sobre €.
= v es op-neutra si I'y no interseca a e'l, o equivalentemente e; ~ I'y.

Demostracion. El resultado es inmediato del hecho que la accién de U;ﬂ con i # 1 sobre Fs, tiene un

diagrama reducido D donde la primera curva de D es idéntica a e;. O

Ejemplo 4.3.2. En la figura 4.5 se puede observar como 010201_1 es o1-positiva, 01_102_101 es

o1-negativa y O'% es o1-neutra.

(a) 010907 ! es op-positiva.  (b) o7 o, Loy es o1-negativa. (c) 02 es op-neutra.
Figura 4.5: Ejemplos de trenzas o;—positivas, o1 —negativas y o1 —neutras.
) y

Algoritmo de relajaciéon versiéon oj-consistente: Sea v € B, una trenza oj-positiva. Si v es

o1 — negativa aplicamos el algoritmo para 1.

1. Construimos un diagrama reducido D de ~.

2. Para todo movimiento semicircular 5 de B,, que sea ajeno a D, no contiene ninguna letra oy y

B(D) no es o1-negativa. Se calcula la complejidad de (D).

Dichos movimientos semicirculares existirdn por la proposiciéon 4.3.7.

3. De todos los movimientos /3 del paso 2, se escoge ' tal que co('(D)) sea la minima. Se anota el

movimiento 3’ y se reasigna D := /(D) con D diagrama reducido.

4. Si D = E5, termina. En caso contrario volver al paso 2.
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Si v es op-neutra y no es la identidad, existe i # 1 tal que 7 es o;-positiva o o;-negativa. Asi
I' diagrama reducido de v satisface que I'; = e; para toda j < 4. Por lo tanto, la cerradura de la
componente de D, \ I';_; que contiene a las perforaciones i hasta n puede pensarse como un disco
con n — (i — 1) perforaciones y asi existe un diagrama reducido A de una trenza 6 € B,,_(;_1) tal que
Aj ~ T';ij—1(pensando I'y encajado en ]Dn,(i,l)), la cual serd op-positiva o o1-negativa dependiendo

de . Ver figura 4.6. Sobre este diagrama se puede aplicar el algoritmo a partir del paso 2.

Figura 4.6: Proceso de cortar por I';_; y obtener un disco con n — (i — 1) perforaciones.

Nota 4.3.3. En particular si se desea encontrar explicitamente la trenza &, consideremos el homomor-
fismo By, = B,__1) tal que 05— 1 s1j <iyojr 0j__y) sij>1. Siy esoj-positiva con una

descomposicion Pooif1 ... 0B, entonces § = Byo1B101 ... 018, con B = P(B;).

Definicion 4.3.4. Sea I' un diagrama reducido de v, decimos que la perforacion i estd siendo empu-
jada hacia arriba por T’ si una de las componentes conezas de ' ND) es un arco con extremos en ¢,
Y e;_H. A dichos arcos se les llamardn arcos con forma de U de i. Decimos que aq es el arco con
forma de U mds cercano a i si al trazar un rayo vertical que emana de ¢ en direccion hacia abajo se

mnterseca primero con Qg.

Ejemplo 4.3.5. Usando los diagramas de la figura 4.5. Podemos observar que: la perforacion 2 estd
siendo empujada hacta arriba por 0'10'20'1_1(E2),' la perforacion 1 y 3 estdn siendo empujadas hacia
arriba por Uflaglal(Eg) (note que la perforacion 1 tiene dos arcos con forma de U ); la perforacion 3

estd siendo empujada hacia arriba por o3(Es), ver figura 4.7.

(a) La perforacion 2 estd  (b) Las perforaciones 1 y 2 (c) La perforacion 3 esta

siendo empujada hacia estan siendo empujadas siendo empujada hacia

arriba por Ulagafl. hacia arriba por 0{105101. arriba por o3.

Figura 4.7: Ejemplos de perforaciones siendo empujadas hacia arriba por un diagrama.
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Proposicion 4.3.6. Sea v una trenza o1-positiva y I' un diagrama reducido de ésta. Entonces existe

una perforacion i distinta de 1 tal que i estd siendo empujada hacia arriba por I.

Demostracion. Recordamos que Ejs se eligio de tal forma que para v recta perpendicular al eje real que
pasa por 1, entonces todos los extremos de las curvas e; estan contenidas en la componente izquierda de
Dy, \v. Denotamos por ;" a la componente de D, \ v que contiene a las perforaciones i coni € {2,...,n}
unién v y por v\ = v N D).

Como I' es o1-positivo entonces existen curvas I'; que al orientarlas de abajo hacia arriba su primera
interseccion con Ej es en €] (I'; es un ejemplo de ellas), por lo tanto la primera interseccion xo de
I'; con v esta en v\ y por construccién su tltima intersecciéon z; con v también estd en v”. Mas atn
xg < x1 con el orden heredado del eje imaginario.

Luego T'; interseca a 7 y podemos concluir que una componente de I'; "D,/ tiene extremos en ey
y en e, con 1 < k < m. Pero m debe ser k + 1, de caso contrario existiria una componente conexa
(franja) de D, \ I" determinada por T';, I';41 o por I';_1, I'; que tendria més de una perforacion, lo cual

no es posible. Por lo tanto, la perforacion k # 1 esta siendo empujada por arriba por I'. O

Proposicion 4.3.7. Sea I' un diagrama reducido de v € B, no trivial y o1-positiva, entonces existe
un movimiento semicircular B tal que el arco semicircular asociado a B~1 estd contenido en D), B(T)

es o1-positivo o o1-neutro y ademds co(B(T)) < c2(T).

Demostracion. Por la proposicion 4.3.7 sabemos que existe al menos una perforacion k distinta de 1
tal que esta siendo empujada hacia arriba por I'. Veamos que podemos construir un arco semicircular
b de D, tal que k € by int(b) C (D, NT).

Consideramos ag el arco en forma de U mas cercano a k, y I'; la curva de I" tal que ap C I';. Asi
DM NT; tiene dos arcos ¢1 y ca donde uno de sus extremos coinciden con los extremos de ag. El otro
extremo de ¢; puede o no estar sobre 0D, pero el de ¢y debe estar sobre una curva e; € E.

Tomando b un arco paralelo a cs tal que un extremo sea k y el otro esté sobre e;- diferente al
extremo de cp. Ver figura 4.8. Claramente b es un arco semicircular contenido en D/ y tiene asociado
un movimiento semicircular 1.

Ahora veamos que dicho 3 decrece la complejidad. Sea D = 3(T") reducido, como S mueve la

/
7

movimientos de reduccion se deshacen todos los arcos con forma de U de k y decrece la complejidad en

perforacion k a la curva €, ésta es dividida en dos curvas mientras que €}, €}, 41 se unen, es decir, con
2m con m la cantidad de arcos en forma de U de k en I'. Ver figura 4.8. Por lo tanto c2(5(T")) < co(T).

Por ultimo, para mostrar que S(I') no es o1-negativa. Primero notemos que si un extremo de b no
esta sobre €] el diagrama 3(T") sigue siendo o1-positivo o op-neutro. En caso de que un extremo esté
en €/, el caso se reduce a un desplazamiento por un arco util, asi por la proposicion 3.4.18 B(I") es

01-positivo o o1-neutro y en conclusion S(I') no es op-negativo. O

Ahora si podemos demostrar que el algoritmo de relajaciéon version oi-consistente termina y dado
que la version estandar incluye todos los movimientos semicircular ajenos, entonces el algoritmo de

relajacién estandar termina si el algoritmo de relajacién oi-consistente termina.
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Figura 4.8: Existencia de un arco semicircular contenido en D/} en un diagrama o1-positivo.

Teorema 4.3.8. Para toda trenza v € By, el algoritmo de relajacion versidn oq-consistente termina.

Demostracion. Sea I' un diagrama reducido de =, la complejidad de v es finita.

= Si 7y es op-positiva, por la proposicion 4.3.7 existe un movimiento semicircular 5 que satisface
las condiciones del paso 2 del algoritmo de reduccién versiéon oi-consistente de tal forma que
c2(B(I)) < c2(I") y B(I') es o1-positivo o or-neutro. Si 5(I") es o1-positivo seguimos encontrando
movimientos semicirculares que decrecen la complejidad, por lo que en algiin momento se vuelve

o1-neutro o es la identidad.

» Si vy es oq-negativa se hace lo anterior con vy~ 1.

» Si I' es oj-neutro y no es la identidad, existe i € {2,...,n — 1} tal que T' es oy-positivo o
o;-negativo. Al aplicarle el proceso de cortar sobre I';_; se obtiene un diagrama o-positivo o

o1-negativo de ¢ (I') (donde v es el homomorfismo descrito en la nota 4.3.3).

4.4. Ejemplo

Nuevamente para enfatizar las ideas, apliquemos el algoritmo de relajacién versiéon oq-consistente
ala trenza v = 0102032)02_ 101_ ! Empezamos encontrando un diagrama reducido I' de ~, en la figura 4.9
se muestra dicho diagrama, es facil ver que sélo tiene dos arcos semicirculares contenidos en D ajenos
al diagrama, estos tienen asociados a los movimientos semicirculares 37! = g10903 y 67 = oy 101_ L

Notemos que aplicar el movimiento § se deshacen seis arcos en forma de U que estdn empujando a
la perforacion 4, mientras que al aplicar § se deshacen cinco arcos en forma de U que estan empujando
a la perforaciéon 1. Por lo tanto, 8 reduce mas la complejidad que 9.

Sea D = (I") reducido, se tiene un diagrama como en la figura 4.10, en este caso tiene un tnico
arco semicircular contenido en D/ asociado al movimiento semicircular 3'~! = o, observe que como es
un generador tiene otro arco contenido en D que también es ajeno a D. Cosa contraria al movimiento

semicircular o3 que uno de sus arcos (el superior) si es ajeno a D pero el inferior no.
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Figura 4.9: Diagrama reducido de Es - v y sus dos tnicos arcos ajenos contenidos en D).

Figura 4.11: Diagrama

Figura 4.10: Diagrama reducido de /. reducido de v34’.

Asi para D’ = /(D), encontramos un diagrama reducido como se muestra en la figura 4.11 y tiene

Yo5 . Observemos que al realizar

un tnico arco semicircular contenido en D/ asociado a 8”71 = o3
B"(D) se obtiene un diagrama equivalente a Fs, por lo que hemos terminado. Por lo tanto v-3-5"-8" = 1
y se tiene v = (03105 1) - (01) - (010203) = 05 ‘05 ‘030303, lo cual coincide con la forma canénica por

la izquierda encontrada en el ejercicio del capitulo 3.
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Capitulo 5

Solucién al problema de la palabra via

diagramas de curvas de tipo Fj.

A diferencia de los dos capitulos anteriores, en este se introducir4 un nuevo tipo de diagramas
obtenidos de diagramas regulares de trenzas y no mediante el grupo Mod(D,,) como se definieron los
diagramas de curvas, junto a una nocién de equivalencia y una accién de B,, sobre estos.

Resultara que estos diagramas y los diagramas de curvas de tipo F3 estan relacionados de una forma
estrecha (son equivalentes), con ello tendremos una forma menos topologica de describir los diagramas
de curvas y asi poder extender esta nociéon de diagramas de curvas al grupo de trenzas virtuales VB,

(capitulo 6) atn sin tener una superficie S donde Mod(S) = VB,,.

5.1. Proceso de deshacer cruces.

Este capitulo esta basado en el articulo On Recognition of Braids [11]|, complementado por [19].

Nota 5.1.1. En esta seccion usaremos de forma explicita el eje imaginario de C, dado que i se ha
usado para denotar a las perforaciones de D, para continuar con la misma notacion se escribird un

ndmero imaginario como a + by/—1 en lugar de a + b.

Recordemos que a toda trenza geométrica 8 = (A;, B;,d;) C R? x [0,1] se le puede asociar un
diagrama regular D en R x [0,1] C R x R>¢ ~ ﬁg, donde H’ = {z € C|Im(z) > 0} semiplano
superior cerrado. Asi D puede verse encajado en A tal que los puntos marcados A; y B; estén sobre
las lineas determinadas por Im(z) = 1 y Im(z) = 0, respectivamente, y atin méas A; = i ++/—1y
B; =i. A la linea determinada por Im(z) = 1 se le denotara por L; y a la determinada por Im(z) = 0
se le denotara por L. Ademés si los A; no se piensan como puntos marcados sino como perforaciones
de EQ, bajo el mismo argumento se tiene D C H,, := " \{1++vV-1,...,n++/-1}.

Por ltimo, recordemos que todo diagrama regular puede ser construido mediante la concatenaciéon

€1 €2 Ek
i1 Pig Oy,

con ¢ € {—1,+1} entonces el diagrama regular construido por bloques es tnico si no se aplican los

de bloques (diagramas regulares asociados a 0; y o; 1). Y si [ tiene una descomposicién en o

movimientos de trenzas.
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Nota 5.1.2. Ndétese que aunque para cada diagrama existe una unica descomposicion en bloques, esto
no significa que para cada trenza exista un unico diagrama regular construido por bloques, por ejemplo,

las trenzas B vy ﬂalafl claramente son iguales pero sus diagramas regulares construidos por blogques no.

Proceso de deshacer cruces por arriba: Sea D el diagrama regular de 5 € B,,, procedemos a

deshacer los cruces de la siguiente manera:

1. Los bloques asociados a o; y 0, L'se deshacen como se muestra en la figura 5.1

Ci i+l

(a) Deshacer el bloque asociado a o;.
i ifl. . N

X T~ /L

(b) Deshacer el bloque asociado a o; *.

Figura 5.1: Deshacer los cruces de los bloques asociados a o; y o, L

2. Si g =o05lo? -0k y D su diagrama regular, se empieza deshaciendo el primer cruce de arriba
112 1k

hacia abajo como en el paso 1, es decir, se empieza con a;f:ll.

3. Para deshacer el segundo cruce af; (y después los siguientes), sean d;, y d;,+1 las cuerdas que
se cruzan, de acuerdo a €;, una cuerda cruza por arriba a la otra, deslizamos hacia arriba ésta

sobre la otra cuerda hasta llegar a su extremo.
4. Se repite el paso 3 hasta que se deshagan todos los cruces de D.
5. Todas las cuerdas que se intersecan con L; deben hacerlo de forma transversal.

Ejemplo 5.1.3. En la figura 5.2 se muestra el diagrama regular asociado a 0102_2 y como se le aplica

el proceso de deshacer cruces.

<

Figura 5.2: Ejemplo de como deshacer los cruces del diagrama regular asociado a o105 2,

Definicion 5.1.4. Denotaremos por c¢D, al conjunto de diagramas obtenidos al deshacer diagramas
requlares de B,,.

Se define una relacion de equivalencia sobre cD,, tal que D1, Dy € cD,, estan relacionados si y sélo si
existe un homeomorfismo ¢ de Hy, a si mismo tal que fije a Lo, a las perforaciones (¢ € [id] € Mod(H,,))

y p(D1) = Dy. Denotamos por CD,, := CD”/N a las clases de equivalencia.
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Definicién 5.1.5. Sea D € ¢D,, y D' diagrama reqular de una trenza 3. Definimos el pegado de D’
a D por arriba si se reescalan ambos diagramas de tal forma que las de D perforaciones estén sobre
la recta determinada por Im(z) = % y se concatena D a D' de tal forma que toda curva de D pase por
arriba de las curvas de D’.

Definimos de forma andloga al pegado de D' a D por abajo donde lo tinico que cambia es que
se concatena D' a D. En la figura 5.3 se muestran los pegados entre el bloque asociado a o1 con el

diagrama de la figura 5.2 por arriba (inciso a) y por abajo (inciso b).

(a) Pegado por arriba. (b) Pegado por abajo.

Figura 5.3: Pegado entre el bloque asociado a o; y un diagrama deshecho de o104y 2,

Ahora podemos definir dos acciones de B, sobre C'D,, una por la izquierda y la otra por la derecha.
Sea D € [D] € CD,, v € B, y I diagrama regular asociado a -, definimos a v * [D] := [D'] donde
D’ es el diagrama resultante de deshacer los cruces del pegado de I' con D por arriba. Y de forma
similar definimos [D] % 8 := [D’] donde D’ es el diagrama resultante de deshacer los cruces del pegado

de I' con D por abajo.

Proposicion 5.1.6. Las funciones x : B,, x CD,, - CD,, y x: CD,, x B, — CD,, como se definieron

antes son en efecto acciones de grupos.

Demostracion. Demostraremos solo el caso de la accién por la izquierda, el caso de la acciéon por la
derecha es analogo.

El diagrama regular de 1 € B, es el diagrama formado por los segmentos de rectas paralelas que
unen a i con i ++/—1, lo denotamos por I,,. Al pegar I,, con cualquier diagrama D € ¢D,, por arriba
y deshacer los cruces se queda el mismo diagrama D, es decir, 1 % [D] = [D].

Sean 1,72 € B,, D € [D] € CD,, y I'1, I'; diagramas regulares asociados a 71 y 72 respectivamente.
Tenemos que 71 * (y2 % [D]) = (7172) * [D], esto se sigue directo del hecho que si I" es un diagrama
regular asociado a 172 éste es equivalente a concatenar I'y a I'y.

Ahora solo falta probar que esté bien definida la accién, para esto se debe verificar que para toda
relacion R de B,, se satisface R * [D] = [D]. Para el caso de o;0; = 0j0; con |i —j| > 2 se cumple
del hecho que las cuerdas que mueve o; no afectan a las cuerdas que afecta o; y viceversa. Para la
relaciéon o;0;110; = 0;410;0;41 se demuestra en la figura 5.4 donde D es cualquier diagrama y los arcos

superiores representan las curvas que se intersecarfan al pegar un diagrama regular por arriba. O
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Figura 5.4: Prueba de que 0;0;410; * [D] = 0410041 * [D].

Ejemplo 5.1.7. Si g = 0102_2 y [I,] € CD,, con I, diagrama identidad, en la figura 5.5 se muestra a

B * [I,,]. Note que el diagrama resultante es equivalente al diagrama de la figura 5.2.

Figura 5.5: Accion de o105, sobre [I,)].

Proposicion 5.1.8. Para toda trenza 5 € By, se satisface que [ x [I,,)] = [I,] * 5.

Demostracion. Sea D un diagrama regular de (3, por ser % una acciéon, concatenar D a I, (5-1) y

deshacer cruces estd en la misma clase que concatenar I, a D (1 - ) y deshacer cruces, es decir,

B * [I] = [In] % 5. O

Proposicion 5.1.9. La accion x, tanto por la izquierda o derecha, es transitiva. En particular, para

todo D € ¢D,, existe § € B,, tal que [D] = B [I,] = [I,] * 8

Demostracion. Se sigue de inmediato de la proposicion 5.1.8, ya que D se obtiene de deshacer un

diagrama regular de una trenza [, por lo que D € [ x [I,,]. O
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Teorema 5.1.10. La accion *, tanto por la izquierda como por la derecha, es libre.

Demostracion. Sean (31, B2 € By, tal que 31 * [D] = 33 % [D], por la proposicion 5.1.9 basta con verificar
solo el caso (1 * [I,] = B2 x [I,]. Sean Dy, Dy diagramas regulares de 31 y (32, de las equivalencias de
definiciones de trenzas (seccion 1.2) Dy y Do son diagramas regulares de la misma trenza (3 si y s6lo
si se puede llevar un diagrama al otro mediante movimientos de trenzas, luego el proceso de deshacer
cruces preserva las relaciones de trenzas que son equivalentes a los movimientos de trenzas. Por lo

tanto, si D] y D) son los diagramas obtenidos al deshacer los cruces de D; y Da, respectivamente,
B1 * [I,] = [D}] = [Dh] = B2 * [I,] siy solo si f1 = fo. O

Definiciéon 5.1.11. Decimos que D € [D] € CD,, es reducido si no forma bigonos de tipo I ni I1

(en sentido de la definicion 3.2.6) con la linea L.

Nota 5.1.12. Nuevamente un diagrama reducido es unico salvo isotopias relativas en H,,. El teorema
anterior nos da otra solucion al problema de la palabra de B,,, 51 = B2 si y sélo si By * [I,] = B2 * [I,],
o equivalentemente si D1 € By * [I,], Dy € B * [I,] diagramas reducidos, entonces Dy ~ Ds.

Notese que la solucion se obtuvo de una forma meramente combinatoria, el factor topoldgico (isotopias
de H,,) se traduce en solo justificar porque “no importa como se dibujan” los diagramas obtenidos al

deshacer diagramas requlares. Esto serd de gran importancia en el capitulo 7.

5.2. Relaciéon entre CD, y CD(Ej3).

Para encontrar alguna similitud entre C'D,, y C' D(E3), primero encontremos una forma de relacionar

las isotopias de H,, y D,,.

A . . . . . 2 .
Proposiciéon 5.2.1. El disco unitario D? es una compactificacion por un punto de H y ademds

D2\ {y/—1} ~ 0"

Demostracion. Usando la proyeccion estereografica ¢ : S?2 — C se demuestra que S? es una compac-
tificacion por un punto de C y por lo tanto q|g2\ [y : S2\ {N} — C homeomorfismo donde N es el
polo norte [17].

Asi podemos encajar a " y D? en S? mediante los mapeos q]EQI\{N} y ¢ : D? < S? tal que
(x,2) = (x,V1— 122 — 22 2). Se tiene que q|§§\{N}(ﬁ2) C «(D?), «(D?) \ q|§21\{N}(E2) = {N} y «(D?)
cerrado en 52, es decir, D? es la compactificaciéon por un punto de " y D2\ {V/—1} ~ . O

Proposicién 5.2.2. Homeo(D?*\{v/—1}) ~ Homeo(D?) y Mod(D?) ~ Mod(D?\{y/—1}) ~ Mod(ﬁQ).
Demostracion. Sea ® : Homeo(D?) — Homeo(D? \ {\/—1}) tal que ¢ — Clp2\ (=T}
Dado que ¢(z) = ¢|p2\ /=13 () para todo x # /—1 se verifica claramente que
(¥ 0 ©)|p2\ {y=1} = Ylp2\(v=1} © Clp2\ (=T}

es decir, ® es homomorfismo.
Si f € ker(®) entonces f fija a todo punto de D? \ v/—1, pero f fija a v/—1 en D? por definicién.

Por lo tanto, f fija a todos los puntos de D? y por unicidad del neutro, f = idpz2, es decir, ® inyectivo.

45



Si ¢ € Homeo(D? \ {/—1}) entonces es un homomorfismo en si mismo que fija a (D? \ {/—1})
por lo que al extender ¢ a ¢’ : D* — D? definiendo ¢'(v/—1) =v/—1y ¢ = go’h[)g\{\/jl}, se tiene que
¢’ € Homeo(ID?), ya que es un homeomorfismo que fija a dD?, es decir, ® es suprayectivo. Por lo tanto
Homeo(D? \ {V/—1}) ~ Homeo(D?).

Por dltimo al hacer el cociente bajo isotopias se obtiene el mismo grupo, ya que si H isotopia
de D?, entonces Hlp2\;/=1} es una isotopfa en D? \ {v/—1}. De manera similar si H isotopia de
D? \ {\/—1} se extiende a una isotopia de D? solo definiendo H(y/—1,t) = y/—1 para toda t. Por lo
tanto Mod(D?) ~ Mod(D? \ {\/—1}) ~ Mod(ﬁ2). O

Corolario 5.2.3. Para toda n > 0 se tiene que Mod(Dy,) ~ Mod(H,,).

Sea n > 0 fijo, recordemos que D C C es el disco que contiene el intervalo [0,n + 1] (homeomorfo
aD?), D, =D\{1,...,n} yH, =D\ {1+v-1,...,n+v—1}.

Sea N el punto mas alto (la imagen de v/—1 en D) de D,,, por la proposiciéon 5.2.2 y nuevamente
usando argumentos de extender y restringir funciones se tiene Mod(D,,) ~ Mod(D,, \ {N}) y por la
proposicion 5.2.1 Mod(D,,) ~ Mod(D,, \ {N}) ~ Mod(H,).

Proposicion 5.2.4. Para toda n > 0 eziste f : 0 - D\ {N} homeomorfismo tal que f(I,) = Es.

Demostracion. Sea g : 0 - D \ {N} homeomorfismo, para i € {1,2,...,n — 1} definimos a s; a los
segmentos de recta en A tal que unen i ++/—1 con (i + 1) + /=1y s, segmentos de recta de i tal
que unen i con (i + 1).

Existen ¢ € Homeo(D) y ¢ : D — D homeomorfismo que fija la orientacion (no necesariamente
fija OD) tales que ¥ o ¢ o g manda el diagrama I,, en E3. Prosigamos como sigue:

Si s = |Jsi, entonces ¢ es el homeomorfismo que lleva g(s) al intervalo [1, n], luego consideramos
U una vecindad regular del intervalo [1,n] y ¥ es un homeomorfismo que rota a D?\ U hasta que cada
g(s}) sea una proyeccion hacia la semicircunferencia inferior de [i,7 + 1].

Por tltimo, si s/ son los segmentos de recta en m que unen a i con i ++/—1, entonces 1) oo g(s!)
son curvas tal que unen los extremos de 1 o g(s}) con i y i + 1, asi mediante una h € Homeo(H,,) se

pueden enderezar las curvas a segmentos de rectas. Por lo tanto f =hotopoglleva I, a Es. Ul

glst)

Figura 5.6: Proceso para llevar I, a Es.

Nota 5.2.5. Dado que Mod(ID,,) estd generado por los o;, por el corolario 5.2.3 tenemos que Mod(H,,)
estd generado por [f L oa;o f] con f el homeomorfismo descrito en proposicion 5.2.4. Por lo tanto o;

denotardn tanto a los generadores de Mod(Dy,,) como de Mod(H,,).
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Proposiciéon 5.2.6. Si § = Ufllaf; . Uf: € B,,, entonces la funcion B — B tal que invierte el orden

g1 __E € €k Ek—1 5
oo oko; ..ot
112 1k 1k

i i €s un automorfismo de By,.

en que aparecen los generadores, es decir, o

Demostracion. Es directo del hecho que o; — o; para toda i (es biyectiva) y que las relaciones de B,

son simétricas. O

Teorema 5.2.7. Para toda trenza 3 € By, f(B * [I.]) = [E3] - B donde f es el homomorfismo de la
proposicion 5.2.4, en particular f(CD,) = CD(Es).

Demostracion. De la proposiciéon 5.2.4 podemos definir otra acciéon de B,, por la derecha en CD,, tal
que [I,] - B = f~Y([Es] - B) y por la nota 5.2.5 dicha accién es equivalente a hacer medios giros de
Dehn sobre los segmentos de recta i ++/—1y (i + 1) + +/—1. Por lo tanto el problema es equivalente
a mostrar que - y * tienen las mismas o6rbitas.

Para lo cual basta comprobar que para cada o; y sus inversos se cumple que [I,] -afcl = aiil x[I,] y
si [Ip] - (0i04) esigual a (o;05) * [I,] 0 (0504) % [I,,] con |i — j| < 2. Lo primero se verifica en la figura 5.7
para o; (para o; © es similar), luego en la figura 5.8 se verifica que [I,] - (0;07) = (0;0:) * [I,,] para el
caso i = j — 1 (el caso i = j + 1 es similar). Por lo tanto, [I,,] - 3 = B * [I,,] ¥ ya que invertir el orden

de los generadores es un automorfismo se sigue que - y * tienen las mismas orbitas. O

Figura 5.8: Prueba de que 00,41 * [I,] = [I,,] - 0i4105.

Ejemplo 5.2.8. En la figura 5.9 se muestra una representante de [I,]- (02_201), note que es equivalente

al diagrama obtenido en la figura 5.5.

i . ALY Vel
t; N P
'(}'21 '(T.Zl ex|
2, — o
———o—

2

Figura 5.9: Accion mediante medios giros de Dehn de o, “oy sobre [I,,].
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Corolario 5.2.9. La accion - de B, sobre CD(E3) es libre.

Demostracion. - es libre ya que * lo es. Esto termina la prueba pendiente de la proposiciéon 3.1.6. [

5.3. CD(F3;) y automorfismos de F),.

Hay una forma de interpretar los diagramas de curvas de C'D(E3) como automorfismos del grupo

libre con n generadores F;,. Para ello ocupamos los siguientes resultados.

Teorema 5.3.1. El grupo fundamental del disco con n perforaciones es isomorfo a un grupo libre con

n generadores, i.e., m (D) ~ F,.

La demostracion se puede consultar en [17], donde los n generadores ¢; se ilustran en la figura 5.10.

Figura 5.10: Lazos generadores de m1(Dy,).

Introducimos la siguiente notaciéon, denotamos por e; a las curvas de E3 y por 7’ al extremo de e;

que esta sobre OD, ver figura 5.11. Y para cada § € B,, denotamos por (e;) := [¢(e;)] con ¢ € 5.

Proposicion 5.3.2. Para todan > 1y B € B, B(e;) se puede considerar como un lazo de Dy,.

Demostracion. Sea n > 1 fijo, para cada perforaciéon i centramos un circulo ¢; de radio n%rl

Ahora consideremos \ : D, — D/, tal que A(D,) es el disco que tiene por didmetro el intervalo
[%, n+1-— %] (A es una homotecia compuesta con una traslacion), en D, denotamos por P al punto
més bajo del disco.

Unimos P a cada A() con un segmento de recta €}, definimos ¢; al lazo que empieza en P, sigue e/,
continua por A(e;) hasta intersecarse con A(¢;), recorre el circulo una vez en sentido a las manecillas

del reloj y regresa a P por \(e;) y €. Ver figura 5.11.

lf n
.’)I

r4

Figura 5.11: Forma de pensar una curva de E3 como un lazo generador de m1(Dy,).
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Note que cada t; es homotopico a los generadores de la figura 5.10. Luego para 8 € B,,, podemos
definir 5(¢;) como se definio6 ¢; pero cambiando que recorre a A(e;) por A(¢(e;)) con ¢ € By se obtiene

un lazo de D,,. Asi el mapeo S(e;) — [B(t;) nos permite pensar a 3(e;) como un lazo en D,,. O

Como cada curva ((e;) es un lazo en D, y m1(D,, P) = F),, entonces existe una descomposicion
tnica de (e;) en términos de los generadores ¢;, dicha descomposicion se puede obtener con el siguiente
algoritmo.

Sea 3 € B,,, por simplicidad de dibujo pensemos 3 * [I,,] en lugar de [E3] - 3 que por lo hecho en la

secciéon 5.2 y en especial el teorema 5.2.7 es equivalente.

a. En H, trazamos la linea Ly determinada por I'm(z) = 2, también para cada i trazamos v; segmento

de recta entre i ++/—1y i + 2¢/—1.

b. Escogemos D € x[I,] € CD,, diagrama reducido tal que D no interseca a Lo, si interseca a alguna

v; lo hace de forma transversal y no forma bigonos de tipo I ni I con ningin segmento v;.
c. Se orienta cada curva de D de abajo hacia arriba.

d. Para la i-ésima curva d; de D, construimos una palabra en términos de ¢; donde el orden en que

aparecen las letras depende de la orientacién de d; como sigue:

1. Si d; atraviesa a v; de izquierda a derecha se escribe t;.

2. Si d; atraviesa a v; de derecha a izquierda t;l.

3. Cuando llegue a una perforacion j se escribe ¢;.

4. Una vez llega a una perforacion se regresa por el mismo camino en sentido contrario.

Sea S; la palabra formada por los pasos 1 y 2 hasta antes de que la curva llegue a una perforacion,
la perforacion a la que llega d; claramente es w(3)(i) con 7(f5) la permutacion asociada a 3, y en el

paso 4 la palabra formada es S, 1 Asi d; describe una palabra de la forma Sitr)(i)S; L

Proposicion 5.3.3. Para cada i, la palabra Sitw(ﬁ)(i)S;l obtenida del algoritmo anterior coincide con

la descomposicion unica de 5(e;) en generadores t;.

Demostracion. El anotar t; o t;l significa que el lazo generador correspondiente rodea a la perforacién
j en un sentido u otro. Al escoger un diagrama que no forma bigonos de tipo I con los segmentos v;,
se asegura que no hay subpalabras de la forma tjtj_l ni tj_ltj, y dado que tampoco se forman bigonos
de tipo I, se asegura que el lazo generador haga toda su trayectoria, ver figura 5.12. Por lo tanto,

Sitx(8)(6)S; ! es la descomposicion tnica en generadores tj. O

U e

/

-
J

Figura 5.12: Prohibir generar bigonos de tipo I y II, excluye las reducciones triviales y lazos incompletos.
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Definiciéon 5.3.4. Sean 8 € B, y para cada 7, Sitﬁ(ﬁ)(i)Sfl las palabras formadas por el algoritmo ante-

rior. Definimos las coordenadas de la trenza (3 como w(B) := (Sitx(g)(1); S2tr(8)(2)s - - - » Snlr(8)(n))-

Ejemplo 5.3.5. Para 8 = a10,° la figura 5.13 se tiene que w(o10y2) = (tita, t3 1, t3 117 t3).

1 9 3] Ly

A

Figura 5.13: Algoritmo aplicado a diagrama reducido de oj05 2,
Proposicion 5.3.6. Para toda trenza f3, las coordenadas de la trenza w(fB) son tnicas, es decir, no
depende del diagrama D escogido.
Demostracion. Sean D y D' diagramas de (8 x [I,,], cada uno tiene como coordenadas de trenzas a:

w(B) = (Sitx(p)(1)> S2tr(3)2)s - - - » Sutr(g)n)) ¥ W(B) = (Sitr(s)(1)> Salr(8)2)s - - - » Sntr(B)(n))-

Como D y D’ son isotopicos en particular cada d; isotopica a d}, es decir, Sitr)(i) = Sl{tﬁ(ﬁ)(i), por

lo tanto S; = S/ para toda i. O

Para probar que las coordenadas de trenzas nos dan otra soluciéon al problema de la palabra, es decir,

w(f) = w(f’) sty solosi B = . Usaremos el siguiente homomorfismo sobre Aut(F,).

Proposicion 5.3.7. Si F,, es el grupo libre con n generadores, la funcion ¢ : B, — Aut(F),) tal que

T xStk #£i,i+1 T sikF i+ 1
N — -1 -1\ _
¢(Uz) =\ Ti 7 TiTi+17, ¢(‘7@' )= T > Tjq
—1
Tit1 = T4 Tit1 7 T TiTit1

es un homomorfismo.

Demostracion. Para comprobar que es homomorfismo basta con verificar que se satisfacen las relaciones
de trenzas, es decir, ¢(o;0;) = ¢(0j0;) para |i — j| > 2y ¢(0i0i110;) = ¢(0i410i0441). La relacion
oi0; = 0j0; se satisface del hecho que ¢(o;) deja fijo a los generadores que mueve ¢(o;) y viceversa.

Para la relacion o;0;410; = 01100441 denotemos por s; := ¢(0;), calculando se obtiene:
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TE 5 T s 1 o5 x, sik#d,i+ 1,14+ 2.

Si —1 Sitl -1 ,.-1 Si -1 -1
Ti —> Ti%i41T;  — TiTit 1054205 (1 T; — TiTit 1054205 {1 T;
¢(0i0i+10i) : s i1 si 1
Titl —> T — > Tj —7 TiTi41T;

S; Sit1 S;
\$i+2 = Ti42 — Tj41 —7 Ty

Si4+1 Si Si41 . .. .
Tp —— T —> Tp —— 1), sikF#i,i+ 1,1+ 2.
Si41 S —1 Si+1 -1 -1
Ti —> Tj — Ti%i41L; — TiTit 1054205 (1 T,
¢(01+10201+1) : i1 1 s _1 Sit1 -1
Titl — 7 Tip1Ti42T, ) — TiTip2X; ~ — TiXi 1T,

Sit1 Si Si4+1
\xi_;_Q — Tij+1 — Ty —— T

O

Nota 5.3.8. Para = afll ij .. .af:, el homomorfismo ¢(3) actia sobre los x; de derecha a izquierda,

es decir,
¢(B)(x;) = ¢(05! 052 ... 038 ) (x5) = ¢(0f! 032 .. .07~ (p(oF) ()

Teorema 5.3.9. Para toda n > 0, ¢ es inyectiva y ademds para toda B € By, se satisface que:

w O(B)(zk) = Ukmﬂ(ﬁ)(k)Uk_l donde Uy, es una palabra en generadores x; y w(53) es la permutacion

asociada a 3.

» O(B)(T122. .. ) = X122 ... Ty
Para cada 8 € By, denotamos por W(B) := (U1Z(g)(1)s - - - » UnTr(8)(n))-
Este es un resultado clasico descrito en [3], se puede revisar su demostracion también en [5] o [15].

Ejemplo 5.3.10. Para 8 = 010;2 se tiene W(B) = (x1z2, xglxl, x;lela:g), note que si t; = x;
entonces coincide con w(B) del ejemplo 5.3.5.

-1 -1
So So S1 -1
rN —— X1 ——> 1 — :(;13;2371

—1 —1
-2\ . S S _ S _
P10y ) : Ty 2 T3 —— Tq 1:1:2563 RIS Tq 1961333
st 1 S5 1 -1 s1, —1 —1
T3 — Ty T2X3 — > T3 Ty T3T2X3 —2» Ty T T3T1T3

Proposicion 5.3.11. Para toda trenza B € By, se tiene w(f) = w(B) haciendo t; = ;.

Demostracion. Igualar t; = x; quiere decir tomar como generadores a los lazos de la figura 5.10, asi
el problema es equivalente a que 8 y ¢(8) actien de igual forma sobre los lazos ¢;. Ademés solo es
necesario verificar para los generadores o;.

Es claro que tanto o; como ¢(o;) actian de igual forma para los lazos t; con j # i. Asi que
veamos que lazo representa ¢(t;) = titiy1t; Len Dy, el lazo t;t;11 es homotopico al lazo que encierra
a las perforaciones i y i + 1, y al componerlo con ti_l se obtiene un lazo homotopico a o;(e;+1). Ver
figura 5.14.

Por lo tanto para toda 1, Uitﬂ(ﬁ)(i)Ui_l Y Sitr(8)(i)S;

. son palabra en generadores t; de (e;), pero

por el mismo razonamiento de la proposiciéon 5.3.6 se tiene U; = S; para toda i. 0
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(a) Lazo titi+1. (b) Lazo titi+1ti_1'

Figura 5.14: 0% y ¢(0;) actiian de la misma manera sobre ;.

Proposicion 5.3.12. Sean f1, 2 € B, w(B1) = w(B2) si y sdlo si 1 = PBa, es decir, una solucion al

problema de la palabra.

Demostracion. Es una consecuencia directa de la inyectividad de ¢. O

5.4. Ejemplo.

10’{ ! de las dos secciones pasadas. Calculamos un diagrama

Usando el mismo ejemplo v = 01020’%0;
regular de v como se muestra en la figura 5.15 y a partir de este es facil ver que las coordenadas de

trenzas de v son w(y) = (titaty, trtaty 't o, titaty ] M, tits).

Figura 5.15: Diagrama reducido de 7.

1 _—-1_2
0, 010203

Como verificacion de lo hecho en los ejemplos de las dos secciones pasadas, si 7' = o5
calculemos sus coordenadas de trenzas mediante el homomorfismo ¢. Asi si s1 = ¢(01) v g = ¢(0203)

se tiene que:

r 2 -1
g s -1 -19 -1 —
1 — I —1> T1T2T1To 11'1 1 — T1T4T1Ty 1{L‘1 1
2 -1
g -1 8 — -1 -1 9 -1 — 1 —
T2 = T2T3Tq 1 BTN T1T22q 1:63:L“1I2 1331 1 — T1T4%¢ 1564 1$2$C4331I4 1331 1
o(v) : $2 —1
g -1 °1 -1 —-1,.-1 9 —1,_.—1 —-1,_.—1
T3 —> T2T4Xg = —> T1T2X] T4T1T9 Ty —> T1T4T] Ty TITAT1T, Tq
2 -1

g s _ _
T4 To — T1ToT] LR T1T4T] L

Por lo tanto w(y') = (w1$4x1,1‘1x4$f1x;1x2,x1m4x1_1:v1_1:c3,:v1x4), por lo que si x; = t; se tiene

w(y) = w(v), es decir, vy =+.
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Capitulo 6

Grupos de trenzas virtuales y el problema

de la palabra.

La teoria de nudos virtuales fue introducida por L. Kauffman en [16], como una extension a la
teoria clasica de nudos. Hay multiples definiciones de nudos y enlaces virtuales descritos en [18], pero
para el objetivo de la tesis utilizaremos la definiciéon por diagramas regulares de nudos virtuales.

Un diagrama regular de un nudos virtuales, se comportan igual que en el caso clésico, con la excep-
cién de un nuevo tipo de cruce llamado cruce virtual, representado generalmente por un circulo, estos
cruces se relacionan con los clasicos mediante los movimientos de Reidemeister generalizados

descritos en la figura 6.1.

() (29 (2
x) : - :

o~

!
2, %

KoK

Figura 6.1: Movimientos de Reidemeister generalizados

Al igual que en caso clasico, se obtuvo una teoria de trenzas virtuales introducida por S. Kamada
)
en [14] para encontrar invariantes topologicos de los nudos virtuales mediante teoremas anélogos a los

teoremas de Alexander y Markov del caso clasico [18].
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6.1. Trenzas virtuales.

Definicion 6.1.1. Definimos al grupo de trenzas virtuales VB, como el grupo de trenzas cldsicas
B,, agregando un nuevo tipo de cruce llamado cruce virtual, estos se relacionan con ellos mismos y con
los cruces cldsicos mediante los movimientos de Reidemeister generalizados descritos en la figura 6.1.

De forma geométrica se puede representar a los cruces virtuales como el cruce en la figura 6.2, y

las relaciones como en la figura 6.3.

T; Ti

Figura 6.2: Cruce clasico y cruce virtual.

Iy i itl... J j+1 i il i+l i itl...
- Féﬁ }J B@g ( N ﬁ
: — - ML L ! ———

i+‘
—_

! i+ 1 i+2 i i+ 1 i+2 2 i i+1 i t+1
&

i i+l i+2 i i+ 1 i+
& r Y A\‘ . . 5 Y
N ; . {\ N

Figura 6.3: Relaciones extras de trenzas.

Asi el grupo de trenzas virtuales tiene la siguiente presentacion.

0i0i+10; = 0i4+10i0i41, 005 = 04504 Si|i —]| > 2
o 2 . .
VBn = 01,02, ,0n—1,7T1,72, "+, Tn—1 | TiTit1Ti = TitATiTin1, TiTj = TjTi, T = 1 sili —j| > 2
TiOi4+1T; = Ti4+10iTi+1, TiO'j = UjTi S’i|i —j| Z 2
Nota 6.1.2. Notemos que el subgrupo de VB,, generado por los T; con i € {1,2,--- ,n} es isomorfo al

grupo simétrico Sy, ya que admiten la misma presentacion.

A la representacion geométrica de los generadores de VB,, de la figura 6.2 las llamaremos bloques
asociados a o; y 7, respectivamente. De manera similar a las trenzas clasicas, toda trenza virtual se
puede representar como la concatenaciéon de bloques, a esta representacion se le llamara diagrama
virtual regular. Ademés, sin pérdida de generalidad podemos suponer que el diagrama esta contenido

en el semiplano superior cerrado H™ (o en H,,) y que los puntos marcados estan sobre las rectas Lo y

L; (recordemos que Ly es la recta determinada por I'm(z) =0y L; por Im(z) =1).
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Ejemplo 6.1.3. En la figura 6.4 se muestran diagramas virtuales requlares asociado a las trenzas

720102 Y 010271

N
AN
A A

Figura 6.4: Diagramas virtuales regulares de las trenzas mo109 v 010271, respectivamente.

Proposicion 6.1.4. Eziste un homomorfismo w : VB, — S, tal que o; — (i i+1) ymi— (1 i+1). A

la imagen de w(B3) se le llamard permutacion asociada a la trenza virtual (.

Demostracion. Para los generadores clasicos ya tenfamos dicho homomorfismo y por la nota 6.1.2 se

verifica que 7 satisface todas las relaciones de trenzas virtuales. O
Proposicion 6.1.5. Ezxiste un homomorfismo k : VB, — S, tal que o;— 1 y 17— (i i+ 1).
Demostracion. Analogo a la proposicion 6.1.4. O

El grupo de trenzas virtuales VB,, tiene solucién al problema de la palabra, una soluciéon puede ser
encontrada en “A simple solution to the word problem for virtual braid group” |4] donde mediante téc-
nicas de teoria geométrica de grupos aplicadas al niicleo del homomorfismo x descrito en la proposiciéon

anterior, se obtiene una forma normal para cada trenza en el nicleo de k.

6.2. Idea intuitiva de los diagramas de curvas virtuales.

Lo que sigue del capitulo esta basado en Vitual braids and virtual curve diagrams [6].

De forma analoga al proceso de deshacer cruces de la seccién 5.1, lo haremos para diagramas
virtuales regulares de trenzas virtuales.

Sea 3 € VB,,, construimos un diagrama virtual regular de 8 y procedemos a deshacer los cruces de

arriba hacia abajo de la siguiente manera:

1. Si tenemos un cruce virtual, solamente se borra el circulo alrededor de él. Ademas si él mismo o
con otro cruce virtual forman un bigono, entonces se elimina el bigono aplicando los movimientos

de Reidemeister generalizados €2} u Q5.

2. Si al deshacer un cruce clésico la cuerda correspondiente no cruza ningtn cruce virtual, se hace

de la misma forma que en la seccion 5.1.

3. Si al deshacer un cruce clésico la cuerda correspondiente atraviesa un cruce virtual, se procede

como se ilustra en la figura 6.5.
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N 1%

Figura 6.5: Deshacer un cruce clasico cuando un cruce virtual esta involucrado.

4. Las cuerdas atraviesan transversalmente a la linea Lq.

5. Ningtn cruce virtual puede atravesar la recta Lj.

Definicion 6.2.1. Al movimiento que prohibe el inciso 5 del procedimiento de deshacer cruces se le

llamard movimiento prohibido y se le denotard por F.

Ejemplo 6.2.2. En la figura 6.6 se muestra como se deshacen los cruces de un diagrama virtual reqular

de la trenza virtual 790105 17'27'1.

Figura 6.6: Deshacer los cruces del diagrama regular virtual de la trenza mo10y Lrymi.

Definicion 6.2.3. Denotamos por vCD,, a los diagramas obtenidos al deshacer los cruces de todos los

diagramas virtuales regulares.

Definicion 6.2.4. A los movimientos U, T como se muestra en la figura 6.7 se llamardn movimientos
de simplificacion de vC'D,,. Note que dichos movimientos eliminan bigonos de tipo I y I1 con respecto
a Ll.

v/ N\, \_ /N
/N N N4

oot P

Figura 6.7: Movimientos de simplificaciéon (eliminacion de bigonos).

o6



Definicion 6.2.5. Decimos que D € vC'D,, es un diagrama simplificado si D no admite mowvi-

mientos de simplificacion U ni T'.

Los movimientos U y T inducen una relacién de equivalencia en vC'D,,, donde D, D’ € vCD,, son
equivalentes si y s6lo si se puede llevar un diagrama a otro mediante movimientos de simplificacion U,

T y de sus inversos. Denotamos a la clase de equivalencia de D como [D]g.

Definicion 6.2.6. Denotamos por VCD,, := UCD”/N, con ~ la relacion antes descrita y se llamard

el conjunto de diagramas de curvas virtuales.

Hasta ahora hemos procedido de manera anéloga a lo hecho en la seccion 5.1, donde se estan
definiendo los diagramas virtuales a partir de deshacer cruces de diagramas regulares virtuales, y los
movimientos de simplificacion U y T estan haciendo la labor de las isotopias relativas de H,.

Desafortunadamente por el movimiento prohibido F', no podemos usar todas las isotopias de H,,,
ya que al permitirlo los diagramas obtenidos no nos servirian para resolver el problema de la palabra

en VB, . El siguiente ejemplo muestra el porqué.

Ejemplo 6.2.7. Las trenzas moi1092, 0102 € VB, tienen diagramas equivalentes st se permite el
mouvimiento F', pero no son equivalentes como trenzas virtuales. Deshaciendo los cruces de los diagramas
virtuales requlares de la figura 6.4, obtenemos los diagramas de la figura 6.8 y se observa que son

diagramas equivalentes si se permite el movimiento F.

Figura 6.8: Permitir el movimiento F', genera diagramas equivalentes de trenzas distintas.

Para ver que 190109, 01027 no son equivalentes en VIB,,, usemos el homomorfismo k. Se tiene que

k(mao102) = (2 3) # (1 2) = k(o10971), por lo tanto Tao109 # o1097].

6.3. Acciéon de VB,, sobre VCD,,.

Muchos de los razonamientos sobre como actuard el grupo VB, sobre los diagramas de curvas
virtuales, seran con base en sus “arcos por arriba” (se definirdn a continuacion). Para hablar de forma
precisa sobre ellos, se formalizara la definicion de diagramas de curvas virtuales a una mas abstracta

que sera equivalente a la obtenida ®cruces.
Definicién 6.3.1. Definimos un diagrama virtual D conn curvas como la terna (P, <p,<c) donde:
1. P es un conjunto de puntos.

2. El par (P,<p) es un conjunto parcialmente ordenado isomorfo a dos cadenas disjuntas A y B.

Donde los elementos de A son llamados puntos superiores y los de B son puntos base.
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3. El par (P,<c) es un conjunto parcialmente ordenado isomorfo a n = |B| cadenas disjuntas a
pares llamadas curvas o cuerdas. Toda curva tiene por minimo un punto base de B y por
mdximo un punto superior de A. A los n puntos mdximos de las n curvas se les llamardn puntos

terminales y los denotaremos por Q = {t1,t2...,t,} donde t; <p tiy1.

4. St una curva se ve como ag <¢< a1 <¢ -+ <o ag, con ag punto base y ap punto terminal, al
par (a;,a;+1) se le llamara arco. A los arcos (ag,a1) y (ax—1,ax) serdn llamados arco base y
arco terminal respectivamente. Para r > 1, a los arcos de la forma (ag,—1, az,) serdn llamados

arcos por arriba y a (ag,,as,+1) arcos por abajo.

Para cualesquiera dos arcos por arriba (x,y) y (z,w) (pueden ser de diferentes curvas) no se
debe satisfacer:

min{z,y} <p min{z,w} <p max{z,y} <p max{z,w
.y} <pmin{z,w} <pmix{z,y} <pmix{z w)
Al congunto de diagramas virtuales se denotard por vC D,,.

Nota 6.3.2. Aunque la definicion anterior es muy abstracta, podemos visualizar geométricamente un

diagrama virtual encajado en H,, como sigue:

= Las cadenas A y B del inciso 2, se pueden colocar sobre las rectas L1 y Lo, tal que el orden <p

coincida con el orden de Ly y Ly.

n A los arcos de una curva ag <c< a1 <¢ --- <¢ ap se pueden representar como: el arco base
(ap,a1) es un segmento de recta que une a los puntos ag y ay, a los arcos por arriba y por abajo

como semicircunferencias superiores o inferiores, respectivamente, que Unen a; con G;yq.

» La eleccion de como encajar las cadenas A y B sobre las rectas L y Lo esta sujeta a que no haya

tres 0o mdas representaciones geométricas de curvas que se intersecan en un punto.

Ejemplo 6.3.3. En la figura 6.9, se representa una visualizacion geométrica de (P, <p,<c) con P =
{ag, a1, by, b1, b2, b3, co, c1,c2.c3} donde la cadena A es c3 <p by <p a1 <p ba <p ¢1 <p b3 <p c2
y la cadena B es ag <p by <p ¢o. Las curvas en (P,<¢) son ag <¢ a1, by <¢ b1 <¢ b2 <¢ b3 y

co <cgcl<cgc<ccs.

3 by ¢ \by, © Co A

__+___ e (11___-_\_7:__ /I

B

® @ @
ayg by Co

Figura 6.9: Ejemplo de como se visualiza geométricamente un diagrama virtual (P, <p, <¢).

Bajo esta visualizacion, el inciso 4 de la definicion se interpreta como la ausencia de intersecciones

entre curvas encima de la linea L1, es decir, es equivalente a prohibir el movimiento F. Ver figura 6.10.
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Figura 6.10: Movimiento prohibido F' es equivalente a la condicion 4.

Nota 6.3.4. De ahora en adelante pensar en un diagrama virtual como una terna (P, <p,<c) o como

su visualizacion geométrica sera indistinto.

Ejemplo 6.3.5. El diagrama virtual identidad I, se puede describir como:

P ={b1,ba,....bp,a1,...,an}, a1 <p az <p ... <p an, by <p by <p ... <p by las cadenas A y
B respectivamente. Y por b; <c a; las n cadenas de (P, <¢). Se visualiza geométricamente como en la
figura 6.11.

by bo b1 by,

Figura 6.11: Visualizacién geométrica del diagrama virtual identidad.

Definicién 6.3.6. Sean D = (P, <p,<¢), D' = (P',<pr,<cr) dos diagramas virtuales, definimos los

stguientes movimientos:

s D y D' estdn relacionados por una reetiquetacion si existe una biyeccion entre los conjuntos P y

P’ tal que induce un isomorfismo de orden entre (P,<p) y (P',<pr).

s D y D' estdin relacionados por un movimiento de tipo U, si existe una curva en D que contiene
tres arcos que no son base consecutivos (a,b), (b,c) y (c,d) tal que no existe x punto superior
tal que b <¢ = <c ¢, i.e, b y ¢ adyacentes. Asi P' = P\ {b,c} y los drdenes <p:, <cr son las

restricciones de <p y <c al conjunto P’.

s D y D' estdin relacionados por un movimiento de tipo T, si existe una curva en D que contiene
un arco terminal (a,b) tal que a y b son adyacentes. Asi P' = P\ {b} y los ordenes <pr, <cv

son las restricciones de <p y <¢ al conjunto P'.

Las reetiquetaciones y los movimientos de tipo U y T inducen una relaciéon de equivalencia sobre
vC D,,. Nuevamente decimos que un diagrama virtual D es simplificado si no admite ningtin movimiento

de tipo U ni T

Definicién 6.3.7. Decimos que D ~ D’ si se relacionan mediante una sucesion finita de reetiqueta-
ciones y movimientos de tipo U y T. Denotamos por VCD,, := UCD”/N y se llamard el conjunto de

diagramas de curvas virtuales. A las clases de equivalencia se denotardn por [D]g.
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Proposicion 6.3.8. Para toda n se cumple que vCD,, C vCD, yVCD, C VCD,,

Demostracion. De la nota 6.3.2 es claro que un diagrama virtual D € vCD,, puede pensarse como una
terna D = (P, <p,<c). El conjunto P son los puntos de interseccion de D con las lineas Lo y Lq, el
orden < p es el inducido por las rectas Lo y L1 (pensando a las rectas homeomorfas a R), y por ultimo
si ag y a, son los extremos de una cuerda y ag esta sobre la recta Lg, orientando la cuerda de ag hacia
a, se induce una cadena (curva) y haciendo lo mismo para toda cuerda de D se tiene el orden <. Por
lo tanto vC'D,, C vCD,,.

Ademés los movimientos de tipo U y T coinciden con los descritos en la definicién 6.2.4, y el inciso

4 de la definiciéon 6.3.1 es equivalente al movimiento prohibido F'. Por lo tanto VCD,, Cc VCD,. O

Definicion 6.3.9. Definimos la funcion - : VB, x VCD,, = VCD,, tal que 3 - [D]s = [D'|s donde si
D es un diagrama simplificado, entonces D' es el diagrama virtual resultante de encimar por detrds un

diagrama virtual reqular de 8 sobre D vy aplicar el proceso de deshacer diagramas virtuales.

Ejemplo 6.3.10. En la figura 6.12 se ilustra la accion de la trenza 720102_17'27'1 sobre el diagrama

identidad I,. Note que el diagrama resultante coincide con el diagrama obtenido en la figura 6.6.

Figura 6.12: Accion de la trenzas 72010517271 sobre [I,,].

Proposicion 6.3.11. La funcion - de la definicion anterior es una accion por la izquierda de VB,
sobre VCD,,.

Demostracion. Las propiedades 1-[D]s = [D]g y (B1-(B2-[D]s)) = (S152)-[D]s para todo 1, B2 € VB,
y [D]s € VCD,, es anélogo a lo hecho en la seccion 5.1.

Para mostrar que la acciéon esta bien definida, se debe verificar que para toda relacion R del grupo
de las trenzas virtuales satisface R - [D]g = [D]g para todo [D]s € VCD,. Para las relaciones de
trenzas clasicas la demostracion es analoga a lo hecho en la secciéon 5.1, para las relaciones o;7; = 7;0;
y TiTj = 7;7; con |i — j| > 2 se satisface del hecho que los arcos que afecta un generador no modifica a
los arcos que cambia el otro y para 7'2-2 =1 se tiene debido al movimiento §25.

Por tltimo, para las relaciones 70,117 = Ti4103Ti+1 ¥ TiTi41Ti = Ti+1TiTi+1 s¢ demuestran en la
figura 6.13 y figura 6.14, respectivamente.

O
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ToO Ty
20172 ~ ToOo* ~‘ ~o To"

TIO9T] D ~ T102° ~ -

Figura 6.13: 17,0417 - [D] = Tizv10:iTit1 - [D)].

T T D ~ TaTy* ~ T

'_

T_ ll
T —> D ~ T|Ty D ~ T ~

Figura 6.14: TiTi+1T * [D] = Ti4+1TTi+1 * [D]

5 M AN 1.4

Proposicion 6.3.12. Sea g € VB,, y D € VCD,, diagrama obtenido al deshacer un diagrama virtual

reqular de B. Entonces la accion es transitiva, en particular [D]s = (- [I]s.

Demostracion. La prueba es analoga a la proposicion 5.1.10, donde definimos la accién - por la derecha
agregando el bloque correspondiente pero debajo del diagrama, y de igual manera que en la caso clasico
B - [I,) = [I,] - B para toda 8 € VB, O

Nota 6.3.13. Dado que en la prorima seccion se introducird una relacion de equivalencia sobre VCD,,,
para evitar una sobre notacion del tipo [[D]s|, de ahora en adelante se hard un abuso de notacion
escribiendo D € VCD,, diagrama simplificado en lugar de D € [D]s € VCD,, diagrama simplificado y
escribiremos D = 3 - D" en lugar de [D]g = - [D']s.

Para trabajar con la accién sin recurrir explicitamente a a encimar diagramas y deshacer los cruces,

estudiaremos como acttian sobre los arcos superiores y arcos terminales.
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6.3.1. Propiedades de la accién.

Definicion 6.3.14. Sea D € VCD un diagrama simplificado, si (a,b) es un arco por arriba o por

abajo de D tal que a <p c<pb 6 b<pc <p a, entonces diremos que el arco (a,b) encierra a c.
Ademds sit1 <pto <p ... <p tp son los puntos terminales de D, decimos que D tiene un arco de

tipo (i,1+ 1) si existe un arco por arriba (a,t;+1) que encierra a t; y tiene un arco de tipo (i + 1,7) si

existe un arco por arriba (t;,b) que encierra a ti11. Ver la figura 6.15.

a f‘, fi+| ff fH—l b

Figura 6.15: Ejemplo de arcos de tipo (i, 4+ 1) y (i + 1,4).

Los siguientes resultados serviran para ilustrar como se comporta la accién sobre arcos que encierran

a puntos terminales.

Proposicion 6.3.15. o; actia sobre un diagrama D de forma andloga a realizar un medio giro de

Dehn sobre el segmento de recta que une a t; con tjy1.

Demostracion. Si se toma una vecindad regular U del segmento de recta que une t; con t;+1 que no
contenga ningtn cruce virtual, de la seccién 5.2 sabemos que es equivalente colocar un bloque o; sobre
el diagrama y deshacer los cruces, que aplicar un homomorfismo ¢ € o; € Mod(H,,) que cambie sblo

dentro de la vecindad U y en el complemento sea como la identidad. O

Nota 6.3.16. Recordemos que el subgrupo (ti,...,7n—1) de VB, es isomorfo al grupo simétrico S,
(r; = (i i+1)), por lo que una palabra compuesta de sélo generadores T; se llamard una permutacion

y denotaremos por [5] a la clase lateral por la izquierda S, C VB,,.

Definicion 6.3.17. Sea m € S, una permutacion y i,k € Zsg tal que i + k < n, decimos que ©
traslada el intervalo [i,i+ k] al intervalo [n(i), (i) + k| si w(i+j) = w(i)+j para toda j € {1,...,k}.
No hay condicion alguna en lo que ocurre fuera del intervalo.

Note que sii+k #mn el ciclo (i i+1 ... i+k i+ k—+1) satisface dicha condicion. Y sii # 1 el

ciclo (i+k i +k—1... 11— 1) satisface dicha condicion.

Proposicion 6.3.18. Sea D € VCD,, un diagrama simplificado y ™ € S, una permutacion que traslada
el intervalo [i,i+k| al intervalo [7(i), (i) +k|. La region superior de D (Im(z) > 1) determinada entre
los puntos terminales t; y t;1r, denotada por R, coincide con la region superior de - D determinada

entre los puntos terminales tr(;) Y tr(s)4x denotada por 7 - R.

Demostracion. Sea 7 una permutacion que traslada el intervalo [i,i + k|, sin pérdida de generalidad
podemos suponer que 7 es la identidad fuera del intervalo [i,i+k+1] 6 [i — 1,7+ k], segtn corresponda
en cada caso.

Para visualizar como 7 acttia sobre D, supongamos que D tiene arcos por arriba (a,c;) y (a,t;),

cona<pt;yt; <pcj<ptjt1. Tenemos dos casos:
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» Caso 1: Si 7(¢) > i, se tiene que i + k # n y por lo tanto nos basta ver cuando 7 es el ciclo
(ti+1...i+k i+ k+1), ya que para (i) # i + 1 solamente es aplicar el mismo argumento

iteradamente.

Dado que 7 admite una descomposicién en transposiciones como sigue:
r=(G+k+1i+k)(i+kitk—1)--(i+1 1)

(recordemos que el producto de permutaciones se esta pensando de izquierda a derecha), asi
T = TiTi+1 - .- Tirk- Aunque en la figura 6.16 se hace el caso particular k = 2, se ejemplifica que
localmente ocurre lo mismo para k en general. Note que un arco (a,t;) pasa a ser un arco (a,tj41)

y un arco (a,c;j) a un arco (a,cjy1), es decir, la region R coincide con la region m - R.

————o —o—

t1+l t1+2 f,urg

t; it tiyo tiva ti tiy tiva liv3

Figura 6.16: Como 7 acttia en un diagrama D si 7w traslada un intervalo por 1.

» Caso 2: Si 7(i) < i, se tiene que ¢ # 1 y por lo tanto nos basta ver cuando 7 es el ciclo
(t+ki+k—1...79—1), ya que para m(i) # i — 1 solamente es aplicar el mismo argumento

iteradamente.

Dado que 7 admite una descomposicién en transposiciones como sigue:
m=0G—-14dGEi+1)--(i+k—11i+k)

Ast ™ = Ty pTivk—1...Ti—1. Nuevamente en la figura 6.17 se hace el caso particular k = 2, pero
se ejemplifica que localmente ocurre lo mismo para k en general. Note que un arco (a,t;) pasa a

ser un arco (a,t;—1) y un arco (a,cj) a un arco (a,c;j—1), la region R coincide con la region 7 - R.

ti—i t; f,+1 fH»‘Z ti—1 t; r1+l f,’+2

Figura 6.17: Como 7 actia en un diagrama D si 7 traslada un intervalo por —1.
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Con esta idea, ya podemos interpretar como actiian las permutaciones sobre arcos por arriba de un
diagrama simplificado D. Recordando que toda permutacién admite una descomposicién tnica salvo
orden en ciclos disjuntos de longitud méaxima (ejemplo 2.0.2), por lo tanto, toda permutacion admite

una descomposiciéon en permutaciones que trasladan intervalos.

El siguiente ejemplo nos da una idea de cémo acttia una permutacién que traslada dos intervalos

consecutivos a la vez.

Ejemplo 6.3.19. Sean D un diagrama simplificado, m € Sy, yi < j < k—1, supongamos que m manda
el intervalo [i, j| a [7(i),7(5)] y el intervalo [j + 1,k — 1] a [n(j + 1), 7(k — 1)].
Si D tiene un arco por arriba (a,t;) con a <p t;, en la figura 6.18 se muestra la imagen del arco si

m(k—1) < 7(i) yn(j) < w(k). Enla figura 6.19 se muestra la imagen del arco si (k) < w(k—1) < 7(i).

-~

=

t: f_,' f}:Ll f.i;'_[ t,t,»

Figura 6.18: w(k — 1) < w(i) y 7(j) < w(k)

Figura 6.19: w(k) < w(k — 1) < 7(4)

6.4. La accion es libre.

Para probar que la acciéon - de VB, sobre VCD,, es libre, es necesario introducir dos relaciones
sobre VCD,,.

Definicion 6.4.1. Definimos la relacion — en VCD,, tal que D — D’ si se cumple uno de los

siguientes:

» Si D € VCD,, es un diagrama simplificado que contiene un arco del tipo (i,i + 1) entonces
D—o;'-D=D.

» Si D € VCD,, es un diagrama simplificado que contiene un arco del tipo (i + 1,i) entonces
D—o;,-D= D'
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A la relacion — se le llamard de reduccion. Ademds, si se tiene una sucesion finita de la forma

D1 — Dy — -+ = Dy la denotaremos por D1 = Dj,.

Definicién 6.4.2. Sean D, D’ € VCD,, diagramas simplificados, se define la relacion < en VCD,,
como sique: D <+ D' si y sélo si D' = w - D para algin ™ € S,,.
A la relacion <> se le llamara de reacomodo. La relacion <> es una relacion de equivalencia y se

denota por [D] a las clases de equivalencia.
Definicion 6.4.3. Eztendemos la relacion — a dos conjuntos de la siguiente manera.

» Sea P':={(B8,D)|B € VB,, D € VCD,}, extendemos — a P’ de la siguiente manera:
(8,D) = (68,0 - D) si D — o' - D.

» Sea P :={([p],[D])| B € VB,, D € VCD,}, extendemos — a P de la siguiente manera:
(01,D1) — (02, D2) si existen 1 € 01, B2 € 02, D1 € D1 y Do € Dy tal que (B1, D1) — (B2, D2).

Similar que en VCOD,,, si X1,..., X € P’ (0 en P), la sucesion finita X1 — Xo — -+ — X, la
denotaremos por X1 = Xj.

Teorema 6.4.4. La relacion — sobre P satisface las siguientes propiedades:
1. No existe una sucesion infinita del tipo (01,D1) — (92, D2) — (93,D3) — - - -.
2. 51(0,D) = (¢,€) y (0,D) — (f, F) entonces existe (g,G) tal que (¢,€) = (¢,G) vy (f, F) = (¢,G).

3. El conjunto {([5], [D]) € P|B- 1, = D} es una componente conexa en (P,—), es decir, para todo
(0,D),(f, F) € P entonces (3,D) = (f,F) ¢ (3,D) < (f,F).

Debido a lo extenso de la demostracion, se demostrara cada propiedad por separado.

6.4.1. Primera propiedad.

Definiciéon 6.4.5. Sea D € VCD,, un diagrama simplificado, para cada i denotamos por o;(D) al
numero de arcos en D que encierran por arriba a t;. Definimos la complejidad virtual de D como:

n

(D) =Y 0i(D).
i=1
Proposicion 6.4.6. Sean D,D’,D" € VCD,, diagramas simplificados tales que D — D' y D <> D",
entonces ¢,y(D) > ¢, (D) y ¢y (D) = ¢, (D).

Demostracion. Como D — D'y D <+ D", entonces D' = ;' Do D' =0;-D y D" = w- D para
algtin m € .5,,.

» Dado que D — D’ entonces D tiene un arco de tipo (i,i + 1) o un (i + 1,7) arco, segin sea el

1

caso. La accion por o; = o por o; sobre los arcos de D que encierran a t; o t;41 se visualiza como

en la figura 6.20. Por lo tanto ¢, (D) = ¢,(D’) + 1, i.e. ¢,(D) > ¢, (D).
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N5 e N T

ti tis W tiv1 t; tivt t; iy

Figura 6.20: Las reducciones decrecen la complejidad virtual en 1.

= De la proposiciéon 6.3.18 y del ejemplo 6.3.19, se tiene que 7™ no agrega arcos por arriba, sélo
los traslada. Aunque nuestra descripcion no asegura que el diagrama dibujado sea simplificado,
podemos asegurar que c,(D) > ¢,(m - D). Aplicando el mismo argumento, se tiene la siguiente

cadena de desigualdades:

co(D) > ¢y(m- D) = ¢y(D") > ¢y(7® - D) > --- > ¢,(7¥ - D) = ¢,(D)

con k el orden de 7. Por lo tanto ¢,(D) = ¢,(D").

O

Demostracion de 1): Dado que para cualquier diagrama D simplificado la complejidad de D es
finita, se tiene que en (VCD,,—) no existe una sucesion infinita del tipo D1 — Dy — D3 — --- ya
que por la proposiciéon 6.4.6, la complejidad decrece y debe ser mayor o igual a cero. Ademés como
las permutaciones no modifican la complejidad, podemos extender el mismo argumento para (P, —)
y (P,—).

6.4.2. Segunda propiedad.

Proposicién 6.4.7. Sea D un diagrama simplificado, existe un tnico f € B, C VB,, tal que 3~ - D

no contiene arcos terminales por arriba.

Demostracion. En el diagrama D trazamos una linea L., determinada por Im(z) = zp con algin
20 € (0,1) tal que todos los cruces virtuales de D estén contenidos en la region acotada por las rectas
Loy L, y larecta L,, no genera bigonos con D.

Sea D’ la seccion del diagrama D que toma solo en cuenta los segmentos de curvas terminales de
D contenidos en la region Im(z) > zg, dicho D’ se puede pensar como un diagrama de curva de CD,,

de la seccién 5.1, ya que no contiene ningtn cruce virtual por construccion. Ver figura 6.21.

__,%__. i

Im(z) =z

o—

® ® >
(a) Trazo de la linea L,, en D. (b) T = B x [I,]. () y~'- D.

Figura 6.21: Trenza clasica superior asociada a un diagrama.
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Por lo tanto existe 3 € B, tal que D’ € 3% [I,,]. Asi 7! es tal que B~'+ D' = I,,, por lo que f~'- D
lleva todo arco terminal a un segmento de recta que une un punto terminal con un punto sobre la linea

L,, es decir, en B~ D no hay arcos terminales por arriba. O

Definicion 6.4.8. Sea D € VCD,, diagrama simplificado, a la trenza 5 € B,, C VB,, encontrada en la

demostracion de la proposicion 6.4.7 se le llamard trenza cldsica superior de D y se denotard por

t(D) = p.

Proposicion 6.4.9. Sea D € VCD,, un diagrama simplificado tal que D — E y D — F, entonces
eriste G € VCD, tal que E = G y F = G.

Demostracion. Consideremos las trenzas clésicas superiores de D, £y F. Como D — Ey D — F
entonces t(E) = o' - (D) y t(F) = aj»cl -t(D). Por la proposicion 6.4.7 podemos reducir un diagrama
asociado a t(FE) y t(F) al diagrama identidad. Por lo tanto, si G = #(D)~! - D se tiene que E = Gy
F=dG. O

Definicion 6.4.10. Sea D € VCD,, un diagrama simplificado, decimos que una permutacion w € Sy,
deja intacto un arco de tipo (i,i+1) de D si el arco (w(i), w(i+1)) es de tipo (j,j+1) enw-D. De forma

andloga se define para un arco de tipo (i+1,1). En ambos casos m debe satisfacer que w(i+1) = w(i)+1.

Ejemplo 6.4.11. En la figura 6.22 se ilustra cuando 7 deja intacto a un arco de tipo (i,i+ 1), i.e., si

m(i+1) =n(i) + 1, cuando w(i + 1) > 7(i) + 1 y cuando 7(i + 1) < (i) + 1.

NG k) WD n(N
77.(.?') m(i + 1) n—'(_i).\/. \_/Tr(i +1

(@) 7(i+1) =7(s) + 1. (b) (i + 1) > mw(i) + 1. (c) m(i+1) <m(i) + 1.

Figura 6.22: Todas las forman en que una permutacion actia sobre un arco de tipo (i,7 + 1).

+1 41
i O-ﬂ‘(i

Nota 6.4.12. Siw(i+ 1) = w(i) + 1, entonces mo
a [m(i),m(i+1)].

)T, Ya que T traslada el intervalo [i,i + 1]

Proposicion 6.4.13. Sean D un diagrama simplificado y w € S, una permutacion, supongamos que
D tiene un arco de tipo (i,i + 1) y w- D tiene un arco de tipo (4,5 + 1) o (j + 1,7). Entonces existe

una permutacion v € Sy, que deja intactos ambos arcos en 7y - D.

Demostracion. El enunciado es equivalente a encontrar una permutaciéon v € S, con la propiedad que
Y(i+1) =y(i)+1yyr L (j+1) = y7~1(§) + 1. Es claro que si 7 deja intacto al arco (7,7 + 1) entonces
~ = 7 funciona.

Si 7 no deja intacto al arco (4,7 + 1) entonces m(i + 1) < w(i) + 1 o w(i + 1) > m(i) + 1. Veamos
que hay condiciones sobre 7 y j que implican la no existencia de dicha permutacion 7, pero a su vez

tales condiciones no permiten que existan diagramas virtuales que las cumplan.
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1. Sim(i+1) > 7m(i)+ 1y (i) = j. La figura 6.23 muestra como se veria el arco (j,j+ 1) en 7- D
y como no es posible que exista un arco terminal de tipo (i,i+ 1) en 7~ 7 - D = D sin que haya

un cruce virtual arriba de la linea I'm(z) = 1.

ﬂ(i)v i N L i it1

Figura 6.23: Imposibilidad del caso 7(i +1) > 7(i) + 1 y 7(i) = j.

2. Sim(i+1)>n()+1yn(i+1)=j+ 1. La figura 6.24 muestra como se veria el arco (j + 1,7)
en m- Dy como no es posible que exista un arco terminal de tipo (i,i + 1) en 77! - D = D sin

que haya un cruce virtual arriba de la linea Im(z) = 1.

\.)W(i)oﬂ (ri+1) T o : ™Y ) ﬁ.(_
,, . » (o .

W?

(
O~
4

Figura 6.24: Imposibilidad del caso 7(i +1) > 7(i) + 1y n(i+1) =j + 1.

3. Sim(i+1) <m(i)+ 1y n(i) =j. Analogo al inciso 1, pero se toma como referencia al diagrama

c de la figura 6.22.

4. Siw(i+1) <7(i)+1yn(i+1) =j+ 1 Andlogo al inciso 2, pero se toma como referencia al
diagrama c de la figura 6.22.

5. Sim(i+1) <7(i)+1yn(i+1) =7n(i)—1 = j. De la figura 6.25 se aprecia que en la configuracion

ni siquiera se permite la existencia de un arco de tipo (4,7 + 1) en 7 - D.

7r(7f+l)/\ .

Figura 6.25: Imposibilidad del caso n(i +1) < 7(i) + 1y n(i+1) =7(i) — 1 = 7.

6. Sim(i+1)<7(i)+1ymn(i+1)=n()—1=j— 1. Anélogo al inciso 5.

Los casos anteriores no son posibles ya que los intervalos [i,i + 1] y [#71(j),7~!(j + 1)] tienen
un extremo comun y cualquier permutacién que modifique un intervalo modifica el otro. Por lo tanto
si [i,i+ 1]y [771(j), 7 1(j + 1)] son intervalos disjuntos, entonces cualquier permutaciéon v que deja
intactos a ambos intervalos y su imagen los mantiene disjuntos satisface que v(i + 1) = v(i) + 1 y

yr G+ 1) =y () + 1 O
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Demostracion de 2): Sea (0,D) — (¢,€) y (9,D) — (f, F). Supongamos que existen 5 €9, D € D
y m € S, tal que D tiene un arco de tipo (i,7+ 1) y 7 - D tiene un arco de tipo (j,7 + 1) o (j + 1,7).
SeaE:ai_l-DEEyF:a;E1~(7r~D)E]:.

Por la proposicion 6.4.13 existe v € S,, que deja intactos al arco (i, + 1) en D y al arco (5,5 + 1)
o(j+1,7) en 7 D,y por la nota 6.4.12, se tiene:

yoit=0ywy ¥ ol = gy

Por tltimo, de la proposiciéon 6.4.9 tenemos que v-F = Gy yr ' F = G con G = t(y-D)~*-(y-D),
ver figura 6.26. Por lo tanto (¢,€) = (9,G) v (f,F) = (8,G) con g = [yf] y G = [G].

-1
™
D«——~. D« s 7.D

AT,

Figura 6.26: Diagrama conmutativo

G

6.4.3. Tercera propiedad.

Proposicion 6.4.14. Sea D un diagrama simplificado y fijamos i # n. Si D no tiene un arco de tipo
(i+1,1) entonces o; - D tiene un arco de tipo (i,i+ 1). De igual manera, si D no tiene un arco de tipo

(i,i + 1) entonces o; ' - D tiene un arco de tipo (i + 1,i).

Demostracion. Basta con notar que los casos descritos en la figura 6.27 son todos los posible tal que
D no tiene un arco de tipo (i+1,7), y que al aplicar o; se forma un arco de tipo (i,i+ 1). El caso para

—1 ,
o, = es analogo. O

ti Lit —
\- _/ /_\ t; t; /\
I+1 1+
= e e e e e e —— O; ———@——— ——
tt ILJ+1 U : _?- _T- _t_rﬁkl

: it tiv1 t;
—_———— S o 7 R, L SR S —

tit1 i t | tir1
]

e

Figura 6.27: Todas las posibles configuraciones donde un diagrama D no tiene un arco de tipo

(i +1,4) y como la accién de o; actiia sobre estas.
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Demostracion de 3): La proposicion 6.4.14 se puede interpretar como, todo diagrama D se reduce
o es la reduccién de otro, i.e., D — U;tl Do altﬂ - D — D para algtn .

SiD=p-1I, con g € VB,, entonces existe una cadena finita de diagramas de la forma
I, =D1,Ds,...,D, =D, donde Dy <> D1, D — Dii1 0 Dgi1 — Dy.

Por lo tanto {([3],[D]) € P| B - I, = D} es una componente conexa en (P, —).
Lema 6.4.15 (Lema Diamante). Si P es un conjunto y — una relacion sobre €l tal que:

1. No contiene sucesiones infinitas del tipo ay — ag — -+ .

2. Sia—bya— c entonces existe d € P tal que b= d y c = d.

8. — es conezxa, es decir, para todo a,b € P entonces a = b o b= a.

Entonces existe un unico m € P tal que para todo a € P se tiene a = m.
Demostracion. El lema diamante o también llamado lema de Newman, es demostrado en [20]. O
Teorema 6.4.16. Sea 5 € VB, tal que 5 -1, = I, entonces = 1.

Demostracion. El teorema 6.4.4 nos dice que ({([8],[D]) € P| -1 = D},—) satisface las hipotesis

del lema diamante, por lo tanto existe un tunico elemento minimo que claramente es ([1],[I,]). Por

contradicciéon supongamos que existe 8 € VB,, distinto a la trenza trivial tal que g8 - I,, = I,,.
Notemos que 8 no es una permutacion ya que 7 -1 # I si w # 1. Entonces ([5], [8 - I.]) = ([8], [In])

seria un elemento minimo distinto a ([1], [I,,]), lo cual contradice el lema diamante. O

Corolario 6.4.17. Sea 31, 82 € VB, tales que B1-1, = Bo- I, entonces B1 = B2, es decir, una solucion
al problema de la palabra para VB,,.

6.5. VCD, y automorfismos de F}, ;.

Debido a que atn teniendo un diagrama simplificado para una trenza virtual es dificil saber si el
diagrama no es equivalente con I, debido a los cruces virtuales, seguiremos con el paralelismo de los
diagramas C'D,,, y le asociaremos unas coordenadas de trenza virtuales como sigue:

Sea S € VB, una trenza virtual y D € - I, un diagrama. Orientamos cada curva d; del punto

base al punto terminal y escribimos una palabra en letras ¢, z1, xo, ..., z, como sigue:

1. Si d; se cruza con otra curva d; (puede ser ella misma) escribimos ¢ si d; cruza a d; de derecha

1

a izquierda y ¢~ si lo hace de izquierda a derecha.

2. Si d; tiene un arco por arriba (a,b) orientado de a a b que encierra a un punto terminal ¢;, se

escribe x; si a <p by se escribe x;l sib<pa.
3. Cuando d; llegue al punto terminal t;, se escribe x;

4. Una vez llega a una perforacion se regresa por el mismo camino en sentido contrario.
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Para cada d; se obtiene una palabra del tipo Sitw(lg)(i)Sfl, asi las coordenadas de la trenza

1

virtual 3 se denotaran por wy(8) = (S17x(8)(1), S2x(8)(2)> - - - SnTr(B)(n))-

Nota 6.5.1. Si 8 es una trenza cldsica (no tiene generadores 7;), se obtiene las mismas coordenadas

de trenza descrita en la seccion 5.5.

Ejemplo 6.5.2. Para § = 72010517271 y el diagrama virtual de la figura 6.12 tenemos que wy,(B) es

1qual a (qxg_qul,q’lxlqazg, q 2x9).

.—

Figura 6.28: Diagrama simplificado de 1010, 17271, orientando sus curvas de abajo hacia arriba.

Proposicion 6.5.3. Si 3 € VB, y D,D’' € 3 - 1I,, entonces las coordenadas de trenza virtual de 3

calculadas con D y D' coinciden.

Demostracion. Se sigue del hecho que los movimientos de simplificacion U y T no modifican el calculo
de wy(B). O

Anélogo a lo hecho en la seccion 5.3, podemos dar una representacion de VB,, en los automorfismos
del grupo libre con n + 1 generadores, donde al restringirse a generadores clasicos se obtiene el mismo

homomorfismo de la proposicion 5.3.7.

Proposicion 6.5.4. Si F,, 11 es el grupo libre con generadores {x1,xa,...,Zn,q}, la funcion definida

en generadores 1 : VB,, — Aut(F,41) tal que ¥ (0;)(q) = ¥ (1)(q) = q para toda i y

T xStk £+ 1 T stk Fi,i+ 1
Y(oi) = w; xifUi—‘rlJU;l (i) = { i — qris1q”}
Titl = T Tiy1 — ¢ 'Tig

es un homomorfismo.

Demostracion. Notemos que ¢ (o;) coincide con el homomorfismo descrita en la proposicion 5.3.7, con
la tinica diferencia que esta definida para ¢, pero como ¥ (0;)(q) = ¢q para toda i se siguen satisfaciendo
todas las relaciones de trenzas clésicas.

Para las relaciones 7'22 =1, TiTit1Ti = Tit1TiTi+1 Y TiTj = T;T; con |i — j| > 2 se satisfacen del hecho
que para toda i, ¥(7;) se comporta como la transposicion (z; x;1+1) y por la nota 6.1.2 el subgrupo
generado por los 7; es isomorfo al grupo simétrico.

Asi solo quedan las relaciones mixtas, para el caso 7,05 = o;7; con |i — j| > 2 se cumple del
hecho que 9 (0;) deja fijos a ; y xj41, mientras que ¥ (7;) deja fijos a x; y xi41. Por tltimo, para

TiOi+1Ti = Ti+10Ti+1 denotemos por s; := 1(0;) y r; := 9(7;), asi se tiene:
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.
T Si4+1 T . .. .
Tp o X — x> ay sik# i i+ 1,042
i —1 Sit1 -1 -1 Ti -1,.-1
Ti = qTi+1q ~ — QTi1%i42%; 19— TiQTi+2q T,
Y(Ti0i117i) _ , ,
T —1 Si+1 1 i
Titl — q "X —— q Tid — Titl
T Si41 T 1
| Tit2 — Ti42 — Tipl —> § TG
Ti4+1 S; Ti41 . .. .
Tp —— T —> T —— xf Sk Fdi i+ 1,0+ 2.
Tit1 Si —1 Tit1 1.—1
o ) Ti —— Tj = TiTip 1@,  —— TiqTit2q X,
Tit10%Ti :
i+10477+1 Tit1 1 s 4 Tt
Titl — qTi+2q  —7 qTi42q ~ — Titl
Ti+1 -1 S; 1 Ti41 -1
Tite — @ Tit1q = ¢ Tig — ¢ Tiq
Por lo tanto sus imégenes coinciden y % es un homomorfismo. O

Proposicion 6.5.5. Sea § € VB,,, para toda k se tiene que ¥(B)(xg) = kaﬂ(ﬁ)(k)Uk_l donde Uy, es
una palabra con letras x; y q, w(B) la permutacion asociada a la trenza virtual. Denotamos por w,(f3)

a las coordenadas (U1 (8)(1), UtTx(8)(1)s - - - » UnTr(8)(n))-

Demostracion. La demostracion se puede consultar en [18]. O

1 2

Ejemplo 6.5.6. Para f = 7'20102_17'271 tenemos que w,(fB) = (qxgqul,q_ x1qr3,q “x2). Note que

coincide con wy(B) del ejemplo 6.5.2.

1 1 1 1

—1
T -1 72, 2. -2 52 2, .—
Tl —>qx2q ~ —>q°x3q T —> q T3

— 81 — _ 72 —1 — _
Tox3q 2 5 ¢Pay mwsq 2 <5 gy qriqT wag
—1

T, ro. So — s1,. -1 ra . _ ~1..—1

To — ¢ 'wig B ¢ g 2 ¢ leig =5 ¢ lraaay g 2 ¢ trigqesg e g
-1

1 T2 _ Sg _ S1 _ T2 _

T3 = T3~ ¢ waq 2 g twaq =5 ¢ lesg = ¢ 2 a0g?

Proposicion 6.5.7. Para toda 8 € VB, se cumple que wy(5) = wy(B).

Demostracion. De la nota 6.5.1 y del hecho que v(0;) restringido a los generadores z; coincide con el
homomorfismo descrito en la seccion 6.3, la proposiciéon 5.3.11 nos dice que la igualdad se mantiene
para los generadores clasicos. Asi solo falta verificar que ocurre para los generadores virtuales.

Pero en la figura 6.29 se muestra que si una curva d; con coordenada x; es afectada por 7;, su
imagen interseca primero con la imagen de d;41, llega a la perforacion ¢ + 1 y de regreso se interseca
con d;yq en direccioén contraria, es decir, la coordenada de d; - 7; es igual a gz;g~!. Por lo que coincide
con la imagen de . Anéalogo para la curva d;y;. Por lo tanto, ¥ (7;) actta de la misma manera que 7;

en el diagrama de curvas, es decir, w, () = Wy (B). O

o

g

Figura 6.29: ¢(7;) actia de la misma manera que 7; en el diagramas de curvas.
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Proposicion 6.5.8. Para n > 4, ¢ no es inyectiva.

Demostracion. Paran = 4, sea 8 = (7‘3027‘102_1)3, se tiene un diagrama virtual como en la figura 6.30,
y sus coordenadas de trenza virtual son (z1,x2,...,Z,) = wy(1). Pero usando el homomorfismo « de
la proposicion 6.1.5 se tiene k() = (3 4)(1 2), por lo tanto 5 # 1. O

DAY

Figura 6.30: Diagrama simplificado de (1309705 ).

Solo para ejemplificar la proposicién 6.5.7, calculemos g = ¢ (13021105 1).

1 1

52_1 1 —1 s2 -1 -1 T3 -1..—1 —
Tl — X1 — qx2q — qT2T3%y q — qT2qT4q "Xy q

sy ! T 52 r3
H) > X3 > T3 > T2 > T2
g= 1

S _ r -1 —
x3 = 23 wowy T w3 lg !

1 1

S2 -1 — T3 -1 —
T14qT3 — Ty ¢ "X19T2 —> Ty G "T14T2

-1
So r1 $2 rs. 1
Ty —> X4 —> T4 —> T4 — q ~T3q

\
Asi (B) = g3, no es dificil convencerse de que en efecto g(x;) = z; para i € {1,2,3,4}.
Corolario 6.5.9. Tenemos que w es un tnvariante no completo de las trenzas virtuales, es decir, st

w(B) # w(B') entonces B # (. Por lo tanto es una solucion parcial al problema de la palabra.

Ejemplo 6.5.10. Para trenza virtual v = T10102T20§T20510;1T1, notemos que tanto () y k(7y) son
la permutacidn trivial, es decir, los homomorfismos m y Kk no detectan si vy es la trenza trivial o no.

~ - I, tiene un diagrama simplificado como en la figura 6.31, donde calculando sus coordenas de
1 1

1 -2 -1
T2q “T1,qT2,T2q

trenzas virtuales se tiene wy(y) = (q3x2_1q* xgqxglmxgq* T3, Toq " x3q$§1x4),

Por lo tanto, v # 1.

'&c\o\-

Figura 6.31: Diagrama simplificado de 7'101027'2032,7'202_ 101_ 17'1.
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Apéndice A
Grupos y relaciones.

A.1. Grupos.

Se pueden consultar las definiciones con mas detalle y demostraciones de las proposiciones en [22].

Definicién A.1.1. Sea S un conjunto, denotamos por S~' := {s~!|s € S} y por 1 a la palabra vacia.
Una palabra w en S es una sucesion finita w = 129 - - x3, donde x; € SUS™HU{1}.
Una subpalabra de w es el elemento 1 0 x;xip1---xj. Se dice que w es una palabra reducida s
1 1

no contiene subpalabras de la forma x;x;~ 0 x; ;.

Definicion A.1.2. Sea S un conjunto, llamamos F(S) el grupo libre generado por S si F(S) es
el conjunto de todas las palabras reducidas con letras en S y por producto la concatenacion de palabras

sequida de reducciones.

Definicion A.1.3. Sea S un conjunto y R una familia de palabras de S, decimos que un grupo G
tiene generadores S y relaciones R si G ~ F(S)/<R>N, donde (RN es el subgrupo normal de F(S)

generado por R. En este caso se dice que G admite una presentacion (S |R).

Proposicion A.1.4. Sea G = (S|R) con S = {x1,22,...,2n} y R = {R1,Re,...Rp} y H un
grupo, decimos que f : G — H definida en sus generadores x; — y; induce un unico homomorfismo
si Rj(y1,y2,...,yn) = 1lg para toda j € {1,...,m}. Es decir, las imdgenes de las relaciones son

relaciones. En este caso decimos que f preserva las relaciones de G.

Nota A.1.5. Recordemos algunas definiciones y propiedades de Sy, el grupo simétrico o grupo de

permutaciones de n elementos.

1. Un k-ciclo de S, es de la forma (i1 iz ... i) con i; € {1,2,...n}. Un 2-ciclo se llama una

transposicion y (i1 iz) = (ig i1).
2. El producto de permutaciones se hace de izquierda a derecha

3. (i1 i ... i) y (J1 J2 - .. Jm) son disjuntos si i, # js para toda r,s. Ademds si son disjuntos su

producto conmuta.

4. Toda permutacion admite una descomposicion unica (salvo orden) en ciclos disjuntos.
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5. Todo ciclo (i1 iy ... i) admite una descomposicion en transposiciones, por ejemplo
(i1 g ... ig) = (i1 92) (i1 13) ... (i1 i)

6. Toda transposicion (j1 j2) admite una descomposicion en transposiciones de la forma (i i + 1).

Si j1 < jo entonces
(Jrje) =01+ DG +1 j1+2)(Ga—1 j2)G2—1j2—-2)--(J1 +1 1)

Ejemplo A.1.6. El grupo simétrico S, admite la presentacion:

<817327 ctt 5y Sp—1

Demostracion. Sea G el grupo con dicha presentacion, definamos f : G — S, tal que s; — (i i+ 1).
Es claro que (i i+ 1) =1, (i i+ 1)(j j+1) =G j+ 1)@ i+1)si]i—j|>2y
(Gi+1)E+1i4+2)Gi+1)=0Gi+2)=0G+1i+2)Gi+1)GE+1i+2).
Por lo tanto, por la Propiedad A.1.4 f induce un homomorfismo y por la propiedades 4, 5y 6 de

2 _ _
s =1 sisip18; = 5i+15i5i+1>

5185 = 8j8; st |i — j| > 2

la nota A.1.5 tenemos que es un isomorfismo. O
Definicion A.1.7. Sea X un conjunto y G un grupo, decimos que una funcion - : G X X — X tal que
(g,x) — g -z es una accion por la izquierda si satisface:

= Para todo x € X, se tiene 1 -x = x.

» Para todo g,h € G yx € X, se tiene g- (h-x) = (gh) - z.

Si-: X xG — X tal que (x,g) — x- g, se llamard una accion por la derecha. En cualquier caso

se dird que G actia en X.
Definicion A.1.8. Una accion se dice transitiva si para todo z,y € X existe g € G tal que g-x = y.

Definicion A.1.9. Una accion se dice libre si siempre que g-x = x para algin x € X entonces g =1,

equivalentemente, si g1 - x = go - x para todo x € X entonces g1 = go.

A.2. Relaciones.

Definicion A.2.1. Sea P un conjunto y < un relacion, decimos que < es un orden parcial si < es

reflexiva, antisimétrica y transitiva. Al par (P, <) es llamado un conjunto parcialmente ordenado.

Definicion A.2.2. Si (P, <) conjunto parcialmente ordenado, decimos que a,b € P son un minimo

y un mdzximo, respectivamente, si no existen ¢,d € P\ {a,b} tal que c < a yb <d.

Definicion A.2.3. Sean (P,<p) y (Q,<q) dos conjuntos parcialmente ordenados, decimos que una
duncion f : P — Q es un isomorfismo de orden entre (P,<p) y (Q,<q) si f es biyectiva y para todo
a,be P, a<pb siysdlosi f(a) <g f(b).

Definicion A.2.4. Un conjunto parcialmente ordenado (P, <) es un orden total o simplemente un

orden si para todo a,b € P se tienea <b,b<a 6 a=5h.

Definicién A.2.5. Si (P, <) es un conjunto parcialmente ordenado, decimos que U C P es una

cadena si (U, < |y) es un orden total.
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