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Resumen

El objetivo general de esta tesis es la de proponer una solucién a la proble-
matica de la arbitrariedad de la carga del Skyrmion dentro del contexto de la
ecuacion de Gross-Pitaevskii (GP) de pseudo-spin % Es decir, para cada solu-
cion estacionaria a la ecuaciéon bidimensional de GP de pseudo-spin % existe un
campo de Skyrme, asociado a esta solucién, definido en cada punto del plano
y que posee un invariante topologico. En la conjetura que aqui se propone, se
muestra que es necesario introducir términos de frontera a la carga usual del
Skyrmioén para poder asociar siempre a este campo un invariante topologico que
sea igual a un entero; los términos de frontera se dedujeron utilizando el teore-
ma de Gauss-Bonnet y de propiedades locales del campo de Skyrme. Ademés,
para poder corroborrar que la suma de la carga usual del Skyrmién junto con
los términos de frontera pueden tomar solo valores enteros, fue necesario obser-
var que existen superficies de Riemann asociadas al campo de Skyrme y cuyos
invariantes de Euler-Poincaré de todas las superficies estan intimamente rela-
cionados con esta correccion de la carga usual del Skyrmién. La conjetura que
se propuso, surge con el objetivo de dar las condiciones suficientes para poder
definir una carga asociada al campo de Skyrme y responder de manera definitiva
si la carga del Skyrmion puede tomar valores arbitrarios. La manera en como
se propuso la conjetura fue en un contexto muy general, pensando mas alla de
la ecuacion bidimensional de GP de pseudo-spin % y, por ello, las conclusiones
que se puedan obtener se podrian usar en otro contexto de la fisica siempre y
cuando se encuentren Skyrmiones.



Capitulo 1

Introduccion

1.1. Condensados de Bose-Einstein.

En la decada de 1920, el fisico indio Satyendra Nath Bose se encontraba rea-
lizando estudios tedricos en torno a la cuantizacion de la luz (cuantos o fotones).
Gran parte de sus estudios se enfocaron en replantear y resolver el problema
del cuerpo negro utilizando fundamentalmente que la luz era un gas de particu-
las idénticas y, para lograrlo, desarrolld calculos estadisticos sobre los cuantos
de luz o fotones mediante los cuales determiné lo que actualmente se conoce
como la estadistica de Bose (-Einstein); la cuél se suele aplicar a Gnicamente
particulas que tienen una funcién de onda simétrica. En aquellos tiempos, la
comunidad cientifica no creia en la teoria de Bose debido a su carencia de fama
como investigador. Por ello, Bose decidi6 enviar sus resultados e investigaciones
a Albert Einstein quien se intereso6 en las conclusiones obtenidas por Bose y de-
cidi6 continuar con el trabajo €l mismo [1]. Utilizando los resultados obtenidos
por Bose, Einstein predijo, en el segundo de dos articulos, a lo que actualmente
conocemos como condensacion de Bose-Einstein (BEC por sus siglas en inglés)
donde hacfa una generalizacién del tratamiento estadistico que Bose aplicaba
a los fotones pero ahora pensandolas como particulas masivas [2]. Teniendo la
senda marcada por Bose, Finstein encontr6 que debajo de la temperatura cri-
tica los “fotones masivos”, conocidos actualmente como bosones, se condensan
en el estado de menor energia del sistema. Sin embargo, esta prediccién no fue
valorada ni siquiera por el mismo Einstein pues dijo en una carta a Ehrenfest
“..la teoria es muy bonita, pero jhay algo de verdad en ella?” [3]. Habia en ese
entonces argumentos a favor y en contra en torno a los BEC en donde se discutia
si relamente la teorfa era consistente. Pero realmente, la verdadera incognita era
si la condensacion de esos gases cuanticos pudieran existir. En ese entonces las
limitaciones experimentales orillaron a pensar que el hipotético condensado era
simplemente una curiosidad exética sin trascendencia en la fisica. No obstante,
al pasar un tiempo, algunos fisicos comenzaron a interpretar los resultados y ha
apreciar su importancia [4, 5, 6].
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La Mecéanica Cuantica se desarroll6 en el siglo XX, con nuevas teorias e
interpretaciones, y a la par iban apareciendo nuevos descubrimientos experi-
mentales que confirmaban o falseaban ciertas hipoétesis. Este proceso se daba
lugar de manera paralela en la que la tecnologia iba mejorando. En el caso de
los BEC, el principal impedimento técnico para su realizacién experimental era
el enfriamiento de una muestra de 4tomos a bajas temperaturas. Inicialmente,
este experimento fue inalcanzable, pero a medida que se iban disenando nuevas
técnicas de enfriamiento, la expectaciéon e inquietud por obtener estos conden-
sados iba creciendo y muchos grupos de investigadores afrontaban este reto con
intencién de ser los primeros en conseguirlo.

El estudio de los condensados de Bose-Einstein como un fen6meno universal
inici6 su protagonismo a partir de la recopilaciéon de los conocimientos tanto teé-
ricos como experimentales en la primera conferencia internacional de los BEC
en Italia en el ano de 1993 (organizada por D.Snoke, A. Griffin, S. Stringari
y A. Mysyrowicz) cuyo éxito se viod reflejado en la publicacion “Bose-FEinstein
Condensation” [7] que examiné la fisica del condensado hasta ese momento. Pos-
teriormente en 1995 se di6 lugar a la segunda Conferencia Internacional sobre
los BEC en Francia (organizada por J. T. M. Walraven, J. Treiner y M. W. Rey-
nolds) en la que Eric Cornell y Carl Wieman anunciaron haber logrado obtener
la condensacion de Bose-Einstein de atomos ultrafrios de 8’Rb en una trampa
armonica. Este trabajo inicié un crecimiento acelerado de nuevas investigacio-
nes en el campo de los 4tomos ultrafrios que ha continuado hasta nuestros dias
llevando a muchos cientificos a enfocarse a esta area de la fisica. La ecuacion que
describe a este tipo de condensados resulta ser la ecuacion de Gross-Pitaevskii,
por ello en los siguientes parrafos ahondaremos este tema.

1.2. La ecuacion de Gross-Pitaevskii.

Los gases atomicos ultrafrios, como se mencioné en el parrafo anterior, se
han convertido en un hito en la fisica debido al gran avance experimental que se
ha logrado desde los finales del siglo XX; particularmente, los fen6menos obser-
vados en tales sistemas son importantes porque son evidencia de las propiedades
cuanticas en fendmenos macroscopicos [8, 9]. Bajar la temperatura a un siste-
ma termodinamico es de interés en muchas disciplinas por la observacion de los
nuevos comportamientos de la materia al lograr tales temperaturas.

Como lo podemos revisar en la historia, en el siglo XIX se pudieron desa-
rrollar los primeros refrigeradores y esto dié lugar a presenciar transiciones de
fase nunca antes observadas [10]. Las fases usuales de la materia corresponden
al solido, liquido y gas; la explicacion de estos fenémemos fue de gran interés en
el siglo XIX. Esto di6 lugar a pensar que las transiciones se podrian presentar
en distintos compuestos y, por ello, motivaria a preguntarse si existia la posibi-
lidad de que un gas comin pudiera alcanzar su fase liquida (licuefaccion) [11].
El desarrollo tecnologico para la licuefaccion de gases se podria decir que inicid
con el oxigeno, puesto que en 1877 se logr6 por primera vez obtener oxigeno
liquido [12]. Posteriormente, en 1883 se produjo nitréogeno en su fase liquida y
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en 1898 se alcanzd por primera vez la liquefaccion del hidrogeno a 20 K [13].
Las técnicas desarrolladas para licuar los gases, dieron lugar a una competencia
para alcanzar temperaturas cercanas a la del cero absoluto, y uno de los gran-
des avances a dicha competencia fue cuando Kamerlingh Onnes logré alcanzar
la licuefaccion del helio a 4.2 K en 1908 [14].

Al licuar el helio y disminuir aun mas su temperatura, se apreci6 caracteris-
ticas muy singulares que no todos los sistemas mostraban. Estas caracteristicas
eran la ausencia de viscosidad y alta conductividad del fluido. Estas propiedades
eran inexplicables para la fisica de esos tiempos propiciando asi el desarrollo de
teorias que pudieran dar fundamento a las observaciones experimentales. Los
primeros modelos fueron fenomenologicos y desarrollados principalmente por
Landau y Tisza [15, 16]. Ambos propusieron el modelo de dos fluidos, el cual
consiste en suponer que el helio-II tiene dos liquidos (los cuales se podrian pen-
sar como sus componentes) y que se mueven uno con respecto al otro ignorando
su interaccion por friccion. Estas componentes del fluido poseen caracteristicas
distintas; por ejemplo, una de las componentes se mueve sin viscosidad, mien-
tras que la otra es un liquido con viscosidad. Esta descripcion permitié explicar
comportamientos dinamicos del helio-II y también su alta conductividad. Sin
embargo, esta teoria estaba sustentada en una interpretacion de la fenémeno-
logia y, por lo tanto, era importante iniciar la busqueda de una teoria més
fundamental.

La teoria desarrollada por Bogoliubov y los estudios de Penrose y Onsager
[17, 18, 19] justificaron los desarrollos teoricos tanto de Landau como de Tisza.
Bogoliubov, Penrose y Onsager partieron de una teoria de primeros principios
(Teorfa Cuéantica de Campos) y de esta manera dedujeron las caracteristicas de
un sistema en fase superfluida. La descripcién que realizaron estos cientificos
consistia en pensar que el sistema tenia una fraccion macroscopica de particulas
en su estado base y, también, que el sistema posefa interacciones internas. Estas
hipotesis obligaron a que la descripcién de un superfluido se encontrara en el
contexto de la ecuacion de Gross-Pitaevskii [20] la cuél ha dado una descripcion
satisfactoria de la condensacion de Bose-Einstein (BEC) y también del estado
superfluido.

Los gases atomicos ultrafrios toman el protagonismo a partir de la con-
densacion de los dtomos alcalinos (857Rb, "Li y 2*Na) mediante el uso de las
trampas magneto-opticas [21, 22, 23, 24]. Esto fue asi porque, debido a los es-
tados internos hiperfinos de los gases atomicos alcalinos, por primera vez se
comprobo la existencia de los BEC spinoriales para gases de bosones. Los desa-
rrollos experimentales posteriores también demostraron que en estos gases se
podian generar vortices cuantizados [14, 25| y, de esta manera, evidenciar que
el fenomeno de superfluidez formaba parte de sus propiedades. Estos hallazgos
dieron pie a profundizar el conocimiento de estos fenémenos debido al control
sobre los parametros de estos sistemas. La relevancia del estudio de los a&tomos
alcalinos en este contexto se debe al conocimiento de sus espectros de absorciéon
y emision, las susceptibilidades y su interaccién interna a bajas temperaturas;
lo cuél, permiti6 el desarrollo de técnicas 6pticas mas especializadas para lograr
el enfriamiento y confinamiento de los tan singulares gases.
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Los BEC presentan distintas y variadas caracteristicas que no es posible cu-
brir la demanda a tales descripciones utilizando solo los conceptos fundamentales
de la Mecanica Cuantica, por ello muchos conceptos de las mateméticas como
la Topologia llegan a esta area para darle riqueza a la descripcion tedrica; tal es
el caso de los Skyrmiones. Los Skyrmiones son un tipo de defectos topolégicos
que han sido de interés para los fisicos desde los anos 60 y que ha resurgido en
la actualidad en los BEC spinoriales. Por esto, acontinuacién daremos un breve
resumen de la apariciéon de los Skyrmiones en la fisica.

1.3. Solitones en la teoria de Skyrme.

Historicamente, uno de los primeros modelos de campo para describir a la
nucleones fue la revolucionaria teorfa de Skyrme [26, 27], formulada en 1961
como un modelo topolégico. La novedad del enfoque, que es sin duda un hito
en el desarrollo de la fisica teérica moderna, fue que Skyrme sugirié considerar
a los bariones como solitones e identificar al nimero de bariones uno a uno con
la carga topologica de la configuracion del campo. En este contexto, los piones
corresponden a las fluctuaciones linealizadas del campo bariénico, mientras que
los fermiones, como los quarks, no aparecen como campos fisicos fundamentales.

El lenguaje matemaéatico de la Topologia no era comin en la comunidad fisica
y el modelo de Skyrme fue borrado en la fisica de particulas elementales por la
llegada de los quarks y el modelo estandar. Sin embargo, en anos subsecuentes
la teorfa de Skyrme resurge tal y como lo not6 Witten [28] en la teoria quiral
correspondiente SU(2) x SU(2). En esta teoria el campo medio de piones toma
la forma del modelo de Skyrme y los quarks no son grados de libertad propios;
estan fuertemente delimitados por el campo medio quiral y los bariones vuelven
a emerger como soluciones de solitones del modelo efectivo. Ademas, se demos-
tré que el modelo de Skyrme, complementado por el término de Wess-Zumino,
reproduce correctamente el nimero cuantico de bariones [29]. Esta observacion
atrajo mucha atencion, y desde la década de 1980 el modelo de Skyrme ha te-
nido el estatus de una aproximaciéon apropiada de la teoria efectiva de QCD de
baja energia. Lo més destacado de la idea original y atrevida de Skyrme es que
es un concepto que en cierta medida pareceria omnipresente en varias ramas de
la fisica; tales son los ejemplos de la fisica nuclear y de particulas, en la fisica de
la materia condensada y la teoria de cuerdas [30]. Sin embargo, hasta el 2006, se
creia que los skyrmiones eran particulas exdticas que no estaban en equilibrio y
que no podian formarse espontaneamente sin un fuerte campo externo. Chris-
tian Pfleiderer y su grupo demostraron que esta suposicién era incorrecta pues
proporcionaron la primera evidencia de la existencia del Skyrmion [31, 32, 33].
La presencia de los Skyrmiones en los BEC surge a partir de propuestas a ex-
perimentos en donde la textura de spin tiene el comportamiento de Skyrmion,
no obstante, a pesar de que se tiene confirmada ya la existencia de Skyrmio-
nes en los BEC, se han presentado visicitudes en torno a la carga topologica
de estos defectos. A continuacion, en la siguiente seccién explicaremos en qué
consiste tales visicitudes y como en esta tesis se ataco esta problemética y asi
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darle solucién.

1.4. La carga topolégica del Skyrmion.

La ecuacién bidimensional de GP de pseudo-spin % posee texturas de spin
asociadas a las soluciones estacionarias y éstas tienen el mismo comportamien-
to que un campo de Skyrme: normalizadas en todo el plano y continuamente
diferenciables. De acuerdo con los estudios tedricos y numéricos realizados por
Zamora-Zamora y Romero-Rochin [33, 34] al introducir un campo magnético
en el BEC spinorial que se anule en su interior, ademés de producirse vortices
cuanticos, dichos autores hallaron que se producian Skyrmiones que parecian
tener cargas arbitrarias. Tal arbitrariedad de la carga topologica del Skyrmion
implicaria la existencia de nuevos tipos de Skyrmiones ademas del Skyrmicn
original [26, 27] y el Baby Skyrmidn [35]; lo cual tal evidencia pondria en apa-
rente contradiccion con las teorias desarrolladas en torno a los Skyrmiones [36]
y, en general, la de los defectos topologicos [37, 38, 39, 40]. Sin embargo, como
se vera, no existe tal discrepancia.

Para lograr el objetivo general de esta tesis, fue necesario hacer una revision
de la Teoria Cuéntica de muchos cuerpos y también una revision de herramien-
tas mateméaticas como Geometria Diferencial y Topologia General. Por esto, este
trabajo se escribi6 de manera tal que esté dividido en los elementos necesarios
para desarrollar y solucionar la problemética que se ha planteado en el primer
parrafo de esta seccién y que a continuaciéon se describird. En el capitulo dos
se desarrolla la herramienta tedrica para construir el concepto del Skyrmién en
los BEC spinoriales: la ecuacién bidimensional de GP de pseudo-spin % Para
ello se hace una introduccién en torno a los gases atomicos débilmente interac-
tuantes, se desarrolla lo necesario en torno a la interaccion hiperfina, se propone
el hamiltoniano que modela a los gases débilmente interactuantes en primera
cuantizacion, se introduce los operadores de ascenso y descenso para reformu-
lar el problema de muchos cuerpos en segunda cuantizacién y asi finalmente
deducir la ecuacion GP. En el tercer capitulo, se introduce al lector en el con-
texto de los vortices cuanticos y los Skyrmiones. Primero se ahonda lo necesario
entorno a los vortices cuanticos producidos por campos magnéticos en la ecua-
cion bidimensional de GP y de pseudo-spin %, en donde se obtiene soluciones
semi-analiticas y con ello se extraé el comportamiento, de manera cualitativa,
de las soluciones estacionarias. En el resto del tercer capitulo, se estudia como
surge el campo de Skyrme a partir de la textura de spin obtenida de las solu-
ciones estacionarias en la seccién anterior y con ello se plantea el problema de
la arbitrariedad de la carga en el Skyrmion para las soluciones obtenidas. En
el cuarto capitulo, se estudia los temas que se volvieron necesarios entorno a la
Topologia y Geometria Diferencial para poder resolver el problema de la carga
del Skyrmién. Por un lado, en la primera parte del capitulo cuatro, se hace una
compilaciéon de elementos de la Topologia General: se toca solo definiciones y
proposiciones necesarias. Por otra parte, en las secciones subsecuentes se abor-
da los temas entorno a la Geometria Diferencial de superficies en donde se hizo
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particular énfasis en el teorema de Gauss-Bonnet para superficies con frontera.
Posteriormente, una vez teniendo el contexto de los gases atomicos ultrafrios
y el de la Topologia en Geometria Diferencial, en el capitulo cinco se propone
la conjetura que permite redefinir la carga del Skyrmién y a su vez se hace su
correspondiente justificaciéon para que de esta manera, se analicen las conse-
cuencias de esa conjetura en la segunda parte de este capitulo. Finalmente, en
el altimo capitulo, se exponen las conclusiones obtenidas a partir de la conjetura
y se plantean algunas perspectivas a futuro para darle continuidad al estudio de
los defectos topologicos en los condensados de Bose-Einstein spinoriales.



Capitulo 2

La ecuacion de
Gross-Pitaevskii

En las siguientes secciones se haran desarrollos en torno a los gases atémicos
ultrafrios, en donde se hara el enfoque en los gases bosonicos. Gran parte de las
deducciones realizadas fueron tomadas del libro “Bose-Einstein Condensation in
Dilute Gases” [15] y de “Notes on many body theory of Bose and Fermi gases
at low temperatures” [41].

2.1. Interaciones spinoriales: interacciéon hiperfi-
na.

Para describir un gas atémico débilmente interactuante se tiene que conside-
rar las interacciones spinoriales, las cuales son un término que permite clasificar
a los 4tomos (bosones o fermiones) y también es un término que nos da el com-
portamiento del sistema al introducir campos magnéticos. Denotemos al spin
total del &tomo como:

F=I+J=1I+(L+5) (2.1.1)

en donde I es el spin total nuclear, J el momento total electrénico, L es el
momento angular electronico total y S es el spin total electrénico. Si bien es
un hecho de que se puede hacer una descripciéon general de las interacciones
spinoriales, nosotros estaremos enfocados tinicamente a los 4tomos alcalinos.
Por un lado, el estado base de la estructura electréonica de cada atomo de
un metal alcalino es simple: todos los electrones ocupan capas cerradas excepto
uno y este dltimo se encuentra en un orbital s de la capa méas externa [42].
Una particularidad de las propiedades de los 4&tomos (en general para cualquier
atomo) es que el spin nuclear se acopla al spin electronico mediante la interac-
cion hiperfina [15]. En la ausencia de un campo magnético externo, los niveles

13
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atoémicos se desdoblan debido a esta interaccion:
Hyp=Al-J

en donde A, es la diferencia de energia entre los estado hiperfinos en ausencia
de campo magnético y por lo tanto tiene unidades de energia. Debido a que
los electrones més externos de cada dtomo alcalino se encuentran en un orbital
s, estos electrones no tienen momento angular orbital (L = 0) y, por lo tanto,
no hay campo magnético generado por la nube electrénica debido al movimien-
to angular orbital; consecuentemente a esto, el acoplamiento surge tinicamente
debido al campo magnético generado por el spin del electron.

Por otro lado, si se introduce un campo magnético al &tomo entonces se tiene
que sumar a la interaccion hiperfina de las energias de Zeeman que surgen de la
interaccion de los momentos magnéticos nucleares y electrénicos con el campo
magnético, que en este caso solo se considerara los terminos lineales de Zeeman
[43, 44].

Tomando en cuenta todas estas consideraciones, el hamiltoniano de la inter-
accién hiperfina con un campo magnético externo B tiene que ser:

en donde D = gy 2;1 yC=—g; 221 siendo e la carga del electréon, m. y m,, las

masas del electron y el proton, respectivamente; A la constante de Planck, g7 y
g son los factores de Landé nuclear y electronico, respectivamente. Ahora, si
elegimos el sistema de referencia de tal forma que localmente el campo magnético
esta dirigido a lo largo del eje z entonces este hamiltoniano resulta ser:

Hopin = ALy - Jp+ 1, - Jy+ L. - J.) + DJ. - |B| + CI. - | B. (2.1.3)

Reescribamos este hamiltoniano utilizando la definicién de los operadores de
ascenso y descenso:

Jy+Jo I, +1_
x — 7-[@ = 5 2.1.4
J. 5 5 (2.1.4)
o Jy—Jo Iy
J, = 5 I, = 5 (2.1.5)
y a partir de los cuales se puede deducir que:
ALy - Jo+ 1, - Jy) =2 J-+1_Jy). (2.1.6)

Utilizando esta ultima igualdad, se puede reestructurar el hamiltoniano de la
siguiente forma:

N A o o
Hopin = AL - J. & 5 (I +1-J1) + DJ. - |B| + C1. - | B]. (2.1.7)



CAPITULO 2. LA ECUACION DE GROSS-PITAEVSKII 15

Este hamiltoniano tiene varios niveles de energia, sin embargo, por simplicidad,
supongamos que estamos describiendo un sistema tal que S = % el = %
Definamos para mp = 1

‘I:g,mI:;>’ :;,mJ:;>:|+>mF_17 (2.1.8)
‘;"z> ‘;_;> = |=Vmp1 (2.1.9)
y para mp = O:
‘;’_;> ’;;> = |+ o (2.1.10)
;’;> ;;> = =)o (2.1.11)

en donde podemos definir las acciones de los operadores de escalera:

Ji|mJ>:\/(J:':mj)(Jﬂ:mJ+1)|mJ:|:1>mF

Iiimr) =/ I Fmp)I £my+1)|m;£1), .

Si nosotros calculamos:

B = = A
Hopin |2) = (AL - T+ DI - | Bl + CL - |B|) 12 + 5 (L + L J3) [4),,,
(2.1.12)
de acuerdo con [45] se obtiene

A A 1 1
ST+ L) )y = 2\/ (I mp+ ) = mp + 5) [F),  (2113)

mp _ f(i%)(mF:E%)‘:t>mF+
(+DIBIES) + ClBl(mr F 1)) 1)
(2.1.14)

y por lo tanto la representacién matricial del hamiltoniano, en la base definida
para estos estados, tiene que ser:

(AIZ -J.+CJ.-|B|+ DI - |§|) I+)

mpg

o A meCEE 4D -5 +IBI(9FP) (I+3)” = mi
2 T+ pr-mi  me(BE 41 -} -[B(%R)
(2.1.15)
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Esta matriz tiene eigenvalores [45]:

A - A 1 2emp
E = —— B + -+ =),/1 2 2.1.1
+(mr) 4+C\ Imp 2( +2)\/ +(I+%)+x, ( 6)
en dondex:%.
2

Si pedimos que |§ | < 1, implica que # < 1 y por consiguiente tenemos

A 1 1 _
siendo
C C-D

9F (2.1.18)

=—+_—.

“B 2(I + §)/~LB
Con base en estas consideraciones, si al sistema se le introduce un campo mag-
nético no tan intenso, una buena aproximacién de la interaccion spinorial estaria
descrita por:

Hopin = grprB - F (2.1.19)

el cual es el hamiltoniano general para el acoplamiento de estados hiperfinos
atémicos con las matrices de espin asociadas a F' = 2,1 y valido para campos
magnéticos pequenos.
Ahora, si tenemos un sistema cuyo spin interatémio es I = % yJ = %, una
base que puede describir al sistema es:
27 27272 27 2727 2/7

I UL TR
3 _27mJ_ 7272727 2 )
(2.1.20)

2
en donde por simplicidad se ha ignorado las etiquetas I, J, m; y m. Utilizando
esta base se puede definir los estados:

1 111 1 1 111
la) = — |z, 212, —= ) — |2, —=1 =, = (2.1.21)
V2 \|2'2"2" 2 27 2°2°2

I_

= i’mI:

1 1.11> 1 11 1

1 11 1
|t 111 2.1.22
1% ‘2’ 2’2 2> (2.1.22)
1 111 1 1 111
I N A I 92.1.2
& 2(\2,2,2, 2>+‘2, 2,2,2>) (2.1.23)
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Ademas, notese que si reescribimos el hamiltoniano spinorial

) A
Hopin = (AL - J. + DBJ. + CBL) + S (I J- + 1_J.) (2.1.24)

y lo diagonalizamos utilizando tnicamente los estados |a) y |c¢), entonces se
obtiene:

34 (C—D)B
H,. = < (CJLD)B 2A . (2.1.25)
2 4

Por consiguiente, las energias propias, de este pedazo de hamiltoniano spinorial,
deben ser iguales a:

E= -t B2
2

472 a?

_A A2 (C—D)> p2 | 3 g2
2i\/4 +4( T B +16A) ( 1 1\/ (D - C)2
=A 14—

N—

(2.1.26)
Por otra parte, las energias propias de los estados |%, %; %, %> y |%, —%; %, —%>
son:
A 1 11 1 A D+C 1 11 1
Hepin |z, ==, 2= )y =(— =% B)|l-,+=;=,£= ). 2.1.27
P99 9 2> (4 2 )’2 272 2> ( )
Recordemos que se hizo la aproximacion de la interaccion hiperfina:
Hopin ~ grupB(7,t) - F (2.1.28)

y los estados (2.1.21) y (2.1.23) pueden ser descritos con la base de F' como

le) = |F =1,mp =0) (2.1.29)

la) = |F =0,mp = 0), (2.1.30)

entonces las energias calculadas en (2.1.26) y (2.1.27), tienen que ser las energias
propias asociadas al hamiltoniano aproximado cuya base es:

@), lc) 16} 5 |d) - (2.1.31)

Observando las energias en este sistema de F' = 1, podemos notar por la
figura 2.1.1, que la brecha energética AE, 4 entre los estados |c) y |d) es muchi-
simo més pequena que las brechas energéticas AFE.;, y AFE,. .. Debido a esto,
uno puede pensar que las excitaciones del sistema debido a las colisiones no son
tan energéticas para realizar alguna de las transiciones AFE._ 6 AE., y por
consiguiente es plausible pensar que el sistema se puede polarizar y asf se podria
subtraer tnicamente dos componentes de spin y estudiar un sistema con tales
caracteristicas.
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0.2
ld>
le>
01
Elk
K 0
0.1
|b>
la>
_0 2 | 1 | |
0 0.1 0.2 0.3 04

B (T)

Figura 2.1.1: Energfas del multiplete del estado base de un &tomo de hidrégeno
en funcion del campo magnético [14].

2.2. El hamiltoniano de un gas atémico débil-
mente interactuante.

Como se mencion6 al principio de este capitulo, es de vital interés conocer
los términos del hamiltoniano que intervienen para describir una gas atémico
ultrafrio que iremos describiendo a continuacion.

El primer término es el cinético. Este término siempre aparece en la descrip-
cion de cualquier gas:

)
I
T, =
2m

(2.2.1)

en donde m es la masa del atomo y p; es el momento lineal de la i—ésima
particula. El segundo término corresponde al potencial que atrapa al gas, este
potencial modela las paredes que almacenan al gas y, en la practica, en a&tomos
alcalinos ultrafrios, est4 modelado por un potencial arménico debido a que el
gas es atrapado por una trampa magneto 6ptica generado por un sistema de
laseres [cita]. En general, a este potencial simplemente lo denotaremos asi:

Vir(7) (2.2.2)

en donde 7; son las coordenadas de cada dtomo. El tercer término corresponde
al potencial de colisiones interatémicas y, desde punto de vista general, supon-
dremos que las colisiones se dan en pares y posee simetria esférica:
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UB(TZ‘J*) = U(l’FZ —77j|) (2.2.3)

Finalmente, el cuarto término corresponde al de la interaccién hiperfina que
discutimos en la seccién anterior:

gF/J,BB . ﬁ (224)

Con base en esto, el hamiltoniano de un gas atomico débilmente interactuante
con un campo magnético externo resulta ser igual a:

N 5 N N N

N o5 . Lo N 1

H = E 72;’1 + E (‘/;r(rl) + gp,uBB(ri,t) . FZ) + 5 E E UB(’FZ‘]‘). (225)
4 i i#) jFi

Este hamiltoniano es en la practica poco factible de resolver tanto tedrica
como computacionalmente, por lo que el objetivo en las siguientes secciones seré
replantear el problema utilizando la formulaciéon de la mecéanica cuantica de la
segunda cuantizacién.

2.3. La descripcién en segunda cuantizacion.

Sabemos que si queremos obtener toda la fisica de un gas atémico débilmente
interactuante, se tiene que resolver la ecuaciéon de Schordinger:

D .
i [U(1) = H ¥ () (2.3.1)

siendo |¥(t)) la funcién de onda asociada al sistema y H el hamiltoniano des-
crito por la ecuacion 2.2.5. En general, esta funcién de onda siempre se puede
desarrollar en términos de una base

[U() =Y Cpmy (1) [{m}) (2.3.2)
{m}

en donde [{m}) es una base completa del espacio de Hilbert de un sistema de
N particulas que por ser una base satisface:

{m}{n}) = dmn (2.3.3)

[{n}) {m}] =1 (2.3.4)

Particularmente, nos va interesar usar la base del producto de N funciones

de onda de una particula que estan en una caja de volumen V. Sea E, m> la
base del momento p'y la proyecciéon S, de spin de una particula
19 E,m> = hk E, m> (2.3.5)
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S, E7m> = hm E,m> (2.3.6)
endonde m =—s,—s+1,...,s—1,sy
SN — (= 7 7 L ik
05 (TX) = (P x| |kym) = (7] k) (x| Im) = —=€"""xm (2.3.7)
» Vi
con
- 2
k= %(nw,ny,nz) (2.3.8)
siendo n, = 0,+1,£2,... , n, = 0,£1,£2,... y n, = 0,£1,%2,... . La can-

tidad x,,, es la proyeccion del estado |m) sobre una base |x). Por simplicidad
escribamos k = (I;, m) para especificar los cuatro momentos cuanticos de una
particula en una caja y r = (¥, x) para referirnos a las coordenadas espaciales y
spinoriales.

Observemos que la funcién de onda:

D(r1,r2, ..o, TN) = Gy (1) D1y (T2) - - - Proy () (2.3.9)
es una funcién propia de la suma de todos los operadores i de la ecuaciéon 2.2.1,
ya que

N

N h2k?
> Ti®(ry,re,. ) =Y 5 (T2 TN (2.3.10)

Como estamos describiendo a bosones, la funcién de onda que describe a las
particulas tiene que ser una funcion simétrica:

ng !nk !...nk !
Wy gk (11,725 - TN) = \/IZ'N,N D bk (r1) - Py ()

perm

(2.3.11)

en donde > .. es la suma sobre todos las permutaciones de los diferen-

tes valores de ki, kz,... jng; es el nimero de veces que el valor k; aparece y
Ny g, !

% es el factor de normalizacion. Como la funcién de onda describe
particulas bosénicas, el nimero de particulas que pueden estar en un estado no
tienen ninguna restriccion, Sin embargo debido a que es un gas con N particulas,
la suma de los ny; se restringen de la siguiente forma:

> g =N (2.3.12)
k

donde k toma todos los valores posibles que puede tomar los diferentes estados.
Ademas el término
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N!
n;ﬁ!nkz! “en ’I’LkN!
no es mas que las combinaciones de N particulas en los k1, ..., kx estados.

Esta base serd de gran utilidad para reformular el problema 2.3.1 y para
lograrlo seréa necesario desarrollar el concepto de los estados de ocupaciéon. Su-
pongamos que tenemos la base de un gas ideal en una caja. Utilizaremos esta
base para describir los estados energéticos del sistema, por lo tanto si nosotros
tenemos un sistema de N particulas, nos preguntamos cuantas particulas tienen
momento k (lo denotaremos simplemente como ny). A este ntimero se le conoce
como el nimero de ocupacién del estado k.

Para continuar con la descripcion del sistema, definamos a los estados de
Fock. Primero, escojamos un orden para todos los estados de una particula:
ko, k1, ks,...,ks de tal forma que representen el estado base, el primer estado
excitado, el segundo estado excitado y asi respectivamente; una vez realizado
esto construyamos al estado de Fock

kg kg s oy Mheoy) = [Mkg) @ k) @ [1y) -+ @ [ge,,) (2.3.13)

en donde se entiende como el estado k; con ny, particulas. Debido a que el
gas que estamos describiendo son bosones el nimero de particulas nj, que se
encuentran en el estado k; puede ser tinicamente valores enteros que van de
0,1,2,...,00. Ademas este conjunto de estados satisface la ortogonalidad y la
condicion de completez:

’ 7 !
<nk,07nk17 [EES) nkoo‘ |nk07nk1a "'?nkoc> = H;L.OZO n;c N (2314)
nkn
> [T s Ty s oo e ) (Mg My ooy s | = 1 (2.3.15)
nko,nkl,...,nkoo

Esto indica que los estados de Fock son también una base y el espacio generado
por la combinacién lineal de los estados de Fock es un espacio vectorial conocido
como el espacio de Fock. Debido a la existencia de un espacio de Hilbert generado
por el nimero de particulas |ny), con momento k, se puede definir los operadores
de creacion y aniquilacion para particulas bosonicas ai y dl, que poseen las
siguiente reglas de conmutacion:

[k, @L/] = Okt (2.3.16)

[an, ar) = [a}, al,] =0 (2.3.17)

y también poseen las siguientes propiedades:

i Ine) = Vi i — 1), (2.3.18)

al [nk) = Vg + 1|ng + 1) (2.3.19)
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akay, i) = ny |ng) (2.3.20)

La base de los numeros de ocupacién es una excelente base para la describir a
las funciones simétricas que describen a los bosones ya que la funcién de onda
en 2.3.11 se puede interpretar como amplitud de probabilidad de encontrar N
particulas con coordenadas (espaciales y spinoriales) r1,...,ry dado que ng,
particulas estan en el estado k; con la restriccion de ), ny = N. Esto tltimo
nos permite reescribir la funcién de onda como

| | |
iy g (157203 T) = ¢ P T S b (1) (1) - B (1)
(2.3.21)
entonces utilizando este hecho, se puede hacer un desarrollo como 2.3.2 de la
funcién de onda

W)= > Clngse b5 t) g, -k, (2.3.22)
nkl,...,nkm
en donde
<7'1,7”2,...,TN||\II(t)> = Z C(nkga~"ankx;t)¢nkl,nk2 ..... nkm(rlv/er"'arN)
nkl,...,nkoo
(2.3.23)

Por consiguiente, si se calcula:

) .
i () = H W (1) (2.3.24)

el hamiltoniano adquiere la siguiente forma:

A —2 — -
H = Zki,kj <kz‘ %+Vi7‘am(r)+gFMBB<Fivt) Fl|kj>d;rfl&k1
(2.3.25)
+3 Zki,kj,km,k;p (ki k| Up |k, kp) dzidlj ar,, ar,
en donde
]52 N o
(k] £+ Vi (1) + grun B 0) - F V) = (23.26)

9 - .
/ 4ru (1)L 4 Vi (1) + g B 1) - Fo(r)
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) TR
Uik U o ) = 5 323 [[dr [ g, (r)o7, ()0 i), (1), ()
i#j jFi
(2.3.27)
Cuando el hamiltoniano del sistema se puede escribir como en la ecuacién 2.3.25
se dice que sea replanteado el problema en la formulacién de la segunda cuan-
tizacion.

2.4. El hamiltoniano en términos de los operado-
res de campo.
Muchas veces es conveniente tomar una combinacién lineal de los operadores

de ascenso y descenso debido al alcance tedrico que puede permitir hacer ese
desarrollo; a esta combinacion lineal se le conoce como los operadores de campo:

= : (2.4.1)

los cuales satisfacen

R (2.4.2)
Vi = ;0 (aL
y a su vez cumplen las siguientes reglas de conmutacion:
[Pa(r), Us(r)] = 0
[ (r), UL = 0 (2.4.3)

[y (r), UF ()]

O(Jr —7')dw.p-

Ademas, con estos operadores de campo, el hamiltoniano 2.3.25 puede rescribirse
de una manera alternativa:

A = [drbt (—%vz + Vir(F) + grup B(F, 1) - ﬁ) ¥
(2.4.4)
+3 [dr [ dr' Ut (r) Ut (r) U ()b (r)
que en efecto es equivalente, ya que si sustituimos la definicion de los operadores
de campos se obtiene, por una parte:
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[ drit (—%W + v;,m) s

A — — ~ —2
+ [ ardt (grup B0 - F) & = 5, S (k5 + Vi) K)
Sk S (kl grupB(F.t) - F k') afay
(2.4.5)
y por otra parte
%fdrfdr'\iﬁ(T)@T(r’)UB\i/(r')\i'(r)
= (2.4.6)
S ks sea i (B1, k2| U |3, k) 6 af, an, .,
Ahora, si sumamos estas dos ultimas ecuaciones se obtiene:
~ —2 — —
H = X, X (Kl g + Vir + grusB( ) - F|K) ajaw (2.4.7)
2.4.7

3 S S o, (e ko| U ks, ) @), 6 g, -

Para poder determinar la evolucion temporal del operador \i/(r), simplemente
se tiene que utilizar la ecuacién de Heinseberg para la evolucién del campo:

iﬁ%\if(r, t) = [ﬁ/(r, 1), H(t)} (2.4.8)

y por lo tanto la dindmica del operador de campo esté dada por la ecuacion:

nG(rt) = (~4V? 4 Vi) + grupB(T1) - F) W(r,1)
(2.4.9)

+ [ dr Ut (r, ) Ug (r, )0 (r, )0 (1 ).

2.5. Aproximaciones de campo medio y de con-
tacto.

Por un lado, para describir un gas atémico a bajas temperaturas, uno puede
suponer que las funciones de onda de una particula més relevantes son aquellas
que tienen un momento k muy pequeno; lo cual indica que su dindmica es muy
lenta desde un punto de vista microscopico. En otras palabras, las particulas que
constituyen al gas atémico a bajas temperaturas tienen longitudes de onda del
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orden de V3 en donde V es el tamafio (volumen) del sistema. Dentro de estas
suposiciones uno puede aproximar al potencial interatomico Ug(r;;) mediante
un potencial de contacto:

Us(ri, ;) = Uod (|7 — ) (2.5.1)

en donde Uy = ‘lﬁnﬂ, siendo a la longitud de dispersién de una onda s la cual
es proporcional al alcance efectivo del potencial interatémico [41, 45].

Dentro del contexto de la teorfa de la dispersién, la aproximaciéon de contacto
se traduce a que en la colision se cumpla

kla < 1 (2.5.2)
lo cual implica que
—ka = tan g ~ sin dg =~ do (2.5.3)
y a su vez se obtiene
Bee(r) f;e*““w) (2.5.4)

en donde 9. es la funcién de onda que describe la dispersién después de que dos
particulas colisionen y dg es el corrimeinto de fase de la onda s. La funcién de
onda de dispersion es una onda esférica que para grandes valores de r pareceria
que es emtida desde un centro a r = a; siendo esta la razén por la cudl se dice
que la onda tiene un corrimento. Ademas, si a > 0, esta parece que ha sido
dispersada a un punto al cual es més cerca que el punto de observacién. En
resumen, se puede sintetizar la region de validez de la aproximaciéon de contacto
de la siguiente forma

V.1 h h
oL (=) <K A= — " ——. 2.5.5
(N) ’ p vV 2rmkT ( )

Si utilizamos la condicién (2.5.1) en la ecuacion (2.4.9), se obtiene que:

N h2 _, S\ - N N A
ih%@(ﬂ t) = <27nv2 + Vtr(m + gF.uBB(Fa t) : F> \I/(Tv t)+U0\I]T(T7 t)\IJ(T7 t)\II(T, t)'

(2.5.6)

Por otra parte, al considerar que el fluido se encuentra en el cero absoluto T =

0, se espera que la mayor parte del fluido esté en el estado base del condensado

de particulas no interactuantes. Nosotros no sabemos si hay particulas en algin

estado excitado, sin embargo la aproximacién aqui es que todas las particulas
tengan momento k. Es decir:

U, (r,t) ~ O, (T )ag,
A (2.5.7)
\I/]L,(r, t)

Q

¢r  (rt)ag

0,V
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Por consiguiente, para cada elemento de la base de Fock se obtiene que:

Q

\i/l,(r, ) [Mkg s My y ooy ko, )

¢]:;0,l/(r7 t)\/nko |nk0 - 17nk17 "'ankm>

Q

WE (1, 1) Mg s Ty ooy M) (bZ“O,V(T’ Mk + 1|k, + 1,0k, ooy Mg )
(2.5.8)
Sin embargo, debido a que se esta suponiendo que todas las particulas se en-
cuentran en el estado base, se hace la aproximaciéon ng, ~ N y también a que N
es una cantidad macroscépica. Por lo cudl, los operadores de campo tienen que
ser diagonalizables con la base de los estados de ocupacion ya que los cambios
ng, = 1 son despreciables, es decir:

Wy, (1) [Pkgs My s oees T, )

Q

¢E@,u<r7 t)\/ Nk |nkoank1a E) nk:oo>

R (2.5.9)
\I]I(’I",t) ‘nk07nkl7"'7nkoo> ~ ¢]§07y(r7t)\/nko |nko7nk17-~-7nkm>-
Por lo cuél, si se hace la identificacion:
®,(r,t) = Vnody, ,(rt) (2.5.10)

el lado derecho de la ecuacion (2.4.6) se convierte

(~ 22 V2 4 Vir () + grup B, 1) - F) (r,0) + Up®1 (1, )0(r, ) @(r, )
(2.5.11)
obteniendo asi la ecuaciéon de GP que describe la dinamica de un gas débilmente
interactuante

2
ihqu(r, t) = (—ZHmVQ + Vir + grppB(7,1) - F) O(r, t)+Uo® (r, t) D (r, 1) D (r, t)

ot
(2.5.12)
en donde ® es un spinor con F' componentes.

2.6. Sistemas bidimensionales de pseudo-spin %
A causa del gran control experimental que se ha tenido sobre los gases ato-
micos ultrafrios [7], se ha logrado tener diferentes arreglos configuracionales de
estos sistemas. En particular, el gran control sobre los 4tomos ultrafrios abre la
puerta para estudiar sistemas nuevos; por ejemplo el spin puede ser utilizado
en el estudio de sistemas magnéticos en configuraciones dificilmente observa-
das. Prueba de esto es que si se aprovecha los distintos grados de libertad del
sistema, entonces es posible observar la aparicion de nuevas fases de la mate-
ria. Un caso particular que utilizaremos en este trabajo corresponde a sistemas
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condensados para los cuales dos estados atomicos hiperfinos son acoplados me-
diante interacciones con campos externos; a estos sistemas se les conocen como
sistemas de pseudo-spin [46]. Esto es posible gracias a que en la estructura del
hamiltoniano prevalece la estructura de los sistemas spinoriales, posibilitando
asi a describir el sistema con una ecuacién de Gross-Pitaevskii cuyo spinor solo
tenga dos componentes:

B(F 1) = ( zj > (2.6.1)

Tal y como se vi6 al final de la secciéon 2.1, un gas de bosones débilmente
interactuante se puede polarizar en dos componentes debido a que las energias
de las conlisiones interatéomicas es muchisimo mas pequena que la energia que
se necesita para poder lograr la transiciéon a alguna de las otras componentes
de spin. De esta manera, la ecuacién de un gas débilmente interactuante a
temperatura T = 0 que tenga un spinor con tnicamente dos componentes de
spin, se le llama: la ecuacién GP de pseudo-spin %

En general, los gases atémicos ultrafrios tienen la peculariedad de que, de-
bido a tanto las interacciones atomicas y su confinamiento espacial en trampas
inhomogéneas, éstas se pueden manipular de tal forma que se puede tener el
control sobre la dimensién del sistema y, por tanto, dar lugar a sistemas con
dimensiones 1, 2 y 3. En esos regimenes de muy bajas tanto temperaturas como
densidades tal y como se vi6 en la ecuacion (2.5.5), el campo medio de la ecua-
cion GP provee un esquema Optimo para describir a aquellos gases confinados
en una trampa homogénea con distintas dimensionalidades, y uno puede escribir
las correspondientes ecuaciones para describir a esos sistemas. A causa de que
todos los condensados producidos en laboratorio son sistemas tridimensionales,
la reducciéon de la dimensionalidad se puede alcanzar mediante el cambio de
la geometria espacial del lugar en donde los 4tomos se encuentran confinados.
Normalmente, para reducir la dimension del gas se asume que la trampa inho-
mogénea es un oscilador armoénico anisotropico con frecuencias tridimensionales
Wey Wy § Wz,

m
Viramp = E(wixQ +wiy? + wie?) (2.6.2)

entonces, si una de esas frecuencias se vuelve muy grande, entonces el movi-
miento de los 4&tomos solo ocurre en las restantes. Asi, una simple consideracion
de la dindmica en esas coordenadas reduce la dimensionalidad de la ecuacion
despreciando los demas grados de libertad [47].

Este conjunto de aseveraciones permiten describir al BEC spinorial como si
fuera un sistema bidimensional con dos compontes spinoriales y, en consecuencia,
obteniendo asi la version maés sencilla para describir un BEC spinorial:

0 h? 1

+gFMB§(xay7t) : &auq)y(x7 y?t) + U0|‘I)|2(I)U(l‘,y7 t)



CAPITULO 2. LA ECUACION DE GROSS-PITAEVSKII 28

O_

Hasta este punto hemos abordado la teoria suficiente para poder enunciar
las ecuaciones spinoriales de Gross-Pitaevskii de pseudo-spin %, las cuales seran
nuestra herramienta de trabajo para la comprension de los vortices cuanticos y
Skyrmiones en los condensados de Bose-Einstein spinoriales el cual profundiza-
remos en su justa medida en la siguiente seccién.

en donde ¢ = ( Ot ) y & son las matrices de Pauli.



Capitulo 3

Vortices cuanticos y
Skyrmiones

3.1. Vortices cuanticos.

Se ha demostrado que cuando un condensado de Bose-Einstein fluye, su fun-
cion de onda toma la forma de una onda viajera coherente y la velocidad del
fluido ¥, se relaciona con la k de la funcion de onda. A causa de que la funcién de
onda tiene que ser univaluada, cuando la funcién del condensado tiene una geo-
metria toroidal entonces la integral de k debe ser tal que se ajuste a esta forma
toroidal [48]. Puede mostrarse dos consecuencias de tal condicion: primero, que
el flujo del condensado debe ser irrotacional (salvo ciertos puntos muy especifi-
cos) vy, segundo, que cuando el condensado fluye y la funcion de densidad tiene
geometria toroidal (o cualquier otra geometria que sea multiplemente conexa)
solo ciertas velocidades del fluido estan permitidas, las cuales corresponden a
una cuantizacion de la circulacion hidrodindmica [49, 50, 51]

C:ygﬁs-df (3.1.1)

en donde C' conocida como circulacion es la integral del linea de la velocidad
del fluido. Esta ultima condiciéon es equivalente a pedir que cada atomo en el
condensado debe tener el mismo momento angular y que este momento angular
esté cuantizado en unidades de h.

La formacién de vortices, a causa de campos magnéticos, en condensados de
Bose-Einstein spinoriales sucede de manera anéloga que la formacién de vortices
en superconductores. Los vortices, en un superconductor tipo II, aparecen en
puntos espaciales donde el sistema permite que el campo magnético penetre
[35]. En aquellos vortices la densidad es cero y la corriente del superconductor
circula en torno a estos y asi cancela el campo en el bulto. Las diferencias
entre la formacién de vortices en superconductores y en un BEC spinorial se
pueden resumir en dos: la primera es que la funcién de onda tiene componentes

29
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spinoriales y la segunda es que los campos magnéticos que se encuentran en el
sistema no son uniformes. Para ilustrar dichas diferencias, tomemos la ecuacion
de GP bidimensional de pseudo-spin %:

0 h? 1
ih—@,,(x, y,t) = (—2mV2 + *(mngQ + mw§y2)> (Dl/(xvy7t)+

ot 2
+gF,UfB-§(1'7 Y, t) : Eauq)#(fv Y, t) + U0|(I)|2(bl/(x, Y, t) (312)
con v = +, —. Si nosotros introducimos un campo magnético de la forma:
B = By(rP cos ppéy, — 1P sin ppé, + z0€;) (3.1.3)

en donde tanyp = £, 7 = \/22 + y2 y p € N, entonces, el término hiperfino es:

G- B = Byoyr? cos pp — Booyr? sinpy + Boo 2o (3.1.4)

en donde las matrices de Pauli son:

Uw:((l) é),ayz(g Oi),azz((l) 01>. (3.1.5)

Por lo cuél, si desarrollamos el término hiperfino se obtiene:

S Ba —®_rP(cospy — isinpp) + zoP 4
7-B®="Do ( —®rP(cospy +isinpy) — z®P_ (3.1.6)

y por lo tanto la ecuacién GP se puede ver, para cada una de las componentes
del spin, de la siguiente manera:

2
(=25 V2 + 2 (22w + ywy) + Uo|®|* + gppupBozo) P4

—gpupBorPe ™ PYd _ = 2 .
3.1.7
h2 o2 4 10,2, 2 2,2 2
(—%V + §($ wz+y wy)+Uo|(I)| —gB,uBB()Z())(I),
—gpppByrPePY® = i%.

De aqui se puede deducir la ecuacion GP estacionaria a partir del cambio de
variable

t

O(z,y,t) = U(z,y)e (3.1.8)

quedando de esta manera la ecuacién estacionaria:
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(— V2 + 2 (2% + y*wz) + Uo|®|* + gppBozo) P+

—gpppBorPe PP d_ = ud,
(3.1.9)
22, 1,2, 2 2,2 2
(—%V + §(l‘ Wy, + Yy wy) + U0|(I)| - QBHBBOZO)(I)—
_gB[LBBQTpeipL‘O(b+ = Mq)*
Si se propone una solucién de la forma:
fu(r e+
U= ( ftgriei@w (3.1.10)

entonces
2 ¢
(=90 G ae = 55) + B (%0l + yPwy) + Uo(f3 + f2) + gpunBozo — 1) f+
—gBuBBorpe_iWei(C*_C+)‘Pf,

(—5 (Fthrd — 25) + B (2?2 + y%w?) + Uo(f1 + f2) — gsunBozo — 1) f-

—gpupBorPePelCr—C)e £

(3.1.11)
Si é = p+ (4 — (_entonces se propone que las funciones f, sean:
-5
= 1o¥
T+ Rye's (3.1.12)
f- = R_e 2%

por lo que si sustituimos se obtiene que:
2 2
(L (L lrd — %) + 2(a%w? + y?w?) + Uo(RE + B2) + gpupBoz — £)Ry

—9ppBBor? R
2 ¢ m
(i 2y d 22+ Z(2%w? + y?w?) + Ug(R2 + R%) — gpppBoz — )R-

—gppuBBorP R4
(3.1.13)
Para buscar la solucién de Thomas-Fermi [53], se desprecia a la energia cinética
y en consecuencia:
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(% (v%wi + yPwy) + Uo(RY + R2) + gppupBoz — §)Ry = gpupBorPR-
(% (2%wi +y*wl) + Uo(R: + R2) — gpupBoz — ¥)R- = gpupBor’R.
(3.1.14)

por lo que si se hace las adecuadas sustituciones, se obteniene finalmente que:

1 m
Ri+R: = (\/(QBNBBOTP)2 + (9B1BB02)* + % -5 (@i + yQWE)) :
0
(3.1.15)
Si definimos la densidad del gas como
p(r) = R% + R% (3.1.16)
entonces notemos que las soluciones para z = 0 son tales que:
1 nwom
p(r) = o (gBuBBor” +3 - E(m%i + y%j)) . (3.1.17)

Ademas, cerca del origen, el término dominante es la de la energia cinética. Por
lo que cerca del origen se tiene que cumplir la condicion:

1d, dR, 2

y, por lo tanto, en lugares cercanos a donde el campo magnético se anula se
puede aproximar la funcién radial de cada componente de la funcién de onda
como:

Ry = Agrte (3.1.19)

mostrando asi que la densidad del condensado tiene que ser igual a cero en esos
puntos. Pero no solo eso, si (4, # 0, y (o solo puede tomar valores enteros y

. ., L. ~ 2
en consecuencia la funcién de onda posee un vortice de tamano £ = ,/Jn i

conocido como el tamano usual de los vortices Gross-Pitaevskii. Decimos que la
velocidad del condensado esta dada por

S h. =
Us = M@Vgp (3.1.20)

esta definicién surge al considerar la parte imaginaria de la ecuacion de Gross-
Pitaevskii; al separar la ecuaciéon en la parte real y imaginaria, la primera co-
rresponde a la ecuacion de un fluido incomprensible, mientras que la parte ima-
ginaria corresponde a la ecuacion de continuidad. Con base en esto, se puede
calcular entonces la circulacién alrededor del vortice la cual es:

L h
Co = ygvs - dr = QWMCa (3.1.21)
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y debido a que (, solo puede tomar valores enteros, se corrobora de esta manera
que esta cantidad estd cuantizada. La existencia de estos vortices cuantizados
se debe a la introduccién de un campo magnético no uniforme que se anula
en el punto donde se forma el vortice. Es interesante contrastar la manera en
como aparecen los vortices introduciendo campos magnéticos en comparacion
con los que aparecen al rotar el superfluido. Supongamos ahora que tenemos un
BEC que se encuentra rotando. En el sistema de referencia que esté rotando, la
ecuacion de GP escalar y estacionara tiene que ser igual a:

h? 1 A
0= <_2mV2 + §(mwzx2 + mw§y2) +(Q- L) + Up|®|* - u) o (3.1.22)

en donde - L es un término que aparece por considerar un sistema de referencia
no inercial. Por lo tanto, a causa de la identidad:

(Q-E)cp:%(ﬂxf)ﬁ@

se puede notar que el término _que genera la rotacién es equivalente a introdu-
cir un vector potencial A = O x 7 que corresponde a un “campo magnético”
axial uniforme B = Q. Concluyendo asi que el acoplamiento entre el campo
magnético, introducido al fluido, y el spin es la razoén por la cuél se forman los
vortices; esto sucede asi debido a la analogia que hay en el acoplamiento entre la
velocidad angular (que se le suministra al condensado) con el momento angular
siendo este acoplamiento el responsable de generar la red Abrikosov [52].

La ecuacion (3.1.2) se puede resolver utilizando métodos numéricos y para
lograrlo se usa el siguiente cambio de variable

Yi = %
(3.1.23)
ro= 4
en donde [y = \/%, T = %, € = hw y w = w,. Teniendo esto encuenta la

ecuacion bidimensional GP de pseudo-spin % se escribe de manera adimensional
de la siguiente forma:

0 1 -
i ® = <—v2 (W + Yy )) O+ KBGO+ g|D|*P (3.1.24)
en donde
g = ISE]F(L)w
(3.1.25)
Ro= e

El método que se utiliza para resolver la ecuacion (3.1.24) se encuentra en [33].
De acuerdo con Zamora & Romero [34], no solamente se puede obtener vortices
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a)

Figura 3.1.1: Vortices que son solucion a la ecuacion bidimensional de Gross-
Pitaevskii y de pseudo-spin % En a) y b) se muestran las componentes de spin
que son soluciones a la ecuaciéon GP adimensional. En ¢) y d) se muestran las
fases de cada una de las componentes. En ¢) y f) se muestran los campos de
velocidades obtenidos de las dos distintas componentes. Finalmente, en g) se
muestra el campo magnético que generd los vortices.
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utilizando el campo magnético (3.1.3) si no también se puede utilizar campo
magnéticos de la forma:

5 (x—zn)f — (y —yn)@
B=>1I, o T (3.1.26)

Particularmente cuando se tiene un sistema cuyo campo magnético es:

n

@ = —gp = 115
U1 = X2 = 0,0
vy = —ys = 9.6 (3.1.27)
—T4 = Y4 = 956

L =1, = I3 =-1I, = 3,0 (3.1.28)

y a su vez el sistema tiene los parametros fijos con valores numéricos (adimen-
sionales)

g = 4000
Yo = P = 1 (3.1.29)
K = 1

y con un factor de amortiguamiento inicial de o = 200 [54] entonces las solucio-
nes se ven tal y como se ilustran en la figura 3.1.1. La solucién numérica posee
vortices que tienen circulaciones opuestas (+1 y -1) para cada componente del
spinor.

3.2. Skyrmiones en condensados de Bose-Einstein
spinoriales.

Algunas veces las ideas cientificas caen en el olvido conforme los cientificos
cambian de enfoque en sus investigaciones, sin embargo esas ideas tienen una
belleza matematica que orilla a revivirlas una y otra vez. Tal es el caso de la
historia del Skyrmion: un concepto que ha tenido muchas transformaciones. La
primera vez que se formul6 fue a finales de 1950 y a principios de 1960 por el
fisico britanico Tony Hilton Royle Skyrme [26, 27, 55].

Si podemos imaginar una esfera que tiene vectores apuntando, en conjunto,
a su centro y ademés somos capaces de transportar esos vectores uno a uno
sobre el plano euclidiano R? manteniendo sus orientaciones fijas, entonces se
puede ver como la configuracion de esos vectores se tuerce en el espacio; a esta
configuracion es lo que llamamos Skyrmioén. Skyrme encontré que estos obje-
tos matemaéticos podrian explicar como las particulas subatémicas tales como
neutrones y protones existen como identidades discretas emergiendo desde un
campo nuclear continuo. En el modelo de Skyrme se explico el comportamiento
de estas particulas, como si fueran una torsiéon geomeétrica estable en un fondo
plano; como si fueran remolinos en el agua. Aunque fue una solucién genial y
virtuosa, posteriormente fue pasando al olvido debido a que llegd una gran idea
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en la fisica de particulas en la década de los sesentas: los quarks. A pesar de ello
el formalismo desarrollado por Skyrme aparecié en otros contextos de la fisica
como es el caso del efecto Hall cuantico [56] y en los gases atomicos ultrafrios
[57].

Cuando se hace la descripcién de un BEC spinorial bidimensional de pseudo-
spin % con un campo magnético que se anula en algtin punto del plano, se gene-
ran, ademas de vortices cuanticos, Skyrmiones magnéticos. Si tomamos una de
las soluciones estacionarias encontradas en la seccion anterior, se puede calcular
el campo de Skyrme asociado al BEC-spinorial:

_ ¢loag

fa = pe (3.2.1)

que de manera explicita es:

—= O

dod=( o1 ot ) ( ; ) ( o ) —Go_+0ies,  (3:22)

doo= (o o) (] G ) (07 ) =iore oo (23

o= (o1 ¢ ) ( (1) _01 ) ( zj ) = o4 |2 — o). (3.2.4)

Utilizando estas igualdades, se puede deducir que:

- (¢'0ad)®
1 = >, (;w (3.2.5)
y, por consiguiente, se observa que el campo f se encuentra normalizado en cada
punto del espacio. Por la manera en que se obtuvo la solucién estacionaria para
el campo magnético (3.1.3) las componentes del Skyrmion tienen que ser:

o = R cos(pp)
R_ .

fy = 24275 sin(pp) (3.2.6)
TRz g2

.= e

Lo que significa que, en este caso particular, la componente z del campo de
Skyrme no depende de ¢ (que en general no necesariamente es asf)

F=1(r)p+ f.(r)2 (3.2.7)

con
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Figura 3.2.1: En esta figura se muestra el Skyrmioén asociado a la soluciéon nu-
mérica con el sistema descrito por las condiciones (3.1.27), (3.1.28) y (3.1.29).
Coémo se muestra en las distitntas perspectivas, el Skyrmion asociado a este sis-
tema tiene que poseer carga total igual a cero. Esto ultimo se puede comprobar
si se si se implementa la férmula (3.2.9) en el método numérico [15].

r = AR

P = & cospp + ysinpy
Cos ¢ = /—mf+y2 (3.2.8)
sin ¢ = —4 -
£20) + £20) = 1
f=(0) = 1

entonces si calculamos la carga del Skyrmion, ésta tiene que ser [37]:

1 [ [ . - -
Qsky = E/ / [ 0uf x 0, fdzxdy (3.2.9)

Por ello, veamos primero que:

oF _apof  0:07
or  dx0p Oz dyp (3.2.10)

af opdf  dpdf

= —— 4+ == 2.11
dy Oy dp + Oy dy 3 )

y por lo tanto, tenemos que:



CAPITULO 3. VORTICES CUANTICOS Y SKYRMIONES

of of 19f of

ox "oy ror g

Luego, calculando explicitamente el producto cruz

8f 8f
or 8@

afp of-

(5% @)+ f, 3 (2

3fpﬂ+3fzﬂ

(arp

) fp __fp

of of
o “ap or

of L Of _ 1,01, 1,01
dr Oy r Or rarp

3fp P 5)fz 5

_fp
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(3.2.12)

x @) (3.2.13)

(3.2.14)

(3.2.15)

y obtiendo la derivada parcial con respecto a r a la condiciéon de normalizaciéon

en cada punto del espacio, tenemos que:

af p afz

fp 7*fz

por lo tanto:

Iz asz fpaszi 10f.,, . .
ror- T rort T r@r(fpp+fzz)
of _of _10f.

f Oz x dy  r or

de tal forma que la carga del Skyrmion para este caso particular es

sy =1 [ [ =3 Grdrde = 5 (1.0) - £().

Ahora, si la condicion de frontera en el infinito es:

fZ(OO) =-1

se obtiene el bien conocido Skyrmion y si

f2(0)=0

(3.2.16)

(3.2.17)

(3.2.18)

(3.2.19)

(3.2.20)

(3.2.21)

se obtiene el conocido Baby Skyrmioén. Sin embargo los Skyrmiones obtenidos

de la ecuaciéon de Gross-Pitaevskii de pseudo-spin = para campos
como los de la ecuacion (3.1.3) con zy # 0 tienen una condicién de
el infinito que se alinea al campo [34] y, por consiguiente, la carga

magnéticos
frontera en
definida en

(3.2.9) es igual al valor de la componente z del campo de Skyrme en el infinito:

-1< fz(OO) <1

(3.2.22)
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Figura 3.2.2: Gréfica de la carga del Skyrmion en funcion de la intensidad de la
componente zg del campo magnético (unidades adimensionales).

indicando asi que se puede producir Skyrmiones de carga artbitraria. En la figura
3.2.2, se muestra la grafica de la carga del Skyrmion en funcién de la intensidad
de la componente z del campo magnético. Esto representa un problema en la
teoria de los defectos topologicos porque indicaria que la clase de homotopia de
orden 2 asociado a la variedad de los estados internos no es isomorfo a los niime-
ros enteros [39]. Esta discrepancia en los resultados usuales de los Skyrmiones
se debe a que el campo ahora tiene condiciones de frontera que no convergen a
un punto. Esto motiva a preguntarnos, si la carga del Skyrmién dada
en la ecuacion (3.2.9) esta bien definida y a su vez determinar bajo
qué condiciones la carga del skyrmioén es igual a un niimero entero.
Este sera el objetivo general de esta tesis y para poder alcanzarlo seré
necesario tener a la mano herramientas de Topologia y Geometria Diferencial
que seran desarrolladas a continuacién.



Capitulo 4

Aspectos de Topologia y
Geometria Diferencial

4.1. Elementos de topologia.

La topologia es una rama de la matematicas muy general sin embargo en este
capitulo solo nos enfocaquemos en desarrollar la topologia del espacio R” y la
de todos sus subconjuntos; particularmente, solo se abordaré la topologia de los
subconjuntos de R, R? o de R3. Las definiciones, teoremas y proposiones que se
enuncien en esta seccidon se basan principalmente en dos libros: General Topology
[58] y Elementos de Topologia General [59]. Como solo nos enfocaremos en las
topologias inducidas por las métricas empezaremos desarrollando un poco la
teorfa de espacios métricos y para ello debemos saber qué es una métrica en el
contexto de esta teoria.

Definicién 4.1.1. Sea M C R", entonces se dice que la funcién d es una
métrica sobre M si se satisface la siguientes propiedades:

d(z,y): M x M — [0, 00) (4.1.1)
1. d(#,9) = d(y, %) (simétrica)
2. d(Z,7) > 0y d(Z,7) =0 siy solo si & = g(positiva definida)

3. Si %,y y Z€ M entonces d(Z,y) < d(Z, Z) + d(Z, §) (desigualdad del trian-
gulo)

Al par ordenado (M, d) se le conoce como el espacio métrico.
Un ejemplo de espacio métrico es el espacio euclidiano:

en donde d(Z,7) = />, (x; — yi)? ¥ 24, y; son las componentes de la coorde-

nadas ecuclidianas de los vectores T y 1/, respectivamente. Esta funcion cumple
las tres propiedades elementales de un espacio métrico.

40
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A partir de la métrica se puede definir un objeto que se conoce como las bolas
abiertas. Dado un espacio métrico cualquiera (M, d) siempre se puede definir el
siguiente conjunto:

B(Z) = {§ € M : d(Z,7) < ¢}, (4.1.3)

en donde € > 0.

A este conjunto se le conoce como “bola abierta” de radio e centrada en .
A partir de este concepto, definimos a los conjuntos abiertos.

Definiciéon 4.1.2. Sea (M,d) un espacio métrico cualquiera. Entonces un
conjunto A C M se dice que es abierto si V& € A, Je > 0 tal que:

B(%) C A. (4.1.4)

Con base a esta definicién, veamos que se cumple la siguiente proposicion:

Proposicion 4.1.3. Sea (M, d) un espacio métrico cualquiera y definimos
la coleccion 7 = {A C M : A es un conjunto abierto} entonces la siguiente
afirmacion es cierta:

s eryMer
m SiAeTyBéerTentonces ANBET
= Si C C 7 es una subcolecciéon de conjuntos abiertos entonces UgecA € T

La proposicién 4.1.3 depende totalmente de la coleccion 7 = {A C M : A es un
subconjunto abierto}, por lo que esta coleccion es de suma importancia y se le
conoce como la topologia inducida por el espacio métrico.

En general si un subconjunto M de R™ tiene una coleccién de subconjun-
tos de M, digamos 7, que cumple las tres propiedades de la proposicién 1.3.
entonces 7 es un topologia. Es muy importante hacer énfasis, que los espacios
métricos tienen siempre una topologia asociada, sin embargo, una topologia no
necesariamente tiene una métrica que la induzca.

Definicién 4.1.4. Sea M C R" y d una métrica al espacio R".

= 7y ={A C M : A es un subconjunto abierto} es la topologia inducida por
la métrica, d.

= M es un conjunto cerrado si R"/M € 74, es decir, el complemento de M
es un conjunto abierto.

= Definimos la frontera de M como OM = {F € R™ : Ve > 0 B(¥)NM # 0}

= Definimos los puntos de acumulacién de M como M’ = {Z € R" : Ve > 0

Be(@)\ {#} n M # 0}
= M es un conjunto acotado si existe € > 0y un ¢ € M tal que M C B(Z)

= La topologia heredada por R™ sobre M es 7y N M = {AN M : donde
A € 74} donde 74 es la topologia inducida por la métrica d.
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Con base en todo lo anterior, se puede definir conexidad, compacidad y los
espacios Lindel6f de la siguiente manera.

Definicion 4.1.5. Sea M C R", d una métrica del espacio R™ y sea 7¢N"M =
{ANM : donde A € 74} la topologia heredada sobre M donde 74 es la topologia
inducida por la métrica d. Definimos el conjunto AC(M) = {B € 14N M :
B\R"™ € 14N M} como la coleccion de conjuntos que son abiertos y cerrados al
mismo tiempo. A partir de esto, se puede decir que M es conexo si:

|AC(M)| = 2 (4.1.5)

en donde las barras alrededor del conjunto AC(M) significa cardinalidad.
Definicion 4.1.6. Sea M C R"™, d una métrica del espacio R™. Sea C C 74
tal que

M = UpecM Nw (4.1.6)

= M es un espacio Lindelof si existe A C C tal que M = UypeaM Nw y
lA] <R

s M es compacto si existe A C C tal que M = UyeaM Nw y |A| < Ro

s M es separable si existe D C M tal que DUD' = M y |A] < N

en donde N es la cardinalidad de los nimeros naturales.

Se tiene que admitir que la definicion 4.1.5 es muy abstracta por lo que
muchas veces no da la intuicién de lo que es la conexidad, pero basicamente
la conexidad te dice cuédndo algo estéd hecho de una sola pieza. Por otro lado,
las definiciones 4.1.6 también poseen el defecto de ser muy abstractas, por ello
a continuacién enunciaremos teoremas, sin demostracion. que nos ayudarin a
caracterizar a los conjuntos que poseen estas propiedades.

Teorema (Heine-Borel). Sea M C R", d una métrica del espacio R™. El
conjunto M es un conjunto compacto si y solo si es cerrado y acotado.

Teorema (Lindel6f-Separable). Sea M C R", d una métrica del espacio
R™. El conjunto M es un espacio Lindeldf si y sélo si es separable.

Estos teoremas son muy practicos ya que permiten tener una intuicién de
como se deben de ver los conjuntos Lindelof y compactos. Por ejemplo, por un
lado, si nosotros introducimos la topologia usual a R™ entonces los conjuntos
compactos son aquellos conjuntos que podemos encerrar en una bola y la frontera
pertenece al conjunto. Por otro lado, si seguimos usando la topologia inducida
por la métrica euclidiana, los espacios Lindel6f son todos aquellos conjuntos
cuya interseccion con Q" es no vacia.

Es importante saber que la definicién formal de continuidad entre espacios
métricos estd dada por el siguiente “poema’:

w Sean (X,dx) y (Y,dy) dos espacios métricos y f : X — Y una funcion,
entonces [ es continua en xo € X si Ve > 0 se tiene que 3z € X y 30 > 0
tal que si dx(z,z) < ¢ entonces dy (f(z), f(z)) < €. Ademas, la funciéon f
es continua en X si f es continua para todos los elementos de (X, dx).
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En general, el concepto de continuidad no necesita a los espacios métricos para
definirse por lo que una versiéon distinta de continuidad se puede enunciar en
términos de bolas abiertas de la siguiente manera:

= f es continua en g € X si Ve > 0 3§ > 0 tal que Vz € Bs(Zp) entonces

f(2) € Be(f(%0))-

Esta definicion en términos de bolas serd motivo para enunciar la siguiente
proposicion.

Proposicion 4.1.7. Sean (X,dx) vy (Y,dy) dos espacios métricos y f :
X — Y una funcién. Los siguientes enunciados son equivalentes:

1. f es continua
2. Si A € 74, entonces f71A] ={x € X : f(z) € A} € 4y

DEMOSTRACION:

Primero demostremos la ida. Para ello tomemos un conjunto abierto A €
T4y Y tomemos un elemento #y € f~1[A], por lo tanto como A es un conjunto
abierto Je > 0 tal que B¢(f(Zy)) C A. Por continuidad existe § > 0 de tal forma
que Yz € Bjs(%y) se cumple que f(Z) € B(f(#y)). Luego, por construccion
Bs(#y) C f~1[A]. Por lo tanto, ,debido a la forma arbitraria en que se escogi6
To se concluye que el conjunto f~1[A] es abierto.

Ahora demostraremos el regreso. Para ello tomemos un elemento % y escoja-
mos un € > 0 entonces construyamos Be(f(Zp)). Es facil notar que la bola abierta
B.(f(%)) es un conjunto abierto y por lo tanto, por hipétesis f~1[B.(f(Zo))]
es un conjunto abierto. Luego como f~![B.(f(#o))] es abierto entonces se tiene
que existe § > 0 tal que Bs(Z) C f~1[Bc(f(Z))]. Por lo tanto si € > 0 entonces
existe & > 0 tal que VZ € Bj(#) sucede entonces que f(Z) € B.(f(Zy)). Es
decir f es continua en Ty y como %, fue escogido de manera arbitraria entonces
se tiene que f es continua. Con esto la proposicién queda demostrada.

m .

En topologia general las funciones continuas son las herramientas bésicas pa-
ra caracterizar a las topologias, particularmente cuando tenemos funciones que
son continuas, invertibles y su inversa también es continua entonces se dice que
la funcién es un homeomorfismo. En general, cuando se tiene dos espacios topo-
logicos (X, 7x) v (Y, 7y), y estos espacios topologicos tienen un homeomorfismo
que los relaciona entonces se dice que los espacios topoldgicos son homeomorfos
y se denota este hecho simplemente asi X 2 Y.

Si bien es cierto que los homeorfismos son importantes para clasificar los
espacios topoldgicos, existen otras propiedades muy importantes que permiten
también hacer una clasificacién de ellos.

Definicion 4.1.8. Sea M C R™, d una métrica del espacio R" y ademas M
cumple las siguientes porpiedades:

—

1. Si #,¢ € M entonces existe una funcion continua & : [0,1] — M tal que
a(0)=ayadl)=y
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2. Sige Myd:|[0,1] — M es una funcion continua tal que @(1) = @(0) =
P, entonces existe una funcion continua H : [0,1] x [0,1] — M tal que
H(s,0)=d(s)y H(s,1) =p.

entonces se dice que M es simplemente conexo.

Con base a esta ultima definicién enunciaremos la siguiente proposicion.

Proposiciéon 4.1.9. Sea M C R", d una métrica del espacio R™. Si M es
simplemente conexo, entonces M es un conjunto conexo.

Supongamos que M no es conexo. Esto significa que la cardinalidad del con-
junto AC(M) es mayor estricto que dos. De antemano sabemos que M, €
AC(M) por lo tanto supongamos que G € AC(M)/{M,D}. Luego, sucede en-
tonces que:

GUG\M =M (4.1.7)

entonces tomamos un punto & € G y otroen ¢ € G/M. Como M es simplemente
conexo, se tiene entonces que existe una funciéon & : [0,1] — M continua tal
que @(0) =2y a(l) =v.

Luego por la proposicién 4.1.7. se sabe que los conjuntos

A={s€]0,1]:a(s) e G} (4.1.8)

B={se[0,1]:d(s) e GNM°} (4.1.9)

son conjuntos abiertos no vacios y ademéas A N [0,1]° = B por lo tanto resulta
entonces que

A€ AC([0, 1)). (4.1.10)

Pero no solo eso, sabemos de antemano que [0,1] € AC([0,1]) y § € AC([0,1]).
Por lo tanto, se puede concluir que la cardinalidad de AC([0,1]) es mayor es-
tricto que dos lo cudl nos estéa diciendo que el conjunto [0, 1] no es conexo. Esto
altimo es una contradiciéon ya que todos los intervalos son conjuntos conexos.
La contradicion surgié de haber supuesto que el conjunto M no es conexo y por
lo tanto se tiene que M tiene que ser conexo.

L IRES

Es importante hacer notar que la proposicion 4.1.9 solo dependi6 del primer
punto de la definiciéon 4.1.8. La propiedad 1 caracteriza a los conjuntos conocidos
como “conexos por trayectorias” y por lo tanto los conjuntos que son simplemente
conexos son un caso particular de estos. En general la proposiciéon 4.1.9 es cierta
si solo le pedimos al conjunto que sea conexo por trayectorias. Cabe mencionar
que la reciproca de esta proposicién no es cierta porque existen conjuntos que
SON conexos pero que No son conexos por trayectorias.

En general un conjunto A C R™ no necesarimente es conexo, sin embargo si
el conjunto es no vacio éste tiene por lo menos un subconjunto que es conexo
(por ejemplo el conjunto que posee un elemento que esta en A) por lo cudl se
puede construir la siguiente relaciéon ~: x ~ y si existe un subconjunto conexo
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B tal que z,y € B. Resulta que esta relaciéon es una relaciéon de equivalencia y
por tanto genera clases de equivalencia:

[x]={ye A:y~z}. (4.1.11)

A esta clase de equivalencia para esta relacion se le conoce como una componente
coneza del conjunto A puesto que en efecto es un conjunto conexo y esto lo
demostraremos a continuacion.

Proposicion 4.1.10. Sea A C R™ y ~ la relacién anteriormente definida.
Si A, es una de las clases de equivalencia inducidas por la relaciéon ~ entonces
A, es un conjunto conexo.

Supongamos que A, es inconexo, esto significa que si definimos 74 N A, =
{A,NB : B € 74} entonces existe un elemento C € 74N A, tal que C°® € TyN A,.,
C # A,y C# 0. Ademas, claramente A, = CUC°(= [A, N Bc]U[A, NB&] =
A, N[Bc UBg] = A, NR™). Por lo tanto, si tomamos un elemento € C'y
y € C° entonces existe un conjunto conexo, digamos D tal que z,y € D; es
importante notar que D C A, pues si tomamos un elemento arbitrario z € D,
entonces z ~ x porque D es conexo y por tanto z € [z] = D. Ademas, también
se puede notar que D = [DNCJU[DNC)(= DN[CUC] = DNA,), en donde
claramente D N C # () porque por lo menos x estd ahi y D N C # D por que
y ¢ DN C. No solo podemos afirmar lo anterior, si no que también podemos
asegurar que D N C € 74 N D; efectivamente, como C' = A, N B¢ se tiene que
DNC = DNA,.NB = DNB. Pero esto ultimo estaria contradiciendo el hecho de
que D es conexo. La contradiccion surgié de haber supuesto que A, es inconexo
y por tanto para evitar esta contradiccion tenemos que asegurar siempre que A,
€s conexo.

W0

La topologia general es una disciplina muy amplia y muchos de las proposi-
ciones anteriores se pueden generalizar a espacios méas abstractos, pero para este
trabajo es suficiente con tener al alcance de la mano los teoremas y definiciones
anteriormente descritos.

4.2. Elementos de Geometria Diferencial

La Geometria Diferencial es una disciplina muy 1til en la fisica actual debido
a que gran parte de la herramienta utilizada para describir a los sistemas fisicos
se deriva de esta rama de las matemaéticas. En general, el desarrollo de la teoria
depende mucho del calculo diferencial e integral de varias variables e incluso se
puede generalizar para espacios que cumplen ciertas condiciones topolégicas. En
este caso, el enfoque sera el de la geometria diferencial béasica y para desarrollar
los temas sera suficiente con el conocimiento basico del célculo vectorial. Esta
seccion estara dividido en dos partes: la primera de ellas abordara las curvas en
el espacio tridimensional y la segunda, estara dedicada a estudiar las curvas en
una superficie y su curvatura; la finalidad de la primera parte es la de entender
los elementos basicos de las curvas mientras que el objetivo de la segunda secciéon
es la de comprender la curvatura geodésica y la curvatura gaussiana. Para el
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desarrollo de estos temas se seguira el libro “Geometry from a differentiable
viewpoint” [60].

4.2.1. Teoria de curvas en el espacio.

Para poder hablar de curvas en e el espacio tridimensional, primero tenemos
que desarrollar el concepto de curva.

Definicién 4.2.1. Una curva en el espacio tridimensional se define como una
funcion @(t) : [a,b] — R? que es continua en todo el intervalo y diferenciable en
[a,b] \ @ donde @ es una cantidad finita de puntos.

Notemos que una curva se puede expresar en su componentes x,¥, z de la
siguiente manera:

a(t) = (x(t), y(t), z(t)) (4.2.1)

i _ (do dy dz
y la derivada de esta curva es 2 = (5, 57, %)

Tenemos que hacer ver que hacemos un abuso del lenguaje al decir que la
funcion sea diferenciable, pues en estas notas (en realidad en la mayoria de los
libres de Geometria diferencial) se esta haciendo la suposiciéon de que la funcion
tiene derivadas de todos los ordenes. Aunque son detalles que se pueden omitir,
siempre es sano tener un acuerdo a la hora de establecer las definiciones.

A partir de esto, se puede hacer la aproximaciéon de la longitud de la curva.
Para ello, supongamos que tenemos una curva tal que sea diferenciable en todos
sus puntos. Ademéas, notemos que dada una particion del intervalo [a, b] digamos
P = {ay = a,a1,a2,...,a,} tales que a; = a + %(b — a) se puede definir la
siguiente longitud (la cual depende de que tan fina se la particion):

lp = d(aj) — lay)]l (4.22)
=0

Veamos que esta longitud también se puede expresar como:
T Y L TR, (123)
i=0 dj+1 = @

por lo que si obtenemos el limite cuando n tiende a infinito, entonces se tiene
una expresion en terminos de una integral:

, Cl a
lim Z\ agn) = ) ) = /|| £)[|dt (4.2.4)

n— 00 aji1 — aj

por lo tanto la longitud de una curva que es diferenciable en todos sus puntos
queda bien definida por el ntmero:

= / 199 /1. (4.2.5)
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Con base en esto, se puede dar una definicién de la longitud de arco de una
curva.

Definicién 4.2.2. Dada una curva en el espacio tridimensional &(t) definida
en el intervalo [a, b] tal que no es diferenciable en los puntos {¢, t1,t2, ..., t,} se
define la longitud de arco como las siguientes sumas de integrales:

b da b odd b2 dd b dd b

= —(t)||dt —(t)||dt —(t)||dt+... —(t)||dt
G onaes [ e UG o [ 1o [
(4.2.6

de la misma manera también se puede definir el arco recorrido hasta el punto
d(1) donde a; <7 < a;41 de la siguiente manera:

19 s
)

4l 2 d& T da
I(r :/ —(t dt+/ —(t dt+...+/ —(t)]|dt. 4.2.7
(7) . IIdt()II . IIdt()H ; IIdt()H ( )

Con base en esta definicién, se puede notar que dada una curva, el arco
recorrido hasta el punto @(7) es una funcion:

I(7) : [a,b] — [0, 00) (4.2.8)
creciente. Esto nos garantiza que la funciéon debe ser inyectiva en el intervalo
que estéa definida, por lo que debe existir una funcién inversa

t(r) : [0, L] — [a,b] (4.2.9)

donde L =1(b). A partir de esto, se puede dar la siguiente definicion:

Definicién 4.2.3. Dada una curva en el espacio tridimensional @(t) definida
en el intervalo [a,b] se define la parametrizacion de arco de la curva como la
funcion:

a(s):[0,L] — R3 (4.2.10)

en donde

s:[0,L] — [a,b] (4.2.11)

esté definida de la siguiente manera:

s =1(Ts) (4.2.12)

Con éstas definiciones se puede obtener las siguiente conclusion:

Afirmaciéon 4.2.4. Si una curva es parametrizada por longitud de arco,
entonces derivada del vector es un vector unitario.

EFECTIVAMENTE:

Dada una curva @(s) parametrizada por longitud de arco, resulta que su
derivada es:
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dd dadr 1 da

e 4.2.13
ds drds 4dr ( )
pero se tiene que:
ds d b da 2 da T da
_— = —(t)||dt —(t)||dt + ... —(t)||dt 4.2.14
= gt [CIG el [ Ig e @2
ds
— = 4.2.15
Rt (@215
por lo tanto, al obtener la magnitud de d‘;‘ entonces se tiene que:
199 = 90 = 1 (42.16)
ds' || (r)]| ' d

quedando asi justificada la demostracion.

W0y

Con todos los ingredientes de este pequeno compendio de conceptos se puede
dar la definiciéon del aparato de Ferret-Serret.

Definicion 4.2.5. Dada una curva parametrizada por longitud de arco, de-
finimos los vectores T'(s) = da N(s) = HTI(S)HT/( s)y B(s) = T(s)x N(s) como
los vectores tangente, normal y binormal, respectivamente. A su vez definimos
las funciones r(s) = ||T"(s)|| y 7(s) = ||§'(s)|| como la curvatura y la torcion
de la curva, respectivamente.

A continuacién empezaremos a estudiar las curvas sobre una superficie con
el objetivo de definir la curvatura geodésica y posteriormente la curvatura gaus-
siana.

4.2.2. Teoria de curvas en superficies.

Para hablar de curvas en superficies, es necesario poder definir lo que es una
superficie. Por ello, damos la siguiente definiciéon del objeto en el que se estara
estudiando.

Definicién 4.2.8. Sea S un subconjunto de R3, entonces S es una superficie
regular si para cada punto, § sobre S, hay un conjunto abierto V' de R3 y una
funcion 7 : (U C R?) — V' NS C R?, donde U es un subconjunto abierto de
R2, que satisfacen las siguientes condiciones:

= 7 es diferenciable, es decir, si expresamos esta funciéon en sus coordenadas
Z(o1,02) = (z1(01,02),22(01,02),x3(01,02)) entonces las funciones o;
tiene derivadas de todos los ordenes

= 7 es un homeomorfismo, es decir, & es inyectiva y sobreyectiva en el con-
junto V N S y tiene una inversa £~ : VNS — U que es continua

= La matriz Jacobiana:
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oo (01, 02) gﬁ;(gho’z)
J(E)(o1,00) = | G2 2 (04, 072) 9% (01, 02) (4.2.17)
Ox3 O3

do1 (0'1, 02) 9o (017 U2>

tiene rango 2. Esto significa que, para cada valor de (01,02) € U, J(Z)(01,02) :
R? — R3, es un mapeo lineal, es inyectiva o equivalentemente ker(.J (")(01, 09)) =
{0}. Esta condicion sobre Z es llamada regularidad, ademas la funcion Z : U —»

S se le conoce como carta coordenada.

A partir de esta definicién se puede hablar de la orientacion de la superficie
y para ello daremos la siguiente definicién:

Definicion 4.2.9. Dada una superficie regular, decimos que es orientable si
hay una coleccion de cartas coordenadas A = {x, : (U C R?) — S} tales que
cubren a S es decir, S = U,_ecazq(Us,) v sip € S se encuentra en el traslape de
dos cartas coordenadas ' € xq(Us, )N s(U,,) entonces el Jacobiano J(z, oxg)
Va.f en el punto p' tiene determinante positivo.

Con base en esto se puede definir el vector normal a la superficie y este vector
normal estd completamente bien definino.

Definiciéon 4.2.10. Dada una superficie S orientable y un punto p € S,
entonces se define el vector normal a la superficie como el vector unitario

agl > (p) % 602 z(p)
15 (B) % G- (@)

Es importante mencionar que el vector normal a la superficie depende siempre
de una posicion sobre la superficie, mientras que el vector normal a un curva
depende de un parametro escalar. Ademaés, gracias a la definiciéon de la orienta-
bilidad, el vector 7i(p) esta bien definido.

Con base en estas definiciones, se puede definir una curva sobre una superficie
como la funcion

(p) =

(4.2.18)

Z(o1(t),02(t)) : [a, 0] — S (4.2.19)
en donde & es un carta coordenada sobre la superficie y
(o1(t),02(t)) : [a,b] — U C R?. (4.2.20)

Veamos que la longitud de arco de esta curva es:

0=/ (2@ 020)) (1.2.21)

es facil notar que s es una funcién creciente y diferenciable, por lo cual tiene
que ser inyectiva y su inversa ¢(s) tiene que existir. En consecuencia, si tenemos
una curva

at) (4.2.22)

la parametrizaciéon por longitud de arco de esta curva seria:
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a(s) = a(t(s))

en este caso estamos definiendo Z(oq(t), o2(t)) = a(t).

Definicién 4.2.11. Dada una superficie regular y orientable S, definimos
una curva sobre la superficie y parametrizada por longitud de arco como la
funcion:

#(o1(s),02(5)) : [0,L] — S C R? (4.2.23)

donde

- / H—df(”l(;); 22(1) 47 (4.2.24)

en general denotaremos a una parametrizacion por longitud de arco como Z(u(s), v(s)).
Recordemos que el vector tangencial de una curva en el espacio R? esta
definido como

T(s) = ﬁ (01(), 02(s)) (4.2.25)
mientras que:
Kk(s)N = % (4.2.26)

Veamos que en general siempre se puede definir una base ortonormal de la
siguiente manera:

[ (#(01(5), 02(5))) x T(s), i(F(01(5), 72 (5)))] (4.2.27)

(s
en donde n(Z(o1(s),02(s))) denota el vector normal a la superficie en el punto
Z(o1(s),02(s)) el cual satisface

), 7
1(s

i(Z(01(s), 02(s))) =

32 (01(5), 02(5)) X FE(a1(s),0a(s)) (4.2.28)

155 (01(3), 02(5)) % F(o1(s), 02 ()]

La ecuacion (4.2.29) en efecto tiene que ser una base ortonormal ya que

A(#(01(5), 02(5)) x T(s) L (@ (01(s), 0(s)) (4.2.29)

— —

fi(o1(s),02(s)) x T(s) L T(s) (4.2.30)
ademaés veamos que

- dx 0% doy 0% doo

I(s) = 7-(o1(s),02(s)) = S0 ds 9oy ds (4.2.31)

y por lo tanto se tiene que
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(E01(5): 72(5))T(s) = E(01(5),02(65)) o T 4iH(E(01 (), 7a5))) e 2 =0

(4.2.32)
Como se cumple que los vectores en (4.2.29) es una base ortonormal, se tiene
que:

T'(s) = arT(s)+ anxri(F(o1(5), 02(5))) X T(s) +anit(Z(cy1(s), 02(s))) (4.2.33)

y entonces tenemos que:

—

ay, = (ZF(o1(s),02(5))) - T"(s) (4.2.34)
anxr = (M(Z(01(8),02(8))) x T(s)) - T'(s) (4.2.35)
ar =0 (4.2.36)

Ademas, por la definicién de curvatura de una curva, la ecuacion (4.2.35), y la
ortonormalidad, se tiene que:

K2(s) = (an)® + (anxr)” (4.2.37)

Con base en estas observaciones enunciamos la siguiente definicion.

Definicion 4.2.12. Dada una superficie regular y orientable S y una curva
sobre la superficie Z(o1(s), 02(s)) parametrizada por longitud de arco, definimos
las curvaturas normal y geodésica como:

27
bn(s) = N(F01(5), 02(5)) - T3 (01(5),02(5)) (4.2.38)

. dr d*z
kg(s) = (N (Z(01(s), 02(s))) x —-(01(s), 02(5))) - 55 (01(s),02(s))  (4.2.39)
respectivamente. Ademaés, dada la curvatura de la curva se tiene que satisfacer
la siguiente igualdad:

K2(s) = ko (s) + Ko(s) (4.2.40)

En resumen, las curvas tienen asociada de manera natural una curvatura y
esta curvatura se puede descomponer en dos partes: una curvatura normal y
una curvatura geodésica.
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4.2.3. Curvatura sobre superficies.

La curvatura en superficies es muy importante ya que nos permite hacer
una clasificacion de éstas y asi saber la equivalencia entre superficies para poder
obtener caracteristicas en términos de superficies que ya se conocian. Para poder
hacer un estudio pleno de las superficies siempre es importante definir la primera
y la segunda forma fundamental como se muestra a continuacion.

Definicién 4.2.14. Sea S C R3 una superficie regular y orientable. En esta
superficie seleccionamos #(oy,02) : R? — § C R? una carta coordenada y la
evaluamos en un punto p.

Por un lado a la matriz

(B PN _ (0D 0
& (F G) (aal(ﬁ) R Ey. Z (@) (4.2.41)

se le conoce como la primera forma fundamental. Por otro lado, si tenemos el

3;1 (P)x a&; (P)
| 2= () x = ()
segunda forma fundamental tiene que ser:

AT LR - O
IIp_<f g)_<ﬁ(ﬁ) 861662(}5') T_L'(ﬁ) 83:(—) (4.2.42)

Ademas, definimos el tensor de curvatura como:

/—\

vector normal a la superficie 7i(p) = entonces se tiene que la

—1 e f G -F
<=
— _ 4.2.43
7 P) EG—F2<f g)(F E) (4.2.43)
y consecuentemente definimos la curvatura gaussiana como
= _ €9~ / 2
K(p) = det'® = 12— (4.2.44)

La definicién 4.2.14. en realidad tiene una construccion y, por lo tanto, una
explicacion del por qué las definiciones son asi. Sin embargo, no profundizaremos
en este tema, ya que nos enfocaremos unicamente en enunciar el teorema de
Gauss-Bonnet no sin antes definir los angulos exteriores. Para terminar esta
seccién enunciaremos sin demostracion la siguiente proposicion.

Proposicion 4.2.15.

Sea una superficie S orientable con carta coordenada, supongamos Z(o1,02) :

z T

) Dog
R2 — S c R3. Si su vector normal en un punto p es il = (Lo JL 72 entonces la
o1 X Doy

curvatura gaussiana se relaciona con este vector de la siguiente manera:
on on oz ox
— X —=K—x —. (4.2.45)
doy Joy doq 0o
La demostracion de esta proposiciéon se puede encontrar en mismo libro de
McCleary [60] o también la puede encontrar en “The Geometry of Physics: an

introduction” [61].
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4.3. La conexién entre la Geometria y la Topolo-
gia.

La Topologia y la Geometria son ramas de las matematicas que estas ligadas
en varias maneras y a veces entablan una conexioén tan fuerte que hay ciertas
proposiciones en la Geometria que solo serian verdaderas si en la Topologia
lo son. Ejemplo de esto es el teorema de Gauss-Bonet. Actualmente se puede
decir que el teorema de Gauss-Bonnet es un teorema de dualidad, ya que ciertas
propiedades geométricas implican propiedades topolégicas y viceversa. Por lo
tanto, enunciar este teorema y entenderlo es algo sumamente importante por
sus implicaciones y, por su puesto, por sus posibles aplicaciones. Esta seccion se
basé utilizando el libro de John McCleary [60] sin embargo se utilizaron algunas
ideas tomadas de la tesis “El teorema de Gauss-Bonnet en variedades suaves”
[62].

Antes de abordar el teorema de Gauss-Bonnet, daremos una serie de defini-
ciones.

Definicién 4.3.1.

Sea M C R? una superficie regular y orientable. También definamos una
curva parametrizada por longitud de arco &@(s) = #(u(s),v(s)) : [0, L] — M en
donde # es una carta coordenada de M. Sean &(s1),0(s2),...,0(sy,) los puntos
en donde la funcion no es diferenciable, y definamos las siguientes funciones:

o(s) = @(s) : [0,51] — M (4.3.1)
ant1(s) =a(s) : [sp, L] — M (4.3.2)
621(8) = &(8) : [si_l,si] — M (433)

Vie{1,2,..,n}
entonces definamos los angulos exteriores como:

daj_1(s;) da;(s;)

ds ds
Una vez que tenemos esta ultima definicion podemos enunciar el tan ansiado
teorema.

Teorema 4.3.2. (Gauss-Bonnet) Sea S C R? una superficie regular y
orientable, entonces si R C S es una region simplemente conexa, compacta y
su frontera esta acotada por una curva cerrada @(s) = Z(u(s),v(s)) : [0,L] —
M cuyos puntos en donde no es diferenciable son @(s1), d@(s2), ..., @(s,) y sus
angulos exteriores de la curva son €1, €o,...,6, entonces

(4.3.4)

cos€; =

27r—//RK(}3)dudv+/&(s) ng(s)ds—kg;ei. (4.3.5)
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El lado derecho de esta ecuacién nos da propiedades puramente geométricas
mientras que el lado izquierdo aparece de manera implicita una propiedad topo-
logica. Por ello, para poder hacer ver claro esa propiedad topologica, necesitamos
dar una serie de definiciones importantes.

Definicién 4.3.3. Sea S C R? una superficie regular, orientable y compacta.
El conjunto A C S es un tridngulo si existe una carta coordenada 7 : T — A
que es biyectiva y en donde T C R? es un tridangulo en el plano euclidiano
orientado en sentido contrario a las manecillas del reloj.

También decimos que S posee una triangulaciéon

P={A,CcS:i=1,..,m} (4.3.6)
si cumple las siguientes dos propiedades:
n §= U;ZlAi
s A;NAj es igual vacio, igual a un vértice o bien igual a una curva para
i 7.
Definicién 4.3.4. Sea S C R? una superficie regular, orientable, compacta y
posee una tridngulaciéon P. Al nimero total de vértices de la triangulacion lo
denotaremos como V, el niimero total de aristas lo de notaremos como A y

el namero total de caras lo de notaremos como C. De manera abstracta estos
mismos numeros los definiremos asi:

AiﬁAj
C =P (4.3.9)

entonces con base esto definimos la carateristica de Euler-Poincaré de la super-
ficie S y triangulaciéon P como:

Xp(S)=V —A+C. (4.3.10)

A partir de estas definiciones enunciamos el siguiente teorema:

Teorema 4.3.5. (Gauss-Bonnet para superficies compactas sin fron-
tera) Sea S C R3 una superficie regular, orientable, compacta, sin frontera y
con triangulacion P, entonces se satisface la siguiente igualdad.

2mxp(S) = //S KdA (4.3.11)

DEMOSTRACION:
De la definicion de la triangulacion, cada tridangulo contribuye con tres aristas
y cada arista es compartida con dos tridngulos. Por lo tanto 3C = 2A. Si
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aplicamos a cada tridngulo el teorema de Gauss-Bonnet entonces se tiene la
siguiente igualdad:

c c c
// KdA = Z// KdA = 27rC’—Z// ng(s)ds—z €1i+e€2i+e3; (4.3.12)
s i=1 7 A i=1 /0%

i=1

c . .

Luego la suma ) .~ fBAi kg(s)ds debe anularse debido a que los A; estan
todos orientados en el mismo sentido y las curvas adyacentes se anulan. Ademés
se tiene que los dngulos exteriores se relacionan con los d4ngulos interiores I;,de

la siguiente forma: 21021 €1; + €2 + €3, = Z?ﬂ 3w — (I; + I + I3;).
Por lo tanto

c
// KdA=—7C+ > L+ I + I, (4.3.13)

s i=1
Ahora si nosotros sumamos todos los d&ngulos interiores, entonces esta suma
debe de ser porporcional 27 por el ntimero de vértices, por lo tanto se tiene que:

C
ST L+ Iy + Iy = 20V (4.3.14)
=1
consecuentemente se sigue que:

// KdA = —nC + 27V (4.3.15)
S

pero como 3C = 2A entonces se tiene que 7(3C' —2A) = 0 y de esta manera se
puede concluir que:

// KdA = —7C+27V +7(3C —2A) =2n(V — A+ C) =2mxp(S) (4.3.16)
S

W35
Corolario 4.3.6. Sea S C R? una superficie regular, orientable, compacta
y sin frontera. Si P y P’ son dos triangulaciones de S entonces

xp(S) = xp (). (4.3.17)

Para concluir vamos a enunciar la generalizacion del teorema 4.3.2.

Teorema 4.3.7. (Gauss-Bonnet generalizado) Sea R C R? una superfi-
cie regular y orientable, entonces si R es conexa y su frontera se puede parame-
trizar con una curva cerrada d(s) = Z(u(s),v(s)) : [0,L] — M cuyos puntos
en donde no es diferenciable son @(s1),d(s2),...,@(sy,) y sus angulos exteriores
de la curva son €1, €,...,6, entonces

21y (R) = //R K (§)dudv + /a . ng(s)d8+§ei. (4.3.18)
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Como habiamos mencionado, el teorema de Gauss-Bonnet es un teorema
de dualidad ya que relaciona una propiedad puramente topolégica, que es la
caracteristica de Euler-Poincaré, con propiedades puramente geométricas como
es la curvatura. La ecuacion (4.3.18) nos dice que la curvatura total de una
superficie siempre estaré determinada por la caracteristica de Euler.

Hasta este punto se ha profundizado lo necesario en el contexto de Topologia
y Geometria Diferencial para poder resolver por qué al aplicar la férmula de la
carga del Skyrmioén tiene valores no enteros y este sera finalmente el objetivo
del siguiente capitulo.



Capitulo 5

La carga topologica del
Skyrmion

5.1. Calculo de la carga del Skyrmién.

Cuando hay un campo de Skyrme como el obtenido a través de las soluciones
estacionarias de la ecuacion de Gross-Pitaevskii bidimensional y de pseudo-
spin %, éste puede tomar distintas configuraciones sobre el plano en el que estéa
definido. Por ejemplo, el campo de Skyrme puede ser constante:

fla,y) = 2,VZ € R? (5.1.1)

En este caso, el campo j? esta funcionando como un vector normal al plano y,
por lo tanto, este vector normal nos puede brindar informacion acerca de la
curvatura del plano.

Ahora, supongamos que al plano lo transformamos de cierta manera tal que
éste se curve. Esto conlleva a que el vector normal a la superficie cambie en
direccién o en sentido pero no en magnitud (vease la figura 5.1.1). Si utiliza-
mos nuestro pensamiento abstracto, los puntos sobre el plano transformado no
cambian de coordenadas y en realidad lo tnico que cambi6 fue la direccion del
campo normal. Por ello, al momento de definir el campo de Skyrme en todo
el plano, se puede pensar que estamos induciendo una topologia TF sobre R2
tal que el nuevo espacio topologico tiene una curvatura no trivial. Supongamos
inicialmente que existe esa topologia T Si utilizamos este supuesto entonces

definamos al espacio topolégico (6 superficie):

M}z (R, 7p). (5.1.2)

Es claro que el proceso de asignar un vector normal unitario en cada punto
del plano no puede definir una tnica superficie que tenga ese campo normal. Un
ejemplo de esto es la esfera. Uno puede definir esferas de distintos radios que
son distintas entre si, sin embargo cada una de estas esferas tienen el mismo

o7
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Figura 5.1.1: Deformar el plano a) como en el inciso b) seria equivalente a solo
modificar la direccion y/o al campo tal como se ilustra en el inciso ¢).

vector normal. A pesar de esta problematica, las superficies tienen que ser equi-
valentes bajo ciertos tipo de transformaciones y por ello el simbolo MJ% estaria

representando a todas las superficies que tienen como vector normal el campo
El objetivo que nos planteamos a continuacién es de dar las condiciones
suficientes para construir MJ% y calcular su caracteristica de Euler-Poincaré uti-

lizando tnicamente la informacion del campo f y asi posteriormente definir la
carga del Skyrmion en términos de ese valor.

Conjetura.

Supongamos que f(p, ) = (f1(p, ¢), f2(p, ), f3(p, p)) es una funcion conti-
nua en donde p? = 22 + 4% y cosp = ﬁ, tal que:
1. Tiene parciales continuas excepto en N C R? donde ([, dzdy = 0.

2. El campo tiene norma uno en todo el espacio: f f: 1, V& € R2.

3. La frontera
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—

lim f(t) = foo(t) = &sinO(t) cos p(t) + §sin O(t) sin p(t) + 2 cos O(t) = @(t)

p—00
(5.1.3)
es una curva suave a pedazos y con ¢, los puntos donde la derivada es discon-
tinua de forma tal que:

_ 1/ d%it)Lpn"ré . do(‘iit) ‘Son_(s 5 1 4
CoS € = 61LI(1) da(t) dai(t) 9 ( 1. )
=g lentsll 1177 lon sl

donde €, son los angulos exteriores de la curva medidos en el sentido antihorario.
En consecuencia, si d,f x 9,f # 0 para algiin punto en R? \ N entonces
existe un espacio topologico MJ% (como se defini6 en 5.1.2) cuya caracteristica

de Euler-Poincaré es:

- e

s [ 7o oo Faa s o S G 22
27rX(M~):/ f~6$fx6yfdxdy+§§ S =
! R? dficoo' d

ds + Zen. (5.1.5)

Y
oy
3

Demostracion:

La prueba que ofreceremos estara dividida en cinco partes. La primera de
ellas consistira en construir regiones conexas en donde el campo de Skyrme es
localmente inyectivo. La segunda parte consistira en dar una particion para cada
componente conexa, de forma tal que el campo de Skyrme, visto como un mapeo
del plano a la esfera, sea inyectivo en cada elemento de la particion. En la tercera
parte, se aplicara el teorema de Gauss-Bonnet a cada elemento de la particiéon
anteriormente mencionada. En la cuarta parte de la prueba, construiremos una
métrica sobre cada componente conexa de manera tal que nos genere un espacio
topolégico que sea localmente igual a la esfera pero que tenga propiedades que
nos ayuden a construir a M)% Finalmente, en la quinta parte se procedera a

obtener la caracteristica de Euler-Poincaré de este espacio topologico.

Construcciéon de las componentes conexas.

Por hipotesis, pedimos que N C R? sea tal que [[,, dzdy = 0y este satisface
que las parciales de fson continuas en todo E? = R?\ N. Debido a que el campo
f esta normalizado en todo el espacio, podemos usar la proyeccion estereografica
para saber en qué regiones el campo de Skyrme es localmente inyectivo. Los
mapeos que funcionan como cartas coordenadas sobre la esfera son [63]:

1—2" 1—2z2

§tg(x7y,z):( A— ) (5.1.6)

para el hemisferio sur, y

- x Y
Sty(z,y,2) = (1 1 +z> (5.1.7)
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a)

Figura 5.1.2: En el inciso a) se muestra el plano en donde se encuentra el Skyr-
mion. En b) se muestran las regiones en color gris que representan los puntos en
donde el producto cruz de las parciales es distinta de cero. Mientras que las de
color blanco son aquellas regiones en donde el producto cruz de las parciales es
igual a cero. En ¢) se muestra una sola componente conexa tomada de las regio-
nes de color gris. En d) se ejemplifica que las componentes conexas se pueden
particionar y finalmente en e) se ilustra que en cada elemento de particion se
aplica el teorema de Gauss-Bonnet y se induce una forma de medir longitudes
de curva usando la métrica de la esfera.
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para el hemisferio norte. Utilizando esto, definamos para cada punto & € E? la
siguiente funcion:

Stn(f(#) si fs(&) >0
§(7) = ) (5.1.8)
Sts(f(Z)) st f3(Z) <0
Nos interesa saber el valor del jacobiano, de la funcién ¢, en cada punto del
plano. Por ello, procederemos a calcularlo.
Si calculamos la derivada de ¢ veamos que:

_ 1 (1 f3) G F 15 aifaﬁxﬁ% ‘1o
TR\ (1t )ik 5 b (11 g0k (5.1.9)

posteriormente, calculamos el determinante de la derivada:

ofi  9f Ofs  Ofs ofi  Ofs
AR IRES
det(D(§)]z) = -2 2¥ 14 v Ov  Ox 5.1.10
N (R A GEAE (>:1:10)
que si utilizamos la identidad
Ofs  Ofs 9f1  9fs

+ f3 = [0, fx0,f (51.11)

7 ]—h
oy dy

oy oy

ofi  Ofs
oy oy
se tiene entonces

—

(F+2)-0.f x 0y f
(1% f)3 '

Debido a que el campo f esta normalizado en todo punto, se sigue entonces que:

det(D(J)]z) = (5.1.12)

fo.f=0 f.ayf:o, (5.1.13)

Lo que indica que el campo f tiene que ser paralelo a 0, f X Oy f y entonces tiene
que existir un constante ¢ € {—1,1} tal que

cofl10uf x 8y fl| = Ouf x By, (5.1.14)
por lo tanto:

— — _»:t Z) - F - ~ ]-:l: z
aedl D@l = Faollo.Fx0, 12 = Fealon o, fll g L (5115

que si observamos co\|8wfx 6yf|| = [0, x 8yf se obtiene
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Fo0.7x0,f

det(D(9)|z) = 5.1.16
(D@ =+ (5.1.16)
Utilizando este resultado, supongamos primero que
det(D(§)|z) = 0,V& € E? (5.1.17)
entonces
18, f x 9, f]| = 0,V € E. (5.1.18)

Por lo tanto, se cumple

0—//d dyf - 8f ygf“’ dgzo . 2£;oo)ds (5.1.19)

Sin embargo, nosotros por hip6tesis supusimos que 3 af % # 0 para algin E2.
Por lo cuél, necesariamente

Iy € B2 | det(D(J)]z, £ 0 . (5.1.20)

Por continuidad, tanto de las derivadas parciales de f asi como de la proyeccion
estereografica, existe un disco de radio ez,

Be., (Zo) = {7 € B : ||To — 7| < ez} (5.1.21)
tal que

det(D(§)|z) #0,  VZ€ B, (&) . (5.1.22)

Por lo tanto, el conjunto:

R ={Z€ E?:det(D(7)|z) # 0} (5.1.23)
es un conjunto no vacio y abierto en la topologia euclidiana (gracias a la con-
tinuidad de las parciales). El conjunto R tiene componentes conexas (vea la
ecuacion 4.1.12 y la definicion 4.1.10), que también son conjuntos abiertos en
la topologia euclidiana. Debido a que las componentes conexas son conjuntos
abiertos, estos conjuntos necesariamente tienen que ser arconexos [64]. Ademas,
debido a que las componentes conexas también son ajenas dos a dos y debido
a que el espacio topologico E? es separable (vea el tercer punto de la defini-
cion 4.1.6) entonces, a lo més, existe una cantidad numerable de componentes
conexas de R a las cuales denotaremos como:

R1, Ry, Rs, Ry, ... (5.1.24)

Estas componentes conexas pueden representarse como lgs figuras de color gris
que se muestran en la figura 5.1.2 b). Entonces a continuacién tomaremos una
de las componentes conexas de manera arbitraria y la “cuadricularemos” en
regiones que tengan un comportamiento ideal para poder aplicar el teorema de
Gauss-Bonnet.
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Cuadriculando las componentes conexas.

Seleccionemos de manera arbitraria una de las componentes conexas de la
region R, a la cual la denotaremos como R;. Esta componente podria estar
representado como lo que se muestra en la figura 5.1.2 ¢). Dado que R; es un
conjunto abierto (de la topologia euclidiana) y debido a la manera en como se
construyeron las componentes conexas, para cada ¥ € R; existe un ez > 0 tal
que B..(¥) € R; pero no solo eso, si no que gracias el teorema de la funcién
inversa [65] y la biyectividad de la proyeccion estereografica, existe un 7z > 0
tal que fes inyectiva en B, (&) .

Con base en lo anterior, definimos 6z = min{ez, nz} y por lo tanto tendremos
una cubierta abierta de todo R;; es decir:

R; = Uzc g, Bs.. (%) (5.1.25)

como R; C R? es un subconjunto del plano y es conjunto abierto, entonces R; es
separable y, ademas, esto implica que el espacio es Lindel6f. Esto altimo significa
que existen &, &a, T3, ... en R? tales que:

R; = UjenBs, (7). (5.1.26)

Aunque tipicamente las bolas abiertas euclidianas en R? son circulos, en general
pueden tomar otra forma. Por ejemplo, pueden ser rectangulos tal y como se
muestra en la figura 5.1.2 d). Con base en (5.1.26) esto definamos

C} = Bs,, (T1) (5.1.27)
y paran > 1
Ci, = By, (7) — Ui By, (7). (5.1.28)

Por un lado, veamos que si tomamos un elemento ¥ € R;, entonces significa que
existe un m € N tal que

7 € Bs,, (Tm), (5.1.29)

posteriormente escojamos el my € N mas pequeno que satisfaga la ecuaciéon
5.1.29. Esto significa entonces que

T € By, (T)— U Bs, (7)) = Cry, (5.1.30)

y con esto se puede deducir que:

R; C UpenCi.. (5.1.31)

Luego notemos que

Cl, C Bs, (&) C R (5.1.32)

y por lo tanto concluimos
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R; = UpenCi. (5.1.33)

Por otro lado, supongamos que m,n € N son tales que m < n. Entonces

ChNCi = (Bs,, (&) — U Bs, (7)) N (Bs,, (F) — U= Bs, (T)))
= By, ()N (75" Bs,, (7)) 0 B, (7) 01 (M5 Bs,, (7))
= 0.
(5.1.34)
Con base a estas conclusiones, definamos:
Ci = CpUaC; (5.1.35)

y con base en las anteriores descripciones es claro que las siguientes igualdades
son ciertas

R; = UgenC,. (5.1.36)

int(CL) Nint(CL) = 0 (5.1.37)

esta ultima para n # m.

A partir de todo esto, se puede concluir que los conjuntos C? (con m € N)
son cerrados y acotados, sus interiores son ajenos dos a dos, el campo f es
inyectiva en cada uno de ellos y la unién de todos estos elementos es igual a la
componente conexa R;. Por simplicidad a estos conjuntos los denotareamos C;
y en la siguiente seccion utilizaremos estos conjuntos para aplicar a cada uno
de ellos el teorema de Gauss-Bonnet.

Aplicando el Teorema de Gauss-Bonnet.

Resumiendo lo anterior, para cada componente conexa R; existe una co-
leccion numerable de conjuntos C7; que son cerrados y acotados y en donde el

campo f es inyectivo en cada uno ellos; ademas, los interiores de cada conjunto
son ajenos dos a dos (intC} NintC!, = () para m # n) y la componente conexa
es igual a la unién de todos ellos

R; = U;C}. (5.1.38)

Tomemos un elemento de la coleccién C} de manera arbitraria. Nuestro obje-
tivo sera aplicar el teorema de Gauss-Bonnet a cada uno de estos conjuntos y
posteriormente sumar las caracteristicas de Euler. Por ello, se tiene que calcu-
lar la curvatura gaussiana, la curvatura geodésica y los angulos exteriores de la
frontera.

En general, si w(z,y) : CJZ: C R? — R? es inyectiva y sus derivadas son
continuas, entonces w es una carta coordenada. Si tomamos un punto p’ en C’;,
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entonces el vector normal a la superficie parametrizada por @ en el punto @(p)
tiene que ser:

B} 5205 x %Iﬁ
198 S 15l

ademas, se sabe que el vector normal se relaciona con K (p), la curvatura gaus-
siana, (proposicion 4.2.15) mediante la siguiente ecuacion:

on on ow

Sl < gols = KD Gl x G s (5.1.40)

Entonces, por un lado, debido a la construccion de C;, f es inyectiva en este
conjunto. Si ademas consideramos que el campo de Skyrme tiene parciales conti-
nuas entonces f es una carta coordenada. Con base en lo anterior, las ecuaciones
(5.1.39) y (5.1.40) se transforman en:

ﬁ(ﬁ)*—ib .17 (5.1.41)
15215 < 5L 11
on, o of af
&E‘p 57|p (ﬁ)%h? |p (5-1-42)

ahora, si multiplicamos ambos lados de la ecuaciéon por el vector normal, se tiene
que

or, _oi of, o of
0 Qi 1) = k@0 L ipx 1) = ko L x Ll 5109

y a partir de esta ecuacion se prosigue a realizar la integral sobre C’]’::

// a—nx—d dy / K|| %ﬁndxdy. (5.1.44)
i Y

Como f es inyectiva y es diferenciable, entonces ||6f |57 x zJ; |5/ldzdy = dA

en donde dA es el diferencial de area de la superficie (de la esfera S?) y, por lo
tanto, tenemos que la integral de la curvatura gaussiana tiene que ser:

// () KdA = // @ X *dxdy (5.1.45)

Por hipétesis, f esta normalizada en todo el espacio, particularmente tiene que
estar normalizada en Cf

—

f@ fay=1 vzec: (5.1.46)
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Si recordamos la ecuacion (5.1.13) y utilizamos la definicion del vector normal,
implica que existe un constante e; ; € R tal que:

ei =i,V € Cl (5.1.47)
y dado que f y 7 estan normalizados, se tiene entonces que:

€ij = +1 (5148)

El signo de la ecuacion (5.1.48) depende de la orientacion que le estemos dotando
a la superficie (en este caso el pedazo de esfera que es imagen de C} bajo f); por
lo tanto nosotros introducimos una orientacién a C;- de forma tal que el vector
fes el vector normal a la superficie; es decir e; ; = 1 Vi,j € N. Por lo que si
sustituimos la ecuacién (5.1.47) en (5.1.45) con una orientacién tal que e; ; = 1,
entonces obtenemos:

/CleA //ﬁ @x—dd /le ﬁxifdxd (5.1.49)

y asi hemos expresado la curvatura gaussiana en términos de f

Ahora supongamos que hemos parametrizado la frontera de C? [66] mediante
la curva ¥ ;(t) : [0,1] = 8Cj C R? (que en general es suave a pedazos), por
consiguiente si utilizamos el hecho de que f es un encaje entonces la curvatura
geodésica de la frontera tiene que ser igual a:

(o) — ldfw;g(s» . de(C’lY;,QJ( >)] (5.1.50)

en donde f(7

=Js

)) es una curva que estd parametrizada por longitud de arco

(s
di f (%5 )H dr. Por lo tanto, tenemos que las derivadas son:

df(Fig(s)  _  df(i() dt (5.1.51)

ds dt ds

LRGN - TG gy o) 2

ls _, dsdt s t ls

d®F(3i,5 (1) [Q]2 + df (i, () d?t (5'1'52)
dt? ds dt ds?

Si calculamos el producto cruz entre (5.1.51) y (5.1.52) se obtiene:

ds x ds? ds

df(Fig(s) | fFi(s) _ [dtr AfFis() | f(5i4(1) dt (5.1.53)
ds dt dt? ds o

por lo que se puede decir que la curvatura geodésica se puede expresar de la
siguiente forma:
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- @ 1.54
Fq(s) [ds dt dt2 ds (5.1.54)

y entonces si obtenemos la integral de linea de la curvatura geodésica se tiene
que:

dtrﬁ. [df‘wi,jm) y dzf(%,j(t))] dt

_ L) S |G ) | PG ) |
ygcikg(S)dsyg[dJ nl a T ae ]dsds. (5.1.55)

aCi

A la ecuacion (5.1.55) se le hace el cambio de variable %ds = dt y se sustituye
la ecuacién (5.1.47) con la orientacion acordada (e; ; = 1) y sabiendo que

it (dfF,0) dfE )\
[ds] :< A ) (5.1.56)

se puede concluir que la integral de linea de la curvatura geodésica tiene que
ser:

F(7, df (i 5 2 F(Fi

FGh(0) - [ < ELG 0] 1
yg Af(Fi; () | df(Fis(t) t. (5.1.57)
80; dt dt

Finalmente, si f(ﬁ’u (t)) no tiene derivadas continuas en ¢; ; x € (0,1) y aplica-
mos el teorema de Gauss-Bonnet a la imagen de C’]’: bajo f, que la nombraremos
como D; (Q 52), entonces la caracteristica de Euler-Poincaré es:

QWX(D;') = ffC; f 8£ X 8fdxdy
73 (8). [df‘ﬁ;,tju» y d2f<zzéj<t>>} . (5.1.58)
5§ac;i a3 (1) df(i,5(8) dt + 3 51 Mgk
dt dt
en donde
df(’w J(t>> af (5.5 (t=9))
cosn; ;) = lim gkt dt $ik =0 (5.1.59)

5—>0||df(%7(t)) ||df 'Yz](t 5))|¢ 6”
1,5,k

¢ij+5||

Por lo que si hacemos la suma sobre todos los j € N se obtiene entonces que:

[e%} i lj —a
Zj:1(27TX(Dj)_ D i1 Migk) = ffR 7 afdxdy—i—
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La serie del lado izquierdo de la ecuacion (5.1.60) converge porque el lado derecho
converge, sin embargo no se sabe que naturaleza tiene el lado izquierdo. En otras
palabras, queremos saber a que cantidad converge el lado izquierdo y por ello
desarrollaremos la siguiente seccion.

La métrica inducida sobre cada componente cone-
xa.

Si nosotros observamos la solucién estacionaria de la ecuacién bidimensio-
nal de GP de pseudo-spin %7 a la cual se le introdujo un campo magnético
cuadrupolar

B=((zx—=1)—=(y— 1"z +2—1)(y—1)j

(vea las soluciones que se ilustran en la figura 5.1.3 €) y f); aqui se muestra las
dos componentes del spinor), se puede probar que, para este caso, solo existe
una tnica componente conexa Ry en la cual la textura de spin f es localmente
inyectiva (en la figura 5.1.3 d) se muestra la fase de la componente f); si se
utiliza la simetria azimutal en torno al vortice y la fase de la componente f) se
puede demostrar que el plano siempre se puede partir en dos regiones en donde
el campo f es inyectivo de manera independiente). Para el caso mostrado en las
figuras 5.1.3 g), h) e i) se cumple que f(l,l) = —1, por lo cual si se propone
obtener la gréfica

( fa(2,y) fy(,y)
1- fz(x’y)’ 1- fz(xvy)
resulta ser una superficie de Riemann (las figuras 5.1.3 a), b) y ¢) ilustran los
diferentes perfiles de la superficie de Riemann asociada al campo de Skyrme mos-
trado en las figuras 5.1.3 g), k) e i) que provienen de una solucion estacionaria
de la ecuacion GP de pseudo-spin % con un campo magnético cuadrupolar). Esto
nos motiva a pensar que cada componente conexa debe tener una superficie de
Riemann, por ello planeamos utilizar el campo de Skyrme para obtener toda la
caracterizacion de esta superficie mediante la construcciéon de la métrica; esta es
la razén del nombre de esta seccién y a continuaciéon desarrollaremos las técnicas
usuales para construir la métrica de una superficie de Riemann.
Seleccionemos una curva ¥ : [0, 1] — CY. Entonces se puede dibujar una curva

@)« (2,y) € R?}

sobre la esfera utilizando el campo f, la cual es f(7(t)). Si nosotros queremos
medir la longitud de esta utlimate, primero se debe calcular:

ds? = df - df = df? + df2 + df? (5.1.61)

observe que se puede hacer las siguientes manipulaciones mateméticas:

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
dff 4 dff +dfy = LACROIRAERAE R | (darceos fy)?
(5.1.62)
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e
@@=l

Figura 5.1.3: En las figuras a), b) y ¢) se muestran diferentes perfiles de la
superficie de Riemann asociada a un Skyrmién que es solucién a la ecuaciéon GP
de pseudo-spin % En las figuras e) y f) se muestran las soluciones numéricas
(estacionaria) de la ecuacion GP de pseudo-spin % con un campo magnético
cuadrupolar. Mientras que en d) se muestra la fase de la componente del spinor
f). En las figuras g), h) e i) se ilustra distintos perfiles del campo de Skyrme

asociado a las soluciones estacionarias e) y f).
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Si utilizamos la identidad:

fRdff + f3df3 + f3df? + fRdf3 — f3dfs _ (fa2dfy — frdfa)?

= 5.1.63
-7 GRS (5:1.65)
se deduce entonces que:
odfi — d ar
A +dfE+df = (- f3) [(Bhfyte)? 4 ecess Sl (5.1.60)
y utilizando la siguiente identidad [67]:
1. 1—f3, (darccos f3)?
d=In = 5.1.65
(2 1+f3) (1-72) ( )
se puede demostrar que:
dff +dfy +df3 = (1 — f3) |(darctan f—) (d In — f3)2 . (5.1.66)
bil 1+ f3
Por lo tanto, se define las coordenadas isotermas [67, 68, 69, 70] como:
fo 1 —J3
X tan ==, — In 5.1.67
(¥.9) = (arctan 22,5 10 1—2) (5167
y con esto el elemento diferencial de longitud se transforma en [67, 68]:
df? +df2 +df? = A [dX? + dY?] (5.1.68)
1 2 3 - (1 +e2y)2 .
con
1—e¥
= — .]..
R (5.1.69)

Esta métrica, hace que localmente se obtenga un elemento diferencial de curva-
tura [70]:

1
KdA = —ﬁ(ﬁi—l—@f})ln/\ NX A dY (5.1.70)

que para nuestro caso particular es

42V
Observe que
2y 62)7
iy = 21 (5.1.72)
82 In 4de _ 8e ’ T

T+e™)? =~ (142
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y por consiguiente

A 42V

KdA = ————=dX NdY. 5.1.7
(1+ 6237)2 Y ( 3)
Regresando de nueva cuenta al estudio de la longitud de la curva, para

7 :[0,1] — C% € R? su longitud tiene que ser igual

; 462
LilF) = S [dx2 +dyz), (5.1.74)
f
en donde
GIS2—>R2 (5175)
G(flwy) = (actan BEY L Rl -

En general, si nosotros tenemos una curva 7 : [0, 1] — R; C R?, suave a pedazos,

en la componente (arco-) conexa R;, entonces existe una cantidad a lo mas

numerable de conjuntos C} ,C} ,C} . ,...,C} ,... tales que tienen un segmento
1 2 3 n

de la curva. Esto induce una particion sobre el intervalo [0, 1] de tal forma que

existe valores t; € [0,1] en donde las curvas

Try © [thys thya] = Ch, (5.1.76)
satisfacen la igualdad
’ij(t) =(t),Vt € [tkjvtijrJ' (5.1.77)
Claramente, esta curva siempre se puede reparametrizar, esto significa que existe
una funcion biyectiva hy, : [0, 1] = [tx;, tx,;,,] tal que:
Yi, © b, + [0,1] = C3 C R?, (5.1.78)

Con base en todo lo anterior, podemos definir una longitud para cualquier curva
sobre la componente conexa:

L =Y Lk, © by, (5.1.79)
J

Para ejemplificar esta longitud, se puede ver en la figura 5.1.2 e) que hay una
curva en la componente conexa y que en cada cuadrito que interseca a la curva,
se lleva (a ese pedazo de curva) a la esfera y es ahi en donde se mide la longitud.
Esto se hace para cada cuadrido y al final se suma todas las longitudes.

La longitud mostrada en la ecuacién 5.1.79 es de tal importancia, ya que
permite dotar de una nueva topologfa, distinta a la usual, a la componente
conexa. Para ello definamos la siguiente funcién:

dA7,5) : Ry x Ry — R* U {0} (5.1.80)
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dA(Z, i) = inf{L'[F] : ¥:[0,1] = R; CR?,5(0) = Z,7(1) = ¢} (5.1.81)

—

en donde ¥ es una curva suave a pedazos. Una consecuencia de esta definicion
es que para los puntos Z, i/, 7 € R; C R? se tiene que cumplir las siguientes tres
propiedades [38]:

diz.5) = di{7.7)
d. (f,gj 0 — =y (5.1.82)
dE7) < dUE D) + NG 7)

justificando asi que R; es un espacio métrico. Todos los espacios métricos in-
ducen una topologia (primer punto de la definicion 4.1.4) y en nuestro caso,
no necesariamente tiene que ser la misma que la heredada por el plano (dos
topologias 71 y T2 sobre un espacio X se dicen equivalentes si 71 C 75y 72 C 71).
Denotemos simplemente al espacio topolégico inducido por la métrica dif como:

Ki = (Ri,Td;) (5.1.83)

en donde 7,4 se refiere a la topologia inducida por la métrica d;}. Particular-
7

mente, se puede heredar esta topologia a los elementos de la particién C;?, a los
cuales simplemente los denotaremos como:

Li;=(C 7 NCY) (5.1.84)
f

en donde 74 N C} se refiere a la topologia heredada por 7, (recordemos el sexto
7 7

punto de la definiciéon 4.1.4).

Con base en lo anterior, la métrica (5.1.68) y elemento diferencial de curva-
tura (5.1.70) se pueden extender de manera global, utilizando coordenadas (z, y)
para todo k; = k; U Jk,. Por lo cuél, el espacio topologico k; es una superficie
de Riemann con métrica y elemento diferencial de curvatura:

a) d52 = m [dX + dyQ]

e2Y
b) QdA = (1+62y)2 dX NdY

(5.1.85)

en donde las coordenadas locales X' y ) estédn en funciéon de las coordenadas
globales (z,y). A partir de esto, se puede aplicar el teorema de Gauss-Bonnet
a todo F;; es decir si ) es la curvatura gaussiana, w, es la curvatura geodésica
¥ 7i,p son los angulos exteriores de la frontera Ok; entonces la caracteristica de
Euler-Poincaré para esta superficie de Riemann tiene que ser:

Pi

27 x(R;) // QdA —|—¢ wqdt + Z Mip (5.1.86)

p=1

Note que si la curva G(¥) parametriza OR,; entonces
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d_ x L :
ZG(F() = (0:X,0,9) T + (9,%,0,9) 2 (o457
Yz
na(0) = [0, + 0,2.0,9) % (o159
aa d’G
P dit) A G (%) (5.1.89)
t)H % dt (%)2
G el
(.dg = <d dgt) nn(t)> = 462y(t) dtQ(t) 'n (t) (5 1 90)
, . ds ds H o
dt||Gmy G ) Q0P g g
420 LD Ly () (5.1.91)

Wg = (1+62y(t))2 %%

por lo tanto, la caracteristica de Euler Poincaré tiene que ser:

_ 4e2Y 4e2Y®) dQG(t) n(t)
wxte) = [ e, o ep d”z””’

dt dt
(5 1 92)
en donde:
dG(t dG(t)
7 |t7,p § , dt ti, p-‘ré
cosn;p = ( lim , lim
<‘H0 dG(t) dG(t) 6—0 t) dG(t) >
di |tip—80 —ar tip—5 ltip 60 a1 ti ptd
(5.1.93)
De aqui se puede deducir que [37, 38§]:
4e2Y f 0. fxo,f
7dél’/\d 1— L2 de N d 5.1.94
T A = (1 y (5.1.94)
donde
f28mfé_f128wf2 f23yfé*f120yf2
T1-f2 T 1-73
y por lo tanto:
Fo. i x o, f
det DG — 1 02S X Ouf (5.1.96)

1-f3

Por otra parte:
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<dG(f t>>| dG(f(“?(t)) > 4™ dG(f(V(t))|7 CdG(E®)
dt t, (T+e2V)2 dt tp dt t,
df(j“”l, , f(j t))|t+
t i,
(5.1.97)
dG(f(3()) dG(f(3(t) < <>>
= _ 1
< 0 tip—b o s === || (5.1.98)
dG(f(3(1)) dG(f(3(t)) df (7(t))
. = || 1.
< pr tip 0 TR I 7 ler (5.1.99)

Luego, como G es localmente inyectiva, localmente difeomorfa, preserva la métri-
ca (es una isometria) y a que la curvatura geodésica es una propiedad intrinseca

se deduce que [60, 70]:

7 [dj % J}
515 wydt = 515 ‘jf fd dt (5.1.100)
O oR,  dr dr
y entonces:
f. [‘fi—{ X dff_] Di
21X (R:) :// f.axfxayfdxdw&é #dwzm,p (5.1.101)
R; OR; a9 dr p=1
en donde
df(’?(t)) | df('?(t)) |
ip = I 5.1.102
O R T vl 0

ademas, si sustituimos (60) y &; = U;jenl’; ; se concluye entonces que

Z 1(2mx (T ) — Zk 1 Misgok) + Zii Nipt

FeSd] o o Pl
+998RW _ijl%c;w = mx(Fi)

= 27TX(Uj€NFi,j)
(5.1.103)
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Con base en esto simplemente construyamos:
M]% = U;R; (5.1.104)

el cuél es un espacio que es el inducido por el campo de Skyrme. La ultima
incognita a resolver es determinar la caracteristica de Euler-Poincaré del espacio
M]% en términos del campo de Skyrme y este serd el objetivo de la siguiente

seccion.

Calculo de X(M}) en términos del campo de Skyr-
me.

Para lo que resta, veamos que:

o S x(Ri) = i Mg, - 0=F x 0, fdady

7 of o of
= [ T~ 5% % ghdedy+ (5.1.105)

Ahora, definamos Ry igual al complemento de R. De la misma forma que se
dedujo la igualdad de la ecuacion (5.1.19), como O, f x 0yf = 0en Ry \ N y

[y dxdy = 0 entonces:

— rd 2 5
Y 7 folel x L
// 7o ﬁdwdy+§l§ [df fltz}dt:O (5.1.106)
int(Ro) 0T Oy dint(Ro) % . %

(puede ver un ejemplo de tal condicion en la figura 5.1.4) y por consiguiente:
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+ 22 2 M = o8 %dwder Wity £+ 55 % Ghddy
0 0
+ Zz gSBR,; df df di + giaint (Ro) df df dt
dt dt dt dt
Zi 251 Mi,p
= e f % X %da:dy
Fshx 4]

+2 Zii Mi,p

Teniendo todo esto en cuenta, se puede deducir facilmente que:

2y x(Ra) = 32,250 iy = JJge F 5 dxdy—i—z gSaR %dt

+ %mt(Ro) Wdt
(5.1.108)
y si utilizamos la generalizacion de (5.1.103); es decir:
= pi 2 Foor (222 x difz“)
2T ZZ X(HZ) — Zi Zp ni,p = 27TX(M]E‘) — Zn €n — ¢ st
ds ds
af o d2F Flaf . d®f
[.T a2 I [ﬁ X2 ]
+32 $or, afar At + $yirns(ro) %%z dt
(5.1.109)

en donde se ha identificado €, como los angulos exteriores en aquellos puntos
©n € [0,27) donde la curva es discontinua

dfse dfse
cose, = lim dt |tPn+5 . dt |t,0n*5
§—0 deoo |w

)
vl 1= o]l
entonces se deduce que:
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Figura 5.1.4: Las lineas del mismo color van a caer a una misma linea sobre
la esfera. Tanto las lineas de color negro que dividen el espacio en 5 como los
puntos de color negro pertenecen al conjunto Ry. En este caso [[ R dxdy =0y
por tanto la formula (5.1.106), se tiene que cumplir.

. dfoo ;
21y (M // af d dy +y§f°° T - ) s+§ en (5.1.110)
R2 Ase .

oo

ds

.C'onjetura

5.2. Consecuencias.

Es interesante notar que las integrales y la suma de la ecuacion (5.1.108) son
iguales a una cantidad topologica que esta multiplicada por un factor de 27 y no
por un factor de 4. Esto se debe a que la definicién convencional de la carga del
Skyrmioén partié de la definiciéon de un invariante topolégico conocido como el
grado del mapeo o mejor conocido como el grado de Brouwer [37, 38, 61] y que
tal definiciéon solo funcionaba para superficies cerradas 6, dentro del contexto de
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los Skyrmiones, que la frontera del campo f sea igual a un punto. La conjetura
propuesta en la seccidén anterior nos motiva a redefinir la carga del Skyrmién
cambiando por completo la definicién original; esto lo proponemos asi porque el
origen de la igualdad (5.1.110) esté4 intrinsecamente relacionada al teorema de
Gauss-Bonnet:

; af af G fx ), 1
S 2L S ~d — n-
Qsky = 277//R2 % .dfoo 5+27rzn:€'

(5.2.1)
Esta nueva definiciéon generaliza a la anterior puesto que si la condicion de
frontera del campo de Skyrme en el infinito es igual a un punto entonces la
integral de linea y los angulos exteriores son nulos y por lo tanto:

of 0
Qsky = by //Rz —f X —fdxdy. (5.2.2)

Se sabe, por la teoria de homotopias [39, 40] que el integrando en (5.2.2), cuando
el campo de Skyrme en el infinito es un punto, tiene que ser un multiplo de 4,
por lo que esta nueva definicién permite inferir que la carga del Skyrmién tiene
que ser un numero par, siempre. Lo cuél tiene sentido, ya que si hay un Skyrmion
fque solo tiene un punto en donde f(O) = %, ademés en el inﬁnitof(oo) =—-Z
¥, a su vez, este mapeo es uno a uno (inyectivo) entonces su carga tiene que ser:

Qsky =2 (5.2.3)

lo que significa que la superficie abstracta que se construyo en (5.1.104), en este
caso, tiene que ser homeomorfa a la de la esfera.
Una de las incognitas que no hemos resuelto aun, pero que ya tenemos la

herramienta para resolver, es jcudl es la carga topologica de un Skyrmiéon que

es una solucion de la ecuacion GP de pseudo-spin % con una campo magnético

de la forma:

B = By(rP cos ppé, — 1* sin ppé, + 20€;) (5.2.4)

con zg # 07 Para resolverlo, recordemos que la condiciéon de frontera en el
infinito es igual a:

fro = & f,(00) cospp + 7 fp(00) sinpy + 2 f.(00) (5.2.5)

por lo que si definimos

cosf = f,(o0) (5.2.6)
entonces
dfeo

dp p(=2 f,(00) sinpp + 4 f,(00) cos pp) = pf,(c0)Pp (5.2.7)
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& foo A
= (5.2.8)
y asi se obtiene:
d d?
—C{;o dizo = prz(oo). (5.2.9)
Por lo tanto:
o dfee Efe .
L i i SACOICY (5.210)

y en consecuencia:

27 dzfm . g X dfoo

/ ds” q(f“ _ds ) = 27pf. (o) (5.2.11)
0 dfee | dfn
ds ds

Por lo, utilizando el resultado obtenido en (3.2.22), se calcula que:

1 7 of  of | g Pl (foox =)
Qsky = a7 Jleo [ gy ¥ ghdedy + 5 ¢~ ——ds
ds ds
5.2.12
- P(f:(0) — £(00)) + pfs(00) (5.2.12)

= pfz(o)

demostrando asi que la carga del Skyrmion es independiente de los valores de la
intensidad del campo magnético de la componente zy y que la carga tiene que
ser necesariamente un ntimero entero.

La pregunta natural que nos podemos plantear es: jqué valores puede tomar
la carga del Skyrmion inducido por un campo magnético, que se anula en el
BEC spinorial? Para contestar esta pregunta hagamos la siguiente deduccion.

Supongamos que tenemos ® la soluciéon estacionaria de la ecuaciéon de GP
de pseudo-spin % la cual tiene un campo magnético tal que en T1,Zs,... TN €
R? B (@) = 0. Por consiguiente, de acuerdo a lo observado en las soluciones
numéricas [34, 35] el Skyrmion magnético, se cumple que:

|fo(@m) =1 (5.2.13)

Con base en esto, hacemos una particion del espacio por N regiones simplemente
conexas que nombraremos A,, tales que son ajenos dos a dos, la uniéon es igual
a todo el plano y

Zm € Am  V¥Ym=1,...,N . (5.2.14)

Recordando lo demostrado en la conjetura, para cada A,, existe un espacio
topologico M2, inducido por f tal que:
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2my(M2) // i —x—d dy + §1§ mds+Zenm (5.2.15)
DA &

ds ds m
m

en donde ¢, son los angulos exteriorres de la curva ¥,, que parametriza la
frontera 0A,, C R?. En efecto, si definimos el conjunto:

M2 =A,N M; (5.2.16)
este tiene que ser un espacio topolégico. Recordemos que por la manera en cémo
se definio Mf%7 existen conjuntos abiertos y simplemente conexos R; tales que al

inducirles una topologia TJZF se construyen conjuntos x; que son ajenos dos a dos
y su unién es tal que:

M]%» = Uilﬁi (5217)

subsecuentemente se infiere que:
= > X(M7, (k). (5.2.18)

De esta igualdad se deduce inmediatamente

2mx (M2 Nk;) // f —X —fdxder % S H derZ M i
AnnR, O —f
9(AmNR;) ds em, i

(5.2.19)
en donde 7,,,, , son los 4ngulos exteriores de la 7, ; que parametriza a la frontera
d(An N R;) y por lo tanto se deduce la formula (5.2.15) si se suma todas la
integrales. De acuerdo al Teorema de Poincaré-Hopf [61, 71, 72] si nosotros
tomamos una curva cerrada &, alrededor del punto Z,, y que este se encuentre
dentro de A,, de forma tal que 7, # &, entonces

Index(f(&n))  si OM2 #0)
M2) = 2 m 5.2.20
X(Mr) { 2« Index(f(Gn)) si OMZ =0 (5:2.20)
que para este caso paricular:
- 1 (771 — 772) d’r_ﬁ X d’/—“g
Index(f(d,,) = —?g}é e 5.2.21
(Fléim) = - AL (5.2.21)
en donde:
o= (0,0,%) (5.2.22)

72 = ([1(@m(5)), f2(Am(s)), f3(Am(s)))

(71 —72) - dry X dry = fadf1 — fidfa (5.2.23)
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3
2

17 — 7> = (ff + 13+ (fs —1)*)

por lo tanto tenemos

7’1 — 7"2 d?z'l X dFQ 1 > dt
= — dfi — fid
! R = e U~ ) [ G+ 2+ (s 09}

(5.2.24)

(5.2.25)
pero
e dt 2
- = (5.2.26)
/m P+ B+ (s—02)E R+
y, por consiguiente, se tiene que:
J2dfv — f1df2
Index(f(@m) §1§ 5.2.27
(fla T on i+ 13 ( )

La ecuacion del lado derecho de (5.2.21) no es méas que el ntimero de enlace de
dos curvas, y este siempre va ser un nimero entero, por lo tanto:

N N .
> x(M2) =" Index(f(dm)) (5.2.28)

la cantidad del lado derecho es un entero porque es la suma de niimeros enteros
y por lo tanto la carga del Skyrmion

N
Qsky = (U1 M2) =" Index(f(dm)) (5.2.29)

necesariamente tiene que ser un ntmero entero.

Lo que se puede notar de la deduccién anterior es que para calcular la carga
del Skyrmion en cada region que contenia los puntos en donde |f.| = 1 se
tuvo que construir una curva que tuviera el punto, sin embargo dicha curva no
depende del punto. Para mostrar tal independencia veamos lo siguiente.

Supongamos que la conjetura es cierta y que ® es una solucion de la ecua-
cién de GP bidimensional y de pseudo-spin % y esta ecuacién tiene un campo

magnético B que genera un Skyrmién magnético f Por lo tanto, si nosotros
suponemos que las parciales de f son continuas, en todo el plano, entonces se
puede deducir que la carga del Skyrmion existe (que puede ser igual a cero) y
€s un numero entero.

Efectivamente, como f cumple la conjetura, entonces la carga del Skyrmién
existe (la cual puede incluso ser igual a cero), particularmente si f es el mapeo
constante entonces simplemente la carga es igual a cero. Ahora, supongamos lo
contrario; es decir f no es el mapeo constante. Ahora si el producto cruz de las
parciales 0, f X Oy f es igual a cero para todo el punto en el plano, entonces la
carga del Skyrmion tiene que ser igual a cero. Por otra parte, supongamos que
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existe un punto Ty tal que el producto cruz de las parciales es distinto de cero.

—

Una vez tomado este punto @ = f(Zy), resulta entonces que el conjunto:

FHE+0, -0} = {F e R*: | f() - 0] = 1} (5.2.30)

es no vacio y el nimero de preimagenes tiene que ser igual a una cantidad a lo
méas numerable [48]. A estos puntos simplemente los etiquetaremos como .
Sabemos que existe una rotacion Ry tal que:

Ryt = 2 (5.2.31)
y veamos que:
- ORof ORof - Of Of
R =f. 2L 2L 5.2.32
of ox x dy ! xxﬁy ( )
CReJ (R P dBely T (Fy df
nt R/ x "g7) _ gr (VX ) (5.2.33)
dRof  dRoJ df  df
ds ds ds ds

Estas ultimas igualdades suceden debido a que las rotaciones preservan tanto el
triple producto escalar asi como el producto punto. Luego, si volvemos a usar
esta propiedad

Rof(Zm) - Ro® = f(&@m) ¥ (5.2.34)
y si definimos
fo=Rof (5.2.35)
entonces
| fo,(Zm)] =1 (5.2.36)

por lo cuél el campo f(; cumple la condicién (5.2.13) del parrafo anterior y todo
lo necesario para deducir las correspondientes consecuencias.

Esta tltima deduccion nos indica solo las condiciones necesarias, en el Skyr-
mion magnético, para que exista una carga (que puede ser cero) y si se puede
definir una carga al campo esta tiene que ser igual a cero. Esto ultimo implica
que si un campo de Skyrme estd apuntando en direccién Z, no necesariamen-
te tiene que contribuir a la carga. Para ejemplificar esto hagamos el siguiente
ejercicio.

Vamos a proponer un Skyrmién muy singular. Sea

(e —1)

fz(/MP):l‘f' 3

1 -
(cos(;) +2- 51n(§)) (5.2.37)

y definimos

Iolp. @) = V1= f2(p,0) (5.2.38)
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Entonces, el campo de Skyrme con el que estamos trabajando tiene que ser:

f'=Folp.0)p + fo(p. )2 (5.2.39)

Este campo es continuo en todos sus puntos, es derivable en todos lados, excepto
en el origen. Ademas tiene un ntumero infinito de defectos topologicos ya que:

1

(————,m)=1,VkeN 5.2.4
- ™ = Lk €NU{0) (5.2:40)
La condicion de frontera es:
i f.(p.g) = SR/ (5.2.41)
oo 3

En general, se puede construir una coleccién de funciones continuas para t €
[0,1]

f2(pyo,t) =1+ (e_pg_l)(cos(ll)) +2- tsin(%)) (5.2.42)
fp(pv @at) =V 1- sz(p’ <p7t) (5243)
Flpso.t) = folp, 0, )p + f2(p, p,1) 2. (5.2.44)

Veamos que

// Fe0,F % 0, Fdwdy — / / Fr 0,7 % 0, fdpdy (5.2.45)

y por lo tanto:

Opf = Opfop + 0y f.% (5.2.46)

awf: Opfob + fop + s f22 (5.2.47)

De aqui se sigue entonces:
Opf X Dl = [00pfoh X P+ OpfoDofod X 24 0pf20ufp2 X P+ [pOpfo2 X
T 0,f x 0of = f20, 2+ (2% @)+ fofoDpfo? - (X &)

Fr 0, % 0,F = [fo£0pf5 — f20,1.)2 - (5 % @)

fzfpapfp _fgapfz = fz%apfg _f/?apfz = _fzéapfj _ap.fz +fz28pfz = _6pfz
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o v/2)

2 :
// f‘apfxagafdpd@ = / =0, f.dpdp = — i (00, 0)—£2(0, p)dp = 27r—/0 tsm(3 o

// f ('9pr &pfdpdgo =21 + %(COS(W) —cos(0)) =27 — t%

Por otra parte, tenemos que:

L Fool) = 0+ s, (5.2.48)

en donde el punto significa la derivada conrrespecto a la variable s. Posterior-
mente, calculamos el vector aceleracion:

.-
d” foo
ds?
Una vez hecho esto, procedemos a calcular:

= 0é+9é+ ((égsinﬂ—i-(;.ﬁécos@)qg—i-gz.ﬁsinﬁqé. (5.2.49)

fooxdg—j:éfxéﬂ&sin@fxq@:éq%—q&smeé (5.2.50)

y por tltimo hacemos el producto interior

deOO - dfoo N . .. S Y 2 s e A
75 (foo X —=—=) = (00 + (¢sin + ¢ cos 0)p + 00 + ¢ sin 0¢) - (0 — ¢ sin 66)

ds
(5.2.51)

Ploe (7w Mooy _ (Gsin0+ hcos) -6 — bdsing+ (62 9 — (dsin0)24-6).

ds? ds
(5.2.52)
Pero sabemos que:
—(g 0= bfﬁ = cosf¢ (5.2.53)
Por consiguiente, podemos decir entonces que:
Pfo - dfs e . o )
72 (foo X T) = (0p—0¢) sin 0+ 0~ cos 6 — (0°+ (¢ sin 0)*) cos ¢ (5.2.54)
s S

y asi entonces calculamos que:

06 — 06

q;?)

d2j?oo g dfoo i3

)sin9+q53(2)2 cos 0 — (0% + (¢sin 0)?) cos 0.

(5.2.55)
Subsecuentemente, obtenemos que:
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d2foo dfes 06—b4 in 6 02 56
(foo ds ) — (bS( @3 _ ) i _ + (¢) o8 — COS 9¢ (5256)
( + (¢psend)?) (0% + (¢sin6)?)

Es facil ver que
dfse dfs
Joo  dfo (5.2.57)

12 1 (e 012 —
(0% + (¢sind) )—K 15

Por lo tanto, para nuestro caso:

2 7 .
foo df—‘” X ddg;;” (%)QCOSQ—%SIHQ
df 7 = (@Y 1 s’ — cos¥, (5.2.58)
o dp dp
en donde sea ha hecho d) = % por que estamos suponiendo que ¢ =y s =
Luego
yg foo - Y= x Ll ; /2” (92)? cos ) — dq, S sin g t/% sin(/2)
¥ = (2 AP =
% . d{{% 0 (%) + sin 9 0 3
2m (40)2 0059 — 40 gip g 2 2r (40)2 059 — L0 gin g 4
- / () Y d“"; dp+t= cos £|(2)” = / (i) A _d“’; do+t—
0 (g5)% + sen?d 372 0 ()2 +sin® ¢ 3
(5.2.59)
Por otro lado, como
foo () = (sinB(e) cos @, sin B(p) sin p, cos B(y)) (5.2.60)
entonces se puede deducir que:
af A
do 60 0
d“’ _ sty (5.2.61)
|| || \/02+sin20
el cuél es un vector normalizado:
af
dw = cos af + sin ap (5.2.62)
145 H
siendo:
in@
i = sina. (5.2.63)

V02 + sin® 0

Partiendo de esto se hace la siguiente deduccion
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d2F af

P a5 d d ~ Lo d :
djf — dd;f d—s:—d—asinaﬁ—i—cosaﬂ—d—acoso@—&—sinagﬁ (5.2.64)
40 |42y de °
daf
j? X f=cosal x #+sinap X = —cosap + sinab (5.2.65)
192
> df e
a2f g x[f dao da . 4 5 A 5 i oA
— (E—=)=——cos’a— —sina—cos®al - p+sin’ap -0 (5.2.66)
de? “df 4 d d
® di'£ 2 2
—$-0=Bp=deosh (5.2.67)
- df e
Pf g <t da
de
— g 2 7
fro - ooy d i d
515 dff“” = de? d¢:7§(—£)d¢—y§cosad¢ (5.2.69)
Ao de

do d?0

2 (4932 cos6) — LY sin @ dov
©» de

dp = O(——)dp = a(0) — a(2 5.2.70
/0 (—gz)2+sin9 yg( <P) (0) = a(2m) ( )

y si utilizamos (5.2.63) se obtiene:

in 6|, 1
sin (0) = ———m = S (5.2.71)
\/92|¢:o+sin29|¢:0 \/92|¢:0+1
4 _ 1
sin (27) = — 50 Ol p=n - — (5.2.72)
\/GQLP:Q-“- + SiIl2 9|¢:2ﬂ- \/02|ga:27r +1
que si observamos que

df- ()

. do “dp
= —=--"° 5.2.73
de fo() ( )

entonces se obtiene:

92‘<p:27r = 92|¢:0 ~ 36

por lo tanto
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a(0) —a(27) =0 (5.2.74)
y éen consecuencia:
— g 2 7
fo i x e
55 7 z 7 dp = t3 (5.2.75)
“do  Tde
— g 2 7
. . . foo - dfoe o d"foo 4 4
/ f . 3pf X 5‘<pfdpdg0 +¢ dde df_. di? dQD =27 — tg —+ tg = 2. (5276)
Tdp  dp

Con base en este ejercicio y de la inferencia del parrafo anterior, se puede
deducir que a lo que llamamos Skyrmion tiene que ser todo el campo y no
debemos referirnos a éste (al Skyrmion) como si fuera tinicamente un punto (o
varios puntos) de este campo. Este ejemplo puede parecer un poco complicado,
sin embargo vamos a hacer la siguiente comparativa. Supongamos que tenemos
una solucién de la ecuacion bidimensional GP de pseudo spin % de tal forma
que, el campo de Skyrme tiene componentes como la ecuacion (3.2.6) y tiene
un vortice cuantico en el origen de tal forma que se circulacion 27h/M. En este
caso particular, resulta que el campo de Skyrme tiene simetria azimutal y por
tanto seria suficiente con observar el comportamiento de la componente z, es
decir la grafica de la funcion f.(p). Por un lado, de acuerdo con Zamora-Zamora
y Romero-Rochin [34] el perfil de la funcion se ve como esté representado en la
figura 5.2.1 y, por otra parte, el perfil de la componente z del Skyrmién muy
singular se ve tal como se ilustra en la figura 5.2.2. Observemos que existe una
transformacion continua que lleve un perfil a la otra (figura 5.2.3). En efecto,

veamos que:

(fz(p) B 1) (COS( 1
3 p (tan(Zs) + 1)

H.(p,0,8t) =1+ )+2-— tsin(%)) (5.2.77)

es una funciéon continua en todo punto en [0,00) x [0,27) x [0,1] x [0, 1]. Mas

aun, como f es el campo de Skyrme asociado a la solucion de la ecuacién bidi-
mensional de GP de pseudo-spin % la funcion es diferenciable en casi todos sus
puntos excepto aquellos cuando p = 0 y s # 1. Con base en esto, se tiene que
notar

y también que:
H.(p,p,0,1) =1+ (fz(pg_l)(cos(;) +2-— Sin(%)). (5.2.79)

Por lo tanto, el Skyrmion muy singular descrito en la ecuacion (5.2.37) es
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Perfil del Skyrmidn procedente de GP

100 1

096
WM

094 1

Figura 5.2.1: Perfil de una solucién procedente de la ecuacion bidimensional de
GP de pseudo-spin %

Perfil del Skyrmidn singular

1.000
0.995 1
0.990

4™ 0985 -
0.980
0.975

0.970 4

Figura 5.2.2: Perfil del Skyrmién muy singular.
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Traslape de perfiles de los Skyrmiones

100
098
096
W
094
092
03 02 01 0.0 01 02 03
r

Figura 5.2.3: Tralape de perfiles de los Skyrmiones.

un caso particular de (5.2.79) y, no solo eso, si nosotros calculamos la carga
del Skyrmion utilizando (5.2.79) se puede seguir exactamente los mismos pasos
para el Skyrmién muy singular y en consecuencia la carga es igual a uno. A
partir de esto se puede inferir que si la conjetura es cierta entonces si definimos
la carga del Skyrmién como en (5.2.1) entonces puede ser un buen candidato a
ser un invariante topoldgico pues la funcién H, podria ser la homotopia entre
el campo de Skyrme (5.2.78) y el Skyrmion muy singular (5.2.79).
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Conclusiones

Después de investigar las condiciones suficientes para la existencia de un
Skyrmién magnético asociado a la funcién de onda de un condensado de Bose-
Einstein que es solucién a la ecuacién de GP bidimensional y de pseudo-spin % y
después de llevar a cabo la investigacion del origen del Skyrmioén, de su definicion
y, posteriormente, un anélisis de la interpretaciéon geométrica del campo de
Skyrme; se infiere que la definiciéon de la carga dada en términos del grado de
Brouwer no es la adecuada para describir a todos los Skyrmiones en la fisica y
se propone en este trabajo que la carga debe ser igual a:

7 af of Tl (foo x U=)
@sky = 27r//Rz % ddy+2§§ Ao Al ds+ 3 Ze”

(6 0.1)
en donde f;o es la condicién de frontera del campo de Skyrme y €, son los
angulos exteriores en los puntos de f;o cuya derivada no es continua. Més aun,
se propuso una probable justificacion de la igualdad (6.0.1) utilizando herra-
mientas de topologia general y geometria diferencial. En la conjetura propuesta
en este trabajo se dan las condiciones suficientes para que exista una cantidad
topologica, asociada al campo de Skyrme, que sea proporcional a las integrales
del lado derecho. La cantidad topologica a la cual es proporcional la carga del
Skyrmion, de una campo de Skyrme, es la caracteristica de Euler-Poincaré, ya
que para deducir la ecuacion (6.0.1) se utiliz6 fundamentalmente el teorema de
Gauss-Bonnet; el cual relaciona la curvatura de una superficie con la caracteris-
tica de Euler-Poincaré.

Algo que se pudo analizar en los campos de Skyrme con frontera abierta fue
que aquellos puntos que bajo el mapeo de Skyrme van a caer al polo norte (o
sur) de la esfera S? no necesariamente contribuyen a la carga sino méas bien
el campo de Skyrme contribuye a la carga si hay un area de la esfera que es
cubierta por el mapeo y, por ello, aquellos mapeos cuya imagen sea igual a un
punto, o lineas, su carga va a ser igual a cero. Ademaés, esto demuestra que el
campo de Skyrme no es tnicamente el punto en donde se encuentra localizado

90
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el defecto sino més bien, se le debe llamar Skyrmioén a todo el campo.

Es un hecho que la veracidad de la conjetura dependera del criterio de la
comunidad cientifica y, mas aun, dependera de los posibles experimentos en gases
atomicos ultrafrios que puedan corroborarla o refutarla, por lo que siempre se
debe de ser cauteloso en las conclusiones que se obtengan. Sin embargo, teniendo
en cuenta esta responsabilidad, a continuacion se enunciara un par de inferencias
que se pueden hacer a partir de la conjetura.

Si la conjetura es cierta, el Skyrmion original que desarrollo6 Tony H. R.
Skyrme no tiene carga 1 sino carga 2 y esta correcciéon se debe a que se esté
reinterpretando a la carga del Skyrmion como la caracteristica de Euler-Poincaré
y por lo tanto corresponderia a la de una esfera. Mientras que para el Baby
Skyrmion su carga tendra que ser 1 y no un %7 va que el campo de Skyrme en
esta situacién cubre un hemisferio de la esfera S? y su caracteristica de Euler-
Poincaré corresponde a la unidad.

Si la conjetura es cierta, los campos de Skyrme magnéticos asociados a las
funciones de onda de los condensados de Bose-Einstein que son solucién a la
ecuacion de Gross-Pitaevskii de pseudo-spin % tienen que tener un carga asocia-
da igual a un ntimero entero. Esto ltimo es equivalente a decir, en términos de
la topologia algebraica, que existe un morfismo entre los niimeros enteros y las
clases de homotopias (regulares y con fronteras abiertas) de orden dos; pero no
solo eso, también se podria decir que si existiese una operacién de grupo sobre
esta coleccion de clases entonces (6.0.1) seria el isomorfismo de estos grupos.

Si la conjetura es cierta, se podria tener argumentos para proponer una
nueva interpretacion, por lo menos geométrica, de la fisica que hay de tras de
la textura de spin. Esto es asi porque la deducién mateméatica propuesta para
demostrar la conjetura nos orilla a pensar que los espacios topologicos k deben
tener una representacion real o por lo menos geométrica. Esta manera de pensar
podria volverse razonable si se usa el mapeo ®(z,y) = (3 _{If(ji’)y), - f’f(j(xy;),x)
para Skyrmiones de carga p y de forma tal que tengan un vector (del campo)
en el origen apuntando en direcciéon positiva del eje 2. Si se grafica ese mapeo,
la grafica resultante es una superficie Riemann en donde el nimero de ramas de
esta superficie es igual a la carga del Skyrmion (en general serd proporcional).
A partir de las soluciones de la ecuacion de GP bidimensional y de pseudo spin
% se pueden dibujar dichas superficies. Para el caso de un Skyrmién de carga
p solo hay una tnica componente conexa k, por lo que se podria interpretar
al Skyrmién magnetico, 6 textura de spin, del condensado de Bose-Einstein
como una superficie bidimensional generada por la red spinorial del gas que al
interactuar con un campo magnético se curva y la curvatura promedio de esa red
spinorial es proporcional al orden del multipolo que genera al campo magnético.

Hasta este punto, el analisis que se hizo entorno a los Skyrmiones obteni-
dos a partir de las soluciones estacionarias de la ecuacién bidimensional GP
de pseudo-spin % fue para sistemas que se encuentran en estados estaticos. Sin
embargo, si nosotros introducimos la variable temporal al sistema, el problema
se puede volver aun més interesante. De acuerdo con Wilczek [36], cuando a un
Skyrmion bidimensional se le introduce la variable temporal aparecen nuevos de-
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fectos topologicos. Estos nuevos defectos topologicos se pueden considerar como
una cuasiparticula y si se requiere determinar la estadistica de esta cuasiparti-
cula resulta que no sigue las estadisticas usuales; es decir, no son ni fermiones ni
bosones. A estos defectos topologicos se les conocen como anyons o vulgarmente
traducidos como cualquierones y poseen la propiedad de que si se tiene un siste-
ma con dos de estas cuasi-particulas entonces al intercambiarlas (las particulas)
su funcién de onda adquiere una fase distinta a w 6 a 0. Aunque tedricamente
se ha estudiado a profundidad este tipo de cuasiparticulas, hasta donde se tiene
conocimiento, no se ha encontrado un estudio de los anyons en condensados
de Bose-Einstein spinoriales. Con base a las conclusiones obtenidas hasta este
punto entorno a los Skyrmiones, es natural hacernos la pregunta: ;jsi hacemos
que la ecuacion bidimensional de GP de pseudo-spin % evolucione en el tiem-
po, entonces bajo qué condiciones un sistema con esta naturaleza puede tener
un anyon? Esta pregunta puede parecer un poco inofensiva, sin embargo, en la
realidad, es una pregunta muy compleja y cualquier intento de poder contestarla
se sale de nuestras posibilidades, si consideramos tinicamente las conclusiones
aqui logradas. A pesar de ello, esto motiva a hacer un estudio en torno a los an-
yons en condensados de Bose-Einstein como trabajo a futuro, lo cual representa
un proyecto fascinante y revolucionario cuyas posibles conclusiones tendrian un
alcance importantisimo en la fisica actual.
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