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Introducciéon

La teoria de campos cuanticos es un marco tedrico, matematico y conceptual, utilizado tipicamente
para la descripcién fisica de particulas microscopicas y las fuerzas asociadas a estas. Entre estas des-
taca la electrodindmica cudntica, que describe como la luz interactiia con la materia (cfr. [54], 55]).
La teoria ha sido altamente celebrada puesto que ha permitido dar predicciones cuantitativas que
han sido empiricamente verificadas a un alto grado de precisién [16]. Sin embargo, si se considera la
electrodindmica cudntica (y la teoria de campos cudnticos en general) como una teorfa mateméti-
ca, esta carece de una estructura rigurosa lo que ha disparado muchas lineas de investigacion en
donde se ha intentado dotar la teoria de campos cuanticos de una estructura matematica bien de-
finida. (cfr.[52]). Varios de los problemas son consecuencia de que la teoria estd plagada de objetos
matematicos que solo estan dados formalmente y carecen de definiciones rigurosas. Uno de estos
objetos es la integral de trayectoria, introducida por Richard P. Feynman en 1948 para dar una for-
mulacién alternativa a la mecanica cuantica, que consecuentemente utilizé en su formulacién de la
electrodindmica cuantica [11], [12]. Este trabajo de tesis esta basado en el articulo On The Feynman
Path Integral for Nonrelativistic Quantum FElectrodynamics por Wataru Ichinose [2§], en el cuél
se propone una construccion matematicamente rigurosa de la integral de trayectoria de Feynman
para modelos de la electrodinamica cuantica en el limite de bajas energias, llamado electrodinamica
cudntica no-relativista (NRQED). En el articulo se considera el acercamiento dado por “cortes tem-
porales”, en el cudl se regularizan los elementos del dominio del Lagrangiano, que en este contexto
significara restringir el Lagrangiano a trayectorias poligonales de n puntos (cfr.[13]). El objetivo de
este trabajo es desarrollar las ideas expuesta en este articulo de investigacion de tal manera que sea
accesible a un estudiante de la licenciatura en matemaéticas o fisica interesado.

La mecéanica cudntica es un paradigma fisico que describe las leyes dinamicas que rigen a los objetos
microscopicos. Difiere substancialmente de la fisica clasica puesto que la teoria no es determinista.
Esto significa que uno no puede predecir el estado de un sistema fisico conociendo su estado en algin
instante, y solo se puede asociar probabilidades a un conjunto de estados posibles. A los sistemas
cuantico se las asocia un espacio de Hilbert, en donde los elementos de norma 1 representan los
estados fisicos posibles. La evolucién temporal estd dictada por la ecuacion de Schrodinger:

L0
zhaﬁb(t,x) = Hiy(t, z), (0.1)

donde H es un operador no acotado (no necesariamente acotado) y autoadjunto llamado el ope-
rador Hamiltoniano, y A es la constante de Planck. Este operador esté relacionado con la funcién
Hamiltoniana de la mecdnica clasica en donde si H(q,p) es el Hamiltoniano cldsico reemplazamos
p — —thV y las componentes que dependen de ¢ se transforman en operadores de multiplicacién
(cfr. [47]). En su libro seminal [9], Paul Dirac expuso mucha de la teoria matemadtica, notacién y
herramientas usadas en la formulacién moderna de la teoria cuantica. Su presentacién y notacion
sigue siendo preferida por muchos autores modernos, pero era conocido incluso por el mismo Di-
rac que, en términos de rigor matemaético, su libro dejaba mucho que desear (ver [9] cap. I11.15).
Pocos anos después, John V. Neumann publicé un tratado sobre los fundamentos matematicos de
le mecanica cuéntica [38], en donde logré justificar gran parte de la teoria de la mecénica cudntica
usando analisis funcional y teoria de operadores. Asi disparando varias areas de investigacién en
fisica matematica. Aun con la ayuda de estos fundamentos, la teoria cuantica que presenté Dirac
no quedo totalmente justificada. Por una parte Neumann no traté de dar una justificacién rigurosa
al uso de distribuciones como la delta de Dirac y al uso de vectores o “kets” generalizados de forma
directa. Esta parte solo quedé justificada con la aplicacion de la teoria de distribuciones de L. Sch-
wartz en espacios de Hilbert desarrollada por Gelfand y Vilenkin [I§]. Otros ejemplos son algunas

3



técnicas que intentan relacionar la fisica clasica con la cuantica. En particular, Dirac dio una pecu-
liar correspondencia al considerar dar soluciones aproximadas a la ecuacion de Schrodinger cuando
“h es pequeno”. Esta correspondencia estaba ilustrada en la aparicion de objetos clasicos como,
la accion, en estas soluciones y también como es que el principio de Hamilton esta presente en la
dindmica cuantica (cfr [9] p. 125). Feynman exploré y refind esta correspondencia substancialmente
lo que lo llevé a dar con una nueva formulacién de la mecanica cuantica al introducir una integral
funcional ahora llamada la integral de trayectoria de Feynman. La prescripcién dada por Feynman
se resume en la siguiente expresién formal

(1, t1|z0, to) = /ei/hs[ml’tl’motO]Dx(t)- (0.2)

El término de la izquierda de esta igualdad representa el propagador del sistema cudntico o la
funcién de Green de la ecuacion de Schrodinger para un Hamiltoniano en particular, mientras que
el término de la derecha es una “integral” respecto a una “medida” Dz(t), definida en el espacio
de banach CJ![t,t;] de trayectorias continuas tal que en t; toman el valor fijo x;; es decir una
integral sobre el espacio de trayectorias [11, 12]. Feynman dio algunas definiciones operacionales de
la integral como un limite de integrales en subespacios de dimension finita dados por trayectorias
poligonales, pero consideraba que en el limite uno podia definir una integral en el sentido dado por
la teoria de la medida pero no dio demostracion de esta afirmacion(cfr[12] p. 34).

Un primer acercamiento al problema de dar una definicion matematicamente rigurosa de esta in-
tegral, fue el de utilizar la medida de Weiner sacada de la teoria de procesos estocasticos donde
un problema similar se habia resuelto para la ecuacién de calor. Gel'fand y Yaglom en [19] propu-
sieron definir la integral como un limite de integrales de Weiner con variancia compleja o tal que
Re(o) > 0. R. Cameron demostré en [7] que esta construccién no es valida sino es que también se
asume I'm(o) = 0, por lo que no se podia considerar un limite de integrales cuando o — i. Este
resultado negativo mostré que el tratamiento matemaético de la integral de trayectoria es un pro-
blema altamente no trivial. Esto ha resultado en una gran pluralidad de acercamientos al problema
en cuestién. En [37] Nelson expuso simultdneamente una definicién secuencial basdndose en una
generalizacién de la formula del producto de Lie y una continuacién analitica de las formulas dadas
por la medida de Weiner para masa compleja; el beneficio principal es que la definicién es aplicable
para un gran rango de potenciales. En [29] Ito consideré dar una representacién en términos de
medidas complejas generalizadas en espacios de Hilbert donde se lograron considerar potenciales
que son la transformada de Fourier de una medida compleja acotada, y polinomios de grado 1 y 2.
Albeverio, Krohn y Mazzuchi extendieron esta definiciéon para el caso del oscilador anarménico y el
campo escalar libre bosénico; este acercamiento tiene el beneficio de poder considerar la expansién
semicldsica usando el método de fase estacionaria (cfr. [2]). En [25] Hida defini6 la integral de Feyn-
man usando cdlculo de ruido blanco que luego fue utilizado en [I] por Albeverio, Hahn y Sengupta
para definir la integral de Feynman para teorias topoldgicas de Chern-Simons en 3 dimensiones.
Fujiwara Kumano-go, Tsuchida e Ichinose desarollaron el método de cortes de tiempo, el cudl serd
utilizado en este texto. El método de cortes de tiempo estd inspirado en la prescripcion de Feynman
en la cual considera la integral como el limite de integrales sobre espacios de curvas poligonales.
En esta direccién se tienen resultados para la ecuacion de Schrodinger magnética dependiente del
tiempo con cotas de crecimiento sobre los potenciales. Estos sistemas consideran un conjunto de
cargas no-relativistas que interactian con unos potenciales externos, pero no se considera como es
que estos campos son generados [13] 14} 15, 27]. Ichinose, en el articulo del cudl estd basado este
trabajo de tesis, parcialmente generaliza estos resultados al considerar los campos generados por
las particulas del sistema.



El método de cortes de tiempo se puede entender como una adaptacion de la integral de Riemann
en donde aproximamos el dominio de la accién (el espacio de trayectorias continuas) por trayecto-
rias poligonal y usamos estas para definir una sucesién cuyo limite definimos como la integral de
trayectoria sobre todo el espacio. Dada una particién arbitraria {tg = ag < a1 < ... < a, =t1}y
puntos arbitrarios xo = 4o, ¥1 - - -, Yo = 1 , tomamos una trayectoria poligonal (¢) definida como la
unién del conjunto de rectas que unen z; con x;,1 parametrizados en el intervalo [t;,t;11]. Esto da
una representacion en R™ del espacio de trayectorias poligonales de n puntos. Entonces al evaluar
la accién en estas trayectorias poligonales y dejar variar sus vértices de forma arbitraria, esto nos
da una funcién /") . R* — C. Entonces se define la integral de trayectoria sobre el espacio de
poligonales de n puntos como la integral oscilatorio (ver el capitulo de este texto, [13] Cap. 3 y
[35] Cap. 1.6)

Kn(l'o, to, xIy, tl) = CnOS / N / ei/hs(v)dl’l ce dl‘n—l, (03)

con C,, una constante de normalizacién. En [I3] Fujiwara da condiciones generales para las cuales
los K, convergen al propagador de la ecuaciéon de Schrodinger para Hamiltonianos de la forma
H(q,p) = p*/2m~+V(q) y en [15] se extiende a la ecuacién de Schrodinger magnética. Cabe destacar
que en estos casos también se utilizan trayectorias clasicas poligonales, esto es, la unién de las
soluciones a las ecuaciones de Hamilton con condiciones «y(t;) = x;, y(t;11) = ;1. Sin embargo nos
se considerara este caso en el texto.

En los articulos [20, 27, 28], Ichinose da una estrategia simplificada en donde en lugar de tratar de
obtener el propagador de la ecuacion, define la integral como una sucesién de operadores integrales
de la forma

Ch(to, t) = C,, / / eSO f(zo)dzoday . . . da,_y, (0.4)

donde integramos la variable inicial también y lo vemos como un operador integral aplicado a
funciones f. Puesto que el espacio de Hilbert en donde actia el operador son las funciones cuadrado
integrable, no es evidente que esta integral esta bien definida y se tendra que definir fuertemente
como un limite de integrales convergentes definiendo primero el operador en un subespacio denso.
Ya que se tiene una sucesion de operadores bien definidos, se puede demostrar que estos convergen
fuertemente al operador de evolucién temporal de la teoria cudntica, es decir, que converge
a la solucién de la ecuacién de Schrodinger a tiempo ¢; si en f, esta era igual a f(xy). Adaptar
estos argumentos a teoria de campos tiene otro grado de dificultad puesto que la accién clasica
no es un funcional sobre trayectorias posibles, si no, sobre campos posibles con condiciones de
frontera apropiadas (cfr. [12] cap. 9). Esto hace que los grados de libertad cuantizables se vuelvan
un continuo, por lo que no es claro como aplicar muchas de las técnicas expuestas previamente.
Ichinose trata este problema poniendo “cortes” a la teoria clasica que regularizan los campos a
una precision arbitraria. Primero un corte infrarrojo en el cudl se considera dotar a los campos de
condiciones de frontera periddicas y asi poderlos representar como series de Fourier, y luego un corte
ultravioleta en donde se considera despreciar los términos de la serie de nimero de onda “grande”,
o de forma més precisa, se toma la suma sobre una reticula finita pero de tamano arbitrario. Esta
técnica difiere de las regularizaciones dadas por las Teorias de Campos en el Reticulo en donde es
el espacio de configuraciones el que se reemplaza por una reticula periddica de espaciado arbitrario
(cfr. [36]). El modelo es formalmente equivalente al modelo de Pauil-Fierz para el caso de particulas
cargadas sin espin (cfr. [3] Cap. 14). Con esto se quiere decir que se espera que al remover los cortes
se recupere el modelo de Pauli-Fierz, pero no existe demostracién de esto. Sin embargo si se va a



considerar en este trabajo el limite distribucional del potencial de coulomb regularizado y se van
a dar formulas explicitas del estado de vacio y los estados excitados del campo cuantiado(ver @
Usando estas técnicas es como se va a definir el modelo que se va a utilizar y el resultado principal que
obtenemos es demostrar la convergencia de la integral de trayectoria sobre trayectorias poligonales
a soluciones de la ecuacién de Schrodinger al hacer tender la norma de la particién a 0.



Organizacion del Texto

Este trabajo de tesis estd basado en el articulo [28], por lo que tiene una estructura similar en el
desarrollo légico de la teoria. Sin embargo, se adapto la estructura para facilitar la lectura para per-
sonas no especializadas. Salvo el primer capitulo, el texto es en general auto-contenido. Los primeros
4 capitulos siguen una estructura lineal, pero los tltimos dos capitulos solo dependen légicamente
del primero y el segundo.

En el primer capitulo [1] se presenta la notaciéon que se va a utilizar y muchos de los resultados
previos que se enunciaran, la gran mayoria, sin demostraciéon. Muchos son resultados populares de
alguna area de andlisis o de cédlculo por lo que su demostracion se puede encontrar en la extensa
literatura del area. Primero vamos establecer la notacion de multi-indices que ayudara a simplificar
muchas expresiones encontradas en calculo de varias variables y ecuaciones diferenciales. También
se introducen espacios de funciones que resultaran basicos en el desarrollo del texto. Luego se pre-
sentan definiciones béasicas de teoria de la medida y analisis funcional ademas de algunos teoremas
y construcciones que seran utilizados al menos una vez a lo largo del trabajo.

En el segundo capitulo [2] primero se dara una derivacion heuristica de la funcion Lagrangiano para
la teoria electromagnética clasica regularizada para un conjunto de cargas puntuales y los campos
que estas producen. Se formula la teoria clasica en términos del potencial electromagnético y estos
se expresan en series de Fourier. Se toma la norma de Coulomb y se traduce esto a una relacién
algebraica sobre los coeficientes de Fourier. Esto permite expresar el Lagrangiano de una forma
particular que separe los términos asociados a la energia de las cargas, la interaccién de las cargas
con los campos y la energia almacenada en los propios campos. También se introducen varios con-
ceptos y construcciones matematicas que resultaran fundamentales en la definicién rigurosa de la
integral de trayectoria. Se introducen las integrales oscilatorias y se dan condiciones suficientes para
su convergencia. Luego se expone la teoria de operadores pseudo-diferenciales como una extension
de los operadores diferenciales lineales usuales explotando la transformada de Fourier. Finalmente
se considera una extension de los espacios de Sobolev usuales llamados espacios de Sobolev con
peso. Finalmente, se define la cuantizacion del Hamiltoniano clasico asociado a la teoria como un
operador no acotado con estos espacios como dominio.

En el tercer capitulo [3| se define la integral de Feynman restringida al espacio de segmentos de
recta, como un operador sobre el espacio Schwartz. Usando representaciones del operador como
una integral oscilatoria se demuestra que el operador es fuertemente continuo con respecto a los
parametros temporales. Se dan representaciones explicitas de la accién evaluada en segmentos de
recta arbitrarios y se dan condiciones de crecimiento sobre los potenciales para dar condiciones de
invertibilidad de la diferencia de la accién evaluada en dos segmentos. Apoyandose de esto y de
varios lemas importantes sobre la continuidad de operadores en espacios de Sobolev con peso, se
demuestra que el operador fundamental es continuo en estos si el intervalo temporal es suficiente-
mente pequeno. Usando la densidad de la clase de Schwartz, esto permite extender los operadores
a estos espacios.

En el cuarto capitulo |4 se da una formula explicita del residuo que se obtiene al aplicar la ecua-
cién de Shrodinger al Operador fundamental evaluado en una funcién de Schwartz. Este residuo se
representa como un operador integral y se dan cotas independiente de los parametros temporales.
Luego se da una representacion de este como una integral para funciones valuadas en espacios de
Banach.

En el quinto capitulo 5| se construye la integral de Feynman sobre trayectorias poligonales como
la composicion del operador fundamental en distintos segmentos de la particion. Primero se de-
muestra para particiones suficientemente finas la integral de Feynman es equicontinua respecto a



los parametros temporales. Luego de demostrar unos resultados de compacidad en el contexto de
espacios de Sobolev con peso, se demuestra la convergencia de la integral de trayectoria respecto al
filtro de particiones usando el teorema de Arzela-Ascoli, y la unicidad de las soluciones a la ecuacién
de Shrodinger.

En el sexto capitulo [6] se demuestra que si se toma el limite de forma apropiada, se recupera el
potencial de Coulomb de su versién regularizada dad en el capitulo [T} El limite se entiende en el
sentido distribucional. Y en el séptimo [7] se dan explicitamente el estado de vacio y los estados
excitados del Hamiltoniano asociado al campo cuantizado.



1. Notacién y Resultados Basicos

En esta seccién se definiran los principales objetos matematicos que seran utilizados y se enunciaran
algunos teoremas clasicos que seran aplicados extensamente en este trabajo. Puesto que muchos
de estos resultados son conocidos y estan presentados en la extensa literatura que hay de analisis
matematico, se omitiran sus demostraciones. Fuera de esto, el trabajo sera en general auto contenido
asumiendo conocimientos esperados de un estudiante de licenciatura en matematicas o de areas
afines interesado.

1.1. Conceptos Basicos del Calculo de Varias Variables y Analisis

Primero, de forma estandar tomamos N, Ny, Z, Q, R, C como los conjuntos de niimeros naturales,
naturales con el 0, enteros no-negativos, racionales, reales y complejos respectivamente. Para n €
N, R" y C" son espacios vectoriales con producto escalar o interno dado por z -y = Y | z;y;
para z,y € R", y z-w = Y ', zW; para z,w € C". Y estos definen la norma (y por lo tanto
métrica y topologia) estdndar en estos espacios como ||z —y|| = \/(z —y) - (z — y). Definimos el

“producto interno japonés” como (x) = 4/1+ Hx\|2, puntualizando que no es un producto interno.
Si consideramos (-) : R" — R esta funcién tiene algunas propiedades que serén de mucha utilidad.
Es facil de ver que para todo s € R se tiene que (-)* es una funcién infinitamente diferenciable que
nunca se anula con orden de crecimiento de ||z||* en infinito. También si tomamos s > n como

H s/n
it el VI

es claro que

/ (x) " dr < oo. (1.1)
También notamos que
0 < 2llell = llyl)* = 4lll* = 4lllllyll + lyl* < 4llel® + 4z -y + lylI* = 20 z]* + llz + y]I*) = [yl
2 2
< LA 2(flz]]” + fl= +yl")
B L+ Jlyll*

Como la primera desigualdad se cumple trivialmente tenemos que

e L lyl® < 1 2(fl2l* + flo +y)*) <

Y

o1t 2(|z” + [z + ylI?) + L+ 2z +yl*l=]® 20+ lz +y)(Q + ||=]?)
- 2
1+ [ly? L+ [yl

)

de esto tultimo se sigue que
(@+y)7 < V2() (9. (1.2)

Dada una funcién f : U C R" — C diferenciable y z € R¥ con k < n usamos de forma intercambiable
la siguiente notacion para el gradiente con respecto a k variables

of of _ f
(8_xl”8_xk>_ wf a:vfa

si k = n tomamos V, = V y 0, = 0. Ahora, vamos a definir espacios de multi-indices, utilizados
principalmente para facilitar el calculo de varias variables



Definicién 1.1. Sea n € N fijo un multi-indice de orden n es cualquier elemento o € N", a =
(a1, ..., ap). Para multi-indices o, B € N definimos

s Suma

= Orden parcial
a>fB >0 (1=1,...,n), (1.4)

por lo tanto en el caso de que o > [, — [3 tiene sentido componente por componente y asi es
como se define.

» Valor absoluto
o] =) a,. (1.5)
s Factorial

al = Hai!. (1.6)

s Coeficiente Binomial, con o > 3

(Z) - H (Z) B waLlw (1.7)

» Coeficiente Multinomial

o\ _faft !
(a T ol ol (18)

» Para z € C", Potencia

» Derivadas Parciales

(1.10)
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Con esta notacién muchas formulas clasicas se pueden escribir de manera mas compacta y/o gene-
ralizada. Por ejemplo

k
T Multinomial et ) = ° 1.11
eorema Multinomia (T 4+ + ) |az_:k (a)x (1.11)
Regla de Leibniz Dfg = Z (a/) D fD*%g. (1.12)
a
o' <a
. D) . )
eorema de T'aylor flz+y) = Z Tyt + Z R, (z,y)y®, lim R,(x,y) = 0. (1.13)
<k ol okl z—0
1
Ra(z,7) = %'/ (1 —t)=tD f(z + ty)dt. (1.14)
+Jo

Para una demostracion de las dltimas dos identidades ver [39] Cap. 1.1. Las siguientes definiciones
y propiedades relacionadas con espacios métricos se pueden ver en [43] Cap. 9 y 10, y [44] Cap. 2.

Definicién 1.2. Un espacio métrico es un par (X, d) donde X es un conjunto y d : X x X — R*
una funcion que le llamamos métrica tal que para cualquier x,y,z € X

1. d(z,y) =0 <+ z=uy.

2. d(z,y) =d(y,x).
3. d(z,y) < d(x,z)+d(z,y).

En un espacio métrico decimos que una sucesion {x,}°, converge a xo si para todo € > 0 existe
un N € N tal que si n > N entonces d(z,,ro) < €. Sea (Y,d') otro espacio métrico, decimos
que una funcion f : X — Y es continua si para toda sucesion {x,} C X convergente se cumple
lim, oo f(zn) = flimy, 00 ).

Definicién 1.3. Sea (X, d) un espacio métrico, decimos que una sucesion {x,} es de Cauchy si
para todo € > 0 existe N € N tal que sin,m > N entonces d(x,,x,,) < €. Y decimos que el espacio
(X,d) es completo si toda sucesion de Cauchy es convergente.

Definicién 1.4. Sea (X,d) un espacio métrico, decimos que U C X es un subconjunto abierto
si para todo x € U existe r > 0 tal que B(z,r) C U, donde B(z,r) = {y € X | d(y,z) < €}.
Decimos que un conjunto A C X es cerrado si X \ A es abierto. Sea Y C X definimos Int(Y) =
{yeY |3Ir>0 Blyr) CY}yYe={ye X | VU abierto siy € U entonces UNY # (}
que son abiertos y cerrados respectivamente. Decimos que K C X es compacto si para toda familia
U C P(X) de abiertos tal que K C|\J% existe W C % finito tal que K C |J# . Una vecindad de
un punto xr € X es un abierto U tal que x € U.

Enunciamos las siguiente propiedades basicas topoldgicas sobre espacios métricos
Proposicién 1.5. Sean (X, d), (Y, d') espacios métricos
» Para todo x € X yr > 0,B(z,r) es una vecindad de x

= La union arbitraria de conjuntos abiertos es un conjunto abierto, y la interseccion finita de
conjuntos abiertos es un conjunto abierto
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= La interseccion arbitraria de conjuntos cerrados es un conjunto cerrado, y la union finita de
conjuntos cerrados es cerrada.

» Una funcion f : X — Y es continua si y solo si para todo conjunto U,(A) C 'Y abierto
(cerrado), f~H(U), (f~1(A)) es abierto (cerrado) en X. Si f es una funcion continua y K C X
es compacto f(K) es compacto.

» Sea A C X, decimos que x € X es un punto limite de A si existe una sucesion {x,} C A\{z}
tal que lim,,_,, x, = x. El conjunto A es cerrado si y solo si contiene todos sus puntos limites.
La frontera de un conjunto A es el conjunto de todos sus puntos limites y la denotamos por

0A
» Sean U, A C X, U es abierto si y solo si U = Int(U) y A es cerrado si y solo si A = A

» Un conjunto K C X es compacto si y solo si toda sucesion contenida en K tiene una subsu-
cesion convergente.

» Decimos que un conjunto K C X es totalmente acotado si para todo r > 0 existe un conjunto
finito {z1,...,z,} C X tal que K C |J;_, B(x;,r). En un espacio métrico un conjunto es
compacto si y solo si es completo y totalmente acotado. St X = R", entonces K es compacto
sty solo si es cerrado y acotado.

Tomamos la siguiente notacion estandar (cfr. [35] Cap. 1):

Si X,Y son dos espacios métricos C(X,Y) se define como el espacio de funciones f : X — Y
continuas entre estos espacios. Cuando solo se escribe C'(X) siempre se va a asumir que ¥ = C.
Para k € Ny Q C R* un subconjunto abierto, definimos C*(Q2) como el conjunto de funciones
continuamente diferenciables de orden k, esto es, que para todo multi-indice o de orden k, D*f

existe y es continua. C%(Q) := C(Q2) y C*> := (N2, C*(Q2).

Definicién 1.6. Sean (X, d),(Y,d') espacios métricos, una familia de funciones % C C(X,Y) es
equicontinua en o € X si para todo € > 0 existe una § > 0 tal que para todo f € F sid(x,z9) <0
entonces d'(f(z), f(xo)) < €.

Si suponemos que X es compacto C(X,Y) se le puede dotar de una métrica, para f,g € C(X,Y)

d(f,9) = supd'(f(x), g(x)). (1.15)

zeX

Teorema 1.7 (Arzela-Ascoli). Sean (X, d), (Y,d') espacios métricos, X compacto y 'Y completo.
Una familia & C C(X,Y) es relativamente compacta si y solo si ¥ es equicontinua y puntualmente,
relativamente compacta. Esto ultimo significa que para cada x € X el conjunto {f(z) : f € F} es
relativamente compacto en Y .

Para una demostracién general ver [3I] Cap. 7 Teo. 18. Para una funcién f : X — C definimos
supp(f) = {z € X | f(x) # 0} y C3°(Q) = {f € C* | supp(f) es compacto}

Definicién 1.8. Sea n € N entonces denotamos por S(R™) al conjunto de funciones f € C*(R")
tal que para todo multi-indice o y k € N existe una constante Cy j, tal que Vo € R"

D)) < —— ko) (1.16)

(Vi+ Hxn?)k
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Un ejemplo instrumental de una funcién en este espacio esta dado por

f(a) = plx)e =, (1.17)

donde p es un polinomio arbitrario. También, notamos que C§°(R") C S(R").

1.2. Conceptos Basicos del Analisis Funcional y Teoria de la Medida

Primero se revisaran algunas nociones basicas de teoria de la medida. Como referencias se reco-
miendan [21], 46], 23].

Definicién 1.9. Un espacio medible es un par (X,%) con X un conjunto, y ¥ C P(X) una
sigma-dlgebra de conjuntos, esto es

1. X e .
2. Si A€ entonces X \ A €.
3. Si {A,}2, C X entonces |~ A, € 3.

Un espacio de medida es una triada (X, %, u), con X un conjunto, ¥ una sigma-dlgebra y p: % —
0, 00] una funcion que le llamamos la medida que cumple

1. pu(0) =0.

2. Si{A,}>2, C X son disjuntos dos a dos, entonces
2 (U An) = ZM(An)-
n=1 n=1

Decimos que una funcion entre dos espacios medibles (X1,%1), (X2, X2), f: X1 — Xy es medible si
para todo B € Yy se tiene que f~1(B) € 3y. Decimos que una propiedad de una funcién medible f
se cumple casi donde sea (c.d.s.) si esta se cumple para todo x € X salvo en un conjunto de medida
0.

Estas construcciones permiten dar una extension de la teoria de integracién usual de calculo a través
de la integral de Lebesgue

Teorema 1.10 (Integral de Lebesgue). Dado un espacio de medida (X, X, u) existe una operacion
sobre funciones f : X — R medibles y no negativas que devuelve un niumero no negativo, que
denotamos por fX fdu que cumple

1. Para A e X se cumple [ 1adp = p(A)
2. Esta operacion es lineal fX(af + Bg)du = « fX fdu + ﬁfx gdu

3. Si AeX secumple que [, fdua = [ Lafdp = [, fdp donde la integral de la izquierda es
tomada sobre el espacio de medida restringido a A.

4. Si A, B €X se cumple que fAUB fdu = fA fdu + fB fdu — fAmB fdu
5. Si f < g entonces [, fdu < [, gdu
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6. Si [ es integrable ‘f fdu} < [1fldu
Decimos que la funcion es Lebesgue integrable si fX fdp < oo

En resumen, la construccién se hace tomando la propiedad 1 como definicion, extendiendo por li-
nealidad a combinaciones lineales de funciones caracteristicas sobre particiones de X y demostrando
que estas funciones aproximan puntualmente a las funciones medibles. Ya con esta construccion, es
facil extender todavia méas esta integral. Si tomamos una funciéon medible f : X — R, decimos que
es Lebesgue integrable si f* := méx{f,0} vy [~ := max{—f,0} son Lebesgue integrables y

/deMZ/Xﬁdu—/deu- (1.18)

Esto es equivalente a que |f| sea Lebesgue integrable. Ahora si tomamos funciones medibles f :
X — C decimos que es Lebesgue integrable si su parte real e imaginaria son Lebesgue integrable,
y definimos su integral como

/deu:/XRefdu+i/XImfd,u. (1.19)

Una de las principales ventajas de esta formulacion es que esta integral se comporta mucho mejor
al intercambiar limites.

Teorema 1.11 (Teorema de Convergencia Dominada de Lebesgue). Sea (X, X, u) un espacio de
medida y {fn}o2, una sucesion de funciones medibles f, : X — C que convergen puntualmente a
una funcion medible f c.d.s. Si existe una funcion g Lebesgue integrable tal que |f,| < g c.d.s. para
toda n € N, entonces

lim fndu:/ fdu. (1.20)
b X

n—oo

En la demostracion de este teorema es tipico primero demostrar un lema que resulta ser muy til
por si solo.

Lema 1.12 (Lema de Fatou). Sea (X, X, ) un espacio de medida, y sea {f,}>2, una sucesion de
funciones medibles no-negativas entonces

n—o0

/h’m inf f,dp <lim inf / fndp. (1.21)
X n—oo X

Usando el teorema de convergencia dominada es posible generalizar una formula muy ttil del calculo
multi-variable

Teorema 1.13 (Regla Integral de Leibniz). Sea (X, X, u) un espacio medible, U C R un abierto y
f:UxX —R tal que

1. f(x,-) es integrable para cada x € U fija.
2. f(-,y) es diferenciable para cada y € X fija.

3. Eziste h : U x X — R tal que para x € U fija, h(x,-) es integrable y para y € X fija la funcion
es continua, y ademds para todo (z,y) € U x X se tiene que |0, f(x,y)| < |h(z,y)|.
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Entonces la funcion

ota) = [ st in (1.22)
es diferenciable y

@(I) _ [

== ] o (x,-)dpu. (1.23)

Demostracion. Sea x € Uy {x,} una sucesién de nimeros reales que converge a 0 y tal que x,, # 0.
Como converge se sigue que {z + z,,} es un conjunto acotado y por lo tanto existe una vecindad
compacta [a, b] de z tal que {x+x,} C [a, b], entonces del teorema del valor medio existen &,, € [a, b]
tal que

=10:f (& y)| < |h(én, y)| < méx |h(z,y)],

z€[a,b]

f(:z:—i—xn,y)—f(x,y)‘

Tn

entonces como la sucesion definida por la parte izquierda de la desigualdad anterior converge pun-
tualmente a |0, f(z,y)|, por el teorema de convergencia dominada podemos intercambiar el limite

con la integral y obtenemos O

Para una demostracién méas general ver también[6]. Es posible construir de espacios de medida
dados, espacios mas grandes tomando el producto cartesiano.

Definicién 1.14. Dados dos espacios de medida (X, 34, 1), (Y, 39, 2), st tomamos el espacio
medible (X XY, ¥ ® X5), donde ¥ ® Xy es la sigma dlgebra generada por elementos de la forma
A X B con A € X1,B € Y5, una medida producto pijio es cualquier medida en este espacio que
cumpla

pripa(A x B) = i (A)p (B). (1.24)

En el caso de que los espacios sean sigma-finitos se puede demostrar que hay una unica medida
producto.

Esta construccion permite una generalizacion del teorema de Fubini para integrales iteradas.

Teorema 1.15 (Teorema de Fubini). Sean (X, 31, 1), (Y, X9, 112) espacios de medidas sigma-finitas,
y tomemos X XY con la medida producto, entonces si f : X xY — C es integrable entonces

Xxyfd(“1®ﬂ2)=/y</xfydu1) dﬂ2:/)((/yfzd/l2) dps, (1.25)

donde f¥(x) = f(x,y) y fo(y) = f(z,y) paray € Y yx € X fijos respectivamente.
Finalmente mencionamos la medida estandar que se construye sobre R™ y sus propiedades.

Teorema 1.16 (Medida de Lebesgue). Existe sobre R™ un espacio de medida (R”,Bd,/\) sigma-
finita, donde la sigma dlgebra contiene a la topologia usual de R™ y cumple

w Si(ay,by) X -+ X (an,b,) CR"™ es un rectangulo arbitrario, este es medible y
)\((al, bl) X X (an, bn)) = (bl - 0,1) ce. (bn — an).
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» Si T es una transformacion lineal y A € B entonces N(T(A)) = |det(T)|\(A).
» Si A€ B es un conjunto acotado M(A) < .

w Sif:lay,bi] X -+ X [an, by] = C es Riemann integrable, también es Lebesque integrable y

/ f(z)dx = / fdA.
[@1,b1] XX [an,bn] la1,b1]X X [an,bn]

Para ilustrar la utilidad de estas herramientas se va a demostrar una formula de calculo que va a
ser importante a lo largo del texto.

Lema 1.17 (Formula de Integracién por Partes). Sea f € S(R™) y g € C*(R™) tal que para
toda o multi-indice con |a| < k D%g es de crecimiento a lo mds polinomial, entonces para toda o
multi-indice tal que |a| < k, se cumple que

. f(x)D?g(x) = (~1) / (D*f(x))g(x)dz. (1.26)

n

Demostracion. Se va a demostrar por induccion sobre k. Supongamos que k = 0, si a« = 0 se sigue la
identidad trivialmente. Ahora supongamos que es cierto para k y sea « tal que |o| = k+ 1, entonces
existe algtin ¢ = 1,...,n tal que D® = 9,,D% con |o/| = k + 1 y tomamos la funcién G(z) =
D% g(x)é;. También consideramos la sucesién de conjuntos {B(0, k) }3°, entonces del teorema de la
divergencia se tiene que

/ f(z)D%g(x)dx = / f(2)V - G(z)dx = / fG-ndS — / Vi(z) G(z)dx
B(0,k) B(0,k) dB(0,k) B(0,k)

[ paeaas- [ (o) D g(ods
9B(0,k) B(0,k)
(1.27)

Por hipétesis para N = n + 1 existe una constante Cy y > 0 tal que

DY g(x)| < Cor v (z) ™7,

entonces
~ o A Ca’ N ~
fG-ndS| < |fD* g|n;dS < ’ ~1idS
dB(0,k) dB(0,k) OB(0,k) 9
1+ [|]
knfl
=ConT———x
(V1+k?)
1

<,

= Ca N 1 + k27
por lo tanto

lim fG-ndS =0.

k=00 Jap(0,k)
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/

)@;i que claramente converge puntual-
< «

Y si consideramos la sucesion de funciones xp(o,r) (D
0. (D /g) 0., f se sigue del teorema de

‘g
mente a (Da/g) 0., f pero también ‘XB(O,k) (Da/g) Zf‘
convergencia dominada (Teo. |1.11]) que

lim Oy f(2) D g(z)dz = / Oy, f(x) D% g(z)dzx.

Y de la misma manera, tomando X g (D%g) f, se obtiene que

lim flz)D%g(x)dx = - f(z)D%g(x)dx.

Reuniendo todo obtenemos

[ 10D g(@yts = = [ (0.5@) Dgta)dn = (<) [ (D" f) (o),

n

donde en la ultima igualdad se usé la hipétesis de induccion. Y estd igualdad es lo que se queria
demostrar. O

También las siguientes definiciones son estandar de un curso de anélisis funcional introductorio. Se
recomiendan las siguientes referencias [45, [8] [40].

Definicién 1.18. Un espacio de Hilbert 7€ es un espacio vectorial sobre un campo R o C, con un
producto interno, esto es, con una funcion (-,-),, : J x A —TF que cumple:

1. Linealidad en la primera entrada. Esto es para a € F y x,y,z € H
(CL{L’ + Y, Z)]f =a (l‘, Z)Jf + (yv Z)jf .

2. Hermitica

3. Positiva definida. St x # 0

(x,2), > 0.

Y ademds, es completo respecto a la norma ||x|| ,, = \/(z,2),,.

Los espacios de Hilbert son fundamentales, pues en la teoria moderna de la mecanica cuantica un
postulado importante es que todo sistema fisico le corresponde un espacio de Hilbert de estados. Este
producto interno es una forma bilineal continua. Esto se sigue de la desigualdad de Cauchy-Schwarz

[ @ 9) e | < M2l e (1.28)

Denotamos por 77 el espacio dual de un espacio de Hilbert dado .7#. El producto interno da un
isomorfismo candnico entre estos.

Teorema 1.19 (Teorema de Representacién de Riesz). Para todo f € S existe un inico y € I,
tal que

f@)=(z,9)r Vol (1.29)
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El producto interno permite generalizar la nocién de ortogonalidad entre vectores.

Definicién 1.20. Sea 57 un espacio de Hilbert decimos que A C € es un conjunto ortogonal
si para cualesquiera x,y € A tal que x # y se cumple (x,y),r = 0. Una base ortonormal es un
conjunto A ortogonal tal que Span(A)® = H y todos los elementos son de norma 1.

Hay una caracterizacién topologica de los espacios de Hilbert dada en términos de la cardinalidad
de una (y por lo tanto todas) base ortonormal

Proposicién 1.21. Un espacio de Hilbert 7€ es separable si y solo si tiene una base ortonormal a
lo mds numerable.

Puesto que solo consideraremos espacios de Hilbert separables, se puede asumir la existencia de una
base ortonormal a lo mas numerable. Muchas de las propiedades utiles de las bases ortonormales se
puede derivar de la siguiente desigualdad.

Proposicién 1.22 (Desigualdad de Bessel). Sea 72 un espacio de Hilbert y sea {e;}5°, un conjunto
ortonormal, entonces para todo x € € se tiene que

Z| (z,e) 2 < ||| (1.30)

Apoyandose de esta desigualdad se pueden dar caracterizaciones de bases ortonormales en términos
de muchas formulas tutiles.

Proposicién 1.23. Sea 5 un espacio de Hilbert, y {e;}32, C € un conjunto ortonormal, entonces
los siguientes enunciados son equivalentes.

w {e;}3°, es una base ortonormal.

Sih € J es tal que h # e; para todai € N y {h}U{e;}32, es un conjunto ortonormal entonces
h =0.

Si h € # entonces

h = Z h ez HCi- (131)
=1
» S g,h € entonces
(h,9)or = > _(hei) (e g)on (1.32)

Si h € # entonces

15

Identidad de Paserval (1.33)

[e.9]
2%” - Z |(h7€2)3f ?
i=1

Corolario 1.23.1. Sea S un espacio de Hilbert, y {e;}, C € una base ortonormal entonces
para todo x € J€, Y (x,e;) we; converge mcondzcwnalmente. FEsto es, para cualquier permutacion
o: N —= N se cumple que

T =Y (2,60 (1.34)
=1
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Demostracion. Sea n € N entonces

n

T — Z(% Co(i)) #Col(s)

i=1

2 n
=lz% = |, eor)e |, (1.35)
H i=1

2 . . .y
pero por 133} como > |(z, ;)| converge absolutamente a ||z||%,, también lo hace incondicio-
nalmente. Por lo tanto se sigue que

2
n
nlinolo T — Z(I‘, eg(i))%eg(i) =0. (136)
i=1 A
Como o fue arbitrario, esto termina la demostracion. O

Muchos ejemplos de espacios de Hilbert se pueden construir usando teoria de la medida.

Definicién 1.24. Dado un espacio de medida (X,3, ), definimos £*(X) como el conjunto de
funciones f : X — C medibles tal que

/ 1F[2dp < oo. (1.37)
b's
Definimos la relacion de equivalencia ~ sobre £*(X) como:

f~g+e f=gcd.s (1.38)
Entonces definimos:

LX) =2*X)/ ~. (1.39)
St aqui tomamos el producto interno

(11:laby = [ fod (140

X

entonces L?(X) es un espacio de Hilbert.

En lo que resta del texto solo se va a diferenciar un elemento de [f] € L*(X) de sus representantes
si es necesario, pero en general se omitira esta distincion. La teoria de espacios de Hilbert permite
dar representaciones rigurosas de las series de Fourier si se considera convergencia en la norma L2.

Teorema 1.25. Parai=1,...,n sean a;,b; € R" tales que a; < b;, y sea
V = lay,b1] X -+ X [an, by (1.41)
|V| == (bl —al)(bg —ag)...(bn—an), (142)

entonces, el conjunto de funciones

1 . 2 2
melk-x, k= (ﬁsl, cey b ﬂ-a Sn> S; € Z, (].43)
1 — 1 n — Un

es una base ortonormal de L*(V).

Definicién 1.26. Un espacio de Banach X es un espacio vectorial sobre R, C normado, esto es,
con una funcion ||-||y : X — R que cumple:
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1. Para x €¢ X

|z]| =0« 2 =0. (1.44)
2. Sea a € K yzxze X entonces
laz|| = |al||z[]. (1.45)
3. Sean x,y € X entonces
2+ yll < [l + llyll (1.46)

Y ademds es completo.

Los espacios de Banach surgen en el estudio de ciertos espacios de funciones, en particular los de
operadores acotados entre espacios vectoriales. Notamos que todo espacio de Hilbert es también
de Banach. Brevemente recordamos que un mapeo lineal entre dos espacios vectoriales normados
T : X — Y es acotado si existe una constante C' > 0 tal que para toda z € X se cumple

1 Tzfly < Cll]x, (1.47)

y esta condicion es equivalente a que el operador sea continuo. Si B(X,Y") es el espacio de mapeos
lineales acotados, este se le puede dotar de una norma

ITlop = Mf{C >0 : [Ty < Clle]l Vo € X}
= sup{|[ Ty : Jlally <1}
= sup{|[ Tzl : flally = 1}. (1.48)

Y en el caso que Y sea de Banach, también lo es B(X,Y"). Por definicién se cumple
ITzlly <[ Tlloplllx (1.49)

para toda z € X. Si Z es otro espacio de Banach y G € B(Y, Z), entonces también se sigue de
inmediato de la definicion que

1GTlop < 1GlloplTlop- (1.50)

Hay otras topologias ttiles que se pueden usar en estos espacios.

Definicién 1.27. Sea {T,,}52, un conjunto de operadores en un espacio de Banach X, decimos que
estos convergen fuertemente a un operador T si para toda x € X se cumple que

lim T,z =T. (1.51)

n—oo

Decimos que converge débilmente si para todo funcional lineal f € B*(X) y x € X se cumple que

lim f(T,x) = f(Tx). (1.52)

n—oo

Definicién 1.28. Sean X,Y espacios de Banach, un operadorT : X — Y es compacto si T(B(0,1))
es relativamente compacto en'Y
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Proposicién 1.29. Sean X,Y espacios de Banach, un operador T : X —'Y es compacto si y solo
4!

1. Para cualquier conjunto A C X acotado T(A) es relativamente compacto en'Y .
2. Para cualquier conjunto A C X acotado T(A) es totalmente acotado en 'Y .

3. Para cualquier sucesion {z,} C X acotada, {T(x,)} tiene una subsucesion convergente en'Y .
Presentamos un teorema basico, pero que resultara fundamental para definir varios operadores.

Teorema 1.30 (BLT). Sea X un espacio vectorial normado, Y un espacio de Banach, A C X un
subespacio vectorial y T : A — Y un mapeo lineal acotado, entonces existe un unico mapeo lineal
acotado T : A =Y tal que T [4,=T

Usando teoria de la medida, también es posible encontrar muchos ejemplos de espacios de Banach.

Definicién 1.31. Sea (X, 3, u) un espacio de medida y p € [1,00] definimos para f : X — C
medible

1/p
ufan:(/X Iflpdu) p<oo |flpe=mf{a>0:p({e e X :|f@)| >a}) =0}, (153)

Entonces definimos el espacio LP(X) como el cociente sobre el espacio de funciones f, tal que || f]|;,
es finito, identificando funciones que son iguales c.d.s.. ||-||;, es una norma que hace a estos espacios
de Banach. St p = 2, recuperamos la definicion |1.24).

Usando el teorema de convergencia dominada uno puede dar una herramienta muy 1util para de-
mostrar convergencia en la norma LP

Teorema 1.32. Teorema de Convergencia dominada en LP Sea (X,%, u) un espacio de medida y
p€[l,00) ysea{fn} C LP(X) una sucesion que converge puntualmente a una funcion medible f y
supongamos que existe una funcion g € L'(X) tal que

Ifl"<g VneN, (1.54)
entonces { f,} converge en la norma L a f.

Demostracion. Puesto que f, — f puntualmente por se sigue que |f[’ < g. Usando esto,
notamos que

[fo = fIP <22 (méx | ful, [ f])" < 2%, (1.55)
y como | f,, — f|" — 0 puntualmente, se sigue de que || f, — f]| = 0. O

Estos espacios, incluso en el caso de la medida de Lebesgue, pueden contener elementos muy pa-
tolégicos, sin embargo es posible aproximar estas funciones por funciones mucho mejor comportadas.

Proposicién 1.33. Sea ¢ € Cg°(R") dada por

Cet/I=IP-1 7] < 1
— : 1.56

con C definida de tal manera que [ ¢(z)dx = 1y ¢.(z) = ¢ (£). Sipara f € LP(R") conl < p < 0
tomamos

fol@) = £ *dula) = / F)e(z — y)dy, (157)

entonces:
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1. fe € C*(R").
2. fe — f casi donde sea cuando € — 0.
3. 51 f € C(R"™) entonces fo — [ uniformemente en subconjuntos compactos.
4. fo— f en LE(R™).
Corolario 1.33.1. C§°(R") es denso en LP(R™) con 1 < p < oc.

Demostracion. Sea f € LP(R™) y sea la sucesién {f,} C LP(R"™) definida por

£ (2) = {f<x>, ol < n (1.58)

0, lzll > n

Es claro del teorema de convergencia dominada en LP que f, — f en LP(Q2), entonces las
funciones de soporte compacto son densas en LP({2). Para cada n € N del teorema anterior, usando
la misma notacién, tomamos f,. € Cg°. Sea k € N fijo, por lo anterior sabemos que existe un
ni € N tal que || f, — fllr < 1/2k y también existe un €, > 0 tal que || fo, ¢, — faill p < 1/2k. Si
consideramos la sucesion { f,, ¢ }72; C C§° y tomamos € > 0, y k € N tal que 1/k < €, tenemos
que

ankﬁk - fHLP S ankyﬁk - fnkHLP + ank - fHLP < 1/k < EI'

Por lo que la sucesién converge a f en L y con esto se termina la demostracion. O]

Las siguientes definiciones son necesarias para poder definir espacios de distribuciones (o funciones
generalizadas).

Definicién 1.34. Un espacio de Frechet es un espacio vectorial topoldgico (V,T) tal que

1. La topologia T es al menos Hausdorff (Esto es para cada dos puntos distintos existen vecindades
de estos que son disjuntas)

2. Eziste una familia a lo mds numerable de seminormas, p, : V — R (solo se les pide subaditi-
vidad y homogeneidad) tal que

pi(z) < po(w) < ps(x)... (1.59)

Y la topologia es generada por esta familia en el sentido de que U C 'V es abierto si y solo st
para toda x € U, existe K >0 ye>0tal que {y €V |pa(y —2) <e,n < K} CU.

3. Definimos la funcion,

o0

1 pa(z,y)
d(xz,y) = SRR LA AL A 1.60
= 2 T ) 50
que se puede demostrar que es una métrica. Con respecto a esta métrica se requiere que el
espacio sea completo. Una caracterizacion de convergencia con respecto a esta métrica es la
siguiente. Una sucesion {x,} C V converge con respecto a la métrica d si y solo si existe un

x €V tal que pj(x, — ) converge a 0 cuando n — oo para toda j € N.

Notamos que todo espacio de Banach (y por lo tanto todo espacio de Hilbert) es un espacio de
Frechet. Un ejemplo importante es:
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Definicién 1.35. En el espacio de Schwartz S(R™), para k, N € N definimos las normas ||||, y
como

11l = mlagg Sup<> D fl. (1.61)

Con estas, el espacio se vuelve se Frechet.
Muchas operaciones son continuas al tomar esta topologia.

Proposicién 1.36. Sea ¢ € S(R™) y g una funcion suave tal que esta y sus derivadas son de
crecimiento a lo mas polinomaial, entonces las siguientes operaciones son continuas:

p(x) = d(x) = p(—x). (reflexidnes) (1.62)
b — o. (conjugacion compleja) (1.63)
o(x) = Tegd(x) = Pz + x0). (traslaciones) (1.64)
» — D. (derivadas) (1.65)
b — go. (multiplicacion) (1.66)

1.3. Transformada de Fourier, Espacios de Sobolev y Distribuciones
Temperadas

También las siguientes definiciones y teoremas son estandar. Se recomiendan las siguientes notas
auto contenidas para revisar la teorfa de espacios de Sobolev y la transformada de Fourier [32} [50], 42].
Para referencias més estandar ver [40, 41, [T0] 45].

Definicién 1.37. Definimos la transformada de Fourier F : L*(R™) — L®(R") como

FW) = [ s (167

Que estd bien definida puesto que

IF(NHy)l < Rn!f(l‘)\dﬁ- (1.68)

Y la transformad inversa F* : LY(R™) — L®(R™) como

F(f)x) = (271)” /Rn eV f(y)dy. (1.69)

Puesto que S(R") C LY(R"), la transformada de Fourier estd definido en este subespacio. De la
regla integral de Leibniz es claro que la transformada de Fourier de una funcién de Schwartz
es al menos suave, pero se puede ver que es aiin mas regular.

Teorema 1.38. Sea ¢ € S(R") y f € L'(R") entonces:
1. F es un mapeo lineal continuo de S(R™) a S(R™).
2. Para todo o multi-indice

DF(¢) = (=) F(x*¢), (iz)*F(¢) = F(D*¢). (1.70)
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3. Para xqg € R"

F (oo f) = €™ F(9), (1.71)
con Toyd(1) = d( + ).
J. ParaaeR\ {0}
F(Aaf) = | 1‘ F(Ai/af), (1.72)
con Ao f(x) = f(ax).
5. Si definimos
frota) = [ F)ol - i, (1.73)
como en (1.57)entonces
F(f = ¢) = F()F(9) Teorema de la Convolucién. (1.74)
6.
F(F(¢)) = F(F(¢)) = ¢. (1.75)

Teorema 1.39 (Plancherel). La transformamada de Fourier F : S(R™) — S(R") es un isomorfismo
con la inversa dada por F* : S(R™) — S(R™), y cumple que

(F(): F(9) 2 = 2m)" (f,9) 2 (1.76)

Por lo tanto existe una exstension tinica a un operador F : L*(R"™) — L*(R™)

Salvo que sea necesario no se va a distinguir entre F y F. Ahora vamos a recordar el concepto de
la derivada débil, primero definimos para 2 C R"

LL.(Q)={f:Q—=C : f g€ L' Q) VKcompacto}. (1.77)
Muchos resultados dependeran del siguiente resultado

Lema 1.40 (Lema fundamental del cdlculo de variaciones). Si f € L (Q) cumple que

/ fodz =0, (1.78)
Q

para toda ¢ € C§°(Y), entonces f =0 c.d.s.

Definicién 1.41. Derivada Débil Sea f € L} .(Q) y a multi-indice. Entonces decimos que h* €

L} .(Q) es la derivada débil a-esima, si es que existe, de f si

/f 2)dz = (—1 )lal/gha( \DPo(x)dr Vo e C(Q). (1.79)

Denotamos formalmente h® = D f.
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La derivada débil, si existe, es tinica debido al lema [1.40] Notamos que en el caso que la derivada
clésica exista, coincide con la derivada dedil usando el lema [I.I7] Las derivadas débiles cumplen
muchas de las propiedades que la derivada usual cumple.

Proposicién 1.42. Sean « y  multi-indices, entonces la derivada débil (asumiendo que eziste)
cumple las siguientes propiedades:

1. Sean a,b € C y f,g € L}, () entonces D*(af + bg) = aD*f + bD?g.
2. D¥(DPf) = DP(Df).
3. Sea f € L} (R") tal que D*f € L*(R™) entonces

F(Df) = (ix)*F(f). (1.80)

4. Sea f € L (R") tal que x®f € L*(R") entonces

loc

(=) F(a”f) = D*F(f). (1.81)

Sea f € L},.(R") y ¢ € S®(R") y , entonces

loc

D°f¢ =Y D”fD*¢ (1.82)

o' <a
Con esto podemos definir los espacios de Sobolev clésicos.

Definicién 1.43. Para p € [0,00], k € ZT y Q C R™ abierto definimos
WEP(Q) = {f € LP(Q) | D*f € LP(Q) V|a| < k}, (1.83)

como el espacio de Sobolev k,p, en este podemos definir una norma ||-||,yr, dada por

1/p
I lwew = | D_IDFIG- | (1.84)
laf <k
||f||wk<>° = Z 1D fl oo (1.85)
la|<k

En el caso de p = 2 este es un espacio de Hilbert con el producto interno

(f, Qwe2 = Y (Df, D)z, (1.86)

laf <k

y lo denotamos por H*(Q)). Por el teorema de Plancherel|1.39 y por|1.8( es posible definir H*(Q)
como

H* () ={f e L*() | 2*F(f) € L*(Q) ¥ |a| < k} (1.87)

También es posible aproximar funciones en estos espacios respecto a la norma de Sobolev. Esto
es, una funcién en estos espacios junto con sus derivadas se pueden aproximar uniformemente por
funciones suaves de soporte compacto y las derivadas de estas en la norma LP.
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Proposicién 1.44. Sea ¢ € C§°(R"™) como en Y ¢(x) = Eingb (f) Si para f € WFP(R™) con
1 < p < oo tomamos

f(@) = fxoe(x /f )dy (1.88)

Entonces
1. Para o multi-indice D f. = (D f) % ¢,
2. fo— [ en WFP(R")
Corolario 1.44.1. C°(R"™) es denso en WHP(R™)

Demostracion. La demostracién es idéntica a la demostraciéon del corolario [[.33.1] cambiando la
norma L por la norma de Sobolev. O

La discusién anterior se complica substancialmente para dominios €2 acotados ya que el corolario
anterior no se generaliza. Es decir, la cerradura de C§°(§2) respecto a estd estrictamente
contenida en W#*?(2). Esto estd integramente relacionado a una ambigiiedad generada por como
se fijan los valores de la funcién en la frontera de 2. El tratamiento riguroso de este problema es
delicado y se sale de los propésitos de este texto, y por lo tanto vamos a restringir la discusién
solamente al siguiente caso (c.f.r ver [10] cap. 5.5).

Definicién 1.45. Sea Q C R" definimos WEP(Q), como
WyP(Q) = C5°(Q) (1.89)
la cerradura tomada respecto a la norma

Teorema 1.46. Sea V = (ay,b1) x (an,b,) y sea f € HZ(V), entonces si su serie de Fourier estd
dada por

1 ik-x
flx) = m;fke (1.90)

entonces para o un multi-indice tal que || < 2
D f(x |V| ka (ik)“eit= (1.91)

Demostracion. Primero, recordamos que tanto f como su derivadas débiles tienen representacion
como serie de Fourier por el teorema [1.25| Entonces al menos sabemos que la derivada débil se
puede representar como

o e zk:x
D f(x = Z Def (1.92)

con )
D fr = (D*f(x),e*) , . (1.93)

Por definicién de Hg (V') existe una sucesién {¢,} -, C C5°(V) que converge a f en la norma de
H?(V), por lo que en particular D%, — D®f en L* y por lo tanto

Def, = ILm (D% (), eik'x)LQ (1.94)
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pero como las ¢/ s son C* la derivada débil coincide con la derivada usual y podemos usar la formula
de integracién por partes ((1.17) para obtener

Dafk — lim /Da¢n<$>€_kadI = hm a|/¢ DOL Zkrdx
n—oo

TL—)OO

lim ( ‘O‘l / Pn(x)e*FTdy

TL‘)OO

= lim (ik)* (¢n (),

n—oo

= (ik)" fx, (1.95)

que es lo que se queria demostrar. O

Definicién 1.47. Una distribucion temperada es un funcional lineal continuo T : S(R™) — C, o un
elemento de S'(R™). Decimos que una sucesion de distribuciones {T} converge a una distribucion
T si esta converge puntualmente a T

Sea f € L}, .(R") de crecimiento a lo mas polinomial, si definimos

_ /Q f@)o(@)de b SR, (1.96)

esta define una distribucién y se cumple que si g € L},.(Q) es otra funcién de crecimiento polinomial,
Ty =T, siysolosi f =g salvo en un conjunto de medida 0 (esto se sigue del lema . Entonces
esto nos permite sin ambigiiedad denotar a la distribucién 7 con la funcién f. Otra distribucién
importante es la delta de Dirac

6(¢) = ¢(0) ¢ e SR, (1.97)

sin embargo, es conocido que esta no puede ser representada por una 7. Para distribuciones 7" y
T establecemos la siguiente notacion

T(¢) = (T,9), (1.98)
Ty(0) = (f,9)- (1.99)

Ahora dado A un operador lineal continuo sobre S, definimos el operador transpuesto A? sobre el
espacio de distribuciones como

(AYT),¢) = (T, Ad). (1.100)

De esta manera podemos extender muchas operaciones como

s [a derivada distribucional DT

(DT, ¢) = (—1)*(T", D*¢) (1.101)

» La transformada de Fourier FT'

(FT,0) = (T, F9) (1.102)

» Sea g € O tal que la funcién y sus derivadas son de crecimiento a lo mas polinomial la
multiplicacion g7 se define como

(9T, ¢) = (T', 90) (1.103)
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2. Herramientas Matematicas Preliminares y Derivacion
Heuristica del Modelo

En este capitulo se van a considerar ciertos preliminares que seran necesarios para el desarrollo
riguroso de la integral. Se presenta una derivacién semi-rigurosa del Lagrangiano clésico que va a
aparecer en la integral de trayectoria y algunas herramientas matematicas no tan conocidas. Sobre
estas ultimas solo se va a desarrollar lo necesario para entender las definiciones y teoremas utilizados
y recomendamos consultar las referencias citadas para una presentacién mas completa.

2.1. Construcciéon del Modelo: Regularizacién del Lagrangiano de las
Ecuaciones de Maxwell-Lorentz para Particulas Puntuales

Empezamos con la construccion de una funcién Lagrangiana que corresponde a la teoria electro-
magnética clasica. Estd nos permitird definir un funcional sobre posibles configuraciones clasicas
que luego surgira en la definicién de la integral de trayectoria. Empezamos con las ecuaciones de
Maxwell que dictan como es que cargas y corrientes eléctricas generan campos electromagnéticos
(c.fr.[30 511 149]).

V- E(t,z) = 4mp(t, x) (2.1)
V- -B(t,z) =0
V x E(t,z) = _%_aBg;, 7) (2.3)
i (st 1) o

Para campos vectoriales E,B : Rt x R? — R3. Las funciones p y J, representan la densidad de
carga y corriente respectivamente. Se considerara el caso de n particulas cargadas, que cada una se
representa por una curva en 2’/ : Rt — R3. Las particulas puntuales tienen densidades singulares,
por lo que es necesario representarlas como distribuciones temperadas:

p(t, x) = Z e;0(x — 2 (t)) (2.5)

J(t,x) = Z e; a7 (t)0(x — 27 (t)) (2.6)

La ecuacién ((2.2)) implica en ciertos casos la existencia de un potencial vectorial A(t,z), tal que
V x A(t,z) = B(t,x) (2.7)

Reemplazando en (22.3)), y despejando llegamos a la ecuacién

v x <E(t,x) + %%A(t,x)) ~0 (2.8)

Y de la misma manera, esta ecuacion implica en algunos casos la existencia de un escalar potencial
o(t,x), tal que

—Vo(t,z) =E(t,z) + %%A(t, x) (2.9)
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Como queremos construir un Lagrangiano clésico, es prudente tomar la definiciéon usual en donde
L =T —V la diferencia entre energia cinética y potencial del sistema. La energia cinética estda dada
de manera usual por la velocidad de las particulas y la potencial tiene dos términos dados por la
interaccién entre los campos y las particulas y la energia almacenada en los campos en si:

N gy 1 1
£ (W 000, A, DA) = S G| - [ (0= 13- A= OB - [B)) do

=3 (| egott,a00) + Dalt) - Al 0)

n %/ (H—V¢(t,x) - %%A(t,w)

(ver [51] ec. 13.7). Este Lagrangiano depende de forma funcional tanto de las trayectorias y de
los potenciales. Se puede demostrar que al aplicar formalmente las ecuaciones de Euler-Lagrange
respecto a las trayectorias y respecto a los campos, se recupera la expresién para la fuerza de
Lorentz y las ecuaciones de Maxwell que faltan respectivamente. Sin embargo el procedimiento
anterior sufre de varios problemas si es que se quiere justificar de forma rigurosa. Uno de estos se
debe a divergencias que hacen que el iltimo término de no esté bien definido. Si consideramos
el caso electroestastico de una particula cargada, se tiene que

2

— ||V x AH2> dr  (2.10)

E(z) = %r
B(z)=0

Si integramos en coordenadas polares, puesto que la norma al cuadrado del campo es de orden r—*

la singularidad no es integrable. Esta divergencia ocurre debido a la naturaleza de una particula
puntual. Esto se debe a que en general los campos solo puedan ser distribuciones temperadas
debido a que las densidades estan dadas por deltas de Dirac. Una forma de tratar de resolver
estos problemas es remplazando las densidades por una sucesion de funciones mas regulares que
convergen a las densidades originales, y tomar el limite al final si es posible. Sin embargo este
proceso de regularizaciéon no resuelve el problema de que la teoria “completa” sigue estando mal
definida, por lo que propiamente son un conjunto de modelos que, en dado caso, se tendria que
demostrar a parte si es posible tomar el limite y dar con una teoria bien definida.

También, vamos a considerar otro tipo de regularizacién, que hasta ahora son necesarios para definir
la integral de trayectoria usando el método de cortes de Tiempo. Esto consiste en restringir el espacio
fisico a una caja de volumen arbitrario en lugar de todo R3, Esto es para L, Lo, L > 0, tomamos

L L Lo L Ls L
Vo= |- 2k | m22 22 x| 2228 (2.11)
27 2 27 2 27 2
Y definamos
|V| = LngLg, (212)
2 21 2T
k= (L—lsl, L_QSQ, L—383) s; €L (2.13)

Ahora, para regularizar las densidades consideramos una sucesién {1} € C°(V) tal que ¢, —
d como distribucién periddica (ver apéndice . Con esto definimos una sucesion de densidades
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regularizadas
) = Z ejn(z — 27(1)), (2.14)
Z ;7 (t)n(z — 27 (t)). (2.15)

También, se pedird que ¢ € H3(V), A € HZ(V)® HZ(V)@® HZ(V). Esto nos permite expandir a los
campos en series de Fourier como:

o(t, ) Z¢k et (2.16)
v
47rc N ik~ T A ik-x
Az, t) = VT Z éra(t)1e™” + éxa(t)oe™ " + ésa(t)sre (2.17)
k

Con é; la base canénica en R3. Vamos a considerar desde este momento a los campos evaluados en
t = 0. Tomamos la norma de Coulomb sobre el potencial magnético (c.f.r. [51] cap 13.1).

V-A(z) =0, (2.18)

entonces por el teorema esto se expresa en la serie de Fourier como

4 , .
V- == |VTI-C Z k:lalke + kgagkelk'r + kgagke’k'm = 0, (219)
k#0

lo que implica que k - (éla(t)lke“ + Eya(t)ope®® + éga(t)gkek"’”) = ( para toda k. Para cada k # 0
tomamos dos vectores ortonormales usando el proceso Gramm Schmidt €;(k), ¢ = 1,2. Y de esta

construccién se puede pedir que se cumpla é; (—k) = —¢&;(k). De esta manera podemos expresar
(16), @-17) como:
1 ik-x —ik-x
o(x) = V] > e 4 e, (2.20)
k1 >0
dme = ik-x —ik-x = ik-x —ik-x
A(z) = Bl Z e1(k)(a1e™ — a1_e™") + ey (k) (agre™™ — ag_pe” 7). (2.21)
k1 >0

Solo hay que notar que {e=**/|V|&|(k)} U {e~**/|V|ey(k)} U{e */|V|k/| K|} es una base orto-
normal de L*(V) & L*(V) & L*(V). Se usé la misma notacién para los coeficientes de Fourier en las
distintas bases por simplicidad pero hay que precisar que en general son distintos. Expresamos los
coeficientes de Fourier como:

1 )
i, — Wy,

ayp = —S—nr—" [=1,2), 2.22

Pk = oy, — 6%, (2.23)
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con ay, ¢t € R. Reemplazando lo anterior en las series (2.20)), (2.21])

_ véme Gk g1 _ aj_)cos(k - x) + (a3, + a7 _)sen(k -
A(z) = % Z /B (ay, — aj_y)cos(k - ) + (ay, + a;_y)sen(k - x) (2.24)
i€tie)
+i[(a}, + a;_)sen(k - x) — (a3, — a7 _;)cos(k - x)] (2.25)
@) = 17 SO (0}+ 0l Jeosth ) + (6f — o Jsent )
+ (6} — oL )sen(h 1) — (6 + 02 Jeos(k o) (226)

Puesto que estos campos son entes fisicos medibles, tenemos que imponer que sean reales, lo que
implica que cada sumando tiene que ser real. Como el seno y coseno son linealmente independientes,
esto nos da las relaciones

1 1 2 2 1 1 2 2
Q= —Qu, Q= Qy, Q_p = ¢, O =—0, (2-27)

por lo tanto, podemos reescribir ([2.25)), (2.26) como

4me 1 9 -
A(z) = v Z E( wcos(k - x) + ajsen(k - x))ey(k). (2.28)
le{1,2}
o) = ﬁ S (Bheos(k - 7) + ¢sen(k - 7)), (2.29)

Ahora nos enfocamos en la expresion

2

1 10 2
& ; (H—qu(t,av) — EaA(t,x) — IV x A(t, z)|| ) dx.

Primero, de (2.16)), (2.17) y (2.19)) y del teorema |1.46| tenemos que

1 .
Vo(z) = Wl > pre ik, (2.30)
k
0 dme — . ik-x — . ik-x
P (x) = ‘T| Zk: é1(k)ape™ ™ + é3(k)agre™™, (2.31)
4 : - - ik-x
V x A(z) = \TT: > ik x (i (k)aw + é3(k)az)e™, (2.32)

k

donde la derivada de los coeficientes también se evaltia en ¢t = 0. Aplicando la identidad de Paserval
(1.33) a funciones en el espacio de funciones cuadrado integrable vectoriales en L?(V) @ L*(V) &
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L*(V), tenemos que

2

1 10
Ll =ver o) - 22 A — ||V x A(t,2)||*dx = 2
5 L | Yot ) — S| IV < Al = o ,V,Zw I+ 57 > lend
lE{l 2}
S e k)i
~ S CI\R)ak
2lV] <
le{l 2}
S 2 I S o Lok
k
26{1 2} i lE;{Alo,Q}
— S (I
v 2
ile{1,2}
Por otro lado, si tomamos las expansiones de Fourier de las funciones de prueba
1 y
r’) = G| Z@bn,ke_l“ , (2.33)
k
y definimos
Pnk = Z ejwn,keiik'xj (234)
j=1
Pk = Prgy — Wi (2.35)

recordando (2.14)), y puesto que las densidades también son reales se tienen que cumplir las relaciones

(2.27) tenemos que

J etk -z 1
pn fE ‘V‘ Zzejdjn L€ —ik-xd ikx __ ’V’ ank m Z(p}z,kCOS(k‘ . ZL‘) +pi7ksen(k . ilf))
k

k j=1

Por lo tanto usando la identidad de Paserval (1.33)) de nuevo, tenemos que

[ ot =g 3 disi

16{1 2}

Entonces podemos definir un Lagrangiano regularizado usando (2.10]) como

£ (01 ) e fonb dain}) = 30 ]+ 7 2 WIFIoF — 8o ik ()

=t 16{1 2}
+ - Ze]/xj ) (z — 27 )dx
1 lajl* Ik (af,)?
= — . 2.36
3 g 2V| 2V| (2:36)
ile{1,2}
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De la representacién de Fourier tenemos que
1 .
~V*=V-E= T > Nkl e (2.37)
k

Entonces usando ([2.1]) y la unicidad de la representaciéon de Fourier, llegamos a la ecuacién

|1&|1*} = 4mpl, 1, (2.38)

en particular, para k = 0 se cumple la siguiente relacion

0=1tn0 ) e (2.39)
j=1

Como la 1, converge a la delta de Dirac no puede ser que ¢, = 0 para una infinidad de estos por
lo tanto la carga total del sistema tiene que ser 0. Existe entonces una constriccion fisica sobre la
carga total del sistema. Reemplazando en (|2.36))

= — 162
> (IEIP16417 = 87epl (7)) = T ((op)” + (0721))
i=1
—167r
||k||2 pnkpnk
2 ik-xt —zk:xJ 2
MWh%H<Z}& +Z}J
i#j J=1
HkH2 Wnk|2 <; eiejcos(k - (' — 7)) + ; e?) , (2.40)

lo que nos deja con

L ({xj}, {l:j}, {aw}, {ow}, {@k}) — Z %\MZ \V| Z |1|T]:|72| (Z e;ejcos(k IB — 3;3)) + Ze

Jj=1 k0 i#] j=1
+ - Zej/xj 2 (z — 27 )dx
1 |alk|2 C2||k|| (a;'k)z
+ = — . 2.41
5 2 oV A (241)
k40
i,1e{1,2}

Hacemos un corte ultravioleta que significa tomar la suma sobre k& dentro de una reticula finita.
Esto es dados tres enteros positivos My, My, M; tales que M; < M, ,tomamos

2r 27
A= = (B 2 ) sl £ sl <0, (242

Y separamos estas reticulas tomando A} = {k € Aj;s3 > 0f U {k € Aj;83 = 0,51,50 > 0} U{k €
Aj;s3 =10,51 < 0,52 > 0} De tal manera que se cumple que

Aj =AU (=A)), A0 (=A)) = 0.
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Definimos ay: := {a}; }renr ;1 y notamos que por |D estos valores son suficientes para determinar
J ]7 bl
los valores en la reticula completa. Definimos N; como la cardinalidad de A}, esto es

N; = A, (2.43)

De esta forma escribimos el potencial magnético con corte ultravioleta como:

Az, {an}) = lf‘;’“’ keZA: %(a}kcos(k-x)+a12ksen(k:-x))é}(k). (2.44)
le{1,2}

Notamos que el Lagrangiano no esta inicamente determinado por el sistema fisico que representa.
Esto resulta de que dos Lagrangianos distintos pueden de forma efectiva definir la misma accién o
tener las mismas ecuaciones de Euler-Lagrange. Se puede verificar esto facilmente notando que se
le puede sumar una constante arbitraria al Lagrangiano, sin cambiar las ecuaciones de movimiento.
Por lo tanto, podemos re-definir el Lagrangiano regularizado como:

£ o i) = S e - 77 57 S el

= kehy i) [

+ Zej [# A tardnte — s

1 lail* kI (af)? | helk]
— — ) 2.45
Ty 2 2V| oV 2 (2.45)
keAs
ile{1,2}

Ahora, notamos que como ¥, — ¢ como distribucién periddica, se tiene que v, — 1 para toda
k.Y por el corte ultravioleta A es una combinacion lineal finita funciones de prueba periddicas se
sigue que

lim [ @7 - Az, {ar, D )Un(z — 27)do = &7 - A(2?, {an,}),

n—oo

Por lo que al tomar el limite llegamos al Lagrangiano

£ (@4, {an}, {ain}) = Z%WHQ |V| Z Z e;ejcos( Hk”x - ))

jfl kEAy i#£j

1 i l” Uk (ai)® | hellk]
+ - Eejxj (27 {aAQ})+§ E 2(‘]"’/‘— 2|V\lk +— (2.46)
keAs
ile{1,2}

Por el momento hemos considerado que x € V' sin embargo la expresion anterior esta bien definida
en z € R3". Por comodidad y generalidad vamos a definir el Lagrangiano en todo el espacio, y se van
a tratar las divergencias de manera mds directa. Vamos a tomar funciones de corte g € C*°(R? R)
y ¥ € C*(R,R) y tomamos

~ Vdme 1
A(z,ap) = ——g(x) E —
’ |V| keAo \/§
1e{1,2}

(¥ (aiy)cos(k - x) + ¥(ajy)sen(k - x))é (k). (2.47)
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Se pedird también que ¥(—x) = —¢(z). En el capitulo se daran condiciones de crecimiento
sobre estas funciones y sus derivadas. Con esto llegamos al Lagrangiano final

Z(a:,:t, {aw}, {ain}) = Z%HMW ]V| Z Z 6164605 Hka - ))

j—l keAy i#j

1 ail* kI (a)* | hellk]
+ - Eejxj A(2? {aAQ})—i-g g 2|l‘k/|— 2|V|lk +— (2.48)
keAs
3,le{1,2}

Es importante precisar que estd derivacién es heuristica y meramente una motivaciéon del modelo
utilizado. Esto se debe a las hipdtesis Ad-Hoc impuestas en los pasos intermedios y la falta de
una teorfa bien definida sin las regularizaciones. De manera precisa, se empieza con como
la funcién Lagrangiana que se utilizarda para definir el modelo y cualquier relaciéon a un modelo
sin regularizar se tendria que hacer aposteriori de ser posible. Por lo tanto la siguiente definicién
deberia entenderse como el punto de partida del desarrollo riguroso de la teoria.

Deﬁn1c10n 2.1. Sean € N, V, |V| k dados por (2.11), (2.13) y (2.15), sea A;, AL, N; dados por
I también sea {k; } 3, un ordenamientos de los elementos de Nj (que induce un
ordenamzento en NyyN1), yg € C"O(R?’ R), v € C*(R,R) tal que Pp(—z) = —w( ). Si tomamos
(2), (y) € R3 y (X), (V) € R™: entonces definimos la funcién Lagrangiana £ : RS"8Ns — R como

n

_ M ezecos 96’—333))
L(x,y,X,Y)=ZTJHyJ”2 \V\ZZ J ||l<:||

j=1 =1 z;ﬁ]

Y2 ClKIPXE  hellki]

+= Ze]y A2, X) +ZZQ|V| 2]V| 2= (2.49)

7j=1 i=1
con
2V 2mce 2 X
A7 X) = i 9(2) Y > (WX cos(ki - 27) + b(Xipar)sen(k; - 27))é (k). (2.50)
=1 =1

Sean ti,t; € R tales que ty <ty y )N(, Y € R34Ns tomamos

H2 5 () = {7 1] BP0

F€ HX((t1, 1)) Vi A F(t1) = X,7(ts) = 17}, (2.51)

entonces definimos la accion asociada a este Lagrangiano como el funcional S : H)2~( s ([tta]) = R
dado por 7

G = [ £(:050.5OFO)a 50 = 60).Tw). (25

Esta accion contiene toda la informacién sobre la dinamica clasica de nuestro modelo. El espacio
dado por ([2.51)) sirve como un modelo para el espacio de trayectorias cldsicas donde se pretende
definir la integral de trayectoria.
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2.2. Integrales Oscilatorias

Para continuar es necesario definir unos conceptos fundamentales que surgen en la definicién de la
integral de trayectoria en nuestro contexto. Primero, necesitamos extender la definicién de integrales
de la siguiente forma

/ a(z,y)e™ @ dy (2.53)

Donde ¢ es una fase real y por lo tanto, ¢® no estd en L'(R"™). Esta tltima observacién nos indica
que para una gran clase de funciones, la integral no converge absolutamente. Por lo tanto tomamos
la siguiente definicion.

Definicién 2.2. Sean ny,ny € N, tales que ny+ngy > 0 decimos que para funciones a : R"1"2 — C,
¢ : Rmt"2 — R de Borel, la integral (2.43) es una integral oscilatoria si para cualquier familia de
funciones {xc}e=0 C S(R™) de Schwartz que cumplen:

1. lim._,oxc =1 Uniformemente en subconjuntos compactos de RY,
2. lim._,o D% = 0  Uniformemente en RY para |a] > 0,

3. Existen constantes no negativas K, para todo multi-indice o, 0 < e <1y 0 < o < |a|; tal que

[ Ka
[DXc(2)] < a0
(z)

se tiene que lime_o [on Xe(y)p(2, y)e? @V dy existe y es independiente de la familia elegida. Este se
denota como

Os/ a(z,y)e?@Y) dy (2.54)
RN

Ver [13] Cap. 3 y [35] Cap. 1.6. Vamos a dar un lema que nos dejard construir un gran ntmero de
familias de funciones de Schwartz que cumplen 1,2,3 en la definicién 2.2.

Lema 2.3. Sea x € S(RY) tal que x(0) = 1 y tomamos x.(x) = x(ex), entonces la familia {x}eso
cumple las propiedades de la definicion 2.1

Demostracién. Para la propiedad 1 sea K C RY un compacto arbitrario, y ¢ > 0. Sabemos que
por continuidad existe una ¢ > 0 tal que si ||z|| < 0 entonces |x(z) — 1| < €. Pero también como K
es compacto existe existe una €* > 0 tal que €*K C B(0,6). Entonces si tomamos € < ¢* y x € K
notamos que |lex| < § por lo tanto |x.(x) — 1| = |x(ex) — 1| < €. Entonces la convergencia es
uniforme en K.

Para la propiedad 2 y 3 de la regla de la cadena se sigue que D% (z) = €Dy (ex) entonces
tenemos para 0 < e < 1

DX (2)] < [ Dx(ex)| < € Koo

Koo K, K,
D)) < 172 < el Tt < Fakl
(ex)*™ elal (zylol = (gylal=e

donde las K, |o|, son las constantes positivas que existen puesto que x es de Schwartz. Tomando
limite cuando € — 0 en la primera igualdad, vemos que converge a 0 independiente de x por lo que
lo hace uniformemente. La tltima desigualdad es lo que se queria demostrar. O
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Notamos que si a(z,y) € L*(R") el limite existe y converge a la integral usual por el teorema m
Sin embargo, el conjunto de simbolos a que se usard tendré otro tipo de regularidad.

Definicion 2.4. Sea p € C*(R™*™2) y m € R, decimos que p pertenece al espacio de simbolo
p € A™(R™*"2) s para cualquier pareja de multi-indices «, B, existe una constante positiva Cy g
tal que

| D2 Dyp(z, y)| < Capp () (¥)™ (2.55)
Tomamos a
AR™ 2y = | ] A™RM), (2.56)

Sean f,g € A, y ¢ € C, por lo que existen ms,m, € R tal que f € A™ y g € A™s. Notamos
entonces que

DEDS(ef + 9)(,9)] < [elCLy () )™ + C2y () ()™
< md{[e]CL 5, €2} () (y))xtmrmad (257)

Usando la regla de Leibniz ((1.12)) tenemos que

peDj(saenl = 5 (5) () 02 Dy fla )02 Dy ot

o' <a /8,
B'<B

|2 (3) (55/)05/ o Coarpp | (o) )™, (2.59)
i

por lo que este espacio es un espacio vectorial y es cerrado bajo multiplicacién puntual, y
cf +g € Ammemal(Rritn2) - fg e Amotme (RMT2), (2.60)

En el caso de que my = m, = m, esto también demuestra que A™ es un espacio vectorial, pero solo
es un algebra si m = 0. Tomamos la funciones p*(z,y) = ((z,y);)™ parai = 1,..,n1 +ny y m € Ny.
Para cualquier multi-indice « tal que a; # 0 con j # 7 o si o > m se tiene que Dp}* = 0. Ahora
solo falta considerar 9¥p7(z,y) = mx* (m—1)...(m—k+1)((x,y);)™ % con k < m. Si |(x,y);| <1

entonces es claro que
(2, ) < 1< ((2) ()"

Y si |(z,y);] > 1 tenemos que

m

(G < e < 32 () (i + 1et)' = (VT TR TWIP)

7 < ({a) (5™

Entonces p" € A™(R™*"2). Ahora, como un polinomio arbitrario en n; + ny variables se puede
escribir como p(z,y) = >, cal(z,9)* = Y. ca [[27™ pf(2,y) por lo que de lo anterior es claro
que estos estan en A(R™*"2) (en particular las fun01ones constantes). Notamos también que si
una funcién f € C°°(R™*"2) cumple que para todo multi-indice « existe p, € A(R™*"2) tal que
|D*f| < |pa| entonces se sigue de inmediato que f € A(R™*"2). Con esto en mente, demostramos
lo siguiente.
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Proposicién 2.5. Sea f € A™(R™2) y | € Ny definimos la norma

| flly = méx sup| DIDyf(x,y)| ((x) ()" (2.61)

+8I<!

|
entonces A™(R™T"2) es un espacio de Frechet con las normas (2.61)).

Demostracion. Que es una norma para cada [ € Ny se sigue de las propiedades del supremo
y de que ((z) (y))™™ es una funcién positiva. Solo falta demostrar que es completo, por lo que
sea {f,} C A™ una sucesién de Cauchy, esto significa que es de Cauchy con respecto a la norma
[I[,,,, para toda I € Ny, pero esto significa que para cualesquiera a, § multi-indices, la sucesién de

funciones (DDY f(x,y)) ((z) (y))™™ es uniformemente de Cauchy por lo que existe una funcién
Ga,p : R™MT™2 tal que

lim (DyDy fu(2,y)) (=) (1) ™™ = gas(@.y),

uniformemente. Como ((z) (y))~™ es continua y positiva se sigue facilmente que DyD? f,(z,y)
converge uniformemente a g, g(x,y) ({(z) (y))™ en subconjuntos compactos. Esto es, como la sucesion
y la sucesion de las derivadas de f,, convergen uniformemente localmente, se sigue que al menos

f=g00({) (N™ € CX(R™*™) y que DIDJf(x,y) = gas(w,y) () {y)) ™™, por lo que solo falta
demostrar que f € A™(R™*"2). Puesto que

|DED} f(x.9)| < [DEDS fulr.y) — DEDS ()| + | DD ()]
< (1D} 1ulr,9) = DEDEF3) (@) )7+ W allyas ) () ()"
T Supl| ol () (WD)

puesto 1imy, oo SUp|| full,,, 415 < 0C al ser la sucesién de Cauchy y por lo tanto acotada. Se sigue que
f e A™(R™*2) y como la sucesién de Cauchy es convergente se sigue que el espacio es completo
lo que termina la demostracion. O

Teorema 2.6. Sean ni,ny € N, m € R tal que ny > ny y p € A™(R™*"2). Si tomamos (z,x,y) €
R™*"2 con x,y € R™ entonces la integral oscilatoria

Os/ / e " Yp(z, x,y)dxdy, (2.62)
R”1 JR"™1

existe como en la definicion[2.4 Si tomamos la funcion p: R™2~™ — C dada por

p(z) = Os / / e " Vp(z, x,y)ddy, (2.63)
R"1 JR™1

se cumple que p € A™(R"27™10) y se tiene la siguiente representacion

D) = [ e o) (0 0 D)) dedy. (269

donde
(0)* == (1+V?), (2.65)

y la integral de la derecha converge absolutamente para | € Ny suficientemente grande. Finalmente
para todo | € Nqy existen ' € Ng, ' > 1 y C, > 0 tales que

121y < Cillpll (2.66)
Con las normas dadas por
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Nota. Por formalidad, solo mencionamos que en el caso ny = ngy, en lugar de considerar la funcion
D, se entiende que la integral oscilatoria

Os / / e Yp(x, y)drdy,
R”?1 JR™1

existe y es una constante en C. Y también se cumple tomando v = 0.
Se va a demostrar antes un sencillo lema, pero que se sera de mucha utilidad.

Lema 2.7. Para todo o multi-indice y k entero podemos escribir

1 Cp BI‘B
Do — : : (2.67)
(1 +[l=)%)"? 6.2 (1 + [Jl=)?)" >+

con ¢z € R y kg € N tal que 2kg — |a| > || v |8] < kg < |a|. Y se cumple que

1
(1 + [J=]?)""

Ck,a

D® < 5
1+ 0%

(2.68)

k2"

Demostracion. La demostracién serd por induccién sobre el orden de los multi-indices. Si |a| = 0
la igualdad es trivial con cyo = 1y ky = 0. Ahora supongamos que la igualdad se cumple para
multi-indices de orden |a| = k, entonces sea o mulit-indice tal que |a| = k + 1 entonces para
algtin i = 1,--- , N podemos escribir D* = 9,, D* con |o/| = k entonces aplicando la hipétesis de
induccion tenemos que

Da

1 -y 9 crpz” -y cepBir” % (L4 |l2]%)  (k+ 2kg)er pa*

e R e = (R e B e A

de esto es claro como tomar las constantes (fijando las que faltan como 0) y queda demostrada la

induccién. Ahora si suponemos que |z”| < 1 se cumple trivialmente que |z°| < (1 + ||x||2)kﬁ_|al/2
27| > 1
2% = ﬁ ()" < (|ﬁ|> ﬁ (22)% = | < )@l < Zk‘ia' (21% - |Oé|)||x||2k:
B =1 v 18'I=15I p =1 v - = b
= (L [l
Entonces de la desigualdad del triangulo se sigue que existe una constante C , tal que
o 1 Cra Cra
D 0+ quz)k/z = (1+ ||x||2)(k+|a\)/2 < (1+ Hx‘|2)k/2 (2.69)
O
Demostracion Teorema 2.6. Calculando directamente se puede comprobar que
W) Q)= (@) (1 V) e = e, (2.70)
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Sea {Xc}e0 una familia como en la definicién2.2] entonces de (2.59), de la formula de integracién
por partes [1.17] y de la regla integral de Leibniz [[.13] tenemos que

Dz/ D,y )X, y)dudy = / (<y>_21 (00)” 67””’) DYp(z, 2, y)xe(x,y)dzdy
— /e—iz-y <<y>—2l <8;r>2l D)p(z, z,y)x(z, y)) dxdy
— /e—ix-y ()2 (8y>21 <<y>72l (8,)* DYp(=, x,y)xe(aj,y)> dxdy.
(2.71)

Notamos que, como son operadores diferenciales con coeficientes constantes, podemos usar el teo-
rema multinomial para escribir formalmente

l .
1+Vv2) = D2/é 2.72
1+9) =3 () (272
con /€y es un multi-indice formado de quitar el primer termino del mutli-indice . De forma maés

precisa, puesto que todos los operadores en la expresién (1+ V?) conmutan, el teorema multinomial
es valido si se considera la composiciéon como el producto y la igualdad se entiende como operadores

que actian en algin C*. Usando (2.72)) y la regla del producto de Leibniz (1.12]), tenemos que.

Z\m:l (é)Diﬁ/éoDZ(p(Z’ Z, y)Xe(xv y))

(1+ i)’

S a1 (B) D2 D (p(2, 2, y)xe (2, )
l
(1+ Iyl

== <l) (l)Dia/éO D" DI (p(z, 2, y)xe(2,y))

@, ((9) 7 (0)" DIp(z 2, y)xe(w,9) ) = (0,)”

— \& B 2\
1= (14 lw)?)
_ I\ (1 (2a/é
- X ()
'i'fﬁ
o/|§2‘;/éo
x (D5 () ™") D2eseo=e! (D2 DY (p(z, v, )X (,9). (2.73)

De la propiedad |3| de la familia es claro que {x.}o<c<1 €s un subconjunto acotado de A°(R*™) y
por lo tanto es un familia uniformemente acotada. De esto y de se sigue {px.}oce<1 €S un
subconjunto acotado de A™(R™*"2). Por lo tanto Usando esto y el lema , podemos encontrar
(1, una constantes positivas independientes de € tal que

@) (49) 7 (0" DIn(z 2. 9)Xc (@) ) | £ Con Il 20 (@)™ ()"

con I’ > 2l + |y|. Por lo tanto

e (@) @7 (1) (0" D2z 2 y)xel) )| < Gl 2™ () )™ (2.74)
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La funcién ((-) (-))™ * de la desigualdad de la derecha estd en L'(R2") por (1.1). Entonces del
teorema de convergencia dominada se sigue que

lfm D] / “Vp(z, 2, y)Xe (@, y)dady = / /R e @) (9, (<y>_2l (0a) DIp(z, x y)) dzdy

-0 / ) 0 (1) 0. ple ) ) dedy,

donde la tltima igualdad se obtiene de la regla integral de Leibniz [[.13] Para finalizar notamos
que como [’ en la desigualdad (2.74]) depende a lo més de [ y de el orden de v que actia solo
sobre z, entonces (2.66) se sigue de aplicar esta desigualdad a la representacién que acabamos de
encontrar. 0

Ahora vamos a calcular algunas integrales oscilatorias que resultaran tutiles mas adelante.

Proposicién 2.8.

1. Siae ARY)

05(2;)]\[ /ei”'ya(y)d:cdy = a(0). (2.75)
2. Sean «,  multi-indices
1 o wyf 0, ifa# B
- Ty — e 2.
O eny / T TR {—<—;3, ' fa=B (2.76)

Demostracion. Para 1, sea x € S(RY) tal que x(0) = 1 y tomamos x.(z) = x(ex) entonces por el
lema [2.3] tenemos que

1 —ix-y _ 1 —ix-y
Osw/e a(y)dxdy = 1135 oL /e a(y)x(ex)x(ey)dxdy

{ ity ! ! 2,1
0 (2m)N / eV aley)x(z)x(€y)drdy
=limo—% / a(ey) Fx () x () dy,

donde en la segunda igualdad se usé el cambio de variable 2’ = ex,y’ = y/e. Notamos que para
€ < 1, de la propiedad [3] de la familia .

la(ey)Fx()x(€y)| < CoEol FxW)] (v)"™

Como el término de la derecha es integrable puesto que Fy € S(RY), entonces del teorema de
convergencia dominada y del teorema de Plancherel se obtiene que

1l ! N _
Os gy [ € at)ddy = s [ alOFx)dy = a0)x(0) = a(0)
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Para 2 sea {x.} como en la definicién [2.2] entonces

1 iy TY 1 L 2oy
Y —1 Ty
"2y /6 ol dwdy = lim (QW)N/B Xel@,y) oy dedy
i 1 ; o, —iTy y’B
- ll_r)% (27].)]\[ ((ZDy) € ) Xe(% y)a!—ﬂ!da:dy
1 —izT-y . a yﬁ
- €50 (27T)N € (—sz) Xe(% Z/)a!—ﬁ!dmdy

Donde se integro por partes en la tltima igualdad. Por las propiedades [1| y [2| de la familia {x.}
los términos que dependan de las derivadas de estas en el limite se anulan uniformemente entonces
usando la regla de Leibniz tenemos que

1 —ix-y mayﬁ 1 —ix-y . o' ’
OS(?W)N e Il dxdy = Os(2W>N e ""Y(—iD,) a!—ﬂ!dxdy

1 A f-a
= OS(QW)N /e_””'y(—z')o" (i) %dzdy

Por lo tanto 2 se sigue de aplicar 1 a esta integral. O

2.3. Operadores Pseudo-Diferenciales

Los operadores pseudo-diferenciales sirven como una forma de extender el estudio de operadores
diferenciales, explotando la transformada de Fourier (c.f.r. [35, 39]). Para motivar un poco la teoria
recordamos que si tomamos un operador diferencial lineal con coeficientes suficientemente suaves
(e.g. actuando en algtin S(RY)), como

Pu(z) = Y as(zr)Du(z). (2.77)
la|<m

Si definimos el simbolo del operador P como

pla,y) = > aalz)(iy)®, (2.78)
la|<m
se sigue que podemos expresar el operador como
1\" .
Pu(z) = (—) / ez, y) Fu(y)dy. (2.79)
2 RN
Entonces una forma de generalizar esto es remplazando el polinomio p por funciones suaves de

crecimiento polinomial.

Definicién 2.9. Decimos que un operador P : S(RY) — C*(R") es un operador pseudo-diferencial
con stmbolo p(z,y) € A(R*Y) si se puede representar como

1 .
Pule) = sy [ @ ple ) Fulo)d, (2.80)
y lo denotamos por P(x,0,). Para un pardmetro p € R definimos
1 -
Plapdy)ula) = g [ € nle. o) Fulw)iy 2.51)
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Que Pu € C®(RY) se sigue de la regla integral de Leibniz|1.13| Sin embargo el operador es mucho
mas regular.

Lema 2.10. Si P(x,0,) es un operador pseudo-diferencial con simbolo p € A™(RY), entonces
P(x,0,)u € S(RY)

Demostracion. Sea o un multi-indice arbitrario y @, Q" € N tal que m — 2Q) = —@Q’ entonces por la
regla integral y diferencial de Leibniz, y de la regla de la cadena tenemos que

(2m)V ()29 De Pu(z) = ()2 / (DEp(z,y)) Fuly)dy

=2 / ( ) ) em'y) (Di‘“'p(%y)) (iy)* Fuly)dy

o' <a

= Z/( ) =0 (9, (D2 'pla.y)) () Fuly)) dy,  (2.82)

o' <a

por lo que usando (2.72)) tenemos que

@22 ((px'vtoa)) rut)] < X () [Py (D2<nton) D2 (i) Futo)

Bl=Q ﬁ
B'<28/éo
Q m —N—-1
< > ( Clor e Koo menvar (@)™ () V7,
— B
1B|=Q
B'<28/éo

(2.83)

Recordando que <~)_N_1 € LYRY), juntando (2.82) y (2.83), se sigue que existe una constante
Kq o tal que

() D2Pu(a)| < hra ()"

& | DEPu(z)| < koo (2)79 (2.84)
Por lo tanto Pu es de la clase de Schwartz. O

Uno de los principales beneficios de los operadores pseudo-diferenciales es que permiten traducir
muchas operaciones y relaciones diferenciales a un calculo sobre los simbolos de estos a los cuales se
les pueden dar formulas explicitas. En este cdlculo simbdlico existe una importante conexién entre
estos operadores y las integrales oscilatorias como se ilustra en los siguientes lemas.

Lema 2.11. Sean q1,q2 € AR?*Y) y sea T > 0. Si definimos

qa(p, 7,y) // (,y + pa')ga(x + v/, y)dy'da’, (2.85)

entonces {q(p, x,y) }oc<p<t €std acotado en A™utmez(R*N) con respecto a las normas .Y

Q(pvxaan) = Ql(x’pax) OQ2($7paﬂv)' (286)
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Demostracion. Del teorema[2.6| es claro que {q(p, z,y) }o<<pcr C A™a M2 (R*V) y que si tomamos
[ € N tal que 0 < 20 — (my, +my,) — N podemos expresar (2.85]) como

—ix' -2l —21
D ilo9) = [ [ () @ ()™ @) DYyl + o aata + o)) ',
(2.87)
usando ([2.64) Entonces, usando (2.72) tenemos que
DY, ) @) (W) 00 aa(,y + p s+ 4 y)
= () (0,)" <<y'>” @)Y j,)Dzm 0@y + pa') x DY o+ y',y>>
V<Y
n— n— é ! ! éo
= (@) @) | ()Y pHe B) (})D&ﬁﬁ/ (@, y+pr) DI Y ax(@ + Y, y)
Toi
_ ! , 1 ‘o e .
"5 o () () () ()P L e DL e 0
V< (14 1w17)
o
o' <a

Entonces usando el lema[2.7] la desigualdad del triangulo y tomando méximos existe una constante
(), independiente de p tal que

‘D L€ () (0, ((y’>_2’ (0 12,y + pr)aa(z + o/ y)) ‘

< G (@) fy + pa))™ ({z + ) ()™

B (1+ [12/]7)" (1 + [lyl”)’

= Cup (22 ) (/)™ (22) ) ()™

- (1+ 1277)" (1 + Dy 1)’

= Cup(20 4+ Tt (@) ()™ (@)™ (y)™

- (T+ 12717) (1 + D)’

= O, (@) (y))m ot aymn = e (2.88)

donde Cl’77 depende a lo mas de T'. Entonces, reemplazando en 1) nos queda que

Do) < ¢t (o )™ (e ad) ([urear). e

por lo que {q(p,z,y) bo<,<T estd acotado en A™u+me (R?N). Ahora, si tomamos {x.} como en el

lema 2.3y f € S(RY), entonces
Qp.a.p0) (@) = [ & alp,.p0) FF )y
= /e (113(1) (2m)~ // (@ y ) (x, py + p’)qe(x + 3, py)dy' drc) Ffy)dy

= / "V 1im qc(p, x, py) F f (y)dy
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Repitiendo los mismos argumentos con los cuales se obtuvo (2.89)) pero para ¢. y recordando que
de la propiedad |3| de la familia {x.} se sigue que esta es un subconjunto acotado de A%, existe una
constante C} independiente de € y que a lo mas depende de 7', tal que

lac(p z, py)| < Cg () ()™ "™
Y como Fu € S(RY) entonces para N’ € N tal que 0 < N’ —mg,, — N
[ac(p, 2, py) Fuly)] < CjoKon ({x) ()™ (y) "
< CloKon ()Mot <y>mq2_N/ :

Entonces por el teorema de convergencia dominada y por el teorema de Fubini [1.15] tenemos
que

(2P Qpy,p02) 1) = iy [ ¢ a(p, . ) FS )iy
= lim [ V(@ y ar (2, py + pa)aa(x 4y py) FF (y)dy'da'dy

=lim [ VD (2 (u - )1 (z, py + pa')ga(u, py) F £ (y)duda’ dy

e—0
= lim [ Oy (w ), (u — 2))au(z, pw)g2(u, py) F £ (y)duduwdy
:ggammWw/WW/WWAwwawmwwﬂmmmm

(2.90)

Definimos

pe(@,y, w,u, p) := x(e(w — y), e(u — x))ga(u, py) F f(y),
re(x,w,u, p) := (.Fy_lpe(a:, -,w,u,p)) (u),

(@, w,p) = (Fure(z,w, -, p)) (w),

te(z,wp) == q1(z, pw)se(z,w, p).

Integrando por partes respecto a la variable y (1.17]) y usando la regla integral de Leibniz ((1.13)), se
tiene que para todo «,  multi-indices

Se

D DEr(w,w,u,p) = 3 (g) ()~ / eru(iy)? (0,0 DI Dapd(w,y,w,u, p)dy.  (2.91)
B'<B

Por lo que podemos encontrar una constante C, g n > 0 tal que

!

| DS DEre(z, w,u,p)| < Cypnr (u)y™" (2.92)
Repitiendo el argumento con esta cota también se cumple que
|Dse(2,w, p)| < C7 (w)y™". (2.93)

Por lo tanto reuniendo todo esto se sigue que existe una constante K > 0 independiente de € y que
dependa a lo mas de T tal que

et (2, wp)| < K (x)™ (w)” Y (2.94)
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Entonces si consideramos (2.90) como integrales iteradas en el orden dy — du — dw usando
(2.92}f2.93]12.94)) y el teorema de convergencia dominada también de forma iterada para cada
integral obtenemos

Q. pooJule) = e [ e mpw) [ e [ e o) F () dydud
= e | ) [ (@ulup0,) 1) (w)dud
/

= Gy | ) (F Qo p0,) ) ()
= Ql(xa pax) © Q2($v pax)f(fﬂ), (2'95)

que es lo que se queria demostrar. O

Lema 2.12. Sea q € A(R?Y) y sea

// Y (x4 2y + o )dy'da’ (2.96)

q*(r,y) =

Entonces para todo f,g € S(R™)
(Q(l’,ax)f, g)L2 = (fa Q*(xaaz>g)L2 (297)

con Q* el operador pseudo-diferencial con simbolo q*.

Demostracion. Del teorema se sigue ¢* € A™a. Por definicién, tenemos que

( / ew-yq*u,y)fg(y)dy) dr

/ f(@)e =g (@ ) F~1(9) () dydz.

(f, Q" (2,0:)9),,

Sea {x.} € S(R*) una familia como en la definicién [2.2) n entonces por definicién y por el teorema
de convergencia dominada tenemos que

" 1 il —z- a1
(f:Q(@.92)9)r2 = lim 5o / Y=g+ 2!y + ) (@) F @) () xe(' sy ) dy' da' dyda
1 i(2! —2)- (" — z 1,
iy e [ e ) 1) F @) e — )y

3 1 iy e — iy o
—tin e [ ([0 @ ([ )
X (/ e_m'yﬁxe(m” —x,y — y)f(a:)dx) dy”) dy) dx".

Si manteamos el orden de las integrales iteradas de podemos intercambiar el limite en la integral
como se hizo para obtener (2.95)) en el lema anterior. De esto y del teorema de Plancherel [1.39] se
sigue que

1@ (w000 = [ 3 ( [ st F D) do”
= (Q(%,0:)f,9) 12 - (2.98)
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Ahora se presentara un teorema cldsico sobre la continuidad de estos operadores en L?

Teorema 2.13 (Calderon-Vaillancourt). Sea P : S(RY) — S(RY) un operador pseudo-diferencial,
tal que su simbolo estd en p(x,y) € A™(R?*N), con m < 0, entonces existe una C > 0 y | € Ny tal
que para todo u € S(RY) se tiene que

[Pully < Cllpll,, ollwll,; (2.99)

con |||, la norma en L*(RY) y ||||ml la norma dada por (m)

Antes de demostrarlo vamos a considerar unos lemas generales pero que seran de gran utilidad.

Lema 2.14. Eziste un ¢ € C°(RYN) tal que

Y dw—2=1 VreRY (2.100)

z€ZN

Demostracion. Sea 1) € C3°(R) tal que ¢ > 0y 4 [p1j= 1 entonces notamos que la funcién
= x—2), (2.101)

donde la suma esta bien definida por la compacidad del soporte de 1, cumple que ¥ > 1 puesto que
para todo x € R existe z € Z tal que z — z € [0, 1]. Entonces podemos definir

b0 = - (2.102)

Y finalmente para z € RY definimos

o) = | [ pola:), (2.103)

que cumple lo requerido verificando directamente. O]

Lema 2.15 (Cotlar-Stein). Sea {A;} un conjunto numerable de operadores acotados en un espacio
de Hilbert 7€ tal que existe una constante M > 0

Sup Z”A*AkHI/2 sup ZHA Aillgs <M (2.104)

<M
OP

o]
J=1

Demostracion. Primero, puesto que para un operador acotado arbitrario se cumple que [|T7™||,p =
IT*T||op = |IT||5p, por induccién para m par y T auto adjunto ||T7|,p = ||T]|5p- Por lo tanto si
tomamos m € N par y H =TT entonces

H™lop = 1Hl5p = HTHOP‘ (2.105)
Ahora sea

T =) a;A5A; (2.106)

j7k
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donde tomamos {a;;} C C tales que |a; x| < 1y solo un nimero finito, digamos N de estos, son
distintos de 0. Entonces para m par

(T*T)™ = @5 A Aj s i A5 A Qi i A A (2.107)

Por la submultiplicidad de la norma de operador se sigue que

145, A5, - 45

Jam—1 ]4m||OP

< min (|4, A

Jam—1 j4m||op’

P HAkﬁlm 2A>;4m 1||op) (2'108)

J‘2HOP

145 | o p Il Ajan llop || Az A

Entonces usando que min(a, b) < v/ab para todo a,b > 0y de las hipétesis que || Ag|lop = A%l op <
M tenemos que

HTmHop < MZ |O‘j1,j2|HA 32H1/2 ‘Ajz Al
< MZM4m71

Ji

= NM*™ (2.109)

1/2 1/2

||Ak4m 1 ]4m||

Por lo tanto de (2.105)) se sigue ||T||,p < NY?™M?2, por lo que si hacemos tender m a infinito nos
queda

IT|lpp < M?. (2.110)

Luego, por Cauchy-Schwartz

> g (A, Ax) | = (T, x) 0| < M2||z|f,. (2.111)

7.k

Por lo tanto si tomamos o, = (A;z, Apx) ,, / } (Ajz, Agx) jf‘ y reemplazando en la ecuacién anterior
tenemos

N

> Az, Agx) | < M|z, (2.112)
7.k

como N fue arbitraria, se sigue que
> (A, Agx) | < MP||z|[%,. (2.113)
g,k

Ahora Y como para n,m € N se tiene que

2

<) (A, Ay ), (2.114)

H i,j2m

Entonces, como el término de la derecha en la desigualdad anterior es la cola de la sucesion con-
vergente Zj’k‘(ij, Akx)jA, esta se va a 0 cuando n,m se va a infinito por lo que la sucesion de
sumas parciales > | A;x es de Cauchy y como el espacio de Hilbert la sucesién converge. La cota
en la norma de operador se sigue de la desigualdad , lo que termina la demostracion. O
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Demostracion del Teorema 2.10. Por simplicidad, también vamos a considerar a los operadores
P’ := PoF~! que por el teorema de Plancherel [1.39] es suficiente demostrar que estos son acotados
en L? para demostrar que P también lo es. Definimos K : R? — C como

/

k(x,2') = " p(x,2), (2.115)

y primero, supongamos que m > N, p € A"(R?*") y u € S(RY) entonces por definicién

1 _—
Pu(z) = 2m)h /e””” plx, 2" )u(z")ds' = /K(x',x)u(m’)dm’
de (1.1]) se sigue que

Pll 0 _
K(x do’ < ——"2 N da! 2.116
swp (Il < G0 [ ) < o0 (2.116)
sup /|K x)|dx < HpHm’O/<x>_de < oo (2.117)
v RN (2m) N

entonces

|Plu(x |</|Kac z)u(z')|da’ —/ny )P K (2P Ju(2)|da!

< </|K(x’,x)|d:v’) </|K(:E’,:v)]|u(:r’)\2dx’> 1/2.

Donde la ultima desigualdad se sigue de una aplicacién directa de la desigualdad de Cauchy-
Schwartz. Entonces por el teorema de Fubini[1.15] se tiene que

2
1Pul < (ollo/ )™ [y de') i, 2.115)

de lo que se sigue que P’ es acotado en L? y por lo ya discutido también P. Y por el teorema de
Planchere y la sub-multiplicidad de la norma operador se sigue que

1Pulle < 2]y / (@)™ do'|Ju] 2. (2.119)

por lo que tomando | = 0y C' = [ (/) " dz’ este caso queda demostrado. Ahora si tomamos
p € A2 de los lemas y existe un ¢ € A"™(R?M) tal que P* o P = @Q entonces por el
caso que acabamos de demostrar y por (2.66))
1Pull}2 = (Pu, Pu) 2 = (u, P*Pu) 2 = (u, Qu)pz < [lul 2| Qull 2
2

< gl ollullz2

< C'Cogllp™ll i

< O/Cﬂ,qch,p* 3m/2,l7 (2.120)

entonces también en este caso se cumple el teorema. De la misma forma por induccién se puede
demostrar que para todo k € Ny el caso p € A-m/2 (R*Y). Si tomamos un e > 0 arbitrario y
tomamos k tal que —e < —m/2F si p € A~(R2N) C A~/2"(R2N) se sigue del caso anterior. La
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demostracién para p € A° resulta ser distinta. Ahora consideramos ¢ como en el lema entonces
se tiene que

Z ¢k1,k2p:: Z Dky ko (2121)

k1,ko€ZN k1,ko€ZN

con @p, 1, (2,y) = ¢(x — ki, y — ko). Notamos que py, x, € C5°(R*Y). Definimos para ki, ky € ZV el
operador

Ulky, ko)u(z) = e 2u(z — k), (2.122)
y es claro que es unitario como operador en L? y que su adjunto estd dado por
Ulky, ky)* = e”® 72U (—ky, k), (2.123)
y que ademas se cumple
Ul(ky, ko)U (ks ky) = e ® 2R U (ky 4 ks, kg + ky). (2.124)

También, es facil de verificar que si 7_j, _x, €s el operador de traslacion, entonces para cualquier
2N o _
be S(R ) S1 bkl’]f2 = T_kh_]@b

Biy ks, = Ul(k1, ko) BU (ky, ko)* (2.125)
en particular si tomamos qi, k, = OTh, kP
Py ko = U(k1, k2)Qpy 1, U (K1, k2)™. (2.126)
Juntando todo esto tenemos que

Hpkl,kQP];kg,k‘zL HOP = HU(kb kZ)QkLkQU(kl; k2)*U<k37 k4)QZg,k4U(k37 k4)*HOP
= HQkthU(kfg - kl? k4 - k?)QZg,k4U(k37 k4)*U(kl> k?) or
= Hle,sz(k3 - kl? k4 - k2>Q237k4U(k‘3 - kl) k4 - k2>*

op (2.127)

También, se sigue de la regla del producto de Leibniz y de que (>N ¢ es una funcién de prueba que
para toda N, € Ny, existe C' > 0 tal que para todo kiks € Z" se tiene que

@k kel < Cllplloy- (2.128)

Entonces, usando el lema [2.11] [2.12] (2.125]) y (1.71]) se tiene que si definimos

q(k17k2)=(k37k4)( 271' // le kz T,y +x )Tkl k3,ka— k4qk3 ka4 (]3 + y y>dy dCL’

= (27r) /Qk1 ko (27 Y+ f) (/ e_iy,'x,Tkl—k37k2—k4q;:3’k4(33' + y/,y)dy') d$,

1

- (27T)N /ei(kl_]%)w/q}ﬁ,kz ('r7 Y+ x/)}—l(Tz,k2—k4q23,k4)(xla y)dl’,, (2'129)

donde F; se refiere a la transformada de Fourier con respecto a la primera entrada, se sigue que

Qry kU (ks — kuy by — k) Qo Uks — kuy by — k2)™ = Q(iy ko), (ks k) - (2.130)
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Por lo tanto de ([2.127)) se sigue que
”Pkl,k2P§3,k4”OP = “Q(kl,kz),(kg,k4)||op- (2.131)
De nuevo, consideramos el operador

1 iz
Q/(k17k2),(k3,k4)u($) = W/e yq(kl,k2),(k3,k4)(xvy)u(y)dy7 (2132)

entonces tomamos K(k17k2)7(k37k4)(x, Y) = €Yqky ko) (ks ka) (T, y). De nuevo por el lema

iy s (2, Y e~ Y Qs (T 27y + ") dy da” (2.133)

notando que en este caso COMO Gk, ks, Ghs ks € S(R*Y) estas integrales convergen absolutamente.
Integrando por partes, y usando que estas son funciones de prueba, vemos que para Ny, No € N
tales que Ny — N; < —N y o multi-indice existe una constante C' > 0y | € Ny tal que

(2m)" | D g g, (2. y)] < / 1k sl e, C ") (5N (4 2y + ")) dyda”
< [Ipllo, / (") (")~ () dyda”, (2.134)
recordando la definiciones de las normas del espacio de Schwartz (1.61]) y la desigualdad (1.2). Por
lo tanto repitiendo el argumento para la integral dada en (2.129) y usando la cota que acabamos

de encontrar, para todo Ny, N3 € Ny tal que Ny — N3 < —Ny « multi-indice, existe una constante
C >0yl eNjtal que

(20| DGt ik (:9)| < 'l / = Ks) ™ {(y + ) (o + sy + e — Ra)) T da!
< 2CIplg, tha = ko)™ [ (way + )T (@ =)™ (@ =y e — Ra)) T d
k) Mz — )V (@ =y ey — k) / (y+ o)) da!

< 4C D12, (y — k)™ (g — k)™ / (2NN g (2.135)

< 2C"|Ipllg, (s

Por lo tanto, de nuevo integrando por partes y usando la cota anterior,existe [ € Ny y C' > 0 tal
que

/‘K(kl,kg),(kg,m)(xa y)|de < Cllplly, (k1 — ks)™ N (ky — ky) "V (2.136)
y de la misma forma
/}K(kl,kz),(ks,m(ff,y)|dy < Cliplle; (ky — ks) ™V oy — ky) "N (2.137)

Por lo tanto al tener cotas como las de (2.116)) consecuentemente se tiene de (2.118]) que existe
K > 0 tal que

—N. —N.
||Q/(k‘1,k2),(k3,k’4) HOP S KQ”pHg,l <k3 - k1> ’ <k4 - k2> ’ : (2138)
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Como el Ny que tomamos fue arbitrario, fijamos uno tal que No/2 > N entonces tenemos que

> Qo) sk Hé/i < > Klpllgy (ks — k)T (g — ko) TN

(ks,ka)ENZN (ks3,k4)ENZN

1
= K”pHO,l/ N2/2 /derdy
\/1+Zz 1 _kl \/1+Zz 1 _k2j2

< KHpHo,l / (x — /<J1>_N2/2 (y — ko)~ Na/2 dxdy
R2N

= K|plly, /RQN ()2 () T2 dady < oo, (2.139)

por lo tanto de (2.131) y del teorema de Plancherel [1.39se cumple que

sup Z ||Pk1,k2 P(k3 ka)*

2N
(k1,k2)€Z (k3,ka)€Z2N

1/2 —IN2 — N2
bp < PVK Il [ @7 )7 dady. (2140

De manera completamente analoga se obtiene

Sup oN Z ||P(7€1,k2)P(k3,k4)
(k1,k2)€Z (ks ka)€Z2N

1/2 — _
< PRIl IS [ @7 ) dady. (2141)

Puesto que Z(k )ez2N Py, 1, converge puntualmente a P usando || en S por el teorema de
convergencia dominada, se sigue de esto y del lema [2.15]la demostracion. O

Finalmente, vamos a dar una conexién importante entre operadores pseudo-diferenciales e integrales
oscilatorias. Una conexion inmediata se puede dar es escribiendo de manera explicita la transformada
de Fourier en la definicién 2.9} lo que nos da

P, 0, )u( e Yp(, y)u(a')da' dy

= (QW)NOS//GM Yp(z, y)u(z + 2")da" dy (2.142)

donde la primera integral se tiene que entender como una integral iterada pues en general no
converge absolutamente en R*V, por lo que la integral oscilatoria da una representacién ttil. En
particular, esta representacién nos permitira dar formulas para operadores pseudo diferenciales con
un mayor numero de variables independientes mixtas.

Definicién 2.16. Sea p € C®(R*Y) y supongamos que existe m € Ny tal que para toda o multi-
indice existe una constante Co g > 0 tal que

| Dap(z,2",y,9")] < Co (2)™ (y)™ (2.143)

yu € S(RY) definimos a el operador pseudo-diferencial de doble simbolo p, que denotamos por
P(z,0;,y,9,) : SRY) — S(RY) como

1

P(z, 05y, 0y)u(z) = (27?)2N

Os/ e W Ny 2 w4y, (e +y + v )dydy' dzd2,  (2.144)
donde la integral oscilatoria existe por[2.6
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Se demostrard que en realidad esta solo es otra representacién de un operador pseudo-diferencial
como se definié en Antes de esto se demostrarda un lema para dar mayor flexibilidad a esta
representacion.

Lema 2.17. La ecuacion (2.144) se puede representar como

1 i(x—y)-x' +iy-y’
(27T)2N /6( v) +yyp(x7x,7y7y/>fu<y,)dy/dydx/; (2145)

donde estd integral se entiende como una integral iterada en el orden dy — dy — dx’.

P(x,0,,y,0,)u(z) =

Demostracion. Sea {x.} como en el lema entonces por definicién

27) N P(2,0,,y, 0y u(x) = lm [ e ="y (y o/ 2, 2 )p(x, 2,2 +y, 2 Yu(x +y + o )dydy'dzd? .

e—0

Si tomamos los siguientes cambios de variable ' = x +y,2” = = + y + v/, tenemos que

(ZW)QNP(x,am,y,ay)u(x) =1lim [ &** {/e‘xl'z [/ v (/ e_x"'zlxe(x' —z, 2" — a2 2,2

e—0
X p(x,z, 2, z')u(a:")dx") dz'} dx'} dz,

entonces de la misma manera que se obtuvo (2.95)), utilizando el teorema de convergencia dominada

de manera iterada, podemos meter el limite a la integral de lo que se sigue el lema. O
Proposicién 2.18. Sea p € C°(R*Y) que cumple , Y sea
plz,y) = (2;)]\, Os/ / eV plxy+ oz +y, y)dy'da (2.146)
entonces
P(z,0,,y,0,) = P(x,0,), (2.147)

como enl2.9.

Demostracidn. Sea {x1.} C S(RY), {xo2.} C S(R?"), familias como en el lema [2.3] entonces si
definimos

pe(w,y, 2, y) = xale(y — '), (2’ — 2))xa(ey)p(z,y, 2", y), (2.148)

entonces por definicién se tiene que
onN P(z,0,) = /ei’”'y h’na (//e”/'ylpe(:c, v+, r+ y',y)dy’da:'> Fu(y)dy
€—>

— lfm [ e ( / / eV p(z,y o a oy, y)dy’dx’> Fu(y)dy

e—0

=lim [ Ve W0y (1 2!y y) Fuly)dydy' da’

e—0

— lim [ ™ [/ ey (/ eiy,'ype(x,:x’,y',y)fu(y)dy) d?/] da’

e—0

— /eix.x/ |:/ 6—ix/.y/ (/ eiy"yp(:v,a:/,y’,y)]:u(y)dy) dy/:| d.T/ (2.149)

donde para sacar el limite afuera y dentro de la integral se puede argumentar de la misma manera
en la que se obtuvo (2.95)). Por lo tanto la proposicién se sigue del lema anterior . O
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2.4. Espacios de Sobolev con Peso

Ahora introducimos el concepto de un espacio de Sobolev con peso (c.f.r.[34, 33]).

Definicién 2.19. Dados a € N 1 < p < oo, un dominio Q@ C RN y un conjunto de funciones
medibles 0 = {0, : Q@ = R;o, > 0 a.e., |a| < a}, definimos el espacio de Sobolev con peso
WaeP(Q; o) como

1/p
Wor(;0) = { £ € Qs [ fllape = | 3 / D f(@)Pou(e)ds | <oob.  (2.150)
la|<a Q
Este es un espacio vectorial normado con la norma || - ||,,, v generaliza a los espacios de Sobolev

usuales tomando o, = 1. También notamos que si escribimos a la norma como
1/p

[ flapp = Z (||Dafacly/p||p)p )

laj<a

y tomamos P(a) = {«; |a| < a} podemos ver esta norma como la norma p sobre el vector (y,) =

<]|D°‘fa§/p|]p> € RIP@I Y por lo tanto es equivalente a la norma 1 dada por

[ fla.po1 = Z ||Dafaé/p||pv (2.151)

|a|<a

y a cualquier otra norma 1 > ¢. También notamos que si tomamos p = 2, entonces el espacio tiene
un producto interno natural dado por

(f7 g)WG»Q(Q;g) - Z (Dafo-;/27 Dago-;/2>L2(Q) . (2152)

lo|<a
Para propdsitos del modelo, se define una clase muy particular

Definicién 2.20. Definimos el espacio de Sobolev con peso B*(RY), tomando p = 2,Q = RN o, =
0510 <laf <a,00 =143, |22*], 0 (z) = 1 si|a| = a en la definicidn . La norma definida
enl|2.19 es equivalente a

1 llge == 11f1l2+ > (12 flls + (1D f]l) (2.153)

|laj=a

Pero usando el teorema de Plancharel, y usando la identidad esta norma es equivalente
a

112+ D (e fll2 + 2 F £]l2) , (2.154)
|a|=a

£+ Y (ID*Ffll2+ 11D f]2), (2.155)
|a|=a

que denotaremos de forma intercambiable como ||-|| ga.
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Aunque en general no es cierto que W*?(2, o) es de Banach (que es completo), se puede demostrar
que B® silo es.

Teorema 2.21. B(RY) es un espacio de Hilbert

Demostracion. Que 1' es un producto interno se sigue facilmente de que (-, ). vy loes. Porlo
que solo falta ver que es completo. Por ser una norma equivalente, podemos utilizar la convergencia
respecto a para comprobar que es completo. Esto es si {f,} es una sucesién de Cauchy
con respecto a la norma , falta demostrar que existe f € B*(RY) tal que lim, o fn = f.
Notamos que como {f,} es de Cauchy con respecto a esta norma, esto significa que también es
de Cauchy respecto a ||-||;2, y lo mismo para las sucesiones {z*f,} y {*F(f,)}, entonces como
L*(RY) es completo se sigue que existen f, f, [/, € L*(RY) tal que

lim f, = f,
n—oo
lim xafn - fom
n—oo
lim z*Ff, = f.
n—oo

Sea 1) € C°(RY), notamos que x%y € C°(RY) y que

() fo) = M (4,2 fo) 2 = lm (Y2, fu) 2 = (2%, f) 2 = / ()2 f(x)da. (2.156)

Es decir Como distribuciones T, = Tyay por lo tanto f, = 2f por el lema fundamental del
calculo de variaciones El mismo argumento se puede repetir para f. y z*F f usando que la
transformada de Fourier es continua. Entonces se tiene que f € B*(R"Y) y que f,, converge a f en
este espacio por lo que es completo. O

En estos espacios también se cumple que las funciones de prueba ( y por lo tanto las de Schwartz
también) son densas. Antes de demostrar esto, primero se demostrara una extensién de la ecuacién

@.157).

Lema 2.22. Sean f € L*(RY) y g € L*RY) entonces f x g(z) definido por converge para
casi todo x, fxg € LA(RY) y
F(fxg)=F(f)F(g) (2.157)

Demostracién. Primero notamos que como |f(y)|, |g(z — v)|?

que
[ [ 1wgte = wPiasay = 11,2

usando también que la medida de Lebesgue es invariante bajo traslaciones. Por el teorema de
Fubini, se tiene entonces que [ |f(y)g(z — y)?|dy existe casi donde sea, entonces de la desigualdad
de Cauchy-Schwartz se sigue que

1 xg(z)] < / FW)g( — y)ldy = / FW)alz — )12 ()Y 2dy

< / 1) |dy)1 171>

%)

son integrables por hipdtesis se tiene



Se sigue de nuevo de la desigualdad de Cauchy-Schwartz que

1> g(@)lly < N £l 119l (2.158)

Solo falta entonces demostrar (2.157). Sea {g,} C S(RY) tal que lim,,_,o, g, = g en L?, entonces

1F(fxg) = FUNDF @y S NFS *9) = FU % gn)lly + IF(f x gn) = FHF(9)l,
= lF(f g = Fxgo)lly + 1F(f % 9n) = F(NF (9],
< [ Fllopllf * (g = ga)lly + [IF(F)F(gn = 9)ll,
< 1 Fllop Uf11llg = gnlly + IF N llgn = gll2)

donde en la tltima desigualdad se usé (2.158)) y el lema de Riemann-Lebesgue (c.f.r. [41] Teo. IX.7).
Tomando n — oo el término de la derecha tiende a 0 por lo que F(f xg) = F(f)F(g), que es lo
que se queria demostrar. O

Proposicién 2.23. S(RY) es denso en B*(RY)

Demostracién. Sea f € B*(RY) C H*(RY), definimos f. = f x ¢ como en sabemos que para
todo multi-indice tal que || < a se cumple que D®f. — D*f en L*(RY). Si demostramos que
también D*F f. — D*F f en L2, se sigue de utilizar la norma (2.155)) que converge en H®. Usando

, y el lema anterior tenemos que
D*F f(w) = D*F(f)(@)F(é)(x) = Y D¥F(f)(2)e = ID*" F(g)(ex),

o' <a

por lo que puntualmente se cumple
ity D, (2) = (D"F(£)(@) F(0)(0) = (D°F(1)(@) [ olw)dy = DF(F)(a).
Y para e suficientemente chico (¢ < 1), tenemos que

D°Ff (@) < 3| D F @) o Fo) |

o' <a
entonces del teorema de convergencia dominada en LP(1.32)) se sigue que DYFf. — DFf en L2
Por lo que la demostracion se sigue de adaptar los argumentos de la demostracién del corolario

1.33.1a la norma ||-|| a O

Finalmente introducimos el Hamiltoniano del sistema clasico a través de la transformada de Legen-
dre de ([2.48)) (c.f.r.[17,4] cap. 4 y cap. 3-14 respectivamente) con el motivo de determinar el operador
Hamiltoniano cudntico que rige la dindmica del sistema. Esto es, partiendo del Lagrangiano (2.48)),
definimos

: oL L e
Z. oL ajy,
8al’k
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y despejando 27, a! , en términos de las nuevas variables, el Hamiltoniano por definicién es

H(z?,p? {ane}, {mr}) = ZP] i Y mgal, — L0 {ae}, {m})

kel
zl€{12}
" e eiejcos(k - (v' — 7))
=Y gl - SRR Y S A
j=1 7 kEAl i#£j || ||
Vi(m,)? Ak he| |k
Z V() L€ 1%[1* (ajy.)* ] H (2.161)
2 2|V 2
keAf
ile{1,2}

Con el Hamiltoniano, se puede motivar heuristicamente el operador que rige la dindmica cudntica del
sistema a través de las reglas de cuantizacién canoénica, donde se reemplaza los momentos canénicos
, con operadores diferenciales p/ — ihV;, W};’l — 1h0; 1k, (ver [9] Cap. 4) Lo que nos da
el operador diferencial

HZ

2
g eejcos(k - (at — 7))
R R P

keN; i#]
2 .
\V\ Ikl (aiy)* _ fcllk|
— 2.162
> zaa,k LY 2 (2.162)
keAj

ile{1.2)

Donde si tomamos N3 := |As| entonces este operador estd definido en B®(R3****¥3)  donde se

entienden las derivadas como derivadas débiles. También notamos que este operador es un operador
pseudo diferencial al verlo en S(R**™4¥3). Por simplicidad, en lo que resta del texto no vamos a
diferenciar entre estas dos. Esté prescripcion aunque ha resultado muy efectiva en la construccion
de la teoria cuantica a este nivel solo se puede entender como una relaciéon formal puesto que en
general no existe un mapeo que relacione funciones en el espacio fase de la mecanica clasica con
operadores auto-adjuntos en un espacio de Hilbert de estados [22]. Por lo tanto, de manera rigurosa
empezamos con ([2.162) y luego demostraremos que la integral de trayectoria produce la misma
evolucion temporal.

Definicién 2.24. Tomando la misma notacion que en la definicion sea a € N tal que a > 2
y supongamos que ¢ € A*(R),g € A*R3), entonces definimos el operador Hamiltoniano H :
Ba(R3n+4Ng> _>Ba72(R3n+4N3) como

n

1 ||n eiejcos(ky - (2" — 7))
H = —||=V;— — + J
j=1 2m; || ¢ |V| ;; |k’ I
SV (o9 N CIEIPXE  hefk

- = — ) 2.163
+JZ“ .2 \iox,) T 2w 2 (2.163)

La ecuacion de Schrodinger asociada a este Hamiltoniano esta dada por

0

ith—V(t) = HY(t), (2.164)

ot
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para funciones W : [0,00) — BY(R3"TN3) que son fuertemente diferenciables en B*~2. Esto 4iltimo
significa que siguiente limite

(2.165)

existe para todo t en la norma de B*2.

58



3. El Operador Fundamental (La Integral de Trayectoria
sobre Segmentos de Recta)

Construimos un operador que servira como un elemento basico de la integral de Feynman completa.
Demostraremos propiedades de continuidad que permitiran definir y de consistencia respecto al
Hamiltoniano . Puesto que veremos a la integral de Feynman como un limite de integrales
sobre espacios de poligonales, primero consideraremos la integral definida sobre segmentos de recta
arbitrarios.

3.1. Definicién y Propiedades Basicas del Operador Fundamental
Sean X,Y € R3"™Ns v T ¢ RT arbitrarios que escribimos como X = (z,X),Y = (y,Y) con
(7),(y) € R y (X),(Y) € R?™ y 0 < s <t <T. Tomamos entonces la curva 'y}s? : s, t] —

R37+4N3 definida como

0= X - (X7 (3.1)

t—s

Y definimos

Vi () Z Z eejcos(ky - (2" — a?)) (3.2)
|V| ||7<?1||

=1 i#j

4 N3 2 2
Akl X2 Rk
Vi (X) = = 30D e (3.3)

=1 i=1

Entonces dado el Lagrangiano (2.49)), la accién sobre estas trayectorias estd dada por

s b b my || (27 — )| t—0
st = [ Zortso = [ |C= v (o= =0 y)
s s j=1
I —e(@ =)« s t—0
+Cj:1 e A0F0) = Va (X - (X - Y)
1 ||(X-Y) 2d9
V]| t—s

IS )[R 0w ), X - v
X - v 1
gy (=9 [ V(X —0(x —v))as (34)

Donde se tomé en la tltima igualdad un cambio de variable 6 = (t —6')/(t —s). Ahora procedemos a
definir  una  clase de  operadores que incluyen al  operador  fundamental.
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Definicién 3.1. Sea p € A(R3HNst3nH4Ns) - e S(R3H4Ns) X Y € R¥H4Ns T e RT ¢ 5(7}5?)
dado por (3.4)). Definimos P(t,s) : S(R¥"*+4Ns) — C(R3+4N3) parq 0 < s <t < T como

(H (#)/) (i) [ ool SO W E PSP, s <
(3.5)

(ﬁ (2?§h>3/2> (i) 0 foo () p®PFs®) o=t 6o

donde p'(X,Y) = p(X, )51) y So(Y) = > i ijZyjHQ + szr En el caso de que p = 1, a este
le llamaremos el operador fundamental (la integral de Feynman sobre segmentos de recta). y se

denotard por C(t,s).

No es inmediato que esta clase de operadores esta bien definida, puesto que para t = s la integral
oscilatoria no es evidente que exista en el sentido dado por la definicién [2.2] Asumiendo que la
integral oscilatoria esta bien definida y no depende de la familia de reguladores que se usa, para el

~ =112
operador fundamental, si tomamos la clase de funciones {x.} C S(R*"™"3) como y (V) = e<l7ll

podemos escribir el operador para s =t como

[

n 3/2 1 4N3/2 3n ) 2 9 ~
e = (T (52) " | (o) 1 exp<2<e+ Ty <6+W>||Y|>de

i=1
(2:?571) 3/2 (2mh|V|

( " )3/2 e hrn 4N3 —f
2mih 2mh|V| =0 ) h2|w )

= f. (3.7)

<.

4N3/2 4N .
) hm (=5l 1? dyj H/ (e h2\V| Y712 dYJf

e—)O

I
s

<.
Il
—

I
s

<.
Il
—

Esto es, C(s, s) es la identidad. El siguiente teorema justificard la existencia de la integral oscilatoria
al analizar como varian los operadores con respecto a los parametros s, t.

Teorema 3.2. Sea p € A(R3HNst3n+4Ns) - f o G(R3H4Ns) Xy ¢ R3HNs T ¢ R 4 S(v¢ be )

dado por (-) Supongamos que para las funciones de corte g,1, dadas en la deﬁmcwn cumplen
ademds que g € A(R3),¢ € A(R). Entonces P(t,s) estd bien definida para todo 0 < s <t < Ty
si tomamos la funcion P(-,-)f(-) : Ao X R34 — C, donde Aor = {(s,t) € [0, T | s < t}, se
tiene que D% (P(t, $)f)(X) es continua tanto en s,t como en X para todo multi-indice c.

Demostracion. Si consideramos primero que s < t, introducimos el cambio de variable W = X;_Y y
tomamos p =t — s entonces podemos escribir (3.5) como

«

_ n M\ 3/2 4N3 /2 L o~
(P(t,9))(X) = (H ()" ) (3] s [ explin™olat Dp(E ) (7)aiv,
(3.8)
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donde f’(W) = f()z — \/ﬁva)’ y
1 : !
— §ij]|wJH2 — ,0/0 Va, (z — 6y/pw)db
j=1

n 1
+lzej\/ﬁwf./ A(? —0y/pw, X — 0,/pW)df
C 4 0

2 1
+ ||2|V”| ,0/ Vi, (X — 0/pWW)do
0

Si definimos
1
50) = = [ Vil - 0/pu)as
’ 0
1 — L ,
+ - > e / A7 —0y/pw, X — 0/pW)df
=1 0

—p /0 1 Vay (X — 0,/pW)df, (3.9)

podemos redefinir <b(’y}sw) como

s 1 < .
¢(7}W)=§ij!\wﬂl2 ||2|v“| +0(VE ) (3.10)

J=1

Escribiendo el operador de esta manera es claro que la expresién es valida también para ¢t = s (en
caso de que la integral oscilatoria esté bien definida). Calculando explicitamente, de (3.2) tenemos
que

! ) = _ Amp eje; sin(k; - (z" — 27 — \/p(w' —w))) —sin(k; - (2" — 27))

_ 8mp €;€; sinc( (W' — cos(ky - (z* — 27 — w' —w’
= ZH’fH? (Vpki - ( )/2) cos(ki - ( Vol )/2)),

con

sinc(x) = e 7 (3.11)
1 =1,

donde la tltima igualdad se da de la identidad sin(a — b) — sin(a) = —2sin(b/2)cos(a — b/2) que se
puede verificar directamente de identidades trigonométricas basicas. La expansion en Taylor de la
funcion

. o ( 1>2k+1 ok
sinc(z) = ZO mx

se sigue que

d"sinc (0) = (;Jlr)ln n par
dx" 0 n impar,
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d" sin(x) _ Im(z”e”‘") y dr—*1/z (_1)71719 (n—k)!

y fuera del 0 podemos calcular la derivada usando que — =

tenemos que

R

— Im [Z%(—l)”(‘i)kﬁ] .

k=0

Por lo tanto, vemos que en cualquier vecindad fuera del 0 las derivadas de sinc(z) estdan acotadas
y por lo anterior, estd globalmente acotada. Como lo mismo se cumple para cos(z) se sigue que
{0 [ Vi, (& — 0,/pw)dB}o<per C AO(RPMHANsT37+4NF3) v o5 un subconjunto acotado. Y de nuevo
calculando explicitamente de , tenemos que

V(X — oy = S G 1X~-—6’ Wi )2do — P
0 A3( \/ﬁ ) - Z 2|v| ( 2,J \/IB 17]) 2

_y¢ LI ((Xiy = VoWis)® = (Xiy)®)  he|lK]]

2|V|(—\/5Wi,j3) 2
kP (0P Wiy)? = 3pWiyXiy +3y/p(Xiy)*  hellk|
NaNG 2

Como es un polinomio de grado 2 se tiene que {p fol Vg (X —0/pW)d0}o<pcr C A (R3MHANsF3n+4N+s)
y es un subconjunto acotado. Por las hipdtesis puestas sobre las funciones de corte y como sin, cos €
A(R3nHANsT3n+4N+3) g6 gigue que para | = 1,2, i =1,..., Ny y j = 1,...,n tenemos que A;;(z7 —
0/pw!, X —0,/pW) € A(R?"+4Ns+3n+4Ns) “Sean q, § multi-indices entonces

1 1
‘D%D% /0 Api(a? — 0y/pu’, X — 9\/EW)d6’ < /O CDLAL(a? — 0 /pw’ | X — 0./pW)db

<Chs /0 1 (<5(’> <e\/pW>)mA“ df

< Cus [ (1) V7))
< Gl (X))

— 2\ — 2\
con C&ﬂ una constante positiva tal que C, g 1+ THWH ) < C(’m ( 1+ HWH ) . Notamos

que esta constante no depende de p y solo de T', pero en los términos anteriores, como p solo actia
multiplicando, también se pueden tomar las constates para que a lo mas dependan de 7T'. Juntando
todo esto, se sigue que {5(7~~)}o<t<s<T C A(R3nH4Ns+3n+dN+3) o9 gcotado (las cotas también

dependen explicitamente de la reticula )
Ahora definimos para j = 0,1,...n los operadores diferenciales L7 : C°°(R3"+4Ns) — Coo(R3nT4N3)

1

LJ’W(U(nH)—mm Lw? - Giﬂ)’ (3.12)
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para j =1,...n,y

1 0
0 _ —— (1/(n + 1) —ih|VIW - 8W) (3.13)
L[]
L=S" [j i Tl Ty mylld |+ G it sl 2 R
yL=> j—o L’ Calculando directamente es claro que Le' g=1" 2V = g=1"m 2T
ié ' IV S B L0 P 0y . 1
También definimos (L7)* : RENF—) + 557 <1+HW|]2> para j = 1,...,n, (L°)*: TTeBm +

N
multi-indice arbitrario, entonces por la formula de integracién por partes (1.17)), se tiene que para
todo [ € Ny

/ I G R p(X, W) (W) FOV)) W = / ((z)lem TSy my e P+ ,ng) D (emﬂaw;;w)
<p(X, W)X (W) (V)) diV

Ly t,
_ /eh 1 my et P+ (L> D (e’h 1801y )

o < hIVIW ) y L* = Z?ZO(U )*. Tomemos una familia {y.} como en la definicién 2.2| y o un

< p(X, W)y (W) f’(W)) . (3.14)
Ahora, calculando explicitamente, tenemos que para h € C>(R3"T4Vs)
o h(W ) wiihm;  h(W
(L])*h(W) — /E/ 2) + 6wj . ]N(2 )
(1+ ] )n—l—l
B h(W) o [ ihm;'h(W) it hm (W) 9 »
o — 2 ' — 2 — 2 ~
8 IR e L
1 3ihm; ! ihm||w?||” .

\CFD BT ey )

ihm~wl  Oh(W)
owJ

Y

y similarmente para j = 0 tenemos que

1 ANgih|V| 2|V |||W]]? ~
2 + N2z o\ 2
() oer e 7 (o )
VW Oh(W)
2 )
B L

(L°)"h(W) =
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por lo que podemos escribir

L ih([V]+ M) 2R(VIIWIP+ 35 my e ) | —

L*h(W) = h(W)

—~ 12 L2 P}
] (7))
3n spn—1 T = 4N3+3n . —~ —~
N Z thwmm Oh(W) i ih|V|W; Oh(W) (3.15)
—~ 12 i 12 — .
i=1 1+ ‘ W oW, i=3n+1 1 4 HW oW

= (bo(’W) + ZMW)%) hW), (3.16)

-1._ n -1
con M~h:=3" m;y

((ihm . Ni
[Py << 3
)= | o
zh|VLWi2 n+1<:<3n+ 4N37
LW

__ L ib(lVI 4+ M-Y  2R(VIIWIZ + S mwd |
bo(T7) +ih(|V] + ) 2R(VIIWIT+ 325 my [’ ) | (3.18)

—~ 12 2 2
] (o )

Si definimos p,, = D% (eih*lap 1 ), de la regla de la cadena y la regla de Leibniz es claro que

(6] 2 —1 —o ,
=Y (a,)Pa«a,aa)em Spael(pf),

o' <a

con P, un polinomio que actia sobre 0 y sus derivadas de orden a lo més |o/|. Para toda N € N.
Del lema ([2.7) se sigue que para todo multi-indice 5 e i =0, ..., 3n + 4N3 existe Cz; > 0 tal que

\D%(’W)] < Cai .
1+ ]

Vamos a demostrar que para todo [ € N existen funcione bg; € C*(R3>"™"3) tal que
NI __
(L*) = 3" b (W)DL,
181<i
y que para todo v multi-indice existe C g; > 0 tal que

Ch 51

D7, (V)| < (3.19)

1+HW

1
2)
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haciendo induccién sobre [. Para [ = 1, es lo que se acaba de argumentar. Ahora supongamos que
es cierto para [ < k entonces como

(zt)'““: (bo(’W)+ Zl bi(maiﬁz) 3" bk (W)DL

1BI<k

A — .
=y (bobgk )+ bi i (W)> D7+ bibs (W) DI
|BI<k i

> barn(W)DE

|B|<k+1

Vemos que todos las funciones bg ;41 son sumas de productos entre las funciones b; y bg;, 9;bg;, por
lo que aplicando la hipétesis de induccién es claro que también se cumple para [ = k4 1. Entonces
se tiene que

‘(Zt> (D%e™ px) (W ‘ > lbg (W

18I<t

IS (5) D iy %)

'
B'<B p

Puesto que

‘D%pa

I
]
T~
Qo

/
ih~ 18 B8’ —B" pa—a’ /
) ( ) Por 0(8,06)e™ O DZ =P Do’ (pf')

/

IN
\M Re

INIA
8

@ ﬁ/ '—B" Ha—a’ /
(a,) (5 )1Pw 00002 D 1)

R0

’

ol S\ (e [+HIB ms+my,  — (/1418 hms | = —
< Z (2)(5)C5 ey GO0 iy iy TV % - iy

a’<
<

’

™ Q

/

(lel+Dms+m, (la|+0)ms

—~ m, —~ ~ —~ —N

W)~ (VoW) (X=vow) -,

donde la constante Se puede tomar independiente de ¢, s por lo que se argument6 inicialmente sobre
la familia {0 (7~ ~)}0<t<S<T Se sigue de esto, las propledad 3 de la familia {x.} dada en la definicién
2y de (3.23) que existe una constante C7,; y > 0 independiente de ¢,t, s tal que

< Ca,ﬁ’,N <X>

(lal+D)ms+mp —~ m (lal+Dms

‘(Et)l (DLe™ Opxo) (X, ﬁ/’)‘ <y (X) " (W) (X — i)

Usando (1.2 tenemos que

~ o i (|| +)ms+mp+N (|a|+l)yms—N
(B (D i (2,79 < Va0 (R oy i
Si tomamos | =m, +3n+4N;+1y N = (|a|] + [)ms tenemos que
(la|+l)ms+mp+N —~—, —3n+4N3—1

(W)

~A\! - - N
<Lt) (D%em 6pXe)<X7 W)‘ S C'oz,l,N <X>

65



Notamos que para cada X fija la cota puesta es integrable por 1’ Y como se tiene el siguiente
limite puntal

lfm D;i(e”‘fl%Z?’zlmj\\wju2+”§|vv”w2 (Et)l(em_l‘;pxef’)(ff,W) e + Ltk (Zt)l(em_l‘spf’)(f,w),

e—0

por las propiedades de la familia {x.}, entonces usando la regla integral de Leibniz se sigue
que

— o 11 n j 72 ~\ ! 1 ~ o~ —~
D%Os/em foy XW)p(X W)f (W)dW) — /D%elh '3 X myllw ||2+H2V|VVH| (Lt> (ezh 5pf/)(X,W)dW
(3.20)

Precisando que la integral de la derecha es la integral usual de Lebesgue. Y notamos que las cotas
no dependen de ¢, s entonces la continuidad respecto a estas se sigue del teorema de convergencia
dominada. n

Lema 3.3. Sean T € R* y S(v}’;?) dado por , 510 < s <t<T podemos escribir

<Zm” (zj‘xj;yj)+(X|;|Y)'<Z‘X;Y>)
wie=9 (@ [ TR+ (X =v)- [ T (¢0))do )

[0,1]2

S(vgy) — 503’5

[0,1]
1 < . . L . .
+= e@ =) [ A -0 — ), X —0(X —Y))db
& = 0

+ - ZZ@ vi) ‘—zi‘)/Wf’le,mcj(a),c'(o))da

jllml

S Gz -0 [ PO Conin

j 1 m=1 [071}2
1o o OA,,
AV Y S e [ eS¢ (321)
C j:l m=1 [0’1]2 ,X

donde 0 < 01,09 < 1, tomamos o := (01, 09),

(o) ==t —o1(t — s)

(3.22)
(o) :=z+01(x —2)+ 0102(y — ) (3.23)
(o) =Z+4+0(X —2Z)+00(Y — X) (3.24)
((0) = Z+01(X = Z) + 0105(Y — X), (3.25)
Y ~
J — % 27 aA ol
Bp(2?, X) = axin( , X)) — ol (2!, X). (3.26)

Demostracion. Para el primer termino de (3.21)), solo hace falta notar que
127 =[P = (127 = 27[]* = [ly]] = 227 - (v —a?)] = [|7|] = (¢ + ) (¢ —27) =27 - (y —a7)
= (2! —y) - (24 — () +¢)
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Y exactamente de la misma forma
Z-Y[P=lZ-X|P=(X-Y)-(2Z—(X+Y)

y se reemplaza en la expresién. Ahora si tomamos la siguiente forma diferencial (c.f.r. [44] Cap. 10)

A= (=Vy, — Vi, )dzo + Z e;/cA - da, (3.27)

=1

sobre R3"T4Nst1 v Jag curvas 5%5? D s, t] — R3”+4N3+1,7y’§~’(‘}(0) = (6,7;;}7(6)) N 5;}7(6) = (t, X +

B(X —Y))(0<6<1), con 7}5? dado por (3.25)), notamos que

/St —Va (x‘ i:i(gf—y))%iwﬁ(v(@))—m (X— i_e(X—Y)> df = L A.

Por lo tanto, se sigue del teorema de Stokes que

/ A—/ A:/ A+/ A:/dA—/ A
T3y 5% T3y T3z A 7'

donde A es el drea que encierra la curva cerrada simple 5 7~ - U VY % U 7~ ~. Puesto que

dA = d( ZA dz;) = Z Z d(ejAn (27, X)dxl ) — d(Vy, (x)dzg + Vi, (X)do)

=0 ] 1 m=1
n 3 3n+4N3 ~ 3n+4N3
53 > @ X% A~ > iR
j=1m=1 I= 1=0 90X
3n+4N3
X) ~
> MXm/\dxo
1=0 90X,
3 8A n 3 4Nj
:—ZZZ@ :BJdel/\d:UJ——ZZZe]aX (27, X)dx?, A dX;
j=1 m=1 [=1 j=1 m=1 [=1 t
3n 4N3
OV, OVA
= 8:161( dxl/\dxo—z 8X; )dX; A dg

=1

n 4N3
1
= ej< > Buu(a!, X)dz), Ada] — ZZ aX, ™ (29, X )dad, /\Xm>
1

1<m<I<3

4N3

Z aVAl z)dz; A dzo — Z %‘;?3 )dX, A dao,
l

y notando que podemos parametrizar la region A usando (3.22) y (3.25) como At»ZLS?X(O') =

vértices”) entonces en esta pa-

13

(T(O),Z (0)) (es simplemente las posibles sumas convexas de los
rametrizacion se tiene que
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4N3 3
e]< Z / mliX xﬂ /\da:l ZZ/ 9% (xij)dxzn/\Xm)

1<m<I<3 I=1 m=1
4N

— Z/ aVAl d:L“l A dxg — Z/ %‘23 Xm A dxg
l

— _ ] / (m?ClJ) o o
Ze] 1<7§<:l<3/ / Bmi(Cle @) d(o102) dordo
SNy ()
__]Zlejlzlmzl// A (©(0).0) a((m) dordo,
3VA1 (¢, 1) 8VA3 (¢, 7)
// 8:61 J(o102) dordoz = // 8Xl ‘ d(o109) dodo
=—Zea > / / B (0),0Nor (4, — 407 — ) — (s — ) — oo
= 1<m<iI<3
n 4Ns 3 4 ‘ ‘ .
Ayeyy [ / P 0), Do, — Vi~ X0) — (o, = )Xo — Z))dondor

]1 =1 m=1
4N3

—Z//aavgfj Do(t — )y — a1)dodors - Z//%‘% o))or(t — 5)(Yi — X;)doydo,
=—Ze] S // B¢ (0), ¢ (0))or((w], — )] — =))dordo,

1<m<liI<3
g Zej > //Bmcf 0N, — ) o] — oo
1<m<i<3
+ - ]Zlmzlej Thy — ?/m 2 Zl Xl// @Xl o' (0))ordoydoy
| 4
(X, — j a'( dod
T Z - gln;ej om // 3Xz 0))ordordo,
\%
(t—s)(x—y //aVA1 ))ordoydoy + (t — s)(X = Y) //3/\3 0))ordoidoy
:_Zzej( — ) _Zz //Blmcj ('(0))o1doydoy
Jj= lm;él

+ - Zzej xM ym Z X / / 8Xl o' ))UldO’ldO’g

]1m1

X Y 226] —ZJ / / 6Xl / ))01d01d02

jlml

(t—s)(x—y //aVA1 ))ordodoy + (t — s)(X —Y) //aVA?’ 0))ordoydos.

68




Entonces si notamos que B;; = 0, solo faltaria obtener el tercer termino de (3.21)). Pero este termino

simplemente es

con lo que termina la demostracion.

Si definimos

o (1,5, X,Y.2) = <zj it +y£”) I G S>2/ 1 M (¢ (o)) do
0.1

m; 0t

6J’f_S/A ), X — 0(X — Y))do

ej(t_s) J_ o W), (o )do
+-7;f§]@ lyémlam@<xq>w

J !

— M(X —2) / OAm (¢ (o), (0))do,
01]2

m;c Yox
y
S~ = X+Y
@W&Xﬂﬁmz(Z— - )+u—@m4 01 285 (¢ () dor
2 01}2 6X
(t—s) |V| / OAw i\
¢ = 2h) 01—+ (¢ (0), ¢ (0))do,
;7; [0,1]2 aX
se sigue del lema anterior que podemos escribir (3.21]) como
5033 — S(5%) —t_szm] ) - ®(t,5,X,Y,Z)
1 -~ ~
—— (X =Y) - Dy(t,s5,X,Y, 2).
+<t—5)|V’( ) 0(737 ) )

(3.28)

(3.29)

(3.30)

Esta representacion sera de utilidad cuando mas adelante se demuestre la continuidad del operador
fundamental respecto a las normas de B®. Sin embargo para poder tener este control, es necesario
poner hipétesis de crecimiento més finas sobre las funciones de corte que aparecen en (2.50). El

siguiente lema ilustrard esto de forma mas precisa.

Lema 3.4. Sea f € C*(RY) y supongamos para todo multi- Z/ndice a tal que |a| > 1 existen 0 < d,

0 < C, tal que para todo x € RY se cumple |D* f(z)| < entonces

(vV1r H BhE

1. f estd acotada

2. Se tiene que para cualquier trio de multi-indices o, B, tal que |a+B+~| > 1 existe 0 < Cy 44

tal que

|z = 2|

D;‘DgDZ/ o1f(z+o1(x — 2) + 0109(y — ))do| < Cy
[0,1]2
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Demostracion. Se sigue del teorema fundamental del calculo que

/ch;(ﬁm)dﬁ‘ /le of deg/OI\/NHxHHa—f(ex) o

[f(z) = F(0)] = 5, 02)

de lo que se sigue 1. Para 2

- 2] D;;Dfpg/ o1 f(z+ 01z — 2) + 0103(y — 2))do
[0,1]2
= |z — 2| / o1(o1 — 0102)| ‘(0'10'2)|’6‘(]_ —0 )M(Da#}ﬂf)(z +o1(x — 2) + o102(y — z))do
[0,1]2
S ’Jf . Z| 0-10044‘54"7 do.

[0,1]2 1+ba+p4~y
(\/1 + ||z + o1(x — 2) + o102(y — @) || )

Carsir €]
/ dJQ/ 1+%wﬂdall
(Vs 1+ ote + ol

el ] )
a+5+7/ dory / 140054~ doy
el (\/1 + ||z + a{Q + abn|| )

el 1 /
= a+5+7/0 / el 1400484~ dal
2 (\/1 +lof + Q- (2 + +<f§77)!2)

/ lel+2-(=+ohm) 1
Cotp+ doy / du

! [|€]| 4+ z+02n) Vv1+ u2) T 0actps

S Ca+/3+»y \/0 dU / 1+6a+6+'y du <332)

Con esto se puede demostrar lo siguiente
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Proposicién 3.5. Supongamos que para las funciones de corte g, en , se cumple que para
todo 1 =1,2,... y a multi-indice existen 0 < d;,0, y 0 < Cy, Cy, tal que

di C
| D%g(x)| < Ca (3.34)

1+5l'
( = ||as||2)

Y sea @ := (@, ®°) := (B!, D2, ..., d" °) como en entonces:

1. Emiste una constante 0 < p* tal que, para 0 <t —s < ,0*)?, Y fijas, d es un difeomorfismo y

2. Para todo multi-indice 1 < |a| e i =1,...,3n + 4Nj3 existe 0 < C,; tal que

‘DC“EIS;l

a,ly (335)

para O <t — s < px.
Demostracion. Primero, si definimos W= ()? , }7, Z ), de {D y || se sigue que

~

0ij + (¢ =8PV [oup o155 (WAS (o ))) 3n < j

+ g, S S €@ = 20 [l 1% (((0), ¢ (0))do

Trr —3)2 oV .
(I5)is(t, s, W) =S 6y + 225 [ i Ul—a% (—azm(sw”él 0 (C(U)) do J=3n
3([g/m 1

+25200, [y A Ry (@ =027 —y7), X = 0(X —Y))do
ef(t 2 0 >l (= i = 2" Jou O1Bi—a(tiym1-10a(¢(0), ¢ (0))do
e S 8A_ j/m]—1 ]

o 195, (X — 2)+ [y 00 R0 (7 ), ¢ o)

\ mjc 0X

(3.36)

Calculando explicitamente de (3.2 y (3.233.24), podemos ver que existen constantes 0 <
Capy1,Caprs que alo mas dependen de k, |V, T, tal que para toda j,m, i

(t—S) a i 8VA1
’—mj [O’IPUlD)zD?D% 2 (6(@) ) do| < Capoa, (3.37)
v,
o NB A3 (01
=1 [ aDzDi; (GRcio)) do| < Cuso (3.38)

Y de las hipétesis de las funciones de corte (3.33]3.34), aplicando el lema [3.4] se consiguen co-
tas similares para los demas términos que dependen del potencial magnético y de sus derivadas.
Escribiendo el Jacobiano como

J5(t, 5, W) = Ispyan, + (t — $)E(t, 5, W), (3.39)
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de lo argumentado previamente, tenemos que

Hf(t, s, W)H <3n+ 4N3Hf(t, s, ’W)H — /31 1 4N; méx [f (¢, 5, W),
oo 2]
S Y\ 3n + 4N3CQ,0763.* (340)
HJa(t, s, W)“ < sngans || + V31 + 4N3Ch 0.6, = /31 + 4N3(1 + Coo.e,4), (3.41)

donde Cp;« es el maximo de las constantes encontradas previamente para los multi-indices que

aparecen en 1) Como no depende de X ) 37, Z , esta cota es uniforme. Como la funcién determi-
nante es continua, existe 0* tal que si

M3nyan; — Al <07

entonces
|Manpans| — [All = [1 = [A]] < 1/2,

* o* *
y tomamos p* < —=——==—~——, entonces para todo t — s < p* es claro que
V3n+4N3C0,0,e 4’

H]I3n+4N3 ~ st S,W)H —t — s||f|| < 6", (3.42)
por lo tanto
’1 - |J$(t,s,W)|’ <1/2, (3.43)

y de esto obtenemos la cota deseada para el determinante de la matriz Jacobiana. Y como es distinto
de 0, vemos que el Jacobiano es globalmente invertible. Ahora tenemos que

HJ;@,S,W)HOO < HJ;(t,s,W)H - ]Adj(J&)(t,s,W))H

‘J;I;(t, S,W)‘ ‘

< 24/3n + 4N3 max
1’7]

Mt s, W).) (3.44)

Puesto que las menores M;; estdn finalmente compuestas por polinomios de las entradas de Jg,
estan uniformemente acotados. Esto es si t — s < p*, el Jacobiano es invertible globalmente, y
su inversa estd uniformemente acotada, por lo que se sigue del teorema de la funcién inversa de
Hadamard (ver apéndice , que ® es un difeomorfismo. La segunda parte se sigue del teorema de
la funcion inversa, de la cota encontrada sobre el determinante y de la conocida identidad

-1
T3 = [ )

esto pues la adjunta estd formada por polinomios de las entradas de Jg cuyas derivadas estan
acotados como ya se argumento. O]
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3.2. Continuidad del Operador Fundamental

Por el momento el operador Fundamental estd definido en el espacio de Schwartz, por lo que
para extender esté operador a espacios més generales estudiaremos la continuidad del operador en
distintas normas de espacios en donde las funciones de Schwartz son densas. Empezamos con un
teorema sobre la continuidad de operadores pseudo-diferenciales en espacios de Sobolev con peso.

Teorema 3.6. Sean m € Ny y T € R y sea {q,}ocpcr C A™(R™) con 0 < p < T una familia
acotada respecto a las normas definimos el operador

Qp: 2, pd.)ule) = / ¢ Vq(ps v, py) Fuly)dy. (3.45)

entonces para cualquier a € R tal que a > m se tiene que el operador es continuo visto como
Q(x, pd,) : B*(RY) — Ba™a(RYN) y estd acotado de forma uniforme con respecto a p.

Se demostraran unos lemas de los cuales se sigue el teorema

Lema 3.7. Sean m, € Ny, x,y € RY y tomemos

Y, y) = (2)" + (y)" (3.46)

entonces existe una constante p,, > 1 tal que el operador pseudo-diferencia pi,, + Uy (x, pd,) :
S(RY) — S(RYN) es invertible para todo 0 < p < T y de tal forma que la inversa es un operador
pseudo-diferencial Hy,(p, , p3y) = (ftm + U (z, p0,)) " y el conjunto de simbolos { b (p, z,y) Yocp<r
estd acotado en A~™(R*Y)

Antes de demostrar recordamos un pequeno lema que sera tutil en demostrar la invertibilidad del
operador pseudo-diferencial y dar una representacion explicita de este.

Lema 3.8. Sea X un espacio de Banach y T un operador acotado tal que ||T||,p < 1 entonces
Ix — T es invertible y

Iy —T)" = iT (3.47)

donde la serie de la derecha converge en la norma de operador.

Demostracion. Sean n.m € N notamos que

n m méax{m,n} max m,n
S-Sl o2 S T S Il (3.48)
i=0 =0 OP  i=ln—m|+1 i=|n—m|+1

Como la serie 37 | T||5,p es una serie geométrica convergente, puesto que ||T||,p < 1, es también
de Cauchy y se sigue de la desigualdad anterior que también la serie de sumas parciales . 7" en
la norma de operador. Como B(X) es de Banach, la serie es convergente. Notamos que

(Ix —1T) (iT) = iTi ~To iTi = iTi — iT“l =1Ix — T (3.49)
i=0 i=0 i=0 i=0 i=0
D
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n+1

Ahora como lim,, . ||T||5p =0, al ser el sumando de una serie geométrica convergente, se sigue de

la desigualdad [|T%]|,p < ||T||2)P que

lim 7" =0, (3.50)

n—oo
entonces tomando el limite en (|3.48)), obtenemos el resultado deseado.

Demostracidn Lema[3.7. Primero, notamos que de exactamente la misma manera que se demostrd
el lema ([2.7]) se puede demostrar que para todo multi-indice |o| > 1 podemos escribir

m/2—m
DSy (x,y) Z s (1+ Ha:|]2) 2P (3.51)
I81<a
m/2—m
Deym(@,y) = > mp (14 [lyl®) "y, (3.52)
I81<a

con ¢x 3 € Ry mg € N tal que 2mg — |a| > |B| y |8] < mpg <|al. Y por lo tanto, tenemos que para
todo multi-indice |a| > 1, existe C, o tal que

m—1
(m—lal)/2
D2 ) < o (L )™ < o (V14 ) (3.53)
2\ (m—lal)/2 2\
| Dy ym (2, y)| < Cone (14 [l9II°) < Cna (/14 W] - (3.54)
Para ji,, > 1 definimos
(2.1) 1 (3.55)
Pup\ L, Y) = ———F——, .
g fim + Ym (T, Y)
y se sigue de la regla de la cadena que para todo multi-indice || > 0 existe C,’,W tal que
D5 Dy (2, 9)] < o ()™ P (,9)° (3.56)
| Dy Py (@, 9)| < oo (0™ Pra (2,9)%, (3.57)
Y sea
4u(p: 2, y) Os// " P (Y 4 ") (o + Y (2 + 3/, y)) dy' (3.58)

entonces del lema [2.11] se cumple

Qulp,x,p0z) = Py, (2, p0) © (pn + L' (2, p0z)) -

Por la proposicion se sigue que

// D () (m + Y (2 + ¢/, y)) da'dy’ = 1.
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Usando esto, el teorema fundamental del calculo, e “integrando por partes” dentro de la integral
oscilatoria como se hizo en las demostraciones de [2.6] se sigue que

1 Vo d
qum(p,x,y)zlJr( NOS/// T =D (0, + 0p2") (i + (2 + 3/ y)) dOdy'de’

=1+ / > 0Os / / * pa" D py, 2,y + 0p2”) (tm + Y (2 + 3/, y)) dy'da’d6
0
jol=1
=1 a Np/ > OS//ZD eV DSpy (@, y + 0px”) (i + Yz + ¥/, y)) dy' da’df
=1
=1+ Np/o Z Os// ~W DYp (2, y + Opa! ) iDS Y (2 + Y, y)dy dx'd6,

lal=1

donde D$ D son derivadas parciales respecto a la primera y segunda entrada respectivamente. Si
definimos

rﬂm<p7aj7y) =

/ / T DS Py, (w,y + Opa)iDY oy (w + o y)dy d' 6

|a|=1

Entonces de la misma manera en la que se obtuvo (|2 - de la regla de Leibniz y usando (3 --

tenemos que para todo multi-indice v, existe una constante C., independiente de p tal que

a+ a4+ pots+y
1

pltm z,y +9,0$ ) ’Ynt(x+y/ay)‘

D" Dlr,, (p,, y <C Z //’ dy'dx'd6
' 0 T T (1 112) (1 4+ 1)
18"|=t

m—1

m—1
( 1+y+epx/n2) pu,,b(x,ywpx/)?( 1+x+y/||2)

/ 1// / /
<Co (1 17) (14 ) v

-1

. (\/1+Ily|2\/1+llTx'll2>m 1p#m (,9) <\/1+||y 12y/1+ 2] >
< mﬁ// <1+||:v’||2) <1+||y’H2)

dy'dz’,

m—1
donde en la tltima desigualdad se uso que p,,,, (z, y+60pz’)* es decreciente y (\/1 + |z + |y + pr’||2>

es creciente respecto a 0 y usando que /1 + ||z + y||* < \/5\/1 + ||m||2\/1 + |ly||* para tomar cotas.

Notamos que C,’m7 se puede tomar independiente de p (a lo mas dependiente de T')

D D'y >m_1 <y>m_1pum(x7y>2 d /d /
Y 2T (05 T Z/ ,w 21— (m—1) 2 (m_1) WY 4T
(ViewE) (Ve )
N o ()"

" (o A Y (2,9)) (o + (2, 9))
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Directamente del criterio de la derivada se puede demostrar que

1 _
<{E>m_1 Hom+Ym (,Y) m= 07 1
< (3.59)
Hm, + ’ym(x7 y) 'Y'rln 1/m ( o) 1
wm @y

Notamos que 7., qu, = 1 — 1., € A°(R?"). Entonces del teorema de Calderon-Vaillancourt
- se sigue que R, , (p, z, p0z) ¥ Qu. (p, T, pd;) se extienden a operadores acotados en L?*(RY) y
existe [y € Ny y por fun, suficientemente grande tal que || Ry, (p, x, p0:)| op < C’||7““m||010 <1
(independiente de p). Se sigue del lema anterior (3.8 E que 1 — R, (p,z, p0;) tiene una inversa que se
puede expresar como una serie de Neumann

k=0
Se sigue del lema que si tomamos
1, pm (p7 X, y) =Tum (IO7 x, py)
. k+1
Tkt (95 T, Y) = Os / e R T H T (P + 71,y + Tj)dy'da’,
j=1
entonces
(B (p.2,90) ulw) = [ €, o0 ) Ful)dy, (3.61)

conyy = 0,21 = pr1 yy; = y1 +---+y;,T; = ; en cualquier otro caso. Sea v un multi-indice,
usando y la regla de Leibniz, podemos ver que existen constantes C,,C; > 0y | € Ny tal que
para toda k > ||

| D1 (9, %, py)| < Co( + DPCE [, 0 I 1

0,lp
kt1—
< Oy ((k+ 1DC)" I g7 1570 (3.62)
Si tomamos C' := C1(C,,,)"' y de tal forma que C’ < 1y pu,, suficientemente grande para que

1704y < (C) ™" de la desigualdad anterior tenemos que

k
Co(C (kA DM (C) llr 5l iy
Co(C'(k + 1) (Cpu 7m0, )M (Cran 7 g 1)
O (CranI70llg ) (C" (K + 1)),
entonces se sigue de la prueba M de Weirestrass que la serie Y " 75 .., (0, 2, py) = g, (p, z, py)

converge uniformemente y todas sus derivadas también, esto es, converge en A°(R?*Y). Por lo que
se sigue de la proposicién que ¢! € A°(R*Y) y

1D (0, )| <

IN

QL (p, 3, pO,)ulx) = / &7V ¢ (p, . py) Fuly)dy ue SRY),
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por lo que es un operador pseudo-diferencial y cumple que
Q;nll(pa , pOz) © Qu,,. (p, x, p0;) = Q;i(@ T, pOy) © Py, (2, p0y) © (i + Ui (2, p03))
= 1s.

Esto tltimo significa que Q! (p, z, p0,) © Py, (x, pd;) es una inversa izquierda que por el lema
estd uniformemente acotada A~ (R2N ). Si repetimos el mismo argumento pero para

Q;(paxapax) = (/‘Lm—i—P (ZL’ pa )) Hm(x7pa$>7
podemos encontrar una inversa derecha con las mismas propiedades. O

Lema 3.9. Usando la notacion del lema anterior[3.7, si definimos el operador (fin, + T (2, pdy))
como

max

D ((pm + T, p02)) sysre) = {F € L* |y, p ) Ff € L* Vo € RV} (3.63)

(ton + Dol 900 F(@) = F (o + (.9 ) F ) (@) (3.64)

se cumple que f € B™(RYN) si y solo si (py + Um(w, p0s))
Cy, > 0 independiente de p tal que

Co (i + T, 002) g Flly < N Fll g < Conll (o + Ton(2, p00) ) £ - (3.65)

Demostracidn. Supongamos que (y, + D (z, p02)),4 [ € L*(RY), si tomamos g, (x) = 2 para
la| = m se sigue del lema2.11]y [3.7] que el conjunto de simbolos de G (z, pd,) 0 (p + Tin(z, p0y)) "
y de (i + Tz, p0,)) 7t estan uniformemente acotados en A°(RY) y por el teorema de Calderon-
Vaillancourt estos se puede extender a todo L?(R”) y la norma de operador est4 uniformemente
acotada por alguna C! > 0. Como el operador (fim, + I'in(x, p0:)), 4, coincide con (fim, + L' (x, p0;))
en S(RY), entonces

190 flly 4+ 11f1ly = ||Ga(®, p8z) © (ttm + T (2, p8:)) ™" 0 (i + (2, p0) Jmasc f |
+ || (o + Ton (2, 00:)) ™ 0 (ptn + (2, p00) Jmasc f |
HG z, pO,) o (:um+Fm(x>paz)>il||op”(ﬂm_’_Fm(xvpax))méXfHZ
+ || (ttm + T, p02)) 7| o p | (1t + Do (2, p02) s f 11
<20 | (pm + Do, pO2))maxfll,  fES,

pero por la densidad de las funciones de Schwartz en L?, se sigue que la desigualdad vale en general
para f € D((fm + I'im(x, p0s)),.4)- Entonces por el teorema de Plancharel

1gaF flly = HGa(va pOz) © (fm + Tin(, pam))_l}-_l o (fim + Fm(x7pax)>méfo2
< ||Ga(2, p0z) © (s + Tin(@, p0:)) 7| o p | F | o p I (e + Ton(, pO2) i f 1l

entonces usando la representacion de la norma de B® dada por (2.154])) podemos encontrar una C,,
tal que se cumple la desigualdad de la derecha de (3.65) y por lo tanto la ida. Para el regreso, de

nuevo sea f € S podemos tomar una C,
(4 Lo (2, p02)) imgse [l =< s Flly + 1T (2, 0) flly + 1T 0, p02) 11,

((VielF) )
<L IF+ 11+ D pa | £l {1+ D pa | Ff

<l + | (Vi 1E)” fH [ F
|oe]=m

f € L3(RY) y existe una constante

max

max

2

|a|=m

2 2

< Coll gy
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lo que nos de la desigualdad de la izquierda de (3.65)) y el regreso con lo que terminamos la demos-
tracion. n

Demostracion (Teoremal3.6). Tomamos f € S(RY) entonces usando los lemas- 3.7, .11]y (2.66) sa-
bemos que {(tta—m, (2, 0z) + Lacm, (2, p0s)) Q(p; z, pOs) (pa(, 05) + Talz, p0s))~ bocper C A°(R?Y)

es un conjunto acotado. Entonces se sigue del lema anterior y del teorema de Calderon-

Vaillancourt que

HQ(%pax)fHBg*mq < Comm[(Ba—m (@, 0z) + Lo (@, p0s)) Q(z, p0s) f |,

< C</1 mll(a(, 0p) + Loz, p0,)) fHZ
< C, C ||f||Bg7

a—myq
lo que muestra que el operador es acotado entre estos espacios. ]

Teorema 3.10. Supongamos que para las funciones de corte g, en , cumplen (u (-),

y sea p* la constante determinada en la proposicion[3.4 para toda a = 0, 1,2, ... eriste una constante
K, >0
IC(t, ) fllpe < eI f]] 5 (3.66)

Para todo f € S(R3N3) 40 <t — s < p*

Demostracion. Como C(s,s), es la identidad, la desigualdad se cumple con cualquier K, > 0
trivialmente, por lo que podemos suponer 0 < t — s < p*. Tomemos una familia {y.} como en la
definicién [2.2] y directamente de la definicién del operador fundamental [3.1], y usando el lema [2.12]
la proposicién y la ecuacion tenemos que

€t (0,91 (F) = (H (%)3) (i) [ et sas @y

exp(ih 1S (v ))f(?)d?) dZ

n

(6 )(Wt_ﬁ o

Jj=1

Xe(Z)? exp(ihi™ 15( ) — ihlS(’y}sz))dg) dy

(/

g
ﬁw )(WH_J o
(

Jj=1

—

Xe(Z)? expli (Z(xj—yj)'—mjigt(ii)w>+(X—Y) —;Vﬁ(f_WS;))dz> a7

:(ﬁ ol )(mwvu—ﬁ S

Jj=1

(/ T e e ‘ng(t,s,W)‘dZ) 4y
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= <%>3n+4n3/f(?) </<Xeo<I>loF N2(t, s, W)eliX=1)2)

X ‘Jg o T (t, s, W)‘di) 4y’ (3.67)

donde en la penultima igualdad se uso P! para un prlmer cambio de variable y en la 1iltima se usé

I:= (D9 ...,9") con I'(Z) = m v () = ,(t s) para otro cambio de variable. Si definimos
%

t—s <‘J ) tj)su_"]cf)‘) (3.68)

(t — s)h, (3.69)

h =

—1
> ’J% =

notamos que como 1/p(Is4an, —Jz) = f, como en 1-) si vemos a ‘J (1)} como una funcién en

X Y Z como sus derivadas parciales todas estan acotadas por E esta funcion es globalmente
Lipschitz continua, y por lo tanto existe una constante C}, > 0 tal que

2 207
bl < 21 = 3] < 28 Tansan, = 351 = 261 (3.70)

por lo que h estd uniformemente acotada. Y si tomamos « un multi-indice tal que 1 < |a, notamos
que

1
Da (-J%) = DafiJ, (371)
Y]

que esta acotado uniformemente entonces apelando a la regla de la cadena y la regla de Leibniz, de
(3.69) se sigue que D*h también. Esto es {h}o>,>7 es un subconjunto acotado de A°{R"+12Ns} Y
por la proposicion E y la regla de la cadena que la familia . = (y. o ® ' o f*1)2 también es una
familia como en la definicién 2.2 por lo tanto

3n+4N; PSR 3n+4N3 -
hm( ) / fv ( / )%“X‘Y)‘ZdZ) dY—hm( ) / / FOOWLW)2e 24y dZ
e—0 \ 27 e—0
1 3n+4N3
XZ
(%) / F()(2)e' X2 dz,

= f(X) (3.72)

y el otro término lo podemos poner como
1 3TL+4N3 - o _ 6n+8N3 -
T
(t,s,X,XJrY,Z)
x f ()? +Y +Y')dYdZdY'dZ'
(3.73)

donde en ultima igualdad usamos 2.8} Notamos que esta expresién es un operador pseudo-diferencial
de doble simbolo como en [2.16] Entonces usando la proposicién [2.18| este tultimo se puede expresar
como un operador pseudo diferencial con simbolo

h(t, s, X,Y Wt s, X +Y,Y + X)dX'dy”, (3.74)
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entonces de [2.66, el teorema de Calderon-Vaillancourt y de (3.67)) obtenemos que
lim C(t, s)'X2C(t,s) =1+ (t —s)H (3.75)
e—

Con H la extensién del operador pseudo-diferencial con sfmbolo & que estd uniformemente acotado
respecto a p. Y por lo tanto

lim[xeC(t, 5) FI}2 = lim (C(t,8)f, X C(t: ) ) = (Hm C(t, ) \3C ¢, 5) . f
=(f, N+ ((E=8)HSf, [
<122 + 20t = )V Ll a1 ]2
< (1420t = ) Hllop) | /122
< GQHHHOP(t_S)Hf”iZ

= 2| £2,. (3.76)

L2

Por lo que la demostracion para el caso a = 0 se sigue de esta desigualdad anterior y el lema de
Fatou. Ahora de la misma forma que obtuvimos (3.67)), si tomamos p € A™(R®**8¥3) entonces

P(t,s)"X?P(t,5)f(X) = (%)%Hm / FY) ( / (xeo @ o T H2(t, s, W)eliX—1)2)

X podlo ffl(t, s, W)pQ od 1o ffl(t, s, W) J; o ffl(t, s, W)’d2> dy,
(3.77)

con pi(Z,X) = p(Z,(Z - X/\/p)) v p2(Z,Y) = p(Z,(Z — Y /\/p)). Por lo tanto argumentando
como se hizo para obtener (3.75) entonces podemos encontrar una familia {¢(¢,s; X,Y)} c A
acotada tal que

lim P(t, )" x*P(t, ) f(X) = Q (t.: X, 05 ) /. (3.78)

Del lema tomamos i, + Fm()? , pO%) entonces del lemma y del teorema sabemos que
~ ~1 ~
<um + (X, pa)?)) o Q(t,s,X,05) : B™r(R3T4Ns) — [2(R3T4Ns) es continua por lo que

lim| P(t, 5) X2 P(t, 5) | = (Q(t, 5. X.02)f, f) , (3.79)
= (1 T (Fe000) " Q5. K051, (1 + Tl Kep05)) )
(3.80)
_ ((um + (X, paf())‘l Qt, 5, X,05) . (1 + Ton(X,p05)) f )
(3.81)
< | (1 T (F0050) Q05,001 (4 TR 050)) 1]
(3.82)
~ -1
< | (1 + LK, 0050))  Qlt5.2,02) | Collf s (3.83)
OP
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donde en la tercera igualdad se usé el lema y la identidad al simbolo p,,, + ¥.,. Entonces
se sigue que P(t,s) : B™(R3TNs) — [2(R3"+4N3) o5 un operador uniformemente acotado. Ahora,
usando el teorema si tomamos « un multi-indice demostraremos que para cualquier multi-indice
B tal que |B] < |a] existen pg.a, Py, € AlTIFI(ROTTSNs)

DS (Clt,3)f) — C(t,8)(D%f) = (t = 5) S Palt,s)(DL)) (3.84)
1B8I<]a|

X(C(t5)f) = Clt, ) (Xf) = (t—5) 3 Pholt,)(DL). (3.85)
181< ]l

Se procederd por induccién sobre |al. El caso o = 0 es trivial, entonces suponiendo que la hipétesis
se cumple para |o| = K, sea entonces « tal que |a| K +1. Entonces existe i € {1,...3n+4N3} y o
multi-indice con |o/| = K tal que D% = 5 D~ entonces por un lado por la hipdtesis de induccién
y usando la ecuacién . y la regla 1ntegral de Leibniz [1.13 _ se tiene que

Oz, | (t=5) Y Poalt,s)f | =(t—s) > (ﬁl (27;1;h)3/2> <2W;,V|>4N3/2

181<lo| 1BI1<|o]

< [ expli6040) (95,07 (56/4)) paer (X W)DLF ()

+8j@pﬁ,a/ (55, W)Df?f/(W) + DB, (5(:7 W)D§+ezf/(W)> dW

(3.86)
- o . @ o - m; 3/2 1 4N3/2/ 1 t,s
Ox,C(t.8)(DLf) = Clt, ) (D) = (H (5-%) ) (%mw) exp(ih ™ 9(7% )
1 avl
x ik ( / X, W)do
Iy —= (X, W)
1 ¢ : DA’
+ - eiv/pw’ / X W)do
. Z VP 5 (X, W)
vy —
—p / (X, Y)de) (W)W, (3.87)
0 0X;
entonces definimos
Pl X W) = 05 i (805 5)) oar(X. V) + 0g ps (X 7) |81 =0, |0 (3.89)
Phal X, W) = 0g,ih™ (0(+55) ) poar(X,7)
+ 05 25,0 (X.Y) + Ppocyor (X, W) o<l <lo’|  (3:89)
PE,a(X»W) ::pﬂ—ei,a’(X’W) |6| = |a|7 (390)
por lo que podemos escribir como
(t—s) Y Ps(ts)(DL). (3.91)

18I1<lat|
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Por las hipotesis de las funciones de corte y el lema [3.4] se tiene que para i = 1,2, 3 se cumple que
fol A;(2? — 0\ /pwi, X — 0,/pW)df € A°(RO"3Ns) por lo que el término de § que depende de estas
integral esta en A' pues el producto punto al desarrollarlo, muestra que el término es una suma se
productos de polinomios de grado 1 y de estas integrales. También, como p fol Vs (X =0,/pW) es un
polinomio de grado 2, su derivada es un polinomio de grado 1 y este estd en A'. Y finalmente, como

pfol Vi, (z — 0/p) esta en A%, se sigue que dg ih™! (5(7;;{47)) Paor(X,Y) esté en AlY18DHL —

AleI=I31Por lo tanto para todo multi-indice |3| < |a| se tiene que pj, € A=Al Por otro lado
puesto que,

ih— t,s . 1 agl ~ o~ , —~ —~
/ef O / XJ (X, W)dgDY f'(W)dW =
0

o 1 / —~
m;! / &K g, b Timilus P / 0N % W02 ()i
0

A

ih— t,s 1 8;&_’ ~ o~ , —~ —~
mt [ TSl g 0 ) / 2 (X V)aoDg /(W)aiv.
0 i

Por regla de la cadena, la derivada con respecto a w; saca un factor de /p entonces de todos los
términos se puede factorizar un termino p y por lo tanto podemos escribir (3.87)) de la misma forma

que (3.91) y como

DY (C(t.9)f) — C(t. ) (D) = D5, (DL€t 5)f) — Clt. )DL ) + 05, Clt. (DL f)
—C(t, s)(DSS),
se sigue el paso inductivo. Para (3.85)), de la misma manera a = 0 es trivial. Supongamos que
la hipétesis se cumple para || = K sea entonces o tal que |a| = K + 1. Entonces existe ¢ €

{1,..3n + 4N3} v o/ multi-indice con |o/| = K tal que X® = X;X®, entonces por un lado por la
hipotesis de induccién se tiene que

S-S Patteslt) —t-9 3 (

1B<]e] 18I1<o']

n M\ 3/2 1 4N3/2
H (277571) ) (27Th|V])

j:

[ expli 6008 )) Kipawr (X, W) D 1 ()Y

Kie(t,5)(X 1) - e(t,5)(Xe ) = (H (2?;'71)3/2) (1) [ et tocizn
x ()? (X - o) " (X- ﬁW)a) £V dW
no 3 4N3/2 y
(TG () [tttz
x ()’E (X - va?) " (X—va) (X - \/ﬁ’@a) £V dW
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XVPWfQY erﬁaf%ﬁﬁﬁi
n .\ 3/2 1 4N3/2 o s
= (U (e7) ) (2m|vy> /eXp(m 0w
3n+4N3 L
(th/iﬂ dji + |V Z 5]1) ey )

j=n+1

Wi

xa~eﬁ;1mmwuﬁm4vr(x~ ¢1v) POV, (3.92)

y como en el caso anterior, se sigue la hipotesis inductiva. Entonces tomando o multi-indice tal que

la] = a, de tenemos que
|31 < |0 )DGf ], + (= 5) X |[Pualt)(DE],

lo/[<]c]

< R Dy f, + (- ) 3 || DY S

o [<|ex|

’Bla\—la’\

! . . , SN
Recordamos que podemos ver D% como un operador pseudo-diferencial con simbolo (i X )%, entonces

de los lemas (3.9)) y (2.11)) se sigue que el simbolo de
o -1
(Kol (2, 02) + Tia o) (%, p02)) D% (1ol (2, 0x) + Tjay (2, p02))
esta en A°(R6"+8N3) entonces del teorema [3.6|y del teorema de Calderon-Vaillancourt [2.13)

HD%fHB‘a,,‘a,l < Claj—fol|| (Hjal-lo’] + Dot (, pO2)) D_‘;“;f”2
o -1
< C|a\—|a’\ (,u|a|—|a’\ + F|a\—|o/\(x pa )) Df( (N|a\ + F|a\(x7par)) (/Ha\ + F|a\(x7par)) fH2
(10 + Tt (2, 90:)) £,
< C|/oc\—|a’\C|Oé|||f||B|a\a
entonces
|DLCt, ) f||, < eKO(tfs)HD%ng + (t = 8)CT ) 1 1| g (3.93)
Y de la misma forma pero usando ({3.85]) tenemos que
|Xects)r|, < et Zep|| + (= 5)C3 01 g (3.94)

por lo tanto
IC(t. ) g < €00 5)0*|a|\|f|\3a (t = $)(Ci o+ Ca)lIf | e
< FAI| f] (3.95)

lo que termina la demostracion. O
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Corolario 3.10.1. Sea 0 <t — s < px y p € ARN3) entonces P(t,s) : B™»To(R3T4Ns) —
Ba(R3"H4Ns) es uniformemente acotado

Demostracion. Simplemente notamos que podemos generalizar (3.84) y (3.85) de tal forma que si
tomamos mutli-indice a, para todo multi-indice 3 < o existen pg o, Pz, € Amwtled=18 ta] que

D% (P(t,5)f) = D Paalt,)(D5f) (3.96)
BLa
X(P(t,5)f) =Y Phalt,s)(DLf) (3.97)
Bl
y la demostracion se sigue usando los mismos argumentos del teorema anterior. O]

Corolario 3.10.2. El operador H : B**M — B es un operador acotado para M >2 ya=0,1,...
Corolario 3.10.3. Los operadores {C(t, s) }o<i—s<,* son fuertemente continuos en B*(R3"T4Ns)

Demostracion. Primero notamos que si f € S(R34¥3) la continuidad fuerte se sigue facilmente del
teorema de convergencia dominada usando las cotas argumentadas en al final de la demostracién
del teorema Ahora, sea 0 <t — s < p* y f € B4(R*™s) por la forma en que se extiende el
operador fundamental, si tomamos {f;}32, C S tal que limy o fx = f en B*(R3"4¥) notamos
que

IOt )(f = fi)llgg < € Ilf = full g

entonces la demostracion se sigue de un argumento de €/3 estandar. O]

4. El Operador Fundamental y la Ecuacién de Schrodinger

amos a considerar como es que el Hamiltoniano dado en la definicién [2.24] actiia sobre el operador
V. d | H It dad la defi 2.24 act b | d

fundamental B.1]

Teorema 4.1. Supongamos que para las funciones de corte g,%, dadas en la definicion 2.1, cum-
plen 3.84)), entonces existen M, M’ € Ny y familias {r(t,s, X,Y)}o<sct<r C AM(RE"F8Ns)

= L

{r'(t, 5, X, Y ) }ocscicr C AM (RE8N3) qeotadas tal que para f € S(R3H4N3)

(m% - H) C(t,s)f(X) = Vi —sR(t,s) f(X) (4.1)

z‘h%()(t, $)F(X)—C(t,s)Hf(X) = VE—sR(t,s)f(X), (4.2)

con R, R dados por la definicion [3.1]
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Demostracion. Suponemos que s < t, calculando directamente de tenemos que
h > - ~ €2
(—_a ;- —A ) S = (—7128% — hej(ic) 70,5 Ai — hej(ic) T Aid,; + —;Af) s
; j j j
= (=2 (020X (0,87 + in 10N eR, 5

2€jh

_ejh(ic)—l(axz;&i)emfls_ . ;&ieiﬁ*lsazzs_i_ C—;/A\_;Qemls)

N o 2
_ s ((39015)2 —ih% S + ejih(c) 1D, A;) — ﬁAzﬁ S + %A?>
i 5 T3 C i &

I SN2
— 'S ((ax];s - ﬁAi> —ihd%, S + mefa A, ) (4.3)
7 C Zi
también que
M 9? o il ,

<;) 8—)(1'26 WS — gth™ S ((8 S) Zhag(ZS) s (44)

y también que

4N. I -

gt == ey [ S fay e, [ine Sastaa. @

Por lo tanto directamente de la ecuacion (2.163)), tenemos que

(5 - ) te-1 = - (H (#)» (vii—s) [

7j=1
X (m(t,s,)?,ff) +§r2<t,s,)~(,?)> FY)dY . (4.6)
con
~ ~ "1 (2
Rt X 7) =05+ ) 5 afo—%AH ) 100+ Dljaysie @
=1 7
S oy 3nF4Ns O ; B
Tg(t,S,X,Y> = ﬁ Zl <m]A S — (990] A) |V|AXS (48)

También, calculando directamente de (3.4)), se sigue que

- ) e - - -
0,5 — A, = myls ) | e—f/ (As(27 — (7 — 1), X — (X —Y)) — Ai(, X))dO
i c 0

) c
+ Sl =) [ (=0 0l = 7). X (X — V)
—p/o (1—9)%&1 (z — 0(z — 1))db. (4.9)
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Definimos

\/— 3+4N3 . a;&
¢ (t5, X,7) pc/ Ai(a? = 0y/py X — 03/pY) — A(a?, X) + X2 ST ¥ S0 (0, X)db

T lZyl/ (1 9)8%( 0/py', X —0,/pY) — 2ax,<’”’X)d9

—A(r—mﬂ?<m—mfw

3+4N3

/ A2 = 0\/py’, X — 0/pY) — As(a?, X) +0,/p Z Y a;’i 27, X)do
ef\pf; ,/O (1-0) (%ﬁl( I 0\ Jpy X — 0 /pY) — ail(x] X)) a6
- /0 (1- 9)5;;1 (x — 6y/py)do, (4.10)

con X7 = (27, X) entonces usando la expansién de Taylor 1) tenemos que

; ~ ~ e AN (i . o o
q{’i(t,S,X,Y) = e—]/ Z M92<Y])a+h<X],—9\/ﬁY‘j) de
0

c al
|a|=2

€; 3 1

-3 J _
+23 / 1

1

—/Xl—%a”%x—afw (4.11)

0 81‘

3+4N:- X
9) 23 A (z7, X)0Y7 + f()’%j,—e\/—pf/j) do
m=1 annal'Z

con h, f los residuos de la expansion. Se sigue de la forma integral de estos ) v del lema
que existe M; € Ny tal que {q] ito<p<r C AMH(ROMHN3) es acotado y notamos que

ej~  mlzl —yl) e L - OA; e O0A
0,8 —2A, =212 &/ I I g VI () A m— Y J X
15— 2 ) S~ S X) - (K Vi) 0 X)
e L oh VAR O
+ 2 x — vy o, X)+pq |t s, X, ) 4.12
C;:l( 1~ )5 (@ X) + g, ( 7 ) (4.12)

Similarmente, existe una familia {g2; }o<,<r C AM2(R6"+4Ns) acotada tal que

X;—Y) e, ! oA, o
0,5 = S L S5l ) [ (1= 0GR 00! o). X -0 - )
=1 ¢
! OVip,
—pl<l—ma;<x—mx—wme (4.13)




Por lo tanto
n

1
Z2mj‘

336]5'— Al‘] X) H

zHﬂf] — | e2 | 3. OA .
E J E ' J J J
~ 02 + 4c2 m:1($m )8x¥n (27, X)
9 || 4N3 ~ 2 2| 3 X
e O0A . € i 0A;,
L X —Ym 10X L Iy )= (27, X
+ 402 Tnz::l( )8X (a7, X) 4¢2 lz;(xl ui) oxd (27, X)
2m e; i ; COA;
s x XY SMGEG N (I oy Iy g x
258 T ) (X — Vi) 2 (g;ﬂ X)
2pc 17 4) (X = Y BXm ’

m,i

2. € . . . . 8:&1 . .
+ T S — )] ) (@ X) - 2my o

+Zmzmj (S, = V) (X Ym)izw, ) ;i
- ﬁ m’m(win — vl = y{')gfj; (a, )Zf;(wﬂ X)
- > (e - ymji(xwo d (t,s,X, 55;;)
_izgm,m( ma = Ymy) (2] y{)g)é;(J,X)gé,l(:rj,X)
_2;’? S (X Ym)aa)i(‘””j’X) 7] (t,s,)?,)?\;ﬁ?>
+2§C€J ;( |- f)gﬁ(IﬁX) @ <t75,5(:,)~(\%{/>
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2

n ; 112 2 3 ~
milla’ — " & ;i OA
= - — X
Z s || 2 v (@)
2 4 N3 -~ 2 2 3 ~
] 0 % J iy A
m— Ym j,X - i ],X
8m,c? mzz:l( )8X (@, X)) + 8my;c? IZ:( ! yl)a J (27, X)
~ ~ 2 ~
2
P j ~ X-Y ej j j 8A’L .
£ t.s. X _ _ X, — Yo, JX
+ Qmj ql ( 5 S, ) \/ﬁ 2pc mi(xl yl)( )aXm( )
- X-Y
+ ('CL'J _yj) Q{ t’SaX7
VP
Ze dA, OA; , .
8mj62 Z (J:gnl _ygnl)(Xmg sz) ;U‘j ( jJX)aXm2 (xj’X)
mi,ma,? m
2e A OA,
— J I IV — P Ul XV X
8m;c n%:l( m = Um) (27 yl)@x{n( ) )axg (27, X)
e OA -~ X-Y
N @l = ) (@ X) ] s, X S
mye o Ouch Nz
¢ OA;, . OA,,
S Xomy — Yo N2 (27, X) =22, X
4mj02m11( 2 2)(331 yl)aXm( 9 )8JZ'Z (37 9 )
: A ‘ - X-Y
- pej ( m_Ym) 6 (LBJ,X) Q{ taS7X77
2mjc 0Xm N/
P NG jX.th)?—f/ 41
+ 2mjc mi(xl yl)a$] (SC ) ) q1 , S, A, \/ﬁ 5 ( . 5)
y también
3 2 9 ~ o~ 2
\Vl IX-Y* | VI j 0A, Ve s XY
0x S — (2! w7, X ts. X
JoxSI? = Y 5pra- + ga ZlZm Mg @ X+ e 40.%, 7
n 3 4N3 ~ ~
A = X-Y
2o S0 &K~ V(e ) g @0 + (X - Y) e (05, XA ) as)
j 11=1 =1 8X \/ﬁ

Entonces cancelando, factorizando y re-definiendo, es posible encontrar una familia {g3}o<,<r C
AMs (RO FH4N3) acotada tal que

n

1
2o, 3
J= j=1

- X-Y
+ \/_PQS <t7 S, X7 —> (4‘17)

; 112 2
€ X/ HW myllz? — |7 [[X =Y

il — AW, H 2 :

0pS — LA@, X)|| + F[0xSI = §j A

Y como se acaba de argumentar, usando la expansién de Taylor podemos encontrar {qs}o<,<r C
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AMa (RO F4N3) acotado tal que

—1 & . . 1
05 = 5 Somille’ =1 = [ Vi = 0w — )it +
j=1 0

— /1 V(X —0(X —Y))do

X - Y|

1 <& 4 .
=5 > mylle! —y[]* -
2/)2; ’ 2[V|p?

por lo tanto, reemplazando en (4.7)), obtenemos

rl(t,s,)?,?) =/p (7"3 (t, s,)?,

| 2

X —

—[|[X Y|P
2|V]p?

= Vi, () = Vag (X) + Vpas (t 5, X

- X-Y
= \/prs (t,s,X, 7 >
También tenemos que
3 ~
1 3 e, ~ e , 2 4
— A S=-———"L20, A, X . S — ) ¢
AN 3 2%
€j 8A - ~ .
— Xm =Y, ¢ 9, - A ¢
2em; mz_lg( )8331»8Xm(x )+ 20 m; (x )
3
€j
— )AL A X))+ -, A, X
o (ot ARG X) 0 R )
: - X-Y
+pax3 q{ (t,S,X, \/ﬁ )
3 ; -~ X-Y €; ~
==+ /pgi [ t,s, X, + —0, - A(2?, X),
y que
n 3 ayd ad
4N. V ~ X-Y
Viaxs = 204 PUS™ S cstaf s anKila?, X) + Vipdx -0 (t, X
=1 I1=1

4N.
’:—3+\/_Q7

~ X -
(t,s,X

reemplazando (4.8)), obtenemos

Y
/P 5

(4.18)

(4.19)

(4.20)

(4.21)

(4.22)

(4.23)

(4.24)

(4.25)

(4.26)

(4.27)



y de esto se sigue la primera parte del problema. Similarmente, podemos escribir

g Clt S = Clt ) = = (H <#)/> (semwi= s>)4N3/2/

Jj=1
ih -~ -
<r1(t s, X,Y) + 57‘2(75 s, X Y)) f(Y)ay, (4.28)
con
(5, X, 7) -zaS—iL 9 -s+ﬁAHZ—v (y) — Vi, (V) — ’V’||a SIP (4.29)
1\ 9 ) : s = 2mj yJ c Ay A3 :
S o 3n+4N;
Pt s, X,Y) = —% +3 ( AJS + - ayj A) +V|AxS, (4.30)
j=1
y de la misma manera demostramos la segunda parte. O]

Ahora Notamos que para f € Sy X € R3"+4Ns del teorema anterior, usando ) se cumple
que

il (C(ts, s) — C(th, s)) f(X) = /t ’ <HC(9, $)f(X) + V08— sR(6,s) f()?)) do (4.31)

il (O(t, s5) — C(t, 1)) f(X) = / h (C(t, 0)H f(X) + Vi — OR(t,0) f()?)) do, (4.32)

S1

lo que nos da la siguiente representacién formal
ih (C(ta,s) — C(t1,8)) f = / HC 0,s)f +v0—sR(0,s)f )d& (4.33)
il (O(t, s5) — O(t, 1)) f = / C(t,0)Hf +Vt—0OR(t,0)f ) df (4.34)

Sin embargo a continuacién veremos que se le puede dar sentido riguroso a estas expresion como
una integral de Riemann para funciones valuadas en espacios de Banach (ver apéndice . Entonces
se sigue de los corolarios [3.10.2], que estas integrales estdn bien definidas como integrales de
Riemann en los espacios de Banach B¢ B*+M' con M, M’ € N, dados por el teorema anterior.
Esta representacion sera de gran utilidad cuando se demuestre la convergencia de la integral de
trayectoria en el capitulo que sigue.
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5. Construccién de la Integral de Trayectoria y su Conver-
gencia

El operador fundamental nos deja definir la integral de trayectoria para el conjunto de segmentos de
recta parametrizados en [0, T]. Puesto que lo que se desea obtener es una integral sobre el espacio
de trayectorias definidas en este intervalo, podemos primero extender la definiciéon a un espacio
de trayectorias poligonales y, recordando que toda curva continua y compacta se puede aproximar
uniformemente por poligonales, en el limite esperariamos obtener una integral sobre el espacio de
trayectorias continuas. Sin embargo es importante mencionar que esta motivaciéon es heuristica
puesto que la integral completa sobre el espacio de trayectorias solo se va a poder ver a través de
este limite. Esto es se demostrara que en el limite obtenemos la solucién a tiempo 7' de la ecuacion
de Schrodinger dado un perfil inicial f € B“.

5.1. La Integral sobre Trayectorias Poligonales

Dada una particion A, = {tp = 0,1,...,t,—1,t, = T} del intervalo [0,7] con t; < t;v1 y |A] =
méxy<i<, (t; — ti_1), tomamos Xp, ..., X, arbltrarlos y definimos ya, ; : [ti, tiv1] = R*"TY como
- i1 —0 7~ _
Ya,i(0) = Xipg — ——— (Xi—H - Xi) ) (5.1)
Liv1 — 1
y tomamos
v—1
va, = J a0 (5.2)
i=0
Entonces de (2.52)), notamos que
T N v—1 tiy1
S(va,) = / Fonn@d0 =3[ Zona,.(0)d0. (5.3)
0 t;

Para f € S(R?*™"3) definimos

v = [T ({1 ) ) Grtn=er) ™

J

X Os/ Os/exp (ih 'S (ya,)) f(Xo)d Xy ... dX, (5.4)

- {H (E (QWih(tTZjl - ti)) /2> (27rh|V|(;+1 - ti))4N3/2}

X Os / exp (i1 (7a, » 1))Os / 0% / exp (il (7a, 1))

x Os / exp(ih 'S (a,.0)) f(Xo)dXo ... dX,_, (5.5)
= y_r}% C(Ta tufl)XEC(tufh tV*Q)XG s C(t27 tl)XGC(t17 O)Xef (56)

Tomando x,. como en la definicién Tomando px del teorema y de [2.23, podemos extender
a este operador a B? si tomamos |A,| < p*. Por las propiedades de esta familia es claro que se
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cumple
sup [|Xefllge < Cllfll g (5.7)
0<e<1
1| (e — 1)f . = 0, (5.8)
entonces como el operador fundamental es acotado en B* se sigue que

HC(T, tU*l)XEC<tV717 tz/72>Xe e C(tg, tl)XeC(tla O)Xef — C(T, t,jfl) . C(tl, O)fHBa =

v—1
Z O(T, tu—l)Xe e C(ti+2, ti+1)(X€ — ]-)C(ti—l—ly tz> e C(tl, to)f
=0

Bﬂ.
v—1
D Ol (xe = DC(tisa, i) - - Cltr, to) fll pe,
=0

con C* independiente de € por (5.7). Entonces de ([5.8)) se sigue que
CAV (T, 0) == C(T, t,/_l)C(tl,_l, tl,_2> ce. C(tg, t1)0<t1, O) (59)

Si tomamos 0 < s < ¢t < T, dada una particién |A,| < p* podemos encontrar j y [ tal que j <,
tjio1 <s<t;yt_1 <t<t. Entonces definimos en B¢

CAV (t, S) = C(t, tl_l)C<tl_1, tl_Q) e C(tj+1, tj)C(tj, 8), (5].0)
y del teorema se sigue que
1Ca, (& ) fllpe < I f] o (5.11)

Proposicién 5.1. Sea A, una particion de [0,T] tal que |A,| < p*. Entonces existe un M > 2 tal
que

1Ca, (t, 8)f = Ca,(t',8) fll ge < Callt =] + 1[5 = DI fl| pasas (5.12)
para 0 < s <t <0< <t'<Tya=0,1,2,...

Demostracidn. Tomamos M como el méximo entre 2,m,. y m,. dados por el teorema [£.1 Conside-
ramos primero el caso s = s’. Sin perdida de generalidad supongamos que t' < t. Sea t; <t <t;44
y ty <t <t,4q. Sisuponemos que j =k y s < t; entonces tenemos de la representacién dada por
la ecuacion (4.33) como una integral sobre espacios de Banach que para f € B*™™ se cumple
que

(O (1 5) — Oa(t ) f = B(C(t, 1) — C(F, 1) O 15, 5)f
_ /; (HC(Q,tj) + \/QthR(e,tj)) O, (t;, ) fdb
= [ (HOs 091+ VI=RO.0)Ca 6 )5) dh. (513)
entonces usando el inciso 5 de y los corolarios [3.10.2] tenemos que
#(Cs,1:5) = o (o) Tl < [ VHCo, 0.5 + [ V/ELIRO.1)Cs, 15011

t t
= [ Rl st + [/ BCNCo15,5) e
t/ t/
s T (O (5.14)
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por lo que el teorema se cumple en este caso. Si s > ¢;
i (Ca, (1,5) = Ca (t,8)) f = iR (C(t,5) — C(t')) |

- /t (HC(&, $)f + /0 — R(0,£,)C(t;, s)f> do, (5.15)

y obtenemos de la misma forma una desigualdad como la de[5.14] Si suponemos que j > ky s < t,
como se cumple que

Jj—k—1

k—
CAu(ta 8) _C(t,asl)Ayf = (CAu(ta 3) f+ Z ] I+1,S CA (] IS ))f

=1

+ (CAu(tk-i—l? S) - OAI/( ’3)) f
= (C(t:t;) = C(t,t;)) Ca, (s 8) f

j—k—1

+ Z J 141, b 1) C’(t] 1t l))CA (J 1,5 )f

=
+ (C(tk+1>tk> —C(t', ) Ca, (tr, s)f

- / <HCAV(0,s)f + /0~ GR(0,t)Ca, (L, s)f) do
j—k—1

t—j+1
+ Y /t (HCAD(G, $)f + /0=t R(0,t;1)Ca, (t;_1, ) f> do

=1 Jti—!

tet1
+/ (HCAy(e,s)qu \/O—th(Q,tk)C’Ay(tk,s)f> db
_ / "HC(0.5)fd0 + / SIS T R0.1)C, (15, 5) fd0

Jkl t—j+1

VO =t R(0,t;_)Ca, (L1, 5) fdO

t—
tk—',-l

+ vV 0 — th(Q, tk>CAu (tk, s)fd@ (516)
t/
entonces de la misma forma se cumple el teorema en este caso. Ahora si s > ¢, tenemos que
j—k—1
O, (t:5) = C(t',s")a, f = (Ca, (t,5) — NI+ Y (Caltiri1,s) = Ca,(ti1,9) f
=1

+ (OAU (tk-l-l? 8) - OAy (t ) S)) f

= (C(t,tj) — C(t5,t)) Ca, (tj,8)f

+ Z J 141, i 1) C(tj Lt l))CA (J 1,5 )f
(CAV (thy1, 1) — Ca, (t, 1) Ot 5) f

y se procede como en el caso anterior. Ahora si suponemos que t' = t el procedimiento es comple-
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tamente andlogo pero usando (4.34]). Entonces para el caso general
1Ca, () f = Ca,(t',8) fllgo < 1Ca, (t,8)f = Ca, (8, 8) fllgo + |Ca, (2, 8) f = Ca, (', ') f ] pe
< Callt =]+ |s = SDIS I pasenr

que es lo que queriamos demostrar. O

5.2. Convergencia de la Integral de Trayectoria

Se tienen todas las construcciones y los teoremas bésicos para definir la integral de trayectoria
y ver que cumple la ecuacién de Shrodinger. Antes demostraremos unos lemas que permitiran
establecer la unicidad de soluciones de la ecuacion de Schrodinger . Para esto se va a usar una
generalizacion de la derivada en espacios de Banach, llamada la derivada de Frechet. Para no perder
el enfoque del texto referimos al lector interesado a revisar la definicién como sus propiedades en
[53] (Cap. 1.B). Brevemente mencionamos que la derivada de Frechet se generaliza de la definicién
de la derivada usual mutatis mutandis como la mejor aproximacién lineal de una funciéon en un
punto. Las propiedades también son andlogas y se cumple que es lineal y la regla de la cadena. La
regla del producto se puede generalizar en espacios de Hilbert:

Lema 5.2. Sea 5 un espacio de Hilbert y (,-)p : H x 5 — C su producto interno, entonces
este es diferenciable en el sentido de Frechet y

D) (s )oe = (- y)oe + (T, ) e (5.17)
Demostracion. Puesto que
[z + h,y + ha)ow — (2,9) 0 — (1, y)or — (@, ha)se| = |(Ra, ha2) sz |
Se sigue de la desigualdad de Cauchy-Schwarz O]

Lema 5.3. Sea a € N tal que a > 2 y H como en la definicion , entonces para toda f €
B(RY) se tiene que

(Hf, [z €R (5.18)

Demostracién. Primero notamos que si g : R — R es medible y gf € L?(R"), entonces

(9f, f)12 = /H(x)f(x)dx = /g(x)lf(ff)Ile“ €R (5.19)

entonces se cumple para los términos del Hamiltoniano que son operadores de multiplicacién pues
son funciones reales. También si « es un multi-indice tal que || es par entonces

(DUf, e = ()" Ff, Ff) 2 (5.20)

que es real por lo ya argumentado, por lo tanto los términos que dependen de segundas derivadas es
real. Y de la misma manera se puede demostrar para los términos de la forma iD® con || impar. [

Proposicién 5.4. Sea a € N tal que a > 2, 0>t < T yu,u : [to, T] — B(R¥*N3) funciones
continuas que son fuertemente diferenciables en B=2(R3"+4N3) " cumplen que u(ty) = u/(to) y ambas
satisfacen la ecuacion de Schridinger (2.164]), entonces u(t) = u'(t) para todo t € [to, T
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Demostracion. Tomamos u” := u—u'. Por el lema[5.2] podemos usar la regla de la cadena y tenemos
que

%(U”(t), u”(t))2 = 2Re ((ddi” (t), u”(t)) LQ) = —2h ' Re (i(HW" (1), v () 12) ,

y por el lema 5.3 (Hu"(t),u"(t))r2 es real y entonces

d " " o
%(u (t),u"(t))p2 =0,

entonces al ser constante y como u”(¢y) = 0 tenemos que (u”(t),u”(t))2 = 0 para toda ¢ entonces
u = u. O

Lema 5.5. (Criterio de Rellich) Sean F,G : RY — R dos funciones medibles y no negativas casi
donde sea tales que F(x),G(x) — oo cuando ||z|| — oo, entonces

Bro= {1 e @) [If@lds <1, [ Folf@lar <1, [ GulFseras <1}

Es un subconjunto compacto de L*(RY)

Demostracion. Esta demostracion dependerd fuertemente del criterio de compacidad de Kolmogorov-
Riesz, cuya demostracién esta dada en el apéndice [D] Se va a usar para demostrar que el conjunto es
totalmente acotado. Entonces si también se demuestra que es un conjunto cerrado (puesto que L? es
completo) se sigue de la caracterizacion clasica de conjuntos compactos para espacios métricos (ver
. Demostraremos por lo tanto que Br¢ es acotado y que cumple , . Para demostrar que
es cerrado, sea {f,} C Brg una sucesién convergente que converge a f € L*(RY). Como converge
en L? existe una sub-sucesién f,, que converge a f casi donde sea, entonces se sigue del lema de
Fatou que

[ @t < timint [ F@)lfo,(0)Pds < 1.

como la transformada de Fourier es continua en L? se tiene que lim,_,o Ff, = Ff, entonces de
la misma manera se puede demostrar que [ G(x)|Ff(z)|*dz < 1. Por lo tanto f € Bpg y este es
cerrado. Es claro que el conjunto es acotado, para la condicién [D.I] procedemos por contradiccion.
Por lo tanto supongamos que existe € > 0 tal que para todo k € N existe f,, € Bpp tal que

JIRCREE
llz]|2n

sea K € N tal que Ke? > 1, por hipdtesis existe Nx € N tal que para toda ||x|| > N se tiene que
F(z) > K, pero entonces

12 [Py, @Pde > [

llzll >Nk

F(@)| fon, () P > / K| fu, (@) dr > K& > 1,

lzl=Nk

lo que es una contradiccién. De la misma manera se puede demostrar para F f, tomando G en lugar
de F'. Para la condicion , usando la propiedad de traslacion de la transformada de Fourier (|1.71))
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se tiene que
[ o) - s@Pde = [|e - 1PI7 5 e
ix’y—12f 2d iy 2f 2d
S/”M'e PIEf@ e [ e APy ) s

ll=l[>6

. 2
< sup !e”‘”y — 1|
[|lz]| <o |

Ff (@) Pde + 4 / Ff(2)Pda

|z||<d l|=]|>6

<Fyl+a [ |Ff@)de

ll=l|=6

como F f cumple la condicion por lo que acabamos de argumentar, podemos tomar ¢ suficien-
temente grande e independiente de f tal que la integral de la derecha es menor a €/2, y ya con &
fija tomamos p suficientemente pequeno tal que si ||y|| < p el primer término es menor a €/2, de lo
que se sigue la ultima condiciéon y el lema. O

Teorema 5.6. Sea f € B*, T € (0,00) y 0 <ty <t <T entonces el limite de Ca(t,to)f definido
por cuando |A| — 0 (en el sentido de redes) existe el cudl llamamos la integral de trayectoria
u: [0,1] x R3H4Ns 5 C
u= lim Ch,(t, to)f, (5.21)
|A|—0
que es fuertemente continua en B* y si a > 2 es fuertemente continuamente diferenciable tal que
esta satisface

L0
zhau(t) = Hu(t) (5.22)

con u(ty) = f

Demostracion. Ahora notamos que por el lema , la bola unitaria en BM es compacta como
subconjunto de L?, por lo que el encaje BM < L? es compacto. Y usando el Teorema y el
lema [3.9| se sigue que el encaje B*"*M — BaM también lo es. Ahora, sea {A;}2°, una familia de
particiones de [0,T], tal que para toda k,|A| < p* v limg_e0 |Ax| = 0. Sea f € B2 entonces
si tomamos {Ca, (¢, t0)f}2, C C ([to,t], Bg+M(R3”+4N3)) se sigue de la proposicién que este
conjunto es equicontinuo. De la desigualdad también vemos que el conjunto es uniformemente
acotado como funciones valuadas en B2y como el encaje en B*™™ es compacto, se sigue que
el conjunto original al menos es puntualmente, relativamente compacto. Esto significa que podemos
usar el teorema de Arzela-Ascoli para encontrar una subsucesién {CAkj (t,t0)f}320 que converge

uniformemente en [ty, T]. Llamamos este limite U(t,ty)f Ahora como el limite de las particiones
tiende a 0, para ¢t > t, existe j* tal que para todo j > j* |A; | < p*, por lo que tenemos que

i (Cay, (t.0) = f). (5.23)

se puede representar como la ecuacién ((5.16]), los ultimos términos convergen a 0 porque estan
acotados uniformemente por algo de la forma C'/|Al,, y por la convergencia uniforme podemos
intercambiar el limite con la integral y tenemos que

(Ut t)f — f) = /t t HU (6, to) fd6, (5.24)
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por lo que satisface la ecuacién de Shrodinger como funcién continuamente diferenciable en B® y
continua en B4, Ahora, notamos que para cualquier subsucesion de {Ch, (t,%0) f }32,, si esté con-
verge tiene que converger a U(t,ty)f por el argumento de unicidad. Pero explotando Arzela-Ascoli,
para cada subsucesién, podemos encontrar una sub-subsecion que converge lo que es suficiente para
ver que la sucesién converge original converge. Ahora si tomamos f € B® arbitraria, se sigue de[2.23
que para € > 0 arbitrario existe g € B*™?M tal que |lg — f]| g« < €/(2e™=T entonces para particiones
|A[,|A'| < p* tenemos que

||CA(tvt0)f - CA'(t7t0)f||Ba < ||CA(tat0)(f - g)”Ba
+|Ca(t, to)g — CA(t:t0)gll ga + [|Car(t, t0) (f = )|l ga
S HCA(ta t(])g - C,A<t7 tO)gHBa + €, (525)

donde para la ultima desigualdad se usé6 ((5.11)). Por lo tanto

{ — ’ < .
A’lir,gOHCA(tatO)f CA (tato)f”Ba > 6 (5 26)

por lo que en este caso converge y llamemos el limite W (¢, ty) f. También se sigue de (5.11)) que
W (t,t0) fll ge < 5] £ e, (5.27)

ahora si tomamos a > 2y {f; 20 C B*M tal que lim; o f; = f en B Y como se argumento
para obtener ([5.24]) se cumple para toda j que

U — f;) = / HU (9, to) f;d6, (5.28)

como a > 2 entonces por la continuidad de los operadores en el limite se obtiene ((5.24)), tomando
el limite en B2 de lo que se sigue la proposicion. O

Mencionamos que cuando impusimos como constriccién, redujimos los grados de libertad de
la teoria que requerian de cuantizacion. Sin embargo, es posible re-formular la integral de trayectoria
de tal forma que en esta los grados de libertad desaparezcan para obtener los mismos resultados.
Para esto, consideramos un nuevo Lagrangiano empezando de como

E(Z‘,I', {alk}7 {¢lk}7 {aik}) = Z %@”2 Ry |V| Z <Z |k|2|¢§€|2 - 87”/5( )kpk + 1677 Z |k|2>

jfl keA; \i=1

1 lail* ALk (ai)? | hclk|
T Ze]x] @ fa}) +5 D 2|le/| - 2|V|lk T
keAs

i,le{1,2}
(5.29)

Ahora, para definir las trayectorias de tal forma que se cumplan las constricciones, tomamos {2 € R?
arbitrario para k € AJ,

B} e (0
Cbts — gk + 47Tpk(7$,y( ))

; (5.30)
ék 1k
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y usando ([2.27)) extendemos a k € A;. Y notamos que

1672

T k(52| (5.31)

= 8mpi(vsy) = IRIPIIEN: —

entonces se sigue que podemos definir una accién nueva separando estos términos y usando ((3.4))
como

Qs S\ ,8 (t—S) = |2
Sk, ) = 865) + kezAj/HkHszkH (5.32)

Tomamos {x.} como en la definicién y tomamos ¢ € R2MI entonces para f € S(R3"+40s)
definimos G(t, s)f como

([ o \3/2 ANz /2 (s
(Hjl (271'@'71(;78)) > (27rh\V1\(tfs)> <Hk61\1 ”41Ur2(h\V\)>
Gu(t,s)f = 4 X Jexp(ih 'S (V55 0 xe(€) f(Y)dY dg , s<t
L f , s=t
Teorema 5.7. Sea f € B*(R3*s)  entonces
lir% Ge(t,s)f =C(t,s)f (5.33)
€E—

en BY(R3"4N3) para 0 <t — s < p*

Demostracién. El caso t = s se sigue trivialmente, entonces si 0 < t —s < p* y f € S(R3+4Ns)
entonces por definicién se tiene que

<ﬁ (2mh P S)>3/Q (W)‘%/Q)

X /exp (ih~tS( 'y~ ~)f()~/)d1~/
H ||k’|| t—S /eXp Z(t—S) 9 _,H2
S Limh|V| Ah|V
kel

<H wi=s) Gvtis) )

X /exp (ih 1S (v )f(f/)d}7

(H ll’f”) Jew (i SR | v (VERVITE=sn) 630

keAy keA
3/2 1 4N3/2
( 2mih t—s)) (27Th|V|(t—s)) )
x / exp(ih™' S (V53 pe(t, ) FY)dY, (5.35)
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notamos que p.(t,s) en el limite es una integral oscilatoria de una Gaussiana, entonces tomando
una familia de Gaussiana apropiadas para y., podemos ver (como se demostré que C(s,s) era la
identidad) que
lim p(t, s) = 1. (5.36)
e—0

Y tomamos ¢.(t,s) = p(t,s) — 1 entonces

IGe(t,s)f — C(t,s)fl72 = | Pelt, s)f — C(t,5) f|7
= ((P.t,5) — C(t, )" (Pe(t,s) — C(t,5)) f, f)2
= (Qe(tv s)*Qe(tv S)f, f)L2 ) (5.37)

entonces podemos seguir como en la demostracién del teorema [3.10] L]

Como recuperamos el operador fundamental, vemos que esta forma de controlar los grados de
libertad es equivalente.

Finalmente, vamos a considerar el sistema sujeto a campos electromagnéticos externos. Eso es, no
vamos a considerar como es que estos campos son generados, solo que estan presentes en el sistema
e interactian con las cargas. Esto es, se van a considerar ¢e(t,r) Aex(t,x), potenciales externos,
posiblemente dependientes del tiempo tal que para todo multi-indice « se tiene que D% ¢ex(t, ) y
DA (t,z7) son continuas en [0, 7] x R?. Con esto redefinimos el Lagrangiano como

n n

Lot (x, 2, {aw}, {aw}) = Z %HIJHQ 7 Z Z e;ejcos( |k”$ — 7)) B Zejd)ex(taxj)

j,l keAr i#j j=1

Zeﬁj ( (27, {an,}) + Aux(t, @ ))

1 > Al (aly)? | helk]
L _ 5.38
T3 2 Gy ov] 2 (5.38)
k€EAs
i1€{1,2}

y asi redefinimos la accion y el Hamiltoniano. De forma mas compacta definimos

n

eie;cos(k - (x —.:1:]
VA1 tot t I’ =T Z Z ! ||k‘|| + Z€j¢ex t,x ) (539)

k€A1 1#£]
;&tot(taxj7X) = A([Z’J,X) + Aex(t7xj>7 (54())

99



y asi podemos escribir
1 - S !
SO¥y) = =) > myll? — | = (t - s) / Vi sor(t = (t = )0, 2 — (2 — y))do
’ j=1 0

" 1 —~ . . .
+ % Zej(xj — ) / At — (t—5)0,27 —0(2) —¢"), X —0(X = Y))do
j=1 0

|X —Y|P? /1
—— — ({ — X—-0(X-Y A1
Hioi(t) = zn:i ELV‘ - ﬁxzxt o(t, 27, X) 2+VA tot (£, )
= 2m;||i 7 ¢ b
T A W EL L . e L (5.42)
2 \i X, oV] 2 '

1=

Notamos que sin mas hipotesis sobre los potenciales externos, no es claro que el operador funda-
mental o el Hamiltoniano estén bien definido en estos casos y que se puedan definir en B*. Esto
pues no se ha mencionado nada del crecimiento en infinito de los potenciales y por la dependencia
temporal explicita de estos. Considerando esto, las hipdtesis del siguiente teorema son naturales.

Teorema 5.8. Ademds de las hipdtesis necesarias para la demostracidn del teoremal5.6 supongamos
que para todo multi-indice o # 0, existen constantes Cy, 04 > 0 tal que

Coy  |DEBeyi(t, )] < Cy (a)~1H0) (5.43)

Dy Eesi(t, )]
| < Coy  [Dgdelt,r)| < Co(x) (5.44)

| DS A i(t, x)

Para i = 1,2,3 y (t,x) € R3. Entonces la integral de trayectoria respecto a la accidn estd
bien definida y converge a una solucion de la ecuacion de Shrodinger con Hamiltoniano .

Notamos que las cotas al ser uniformes con respecto a t y del mismo orden que los potenciales
originales, se sigue que las construcciones y demostraciones usadas para construir la integral de
Feynman sin los potenciales externos son idénticas reemplazando los potenciales con [5.39, o el
Hamiltoniano dado en con . Solo cabe mencionar que si consideramos y ,
no es inmediato que las integrales estén bien definidas porque ahora el Hamiltoniano depende
explicitamente del parametro de integracién. Solo falta notar que por el teorema (3.6} el conjunto
{H (t) }o<t<r estd uniformemente acotado respecto a su norma de operador por lo que H(0)C(6, s)
es un conjunto fuertemente continuo. Sin embargo de forma méas general se puede demostrar que
{H(t) }o<t<r es fuertemente continua y esto se sigue que la dependencia temporal solo esta en
los potenciales externos y estos son de crecimiento polinomial de grado a lo mas 2, entonces la
continuidad fuerte se sigue del teorema de convergencia dominada. Para méas detalles ver [27].
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6. El Potencial de Coulomb y la Regularizacion

Puesto que se han regularizado muchas de los objetos fisicos definidos, es importante investigar si es
posible recuperar los objetos completos en el ”limite”. En lo que sigue se demostrara que si hacemos
tender el volumen de la caja V' y la reticula A; a infinito, recuperaremos el potencial de Coulomb.
Antes de demostrar eso unos lemas

Lema 6.1. Sean p € R3, entonces se cumple que

1 1
d <2H-H> O T o
En S'(R?)

Demostracién. Primero mencionamos que en R3 como la singularidad de 1/||z| es integrable en-
tonces 1/||-|| € L},.(R?) y entonces define una distribucién y entonces su transformada de Fourier
estd bien definida. Sea ¢ € S(R?), v fi(z) = e Il entonces por un lado

I ) ( fr F ) 1 ol ( ey )d
( 2” H7¢ S'xS 2” H ¢ S'xS (27‘1’)3/2/ QHPH /6 ¢($) T p
1 e~ Allpll—ip-z
- 2#)3/2// 217l o(z)dzdp
1 —>\||p||—2px

: /
TS e

donde la ultima integral se puede hacer facilmente en coordenadas esféricas. Puesto que

¢ | lol
l]” + 2| IISL’II

entonces como limy_, fy =1 en &’ por el teorema de convergencia dominada, se sigue que
1 a 1
) () (b
( 2[|-] S'x8 2[|- ” S'xS (27T)1/2||'||2 S'xS
O

Lema 6.2. Sea N € N y k,m tal que k+m = N, y N = {f € SRY) | 3g € S(R*),h €
S(R™)f = gh}, entonces span(<y,) es denso en S(RY)

Demostracion. Primero consideramos ¢ € C°(RY) € S(RY) . Sea k > 0 entonces definimos

dulz) = (%)N [ oy, (62)

puesto que ¢ es acotada entonces por el criterio M de Weierstrass, expandiendo la exponencial como

serie de Taylor tenemos que
- EAY (k|| — ?JHQ)Z
E d
<\/E> / 7! “ly)dy,

1=0
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esto es ¢y es analitica para k > 0. Ahora, como es una aproximaciéon de la identidad esta
converge a ¢y uniformemente. Y por la regla integral de Leibniz (la integral es sobre el soporte que
es compacto), podemos repetir el argumento para las derivadas. Tomamos una enumeracién de el
conjunto de multi-indices {a, as, ...} y para k € N sabemos que existe una sucesién de polinomios
{PF} tal que esta y sus derivadas convergen uniformemente a ¢,. Para k € N, sabemos que existe
I, € Ntal quesii < k se cumple que HDO"(Pl’z — o) ||OO < 1/2k. Notamos entonces que esta sucesion

de polinomios converge uniformemente en C™ a ¢. Entonces sea A C R¥ y B C R™ compactos tal
que suppp C A x B. Tomamos ¢4 € C®(RF) y ¢p € C=(R™) tales que ¢4 = len Ay ¢p = 1
en B. Entonces factorizando el polinomio apropiadamente es claro que PZIZ a0 C span(egflf}[m) y
converge en C'2° a ¢ y por lo tanto también en S. Por la densidad de C2° en S, se sigue el lema. [

Nota. Podemos escribir de forma compacta este resultado como
SRY) = S(R*) @ S(R™). (6.3)
Notamos también facilmente que

SRY) =R SR). (6.4)

Lema 6.3. Sea B(0,1) C R? entonces tenemos que
ity e e | o = S 69
m-——=)» e;e (€ = .
0 (27)2 &= 52| By N7 — 2| —xl||

con el limite en S'(R®").

Demostracidn. Primero, usando la transformada de Fourier inversa y el lema[6.1] tenemos que

af b Ny b
d <<27r>1/2||-||2)” el (6.6)

Ahora si tomamos f € S(RY) que se puede escribir como f(z) =[]}, gi(z") con g; € S(R?).

etk (27—t ik-(a7 —at) i
AN B P /6— — ek), i
e—)O (Z/ HkHzXB(o 1)(€k), f>5/ 5—>OZ< (27r)2||k:||2XB(0’1)( ) (Hg))g s
xS )

i#£] 1#j
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Donde las C; son las integrales de las g; que restan (usando Fubini). Entonces

eik (@7 =) XB(01 (ek)g;(27) 1 j ;
lim [ S ek NdV =1 @2 g, (o)) da! ) dhdz’
ity | G s @iy <tig [OSEEE (e [t ) ki
Y X5(0,1) (€k)g;(27) 1 j j
_{%/ PR (%w2e (e +29)da' ) dkda
Y X5(0,1) (€k)g;(27) 1 j
-ty [ (e [ o i) bt
ek)g;(27)
:ﬁm/xm“()%( F (g0 ) (k) dkeda?
0 (2m) 72|k ||

XB(0,1) (e)

i [(e) (G2 F )
- lii%/gj(ﬂfj) (J:_l (%) ,gz,xj>3/xsda:j
— /gj(asj) (]:_1 (W) ’gl’xj>s,xsdxj

= /gj(xj) (2"1‘|a9m)5,xsdxj

= oo ([ 25w

:/gl(:vl)gj(:;j)dxldxj’
2|\t — 2|

por lo tanto el lema se sigue de un argumento de densidad usando el lema y de tomar parte real
e imaginaria en el limite y notar que como el limite es real la parte imaginaria es 0. O

Lema 6.4. Sea ¢ > 0 una constante y ® : R* — R continua en R3\ ({0} UAB(0,c)) y supongamos
que eziste ¢ : [0,00) — [0,00) tal que es no-creciente y acotada en (0,00), que r’*d(r) € L'([0,0))
y que |®(z)| < ¢(||z]]). Entonces 3, ., ®(k) con k como en converge absolutamente y

hhhﬁm|v|§:® ,/ z)dz, (6.7)

k0

con L; tendiendo a infinito pero con la constriccion
L L < (6.8)
— < — < my, .
mo LJ 0
para alguna constante mg > 1.
Demostracion. Primero, definimos s} := sgn(s; — 1) méx(s; — 1, s;) y también definimos la funcién
escalonada ®; : R? — R como

2rs] 2msh  2mws} 2ms1—1 2msy 2msa—1 27so 2ms3—1 27sg
CI)(L17L2’L3>’ xe(L17L1 X In L ) L. Ls
() = U{(s3, 85, 85)} s1,82,83 € Z\ {0} (6.9)
0, En cualquier otro caso.
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Notamos que

(2m)° _
/RS@L(:U)der 71 > ok) = |V| Z@ (6.10)

k#0 k#£0
$182583=0
Ahora supongamos por un momento que Ly < Ls. Como ¢ es no- creciente y por se tiene que

si 51 > 2 se cumple para toda k € (2”(211’2), 2”(211*1)] X (0’ i_ﬂ

S o L tenemos que

o(|CEm00)]) <o (|75 T )| = o0,

para s; > 2y s, > 1 para k € (2“81 2), 27r(81 1)] X (2“(32 L) 2”2] X (0 27 ]

L2 ? L2 ? mOLS

o(| (5 T20)]) <o (| (5 2 o)) <,

para s; > 2 se cumple para toda k € (O, i’j <2W(SLQ2_2), 2”(222_1)} X (O, mﬁs] tenemos que

(@2l = (225 mm)l) <o

Entonces tenemos que

5 oS =B B

k+#0,s3=0 k#0,s3=0 k#0,s3=0 k+#0,s3=0
s1,52=0,%+1 $1=0,|s2|>2
(2m)? (27)°
D SR (| E-2 D (2
k+#0,s3=0 k#0,53=0
82j0,|531|22 |32|§1,|i1|22
(2m)°
k#0,s3=0
[s2]>2,|s1|=1
(2)° (2m)°
=V > ¢(||/<?||)+W > eIkl
k#0,s3 k+#0,s3=0
s1,52=0,%+1 51:O,|82‘22
(27)° (2m)°
+2 V] > okl +4 v > skl
T s
(27)°
+4W Z o(|K])
k#0,s3=0
s9>2,51=1
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21)3 27)3
o DRI EE- o R(T)
k#0,s3=0 k#0,s3=0
51,82=0,%1 $1=0,|s2]|>2

iz Y / o o(1kl) da
k+#0,s3=0 W(Sl ) W(Sl )] ( Ll] ( L3]

s9=0,51>2

+4 Z /2”(51 2) 2m(s1—1) 2m(sg—1) 2msg o (HkH)
k3£083 0 ’ L1 ] ( Lo »TQ]X(O,L—S]
s2>1,51>2

¢(|[k])dx

$22>2,51=1
(2m)® (2m)?
<TpT D0 ek +2Rg S0 ek
k#0,s3=0 k#0,s3=0
s1,89=0,%+1 s1=0,52>2

+ 10m0/ o(llz])dz
0<z3<(27)/moL3s

Ahora, como se cumple también que L, < mglL; entonces si s9 > 2 y si k € <0 2 } X

> moL1
27 (s2—2) 2m(s2—1) o
< o Ls X0, ol

o0 220)) <o (o =5 e )[) = e
entonces

2 3

S MR D A
k£0,55=0 kroma—0 (O] < (A2 2 (0,225 ]
$1=0,55>2 120,52 >2

¢(|[k]|)dz

¢([|x[)dz

< 2my /
0<z1<(27)/moL1,0<z3<(27)/moL3

< 2m? / o1z dz,
0<z3<(27)/moL3s

por lo tanto se sigue que

(2m)° (27)°
v Y. ek < v Y Ok +2mo(5+mo) [ Xosess(emmors (2)6(|12])dz
k#0,s3=0 k;é(),s%::é)l
51,52=U,

(6.11)

Notamos que aunque supusimos que L; < Ly esto solo surgio en la forma de tomar la particién
pero el lado derecho de la desigualdad anterior solo depende de una suma finita y una integral que
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depende de L3 por lo tanto no se perdié generalidad. Y de forma completamente andloga obtenemos

(|2‘7;)| Z ‘(I)(k)l < (|2‘7;)| Z (ﬁ(”k”) + 2m0(5 + mO) /XOSmsS(?W)/m0L2 (x)(b(”xH)dx

k#£0,52=0 k£0,52=0
s1,s3=0,%+1
(6.12)
(27)3 2m)3
v > ek < v > Sl +2mo(5 4+ mo) | Xo<as<(em) jmora (€)0(|12]])dz
k0,51 =0 k0,51 =0
s9,83=0,%+1
(6.13)
Y como por hipdtesis se cumple que
@1 (2)] < ¢(]|]]), (6.14)

integrando en coordenadas esféricas, podemos ver entonces que el lado izquierdo de (6.10) es finito
y converge absolutamente. Y como 72¢(r) esta acotado existe una constante C' tal que

1

k) < O—s,
< oIkl < O

entonces de esto de las desigualdades (6.11)), (6.12)), (6.13]) y del teorema de convergencia dominada
se sigue que

—~

lim (@)’ > k) =0

L1 L2 L3—>OO |V’ k;ﬁo

S$18283=0

Ahora es facil de ver que en los puntos de continuidad ®;, converge puntualmente a ® y por hipétesis
es continua casi donde sea, entonces de esto y de la desigualdad (6.14)), el lema se sigue aplicando
de nuevo el teorema de convergencia dominada. O]

Teorema 6.5. Bajo la condicion se cumple que

i 2y geeosE o) g, g, 21y gacos(be (07 2 0)
Ll L2 Ls—o00 N1—00 ‘Vl kEA; ]#l ||k|| Ll L2 L3—o00 N1—00 |v| k?éo ];él ||l{;H

€]€l
Z T = (6.15)

en S'(R3")

Demostracién. Sea ¢ € S(R3") entonces como

cos(k - (27 — ) [ cos(k- (a7 —2t))
/ 1K _/ ||k|| ol

_ ) cos(k - (a:j—xl)) e

[ 1+||k|| eE oW

= COS x]_$l>> 1—A x)dx.
/ T+ PR A0
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Entonces si definimos

cos(k - (27 — b))
k) = — A,) ¢(x)dx, 6.16
ok = [ O (L= A ofe) (6.10
__ [ =As) ¢(=)]
r) - _/ (1+T2)T2 d$7 (617)

es claro |®(k)| < ¢(]|k]|) entonces del lema [6.4] se sigue

) ) ejeicos(k - (a? — ) B B
it (G Sy s o)

k#0 j#1 S'x S
) ejeicos(k - (29 — zt))
fm 1 I (k). -
G%Ll,mﬁw( VI &4 ||k|| XBon(k), ¢
S'x8

eseicos(k - (27 — b))
1 J B Ek 1 — A:r: T d;p =
Ly, L21L3—>oo e—0 ‘V‘ Z Z/ 1 + HkH ’kH XB(O,I)( ) ( )¢( )

k#0 j#l
Z/ ejeicos(k - (27 — at)) (1= A,) 6(x)dudk
por (1+ ||/<?|| 2| k||

Y por otro lado de los lemas [6.4] y

) ) ejecos(k - (a? — 7)) B
E%Ll,ﬁ?ﬁm< V] ZZ HkH X5 (k). ¢ N

k#£0 j#l

S'x8
, ejecos(k - :L‘J—.Z'l
J
/ el : d dk, (6.18)
]ﬂ |27 — at|*
de lo que se sigue el teorema. O

Corolario 6.5.1. Si tomamos ¢ € S(R?) tal que ¢(0) =1 y que ¢(—k) = ¢(k), bajo la condicidn
se cumple que

eelcos (k- (29 — 2Y)) e.e
i i J — = 6.19
20 Ly Loy —so0 [V \V| kgﬁ;‘b R Z 27 — 2| (619

puntualmente para x € R tal que 7 — 2 # 0 para toda j # 1.

Demostracién. Primero, tomamos ¢ € C5°(R?) tal que ¢ [B0,)= 1 que cumpla las hipdtesis del
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corolario. Puesto que

, cos(k - (¢7 —ah) cos k- (a7 —at))
iy [ ot 2 =R <t { ooy g Har
cos(k - (27 — )
+/u—¢w»w$> 7 i
i cos k- (29 —at))
- tig{ f oty ==

_/@wmiiﬂf»A(u—mmw&wmng}

={f o™ ngﬁ_ﬂ»“

- [t D a - sk 620)

|27 — 2!

Usando el teorema de convergencia dominada. Notamos que estda convergencia es puntual a una
funcién localmente integrable, pero entonces podemos usar el lado derecho de esta expresion como
una representacion de la distribucion que representa el limite de la izquierda que ya sabemos que
converge distribucionalmente por el teorema anterior. Como dos representaciones de una distribu-
cién son iguales casi donde sea, y el potencial es continuo justo donde 27 — ! # 0, de esto se sigue
el corolario O]
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7. Los Operadores de Creacién y Aniquilacion y los Estados
de N-Fotones

Finalmente, vamos a estudiar el estado de vacio y los estados excitados del campo cuantizado.
Para hacer esto, se considerara definir operadores de creacién y aniquilacion cuantizando los modos
de Fourier del potencial magnético, definir apropiadamente el vacio de la teoria e inductivamente
definir los estados excitados. En esta seccién no se va a considerar el problema de la definicién del
operador del campo como un operador auto-adjunto y la caracterizacién de su espectro puesto que
estas técnicas se salen del enfoque del texto. Sin embargo notamos que el término del Hamiltoniano
del campo es un conjunto finito de osciladores armonicos desacoplados. Las propiedades
espectrales del oscilador armoénico son conocidas y se sabe que es un ejemplo clasico de un operador
cuantico con espectro infinito y puramente discreto, esto es, compuesto unicamente de valores
propios (ver [5] Teo. 3.1 y ver [40] Teo. VIIL.33 para generalizar a un nimero arbitrario pero finito
de osciladores arménicos acoplados). Regresaremos a la representaciéon dada por que permite
una interpretacion fisica mas directa, sin embargo las variables af’k realmente solo representan un
conjunto de variables independientes en R*V3. Primero definimos en S(R*"3) los operadores

i 14 a k] ;
v = h— ¢ 7.1
=\ neflR] \"Bap, VT ) Ty

con k € Az ei,l =1,2.Y usando las relaciones (2.27) extendemos estas definiciones

~1 L ~1 ~D A2
Ap g -= ~ Ay ks ap—g -= A (7.2)

Primero vamos a encontrar el adjunto (formal) de este operador. Definimos

i | V] 0 clk] ;
Ve —h i 4 7.3
(al,k) QHCHICH aa”lLJ{; + |‘r’ al,k ) ( )

en S(R*). Se sigue de la formula de integracién por partes que
(di,kfu (b) L2 = (f7 (&;7k>*¢)L2 ) (74)

por lo que son adjuntos formales. Y es facil de ver que

[} 1, (@0 1)) = 0t Oupepe, @l g Ggw] =0 en S(RM). (7.5)
Ahora, definimos los operadores de creacién
TRES —&ll’k il
I \/5

Y los adjuntos de estos los operadores de aniquilacién en S(R*M2). De (7.5)), es facil ver que se
cumple

(7.6)

[dl,ku (&l’,k’)*] - 5l,l’6k,k’> [dl,ku &l’,k’] =0 en S<R4N3)- (77>

Ahora si consideramos el operador

> hellk|| (@) a (7.8)

keAs,l

109



vemos que también estd definido B4(R*M3) para a > 2 por lo que se puede demostrar lo que sigue
calculando explicitamente

2 .
Vi(h o AR (aj)®  he|lk|
Hraa == R -
1= 2 \ idaj, LY 2

kel
ile{1,2}

= 2{: hel|k|| (@ r)" au k- (7.9)

kel

También notamos que si tomamos x € R?

dl,keik'x + (&M)*e_ik'x = ((&1171« + (dlljk)*)cos(k ) — z(dlzk — (&zk)*)cos(k - x)

—H’(dll’k — (dllk)*)sen(k; -x) + (dik + (&ik)*)sen(k . x))

VI (ell®l cl[k|l
k - k
Rkl \ V) ay ycos(k - ) + V] aj psen(k - x)
—ihcos(k - x) 0 + ihsen(k - x) 0 (7.10)
8al2,k (’3all,k ’ ’

por lo tanto

L ~ vk ik = 1 1 9 . .
appe”™ " + (a)e" ) e(k) = a; cos(k - x) + ajsin(k - x)) e(k). (7.11)
2 2 )90 =2 gy s sl =)

Entonces podemos expresar el potencial magnético (sin las funciones de corte) (2.44) como

Ao fong)) =7 32 g e+ ey ) ) (7.12)
le{12}

viéndolo como operador de multiplicacién. Ahora si escribimos explicitamente, los sumandos de

o % 92 02 A k|?
thkH(al,k) arr = — ’2 ’ <(aal1k>2 + (8a?k)2> + 2”|V’|‘ ((all7k)2 + (al,k)Q) - hC”kJH, (713)

que hace facil de ver que

c|l&| —c|[k 12 2 \2
o ({aa,}) H 7|:1|V <2h:|V||| ((al,k> + (ajy) )> ; (7.14)

keAl,l

es un eigenvector de ((7.9) con eigenvalor 0, esto es

HTad\IJO({aAé}> = 07 (715)
y también
PR o [2x]k X _
Uyik({an}) = (ax) Wo({an,}) = TV arWo({an,}),  @x¥o({an,}) =0. (7.16)
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Notamos que ¥y € S(R*3) por lo que podemos usar las reglas de conmutacién sobre ¥, para
obtener

(G )" g ()" Wo({ang }) = (k)" (kw0 + (k)" (@rk)) Yo({an })
= 5k7k/(5u/(dl’k)*\lfo({a/\g}>. (717)

Esto es \Ifl,l7k({a,\é}) es un vector propio de (Gy g )*ap g con valor propio 0y x0;. Vamos a demostrar
por induccién que si W, x := (a;4)"" Vo entonces

d;,k/dl’,k’an,l,k = 5;1,15k/,kn‘11n7l,k. (718)
El caso base se acaba de hacer, para el paso inductivo

Ak oA Ak oA A~k A % Ax oA
Ay @ V11, = Qp Gy @y Vo = Ay g (1,0 Ok + ay,k/az',k/) Vo 1k
~ %
= Ay (01,00, g + 0100 o) Wi g e
= 000k (n+ )Wyt 1k,

donde en la primera igualdad usamos las reglas de conmutacion y en la segunda la hipotesis de
induccién. También, si tomamos n > n’, se cumple

(Yot Yoo ) po = (Wm0 Gk (k) Wm0 ) 12 = 0000k i (W10 Wrr— 100 0) 12
= 5[,1’5k,k’n/(n/ - 1) (‘I’n—Q,z,k7 ‘I’n'—z,l/,k')Lz

= 0400k (W 11 W) 12
= 0100k On L. (7.19)

Por lo tanto se sigue que si para todo [, k fijo tomamos n;, € Ny arbitrarios definimos

~ ~ *’nl’k\lj
v = (Cll,k;)—07 (7.20)

Nk [
ny k-

)

entonces

IT ... , (7.21)

I
kel n€eNg

es un conjunto ortonormal en L?(R*Y3) tal que
Hyaa [T o = D mushellkl | T] Pni (7.22)
keAs,l keAy keAy,l

el estado erAg,l 0
polaridad [.

., Tepresenta un conjunto de Zl,k ny i, fotones tal que ny tienen momento Ak y
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Apendices

A. Distribuciones Peridédicas

Las teoria de las distribuciones periédicas, se puede entender como una modificacién de la teoria de
distribuciones usuales en donde se considera un espacio de funciones pruebas periddicas (cfr. [48]).
El principal beneficio de hacer esto es que permite rigurosamente definir la serie de Fourier de una
distribucién. Vamos a considerar solo funciones 27 peridédicas por simplicidad, pero usando cambios
de variables apropiados se puede considerar cualquier tipo de periodicidad.

Definicién A.1. Sea Qn = [—m,7]", definimos C3°(Qn) como el conjunto de funciones en C*(Qy),
que son 2m-periddicas en cada variable. Esto es para todoi=1,...,N f(z + 2mé;) = f(x).

El ejemplo prototipico de funciones de prueba peridédicas son los polinomios trigonométricos

E cpe™T,

[klI<K
Para K € N definimos la seminorma |||| .- sobre u € C;°(Qy) como
lulle = D ID%ul| e, (A1)
la|<K

con estas seminormas el espacio se vuelve de Frechet y se cumple que u,, — u si y solo si D%u,, — u
uniformemente para toda o mulit-indice.

Definicién A.2. Para sucesion de nimeros {c}rezn decimos que decrece rapidamente si para toda
K € N eziste una constante Cx > 0 tal que

lex] < Ce (B) X (A.2)

Denotamos el espacio de sucesiones que decrecen rdpidamente como S(ZV). Dotamos este espacio
de un conjunto de normas

|(ck)kezn |k = sup <k>K |cxl, (A.3)

keZN

que hace a este un espacio de Frechet.

Usamos una notacion similar al espacio de Schwartz, ya que como la transformada de Fourier, vamos
a ver que las series de Fourier dan un isomorfismo entre C>°(Qn) y S (ZN). Antes de demostrar esto
recordamos que los coeficientes de Fourier de una funcion f estan dados por

f(k) = ﬁ o f(z)e *dy kez™, (A.4)

y la serie de Fourier esta dado, por ahora, formalmente como

> fk)et (A.5)

kezZN

Teorema A.3. Siu € C*(Qn) entonces (u(k))pezy € S(ZN), la serie A.5 converge a u en
C(Qn) y si tomamos F = C*(Qn) — S(ZN) como

F (u) = (a(k)) ez, (A.6)

esta funcion es un isomorfismo.
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Antes de demostrar este teorema se necesita un pequeno lema
Lema A.4. La serie

> B (A7)
converge st s > N.

Demostracion. Por la simetria de la serie, basta con considerar

> (k) (A.8)

kez+N

entonces si tomamos || como la funcién piso se tiene que

1 1
Z (k)" = Z s = sdx
S S VR AR e TRt P
1
< ~dx
RNV /142t 4 +af
o] TN_l
= C’/ —dr
o V1412
< 00,
de lo que se sigue el lema. O
Demostracion Teorema[A.3. Primero, notamos que si tomamos v,w € C’;(QN) et =1,...,N
entonces integrando por partes se tiene
/ vo;wdr = / / vo;wdx;dr’ = / (M— / &»vw) dz’
QN N-1J -7 N-1 -7
= —/ divwdzx, (A.9)
N

por la periodicidad de las funciones. Por lo tanto se sigue para u € C}° (RY)

—

(0% ) (k) = (k)" k),

por lo tanto

k) < ) (1007 ) <k>\ < (k) @0 u

Lo

Entonces (@(k))pezy € S(ZY), por lo tanto .# estd bien definida. Ahora, sea (c;) € S(ZV) y

definimos
u(z) = Z e

keZN
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Y sea o un multi-indice, como D%*?® = (ik)*e** entonces si tomamos un entero K tal que
la] — K < —s entonces se sigue que

ik -K
Dcpe™*| < |z“ey| < CxCo (z)leI=F
Entonces del lema anterior y de la prueba M de Weierstrass se sigue que la serie
E D%cpet™,
kezZN
converge uniformemente, por lo tanto la serie
§ ckkezk~x’
kezZN
converge en Cp°(Q). Por la convergencia uniforme podemos intercambiar la integral con la suma
y se sigue que ¢ = u(k). Esto muestra que .% es biyectiva. Ahora notamos que

(kY (k)| < | @ed ()] < 1000) e < Nl

por lo que % es continua. La continuidad de .# ! se sigue del teorema del mapeo abierto. O]

Definicién A.5. Una distribucion periddica es un elemento de C’;O(QN)’, el espacio dual continuo
de las funciones de prueba periodicas. Esto es

C(Qn) =A{T: C;X(Qn) — C| T es lineal y T(¢;) — 0 si ¢; — 0}. (A.10)

De la misma forma que la distribuciones usuales, f € L'(Q,) define tinicamente una distribucién
periddica T}, y la delta de Dirac como la funcién evaluacion en 0 también es una distribucion
periédica. De la definicién de los coeficientes de Fourier, notamos que para u € C;°(Qn)

1

(k) = G Tule™), (A.11)

de esta manera, se motiva la siguiente definicion.

Definicién A.6. 5@ T, es una distribucion periodica, sus coeficientes de Fourier estan definidos
como

A 1

T(k) == ——Tu (e ™" kezX A.12
(K) = G Tule ™) ke (A.12)
Un ejemplo ilustrativo es considerar los coeficientes de Fourier de la delta de Dirac.
R 1 . 1
o= §(e ") = : A.13
e ) = @y (4-13)

Formalmente la serie de Fourier de esta estaria dada por

(zi)N > et (A.14)

kezZN

que solo esta dada formalmente pues no converge de ninguna manera usual. La parte clave es que
se puede demostrar que si converge como distribucién. Antes de eso se necesita un pequeno lema
util de regularidad muy andlogo a uno que existe para distribuciones temperadas.
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Lema A.7. 5i T es una distribucion periodica, existe un K € N y C > 0, tal que

T(u)] <C > |ID"u oo (A.15)

la| <K
denotamos también por F el mapeo que manda una distribucion a sus coeficientes de Fourier.

Demostracion. Procedamos por contradicciéon, entonces supongamos que para cualquier K € N,
existe un ug € C;°(Qn) tal que

T (ure)| = K Y 1D up| e (A.16)
|| <K
y definimos
-1
1
i = 2 ||Z<:KHDQUKHLOO Uk (A.17)

Es claro que para un multi-indice arbitrario 3, si tomamos K > |3| y K’ > K se cumple

1

oo S ?7 (A18)

107

por lo tanto D?x — 0 uniformemente por lo tanto 15 converge en Cr(Qn). Por lo tanto T'(¢x ) —
0 por continuidad, pero también se cumple que |T' (k)| > 1 por lo que tenemos una contradiccién.
De esto se sigue el lema. O]

Una sucesién de nimeros (cg)zezy es de crecimiento polinomial si existe K € Ny C' > 0 tal que
o] < C RS kez, (A.19)

y denotamos el conjunto de estas sucesiones como S’(Z"). Con todo esto se puede enunciar y
demostrar el siguiente teorema.

Teorema A.8. La funcion & : C*(Qn)" — S'(ZN) es una biyeccion y para toda distribucion T su
serie de Fourier converge de forma distribucional. Esto eso

lm (Y T(k)e™™ u| =(T,u)  Vue Q). (A.20)

K—oo
|k|<K

Demostracion. Que la sucesion de coeficientes de Fourier es de crecimiento polinomial se sigue
directamente de aplicar el lema a la definicién de estos. Ahora sea (cg)pezy € S'(ZN) v sean
C, K que cumplen (A.19). Sea s € N tal que 2s > N y sea

be = e (k) 2R kezV, (A.21)

entonces por el lema y el criterio M de Weierstrass, la serie

flz) = Z bre™ (A.22)



converge uniformemente y por lo tanto f es continua. Como Qy es compacto f € LP(Qy) y también
define una distribucién peridédica y podemos tomar

T = (9?5423 T}, (A.23)

entices por definicion los coeficientes de Fourier de T son

T0) = G Ty (0752 ) = o e T ) = (2 ). (a2

Como f € L*(Qy) de la teorfa usual de series de Fourier se sigue que k = by, por lo tanto T(k) = ¢p.
De esto se sigue que .# es una biyeccion. Ahora sea T una distribucién periddica, y parau € C3°(Qn)
fija, definimos

b= k(k)e*, (A.25)
por el teorema ¢r — ¢ en C°(Qn), y por lo tanto

Y TR ¢ = @0 Y Tk)e(—k) = Y T(e " )d(=k) = T(¢x).

|k|<K |k|<K |k|<K
Como T es continua, tomando el limite esta converge a T'(¢) ]

Esto muestra que la serie de Fourier de una distribucién periédica esta bien definida, pero también
que los coeficientes de Fourier determinan tinicamente a la distribucion. Finalmente vamos a consi-
derar un corolario que permite intercambiar al derivada con la serie en un sentido distribucional.

Corolario A.8.1. Sea T una distribucion periodica, entonces para cualquier o multi-indice, se
tiene que
DT = Y (ik)*T(k)e™, (A.26)
kezN

con la convergencia en el sentido distribucional

Demostracion. Simplemente notamos que

DT (k) = ﬁD“T(e‘im) = (2;)N(—1)'“|T(Dae—ik-x) - ;)N(ik:)o‘T(e_““'”C)
= (ik)"T'(k)

B. Teorema de la Funcion Inversa Global de Hadamard

Cuando es que un difeomorfismo local es también global es una pregunta complicada. Esto es facil
de ver considerando funciones como con e* con z complejo que es una funcién muy regular y un
difeomorfismo local, pero no global por la periodicidad. Para los propdsitos de este trabajo, el
teorema de la funcién inversa global de Hadamard nos permite dar una condicién suficiente (cfr.
[53] cap. 1-¢). Antes de enunciarlo recordamos el teorema de la funcién inversa usual de cédlculo
diferencial
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Teorema B.1. Sea F' : U C R" — R" una funcion continuamente diferenciable. Y sea p € U
tal que DF, es invertible, entonces eriste una vecindad V' de p y una vecindad W de F(p) tal que
FWU)=W y F |y es un difeomorfismo (tiene inversa continuamente diferenciable).

Aunque en cada punto la funcién se puede invertir si en todos lados su Jacobiano no es singular,
no se sigue necesariamente que esto defina globalmente una inversa suave.

Teorema B.2. Sea f : R" — R" una funcion continuamente diferenciable. Si Df, es invertible
para toda x € R™ y la norma de operador de Df, esta acotada uniformemente con respecto a x,
entonces f es un difeomorfismo global

La demostracion requiere del siguiente lema

Lema B.3. Tomando las mismas hipdtesis del teorema, tomamos A :=[0,1] x [0,1] y sea I' : A —
R™ continua, para 0 < s <1 fija I'(s,-) es diferenciable y ezisten yo,y1 € F(R™) tal que T'(-,0) = yp
y (-, 1) = y1, entonces eziste I' : A — R"™ continua y diferenciable como T tal que

F(I'(s,t)) =D(s,t)  ¥(s,t) € A (B.1)

Demostracion. Sea xq tal que yo = F(z9), por el teorema de la funcién inversa local existen vecin-
dades U de zo y V de yg tal que F' [y es un difeomorfismo a V. Ahora si consideramos el conjunto de
funciones I'y(s) = I'(s, t) para 0 < t < 1 fijo. Como I" es uniformemente continua al ser una funcién
continua en un compacto, se sigue que {I't}o<;<; es uniformemente equicontinua, y es claro que
también es uniformemente acotada y converge puntualmente a 1, por lo tanto se sigue del teorema
de Arzela-Ascoli, que converge uniformemente a la funcién constante yg, por lo que existe un € > 0
tal que F([0,1] x [0,€]) C V por lo tanto podemos definir I' [ 1y, (s,%) = F~' [y o [jo1)x[0.¢-
Sea a el supremo de las € tal que se puede definir I en [0, 1] x [0, €], esto es, que esté bien definida
en [0,1] x [0,a), por la regla de la cadena, se tiene que

AT (s,t) = (DFps) " OT(t, ),
entonces por hipdtesis existe una K > 0 tal que
0.1 (s, 1) < K[OI'(¢,5)] < K,
entonces del teorema fundamental del calculo se sigue que
IT'(s,t1) — TV(s,t0)| < K|ty — tol.

Como la funcién es entonces uniformemente continua existe una tunica extensién a la cerradura
de su dominio o [0, 1] x [0, a]. Supongamos que a < 1 y consideremos y(s) = I'(s,a). Para cada
0 < s <1, por el teorema de la funcién implicita local, podemos elegir vecindades de U, de I"(s, a)
y una vecindad V; de I'(s, a) tal que F' es un difeomorfismo de Ug a V;. Por compacidad existe una
subcubierta finita de las de ([0, 1], a), Us,, i = 1,..., N. Esto significa que de la misma manera,
que existen €;,7 = 1,..., N tal que I" estd definida en [0,1] x [0,a + ¢;). Por lo tanto I'" se puede
definir en [0, 1] x [0, a + min; ¢;), contradiciendo que a es el supremo, por lo tanto a = 1 ]

Demostracién[B.4 Sea yo = F(0), y sea y € R" arbitrario. Sea el segmento de recta que una a yq
con y dado por y(t) = yt + (1 — t)yo. Como un caso particular de lema anterior, existe una curva
x:[0,1] — R™ tal que F(x(t)) = y(t). Entonces F(z(1)) =y, por lo que F' es sobre.

Ahora, sean zg,r; € R"1 tal que F(zg) = F(x;) = y. Consideramos los segmentos de recta
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xo(t), z1(t) que unen a 0 con z( y con x; respectivamente, entonces las curvas dadas por y; := Foux;,
son curvas suaves que unen g, con y. Consideramos una homotopia entre estas curvas dadas por su
suma convexa ['(s,t) = sz1(t) + (1 — s)zo(t). Usando el lema, podemos encontrar I" : A — R” tal
que F(I"(s,t)) =T'(s,t), con I(0,t) = zo(t) y I(1,¢) = 1(t). Pero entonces, la curva I"(s,1), con
extremo xg, r; es mapeada continuamente al punto y por F', entonces por el teorema de la funcion
implicita local esto implica que xy = x7. O

C. Integral de Riemann para Funciones Valuadas en espa-
cios de Banach

Vamos a dar una construccion de integrales de Riemann para funciones valuadas en espacios de
Banach. Tipicamente las integrales de Riemann se definen para funciones de algin R" a R. Para
funciones valuadas en espacios vectoriales de dimensién finita uno puede extender la definicion
usando coordenadas y tomando la integral coordenada a coordenada, pero en espacios de dimensién
infinita esto no es evidentemente aplicable. Esta construccién dara una forma canoénica de generalizar
la integral de Riemann a espacios de Banach (cfr. [20]).

Definicién C.1. Sea X un espacio de Banach y un intervalo [a,b] C R, decimos que una funcion
[ ]a,b] = X decimos que es escalonada, si existe una particion T = {a =ty <t <...<t, =0b}

Y To, ... T, € X tal que
v—1

f(t) = X[a,t1]x0 + Z X(tiati+1]<t>xi7 (Cl>

i=1
y definimos el espacio de todas estas como € ([a,b], X) C L*([a,b], X). La integral de Riemann para
funciones escalonadas las definimos como

b v—1
/ f(t)dt = Z zi(tiy1 — t;). (C.2)

Notamos que €'([a, b], X) es un subespacio vectorial de L*([a,b], X) y I : €([a,b], X) — X definida

- / b f(t)dt, (C.3)

Teorema C.2. (Integral de Riemann) El mapeo lineal I, se extiende de forma tinica a un operador
lineal acotado I : € ([a,b], X)) — X tal que

es un mapeo lineal.

1N < (0= a)llf . (C4)

ademds C([a,b], X) C € ([a,b], X)* C L>®([a,b], X) y de tal forma que para f € €([a,b], X )"

l}rl‘glOZf (i1 = 1) == lim I(f), (C.5)
conm={a=ty<ty,...<t,=>b} un particion arbitraria, |r| = 0>max tiv1 —ti y T € [ti, tia].
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Nota. El limite se tiene que entender en el sentido del limite de una red con el conjunto dirigido
de particiones (11([a, b)), <).

Demostracion. Puesto que para f € € ([a,b], X) se tiene que

v—1

I < lewzll i1 =) S fllg Dt —ts) = (0= )| f ]l (C.6)

=0

entonces [ es un operador lineal acotado y existe una extensién tnica pues trivialmente €'(|a, b, X)

es denso en €([a,b], X). Sea f € €([a,b], X), y sea {fn} C €([a,b], X) tal que lim f, = f en
n—o0

L>([a,b], X). Sea € > 0, sabemos que existe N € N tal que ||[I(f — fn)|| < (b—a)|lf — fnllo < €/2-

« ey . . . . /
Tomamos la particiéon 7 asociada a fy y una refinamiento n' = {to,...,t,} arbitrario y {cF }
arbitrarias, entonces podemos dar una representacion natural de fy usando 7’

v—1 -1
1TChy = £l = | S 2 = F(e )t — EJMV D= 1) |(tisa = 1)
i=0 =0
HfN — fllso(tiva = 1)
=0
<€
2 )
entonces se sigue la ultima parte del teorema de la desigualdad del triangulo. O]

Esta construccion es muy similar a la integral de Riemann usual, y muchas de las propiedades
usuales se cumplen en este contexto.

Proposicién C.3. Sea f € €([a,b], X)) ya<a <V <bycela,b] entonces se cumple que
1|2 pwat]| < v = @) sl @ <t < v)
[ F(b)dt = f”,’f(t)dt+ I F(6dt

. La funcion F(t f f(r)dT es uniformemente continua

NS

Co

4. Si'Y es otro espacio de Banach y T € L(X,Y) entonces Tf € €([a,b],Y)" y

T (/:/f(t)dt> _ /b TF()dt

y
F(t)dt

Ra

1£C)]l € % (fo. 8L RY* y )
L ar

K

(Teorema fundamental del Cdlculo) Si f € C([a,b], X) entonces F(t) es diferenciable (fuerte-
mente en la topologia de X )y
dt T dt / J /@)
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Demostracion. Para demostrar 1, 2, 4, se sigue de la definicién que se cumplen para f € € ([a, b], X)
y la proposicién en general se sigue de un argumento de densidad. 3 se sigue directamente de 1.
Para 5, que [|f()| € €([a,b],R)? se sigue de la continuidad de la norma. Notando la segunda
desigualdad en C.6, es claro que se cumple para funciones escalonadas entonces se cumple en general
por densidad. Para la primera parte de 6, vemos que por la propiedad 2 y 5 se cumple que

F(t+h) = F(t) = hf®)| _ 1
e

1 t+h
<o / 1F(r) — F(0)dr.

t+h
/t f(r) - f(t)dr

puesto f es continua en un compacto, es también uniformemente continua por lo que para h sufi-
cientemente pequena, se puede acotar uniformemente el integrando por € y de esto se sigue que el
limite fuerte de las diferencias finitas existe y es f(¢). ]

D. El Teorema de Compacidad de Kolmogorov-Riesz

Puesto que el teorema de Heine-Borel falla en espacios de dimensién infinita, es necesario recurrir
a otras caracterizaciones de los conjuntos compactos. Recordamos que para espacios métricos, un
conjunto es compacto si y solo si es completo y totalmente acotado. El teorema de compacidad de
Kolmogorov-Riesz da una caracterizacién para los espacios LP(R™) (cfr. [24]). Primero se considerara
un lema simple, pero muy ttil.

Lema D.1. Sea (X, d) un espacio métrico. Supongamos que, para toda € > 0, existe una 6 > 0,un
espacio métrico (W,d'), y un mapeo ® : X — W tal que ®(X) es totalmente acotado, y si x,y € X
son tales que d' (®(x), P(y)) < 6, entonces d(x,y) < €. Entonces X es totalmente acotado

Demostracion. Sea € > 0,y 6, (W,d"),® como en las hipdtesis del lema. Como ®(X) es totalmente

acotado, existe una cubierta finita por vecindades de radio d, {V4,...,V,}. Entonces se sigue direc-
tamente de las hipétesis que {®1(V}),...,®71(V,,)} es una cubierta de radio € de X. Por lo que X
es totalmente acotado. O]

Teorema D.2. Sea 1 <p < oo y F C LP(R") supongamos que
1. % es acotado,

2. Para todo € > 0 existe R > 0, tal que para todo f € F

| i@r<e (D.1)
llzl>R
3. Para todo € > 0, existe p > 0, tal que para todo f € F, y ||y|| < p se tiene

J1r+9) - @) ar < e 02)

entonces F es totalmente acotado, y por lo tanto pre-compacto.
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Demostracion. Supongamos que % cumple 1,2) v 3. Sea entonces € arbitrario y R y p como en las
hipétesis. Sea @ el cubo abierto centrado en 0 de longitud p/2. Sean Qx = @ + k para k € Z",
traslaciones de @). Es claro que podemos tomar @y, ...,Qy tal que la cerradura de |, Q; contiene
a B(0, R). Sea P : L¥(R") — C dada por

Pf(z) = {|Ql o fl@)dr ze€Qii=1,....N

0 en cualqmer otro caso

Usando la condicién 2 se tiene que

W—Pm&=/’|ﬂw—RWm+/“ f(@)|Pda

U; Qi U, Qi)e

> [

Notamos que la integral 1/]Q;| [ Q, 5€ puede ver como una integral sobre un espacio de medida sobre
Q; con medida total 1, por como |-|” es convexa, por la desigualdad de Jensen se tiene que

T Z /

P
dx + €.

() — f(y)dy

(z) — f(y)|"dydz + €

|Qz

SZ/ |/| flo+y)| dyde + &
r+y)| dedy + €°

S oo s

<€p+— epdy—(2"+1)

Q[ J:

donde en la tltima desigualdad se uso la condicién 3. Entonces ||f — Pf|l,» < (2" + 1)Y7¢, y
por la desigualdad del tridngulo inversa, se sigue que | f||,, < (2" + 1)Y?e + ||Pf]|,,. Notamos
que P simplemente es la proyeccién ortogonal al subespacio generado por la base ortonormal
{x0./1Qil, - - - xon/I@N|}, que es de dimensién finita, por lo tanto P es un operador acotado y
como ¥ es acotado por hipdtesis, por lo que P(.%) es acotado en un espacio vectorial de dimensién
finita por lo que es totalmente acotado. Si en la demostracion de la tltima desigualdad cambiamos
€ por €/(2" + 1)2, notamos que si tomamos 0 = €/2 entonces para f,g € LP(R"), notamos que si
|P(f —9)ll;» < 6, reemplazando en la desigualdad que se acaba de conseguir que || f —g|;, < €.
Por lo tanto se sigue del lema que % es totalmente acotado. [
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