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Introducción

La teoŕıa de campos cuánticos es un marco teórico, matemático y conceptual, utilizado t́ıpicamente
para la descripción f́ısica de part́ıculas microscópicas y las fuerzas asociadas a estas. Entre estas des-
taca la electrodinámica cuántica, que describe como la luz interactúa con la materia (cfr. [54, 55]).
La teoŕıa ha sido altamente celebrada puesto que ha permitido dar predicciones cuantitativas que
han sido emṕıricamente verificadas a un alto grado de precisión [16]. Sin embargo, si se considera la
electrodinámica cuántica (y la teoŕıa de campos cuánticos en general) como una teoŕıa matemáti-
ca, esta carece de una estructura rigurosa lo que ha disparado muchas lineas de investigación en
donde se ha intentado dotar la teoŕıa de campos cuánticos de una estructura matemática bien de-
finida. (cfr.[52]). Varios de los problemas son consecuencia de que la teoŕıa está plagada de objetos
matemáticos que solo están dados formalmente y carecen de definiciones rigurosas. Uno de estos
objetos es la integral de trayectoria, introducida por Richard P. Feynman en 1948 para dar una for-
mulación alternativa a la mecánica cuántica, que consecuentemente utilizó en su formulación de la
electrodinámica cuántica [11, 12]. Este trabajo de tesis está basado en el art́ıculo On The Feynman
Path Integral for Nonrelativistic Quantum Electrodynamics por Wataru Ichinose [28], en el cuál
se propone una construcción matemáticamente rigurosa de la integral de trayectoria de Feynman
para modelos de la electrodinámica cuántica en el ĺımite de bajas enerǵıas, llamado electrodinámica
cuántica no-relativista (NRQED). En el art́ıculo se considera el acercamiento dado por “cortes tem-
porales”, en el cuál se regularizan los elementos del dominio del Lagrangiano, que en este contexto
significará restringir el Lagrangiano a trayectorias poligonales de n puntos (cfr.[13]). El objetivo de
este trabajo es desarrollar las ideas expuesta en este art́ıculo de investigación de tal manera que sea
accesible a un estudiante de la licenciatura en matemáticas o f́ısica interesado.
La mecánica cuántica es un paradigma f́ısico que describe las leyes dinámicas que rigen a los objetos
microscópicos. Difiere substancialmente de la f́ısica clásica puesto que la teoŕıa no es determinista.
Esto significa que uno no puede predecir el estado de un sistema f́ısico conociendo su estado en algún
instante, y solo se puede asociar probabilidades a un conjunto de estados posibles. A los sistemas
cuántico se las asocia un espacio de Hilbert, en donde los elementos de norma 1 representan los
estados f́ısicos posibles. La evolución temporal está dictada por la ecuación de Schrödinger:

i~
∂

∂t
ψ(t, x) = Hψ(t, x), (0.1)

donde H es un operador no acotado (no necesariamente acotado) y autoadjunto llamado el ope-
rador Hamiltoniano, y ~ es la constante de Planck. Este operador está relacionado con la función
Hamiltoniana de la mecánica clásica en donde si H(q, p) es el Hamiltoniano clásico reemplazamos
p → −i~∇ y las componentes que dependen de q se transforman en operadores de multiplicación
(cfr. [47]). En su libro seminal [9], Paul Dirac expuso mucha de la teoŕıa matemática, notación y
herramientas usadas en la formulación moderna de la teoŕıa cuántica. Su presentación y notación
sigue siendo preferida por muchos autores modernos, pero era conocido incluso por el mismo Di-
rac que, en términos de rigor matemático, su libro dejaba mucho que desear (ver [9] cap. III.15).
Pocos años después, John V. Neumann publicó un tratado sobre los fundamentos matemáticos de
le mecánica cuántica [38], en donde logró justificar gran parte de la teoŕıa de la mecánica cuántica
usando análisis funcional y teoŕıa de operadores. Aśı disparando varias áreas de investigación en
f́ısica matemática. Aun con la ayuda de estos fundamentos, la teoŕıa cuántica que presentó Dirac
no quedo totalmente justificada. Por una parte Neumann no trató de dar una justificación rigurosa
al uso de distribuciones como la delta de Dirac y al uso de vectores o “kets” generalizados de forma
directa. Esta parte solo quedó justificada con la aplicación de la teoŕıa de distribuciones de L. Sch-
wartz en espacios de Hilbert desarrollada por Gelfand y Vilenkin [18]. Otros ejemplos son algunas
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técnicas que intentan relacionar la f́ısica clásica con la cuántica. En particular, Dirac dio una pecu-
liar correspondencia al considerar dar soluciones aproximadas a la ecuación de Schrödinger cuando
“~ es pequeño”. Esta correspondencia estaba ilustrada en la aparición de objetos clásicos como,
la acción, en estas soluciones y también como es que el principio de Hamilton está presente en la
dinámica cuántica (cfr [9] p. 125). Feynman exploró y refinó esta correspondencia substancialmente
lo que lo llevó a dar con una nueva formulación de la mecánica cuántica al introducir una integral
funcional ahora llamada la integral de trayectoria de Feynman. La prescripción dada por Feynman
se resume en la siguiente expresión formal

〈x1, t1|x0, t0〉 =

∫
ei/~S[x1,t1,x0t0]Dx(t). (0.2)

El término de la izquierda de esta igualdad representa el propagador del sistema cuántico o la
función de Green de la ecuación de Schrödinger para un Hamiltoniano en particular, mientras que
el término de la derecha es una “integral” respecto a una “medida” Dx(t), definida en el espacio
de banach Cx1

x0
[t0, t1] de trayectorias continuas tal que en ti toman el valor fijo xi; es decir una

integral sobre el espacio de trayectorias [11, 12]. Feynman dio algunas definiciones operacionales de
la integral como un ĺımite de integrales en subespacios de dimensión finita dados por trayectorias
poligonales, pero consideraba que en el ĺımite uno pod́ıa definir una integral en el sentido dado por
la teoŕıa de la medida pero no dio demostración de esta afirmación(cfr[12] p. 34).
Un primer acercamiento al problema de dar una definición matemáticamente rigurosa de esta in-
tegral, fue el de utilizar la medida de Weiner sacada de la teoŕıa de procesos estocásticos donde
un problema similar se hab́ıa resuelto para la ecuación de calor. Gel’fand y Yaglom en [19] propu-
sieron definir la integral como un ĺımite de integrales de Weiner con variancia compleja σ tal que
Re(σ) > 0. R. Cameron demostró en [7] que esta construcción no es valida sino es que también se
asume Im(σ) = 0, por lo que no se pod́ıa considerar un ĺımite de integrales cuando σ → i. Este
resultado negativo mostró que el tratamiento matemático de la integral de trayectoria es un pro-
blema altamente no trivial. Esto ha resultado en una gran pluralidad de acercamientos al problema
en cuestión. En [37] Nelson expuso simultáneamente una definición secuencial basándose en una
generalización de la formula del producto de Lie y una continuación anaĺıtica de las formulas dadas
por la medida de Weiner para masa compleja; el beneficio principal es que la definición es aplicable
para un gran rango de potenciales. En [29] Ito consideró dar una representación en términos de
medidas complejas generalizadas en espacios de Hilbert donde se lograron considerar potenciales
que son la transformada de Fourier de una medida compleja acotada, y polinomios de grado 1 y 2.
Albeverio, Krohn y Mazzuchi extendieron esta definición para el caso del oscilador anarmónico y el
campo escalar libre bosónico; este acercamiento tiene el beneficio de poder considerar la expansión
semiclásica usando el método de fase estacionaria (cfr. [2]). En [25] Hida definió la integral de Feyn-
man usando cálculo de ruido blanco que luego fue utilizado en [1] por Albeverio, Hahn y Sengupta
para definir la integral de Feynman para teoŕıas topológicas de Chern-Simons en 3 dimensiones.
Fujiwara Kumano-go, Tsuchida e Ichinose desarollaron el método de cortes de tiempo, el cuál será
utilizado en este texto. El método de cortes de tiempo está inspirado en la prescripción de Feynman
en la cuál considera la integral como el ĺımite de integrales sobre espacios de curvas poligonales.
En esta dirección se tienen resultados para la ecuación de Schrödinger magnética dependiente del
tiempo con cotas de crecimiento sobre los potenciales. Estos sistemas consideran un conjunto de
cargas no-relativistas que interactúan con unos potenciales externos, pero no se considera como es
que estos campos son generados [13, 14, 15, 27]. Ichinose, en el art́ıculo del cuál está basado este
trabajo de tesis, parcialmente generaliza estos resultados al considerar los campos generados por
las part́ıculas del sistema.
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El método de cortes de tiempo se puede entender como una adaptación de la integral de Riemann
en donde aproximamos el dominio de la acción (el espacio de trayectorias continuas) por trayecto-
rias poligonal y usamos estas para definir una sucesión cuyo ĺımite definimos como la integral de
trayectoria sobre todo el espacio. Dada una partición arbitraria {t0 = a0 < a1 < . . . < an = t1} y
puntos arbitrarios x0 = y0, y1 . . . , yn = x1 , tomamos una trayectoria poligonal γ(t) definida como la
unión del conjunto de rectas que unen xi con xi+1 parametrizados en el intervalo [ti, ti+1]. Esto da
una representación en Rn del espacio de trayectorias poligonales de n puntos. Entonces al evaluar
la acción en estas trayectorias poligonales y dejar variar sus vértices de forma arbitraria, esto nos
da una función ei/~S(γ) : Rn → C. Entonces se define la integral de trayectoria sobre el espacio de
poligonales de n puntos como la integral oscilatorio (ver el caṕıtulo 2.2 de este texto, [13] Cap. 3 y
[35] Cap. 1.6)

Kn(x0, t0, x1, t1) = CnOs

∫
· · ·
∫
ei/~S(γ)dx1 . . . dxn−1, (0.3)

con Cn una constante de normalización. En [13] Fujiwara da condiciones generales para las cuales
los Kn convergen al propagador de la ecuación de Schrödinger para Hamiltonianos de la forma
H(q, p) = p2/2m+V (q) y en [15] se extiende a la ecuación de Schrödinger magnética. Cabe destacar
que en estos casos también se utilizan trayectorias clásicas poligonales, esto es, la unión de las
soluciones a las ecuaciones de Hamilton con condiciones γ(ti) = xi, γ(ti+1) = xi+1. Sin embargo nos
se considerará este caso en el texto.
En los art́ıculos [26, 27, 28], Ichinose da una estrategia simplificada en donde en lugar de tratar de
obtener el propagador de la ecuación, define la integral como una sucesión de operadores integrales
de la forma

Cn(t0, t) = Cn

∫
· · ·
∫
ei/~S(γ)f(x0)dx0dx1 . . . dxn−1, (0.4)

donde integramos la variable inicial también y lo vemos como un operador integral aplicado a
funciones f . Puesto que el espacio de Hilbert en donde actúa el operador son las funciones cuadrado
integrable, no es evidente que esta integral está bien definida y se tendrá que definir fuertemente
como un ĺımite de integrales convergentes definiendo primero el operador en un subespacio denso.
Ya que se tiene una sucesión de operadores bien definidos, se puede demostrar que estos convergen
fuertemente al operador de evolución temporal de la teoŕıa cuántica, es decir, que (0.4) converge
a la solución de la ecuación de Schrödinger a tiempo t1 si en t0 esta era igual a f(x0). Adaptar
estos argumentos a teoŕıa de campos tiene otro grado de dificultad puesto que la acción clásica
no es un funcional sobre trayectorias posibles, si no, sobre campos posibles con condiciones de
frontera apropiadas (cfr. [12] cap. 9). Esto hace que los grados de libertad cuantizables se vuelvan
un continuo, por lo que no es claro como aplicar muchas de las técnicas expuestas previamente.
Ichinose trata este problema poniendo “cortes” a la teoŕıa clásica que regularizan los campos a
una precisión arbitraria. Primero un corte infrarrojo en el cuál se considera dotar a los campos de
condiciones de frontera periódicas y aśı poderlos representar como series de Fourier, y luego un corte
ultravioleta en donde se considera despreciar los términos de la serie de número de onda “grande”,
o de forma más precisa, se toma la suma sobre una ret́ıcula finita pero de tamaño arbitrario. Esta
técnica difiere de las regularizaciones dadas por las Teoŕıas de Campos en el Ret́ıculo en donde es
el espacio de configuraciones el que se reemplaza por una ret́ıcula periódica de espaciado arbitrario
(cfr. [36]). El modelo es formalmente equivalente al modelo de Pauil-Fierz para el caso de part́ıculas
cargadas sin esṕın (cfr. [3] Cap. 14). Con esto se quiere decir que se espera que al remover los cortes
se recupere el modelo de Pauli-Fierz, pero no existe demostración de esto. Sin embargo si se va a
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considerar en este trabajo el ĺımite distribucional del potencial de coulomb regularizado y se van
a dar formulas explicitas del estado de vaćıo y los estados excitados del campo cuantiado(ver 6,7).
Usando estas técnicas es como se va a definir el modelo que se va a utilizar y el resultado principal que
obtenemos es demostrar la convergencia de la integral de trayectoria sobre trayectorias poligonales
a soluciones de la ecuación de Schrödinger al hacer tender la norma de la partición a 0.
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Organización del Texto

Este trabajo de tesis está basado en el art́ıculo [28], por lo que tiene una estructura similar en el
desarrollo lógico de la teoŕıa. Sin embargo, se adaptó la estructura para facilitar la lectura para per-
sonas no especializadas. Salvo el primer caṕıtulo, el texto es en general auto-contenido. Los primeros
4 caṕıtulos siguen una estructura lineal, pero los últimos dos caṕıtulos solo dependen lógicamente
del primero y el segundo.
En el primer caṕıtulo 1 se presenta la notación que se va a utilizar y muchos de los resultados
previos que se enunciaran, la gran mayoŕıa, sin demostración. Muchos son resultados populares de
alguna área de análisis o de cálculo por lo que su demostración se puede encontrar en la extensa
literatura del área. Primero vamos establecer la notación de multi-́ındices que ayudará a simplificar
muchas expresiones encontradas en calculo de varias variables y ecuaciones diferenciales. También
se introducen espacios de funciones que resultaran básicos en el desarrollo del texto. Luego se pre-
sentan definiciones básicas de teoŕıa de la medida y análisis funcional además de algunos teoremas
y construcciones que serán utilizados al menos una vez a lo largo del trabajo.
En el segundo caṕıtulo 2 primero se dará una derivación heuŕıstica de la función Lagrangiano para
la teoŕıa electromagnética clásica regularizada para un conjunto de cargas puntuales y los campos
que estas producen. Se formula la teoŕıa clásica en términos del potencial electromagnético y estos
se expresan en series de Fourier. Se toma la norma de Coulomb y se traduce esto a una relación
algebraica sobre los coeficientes de Fourier. Esto permite expresar el Lagrangiano de una forma
particular que separe los términos asociados a la enerǵıa de las cargas, la interacción de las cargas
con los campos y la enerǵıa almacenada en los propios campos. También se introducen varios con-
ceptos y construcciones matemáticas que resultarán fundamentales en la definición rigurosa de la
integral de trayectoria. Se introducen las integrales oscilatorias y se dan condiciones suficientes para
su convergencia. Luego se expone la teoŕıa de operadores pseudo-diferenciales como una extensión
de los operadores diferenciales lineales usuales explotando la transformada de Fourier. Finalmente
se considera una extensión de los espacios de Sobolev usuales llamados espacios de Sobolev con
peso. Finalmente, se define la cuantización del Hamiltoniano clásico asociado a la teoŕıa como un
operador no acotado con estos espacios como dominio.
En el tercer caṕıtulo 3 se define la integral de Feynman restringida al espacio de segmentos de
recta, como un operador sobre el espacio Schwartz. Usando representaciones del operador como
una integral oscilatoria se demuestra que el operador es fuertemente continuo con respecto a los
parámetros temporales. Se dan representaciones expĺıcitas de la acción evaluada en segmentos de
recta arbitrarios y se dan condiciones de crecimiento sobre los potenciales para dar condiciones de
invertibilidad de la diferencia de la acción evaluada en dos segmentos. Apoyándose de esto y de
varios lemas importantes sobre la continuidad de operadores en espacios de Sobolev con peso, se
demuestra que el operador fundamental es continuo en estos si el intervalo temporal es suficiente-
mente pequeño. Usando la densidad de la clase de Schwartz, esto permite extender los operadores
a estos espacios.
En el cuarto caṕıtulo 4 se da una formula explicita del residuo que se obtiene al aplicar la ecua-
ción de Shrödinger al Operador fundamental evaluado en una función de Schwartz. Este residuo se
representa como un operador integral y se dan cotas independiente de los parámetros temporales.
Luego se da una representación de este como una integral para funciones valuadas en espacios de
Banach.
En el quinto caṕıtulo 5 se construye la integral de Feynman sobre trayectorias poligonales como
la composición del operador fundamental en distintos segmentos de la partición. Primero se de-
muestra para particiones suficientemente finas la integral de Feynman es equicontinua respecto a
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los parámetros temporales. Luego de demostrar unos resultados de compacidad en el contexto de
espacios de Sobolev con peso, se demuestra la convergencia de la integral de trayectoria respecto al
filtro de particiones usando el teorema de Arzela-Ascoli, y la unicidad de las soluciones a la ecuación
de Shrödinger.
En el sexto caṕıtulo 6 se demuestra que si se toma el ĺımite de forma apropiada, se recupera el
potencial de Coulomb de su versión regularizada dad en el caṕıtulo 1. El ĺımite se entiende en el
sentido distribucional. Y en el séptimo 7 se dan expĺıcitamente el estado de vaćıo y los estados
excitados del Hamiltoniano asociado al campo cuantizado.
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1. Notación y Resultados Básicos

En esta sección se definirán los principales objetos matemáticos que serán utilizados y se enunciaran
algunos teoremas clásicos que serán aplicados extensamente en este trabajo. Puesto que muchos
de estos resultados son conocidos y están presentados en la extensa literatura que hay de análisis
matemático, se omitirán sus demostraciones. Fuera de esto, el trabajo será en general auto contenido
asumiendo conocimientos esperados de un estudiante de licenciatura en matemáticas o de áreas
afines interesado.

1.1. Conceptos Básicos del Cálculo de Varias Variables y Análisis

Primero, de forma estándar tomamos N,N0,Z,Q,R,C como los conjuntos de números naturales,
naturales con el 0, enteros no-negativos, racionales, reales y complejos respectivamente. Para n ∈
N, Rn y Cn son espacios vectoriales con producto escalar o interno dado por x · y =

∑n
i=1 xiyi

para x, y ∈ Rn, y z · w =
∑n

i=1 ziwi para z, w ∈ Cn. Y estos definen la norma (y por lo tanto

métrica y topoloǵıa) estándar en estos espacios como ‖x− y‖ =
√

(x− y) · (x− y). Definimos el

“producto interno japonés” como 〈x〉 =
√

1 + ‖x‖2, puntualizando que no es un producto interno.

Si consideramos 〈·〉 : Rn → R esta función tiene algunas propiedades que serán de mucha utilidad.
Es fácil de ver que para todo s ∈ R se tiene que 〈·〉s es una función infinitamente diferenciable que
nunca se anula con orden de crecimiento de ‖x‖s en infinito. También si tomamos s > n como

1√
1 + ‖x‖2

s ≤
n∏
i=1

1√
1 + x2

i

s/n
,

es claro que ∫
Rn
〈x〉−s dx <∞. (1.1)

También notamos que

0 ≤ (2‖x‖ − ‖y‖)2 = 4‖x‖2 − 4‖x‖‖y‖+ ‖y‖2 ≤ 4‖x‖2 + 4x · y + ‖y‖2 = 2(‖x‖2 + ‖x+ y‖2)− ‖y‖2

↔ 1 + ‖y‖2 ≤ 1 + 2(‖x‖2 + ‖x+ y‖2)↔ 1 ≤ 1 + 2(‖x‖2 + ‖x+ y‖2)

1 + ‖y‖2 ,

Como la primera desigualdad se cumple trivialmente tenemos que

1 ≤ 1 + 2(‖x‖2 + ‖x+ y‖2) + 1 + 2‖x+ y‖2‖x‖2

1 + ‖y‖2 =
2(1 + ‖x+ y‖2)(1 + ‖x‖2)

1 + ‖y‖2 ,

de esto último se sigue que

〈x+ y〉−1 ≤
√

2 〈x〉 (〈y〉−1). (1.2)

Dada una función f : U ⊆ Rn → C diferenciable y x ∈ Rk con k ≤ n usamos de forma intercambiable
la siguiente notación para el gradiente con respecto a k variables(

∂f

∂x1

, . . . ,
∂f

∂xk

)
= ∇xf =

∂f

∂x
= ∂xf,

si k = n tomamos ∇x = ∇ y ∂x = ∂. Ahora, vamos a definir espacios de multi-́ındices, utilizados
principalmente para facilitar el cálculo de varias variables
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Definición 1.1. Sea n ∈ N fijo un multi-́ındice de orden n es cualquier elemento α ∈ Nn, α =
(α1, . . . , αn). Para multi-́ındices α, β ∈ Nn definimos

Suma

α + β = (α1 + β1, . . . , αn + βn). (1.3)

Orden parcial

α ≥ β ↔ αi ≥ βi (i = 1, . . . , n), (1.4)

por lo tanto en el caso de que α ≥ β, α− β tiene sentido componente por componente y aśı es
como se define.

Valor absoluto

|α| =
n∑
i=1

ai. (1.5)

Factorial

α! =
n∏
i=1

αi!. (1.6)

Coeficiente Binomial, con α ≥ β(
α

β

)
=

n∏
i=1

(
αi
βi

)
=

α!

β!(α− β)!
. (1.7)

Coeficiente Multinomial (
|α|
α

)
=
|α|!
α!

=
|α|!

α1! . . . αn!
. (1.8)

Para z ∈ Cn, Potencia

zα =
n∏
i=1

zaii . (1.9)

Derivadas Parciales

Dα =
∂|α|

∂xα1
1 . . . , ∂xαnn

. (1.10)
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Con esta notación muchas formulas clásicas se pueden escribir de manera más compacta y/o gene-
ralizada. Por ejemplo

Teorema Multinomial (x1 + · · ·+ xm)k =
∑
|α|=k

(
k

α

)
xα. (1.11)

Regla de Leibniz Dαfg =
∑
α′≤α

(
α

α′

)
Dα′fDα−α′g. (1.12)

Teorema de Taylor f(x+ y) =
∑
|α|≤k

Dαf(x)

α!
yα +

∑
α=k+1

Rα(x, y)yα, ĺım
x→0

Rα(x, y) = 0. (1.13)

Rα(x, y) =
|α|
α!

∫ 1

0

(1− t)|α|−1Dαf(x+ ty)dt. (1.14)

Para una demostración de las últimas dos identidades ver [39] Cap. 1.1. Las siguientes definiciones
y propiedades relacionadas con espacios métricos se pueden ver en [43] Cap. 9 y 10, y [44] Cap. 2.

Definición 1.2. Un espacio métrico es un par (X, d) donde X es un conjunto y d : X ×X → R+

una función que le llamamos métrica tal que para cualquier x, y, z ∈ X

1. d(x, y) = 0 ↔ x = y.

2. d(x, y) = d(y, x).

3. d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y).

En un espacio métrico decimos que una sucesión {xn}∞n=1 converge a x0 si para todo ε > 0 existe
un N ∈ N tal que si n ≥ N entonces d(xn, x0) < ε. Sea (Y, d′) otro espacio métrico, decimos
que una función f : X → Y es continua si para toda sucesión {xn} ⊂ X convergente se cumple
ĺımn→∞ f(xn) = f(ĺımn→∞ xn).

Definición 1.3. Sea (X, d) un espacio métrico, decimos que una sucesión {xn} es de Cauchy si
para todo ε > 0 existe N ∈ N tal que si n,m ≥ N entonces d(xn, xm) < ε. Y decimos que el espacio
(X, d) es completo si toda sucesión de Cauchy es convergente.

Definición 1.4. Sea (X, d) un espacio métrico, decimos que U ⊆ X es un subconjunto abierto
si para todo x ∈ U existe r > 0 tal que B(x, r) ⊆ U , donde B(x, r) = {y ∈ X | d(y, x) < ε}.
Decimos que un conjunto A ⊆ X es cerrado si X \ A es abierto. Sea Y ⊆ X definimos Int(Y ) =
{y ∈ Y | ∃r > 0; B(y, r) ⊆ Y } y Y cl = {y ∈ X | ∀U abierto si y ∈ U entonces U ∩ Y 6= ∅}
que son abiertos y cerrados respectivamente. Decimos que K ⊆ X es compacto si para toda familia
U ⊆ P(X) de abiertos tal que K ⊆

⋃
U existe W ⊆ U finito tal que K ⊆

⋃
W . Una vecindad de

un punto x ∈ X es un abierto U tal que x ∈ U .

Enunciamos las siguiente propiedades básicas topológicas sobre espacios métricos

Proposición 1.5. Sean (X, d), (Y, d′) espacios métricos

Para todo x ∈ X y r > 0, B(x, r) es una vecindad de x

La unión arbitraria de conjuntos abiertos es un conjunto abierto, y la intersección finita de
conjuntos abiertos es un conjunto abierto
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La intersección arbitraria de conjuntos cerrados es un conjunto cerrado, y la unión finita de
conjuntos cerrados es cerrada.

Una función f : X → Y es continua si y solo si para todo conjunto U, (A) ⊆ Y abierto
(cerrado), f−1(U), (f−1(A)) es abierto (cerrado) en X. Si f es una función continua y K ⊆ X
es compacto f(K) es compacto.

Sea A ⊆ X, decimos que x ∈ X es un punto ĺımite de A si existe una sucesión {xn} ⊂ A\{x}
tal que ĺımn→∞ xn = x. El conjunto A es cerrado si y solo si contiene todos sus puntos ĺımites.
La frontera de un conjunto A es el conjunto de todos sus puntos ĺımites y la denotamos por
∂A

Sean U,A ⊆ X, U es abierto si y solo si U = Int(U) y A es cerrado si y solo si A = Acl

Un conjunto K ⊆ X es compacto si y solo si toda sucesión contenida en K tiene una subsu-
cesión convergente.

Decimos que un conjunto K ⊆ X es totalmente acotado si para todo r > 0 existe un conjunto
finito {x1, . . . , xn} ⊂ X tal que K ⊆

⋃n
i=1B(xi, r). En un espacio métrico un conjunto es

compacto si y solo si es completo y totalmente acotado. Si X = Rn, entonces K es compacto
si y solo si es cerrado y acotado.

Tomamos la siguiente notación estándar (cfr. [35] Cap. 1):
Si X, Y son dos espacios métricos C(X, Y ) se define como el espacio de funciones f : X → Y
continuas entre estos espacios. Cuando solo se escribe C(X) siempre se va a asumir que Y = C.
Para k ∈ N y Ω ⊆ Rk un subconjunto abierto, definimos Ck(Ω) como el conjunto de funciones
continuamente diferenciables de orden k, esto es, que para todo multi-́ındice α de orden k, Dαf
existe y es continua. C0(Ω) := C(Ω) y C∞ :=

⋂∞
k=0C

k(Ω).

Definición 1.6. Sean (X, d), (Y, d′) espacios métricos, una familia de funciones F ⊆ C(X, Y ) es
equicontinua en x0 ∈ X si para todo ε > 0 existe una δ > 0 tal que para todo f ∈ F si d(x, x0) < δ
entonces d′(f(x), f(x0)) < ε.

Si suponemos que X es compacto C(X, Y ) se le puede dotar de una métrica, para f, g ∈ C(X, Y )

d(f, g) = sup
x∈X

d′(f(x), g(x)). (1.15)

Teorema 1.7 (Arzelà-Ascoli). Sean (X, d), (Y, d′) espacios métricos, X compacto y Y completo.
Una familia F ⊂ C(X, Y ) es relativamente compacta si y solo si F es equicontinua y puntualmente,
relativamente compacta. Esto último significa que para cada x ∈ X el conjunto {f(x) : f ∈ F} es
relativamente compacto en Y .

Para una demostración general ver [31] Cap. 7 Teo. 18. Para una función f : X → C definimos
supp(f) = {x ∈ X | f(x) 6= 0}cl y C∞0 (Ω) = {f ∈ C∞ | supp(f) es compacto}

Definición 1.8. Sea n ∈ N entonces denotamos por S(Rn) al conjunto de funciones f ∈ C∞(Rn)
tal que para todo multi-́ındice α y k ∈ N existe una constante Cα,k tal que ∀x ∈ Rn

|Dαf(x)| ≤ Cα,k(√
1 + ‖x‖2

)k = Cα,k 〈x〉−k . (1.16)
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Un ejemplo instrumental de una función en este espacio esta dado por

f(x) = p(x)e−‖x‖
2

, (1.17)

donde p es un polinomio arbitrario. También, notamos que C∞0 (Rn) ⊂ S(Rn).

1.2. Conceptos Básicos del Análisis Funcional y Teoŕıa de la Medida

Primero se revisarán algunas nociones básicas de teoŕıa de la medida. Como referencias se reco-
miendan [21, 46, 23].

Definición 1.9. Un espacio medible es un par (X,Σ) con X un conjunto, y Σ ⊂ P(X) una
sigma-álgebra de conjuntos, esto es

1. X ∈ Σ.

2. Si A ∈ Σ entonces X \ A ∈ Σ.

3. Si {An}∞n=1 ⊆ Σ entonces
⋃∞
n=1An ∈ Σ.

Un espacio de medida es una triada (X,Σ, µ), con X un conjunto, Σ una sigma-álgebra y µ : Σ→
[0,∞] una función que le llamamos la medida que cumple

1. µ(∅) = 0.

2. Si {An}∞n=1 ⊆ Σ son disjuntos dos a dos, entonces

µ

(
∞⋃
n=1

An

)
=
∞∑
n=1

µ(An).

Decimos que una función entre dos espacios medibles (X1,Σ1), (X2,Σ2), f : X1 → X2 es medible si
para todo B ∈ Σ2 se tiene que f−1(B) ∈ Σ1. Decimos que una propiedad de una función medible f
se cumple casi donde sea (c.d.s.) si esta se cumple para todo x ∈ X salvo en un conjunto de medida
0.

Estas construcciones permiten dar una extensión de la teoŕıa de integración usual de cálculo a través
de la integral de Lebesgue

Teorema 1.10 (Integral de Lebesgue). Dado un espacio de medida (X,Σ, µ) existe una operación
sobre funciones f : X → R medibles y no negativas que devuelve un número no negativo, que
denotamos por

∫
X
fdµ que cumple

1. Para A ∈ Σ se cumple
∫
X
1Adµ = µ(A)

2. Esta operación es lineal
∫
X

(αf + βg)dµ = α
∫
X
fdµ+ β

∫
X
gdµ

3. Si A ∈ Σ se cumple que
∫
A
fdµA =

∫
X
1Afdµ :=

∫
A
fdµ donde la integral de la izquierda es

tomada sobre el espacio de medida restringido a A.

4. Si A,B ∈ Σ se cumple que
∫
A∪B fdµ =

∫
A
fdµ+

∫
B
fdµ−

∫
A∩B fdµ

5. Si f ≤ g entonces
∫
X
fdµ ≤

∫
X
gdµ
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6. Si f es integrable
∣∣∫ fdµ∣∣ ≤ ∫ |f |dµ

Decimos que la función es Lebesgue integrable si
∫
X
fdµ <∞

En resumen, la construcción se hace tomando la propiedad 1 como definición, extendiendo por li-
nealidad a combinaciones lineales de funciones caracteŕısticas sobre particiones de X y demostrando
que estas funciones aproximan puntualmente a las funciones medibles. Ya con esta construcción, es
fácil extender todav́ıa más está integral. Si tomamos una función medible f : X → R, decimos que
es Lebesgue integrable si f+ := máx{f, 0} y f− := máx{−f, 0} son Lebesgue integrables y∫

X

fdµ =

∫
X

f+dµ−
∫
X

f−dµ. (1.18)

Esto es equivalente a que |f | sea Lebesgue integrable. Ahora si tomamos funciones medibles f :
X → C decimos que es Lebesgue integrable si su parte real e imaginaria son Lebesgue integrable,
y definimos su integral como ∫

X

fdµ =

∫
X

Refdµ+ i

∫
X

Imfdµ. (1.19)

Una de las principales ventajas de esta formulación es que esta integral se comporta mucho mejor
al intercambiar ĺımites.

Teorema 1.11 (Teorema de Convergencia Dominada de Lebesgue). Sea (X,Σ, µ) un espacio de
medida y {fn}∞n=1 una sucesión de funciones medibles fn : X → C que convergen puntualmente a
una función medible f c.d.s. Si existe una función g Lebesgue integrable tal que |fn| ≤ g c.d.s. para
toda n ∈ N, entonces

ĺım
n→∞

∫
X

fndµ =

∫
X

fdµ. (1.20)

En la demostración de este teorema es t́ıpico primero demostrar un lema que resulta ser muy útil
por si solo.

Lema 1.12 (Lema de Fatou). Sea (X,Σ, µ) un espacio de medida, y sea {fn}∞n=1 una sucesión de
funciones medibles no-negativas entonces∫

X

ĺım ı́nf
n→∞

fndµ ≤ ĺım ı́nf
n→∞

∫
X

fndµ. (1.21)

Usando el teorema de convergencia dominada es posible generalizar una formula muy útil del calculo
multi-variable

Teorema 1.13 (Regla Integral de Leibniz). Sea (X,Σ, µ) un espacio medible, U ⊆ R un abierto y
f : U ×X → R tal que

1. f(x, ·) es integrable para cada x ∈ U fija.

2. f(·, y) es diferenciable para cada y ∈ X fija.

3. Existe h : U×X → R tal que para x ∈ U fija, h(x, ·) es integrable y para y ∈ X fija la función
es continua, y además para todo (x, y) ∈ U ×X se tiene que |∂xf(x, y)| ≤ |h(x, y)|.
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Entonces la función

g(x) =

∫
X

f(x, ·)dµ, (1.22)

es diferenciable y

dg

dx
(x) =

∫
X

∂f

∂x
(x, ·)dµ. (1.23)

Demostración. Sea x ∈ U y {xn} una sucesión de números reales que converge a 0 y tal que xn 6= 0.
Como converge se sigue que {x + xn} es un conjunto acotado y por lo tanto existe una vecindad
compacta [a, b] de x tal que {x+xn} ⊆ [a, b], entonces del teorema del valor medio existen ξn ∈ [a, b]
tal que ∣∣∣∣f(x+ xn, y)− f(x, y)

xn

∣∣∣∣ = |∂xf(ξn, y)| ≤ |h(ξn, y)| ≤ máx
x∈[a,b]

|h(x, y)|,

entonces como la sucesión definida por la parte izquierda de la desigualdad anterior converge pun-
tualmente a |∂xf(x, y)|, por el teorema de convergencia dominada podemos intercambiar el ĺımite
con la integral y obtenemos 1.23

Para una demostración más general ver también[6]. Es posible construir de espacios de medida
dados, espacios más grandes tomando el producto cartesiano.

Definición 1.14. Dados dos espacios de medida (X,Σ1, µ1), (Y,Σ2, µ2), si tomamos el espacio
medible (X × Y,Σ1 ⊗ Σ2), donde Σ1 ⊗ Σ2 es la sigma álgebra generada por elementos de la forma
A × B con A ∈ Σ1,B ∈ Σ2, una medida producto µ1µ2 es cualquier medida en este espacio que
cumpla

µ1µ2(A×B) = µ1(A)µ1(B). (1.24)

En el caso de que los espacios sean sigma-finitos se puede demostrar que hay una única medida
producto.

Esta construcción permite una generalización del teorema de Fubini para integrales iteradas.

Teorema 1.15 (Teorema de Fubini). Sean (X,Σ1, µ1), (Y,Σ2, µ2) espacios de medidas sigma-finitas,
y tomemos X × Y con la medida producto, entonces si f : X × Y → C es integrable entonces∫

X×Y
fd(µ1 ⊗ µ2) =

∫
Y

(∫
X

f ydµ1

)
dµ2 =

∫
X

(∫
Y

fxdµ2

)
dµ1, (1.25)

donde f y(x) = f(x, y) y fx(y) = f(x, y) para y ∈ Y y x ∈ X fijos respectivamente.

Finalmente mencionamos la medida estándar que se construye sobre Rn y sus propiedades.

Teorema 1.16 (Medida de Lebesgue). Existe sobre Rn un espacio de medida
(
Rn,Bcl, λ

)
sigma-

finita, donde la sigma álgebra contiene a la topoloǵıa usual de Rn y cumple

Si (a1, b1)× · · · × (an, bn) ⊆ Rn es un rectángulo arbitrario, este es medible y

λ((a1, b1)× · · · × (an, bn)) = (b1 − a1) . . . (bn − an).
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Si T es una transformación lineal y A ∈ Bcl entonces λ(T (A)) = |det(T )|λ(A).

Si A ∈ Bcl es un conjunto acotado λ(A) <∞.

Si f : [a1, b1]× · · · × [an, bn]→ C es Riemann integrable, también es Lebesgue integrable y∫
[a1,b1]×···×[an,bn]

f(x)dx =

∫
[a1,b1]×···×[an,bn]

fdλ.

Para ilustrar la utilidad de estas herramientas se va a demostrar una formula de cálculo que va a
ser importante a lo largo del texto.

Lema 1.17 (Formula de Integración por Partes). Sea f ∈ S(Rn) y g ∈ Ck(Rn) tal que para
toda α multi-́ındice con |α| ≤ k Dαg es de crecimiento a lo más polinomial, entonces para toda α
multi-́ındice tal que |α| ≤ k, se cumple que∫

Rn
f(x)Dαg(x) = (−1)|α|

∫
Rn

(Dαf(x))g(x)dx. (1.26)

Demostración. Se va a demostrar por inducción sobre k. Supongamos que k = 0, si α = 0 se sigue la
identidad trivialmente. Ahora supongamos que es cierto para k y sea α tal que |α| = k+1, entonces
existe algún i = 1, . . . , n tal que Dα = ∂xiD

α′ con |α′| = k + 1 y tomamos la función G(x) =
Dα′g(x)êi. También consideramos la sucesión de conjuntos {B(0, k)}∞k=1 entonces del teorema de la
divergencia se tiene que∫

B(0,k)

f(x)Dαg(x)dx =

∫
B(0,k)

f(x)∇ ·G(x)dx =

∫
∂B(0,k)

fG · n̂dS −
∫
B(0,k)

∇f(x) ·G(x)dx

=

∫
∂B(0,k)

fG · n̂dS −
∫
B(0,k)

(∂xif(x))Dα′g(x)dx.

(1.27)

Por hipótesis para N = n+ 1 existe una constante Cα′,N > 0 tal que

|fDα′g(x)| ≤ Cα′,N 〈x〉−N ,

entonces ∣∣∣∣∫
∂B(0,k)

fG · n̂dS
∣∣∣∣ ≤ ∫

∂B(0,k)

|fDα′g|n̂idS ≤
∫
∂B(0,k)

Cα′,N(√
1 + ‖x‖2

)N n̂idS
= C ′α′,N

kn−1(√
1 + k2

)N
≤ C ′α′,N

1

1 + k2
,

por lo tanto

ĺım
k→∞

∫
∂B(0,k)

fG · n̂dS = 0.
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Y si consideramos la sucesión de funciones χB(0,k)

(
Dα′g

)
∂xif que claramente converge puntual-

mente a
(
Dα′g

)
∂xif pero también

∣∣χB(0,k)

(
Dα′g

)
∂xif

∣∣ ≤ (
Dα′g

)
∂xif se sigue del teorema de

convergencia dominada (Teo. 1.11) que

ĺım
k→∞

∫
B(0,k)

∂xif(x)Dα′g(x)dx =

∫
Rn
∂xif(x)Dα′g(x)dx.

Y de la misma manera, tomando χB(0,k) (Dαg) f , se obtiene que

ĺım
k→∞

∫
B(0,k)

f(x)Dαg(x)dx =

∫
Rn
f(x)Dαg(x)dx.

Reuniendo todo obtenemos∫
Rn
f(x)Dαg(x)dx = −

∫
Rn

(∂xif(x))Dα′g(x)dx = (−1)|α
′|+1

∫
Rn

(Dαf(x)) g(x)dx,

donde en la última igualdad se usó la hipótesis de inducción. Y está igualdad es lo que se queŕıa
demostrar.

También las siguientes definiciones son estándar de un curso de análisis funcional introductorio. Se
recomiendan las siguientes referencias [45, 8, 40].

Definición 1.18. Un espacio de Hilbert H es un espacio vectorial sobre un campo R o C, con un
producto interno, esto es, con una función (·, ·)H : H ×H → F que cumple:

1. Linealidad en la primera entrada. Esto es para a ∈ F y x, y, z ∈H

(ax+ y, z)H = a (x, z)H + (y, z)H .

2. Hermı́tica

(x, y)H = (y, x)H .

3. Positiva definida. Si x 6= 0

(x, x)H > 0.

Y además, es completo respecto a la norma ‖x‖H =
√

(x, x)H .

Los espacios de Hilbert son fundamentales, pues en la teoŕıa moderna de la mecánica cuántica un
postulado importante es que todo sistema f́ısico le corresponde un espacio de Hilbert de estados. Este
producto interno es una forma bilineal continua. Esto se sigue de la desigualdad de Cauchy-Schwarz

| (x, y)H | ≤ ‖x‖H ‖y‖H . (1.28)

Denotamos por H ∗ el espacio dual de un espacio de Hilbert dado H . El producto interno da un
isomorfismo canónico entre estos.

Teorema 1.19 (Teorema de Representación de Riesz). Para todo f ∈H ∗ existe un único y ∈H ,
tal que

f(x) = (x, y)H ∀x ∈H . (1.29)
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El producto interno permite generalizar la noción de ortogonalidad entre vectores.

Definición 1.20. Sea H un espacio de Hilbert decimos que A ⊂ H es un conjunto ortogonal
si para cualesquiera x, y ∈ A tal que x 6= y se cumple (x, y)H = 0. Una base ortonormal es un
conjunto A ortogonal tal que Span(A)cl = H y todos los elementos son de norma 1.

Hay una caracterización topológica de los espacios de Hilbert dada en términos de la cardinalidad
de una (y por lo tanto todas) base ortonormal

Proposición 1.21. Un espacio de Hilbert H es separable si y solo si tiene una base ortonormal a
lo más numerable.

Puesto que solo consideraremos espacios de Hilbert separables, se puede asumir la existencia de una
base ortonormal a lo más numerable. Muchas de las propiedades útiles de las bases ortonormales se
puede derivar de la siguiente desigualdad.

Proposición 1.22 (Desigualdad de Bessel). Sea H un espacio de Hilbert y sea {ei}∞i=1 un conjunto
ortonormal, entonces para todo x ∈H se tiene que

∞∑
k=1

|(x, ei)H |2 ≤ ‖x‖2
H . (1.30)

Apoyándose de esta desigualdad se pueden dar caracterizaciones de bases ortonormales en términos
de muchas formulas útiles.

Proposición 1.23. Sea H un espacio de Hilbert, y {ei}∞i=1 ⊂H un conjunto ortonormal, entonces
los siguientes enunciados son equivalentes.

{ei}∞i=1 es una base ortonormal.

Si h ∈H es tal que h 6= ei para toda i ∈ N y {h}∪{ei}∞i=1 es un conjunto ortonormal entonces
h = 0.

Si h ∈H entonces

h =
∞∑
i=1

(h, ei)H ei. (1.31)

Si g, h ∈H entonces

(h, g)H =
∞∑
i=1

(h, ei)H (ei, g)H . (1.32)

Si h ∈H entonces

‖h‖2
H =

∞∑
i=1

|(h, ei)H |2. Identidad de Paserval (1.33)

Corolario 1.23.1. Sea H un espacio de Hilbert, y {ei}∞i=1 ⊂ H una base ortonormal entonces
para todo x ∈ H ,

∑
i(x, ei)H ei converge incondicionalmente. Esto es, para cualquier permutación

σ : N→ N se cumple que

x =
∞∑
i=1

(x, eσ(i))eσ(i). (1.34)
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Demostración. Sea n ∈ N entonces∥∥∥∥∥x−
n∑
i=1

(x, eσ(i))H eσ(i)

∥∥∥∥∥
2

H

= ‖x‖2
H −

n∑
i=1

∣∣(x, eσ(i))H

∣∣2, (1.35)

pero por 1.33, como
∑∞

i=1 |(x, ei)H |2 converge absolutamente a ‖x‖2
H , también lo hace incondicio-

nalmente. Por lo tanto se sigue que

ĺım
n→∞

∥∥∥∥∥x−
n∑
i=1

(x, eσ(i))H eσ(i)

∥∥∥∥∥
2

H

= 0. (1.36)

Como σ fue arbitrario, esto termina la demostración.

Muchos ejemplos de espacios de Hilbert se pueden construir usando teoŕıa de la medida.

Definición 1.24. Dado un espacio de medida (X,Σ, µ), definimos L 2(X) como el conjunto de
funciones f : X → C medibles tal que ∫

X

|f |2dµ <∞. (1.37)

Definimos la relación de equivalencia ∼ sobre L 2(X) como:

f ∼ g ↔ f = g c.d.s. (1.38)

Entonces definimos:
L2(X) = L 2(X)/ ∼ . (1.39)

Si aqúı tomamos el producto interno

([f ], [g])L2 =

∫
X

fgdµ, (1.40)

entonces L2(X) es un espacio de Hilbert.

En lo que resta del texto solo se va a diferenciar un elemento de [f ] ∈ L2(X) de sus representantes
si es necesario, pero en general se omitirá esta distinción. La teoŕıa de espacios de Hilbert permite
dar representaciones rigurosas de las series de Fourier si se considera convergencia en la norma L2.

Teorema 1.25. Para i = 1, . . . , n sean ai, bi ∈ Rn tales que ai < bi, y sea

V = [a1, b1]× · · · × [an, bn] (1.41)

|V | = (b1 − a1)(b2 − a2) . . . (bn − an), (1.42)

entonces, el conjunto de funciones

1

|V |
eik·x, k :=

(
2π

b1 − a1

s1, . . . ,
2π

bn − an
sn

)
si ∈ Z, (1.43)

es una base ortonormal de L2(V ).

Definición 1.26. Un espacio de Banach X es un espacio vectorial sobre R,C normado, esto es,
con una función ‖·‖X : X → R que cumple:
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1. Para x ∈ X

‖x‖ = 0↔ x = 0. (1.44)

2. Sea a ∈ K y x ∈ X entonces

‖ax‖ = |a|‖x‖. (1.45)

3. Sean x, y ∈ X entonces

‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖. (1.46)

Y además es completo.

Los espacios de Banach surgen en el estudio de ciertos espacios de funciones, en particular los de
operadores acotados entre espacios vectoriales. Notamos que todo espacio de Hilbert es también
de Banach. Brevemente recordamos que un mapeo lineal entre dos espacios vectoriales normados
T : X → Y es acotado si existe una constante C ≥ 0 tal que para toda x ∈ X se cumple

‖Tx‖Y ≤ C‖x‖X , (1.47)

y esta condición es equivalente a que el operador sea continuo. Si B(X, Y ) es el espacio de mapeos
lineales acotados, este se le puede dotar de una norma

‖T‖OP = ı́nf{C ≥ 0 : ‖Tx‖Y ≤ C‖x‖X∀x ∈ X}
= sup{‖Tx‖Y : ‖x‖X ≤ 1}
= sup{‖Tx‖Y : ‖x‖X = 1}. (1.48)

Y en el caso que Y sea de Banach, también lo es B(X, Y ). Por definición se cumple

‖Tx‖Y ≤ ‖T‖OP‖x‖X , (1.49)

para toda x ∈ X. Si Z es otro espacio de Banach y G ∈ B(Y, Z), entonces también se sigue de
inmediato de la definición que

‖GT‖OP ≤ ‖G‖OP‖T‖OP . (1.50)

Hay otras topoloǵıas útiles que se pueden usar en estos espacios.

Definición 1.27. Sea {Tn}∞n=1 un conjunto de operadores en un espacio de Banach X, decimos que
estos convergen fuertemente a un operador T si para toda x ∈ X se cumple que

ĺım
n→∞

Tnx = T. (1.51)

Decimos que converge débilmente si para todo funcional lineal f ∈ B∗(X) y x ∈ X se cumple que

ĺım
n→∞

f(Tnx) = f(Tx). (1.52)

Definición 1.28. Sean X, Y espacios de Banach, un operador T : X → Y es compacto si T (B(0, 1))
es relativamente compacto en Y
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Proposición 1.29. Sean X, Y espacios de Banach, un operador T : X → Y es compacto si y solo
si:

1. Para cualquier conjunto A ⊂ X acotado T (A) es relativamente compacto en Y .

2. Para cualquier conjunto A ⊂ X acotado T (A) es totalmente acotado en Y .

3. Para cualquier sucesión {xn} ⊂ X acotada, {T (xn)} tiene una subsucesión convergente en Y .

Presentamos un teorema básico, pero que resultará fundamental para definir varios operadores.

Teorema 1.30 (BLT). Sea X un espacio vectorial normado, Y un espacio de Banach, A ⊆ X un
subespacio vectorial y T : A → Y un mapeo lineal acotado, entonces existe un único mapeo lineal
acotado T̃ : Acl → Y tal que T̃ �A= T

Usando teoŕıa de la medida, también es posible encontrar muchos ejemplos de espacios de Banach.

Definición 1.31. Sea (X,Σ, µ) un espacio de medida y p ∈ [1,∞] definimos para f : X → C
medible

‖f‖Lp =

(∫
X

|f |pdµ
)1/p

, p <∞ ‖f‖L∞ = ı́nf{a > 0 : µ({x ∈ X : |f(x)| > a}) = 0}. (1.53)

Entonces definimos el espacio Lp(X) como el cociente sobre el espacio de funciones f , tal que ‖f‖Lp
es finito, identificando funciones que son iguales c.d.s.. ‖·‖Lp es una norma que hace a estos espacios
de Banach. Si p = 2, recuperamos la definición 1.24.

Usando el teorema de convergencia dominada uno puede dar una herramienta muy útil para de-
mostrar convergencia en la norma Lp

Teorema 1.32. Teorema de Convergencia dominada en Lp Sea (X,Σ, µ) un espacio de medida y
p ∈ [1,∞) y sea {fn} ⊂ Lp(X) una sucesión que converge puntualmente a una función medible f y
supongamos que existe una función g ∈ L1(X) tal que

|fn|P ≤ g ∀n ∈ N, (1.54)

entonces {fn} converge en la norma Lp a f .

Demostración. Puesto que fn → f puntualmente por 1.54 se sigue que |f |p ≤ g. Usando esto,
notamos que

|fn − f |p ≤ 2p (máx |fn|, |f |)p ≤ 2pg, (1.55)

y como |fn − f |p → 0 puntualmente, se sigue de 1.11 que ‖fn − f‖ → 0.

Estos espacios, incluso en el caso de la medida de Lebesgue, pueden contener elementos muy pa-
tológicos, sin embargo es posible aproximar estas funciones por funciones mucho mejor comportadas.

Proposición 1.33. Sea φ ∈ C∞0 (Rn) dada por

φ(x) =

{
Ce1/(‖x‖2−1) ‖x‖ < 1

0 ‖x‖ ≥ 1
, (1.56)

con C definida de tal manera que
∫
φ(x)dx = 1y φε(x) = 1

εn
φ
(
x
ε

)
. Si para f ∈ Lp(Rn) con 1 ≤ p <∞

tomamos

fε(x) = f ? φε(x) =

∫
f(y)φε(x− y)dy, (1.57)

entonces:
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1. fε ∈ C∞(Rn).

2. fε → f casi donde sea cuando ε→ 0.

3. Si f ∈ C(Rn) entonces fε → f uniformemente en subconjuntos compactos.

4. fε → f en LP (Rn).

Corolario 1.33.1. C∞0 (Rn) es denso en Lp(Rn) con 1 ≤ p <∞.

Demostración. Sea f ∈ Lp(Rn) y sea la sucesión {fn} ⊂ Lp(Rn) definida por

fn(x) =

{
f(x), ‖x‖ ≤ n

0, ‖x‖ > n
. (1.58)

Es claro del teorema de convergencia dominada en Lp 1.32 que fn → f en Lp(Ω), entonces las
funciones de soporte compacto son densas en Lp(Ω). Para cada n ∈ N del teorema anterior, usando
la misma notación, tomamos fn,ε ∈ C∞0 . Sea k ∈ N fijo, por lo anterior sabemos que existe un
nk ∈ N tal que ‖fnk − f‖LP < 1/2k y también existe un εk > 0 tal que ‖fnk,εk − fnk‖LP < 1/2k. Si
consideramos la sucesión {fnk,εk}∞k=1 ⊂ C∞0 y tomamos ε′ > 0, y k ∈ N tal que 1/k < ε′, tenemos
que

‖fnk,εk − f‖LP ≤ ‖fnk,εk − fnk‖LP + ‖fnk − f‖LP < 1/k < ε′.

Por lo que la sucesión converge a f en LP y con esto se termina la demostración.

Las siguientes definiciones son necesarias para poder definir espacios de distribuciones (o funciones
generalizadas).

Definición 1.34. Un espacio de Frechet es un espacio vectorial topológico (V, τ) tal que

1. La topoloǵıa τ es al menos Hausdorff (Esto es para cada dos puntos distintos existen vecindades
de estos que son disjuntas)

2. Existe una familia a lo más numerable de seminormas, pn : V → R (solo se les pide subaditi-
vidad y homogeneidad) tal que

p1(x) ≤ p2(x) ≤ p3(x) . . . (1.59)

Y la topoloǵıa es generada por esta familia en el sentido de que U ⊆ V es abierto si y solo si
para toda x ∈ U , existe K ≥ 0 y ε > 0 tal que {y ∈ V | pn(y − x) < ε, n ≤ K} ⊆ U .

3. Definimos la función,

d(x, y) =
∞∑
n=1

1

2n
pn(x, y)

1 + pn(x, y)
, (1.60)

que se puede demostrar que es una métrica. Con respecto a esta métrica se requiere que el
espacio sea completo. Una caracterización de convergencia con respecto a esta métrica es la
siguiente. Una sucesión {xn} ⊂ V converge con respecto a la métrica d si y solo si existe un
x ∈ V tal que pj(xn − x) converge a 0 cuando n→∞ para toda j ∈ N.

Notamos que todo espacio de Banach (y por lo tanto todo espacio de Hilbert) es un espacio de
Frechet. Un ejemplo importante es:
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Definición 1.35. En el espacio de Schwartz S(Rn), para k,N ∈ N definimos las normas ‖·‖k,N
como

‖f‖k,N = máx
|α|≤k

sup
x∈Rn
〈x〉N |Dαf |. (1.61)

Con estas, el espacio se vuelve se Frechet.

Muchas operaciones son continuas al tomar esta topoloǵıa.

Proposición 1.36. Sea φ ∈ S(Rn) y g una función suave tal que esta y sus derivadas son de
crecimiento a lo más polinomial, entonces las siguientes operaciones son continuas:

:φ(x)→ φ̃(x) = φ(−x). (reflexiónes) (1.62)

φ→ φ. (conjugación compleja) (1.63)

φ(x)→ τx0φ(x) = φ(x+ x0). (traslaciones) (1.64)

φ→ Dαφ. (derivadas) (1.65)

φ→ gφ. (multiplicación) (1.66)

1.3. Transformada de Fourier, Espacios de Sobolev y Distribuciones
Temperadas

También las siguientes definiciones y teoremas son estándar. Se recomiendan las siguientes notas
auto contenidas para revisar la teoŕıa de espacios de Sobolev y la transformada de Fourier [32, 50, 42].
Para referencias más estándar ver [40, 41, 10, 45].

Definición 1.37. Definimos la transformada de Fourier F : L1(Rn)→ L∞(Rn) como

F(f)(y) =

∫
Rn
e−ix·yf(x)dx. (1.67)

Que está bien definida puesto que

|F(f)(y)| ≤
∫
Rn
|f(x)|dx. (1.68)

Y la transformad inversa F∗ : L1(Rn)→ L∞(Rn) como

F∗(f)(x) =
1

(2π)n

∫
Rn
eiy·xf(y)dy. (1.69)

Puesto que S(Rn) ⊆ L1(Rn), la transformada de Fourier está definido en este subespacio. De la
regla integral de Leibniz 1.13 es claro que la transformada de Fourier de una función de Schwartz
es al menos suave, pero se puede ver que es aún más regular.

Teorema 1.38. Sea φ ∈ S(Rn) y f ∈ L1(Rn) entonces:

1. F es un mapeo lineal continuo de S(Rn) a S(Rn).

2. Para todo α multi-́ındice

DαF(φ) = (−i)|α|F(xαφ), (ix)αF(φ) = F(Dαφ). (1.70)
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3. Para x0 ∈ Rn

F(τx0f) = eix0·xF(φ), (1.71)

con τx0φ(x) = φ(x+ x0).

4. Para a ∈ R \ {0}
F(λaf) =

1

|a|n
F(λ1/af), (1.72)

con λaf(x) = f(ax).

5. Si definimos

f ? φ(x) =

∫
f(y)φ(x− y)dy, (1.73)

como en (1.57)entonces

F(f ? φ) = F(f)F(φ) Teorema de la Convolución. (1.74)

6.

F(F∗(φ)) = F∗(F(φ)) = φ. (1.75)

Teorema 1.39 (Plancherel). La transformamada de Fourier F : S(Rn)→ S(Rn) es un isomorfismo
con la inversa dada por F∗ : S(Rn)→ S(Rn), y cumple que

(F(f),F(g))L2 = (2π)n (f, g)L2 . (1.76)

Por lo tanto existe una exstensión única a un operador F̃ : L2(Rn)→ L2(Rn)

Salvo que sea necesario no se va a distinguir entre F y F̃ . Ahora vamos a recordar el concepto de
la derivada débil, primero definimos para Ω ⊆ Rn

L1
loc(Ω) = {f : Ω→ C : f �K∈ L1(Ω) ∀Kcompacto}. (1.77)

Muchos resultados dependerán del siguiente resultado

Lema 1.40 (Lema fundamental del cálculo de variaciones). Si f ∈ L1
loc(Ω) cumple que∫

Ω

fφdx = 0, (1.78)

para toda φ ∈ C∞0 (Ω), entonces f = 0 c.d.s.

Definición 1.41. Derivada Débil Sea f ∈ L1
loc(Ω) y α multi-́ındice. Entonces decimos que hα ∈

L1
loc(Ω) es la derivada débil α-esima, si es que existe, de f si∫

Ω

f(x)φ(x)dx = (−1)|α|
∫

Ω

hα(x)Dαφ(x)dx ∀φ ∈ C∞0 (Ω). (1.79)

Denotamos formalmente hα = Dαf .
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La derivada débil, si existe, es única debido al lema 1.40. Notamos que en el caso que la derivada
clásica exista, coincide con la derivada dedil usando el lema 1.17. Las derivadas débiles cumplen
muchas de las propiedades que la derivada usual cumple.

Proposición 1.42. Sean α y β multi-́ındices, entonces la derivada débil (asumiendo que existe)
cumple las siguientes propiedades:

1. Sean a, b ∈ C y f, g ∈ L1
loc(Ω) entonces Dα(af + bg) = aDαf + bDαg.

2. Dα(Dβf) = Dβ(Dαf).

3. Sea f ∈ L1
loc(Rn) tal que Dαf ∈ L2(Rn) entonces

F(Dαf) = (ix)αF(f). (1.80)

4. Sea f ∈ L1
loc(Rn) tal que xαf ∈ L2(Rn) entonces

(−i)|α|F(xαf) = DαF(f). (1.81)

Sea f ∈ L1
loc(Rn) y φ ∈ S∞(Rn) y , entonces

Dαfφ =
∑
α′≤α

Dα′fDα−α′φ (1.82)

Con esto podemos definir los espacios de Sobolev clásicos.

Definición 1.43. Para p ∈ [0,∞], k ∈ Z+ y Ω ⊆ Rn abierto definimos

W k,p(Ω) = {f ∈ Lp(Ω) | Dαf ∈ Lp(Ω) ∀|α| ≤ k}, (1.83)

como el espacio de Sobolev k, p, en este podemos definir una norma ‖·‖Wk,p dada por

‖f‖Wk,p =

∑
|α|≤k

‖Dαf‖p
LP

1/p

, (1.84)

‖f‖Wk,∞ =
∑
|α|≤k

‖Dαf‖L∞ . (1.85)

En el caso de p = 2 este es un espacio de Hilbert con el producto interno

(f, g)Wk,2 =
∑
|α|≤k

(Dαf,Dαg)L2 , (1.86)

y lo denotamos por Hk(Ω). Por el teorema de Plancherel 1.39 y por 1.80 es posible definir Hk(Ω)
como

Hk(Ω) =
{
f ∈ L2(Ω) | xαF(f) ∈ L2(Ω) ∀ |α| ≤ k

}
(1.87)

También es posible aproximar funciones en estos espacios respecto a la norma de Sobolev. Esto
es, una función en estos espacios junto con sus derivadas se pueden aproximar uniformemente por
funciones suaves de soporte compacto y las derivadas de estas en la norma Lp.
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Proposición 1.44. Sea φ ∈ C∞0 (Rn) como en 1.33 y φε(x) = 1
εn
φ
(
x
ε

)
. Si para f ∈ W k,p(Rn) con

1 ≤ p <∞ tomamos

fε(x) = f ? φε(x) =

∫
f(y)φε(x− y)dy (1.88)

Entonces

1. Para α multi-́ındice Dαfε = (Dαf) ? φε

2. fε → f en W k,p(Rn)

Corolario 1.44.1. C∞0 (Rn) es denso en W k,p(Rn)

Demostración. La demostración es idéntica a la demostración del corolario 1.33.1 cambiando la
norma LP por la norma de Sobolev.

La discusión anterior se complica substancialmente para dominios Ω acotados ya que el corolario
anterior no se generaliza. Es decir, la cerradura de C∞0 (Ω) respecto a (1.84) está estrictamente
contenida en W k,p(Ω). Esto está ı́ntegramente relacionado a una ambigüedad generada por como
se fijan los valores de la función en la frontera de Ω. El tratamiento riguroso de este problema es
delicado y se sale de los propósitos de este texto, y por lo tanto vamos a restringir la discusión
solamente al siguiente caso (c.f.r ver [10] cap. 5.5).

Definición 1.45. Sea Ω ⊆ Rn definimos W k,p
0 (Ω), como

W k,p
0 (Ω) = C∞0 (Ω) (1.89)

la cerradura tomada respecto a la norma (1.84)

Teorema 1.46. Sea V = (a1, b1) × (an, bn) y sea f ∈ H2
0 (V ), entonces si su serie de Fourier está

dada por

f(x) =
1

|V |
∑
k

fke
ik·x (1.90)

entonces para α un multi-́ındice tal que |α| ≤ 2

Dαf(x) =
1

|V |
∑
k

fk(ik)αeik·x (1.91)

Demostración. Primero, recordamos que tanto f como su derivadas débiles tienen representación
como serie de Fourier por el teorema 1.25. Entonces al menos sabemos que la derivada débil se
puede representar como

Dαf(x) =
1

|V |
∑
k

(Dαfk) e
ik·x, (1.92)

con
Dαfk =

(
Dαf(x), eik·x

)
L2 . (1.93)

Por definición de H2
0 (V ) existe una sucesión {φn}∞n=1 ⊂ C∞0 (V ) que converge a f en la norma de

H2(V ), por lo que en particular Dαφn → Dαf en L2 y por lo tanto

Dαfk = ĺım
n→∞

(
Dαφn(x), eik·x

)
L2 (1.94)
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pero como las φ′ns son C∞ la derivada débil coincide con la derivada usual y podemos usar la formula
de integración por partes (1.17) para obtener

Dαfk = ĺım
n→∞

∫
Dαφn(x)e−ik·xdx = ĺım

n→∞
(−1)|α|

∫
φn(x)Dαe−ik·xdx

= ĺım
n→∞

(−1)|α|(−ik)α
∫
φn(x)e−ik·xdx

= ĺım
n→∞

(ik)α
(
φn(x), ek·x

)
= (ik)αfk, (1.95)

que es lo que se queŕıa demostrar.

Definición 1.47. Una distribución temperada es un funcional lineal continuo T : S(Rn)→ C, o un
elemento de S ′(Rn). Decimos que una sucesión de distribuciones {Tk} converge a una distribución
T si esta converge puntualmente a T .

Sea f ∈ L1
loc(Rn) de crecimiento a lo más polinomial, si definimos

Tf (φ) =

∫
Ω

f(x)φ(x)dx φ ∈ S(Rn), (1.96)

esta define una distribución y se cumple que si g ∈ L1
loc(Ω) es otra función de crecimiento polinomial,

Tf = Tg si y solo si f = g salvo en un conjunto de medida 0 (esto se sigue del lema 1.40) . Entonces
esto nos permite sin ambigüedad denotar a la distribución Tf con la función f . Otra distribución
importante es la delta de Dirac

δ(φ) = φ(0) φ ∈ S(Rn), (1.97)

sin embargo, es conocido que esta no puede ser representada por una Tf . Para distribuciones T y
Tf establecemos la siguiente notación

T (φ) = (T, φ) , (1.98)

Tf (φ) = (f, φ) . (1.99)

Ahora dado A un operador lineal continuo sobre S, definimos el operador transpuesto At sobre el
espacio de distribuciones como (

At(T ), φ
)

= (T,Aφ) . (1.100)

De esta manera podemos extender muchas operaciones como

La derivada distribucional DαT

(DαT, φ) = (−1)|α| (T,Dαφ) (1.101)

La transformada de Fourier FT

(FT, φ) = (T,Fφ) (1.102)

Sea g ∈ C∞ tal que la función y sus derivadas son de crecimiento a lo más polinomial la
multiplicación gT se define como

(gT, φ) = (T, gφ) (1.103)
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2. Herramientas Matemáticas Preliminares y Derivación

Heuŕıstica del Modelo

En este caṕıtulo se van a considerar ciertos preliminares que serán necesarios para el desarrollo
riguroso de la integral. Se presenta una derivación semı́-rigurosa del Lagrangiano clásico que va a
aparecer en la integral de trayectoria y algunas herramientas matemáticas no tan conocidas. Sobre
estas últimas solo se va a desarrollar lo necesario para entender las definiciones y teoremas utilizados
y recomendamos consultar las referencias citadas para una presentación más completa.

2.1. Construcción del Modelo: Regularización del Lagrangiano de las
Ecuaciones de Maxwell-Lorentz para Part́ıculas Puntuales

Empezamos con la construcción de una función Lagrangiana que corresponde a la teoŕıa electro-
magnética clásica. Está nos permitirá definir un funcional sobre posibles configuraciones clásicas
que luego surgirá en la definición de la integral de trayectoria. Empezamos con las ecuaciones de
Maxwell que dictan como es que cargas y corrientes eléctricas generan campos electromagnéticos
(c.f.r.[30, 51, 49]).

∇ · E(t, x) = 4πρ(t, x) (2.1)

∇ ·B(t, x) = 0 (2.2)

∇× E(t, x) = −1

c

∂B(t, x)

∂t
(2.3)

∇×B(t, x) =
1

c

(
4πJ(t, x) +

∂E(t, x)

∂t

)
(2.4)

Para campos vectoriales E,B : R+ × R3 → R3. Las funciones ρ y J, representan la densidad de
carga y corriente respectivamente. Se considerara el caso de n part́ıculas cargadas, que cada una se
representa por una curva en xj : R+ → R3. Las part́ıculas puntuales tienen densidades singulares,
por lo que es necesario representarlas como distribuciones temperadas:

ρ(t, x) =
n∑
j=1

ejδ(x− xj(t)) (2.5)

J(t, x) =
n∑
j=1

ejẋ
j(t)δ(x− xj(t)) (2.6)

La ecuación (2.2)) implica en ciertos casos la existencia de un potencial vectorial A(t, x), tal que

∇×A(t, x) = B(t, x) (2.7)

Reemplazando en (2.3), y despejando llegamos a la ecuación

∇×
(

E(t, x) +
1

c

∂

∂t
A(t, x)

)
= 0 (2.8)

Y de la misma manera, esta ecuación implica en algunos casos la existencia de un escalar potencial
φ(t, x), tal que

−∇φ(t, x) = E(t, x) +
1

c

∂

∂t
A(t, x) (2.9)
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Como queremos construir un Lagrangiano clásico, es prudente tomar la definición usual en donde
L = T −V la diferencia entre enerǵıa cinética y potencial del sistema. La enerǵıa cinética está dada
de manera usual por la velocidad de las part́ıculas y la potencial tiene dos términos dados por la
interacción entre los campos y las part́ıculas y la enerǵıa almacenada en los campos en śı:

L
(
{xj}, {ẋj}, φ,Dφ,A, DA

)
=

n∑
j=1

mj

2

∥∥ẋj∥∥2 −
∫ (

ρφ− 1

c
J ·A− 1

8π
(‖E‖2 − ‖B‖2)

)
dx

=
n∑
j=1

(mj

2

∥∥ẋj∥∥2 − ejφ(t, xj(t)) +
ej
c

˙x(t) ·A(t, xj(t))
)

+
1

8π

∫ (∥∥∥∥−∇φ(t, x)− 1

c

∂

∂t
A(t, x)

∥∥∥∥2

− ‖∇×A‖2

)
dx (2.10)

(ver [51] ec. 13.7). Este Lagrangiano depende de forma funcional tanto de las trayectorias y de
los potenciales. Se puede demostrar que al aplicar formalmente las ecuaciones de Euler-Lagrange
respecto a las trayectorias y respecto a los campos, se recupera la expresión para la fuerza de
Lorentz y las ecuaciones de Maxwell que faltan respectivamente. Sin embargo el procedimiento
anterior sufre de varios problemas si es que se quiere justificar de forma rigurosa. Uno de estos se
debe a divergencias que hacen que el último término de (2.10) no esté bien definido. Si consideramos
el caso electroestástico de una part́ıcula cargada, se tiene que

E(x) =
e

r2
r̂

B(x) = 0

Si integramos en coordenadas polares, puesto que la norma al cuadrado del campo es de orden r−4

la singularidad no es integrable. Esta divergencia ocurre debido a la naturaleza de una part́ıcula
puntual. Esto se debe a que en general los campos solo puedan ser distribuciones temperadas
debido a que las densidades están dadas por deltas de Dirac. Una forma de tratar de resolver
estos problemas es remplazando las densidades por una sucesión de funciones más regulares que
convergen a las densidades originales, y tomar el ĺımite al final si es posible. Sin embargo este
proceso de regularización no resuelve el problema de que la teoŕıa “completa” sigue estando mal
definida, por lo que propiamente son un conjunto de modelos que, en dado caso, se tendŕıa que
demostrar a parte si es posible tomar el ĺımite y dar con una teoŕıa bien definida.
También, vamos a considerar otro tipo de regularización, que hasta ahora son necesarios para definir
la integral de trayectoria usando el método de cortes de Tiempo. Esto consiste en restringir el espacio
f́ısico a una caja de volumen arbitrario en lugar de todo R3, Esto es para L1, L2, L3 > 0, tomamos

V =

[
−L1

2
,
L1

2

]
×
[
−L2

2
,
L2

2

]
×
[
−L3

2
,
L3

2

]
(2.11)

Y definamos

|V | := L1L2L3, (2.12)

k :=

(
2π

L1

s1,
2π

L2

s2,
2π

L3

s3

)
si ∈ Z (2.13)

Ahora, para regularizar las densidades consideramos una sucesión {ψk} ⊆ C∞p (V ) tal que ψk →
δ como distribución periódica (ver apéndice A). Con esto definimos una sucesión de densidades
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regularizadas

ρn(t, x) =
n∑
j=1

ejψn(x− xj(t)), (2.14)

Jn(t, x) =
n∑
j=1

ejẋ
j(t)ψn(x− xj(t)). (2.15)

También, se pedirá que φ ∈ H2
0 (V ), A ∈ H2

0 (V )⊕H2
0 (V )⊕H2

0 (V ). Esto nos permite expandir a los
campos en series de Fourier como:

φ(t, x) =
1

|V |
∑
k

φk(t)e
ik·x (2.16)

A(x, t) =

√
4πc

|V |
∑
k

ê1a(t)1ke
ik·x + ê2a(t)2ke

ik·x + ê3a(t)3ke
ik·x (2.17)

Con êi la base canónica en R3. Vamos a considerar desde este momento a los campos evaluados en
t = 0. Tomamos la norma de Coulomb sobre el potencial magnético (c.f.r. [51] cap 13.1).

∇ ·A(x) = 0, (2.18)

entonces por el teorema 1.46, esto se expresa en la serie de Fourier como

∇ ·A(x) =

√
4πc

|V |
∑
k 6=0

k1a1ke
ik·x + k2a2ke

ik·x + k3a3ke
ik·x = 0, (2.19)

lo que implica que k ·
(
ê1a(t)1ke

k·x + ê2a(t)2ke
k·x + ê3a(t)3ke

k·x) = 0 para toda k. Para cada k 6= 0
tomamos dos vectores ortonormales usando el proceso Gramm Schmidt ~ei(k), i = 1, 2. Y de esta
construcción se puede pedir que se cumpla ~ei (−k) = −~ei(k). De esta manera podemos expresar
(2.16), (2.17) como:

φ(x) =
1

|V |
∑
k

k1≥0

φke
ik·x + φ−ke

−ik·x, (2.20)

A(x) =

√
4πc

|V |
∑
k

k1≥0

~e1(k)(a1ke
ik·x − a1−ke

−ik·x) + ~e2(k)(a2ke
ik·x − a2−ke

−ik·x). (2.21)

Solo hay que notar que {e−ik·x/|V |~e1(k)} ∪ {e−ik·x/|V |~e2(k)} ∪ {e−ik·x/|V |k/‖k‖} es una base orto-
normal de L2(V )⊕L2(V )⊕L2(V ). Se usó la misma notación para los coeficientes de Fourier en las
distintas bases por simplicidad pero hay que precisar que en general son distintos. Expresamos los
coeficientes de Fourier como:

alk =
a1
lk − ia2

lk√
2

(l = 1, 2), (2.22)

φk = φ1
k − iφ2

k, (2.23)
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con ailk, φ
i
k ∈ R. Reemplazando lo anterior en las series (2.20), (2.21)

A(x) =

√
4πc

|V |
∑
k

k1≥0
l∈{1,2}

~el(k)√
2

(a1
lk − a1

l−k)cos(k · x) + (a2
lk + a2

l−k)sen(k · x) (2.24)

+ i[(a1
lk + a1

l−k)sen(k · x)− (a2
lk − a2

l−k)cos(k · x)] (2.25)

φ(x) =
1

|V |
∑
k

k1≥0

(φ1
k + φ1

−k)cos(k · x) + (φ2
k − φ2

−k)sen(k · x)

+ i[(φ1
k − φ1

−k)sen(k · x)− (φ2
k + φ2

−k)cos(k · x) (2.26)

Puesto que estos campos son entes f́ısicos medibles, tenemos que imponer que sean reales, lo que
implica que cada sumando tiene que ser real. Como el seno y coseno son linealmente independientes,
esto nos da las relaciones

a1
l−k = −a1

lk, a2
l−k = a2

lk, φ1
−k = φ1

k, φ2
−k = −φ2

k, (2.27)

por lo tanto, podemos reescribir (2.25), (2.26) como

A(x) =

√
4πc

|V |
∑
k

l∈{1,2}

1√
2

(a1
lkcos(k · x) + a2

lksen(k · x))~el(k). (2.28)

φ(x) =
1

|V |
∑
k

(φ1
kcos(k · x) + φ2

ksen(k · x)), (2.29)

Ahora nos enfocamos en la expresión

1

8π

∫
V

(∥∥∥∥−∇φ(t, x)− 1

c

∂

∂t
A(t, x)

∥∥∥∥2

− ‖∇×A(t, x)‖2

)
dx.

Primero, de (2.16), (2.17) y (2.19) y del teorema 1.46, tenemos que

∇φ(x) =
1

|V |
∑
k

φke
ik·xik, (2.30)

∂

∂t
A(x) =

√
4πc

|V |
∑
k

~e1(k)ȧ1ke
ik·x + ~e2(k)ȧ2ke

ik·x, (2.31)

∇×A(x) =

√
4πc

|V |
∑
k

ik × (~e1(k)a1k + ~e2(k)a2k)e
ik·x, (2.32)

donde la derivada de los coeficientes también se evalúa en t = 0. Aplicando la identidad de Paserval
(1.33) a funciones en el espacio de funciones cuadrado integrable vectoriales en L2(V ) ⊕ L2(V ) ⊕
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L2(V ), tenemos que

1

8π

∫
V

∥∥∥∥−∇φ(t, x)− 1

c

∂

∂t
A(t, x)

∥∥∥∥2

− ‖∇×A(t, x)‖2dx =
1

8π|V |
∑
k

|φk|2‖k‖2 +
1

2|V |
∑
k

l∈{1,2}

|ȧlk|2

− c2

2|V |
∑
k

l,∈{1,2}

‖k × ~el(k)ȧlk‖2

=
1

8π|V |
∑
k

i∈{1,2}

|φik|2‖k‖
2 +

1

4|V |
∑
k 6=0

i,l∈{1,2}

|ȧilk|2

− c2

4|V |
∑
k

i,l∈{1,2}

|ailk|2‖k‖
2.

Por otro lado, si tomamos las expansiones de Fourier de las funciones de prueba

ψn(xj) =
1

|V |
∑
k

ψn,ke
−ik·xj , (2.33)

y definimos

ρn,k =
n∑
j=1

ejψn,ke
−ik·xj (2.34)

ρn,k = ρ1
n,k − iρ2

n,k, (2.35)

recordando (2.14), y puesto que las densidades también son reales se tienen que cumplir las relaciones
(2.27) tenemos que

ρn(x) =
1

|V |
∑
k

n∑
j=1

ejψn,ke
−ik·xjeik·x =

1

|V |
∑
k

ρn,ke
ik·x =

1

|V |
∑
k

(ρ1
n,kcos(k · x) + ρ2

n,ksen(k · x)).

Por lo tanto usando la identidad de Paserval (1.33) de nuevo, tenemos que∫
ρn(x)φ(x)dx =

1

|V |
∑
k

i∈{1,2}

φikρ
i
n,k.

Entonces podemos definir un Lagrangiano regularizado usando (2.10) como

L
(
{xj}, {ẋj}, {alk}, {φlk}, { ˙alk}

)
=

n∑
j=1

mj

2

∥∥ẋj∥∥2
+

1

8π|V |
∑
k

i∈{1,2}

‖k‖2|φik|2 − 8πφ(t)ikρ
i
k(~x)

+
1

c

n∑
j=1

ej

∫
ẋj ·A(x)ψn(x− xj)dx

+
1

2

∑
k

i,l∈{1,2}

|ȧilk|2

2|V |
− c2‖k‖2(ailk)

2

2|V |
. (2.36)

32



De la representación de Fourier tenemos que

−∇2φ = ∇ · E =
1

|V |
∑
k

‖k‖2φke
ik·x. (2.37)

Entonces usando (2.1) y la unicidad de la representación de Fourier, llegamos a la ecuación

‖k‖2φik = 4πρin,k, (2.38)

en particular, para k = 0 se cumple la siguiente relación

0 = ψn,0
∑
j=1

ej. (2.39)

Como la ψn converge a la delta de Dirac no puede ser que ψn,0 = 0 para una infinidad de estos por
lo tanto la carga total del sistema tiene que ser 0. Existe entonces una constricción f́ısica sobre la
carga total del sistema. Reemplazando en (2.36)

2∑
i=1

(
‖k‖2|φik|2 − 8πφikρ

i
n,k(~x)

)
=
−16π2

‖k‖2

(
(ρ1
n,k)

2 + (ρ2
n,k)

2
)

=
−16π2

‖k‖2 ρn,kρn,k

=
−16π2

‖k‖2 |ψn,k|
2

(∑
i 6=j

eieje
ik·xie−ik·x

j

+
n∑
j=1

e2
j

)

=
−16π2

‖k‖2 |ψn,k|
2

(∑
i 6=j

eiejcos(k · (xi − xj)) +
n∑
j=1

e2
j

)
, (2.40)

lo que nos deja con

L
(
{xj}, {ẋj}, {alk}, {φlk}, { ˙alk}

)
=
∑
j=1

mj

2
|ẋj|2 − 2π

|V |
∑
k 6=0

|ψn,k|2

‖k‖2

(∑
i 6=j

eiejcos(k · (xi − xj)) +
n∑
j=1

e2
j

)

+
1

c

n∑
j=1

ej

∫
ẋj ·A(x)ψn(x− xj)dx

+
1

2

∑
k 6=0

i,l∈{1,2}

|ȧilk|2

2|V |
− c2‖k‖2(ailk)

2

2|V |
. (2.41)

Hacemos un corte ultravioleta que significa tomar la suma sobre k dentro de una ret́ıcula finita.
Esto es dados tres enteros positivos M1,M2,M3 tales que Mi ≤Mi+1,tomamos

Λj :=

{
k =

(
2π

L1

s1,
2π

L2

s2,
2π

L3

s3

)
; ‖s‖2 6= 0, ‖s‖∞ ≤Mj

}
. (2.42)

Y separamos estas ret́ıculas tomando Λ′j = {k ∈ Λj; s3 > 0} ∪ {k ∈ Λj; s3 = 0, s1, s2 ≥ 0} ∪ {k ∈
Λj; s3 = 0, s1 < 0, s2 > 0} De tal manera que se cumple que

Λj = Λ′j ∪ (−Λ′j), Λ′j ∩ (−Λ′j) = ∅.
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Definimos aΛ′j
:= {ailk}k∈Λ′j ,i,l

y notamos que por (2.27) estos valores son suficientes para determinar

los valores en la ret́ıcula completa. Definimos Ni como la cardinalidad de Λ′i, esto es

Ni := |Λ′i|. (2.43)

De esta forma escribimos el potencial magnético con corte ultravioleta como:

A(x, {aΛ′2
}) =

√
4πc

|V |
∑
k∈Λ2
l∈{1,2}

1√
2

(a1
lkcos(k · x) + a2

lksen(k · x))~el(k). (2.44)

Notamos que el Lagrangiano no está únicamente determinado por el sistema f́ısico que representa.
Esto resulta de que dos Lagrangianos distintos pueden de forma efectiva definir la misma acción o
tener las mismas ecuaciones de Euler-Lagrange. Se puede verificar esto fácilmente notando que se
le puede sumar una constante arbitraria al Lagrangiano, sin cambiar las ecuaciones de movimiento.
Por lo tanto, podemos re-definir el Lagrangiano regularizado como:

L (x, ẋ, {alk}, { ˙alk}) =
∑
j=1

mj

2

∥∥ẋj∥∥2 − 2π

|V |
∑
k∈Λ1

∑
i 6=j

|ψn,k|2eiejcos(k · (xi − xj))
‖k‖2

+
1

c

n∑
j=1

ej

∫
ẋj ·A(x, {aΛ2})ψn(x− xj)dx

+
1

2

∑
k∈Λ3

i,l∈{1,2}

|ȧilk|2

2|V |
− c2‖k‖2(ailk)

2

2|V |
+

~c‖k‖
2

. (2.45)

Ahora, notamos que como ψn → δ como distribución periódica, se tiene que ψn,k → 1 para toda
k. Y por el corte ultravioleta A es una combinación lineal finita funciones de prueba periódicas se
sigue que

ĺım
n→∞

∫
ẋj ·A(x, {aΛ2})ψn(x− xj)dx = ẋj ·A(xj, {aΛ2}),

Por lo que al tomar el ĺımite llegamos al Lagrangiano

L (x, ẋ, {alk}, { ˙alk}) =
n∑
j=1

mj

2

∥∥ẋj∥∥2 − 2π

|V |
∑
k∈Λ1

∑
i 6=j

eiejcos(k · (xi − xj))
‖k‖2

+
1

c

n∑
j=1

ejẋ
j ·A(xj, {aΛ2}) +

1

2

∑
k∈Λ3

i,l∈{1,2}

|ȧilk|2

2|V |
− c2‖k‖2(ailk)

2

2|V |
+

~c‖k‖
2

. (2.46)

Por el momento hemos considerado que x ∈ V sin embargo la expresión anterior está bien definida
en x ∈ R3n. Por comodidad y generalidad vamos a definir el Lagrangiano en todo el espacio, y se van
a tratar las divergencias de manera más directa. Vamos a tomar funciones de corte g ∈ C∞(R3,R)
y ψ ∈ C∞(R,R) y tomamos

Ã(x, aΛ′2
) =

√
4πc

|V |
g(x)

∑
k∈Λ2
l∈{1,2}

1√
2

(ψ(a1
lk)cos(k · x) + ψ(a2

lk)sen(k · x))~el(k). (2.47)
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Se pedirá también que ψ(−x) = −ψ(x). En el caṕıtulo 3.1 se darán condiciones de crecimiento
sobre estas funciones y sus derivadas. Con esto llegamos al Lagrangiano final

L̃ (x, ẋ, {alk}, { ˙alk}) =
n∑
j=1

mj

2

∥∥ẋj∥∥2 − 2π

|V |
∑
k∈Λ1

∑
i 6=j

eiejcos(k · (xi − xj))
‖k‖2

+
1

c

n∑
j=1

ejẋ
j · Ã(xj, {aΛ2}) +

1

2

∑
k∈Λ3

i,l∈{1,2}

|ȧilk|2

2|V |
− c2‖k‖2(ailk)

2

2|V |
+

~c‖k‖
2

. (2.48)

Es importante precisar que está derivación es heuŕıstica y meramente una motivación del modelo
utilizado. Esto se debe a las hipótesis Ad-Hoc impuestas en los pasos intermedios y la falta de
una teoŕıa bien definida sin las regularizaciones. De manera precisa, se empieza con (2.48) como
la función Lagrangiana que se utilizará para definir el modelo y cualquier relación a un modelo
sin regularizar se tendŕıa que hacer aposterioŕı de ser posible. Por lo tanto la siguiente definición
debeŕıa entenderse como el punto de partida del desarrollo riguroso de la teoŕıa.

Definición 2.1. Sea n ∈ N, V, |V |, k dados por (2.11), (2.12) y (2.13), sea Λi,Λ
′
i, Ni dados por

(2.42) y (2.43), también sea {kj}N3
j=1 un ordenamientos de los elementos de Λ′3 (que induce un

ordenamiento en Λ′2,Λ1), y g ∈ C∞(R3,R), ψ ∈ C∞(R,R) tal que ψ(−x) = −ψ(x). Si tomamos

(x), (y) ∈ R3n y (X), (Y ) ∈ R4N3 entonces definimos la función Lagrangiana L̃ : R6n+8N3 → R como

L̃ (x, y,X, Y ) =
n∑
j=1

mj

2

∥∥yj∥∥2 − 4π

|V |

N1∑
l=1

∑
i 6=j

eiejcos(kl · (xi − xj))
‖kl‖2

+
1

c

n∑
j=1

ejy
j · Ã(xj, X) +

4∑
j=1

N3∑
i=1

Y 2
i,j

2|V |
−
c2‖ki‖2X2

i,j

2|V |
+

~c‖ki‖
2

, (2.49)

con

Ã(xj, X) =
2
√

2πc

|V |
g(xj)

2∑
l=1

N2∑
i=1

(ψ(Xi,l)cos(ki · xj) + ψ(Xi,l+1)sen(ki · xj))~el(ki). (2.50)

Sean t1, t2 ∈ R tales que t1 < t2 y X̃, Ỹ ∈ R3n+4N3 tomamos

H2
X̃,Ỹ

([t1, t2]) =

{
γ̃ : [t1, t2]→ R3n+4N3

∣∣∣∣ γ̃i ∈ H2((t1, t2)) ∀i ∧ γ̃(t1) = X̃, γ̃(t2) = Ỹ

}
, (2.51)

entonces definimos la acción asociada a este Lagrangiano como el funcional S : H2
X̃,Ỹ

([t1, t2])→ R
dado por

S(γ̃) =

∫ t2

t1

L̃
(
γ(t), γ̇(t),Γ(t), Γ̇(t)

)
dt γ̃(t) = (γ(t),Γ(t)) . (2.52)

Esta acción contiene toda la información sobre la dinámica clásica de nuestro modelo. El espacio
dado por (2.51) sirve como un modelo para el espacio de trayectorias clásicas donde se pretende
definir la integral de trayectoria.
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2.2. Integrales Oscilatorias

Para continuar es necesario definir unos conceptos fundamentales que surgen en la definición de la
integral de trayectoria en nuestro contexto. Primero, necesitamos extender la definición de integrales
de la siguiente forma ∫

Rn
a(x, y)eiνφ(x,y)dy (2.53)

Donde φ es una fase real y por lo tanto, eiνφ no está en L1(Rn). Esta última observación nos indica
que para una gran clase de funciones, la integral no converge absolutamente. Por lo tanto tomamos
la siguiente definición.

Definición 2.2. Sean n1, n2 ∈ N, tales que n1 +n2 > 0 decimos que para funciones a : Rn1+n2 → C,
φ : Rn1+n2 → R de Borel, la integral (2.43) es una integral oscilatoria si para cualquier familia de
funciones {χε}ε>0 ⊂ S(Rn2) de Schwartz que cumplen:

1. ĺımε→0 χε = 1 Uniformemente en subconjuntos compactos de RN ,

2. ĺımε→0D
αχε = 0 Uniformemente en RN para |α| > 0,

3. Existen constantes no negativas Kα para todo multi-́ındice α, 0 < ε < 1 y 0 ≤ σ ≤ |α|; tal que

|Dαχε(x)| ≤ Kα

〈x〉|α|−σ
,

se tiene que ĺımε→0

∫
RN χε(y)p(x, y)eiνφ(x,y)dy existe y es independiente de la familia elegida. Este se

denota como

Os

∫
RN
a(x, y)eiνφ(x,y)dy (2.54)

Ver [13] Cap. 3 y [35] Cap. 1.6. Vamos a dar un lema que nos dejará construir un gran número de
familias de funciones de Schwartz que cumplen 1,2,3 en la definición 2.2.

Lema 2.3. Sea χ ∈ S(RN) tal que χ(0) = 1 y tomamos χε(x) = χ(εx), entonces la familia {χε}ε>0

cumple las propiedades de la definición 2.1

Demostración. Para la propiedad 1 sea K ⊂ RN un compacto arbitrario, y ε′ > 0. Sabemos que
por continuidad existe una δ > 0 tal que si ‖x‖ < δ entonces |χ(x)− 1| < ε′. Pero también como K
es compacto existe existe una ε∗ > 0 tal que ε∗K ⊂ B(0, δ). Entonces si tomamos ε < ε∗ y x ∈ K
notamos que ‖εx‖ < δ por lo tanto |χε(x) − 1| = |χ(εx) − 1| < ε′. Entonces la convergencia es
uniforme en K.
Para la propiedad 2 y 3 de la regla de la cadena se sigue que Dαχε(x) = ε|α|Dαχ(εx) entonces
tenemos para 0 < ε < 1

|Dαχε(x)| ≤ ε|α||Dαχ(εx)| ≤ ε|α|Kα,0,χ

|Dαχε(x)| ≤ ε|α|
Kα,|α|,χ

〈εx〉|α|
≤ ε|α|

Kα,|α|,χ

ε|α| 〈x〉|α|
≤
Kα,|α|,χ

〈x〉|α|−σ
.

donde las Kα,|α|,χ son las constantes positivas que existen puesto que χ es de Schwartz. Tomando
ĺımite cuando ε→ 0 en la primera igualdad, vemos que converge a 0 independiente de x por lo que
lo hace uniformemente. La última desigualdad es lo que se queŕıa demostrar.
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Notamos que si a(x, y) ∈ L1(Rn) el limite existe y converge a la integral usual por el teorema 1.11.
Sin embargo, el conjunto de śımbolos a que se usará tendrá otro tipo de regularidad.

Definición 2.4. Sea p ∈ C∞(Rn1+n2), y m ∈ R, decimos que p pertenece al espacio de śımbolo
p ∈ Am(Rn1+n2), si para cualquier pareja de multi-indices α, β, existe una constante positiva Cα,β
tal que ∣∣Dα

xD
β
y p(x, y)

∣∣ ≤ Cα,β (〈x〉 〈y〉)m . (2.55)

Tomamos a
A(Rn1+n2) =

⋃
m∈R

Am(Rn1+n2). (2.56)

Sean f, g ∈ A, y c ∈ C, por lo que existen mf ,mg ∈ R tal que f ∈ Amf y g ∈ Amg . Notamos
entonces que

|Dα
xD

β
y (cf + g)(x, y)| ≤ |c|Cf

α,β (〈x〉 〈y〉)mf + Cg
α,β (〈x〉 〈y〉)mg

≤ máx{|c|Cf
α,β, C

g
α,β} (〈x〉 〈y〉)máx{mf ,mg} . (2.57)

(2.58)

Usando la regla de Leibniz (1.12) tenemos que

|Dα
xD

β
y (fg)(x, y)| =

∣∣∣∣∣∣∣∣
∑
α′≤α
β′≤β

(
α

α′

)(
β

β′

)
(Dα′

x D
β′

y f(x, y))(Dα−α′
x Dβ−β′

y g(x, y))

∣∣∣∣∣∣∣∣
≤

∑
α′≤α
β′≤β

(
α

α′

)(
β

β′

)
Cf
α′,β′C

g
α−α′,β−β′

 (〈x〉 〈y〉)mf+mg , (2.59)

por lo que este espacio es un espacio vectorial y es cerrado bajo multiplicación puntual, y

cf + g ∈ Amáx{mf ,mg}(Rn1+n2) fg ∈ Amf+mg(Rn1+n2). (2.60)

En el caso de que mf = mg = m, esto también demuestra que Am es un espacio vectorial, pero solo
es un álgebra si m = 0. Tomamos la funciones pmi (x, y) = ((x, y)i)

m para i = 1, .., n1 +n2 y m ∈ N0.
Para cualquier multi-́ındice α tal que αj 6= 0 con j 6= i o si αi > m se tiene que Dαpmi = 0. Ahora
solo falta considerar ∂ki p

m
i (x, y) = m ∗ (m− 1) . . . (m− k+ 1)((x, y)i)

m−k con k ≤ m. Si |(x, y)i| ≤ 1
entonces es claro que

|((x, y))m−ki | ≤ 1 ≤ (〈x〉 〈y〉)m

Y si |(x, y)i| ≥ 1 tenemos que

|((x, y))m−ki |2 ≤ |((x, y))2m
i | ≤

m∑
k=0

(
m

k

)(
‖y‖2 + ‖x‖2)k =

(√
1 + ||x||2 + ||y||2

)2m

≤ (〈x〉 〈y〉)2m

Entonces pmi ∈ Am(Rn1+n2). Ahora, como un polinomio arbitrario en n1 + n2 variables se puede
escribir como p(x, y) =

∑
α cα(x, y)α =

∑
α cα

∏n1+n2

i=1 pαii (x, y) por lo que de lo anterior es claro
que estos están en A(Rn1+n2) (en particular las funciones constantes). Notamos también que si
una función f ∈ C∞(Rn1+n2) cumple que para todo multi-́ındice α existe pα ∈ A(Rn1+n2) tal que
|Dαf | ≤ |pα| entonces se sigue de inmediato que f ∈ A(Rn1+n2). Con esto en mente, demostramos
lo siguiente.

37



Proposición 2.5. Sea f ∈ Am(Rn1+n2) y l ∈ N0 definimos la norma

‖f‖m,l = máx
|α+β|≤l

sup
∣∣Dα

xD
β
y f(x, y)

∣∣ (〈x〉 〈y〉)−m (2.61)

entonces Am(Rn1+n2) es un espacio de Frechet 1.34, con las normas (2.61).

Demostración. Que (2.61) es una norma para cada l ∈ N0 se sigue de las propiedades del supremo
y de que (〈x〉 〈y〉)−m es una función positiva. Solo falta demostrar que es completo, por lo que
sea {fn} ⊂ Am una sucesión de Cauchy, esto significa que es de Cauchy con respecto a la norma
‖·‖m,l para toda l ∈ N0, pero esto significa que para cualesquiera α, β multi-́ındices, la sucesión de

funciones
(
Dα
xD

β
y fn(x, y)

)
(〈x〉 〈y〉)−m es uniformemente de Cauchy por lo que existe una función

gα,β : Rn1+n2 tal que
ĺım
n→∞

(
Dα
xD

β
y fn(x, y)

)
(〈x〉 〈y〉)−m = gα,β(x, y),

uniformemente. Como (〈x〉 〈y〉)−m es continua y positiva se sigue fácilmente que Dα
xD

β
y fn(x, y)

converge uniformemente a gα,β(x, y) (〈x〉 〈y〉)m en subconjuntos compactos. Esto es, como la sucesión
y la sucesión de las derivadas de fn convergen uniformemente localmente, se sigue que al menos
f := g0,0 (〈·〉 〈·〉)m ∈ C∞(Rn1+n2) y que Dα

xD
β
y f(x, y) = gα,β(x, y) (〈x〉 〈y〉)−m, por lo que solo falta

demostrar que f ∈ Am(Rn1+n2). Puesto que∣∣Dα
xD

β
y f(x, y)

∣∣ ≤ ∣∣Dα
xD

β
y fn(x, y)−Dα

xD
β
y f(x, y)

∣∣+
∣∣Dα

xD
β
y fn(x, y)

∣∣
≤
(∣∣Dα

xD
β
y fn(x, y)−Dα

xD
β
y f(x, y)

∣∣ (〈x〉 〈y〉)−m + ‖fn‖m,|α+β|

)
(〈x〉 〈y〉)m

ĺım
n→∞

sup‖fn‖m,|α+β| (〈x〉 〈y〉)
m ,

puesto ĺımn→∞ sup‖fn‖m,|α+β| <∞ al ser la sucesión de Cauchy y por lo tanto acotada. Se sigue que

f ∈ Am(Rn1+n2) y como la sucesión de Cauchy es convergente se sigue que el espacio es completo
lo que termina la demostración.

Teorema 2.6. Sean n1, n2 ∈ N, m ∈ R tal que n2 ≥ n1 y p ∈ Am(Rn1+n2). Si tomamos (z, x, y) ∈
Rn1+n2 con x, y ∈ Rn1 entonces la integral oscilatoria

Os

∫
Rn1

∫
Rn1

e−ix·yp(z, x, y)dxdy, (2.62)

existe como en la definición 2.2. Si tomamos la función p̃ : Rn2−n1 → C dada por

p̃(z) = Os

∫
Rn1

∫
Rn1

e−ix·yp(z, x, y)dxdy, (2.63)

se cumple que p̃ ∈ Am(Rn2−n1+0) y se tiene la siguiente representación

Dγ p̃(z) =

∫
Rn1

∫
Rn2

e−ix·y 〈x〉−2l 〈∂y〉2l
(
〈y〉−2l 〈∂x〉2lDγ

zp(z, x, y)
)
dxdy, (2.64)

donde
〈∂〉2 :=

(
1 +∇2

)
, (2.65)

y la integral de la derecha converge absolutamente para l ∈ N0 suficientemente grande. Finalmente
para todo l ∈ N0 existen l′ ∈ N0, l′ ≥ l y Cl ≥ 0 tales que

‖p̃‖m,l ≤ Cl‖p‖m,l′ , (2.66)

Con las normas dadas por (2.61)
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Nota. Por formalidad, solo mencionamos que en el caso n1 = n2, en lugar de considerar la función
p̃, se entiende que la integral oscilatoria

Os

∫
Rn1

∫
Rn1

e−ix·yp(x, y)dxdy,

existe y es una constante en C. Y también se cumple (2.64) tomando γ = 0.

Se va a demostrar antes un sencillo lema, pero que se será de mucha utilidad.

Lema 2.7. Para todo α multi-́ındice y k entero podemos escribir

Dα 1(
1 + ‖x‖2)k/2 =

∑
|β|≤|α|

ck,βx
β(

1 + ‖x‖2)k/2+kβ
, (2.67)

con ck,β ∈ R y kβ ∈ N tal que 2kβ − |α| ≥ |β| y |β| ≤ kβ ≤ |α|. Y se cumple que∣∣∣∣∣Dα 1(
1 + ‖x‖2)k/2

∣∣∣∣∣ ≤ Ck,α(
1 + ‖x‖2)k/2 . (2.68)

Demostración. La demostración será por inducción sobre el orden de los multi-́ındices. Si |α| = 0
la igualdad es trivial con ck,0 = 1 y k0 = 0. Ahora supongamos que la igualdad se cumple para
multi-́ındices de orden |α| = k, entonces sea α mulit-́ındice tal que |α| = k + 1 entonces para
algún i = 1, · · · , N podemos escribir Dα = ∂xiD

α′ con |α′| = k entonces aplicando la hipótesis de
inducción tenemos que

Dα 1(
1 + ‖x‖2)k/2 =

∑
|β|≤|α′|

∂

∂xi

ck,βx
β(

1 + ‖x‖2)k/2+kβ
=
∑
|β|≤|α′|

ck,ββix
β−êi

(
1 + ‖x‖2)(

1 + ‖x‖2)k/2+kβ+1
− (k + 2kβ)ck,βx

β+êi(
1 + ‖x‖2)k/2+kβ+1

,

de esto es claro como tomar las constantes (fijando las que faltan como 0) y queda demostrada la

inducción. Ahora si suponemos que |xβ| ≤ 1 se cumple trivialmente que |xβ| ≤
(
1 + ‖x‖2)kβ−|α|/2 y

|xβ| > 1

∣∣xβ∣∣2 =
n∏
i=1

(
x2
i

)βi ≤ ∑
|β′|=|β|

(
|β|
β

) n∏
i=1

(
x2
i

)β′i = ‖x‖2|β| ≤ ‖x‖2(2kβ−|α|) ≤
2kβ−|α|∑
k=0

(
2kβ − |α|

k

)
‖x‖2k

=
(
1 + ‖x‖2)2kβ−|α|

.

Entonces de la desigualdad del triangulo se sigue que existe una constante Ck,α tal que∣∣∣∣∣Dα 1(
1 + ‖x‖2)k/2

∣∣∣∣∣ ≤ Ck,α(
1 + ‖x‖2)(k+|α|)/2 ≤

Ck,α(
1 + ‖x‖2)k/2 (2.69)

Demostración Teorema 2.6. Calculando directamente se puede comprobar que

〈y〉−2 (1 +∇2
x

)
e−ix·y = e−ix·y, 〈x〉−2 (1 +∇2

y

)
e−ix·y = e−ix·y. (2.70)
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Sea {χε}ε>0 una familia como en la definición2.2, entonces de (2.59), de la formula de integración
por partes 1.17, y de la regla integral de Leibniz 1.13, tenemos que

Dγ
z

∫
e−ix·yp(z, x, y)χε(x, y)dxdy =

∫ (
〈y〉−2l 〈∂x〉2l e−ix·y

)
Dγ
zp(z, x, y)χε(x, y)dxdy

=

∫
e−ix·y

(
〈y〉−2l 〈∂x〉2lDγ

zp(z, x, y)χε(x, y)
)
dxdy

=

∫
e−ix·y 〈x〉−2l 〈∂y〉2l

(
〈y〉−2l 〈∂x〉2lDγ

zp(z, x, y)χε(x, y)
)
dxdy.

(2.71)

Notamos que, como son operadores diferenciales con coeficientes constantes, podemos usar el teo-
rema multinomial para escribir formalmente

(
1 +∇2

)l
=
∑
|α|=l

(
l

α

)
D2α/ê0 , (2.72)

con α/ê0 es un multi-́ındice formado de quitar el primer termino del mutli-́ındice α. De forma más
precisa, puesto que todos los operadores en la expresión (1+∇2) conmutan, el teorema multinomial
es valido si se considera la composición como el producto y la igualdad se entiende como operadores
que actúan en algún C∞. Usando (2.72) y la regla del producto de Leibniz (1.12), tenemos que.

〈∂y〉2l
(
〈y〉−2l 〈∂x〉2lDγ

z p(z, x, y)χε(x, y)
)

= 〈∂y〉2l

∑|β|=l ( lβ)D2β/ê0
x Dγ

z (p(z, x, y)χε(x, y))(
1 + ‖y‖2

)l


= 〈∂y〉2l

∑|β|=l ( lβ)D2β/ê0
x Dγ

z (p(z, x, y)χε(x, y))(
1 + ‖y‖2

)l


=
∑
|β|=l
|α|=l

(
l

α

)(
l

β

)
D2α/ê0
y

D2β/ê0
x Dγ

z (p(z, x, y)χε(x, y))(
1 + ‖y‖2

)l


=
∑
|β|=l
|α|=l

α′≤2α/ê0

(
l

α

)(
l

β

)(
2α/ê0
α′

)

×
(
Dα′

y 〈y〉
−2l
)
D2α/ê0−α′
y (D2β/ê0

x Dγ
z (p(z, x, y)χε(x, y))). (2.73)

De la propiedad 3 de la familia es claro que {χε}0<ε<1 es un subconjunto acotado de A0(R2n1) y
por lo tanto es un familia uniformemente acotada. De esto y de (2.59) se sigue {pχε}0<ε<1 es un
subconjunto acotado de Am(Rn1+n2). Por lo tanto Usando esto y el lema 2.7, podemos encontrar
Cl,γ una constantes positivas independientes de ε tal que∣∣∣〈∂y〉2l (〈y〉−2l 〈∂x〉2lDγ

zp(z, x, y)χε(x, y)
)∣∣∣ ≤ Cl,γ‖p‖m,l′ 〈z〉

m 〈x〉m 〈y〉m−2l ,

con l′ ≥ 2l + |γ|. Por lo tanto∣∣∣e−ix·y 〈x〉−2l 〈∂y〉2l
(
〈y〉−2l 〈∂x〉2lDγ

zp(z, x, y)χε(x, y)
)∣∣∣ ≤ Cl,γ‖p‖m,l′ 〈z〉

m (〈x〉 〈y〉)m−2l . (2.74)
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La función (〈·〉 〈·〉)m−2l de la desigualdad de la derecha está en L1(R2n1) por (1.1). Entonces del
teorema de convergencia dominada 1.11 se sigue que

ĺım
ε→0

Dγ
z

∫
e−ix·yp(z, x, y)χε(x, y)dxdy =

∫
RN

∫
RN
e−ix·y 〈x〉−2l 〈∂y〉2l

(
〈y〉−2l 〈∂x〉2lDγ

zp(z, x, y)
)
dxdy

= Dγ
z

∫
RN

∫
RN
e−ix·y 〈x〉−2l 〈∂y〉2l

(
〈y〉−2l 〈∂x〉2l p(z, x, y)

)
dxdy,

donde la última igualdad se obtiene de la regla integral de Leibniz 1.13. Para finalizar notamos
que como l′ en la desigualdad (2.74) depende a lo más de l y de el orden de γ que actúa solo
sobre z, entonces (2.66) se sigue de aplicar esta desigualdad a la representación que acabamos de
encontrar.

Ahora vamos a calcular algunas integrales oscilatorias que resultaran útiles más adelante.

Proposición 2.8.

1. Si a ∈ A(RN)

Os
1

(2π)N

∫
e−ix·ya(y)dxdy = a(0). (2.75)

2. Sean α, β multi-́ındices

Os
1

(2π)N

∫
e−ix·y

xαyβ

α!β!
dxdy =

{
0, if α 6= β
(−i)|α|
α!

, if α = β.
(2.76)

Demostración. Para 1, sea χ ∈ S(RN) tal que χ(0) = 1 y tomamos χε(x) = χ(εx) entonces por el
lema 2.3 tenemos que

Os
1

(2π)N

∫
e−ix·ya(y)dxdy = ĺım

ε→0

1

(2π)N

∫
e−ix·ya(y)χ(εx)χ(εy)dxdy

= ĺım
ε→0

1

(2π)N

∫
e−ix

′·y′a(εy′)χ(x′)χ(ε2y′)dxdy

= ĺım
ε→0

1

(2π)N

∫
a(εy′)Fχ(y′)χ(ε2y′)dy,

donde en la segunda igualdad se usó el cambio de variable x′ = εx, y′ = y/ε. Notamos que para
ε < 1, de la propiedad 3 de la familia χε∣∣a(εy′)Fχ(y′)χ(ε2y′)

∣∣ ≤ C0K0|Fχ(y′)| 〈y′〉ma .

Como el término de la derecha es integrable puesto que Fχ ∈ S(RN), entonces del teorema de
convergencia dominada 1.11 y del teorema de Plancherel 1.39 se obtiene que

Os
1

(2π)N

∫
e−ix·ya(y)dxdy =

1

(2π)N

∫
a(0)Fχ(y′)dy = a(0)χ(0) = a(0).
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Para 2 sea {χε} como en la definición 2.2 entonces

Os
1

(2π)N

∫
e−ix·y

xαyβ

α!β!
dxdy = ĺım

ε→0

1

(2π)N

∫
e−ix·yχε(x, y)

xαyβ

α!β!
dxdy

= ĺım
ε→0

1

(2π)N

∫ (
(iDy)

αe−ix·y
)
χε(x, y)

yβ

α!β!
dxdy

= ĺım
ε→0

1

(2π)N

∫
e−ix·y(−iDy)

αχε(x, y)
yβ

α!β!
dxdy

Donde se integro por partes en la última igualdad. Por las propiedades 1 y 2 de la familia {χε}
los términos que dependan de las derivadas de estas en el ĺımite se anulan uniformemente entonces
usando la regla de Leibniz tenemos que

Os
1

(2π)N

∫
e−ix·y

xαyβ

α!β!
dxdy = Os

1

(2π)N

∫
e−ix·y(−iDy)

α yβ

α!β!
dxdy

= Os
1

(2π)N

∫
e−ix·y(−i)|α|

(
β

α

)
yβ−α

β!
dxdy

Por lo tanto 2 se sigue de aplicar 1 a esta integral.

2.3. Operadores Pseudo-Diferenciales

Los operadores pseudo-diferenciales sirven como una forma de extender el estudio de operadores
diferenciales, explotando la transformada de Fourier (c.f.r. [35, 39]). Para motivar un poco la teoŕıa
recordamos que si tomamos un operador diferencial lineal con coeficientes suficientemente suaves
(e.g. actuando en algún S(RN)), como

Pu(x) =
∑
|α|≤m

aα(x)Dαu(x). (2.77)

Si definimos el śımbolo del operador P como

p(x, y) =
∑
|α|≤m

aα(x)(iy)α, (2.78)

se sigue que podemos expresar el operador como

Pu(x) =

(
1

2π

)N ∫
RN
eix·yp(x, y)Fu(y)dy. (2.79)

Entonces una forma de generalizar esto es remplazando el polinomio p por funciones suaves de
crecimiento polinomial.

Definición 2.9. Decimos que un operador P : S(RN)→ C∞(RN) es un operador pseudo-diferencial
con śımbolo p(x, y) ∈ A(R2N) si se puede representar como

Pu(x) =
1

(2π)N

∫
eix·yp(x, y)Fu(y)dy, (2.80)

y lo denotamos por P (x, ∂x). Para un parámetro ρ ∈ R definimos

P (x, ρ∂x)u(x) =
1

(2π)N

∫
eix·yp(x, ρy)Fu(y)dy. (2.81)
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Que Pu ∈ C∞(RN) se sigue de la regla integral de Leibniz 1.13. Sin embargo el operador es mucho
más regular.

Lema 2.10. Si P (x, ∂x) es un operador pseudo-diferencial con śımbolo p ∈ Am(RN), entonces
P (x, ∂x)u ∈ S(RN)

Demostración. Sea α un multi-́ındice arbitrario y Q,Q′ ∈ N tal que m− 2Q = −Q′ entonces por la
regla integral y diferencial de Leibniz, y de la regla de la cadena tenemos que

(2π)N 〈x〉2QDα
xPu(x) = 〈x〉2Q

∫ (
Dα
xe

ix·yp(x, y)
)
Fu(y)dy

=
∑
α′≤α

∫ (
α

α′

)(
〈∂y〉2Q eix·y

)(
Dα−α′
x p(x, y)

)
(iy)αFu(y)dy

=
∑
α′≤α

∫ (
α

α′

)
eix·y 〈∂y〉2Q

((
Dα−α′
x p(x, y)

)
(iy)αFu(y)

)
dy, (2.82)

por lo que usando (2.72) tenemos que∣∣∣〈∂y〉2Q ((Dα−α′
x p(x, y)

)
(iy)αFu(y)

)∣∣∣ ≤ ∑
|β|=Q

β′≤2β/ê0

(
Q

β

)∣∣∣Dβ′

y

(
Dα−α′
x p(x, y)

)
D2β/ê0−β′
y ((iy)αFu(y))

∣∣∣
≤

∑
|β|=Q

β′≤2β/ê0

(
Q

β

)
Cβ′,α−α′K2β/ê0−β′,m+N+1 〈x〉mp 〈y〉−N−1 ,

(2.83)

Recordando que 〈·〉−N−1 ∈ L1(RN), juntando (2.82) y (2.83), se sigue que existe una constante
KQ′,α tal que ∣∣∣〈x〉2QDα

xPu(x)
∣∣∣ ≤ kQ′,α 〈x〉m

↔ |Dα
xPu(x)| ≤ kQ′,α 〈x〉−Q

′
. (2.84)

Por lo tanto Pu es de la clase de Schwartz.

Uno de los principales beneficios de los operadores pseudo-diferenciales es que permiten traducir
muchas operaciones y relaciones diferenciales a un calculo sobre los śımbolos de estos a los cuales se
les pueden dar fórmulas explicitas. En este cálculo simbólico existe una importante conexión entre
estos operadores y las integrales oscilatorias como se ilustra en los siguientes lemas.

Lema 2.11. Sean q1, q2 ∈ A(R2N) y sea T ≥ 0. Si definimos

q(ρ, x, y) =
1

(2π)N
Os

∫ ∫
e−iy

′·x′q1(x, y + ρx′)q2(x+ y′, y)dy′dx′, (2.85)

entonces {q(ρ, x, y)}0<≤ρ≤T está acotado en Amq1+mq2 (R2N) con respecto a las normas (2.61), y

Q(ρ, x, ρ∂X) = Q1(x, ρ∂x) ◦Q2(x, ρ∂x). (2.86)
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Demostración. Del teorema 2.6, es claro que {q(ρ, x, y)}0<≤ρ≤T ⊂ Amq1+mq2 (R2N) y que si tomamos
l ∈ N tal que 0 < 2l − (mq1 +mq2)−N podemos expresar (2.85) como

Dγ
(x,y)q(ρ, x, y) =

∫ ∫
e−ix

′·y′ 〈x′〉−2l 〈∂y′〉2l
(
〈y′〉−2l 〈∂x′〉2lDγ

(x,y)(q1(x, y + ρx′)q2(x+ y′, y))
)
dx′dy′,

(2.87)
usando (2.64) Entonces, usando (2.72) tenemos que

Dγ
(x,y) 〈x

′〉−2l 〈∂y′〉2l
(
〈y′〉−2l 〈∂x′〉2l q1(x, y + ρx′)q2(x+ y′, y)

)
= 〈x′〉−2l 〈∂y′〉2l

〈y′〉2l 〈∂x′〉−2l ∑
γ′≤γ

(
γ

γ′

)
Dγ′

(x,y)q1(x, y + ρx′)×Dγ−γ′
(x,y) q2(x+ y′, y)



= 〈x′〉−2l 〈∂y′〉2l

〈y′〉−2l ∑
γ′≤γ
|β|=l

ρ2|β/ê0|
(
l

β

)(
γ

γ′

)
D
γ′+2β/ê0
(x,y) q1(x, y + ρx′)Dγ−γ′

(x,y) q2(x+ y′, y)


= 〈x′〉−2l

∑
γ′≤γ
|β|=l
|α|=l
α′≤α

ρ2|β/ê0|
(
l

α

)(
α

α′

)(
l

β

)(
γ

γ′

)
Dα′

y′
1(

1 + ‖y′‖2
)2l/2Dγ′+2β/ê0

(x,y) q1(x, y + ρx′)Dγ+α−γ′−α′
(x,y) q2(x+ y′, y).

Entonces usando el lema 2.7, la desigualdad del triangulo y tomando máximos existe una constante
Cl,γ independiente de ρ tal que∣∣∣Dγ

(x,y)e
−ix′·y′ 〈x′〉−2l 〈∂y′〉2l

(
〈y′〉−2l 〈∂x′〉2l q1(x, y + ρx′)q2(x+ y′, y)

)∣∣∣
≤ Cl,γ (〈x〉 〈y + ρx′〉)mq1 (〈x+ y′〉 〈y〉)mq2(

1 + ‖x′‖2)l (1 + ‖y‖2)l
≤ Cl,γ (〈x〉 2 〈y〉 〈ρx′〉)mq1 (2 〈x〉 〈y′〉 〈y〉)mq2(

1 + ‖x′‖2)l (1 + ‖y′‖2)l
≤ Cl,γ(2(1 + T ))mq1+mq2 (〈x〉 〈y〉)mq1+mq2 〈x′〉mq1 〈y′〉mq2(

1 + ‖x′‖2)l (1 + ‖y′‖2)l
:= C ′l,γ (〈x〉 〈y〉)mq1+mq2 〈x′〉mq1−2l 〈y′〉mq2−2l

, (2.88)

donde C ′l,γ depende a lo más de T . Entonces, reemplazando en (2.87) nos queda que

|Dγq(ρ, x, y)| ≤ C ′l,γ (〈x〉 〈y〉)mq1+mq2

(∫
〈x′〉mq1−2l

dx′
)(∫

〈y′〉mq2−2l
dy′
)
, (2.89)

por lo que {q(ρ, x, y)}0≤ρ≤T está acotado en Amq1+mq2 (R2N). Ahora, si tomamos {χε} como en el
lema 2.3 y f ∈ S(RN), entonces

Q(ρ, x, ρ∂x)f(x) =

∫
eix·yq(ρ, x, ρy)Ff(y)dy

=

∫
eix·y

(
ĺım
ε→0

(2π)−N
∫ ∫

e−iy
′·x′χε(x

′, y′)q1(x, ρy + ρx′)q2(x+ y′, ρy)dy′dx′
)
Ff(y)dy

:=

∫
ex·y ĺım

ε→0
qε(ρ, x, ρy)Ff(y)dy
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Repitiendo los mismos argumentos con los cuales se obtuvo (2.89) pero para qε y recordando que
de la propiedad 3 de la familia {χε} se sigue que esta es un subconjunto acotado de A0, existe una
constante C∗l independiente de ε y que a lo más depende de T , tal que

|qε(ρ, x, ρy)| ≤ C∗l,0 (〈x〉 〈y〉)mq1+mq2

Y como Fu ∈ S(RN) entonces para N ′ ∈ N tal que 0 < N ′ −mq2 −N

|qε(ρ, x, ρy)Fu(y)| ≤ C∗l,0K0,N ′ (〈x〉 〈y〉)mq1+mq2 〈y〉−N
′

≤ C∗l,0K0,N ′ 〈x〉mq1+mq2 〈y〉mq2−N
′
.

Entonces por el teorema de convergencia dominada 1.11 y por el teorema de Fubini 1.15, tenemos
que

(2π)2NQ(ρ, x, ρ∂x)f(x) = ĺım
ε→0

∫
eix·yqε(ρ, x, ρy)Ff(y)dy

= ĺım
ε→0

∫
ei(x·y−y

′·x′)χε(x
′, y′)q1(x, ρy + ρx′)q2(x+ y′, ρy)Ff(y)dy′dx′dy

= ĺım
ε→0

∫
ei(x·y−(u−x)·x′)χε(x

′, (u− x))q1(x, ρy + ρx′)q2(u, ρy)Ff(y)dudx′dy

= ĺım
ε→0

∫
ei(−w·u+y·u+w·x)χε((w − y), (u− x))q1(x, ρw)q2(u, ρy)Ff(y)dudwdy

= ĺım
ε→0

∫
eiw·xq1(x, ρw)

∫
e−iu·w

∫
eiy·uχε((w − y), (u− x))q2(u, ρy)Ff(y)dydudw

(2.90)

Definimos

pε(x, y, w, u, ρ) := χ(ε(w − y), ε(u− x))q2(u, ρy)Ff(y),

rε(x,w, u, ρ) :=
(
F−1
y pε(x, ·, w, u, ρ)

)
(u),

sε(x,w, ρ) := (Furε(x,w, ·, ρ)) (w),

tε(x,wρ) := q1(x, ρw)sε(x,w, ρ).

Integrando por partes respecto a la variable y (1.17) y usando la regla integral de Leibniz (1.13), se
tiene que para todo α, β multi-́ındices

Dα
wD

β
urε(x,w, u, ρ) =

∑
β′≤β

(
β

β

)
〈u〉−2l

∫
eiy·u(iy)β

′ 〈∂y〉2lDβ−β′
u Dα

wpε(x, y, w, u, ρ)dy. (2.91)

Por lo que podemos encontrar una constante Cα,β,N ′ ≥ 0 tal que∣∣Dα
wD

β
urε(x,w, u, ρ)

∣∣ ≤ Cγ,β,N ′ 〈u〉−N
′
. (2.92)

Repitiendo el argumento con esta cota también se cumple que

|Dγ
wsε(x,w, ρ)| ≤ C ′γ,N ′ 〈w〉

−N ′ . (2.93)

Por lo tanto reuniendo todo esto se sigue que existe una constante K ≥ 0 independiente de ε y que
dependa a lo más de T tal que ∣∣eiw·xtε(x,wρ)

∣∣ ≤ K 〈x〉m 〈w〉−(N+1) . (2.94)
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Entonces si consideramos (2.90) como integrales iteradas en el orden dy → du → dw usando
(2.92,2.93,2.94) y el teorema de convergencia dominada 1.11 también de forma iterada para cada
integral obtenemos

Q(ρ, x, ρ∂x)u(x) =
1

(2π)N

∫
eiw·xq1(x, ρw)

∫
e−iu·w

1

(2π)N

∫
eiy·uq2(u, ρy)Ff(y)dydudw

=
1

(2π)N

∫
eiw·xq1(x, ρw)

∫
e−iu·w (Q2(u, ρ∂u)f) (u)dudw

=
1

(2π)N

∫
eiw·xq1(x, ρw) (F (Q2(u, ρ∂u)f)) (w)dw

= Q1(x, ρ∂x) ◦Q2(x, ρ∂x)f(x), (2.95)

que es lo que se queŕıa demostrar.

Lema 2.12. Sea q ∈ A(R2N) y sea

q∗(x, y) = Os
1

(2π)N

∫ ∫
e−ix

′·y′q(x+ x′, y + y′)dy′dx′ (2.96)

Entonces para todo f, g ∈ S(Rn)

(Q(x, ∂x)f, g)L2 = (f,Q∗(x, ∂x)g)L2 (2.97)

con Q∗ el operador pseudo-diferencial con śımbolo q∗.

Demostración. Del teorema 2.6 se sigue q∗ ∈ Amq . Por definición, tenemos que

(f,Q∗(x, ∂x)g)L2 =
1

(2π)N

∫
f(x)

(∫
eix·yq∗(x, y)Fg(y)dy

)
dx

=

∫
f(x)e−ix·yq∗(x, y)F−1(g)(y)dydx.

Sea {χε} ⊆ S(R2N) una familia como en la definición 2.2 entonces por definición y por el teorema
de convergencia dominada 1.11 tenemos que

(f,Q∗(x, ∂x)g)L2 = ĺım
ε→0

1

(2π)N

∫
ei(x

′·y′−x·y)q(x+ x′, y + y′)f(x)F−1(g)(y)χε(x
′, y′)dy′dx′dydx

= ĺım
ε→0

1

(2π)N

∫
ei((x

′′−x)·(y′′−y)−x·y)q(x′′, y′′)f(x)F−1(g)(y)χε(x
′′ − x, y′′ − y)dy′′dx′′dydx

= ĺım
ε→0

1

(2π)N

∫ (∫
e−ix

′′·yF−1(g)(y)

(∫
eix
′′·y′′q(x′′, y′′)

×
(∫

e−ix·y
′′
χε(x

′′ − x, y′′ − y)f(x)dx

)
dy′′
)
dy

)
dx′′.

Si manteamos el orden de las integrales iteradas de podemos intercambiar el ĺımite en la integral
como se hizo para obtener (2.95) en el lema anterior. De esto y del teorema de Plancherel 1.39, se
sigue que

(f,Q∗(x, ∂x)g)L2 =

∫
g(x′′)

(∫
eix
′′·y′′q(x′′, y′′)F(f)(y′′)dy′′

)
dx′′

= (Q(x, ∂x)f, g)L2 . (2.98)
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Ahora se presentará un teorema clásico sobre la continuidad de estos operadores en L2

Teorema 2.13 (Calderon-Vaillancourt). Sea P : S(RN)→ S(RN) un operador pseudo-diferencial,
tal que su śımbolo está en p(x, y) ∈ Am(R2N), con m ≤ 0, entonces existe una C > 0 y l ∈ N0 tal
que para todo u ∈ S(RN) se tiene que

‖Pu‖2 ≤ C‖p‖m,l‖u‖2, (2.99)

con ‖·‖2 la norma en L2(RN) y ‖·‖m,l la norma dada por (2.61).

Antes de demostrarlo vamos a considerar unos lemas generales pero que serán de gran utilidad.

Lema 2.14. Existe un φ ∈ C∞0 (RN) tal que∑
z∈ZN

φ(x− z) = 1 ∀x ∈ RN (2.100)

Demostración. Sea ψ ∈ C∞0 (R) tal que ψ ≥ 0 y ψ �[0,1]≡ 1 entonces notamos que la función

Ψ(x) =
∑
k∈Z

ψ(x− z), (2.101)

donde la suma está bien definida por la compacidad del soporte de ψ, cumple que ψ ≥ 1 puesto que
para todo x ∈ R existe z ∈ Z tal que x− z ∈ [0, 1]. Entonces podemos definir

φ0 =
ψ

Ψ
(2.102)

Y finalmente para x ∈ RN definimos

φ(x) =
N∏
i=1

φ0(xi), (2.103)

que cumple lo requerido verificando directamente.

Lema 2.15 (Cotlar-Stein). Sea {Ai} un conjunto numerable de operadores acotados en un espacio
de Hilbert H tal que existe una constante M ≥ 0

sup
j∈N

∞∑
k=1

∥∥A∗jAk∥∥1/2

OP
≤M sup

j∈N

∞∑
k=1

‖AjA∗k‖
1/2
OP ≤M (2.104)

Entonces
∑∞

j=1 Aj converge fuertemente y
∥∥∥∑∞j=1Aj

∥∥∥
OP
≤M

Demostración. Primero, puesto que para un operador acotado arbitrario se cumple que ‖TT ∗‖OP =
‖T ∗T‖OP = ‖T‖2

OP , por inducción para m par y T auto adjunto ‖Tm‖OP = ‖T‖mOP . Por lo tanto si
tomamos m ∈ N par y H = T ∗T entonces

‖Hm‖OP = ‖H‖mOP = ‖T‖2m
OP . (2.105)

Ahora sea

T =
∑
j,k

αj,kA
∗
jAk, (2.106)
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donde tomamos {αj,k} ⊂ C tales que |αj,k| ≤ 1 y solo un número finito, digamos N de estos, son
distintos de 0. Entonces para m par

(T ∗T )m =
∑

αj2,j1A
∗
j1
Aj2αj3,j4A

∗
j3
Aj4 · · ·αj4m−1,j4mA

∗
j4m−1

Aj4m . (2.107)

Por la submultiplicidad de la norma de operador se sigue que∥∥A∗j1Aj2 · · ·A∗j4m−1
Aj4m

∥∥
OP
≤ mı́n

(∥∥A∗j1Aj2∥∥OP . . . ∥∥A∗j4m−1
Aj4m

∥∥
OP
,∥∥A∗j1∥∥OP‖Aj4m‖OP∥∥Aj2A∗j3∥∥OP . . . ∥∥Ak4m−2A

∗
j4m−1

∥∥
OP

)
(2.108)

Entonces usando que mı́n(a, b) ≤
√
ab para todo a, b ≥ 0 y de las hipótesis que ‖Ak‖OP = ‖A∗k‖OP ≤

M tenemos que

‖Tm‖OP ≤M
∑
|αj1,j2|

∥∥A∗j1Aj2∥∥1/2

OP

∥∥Aj2A∗j3∥∥1/2

OP
· · ·
∥∥A∗k4m−1

Aj4m
∥∥1/2

OP

≤M
∑
j1

M4m−1

= NM4m (2.109)

Por lo tanto de (2.105) se sigue ‖T‖OP ≤ N1/2mM2, por lo que si hacemos tender m a infinito nos
queda

‖T‖OP ≤M2. (2.110)

Luego, por Cauchy-Schwartz∣∣∣∣∣∑
j,k

αj,k (Ajx,Akx)H

∣∣∣∣∣ = |(Tx, x)H | ≤M2‖x‖2
H . (2.111)

Por lo tanto si tomamos αj,k = (Ajx,Akx)H /
∣∣(Ajx,Akx)H

∣∣ y reemplazando en la ecuación anterior
tenemos

N∑
j,k

∣∣(Ajx,Akx)H

∣∣ ≤M2‖x‖2
H , (2.112)

como N fue arbitraria, se sigue que∑
j,k

∣∣(Ajx,Akx)H

∣∣ ≤M2‖x‖2
H . (2.113)

Ahora Y como para n,m ∈ N se tiene que∥∥∥∥∥
n∑

i=m

Aix

∥∥∥∥∥
2

H

≤
∑
i,j≥m

∣∣(Aix,Aj, x)H

∣∣. (2.114)

Entonces, como el término de la derecha en la desigualdad anterior es la cola de la sucesión con-
vergente

∑
j,k

∣∣(Ajx,Akx)H

∣∣, esta se va a 0 cuando n,m se va a infinito por lo que la sucesión de
sumas parciales

∑n
i=1 Aix es de Cauchy y como el espacio de Hilbert la sucesión converge. La cota

en la norma de operador se sigue de la desigualdad (2.113), lo que termina la demostración.
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Demostración del Teorema 2.10. Por simplicidad, también vamos a considerar a los operadores
P ′ := P ◦F−1, que por el teorema de Plancherel 1.39, es suficiente demostrar que estos son acotados
en L2 para demostrar que P también lo es. Definimos K : R2N → C como

k(x, x′) = eix·x
′
p(x, x′), (2.115)

y primero, supongamos que m > N , p ∈ A−m(R2N) y u ∈ S(RN) entonces por definición

P ′u(x) =
1

(2π)N

∫
eix·x

′
p(x, x′)u(x′)dx′ =

∫
K(x′, x)u(x′)dx′,

de (1.1) se sigue que

sup
x∈RN

∫
|K(x′, x)|dx′ ≤

‖p‖−m,0
(2π)N

∫
〈x′〉−m dx′ <∞ (2.116)

sup
x′∈RN

∫
|K(x′, x)|dx ≤

‖p‖−m,0
(2π)N

∫
〈x〉−m dx <∞ (2.117)

entonces

|P ′u(x)| ≤
∫
|K(x′, x)u(x′)|dx′ =

∫
|K(x′, x)|1/2|K(x′, x)|1/2|u(x′)|dx′

≤
(∫
|K(x′, x)|dx′

)1/2(∫
|K(x′, x)||u(x′)|2dx′

)1/2

.

Donde la última desigualdad se sigue de una aplicación directa de la desigualdad de Cauchy-
Schwartz. Entonces por el teorema de Fubini 1.15, se tiene que

‖P ′u‖2
L2 ≤

(
‖p‖m,0/(2π)N

∫
〈x′〉−m dx′

)2

‖u‖2
L2 , (2.118)

de lo que se sigue que P ′ es acotado en L2 y por lo ya discutido también P . Y por el teorema de
Plancherel1.39 y la sub-multiplicidad de la norma operador se sigue que

‖Pu‖L2 ≤ ‖p‖−m,0
∫
〈x′〉−m dx′‖u‖L2 , (2.119)

por lo que tomando l = 0 y C =
∫
〈x′〉−m dx′ este caso queda demostrado. Ahora si tomamos

p ∈ A−m/2 de los lemas 2.11 y 2.12 existe un q ∈ A−m(R2N) tal que P ∗ ◦ P = Q entonces por el
caso que acabamos de demostrar y por (2.66)

‖Pu‖2
L2 = (Pu, Pu)L2 = (u, P ∗Pu)L2 = (u,Qu)L2 ≤ ‖u‖L2‖Qu‖L2

≤ C ′‖q‖−m,0‖u‖
2
L2

≤ C ′C0,q‖p∗p‖−m,l′
≤ C ′C0,qCl1,p∗‖p‖

2
−m/2,l, (2.120)

entonces también en este caso se cumple el teorema. De la misma forma por inducción se puede
demostrar que para todo k ∈ N0 el caso p ∈ A−m/2k(R2N). Si tomamos un ε > 0 arbitrario y
tomamos k tal que −ε ≤ −m/2k si p ∈ A−ε(R2N) ⊆ A−m/2k(R2N) se sigue del caso anterior. La
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demostración para p ∈ A0 resulta ser distinta. Ahora consideramos φ como en el lema 2.14, entonces
se tiene que

p =
∑

k1,k2∈ZN
φk1,k2p :=

∑
k1,k2∈ZN

pk1,k2 , (2.121)

con φk1,k2(x, y) = φ(x− k1, y − k2). Notamos que pk1,k2 ∈ C∞0 (R2N). Definimos para k1, k2 ∈ ZN el
operador

U(k1, k2)u(x) = eix·k2u(x− k1), (2.122)

y es claro que es unitario como operador en L2 y que su adjunto está dado por

U(k1, k2)∗ = e−ik1·k2U(−k1, k2), (2.123)

y que además se cumple

U(k1, k2)U(k3, k4) = e−ik2·k4U(k1 + k3, k2 + k4). (2.124)

También, es fácil de verificar que si τ−k1,−k2 es el operador de traslación, entonces para cualquier
b ∈ S(R2N) si bk1,k2 = τ−k1,−k2b

Bk1,k2 ,= U(k1, k2)BU(k1, k2)∗ (2.125)

en particular si tomamos qk1,k2 := φτk1,k2p

Pk1,k2 = U(k1, k2)Qk1,k2U(k1, k2)∗. (2.126)

Juntando todo esto tenemos que∥∥Pk1,k2P
∗
k3,k4

∥∥
OP

=
∥∥U(k1, k2)Qk1,k2U(k1, k2)∗U(k3, k4)Q∗k3,k4

U(k3, k4)∗
∥∥
OP

=
∥∥Qk1,k2U(k3 − k1, k4 − k2)Q∗k3,k4

U(k3, k4)∗U(k1, k2)
∥∥
OP

=
∥∥Qk1,k2U(k3 − k1, k4 − k2)Q∗k3,k4

U(k3 − k1, k4 − k2)∗
∥∥
OP

(2.127)

También, se sigue de la regla del producto de Leibniz y de que 〈·〉N φ es una función de prueba que
para toda N, l ∈ N0, existe C ≥ 0 tal que para todo k1k2 ∈ ZN se tiene que

‖qk1,k2‖l,N ≤ C‖p‖0,l. (2.128)

Entonces, usando el lema 2.11, 2.12, (2.125) y (1.71) se tiene que si definimos

q(k1,k2),(k3,k4)(x, y) =
1

(2π)N

∫ ∫
e−iy

′·x′qk1,k2(x, y + x′)τk1−k3,k2−k4q
∗
k3,k4

(x+ y′, y)dy′dx′,

=
1

(2π)N

∫
qk1,k2(x, y + x′)

(∫
e−iy

′·x′τk1−k3,k2−k4q
∗
k3,k4

(x+ y′, y)dy′
)
dx′

=
1

(2π)N

∫
ei(k1−k3)·x′qk1,k2(x, y + x′)F1(τx,k2−k4q

∗
k3,k4

)(x′, y)dx′, (2.129)

donde F1 se refiere a la transformada de Fourier con respecto a la primera entrada, se sigue que

Qk1,k2U(k3 − k1, k4 − k2)Q∗k3,k4
U(k3 − k1, k4 − k2)∗ = Q(k1,k2),(k3,k4). (2.130)
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Por lo tanto de (2.127) se sigue que∥∥Pk1,k2P
∗
k3,k4

∥∥
OP

=
∥∥Q(k1,k2),(k3,k4)

∥∥
OP
. (2.131)

De nuevo, consideramos el operador

Q′(k1,k2),(k3,k4)u(x) =
1

(2π)N

∫
eix·yq(k1,k2),(k3,k4)(x, y)u(y)dy, (2.132)

entonces tomamos K(k1,k2),(k3,k4)(x, y) = eix·yq(k1,k2),(k3,k4)(x, y). De nuevo por el lema 2.12

q∗k3,k4
(x, y) =

1

(2π)N

∫ ∫
e−ix

′′·y′′qk3,k4(x+ x′′, y + y′′)dy′′dx′′, (2.133)

notando que en este caso como qk1,k2 , qk3,k4 ∈ S(R2N) estas integrales convergen absolutamente.
Integrando por partes, y usando que estas son funciones de prueba, vemos que para N1, N2 ∈ N
tales que N2 −N1 < −N y α multi-́ındice existe una constante C ≥ 0 y l ∈ N0 tal que

(2π)N
∣∣Dαq∗k3,k4

(x, y)
∣∣ ≤ ∫ ‖qk3,k4‖l,N2

C(〈x′′〉 〈y′′〉)−N1 〈(x+ x′′, y + y′′)〉−N2 dy′′dx′′

≤ ‖p‖0,l

∫
(〈x′′〉 〈y′′〉)N2−N1 〈(x, y)〉−N2 dy′′dx′′, (2.134)

recordando la definiciones de las normas del espacio de Schwartz (1.61) y la desigualdad (1.2). Por
lo tanto repitiendo el argumento para la integral dada en (2.129) y usando la cota que acabamos
de encontrar, para todo N2, N3 ∈ N0 tal que N2 −N3 < −Ny α multi-́ındice, existe una constante
C > 0 y l ∈ N0 tal que

(2π)N
∣∣Dαq(k1,k2),(k3,k4)(x, y)

∣∣ ≤ C ′‖p‖2
0,l

∫
〈k1 − k3〉−N1 〈(x, y + x′)〉−N2 〈(x+ x′, y + k2 − k4)〉−N3 dx′

≤ 2C ′‖p‖2
0,l 〈k1 − k3〉−N1

∫
〈(y, y + x′)〉N2−N3 〈x− y〉N2 〈(x− y, k2 − k4)〉−N3 dx′

≤ 2C ′‖p‖2
0,l 〈k1 − k3〉−N1 〈x− y〉N2 〈(x− y, k2 − k4)〉−N3

∫
〈y + x′)〉N2−N3 dx′

≤ 4C ′‖p‖2
0,l 〈k1 − k3〉−N1 〈k2 − k4〉−N3

∫
〈x′〉N2−N3 dx′. (2.135)

Por lo tanto, de nuevo integrando por partes y usando la cota anterior,existe l ∈ N0 y C ≥ 0 tal
que ∫ ∣∣K(k1,k2),(k3,k4)(x, y)

∣∣dx ≤ C‖p‖2
0,l 〈k1 − k3〉−(2N+2) 〈k2 − k4〉−(2N+2) , (2.136)

y de la misma forma∫ ∣∣K(k1,k2),(k3,k4)(x, y)
∣∣dy ≤ C‖p‖2

0,l 〈k1 − k3〉−(2N+2) 〈k2 − k4〉−(2N+2) . (2.137)

Por lo tanto al tener cotas como las de (2.116) consecuentemente se tiene de (2.118) que existe
K ≥ 0 tal que ∥∥Q′(k1,k2),(k3,k4)

∥∥
OP
≤ K2‖p‖2

0,l 〈k3 − k1〉−N2 〈k4 − k2〉−N2 . (2.138)
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Como el N2 que tomamos fue arbitrario, fijamos uno tal que N2/2 > N entonces tenemos que∑
(k3,k4)∈N2N

∥∥Q′(k1,k2),(k3,k4)

∥∥1/2

OP
≤

∑
(k3,k4)∈N2N

K‖p‖0,l 〈k3 − k1〉−N2/2 〈k4 − k2〉−N2/2

= K‖p‖0,l

∫
R+2N

1√
1 +

∑N
i=1bxi − k1ic2

N2/2√
1 +

∑N
i=1byi − k2ic2

N2/2
dxdy

≤ K‖p‖0,l

∫
R2N

〈x− k1〉−N2/2 〈y − k2〉−N2/2 dxdy

= K‖p‖0,l

∫
R2N

〈x〉−N2/2 〈y〉−N2/2 dxdy <∞, (2.139)

por lo tanto de (2.131) y del teorema de Plancherel 1.39,se cumple que

sup
(k1,k2)∈Z2N

∑
(k3,k4)∈Z2N

∥∥P(k1,k2)P
∗
(k3,k4)∗

∥∥1/2

OP
≤ 22NK‖p‖0,l‖F‖

1/2
OP

∫
R2N

〈x〉−N2/2 〈y〉−N2/2 dxdy. (2.140)

De manera completamente analoga se obtiene

sup
(k1,k2)∈Z2N

∑
(k3,k4)∈Z2N

∥∥P ∗(k1,k2)P(k3,k4)∗
∥∥1/2

OP
≤ 22NK‖p‖0,l‖F‖

1/2
OP

∫
R2N

〈x〉−N2/2 〈y〉−N2/2 dxdy. (2.141)

Puesto que
∑

(k1,k2)∈Z2N Pk1,k2 converge puntualmente a P usando (2.121) en S por el teorema de
convergencia dominada, se sigue de esto y del lema 2.15 la demostración.

Finalmente, vamos a dar una conexión importante entre operadores pseudo-diferenciales e integrales
oscilatorias. Una conexión inmediata se puede dar es escribiendo de manera explicita la transformada
de Fourier en la definición 2.9, lo que nos da

P (x, ∂x)u(x) =
1

(2π)N

∫ ∫
ei(x−x

′)·yp(x, y)u(x′)dx′dy

=
1

(2π)N
Os

∫ ∫
eix
′′·yp(x, y)u(x+ x′′)dx′′dy (2.142)

donde la primera integral se tiene que entender como una integral iterada pues en general no
converge absolutamente en R2N , por lo que la integral oscilatoria da una representación útil. En
particular, esta representación nos permitirá dar formulas para operadores pseudo diferenciales con
un mayor número de variables independientes mixtas.

Definición 2.16. Sea p ∈ C∞(R4N) y supongamos que existe m ∈ N0 tal que para toda α multi-
ı́ndice existe una constante Cα,β ≥ 0 tal que

|Dαp(x, x
′, y, y′)| ≤ Cα 〈x〉m 〈y〉m , (2.143)

y u ∈ S(RN) definimos a el operador pseudo-diferencial de doble śımbolo p, que denotamos por
P (x, ∂x, y, ∂y) : S(RN)→ S(RN) como

P (x, ∂x, y, ∂y)u(x) =
1

(2π)2N
Os

∫
e−i(y·z+y

′·z′)p(x, z, x+ y, z′)u(x+ y + y′)dydy′dzdz′, (2.144)

donde la integral oscilatoria existe por 2.6.
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Se demostrará que en realidad esta solo es otra representación de un operador pseudo-diferencial
como se definió en 2.9. Antes de esto se demostrará un lema para dar mayor flexibilidad a esta
representación.

Lema 2.17. La ecuación (2.144) se puede representar como

P (x, ∂x, y, ∂y)u(x) =
1

(2π)2N

∫
ei(x−y)·x′+iy·y′p(x, x′, y, y′)Fu(y′)dy′dydx′, (2.145)

donde está integral se entiende como una integral iterada en el orden dy′ → dy → dx′.

Demostración. Sea {χε} como en el lema 2.3, entonces por definición

(2π)2NP (x, ∂x, y, ∂y)u(x) = ĺım
ε→0

∫
e−i(y·z+y

′·z′)χε(y, y
′, z, z′)p(x, z, x+ y, z′)u(x+ y + y′)dydy′dzdz′.

Si tomamos los siguientes cambios de variable x′ = x+ y, x′′ = x+ y + y′, tenemos que

(2π)2NP (x, ∂x, y, ∂y)u(x) = ĺım
ε→0

∫
eix·z

{∫
e−x

′·z
[∫

ex
′·z′
(∫

e−x
′′·z′χε(x

′ − x, x′′ − x′, z, z′)

× p(x, z, x′, z′)u(x′′)dx′′
)
dz′
]
dx′
}
dz,

entonces de la misma manera que se obtuvo (2.95), utilizando el teorema de convergencia dominada
de manera iterada, podemos meter el ĺımite a la integral de lo que se sigue el lema.

Proposición 2.18. Sea p ∈ C∞(R4N) que cumple (2.143), y sea

p̃(x, y) =
1

(2π)N
Os

∫ ∫
e−iy

′·x′p(x, y + x′, x+ y′, y)dy′dx′, (2.146)

entonces

P (x, ∂x, y, ∂y) = P̃ (x, ∂x), (2.147)

como en 2.9.

Demostración. Sea {χ1,ε} ⊂ S(RN), {χ2,ε} ⊂ S(R2N), familias como en el lema 2.3, entonces si
definimos

pε(x, y, x
′, y′) = χ2(ε(y − y′), ε(x′ − x))χ1(εy)p(x, y, x′, y′), (2.148)

entonces por definición se tiene que

2πN P̃ (x, ∂x) =

∫
eix·y ĺım

ε→0

(∫ ∫
e−ix

′·y′pε(x, y + x′, x+ y′, y)dy′dx′
)
Fu(y)dy

= ĺım
ε→0

∫
eix·y

(∫ ∫
e−ix

′·y′pε(x, y + x′, x+ y′, y)dy′dx′
)
Fu(y)dy

= ĺım
ε→0

∫
eix·ye−i(x

′−y)·(y′−x)pε(x, x
′, y′, y)Fu(y)dydy′dx′

= ĺım
ε→0

∫
eix·x

′
[∫

e−ix
′·y′
(∫

eiy
′·ypε(x, x

′, y′, y)Fu(y)dy

)
dy′
]
dx′

=

∫
eix·x

′
[∫

e−ix
′·y′
(∫

eiy
′·yp(x, x′, y′, y)Fu(y)dy

)
dy′
]
dx′ (2.149)

donde para sacar el ĺımite afuera y dentro de la integral se puede argumentar de la misma manera
en la que se obtuvo (2.95). Por lo tanto la proposición se sigue del lema anterior 2.17.
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2.4. Espacios de Sobolev con Peso

Ahora introducimos el concepto de un espacio de Sobolev con peso (c.f.r.[34, 33]).

Definición 2.19. Dados a ∈ N 1 ≤ p < ∞, un dominio Ω ⊆ RN y un conjunto de funciones
medibles σ = {σα : Ω → R;σα ≥ 0 a.e., |α| ≤ a}, definimos el espacio de Sobolev con peso
W a,p(Ω;σ) como

W a,p(Ω;σ) =

f ∈ Lp(Ω); ||f ||a,p,σ :=

∑
|α|≤a

∫
Ω

|Dαf(x)|pσα(x)dx

1/p

<∞

 . (2.150)

Este es un espacio vectorial normado con la norma || · ||a,p,ρ y generaliza a los espacios de Sobolev
usuales tomando σα ≡ 1. También notamos que si escribimos a la norma como

||f ||a,p,ρ =

∑
|α|≤a

(
||Dαfσ1/p

α ||p
)p1/p

,

y tomamos P(a) = {α; |α| ≤ a} podemos ver esta norma como la norma p sobre el vector (yα) =(
||Dαfσ

1/p
α ||p

)
∈ R|P(a)|. Y por lo tanto es equivalente a la norma 1 dada por

||f ||a,p,σ,1 =
∑
|α|≤a

||Dαfσ1/p
α ||p, (2.151)

y a cualquier otra norma 1 ≥ q. También notamos que si tomamos p = 2, entonces el espacio tiene
un producto interno natural dado por

(f, g)Wa,2(Ω;σ) =
∑
|α|≤a

(
Dαfσ1/2

α , Dαgσ1/2
α

)
L2(Ω)

. (2.152)

Para propósitos del modelo, se define una clase muy particular

Definición 2.20. Definimos el espacio de Sobolev con peso Ba(RN), tomando p = 2,Ω = RN , σα ≡
0 si 0 < |α| < a, σ0 = 1 +

∑
|α|=a |x2α|, σα(x) = 1 si |α| = a en la definición 2.19. La norma definida

en 2.19 es equivalente a

||f ||Ba := ||f ||2 +
∑
|α|=a

(||xαf ||2 + ||Dαf ||2) . (2.153)

Pero usando el teorema de Plancharel 1.39 , y usando la identidad (1.70) esta norma es equivalente
a

||f ||2 +
∑
|α|=a

(||xαf ||2 + ||xαFf ||2) , (2.154)

||f ||2 +
∑
|α|=a

(||DαFf ||2 + ||Dαf ||2) , (2.155)

que denotaremos de forma intercambiable como ‖·‖Ba.
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Aunque en general no es cierto que W a,p(Ω, σ) es de Banach (que es completo), se puede demostrar
que Ba si lo es.

Teorema 2.21. Ba(RN) es un espacio de Hilbert

Demostración. Que (2.152) es un producto interno se sigue fácilmente de que (·, ·)L2(RN ) lo es. Por lo
que solo falta ver que es completo. Por ser una norma equivalente, podemos utilizar la convergencia
respecto a (2.154) para comprobar que es completo. Esto es si {fn} es una sucesión de Cauchy
con respecto a la norma (2.154), falta demostrar que existe f ∈ Ba(RN) tal que ĺımn→∞ fn = f .
Notamos que como {fn} es de Cauchy con respecto a esta norma, esto significa que también es
de Cauchy respecto a ‖·‖L2 , y lo mismo para las sucesiones {xαfn} y {xαF(fn)}, entonces como
L2(RN) es completo se sigue que existen f, fα, f

′
α ∈ L2(RN) tal que

ĺım
n→∞

fn = f,

ĺım
n→∞

xαfn = fα,

ĺım
n→∞

xαFfn = f ′α.

Sea ψ ∈ C∞0 (RN), notamos que xαψ ∈ C∞0 (RN) y que

(ψ, fα) = ĺım
n→∞

(ψ, xαfn)L2 = ĺım
n→∞

(ψxα, fn)L2 = (ψxα, f)L2 =

∫
ψ(x)xαf(x)dx. (2.156)

Es decir Como distribuciones Tfα = Txαf por lo tanto fα = xαf por el lema fundamental del
cálculo de variaciones 1.40. El mismo argumento se puede repetir para f ′α y xαFf usando que la
transformada de Fourier es continua. Entonces se tiene que f ∈ Ba(RN) y que fn converge a f en
este espacio por lo que es completo.

En estos espacios también se cumple que las funciones de prueba ( y por lo tanto las de Schwartz
también) son densas. Antes de demostrar esto, primero se demostrará una extensión de la ecuación
(2.157).

Lema 2.22. Sean f ∈ L1(RN) y g ∈ L2(RN) entonces f ? g(x) definido por (1.73) converge para
casi todo x, f ? g ∈ L2(RN) y

F(f ? g) = F(f)F(g) (2.157)

Demostración. Primero notamos que como |f(y)|, |g(x− y)|2 son integrables por hipótesis se tiene
que ∫ ∫

|f(y)g(x− y)2|dxdy = ‖f‖1

∥∥g2
∥∥

1
,

usando también que la medida de Lebesgue es invariante bajo traslaciones. Por el teorema de
Fubini, se tiene entonces que

∫
|f(y)g(x− y)2|dy existe casi donde sea, entonces de la desigualdad

de Cauchy-Schwartz se sigue que

|f ? g(x)| ≤
∫
|f(y)g(x− y)|dy =

∫
|f(y)g(x− y)2|1/2|f(y)|1/2dy

≤
(∫
|f(y)g(x− y)2|dy

)1/2

‖f‖1/2
1 .
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Se sigue de nuevo de la desigualdad de Cauchy-Schwartz que

‖f ? g(x)‖2 ≤ ‖f‖1‖g‖2. (2.158)

Solo falta entonces demostrar (2.157). Sea {gn} ⊂ S(RN) tal que ĺımn→∞ gn = g en L2, entonces

‖F(f ? g)−F(f)F(g)‖2 ≤ ‖F(f ? g)−F(f ? gn)‖2 + ‖F(f ? gn)−F(f)F(g)‖2

= ‖F(f ? g − f ? gn)‖2 + ‖F(f ? gn)−F(f)F(g)‖2

≤ ‖F‖OP‖f ? (g − gn)‖2 + ‖F(f)F(gn − g)‖2

≤ ‖F‖OP (‖f‖1‖g − gn‖2 + ‖F(f)‖∞‖gn − g‖2) ,

donde en la última desigualdad se usó (2.158) y el lema de Riemann-Lebesgue (c.f.r. [41] Teo. IX.7).
Tomando n → ∞ el término de la derecha tiende a 0 por lo que F(f ? g) = F(f)F(g), que es lo
que se queŕıa demostrar.

Proposición 2.23. S(RN) es denso en Ba(RN)

Demostración. Sea f ∈ Ba(RN) ⊆ Ha(RN), definimos fε = f ? φε como en 1.44, sabemos que para
todo multi-́ındice tal que |α| ≤ a se cumple que Dαfε → Dαf en L2(RN). Si demostramos que
también DαFfε → DαFf en L2, se sigue de utilizar la norma (2.155) que converge en Ha. Usando
(1.72),(1.82) y el lema anterior 2.22 tenemos que

DαFfε(x) = DαF(f)(x)F(φε)(x) =
∑
α′≤α

Dα′F(f)(x)ε|α−α
′|Dα−α′F(φ)(εx),

por lo que puntualmente se cumple

ĺım
ε→0

DαFfε(x) = (DαF(f)(x))F(φ)(0) = (DαF(f)(x))

∫
φ(y)dy = DαF(f)(x).

Y para ε suficientemente chico (ε < 1), tenemos que

|DαFfε(x)| ≤
∑
α′≤α

∣∣∣Dα′F(f)(x)
∣∣∣∥∥∥Dα−α′F(φ)

∥∥∥
∞
,

entonces del teorema de convergencia dominada en Lp(1.32) se sigue que DαFfε → DαFf en L2.
Por lo que la demostración se sigue de adaptar los argumentos de la demostración del corolario
1.33.1 a la norma ‖·‖Ba

Finalmente introducimos el Hamiltoniano del sistema clásico a través de la transformada de Legen-
dre de (2.48) (c.f.r.[17, 4] cap. 4 y cap. 3-14 respectivamente) con el motivo de determinar el operador
Hamiltoniano cuántico que rige la dinámica del sistema. Esto es, partiendo del Lagrangiano (2.48),
definimos

pj :=
∂L̃
∂ẋj

= mjẋ
j +

ej
c

Ã (2.159)

πil,k :=
∂L̃

∂ ˙ajl,k

=
ȧil,k
|V |

, (2.160)
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y despejando ẋj, ˙ail,k en términos de las nuevas variables, el Hamiltoniano por definición es

H(xj, pj, {al,k}, {πl,k}) =
n∑
j=1

pj · ẋj +
∑
k∈Λ′3

i,l∈{1,2}

πil,k
˙ail,k − L̃(xj, pj, {al,k}, {πl,k})

=
n∑
j=1

1

2mj

||pj − ej
c

Ã||2 +
2π

|V |
∑
k∈Λ1

∑
i 6=j

eiejcos(k · (xi − xj))
‖k‖2

+
∑
k∈Λ′3

i,l∈{1,2}

|V |(πik,l)2

2
+
c2‖k‖2(ailk)

2

2|V |
− ~c‖k‖

2
. (2.161)

Con el Hamiltoniano, se puede motivar heuŕısticamente el operador que rige la dinámica cuántica del
sistema a través de las reglas de cuantización canónica, donde se reemplaza los momentos canónicos
(2.159, 2.160), con operadores diferenciales pj → i~∇j, π

i
k,l → i~∂i,l,k (ver [9] Cap. 4) Lo que nos da

el operador diferencial

H =
n∑
j=1

1

2mj

∥∥∥∥~i∇j −
ej
c

Ã

∥∥∥∥2

+
2π

|V |
∑
k∈Λ1

∑
i 6=j

eiejcos(k · (xi − xj))
|k|2

+
∑
k∈Λ′3

i,l∈{1,2}

|V |
2

(
~
i

∂

∂ail,k

)2

+
c2‖k‖2(ailk)

2

2|V |
− ~c‖k‖

2
(2.162)

Donde si tomamos N3 := |Λ3| entonces este operador está definido en Ba(R3n+4N3), donde se
entienden las derivadas como derivadas débiles. También notamos que este operador es un operador
pseudo diferencial al verlo en S(R3n+4N3). Por simplicidad, en lo que resta del texto no vamos a
diferenciar entre estas dos. Está prescripción aunque ha resultado muy efectiva en la construcción
de la teoŕıa cuántica a este nivel solo se puede entender como una relación formal puesto que en
general no existe un mapeo que relacione funciones en el espacio fase de la mecánica clásica con
operadores auto-adjuntos en un espacio de Hilbert de estados [22]. Por lo tanto, de manera rigurosa
empezamos con (2.162) y luego demostraremos que la integral de trayectoria produce la misma
evolución temporal.

Definición 2.24. Tomando la misma notación que en la definición 2.1, sea a ∈ N tal que a ≥ 2
y supongamos que φ ∈ Aa(R), g ∈ Aa(R3), entonces definimos el operador Hamiltoniano H :
Ba(R3n+4N3)→ Ba−2(R3n+4N3) como

H =
n∑
j=1

1

2mj

∥∥∥∥~i∇j −
ej
c

Ã

∥∥∥∥2

+
4π

|V |

N1∑
l=1

∑
i 6=j

eiejcos(kl · (xi − xj))
‖kl‖2

+
4∑
j=1

N3∑
i=1

|V |
2

(
~
i

∂

∂Xi,j

)2

+
c2‖k‖2X2

i,j

2|V |
− ~c‖ki‖

2
. (2.163)

La ecuación de Schrödinger asociada a este Hamiltoniano está dada por

i~
∂

∂t
Ψ(t) = HΨ(t), (2.164)
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para funciones Ψ : [0,∞)→ Ba(R3n+4N3) que son fuertemente diferenciables en Ba−2. Esto último
significa que siguiente ĺımite

∂

∂t
Ψ(t) := ĺım

h→0

Ψ(t+ h)−Ψ(t)

h
(2.165)

existe para todo t en la norma de Ba−2.
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3. El Operador Fundamental (La Integral de Trayectoria

sobre Segmentos de Recta)

Construimos un operador que servirá como un elemento básico de la integral de Feynman completa.
Demostraremos propiedades de continuidad que permitirán definir y de consistencia respecto al
Hamiltoniano (2.163). Puesto que veremos a la integral de Feynman como un ĺımite de integrales
sobre espacios de poligonales, primero consideraremos la integral definida sobre segmentos de recta
arbitrarios.

3.1. Definición y Propiedades Básicas del Operador Fundamental

Sean X̃, Ỹ ∈ R3n+4N3 y T ∈ R+ arbitrarios que escribimos como X̃ = (x,X), Ỹ = (y, Y ) con
(x), (y) ∈ R3n y (X), (Y ) ∈ R4N3 , y 0 ≤ s ≤ t ≤ T . Tomamos entonces la curva γt,s

X̃,Ỹ
: [s, t] →

R3n+4N3 definida como

γt,s
X̃,Ỹ

(θ) = X̃ − t− θ
t− s

(
X̃ − Ỹ

)
(3.1)

Y definimos

VΛ1(x) :=
4π

|V |

N1∑
l=1

∑
i 6=j

eiejcos(kl · (xi − xj))
‖kl‖2 (3.2)

VΛ3(X) := −
4∑
j=1

N3∑
i=1

−
c2‖ki‖2X2

i,j

2|V |
+

~c‖ki‖
2

(3.3)

Entonces dado el Lagrangiano (2.49), la acción sobre estas trayectorias está dada por

S(γt,s
X̃,Ỹ

) =

∫ t

s

L̃ ◦ γt,s
X̃,Ỹ

(θ)dθ =

∫ t

s

n∑
j=1

mj

2

∥∥∥∥(xj − yj)
t− s

∥∥∥∥2

− VΛ1

(
x− t− θ

t− s
(x− y)

)

+
1

c

n∑
j=1

ej(x
j − yj)
t− s

· Ã(γt,s
X̃,Ỹ

(θ))− VΛ3

(
X − t− θ

t− s
(X − Y )

)

+
1

2|V |

∥∥∥∥(X − Y )

t− s

∥∥∥∥2

dθ

=
1

2(t− s)

n∑
j=1

mj||xj − yj||2 − (t− s)
∫ 1

0

VΛ1(x− θ(x− y))dθ

+
1

c

n∑
j=1

ej(x
j − yj) ·

∫ 1

0

Ã(xj − θ(xj − yj), X − θ(X − Y ))dθ

+
||X − Y ||2

2|V |(t− s)
− (t− s)

∫ 1

0

VΛ3(X − θ(X − Y ))dθ (3.4)

Donde se tomó en la última igualdad un cambio de variable θ = (t−θ′)/(t−s). Ahora procedemos a
definir una clase de operadores que incluyen al operador fundamental.
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Definición 3.1. Sea p ∈ A(R3n+4N3+3n+4N3), f ∈ S(R3n+4N3), X̃, Ỹ ∈ R3n+4N3, T ∈ R+ y S(γt,s
X̃,Ỹ

)

dado por (3.4). Definimos P (t, s) : S(R3n+4N3)→ C∞(R3n+4N3) para 0 ≤ s ≤ t ≤ T como(
n∏
j=1

(
mj

2πi~(t− s)

)3/2
)(

1

2π~|V |(t− s)

)4N3/2 ∫
exp(i~−1S(γt,s

X̃,Ỹ
))p′(X̃, Ỹ )f(Ỹ )dỸ , s < t

(3.5)

(
n∏
j=1

( mj

2πi~

)3/2
)(

1

2πi~|V |

)4N3/2

Os

∫
exp

(
i~−1S0(Ỹ )

)
p(X̃, Ỹ )dỸ f(X̃) s = t, (3.6)

donde p′(X̃, Ỹ ) = p(X̃, X̃−Ỹ√
t−s ) y S0(Ỹ ) =

∑n
j=1

mj ||yj ||2
2

+ ||Y ||2
2|V | . En el caso de que p ≡ 1, a este

le llamaremos el operador fundamental (la integral de Feynman sobre segmentos de recta). y se
denotará por C(t, s).

No es inmediato que esta clase de operadores está bien definida, puesto que para t = s la integral
oscilatoria no es evidente que exista en el sentido dado por la definición 2.2. Asumiendo que la
integral oscilatoria está bien definida y no depende de la familia de reguladores que se usa, para el

operador fundamental, si tomamos la clase de funciones {χε} ⊂ S(R3n+4N3) como χε(Ỹ ) = e−ε
2‖Ỹ ‖2

podemos escribir el operador para s = t como

C(s, s)f =

 n∏
j=1

( mj

2πi~

)3/2( 1

2πi~|V |

)4N3/2

ĺım
ε→0

∫
exp

(
3n∑
i=1

(−ε2 +
imj

~2
)|yji |

2 + (−ε2 +
i

~2|V |
)||Y ||2

)
dỸ f

=

 n∏
j=1

( mj

2πi~

)3/2( 1

2πi~|V |

)4N3/2

ĺım
ε→0

3n∏
i=1

∫
e−(ε

2−
imj
~2 )|yji |

2

dyji

4N3∏
j=1

∫
e−(ε

2− i
~2|V | )|Y

j
i |

2

dY ji f

=

 n∏
j=1

( mj

2πi~

)3/2( 1

2πi~|V |

)4N3/2

ĺım
ε→0

3n∏
i=1

√
π

(ε2 − imj
~2 )

4N3∏
j=1

√
π

(ε2 − i
~2|V | )

f

= f. (3.7)

Esto es, C(s, s) es la identidad. El siguiente teorema justificará la existencia de la integral oscilatoria
al analizar como vaŕıan los operadores con respecto a los parámetros s, t.

Teorema 3.2. Sea p ∈ A(R3n+4N3+3n+4N3), f ∈ S(R3n+4N3), X̃, Ỹ ∈ R3n+4N3, T ∈ R+ y S(γt,s
X̃,Ỹ

)

dado por (3.4). Supongamos que para las funciones de corte g, ψ, dadas en la definición 2.1, cumplen
además que g ∈ A(R3), ψ ∈ A(R). Entonces P (t, s) está bien definida para todo 0 ≤ s ≤ t ≤ T y
si tomamos la función P (·, ·)f(·) : ∆0,T × R3n+4N3 → C, donde ∆0,T = {(s, t) ∈ [0, T ]2 | s ≤ t}, se

tiene que Dα
X̃

(P (t, s)f)(X̃) es continua tanto en s, t como en X̃ para todo multi-́ındice α.

Demostración. Si consideramos primero que s < t, introducimos el cambio de variable W̃ = X̃−Ỹ√
t−s y

tomamos ρ = t− s entonces podemos escribir (3.5) como

(P (t, s)f)(X̃) =

(
n∏
j=1

( mj

2πi~

)3/2
)(

1

2π~|V |

)4N3/2

Os

∫
exp(i~−1φ(γt,s

X̃,W̃
))p(X̃, W̃ )f ′(W̃ )dW̃ ,

(3.8)
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donde f ′(W̃ ) = f(X̃ −√ρW̃ ), y

φ(γt,s
X̃,W̃

) =
1

2

n∑
j=1

mj||wj||2 − ρ
∫ 1

0

VΛ1(x− θ√ρw)dθ

+
1

c

n∑
j=1

ej
√
ρwj ·

∫ 1

0

Ã(xj − θ√ρwj, X − θ√ρW )dθ

+
||W ||2

2|V |
− ρ

∫ 1

0

VΛ3(X − θ√ρW )dθ

Si definimos

δ(γt,s
X̃,W̃

) = −ρ
∫ 1

0

VΛ1(x− θ√ρw)dθ

+
1

c

n∑
j=1

ej
√
ρwj ·

∫ 1

0

Ã(xj − θ√ρwj, X − θ√ρW )dθ

− ρ
∫ 1

0

VΛ3(X − θ√ρW )dθ, (3.9)

podemos redefinir φ(γt,s
X̃,W̃

) como

φ(γt,s
X̃,W̃

) =
1

2

n∑
j=1

mj||wj||2 +
||W ||2

2|V |
+ δ(γt,s

X̃,W̃
) (3.10)

Escribiendo el operador de esta manera es claro que la expresión es valida también para t = s (en
caso de que la integral oscilatoria esté bien definida). Calculando expĺıcitamente, de (3.2) tenemos
que

ρ

∫ 1

0

VΛ1(x− θ√ρw)dθ =
4πρ

|V |
∑ ejei
||kl||2

sin(kl · (xi − xj −
√
ρ(wi − wj)))− sin(kl · (xi − xj))√
ρk · (wj − wi)

=
8πρ

|V |
∑ ejei
||kl||2

sinc(
√
ρkl · (wi − wj)/2) cos(kl · (xi − xj −

√
ρ(wi − wj)/2)),

con

sinc(x) =

{
sin(x)
x

x 6= 0

1 x = 1,
(3.11)

donde la última igualdad se da de la identidad sin(a− b)− sin(a) = −2 sin(b/2)cos(a− b/2) que se
puede verificar directamente de identidades trigonométricas básicas. La expansión en Taylor de la
función

sinc(x) =
∞∑
k=0

(−1)2k+1

(2k + 1)!
x2k

se sigue que

dnsinc

dxn
(0) =

{
(−1)n

n+1
n par

0 n impar,
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y fuera del 0 podemos calcular la derivada usando que dn sin(x)
dxn

= Im(ineix), y dn−k1/x
dkx

= (−1)n−k (n−k)!
xn−k+1

tenemos que

dn

dxn
sinx

x
= Im

[∑(
n

k

)
(−1)n−k

(n− k)!

xn−k+1

(
ikeix

)]
= Im

[
n∑
k=0

n!

k!
(−1)n(−i)k eix

xn−k+1

]
.

Por lo tanto, vemos que en cualquier vecindad fuera del 0 las derivadas de sinc(x) están acotadas
y por lo anterior, está globalmente acotada. Como lo mismo se cumple para cos(x) se sigue que

{ρ
∫ 1

0
VΛ1(x − θ

√
ρw)dθ}0≤ρ≤T ⊂ A0(R3n+4N3+3n+4N+3) y es un subconjunto acotado. Y de nuevo

calculando expĺıcitamente de (3.3), tenemos que∫ 1

0

VΛ3(X − θ√ρW ) =
∑ c2|k|2

2|V |

∫ 1

0

(Xi,j − θ
√
ρWi,j)

2dθ − ~c||k||
2

=
∑ c2‖k‖2((Xi,j −

√
ρWi,j)

3 − (Xi,j)
3)

2|V |(−√ρWi,j3)
− ~c||k||

2

=
∑ c2|k|2(ρ3/2Wi,j)

2 − 3ρWi,jXi,j + 3
√
ρ(Xi,j)

2

2|V |√ρ
− ~c||k||

2

Como es un polinomio de grado 2 se tiene que {ρ
∫ 1

0
VΛ3(X−θ√ρW )dθ}0≤ρ≤T ⊂ A2(R3n+4N3+3n+4N+3)

y es un subconjunto acotado. Por las hipótesis puestas sobre las funciones de corte y como sin, cos ∈
A(R3n+4N3+3n+4N+3) se sigue que para l = 1, 2, i = 1, . . . , N2 y j = 1, ..., n tenemos que Al,i(x

j −
θ
√
ρwj, X − θ√ρW ) ∈ A(R3n+4N3+3n+4N3). Sean α, β multi-́ındices entonces∣∣∣∣Dα

X̃
Dβ

W̃

∫ 1

0

Al,i(x
j − θ√ρwj, X − θ√ρW )dθ

∣∣∣∣ ≤ ∫ 1

0

∣∣∣Dα
X̃
Dβ

W̃
Al,i(x

j − θ√ρwj, X − θ√ρW )dθ
∣∣∣

≤ Cα,β

∫ 1

0

(
〈X̃〉 〈θ√ρW̃ 〉

)mAl,i
dθ

≤ Cα,β

∫ 1

0

(
〈X̃〉 〈

√
TW̃ 〉

)mAl,i
dθ

≤ C ′α,β

(
〈X̃〉 〈W̃ 〉

)mAl,i
,

con C ′α,β una constante positiva tal que Cα,β

(√
1 + T

∥∥∥W̃∥∥∥2
)m

≤ C ′α,β

(√
1 +

∥∥∥W̃∥∥∥2
)m

. Notamos

que esta constante no depende de ρ y solo de T , pero en los términos anteriores, como ρ solo actúa
multiplicando, también se pueden tomar las constates para que a lo más dependan de T . Juntando
todo esto, se sigue que {δ(γt,s

X̃,W̃
)}0≤t≤s≤T ⊂ A(R3n+4N3+3n+4N+3) es acotado (las cotas también

dependen expĺıcitamente de la ret́ıcula (2.42)).
Ahora definimos para j = 0, 1, . . . n los operadores diferenciales Lj : C∞(R3n+4N3)→ C∞(R3n+4N3)

Lj =
1

1 +
∥∥∥W̃∥∥∥2

(
1/(n+ 1)− i~m−1

j wj · ∂

∂wj

)
, (3.12)
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para j = 1, ..., n, y

L0 =
1

1 +
∥∥∥W̃∥∥∥2

(
1/(n+ 1)− i~|V |W · ∂

∂W

)
, (3.13)

y L̃ =
∑n

j=0 L
j. Calculando directamente es claro que L̃ei~

−1 1
2

∑n
j=1 mj ||wj ||2+

||W ||2
2|V | = ei~

−1 1
2

∑n
j=1 mj ||wj ||2+

||W ||2
2|V |

También definimos (Lj)∗ := 1
(1+‖w̃‖2)n+1

+ ∂
∂wj
·
(
i~m−1

j wj

1+‖W̃‖2

)
para j = 1, ..., n, (L0)∗ := 1

(1+‖w̃‖2)n+1
+

∂
∂W
·
(

i~|V |W
1+‖W̃‖2

)
y L̃∗ =

∑n
j=0(Lj)∗. Tomemos una familia {χε} como en la definición 2.2 y α un

multi-́ındice arbitrario, entonces por la formula de integración por partes (1.17), se tiene que para
todo l ∈ N0∫
Dα
X̃

(
e
i~−1φ(γt,s

X̃,W̃
)
p(X̃, W̃ )χε(W̃ )f ′(W̃ )

)
dW̃ =

∫ ((
L̃
)l
ei~
−1 1

2

∑n
j=1mj ||wj ||2+

||W ||2
2|V |

)
Dα
X̃

(
e
i~−1δ(γt,s

X̃,W̃
)

×p(X̃, W̃ )χε(W̃ )f ′(W̃ )
)
dW̃

=

∫
ei~
−1 1

2

∑n
j=1 mj ||wj ||2+

||W ||2
2|V |

(
L̃∗
)l
Dα
X̃

(
e
i~−1δ(γt,s

X̃,W̃
)

×p(X̃, W̃ )χε(W̃ )f ′(W̃ )
)
dW̃ . (3.14)

Ahora, calculando expĺıcitamente, tenemos que para h ∈ C∞(R3n+4N3)

(Lj)∗h(W̃ ) =
h(W̃ )(

1 +
∥∥∥W̃∥∥∥2

)
n+ 1

+
∂

∂wj
·

wji~m−1
j h(W̃ )

1 +
∥∥∥W̃∥∥∥2



=
h(W̃ )(

1 +
∥∥∥W̃∥∥∥2

)
n+ 1

+
∂

∂wj

i~m−1
j h(W̃ )

1 +
∥∥∥W̃∥∥∥2

 · wj +
~m−1

j h(W̃ )

1 +
∥∥∥W̃∥∥∥2

∂

∂wj
· wj

=

 1(
1 +

∥∥∥W̃∥∥∥2
)
n+ 1

+
3i~m−1

j

1 +
∥∥∥W̃∥∥∥2 −

i~m−1
j ‖wj‖

2(
1 +

∥∥∥W̃∥∥∥2
)2

h(W̃ )

+
i~m−1wj

1 +
∥∥∥W̃∥∥∥2 ·

∂h(W̃ )

∂wj
,

y similarmente para j = 0 tenemos que

(L0)∗h(W̃ ) =

 1(
1 +

∥∥∥W̃∥∥∥2
)
n+ 1

+
4N3i~|V |

1 +
∥∥∥W̃∥∥∥2 −

2i~|V |‖W‖2(
1 +

∥∥∥W̃∥∥∥2
)2

h(W̃ )

+
i~|V |W

1 +
∥∥∥W̃∥∥∥2 ·

∂h(W̃ )

∂W
,

63



por lo que podemos escribir

L̃∗h(W̃ ) =

1 + i~(|V |+M−1)

1 +
∥∥∥W̃∥∥∥2 −

2i~(|V |‖W‖2 +
∑n

j=1m
−1
j ‖wj‖

2
)(

1 +
∥∥∥W̃∥∥∥2

)2

h(W̃ )

+
3n∑
i=1

i~m−1
di/3eW̃i

1 +
∥∥∥W̃∥∥∥2

∂h(W̃ )

∂W̃i

+

4N3+3n∑
i=3n+1

i~|V |W̃i

1 +
∥∥∥W̃∥∥∥2

∂h(W̃ )

∂W̃i

(3.15)

=

(
b0(W̃ ) +

∑
i=1

bi(W̃ )
∂

∂W̃i

)
h(W̃ ), (3.16)

con M−1 :=
∑n

j=1m
−1
j y

bi(W̃ ) =


i~m−1

di/3eW̃i

1+‖W̃‖2 1 ≤ i ≤ 3n

i~|V |W̃i

1+‖W̃‖2 3n+ 1 ≤ i ≤ 3n+ 4N3,
(3.17)

b0(W̃ ) =

1 + i~(|V |+M−1)

1 +
∥∥∥W̃∥∥∥2 −

2i~(|V |‖W‖2 +
∑n

j=1m
−1
j ‖wj‖

2
)(

1 +
∥∥∥W̃∥∥∥2

)2

 . (3.18)

Si definimos pα := Dα
X̃

(
ei~
−1δpf ′

)
, de la regla de la cadena y la regla de Leibniz es claro que

pα =
∑
α′≤α

(
α

α′

)
Pα′(δ, ∂δ)e

i~−1δDα−α′
X̃

(pf ′),

con Pα′ un polinomio que actúa sobre δ y sus derivadas de orden a lo más |α′|. Para toda N ∈ N.
Del lema (2.7) se sigue que para todo multi-́ındice β e i = 0, ..., 3n+ 4N3 existe Cβ,i ≥ 0 tal que∣∣∣Dβbi(W̃ )

∣∣∣ ≤ Cα,i√
1 +

∥∥∥W̃∥∥∥2
.

Vamos a demostrar que para todo l ∈ N existen funcione bβ,l ∈ C∞(R3n+4N3) tal que(
L̃∗
)l

=
∑
|β|≤l

bβ,l(W̃ )Dβ

W̃
,

y que para todo γ multi-́ındice existe Cγ,β,l ≥ 0 tal que∣∣∣Dγbβ,l(W̃ )
∣∣∣ ≤ Cγ,β,l(√

1 +
∥∥∥W̃∥∥∥2

)l
, (3.19)

64



haciendo inducción sobre l. Para l = 1, es lo que se acaba de argumentar. Ahora supongamos que
es cierto para l ≤ k entonces como

(
L̃t
)k+1

=

(
b0(W̃ ) +

3n+4N3∑
i=1

bi(W̃ )
∂

∂W̃i

)∑
|β|≤k

bβ,k(W̃ )Dβ

W̃


=
∑
|β|≤k
i

(
b0bβ,k(W̃ ) + bi

∂bβ,k

∂W̃i

(W̃ )

)
Dβ

W̃
+ bibβ,k(W̃ )Dβ+ei

W̃

=
∑
|β|≤k+1

bβ,k+1(W̃ )Dβ

W̃
.

Vemos que todos las funciones bβ,l+1 son sumas de productos entre las funciones bi y bβ,l, ∂ibβ,l, por
lo que aplicando la hipótesis de inducción es claro que también se cumple para l = k + 1. Entonces
se tiene que∣∣∣∣(L̃t)l (Dα

X̃
ei~
−1δpχε)(W̃ )

∣∣∣∣ ≤∑
|β|≤l

|bβ,l(W̃ )|

∣∣∣∣∣∑
β′≤β

(
β

β′

)
Dβ′

W̃
pαD

β−β′

W̃
χε(X̃, W̃ )

∣∣∣∣∣.
Puesto que

∣∣∣Dβ′

W̃
pα

∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
∑
α′≤α
β′′≤β′

(
α

α′

)(
β′

β′′

)
Pα′,β′(δ, ∂δ)e

i~−1δDβ′−β′′

W̃
Dα−α′

X̃
(pf ′)

∣∣∣∣∣∣∣∣
≤
∑
α′≤α
β′′≤β′

(
α

α′

)(
β′

β′′

)
|Pα′,β′(δ, ∂δ)|

∣∣∣Dβ′−β′′

W̃
Dα−α′

X̃
(pf ′)

∣∣∣
≤
∑
α′≤α
β′′≤β′

(
α

α′

)(
β′

β′′

)
C
Pα′,β′
0,0 C ′β′−β′′,α−α′K

′
α−α′,N 〈X̃〉

(|α′|+|β′|)mδ+mp 〈W̃ 〉
mp 〈√ρW̃ 〉

(|α′|+|β′|)mδ 〈X̃ −√ρW̃ 〉
−N

≤ Cα,β′,N 〈X̃〉
(|α|+l)mδ+mp 〈W̃ 〉

mp 〈√ρW̃ 〉
(|α|+l)mδ 〈X̃ −√ρW̃ 〉

−N
,

donde la constante Se puede tomar independiente de t, s por lo que se argumentó inicialmente sobre
la familia {δ(γt,s

X̃,W̃
)}0≤t≤s≤T . Se sigue de esto, las propiedad 3 de la familia {χε} dada en la definición

2.2 y de (3.23) que existe una constante C ′α,l,N ≥ 0 independiente de ε, t, s tal que∣∣∣∣(L̃t)l (Dα
X̃
ei~
−1δpχε)(X̃, W̃ )

∣∣∣∣ ≤ C ′α,l,N 〈X̃〉(|α|+l)mδ+mp 〈W̃ 〉mp−l 〈√ρW̃ 〉(|α|+l)mδ 〈X̃ −√ρW̃ 〉−N .
Usando (1.2) tenemos que∣∣∣∣(L̃t)l (Dα

X̃
ei~
−1δpχε)(X̃, W̃ )

∣∣∣∣ ≤ √2C ′α,l,N 〈X̃〉
(|α|+l)mδ+mp+N

〈W̃ 〉
mp−l 〈√ρW̃ 〉

(|α|+l)mδ−N

Si tomamos l = mp + 3n+ 4N3 + 1 y N = (|α|+ l)mδ tenemos que∣∣∣∣(L̃t)l (Dα
X̃
ei~
−1δpχε)(X̃, W̃ )

∣∣∣∣ ≤ Cα,l,N 〈X̃〉
(|α|+l)mδ+mp+N

〈W̃ 〉
−3n+4N3−1
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Notamos que para cada X̃ fija la cota puesta es integrable por (1.1). Y como se tiene el siguiente
limite puntal

ĺım
ε→0

Dα
X̃
ei~
−1 1

2

∑n
j=1mj ||w

j ||2+ ||W ||
2

2|V |

(
L̃t
)l

(ei~
−1δpχεf

′)(X̃, W̃ ) = Dα
X̃
ei~
−1 1

2

∑n
j=1mj ||w

j ||2+ ||W ||
2

2|V |

(
L̃t
)l

(ei~
−1δpf ′)(X̃, W̃ ),

por las propiedades de la familia {χε}, entonces usando la regla integral de Leibniz 1.13 se sigue
que

Dα
X̃

Os

∫
e
i~−1φ(γt,s

X̃,W̃
)
p(X̃, W̃ )f ′(W̃ )dW̃ ) =

∫
Dα
X̃
ei~
−1 1

2

∑n
j=1mj ||wj ||2+

||W ||2
2|V |

(
L̃t
)l

(ei~
−1δpf ′)(X̃, W̃ )dW̃

(3.20)
Precisando que la integral de la derecha es la integral usual de Lebesgue. Y notamos que las cotas
no dependen de t, s entonces la continuidad respecto a estas se sigue del teorema de convergencia
dominada.

Lema 3.3. Sean T ∈ R+ y S(γt,s
X̃,Ỹ

) dado por (3.4), si 0 ≤ s < t ≤ T podemos escribir

S(γt,s
Z̃,Ỹ

)− S(γt,s
Z̃,X̃

) =
1

t− s

(
n∑
j=1

mj(x
j − yj) ·

(
zj − xj + yj

2

)
+

(X − Y )

|V |
·
(
Z − X + Y

2

))

+ (t− s)
(

(x− y) ·
∫

[0,1]2
σ1
∂VΛ1

∂x
(ζ(σ))dσ + (X − Y ) ·

∫
[0,1]2

σ1
∂VΛ3

∂X
(ζ ′(σ))dσ

)
+

1

c

n∑
j=1

ej(x
j − yj) ·

∫ 1

0

Ã(xj − θ(xj − yj), X − θ(X − Y ))dθ

+
1

c

n∑
j=1

3∑
l,m=1

ej(x
j
m − yjm)(xjl − z

j
l )

∫
[0,1]2

σ1Bm,l(ζ
j(σ), ζ ′(σ))dσ

+
1

c

n∑
j=1

3∑
m=1

ej(x
j
m − yjm)(Z −X) ·

∫
[0,1]2

σ1
∂Ãm

∂X
(ζj(σ), ζ ′(σ))dσ

+ (X − Y ) · 1

c

n∑
j=1

3∑
m=1

ej(x
j
m − zjm)

∫
[0,1]2

σ1
∂Ãm

∂,X
(ζj(σ), ζ ′(σ))dσ (3.21)

donde 0 ≤ σ1, σ2 ≤ 1, tomamos σ := (σ1, σ2),

τ(σ) := t− σ1(t− s) (3.22)

ζ(σ) := z + σ1(x− z) + σ1σ2(y − x) (3.23)

ζ ′(σ) := Z + σ1(X − Z) + σ1σ2(Y −X) (3.24)

ζ̃(σ) := Z̃ + σ1(X̃ − Z̃) + σ1σ2(Ỹ − X̃), (3.25)

y

Bm,l(x
j, X) =

∂Ãl

∂xjm
(xj, X)− ∂Ãm

∂xjl
(xj, X). (3.26)

Demostración. Para el primer termino de (3.21), solo hace falta notar que

||zj − yj||2 − ||zj − xj||2 = ||yj|| − 2zj · (yj − xj)]− ||xj||2 = (yj + xj) · (yj − xj)− 2zj · (yj − xj)
= (xj − yj) · (2zj − (xj + yj)
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Y exactamente de la misma forma

||Z − Y ||2 − ||Z −X||2 = (X − Y ) · (2Z − (X + Y )

y se reemplaza en la expresión. Ahora si tomamos la siguiente forma diferencial (c.f.r. [44] Cap. 10)

A := (−VΛ1 − VΛ3)dx0 +
n∑
j=1

ej/cÃ
j · dxj, (3.27)

sobre R3n+4N3+1 y las curvas γ̃t,s
X̃,Ỹ

: [s, t]→ R3n+4N3+1, γ̃t,s
X̃,Ỹ

(θ) := (θ, γt,s
X̃,Ỹ

(θ)) y γ̃t,t
X̃,Ỹ

(θ) := (t, X̃ +

θ(X̃ − Ỹ ))(0 ≤ θ ≤ 1), con γt,s
X̃,Ỹ

dado por (3.25), notamos que

∫ t

s

−VΛ1

(
x− t− θ

t− s
(x− y)

)
+

1

c

n∑
j=1

ej(x
j − yj)
t− s

·Ã(γ(θ))−VΛ3

(
X − t− θ

t− s
(X − Y )

)
dθ =

∫
γ̃t,s
X̃,Ỹ

A.

Por lo tanto, se sigue del teorema de Stokes que∫
γ̃t,s
Z̃,Ỹ

A−
∫
γ̃t,s
Z̃,X̃

A =

∫
γ̃t,s
Z̃,Ỹ

A+

∫
γ̃s,t
X̃,Z̃

A =

∫
∆

dA−
∫
γ̃t,t
Ỹ ,X̃

A,

donde ∆ es el área que encierra la curva cerrada simple γ̃t,s
Z̃,Ỹ
∪ γ̃t,t

Ỹ ,X̃
∪ γ̃s,t

X̃,Z̃
. Puesto que

dA = d(
3n∑
i=0

Aidxi) =
1

c

n∑
j=1

3∑
m=1

d(ejÃm(xj, X)dxjm)− d(VΛ1(x)dx0 + VΛ3(X)dx0)

=
1

c

n∑
j=1

3∑
m=1

3n+4N3∑
l=0

ej
∂Ãm

∂X̃l

(xj, X)dX̃l ∧ dxjm −
3n+4N3∑
l=0

∂VΛ1(x)

∂X̃l

dX̃l ∧ dx0

−
3n+4N3∑
l=0

∂VΛ3(X)

∂X̃l

dX̃l ∧ dx0

=
1

c

n∑
j=1

3∑
m=1

3∑
l=1

ej
∂Ãm

∂xjl
(xj, X)dxjl ∧ dx

j
m −

1

c

n∑
j=1

3∑
m=1

4N3∑
l=1

ej
∂Ãm

∂Xl

(xj, X)dxjm ∧ dXl

−
3n∑
l=1

∂VΛ1

∂xl
(x)dxl ∧ dx0 −

4N3∑
l=1

∂VΛ3

∂Xl

(X)dXl ∧ dx0

=
1

c

n∑
j=1

ej

( ∑
1≤m<l≤3

Bm,l(x
j, X)dxjm ∧ dx

j
l −

4N3∑
l=1

3∑
m=1

∂Ãm

∂Xl

(xj, X)dxjm ∧ dXl

)

−
3n∑
l=1

∂VΛ1

∂xl
(x)dxl ∧ dx0 −

4N3∑
l=1

∂VΛ3

∂Xl

(X)dXl ∧ dx0,

y notando que podemos parametrizar la región ∆ usando (3.22) y (3.25) como ∆t,s

Z̃,Ỹ ,X̃
(σ) =

(τ(σ), ζ̃(σ)) (es simplemente las posibles sumas convexas de los “vértices”) entonces en esta pa-
rametrización se tiene que
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∫
∆

dA =
1

c

n∑
j=1

ej

( ∑
1≤m<l≤3

∫
∆

Bm,l(x
j, X)dxjm ∧ dx

j
l −

4N3∑
l=1

3∑
m=1

∫
∆

∂Ãm

∂Xl

(xj, X)dxjm ∧ dXl

)

−
3n∑
l=1

∫
∆

∂VΛ1

∂xl
(x)dxl ∧ dx0 −

4N3∑
l=1

∫
∆

∂VΛ3

∂Xl

(X)dXl ∧ dx0

=
1

c

n∑
j=1

ej
∑

1≤m<l≤3

∫ 1

0

∫ 1

0

Bm,l(ζ
j(σ), ζ ′(σ))

∣∣∣∣∣∂(ζjm, ζ
j
l )

∂(σ1σ2)

∣∣∣∣∣dσ1dσ2

− 1

c

n∑
j=1

ej

4N3∑
l=1

3∑
m=1

∫ 1

0

∫ 1

0

∂Ãm

∂Xl

(ζj(σ), σ′(σ))

∣∣∣∣∂(ζjm, ζ
′
l)

∂(σ1σ2)

∣∣∣∣dσ1dσ2

−
3n∑
l=1

∫ 1

0

∫ 1

0

∂VΛ1

∂xl
(ζ(σ))

∣∣∣∣ ∂(ζl, τ)

∂(σ1σ2)

∣∣∣∣dσ1dσ2 −
4N3∑
l=1

∫ 1

0

∫ 1

0

∂VΛ3

∂Xl

(ζ ′(σ))

∣∣∣∣ ∂(ζ ′l , τ)

∂(σ1σ2)

∣∣∣∣dσ1dσ2

=
1

c

n∑
j=1

ej
∑

1≤m<l≤3

∫ 1

0

∫ 1

0

Bm,l(ζ
j(σ), ζ ′(σ))σ1((xjm − zjm)(yjl − x

j
l )− (yjm − xjm)(xjl − z

j
l ))dσ1dσ2

− 1

c

n∑
j=1

ej

4N3∑
l=1

3∑
m=1

∫ 1

0

∫ 1

0

∂Ãm

∂Xl

(ζj(σ), ζ ′(σ))σ1((xjm − zjm)(Yl −Xl)− (yjm − xjm)(Xl − Zl))dσ1dσ2

−
3n∑
l=1

∫ 1

0

∫ 1

0

∂VΛ1

∂xl
(ζ(σ))σ1(t− s)(yl − xl)dσ1dσ2 −

4N3∑
l=1

∫ 1

0

∫ 1

0

∂VΛ3

∂Xl

(ζ ′(σ))σ1(t− s)(Yl −Xl)dσ1dσ2

=
1

c

n∑
j=1

ej
∑

1≤m<l≤3

∫ 1

0

∫ 1

0

Bm,l(ζ
j(σ), ζ ′(σ))σ1((xjm − yjm)(xjl − z

j
l ))dσ1dσ2

+
1

c

n∑
j=1

ej
∑

1≤m<l≤3

∫ 1

0

∫ 1

0

Bl,m(ζj(σ), ζ ′(σ))σ1((xjm − yjm)(xjl − z
j
l )dσ1dσ2

+
1

c

n∑
j=1

3∑
m=1

ej(x
j
M − y

j
m)

4N3∑
l=1

(Zl −Xl)

∫ 1

0

∫ 1

0

∂Ãm

∂Xl

(ζj(σ), σ′(σ))σ1dσ1dσ2

+
1

c

4N3∑
l=1

(Xl − Yl)
1

c

n∑
j=1

3∑
m=1

ej(x
j
m − zjm)

∫ 1

0

∫ 1

0

∂Ãm

∂Xl

(ζj(σ), σ′(σ))σ1dσ1dσ2

+ (t− s)(x− y) ·
∫ 1

0

∫ 1

0

∂VΛ1

∂x
(ζ(σ))σ1dσ1dσ2 + (t− s)(X − Y ) ·

∫ 1

0

∫ 1

0

∂VΛ3

∂X
(ζ ′(σ))σ1dσ1dσ2

=
1

c

n∑
j=1

∑
m 6=l

ej(x
j
m − yjm)(xjl − z

j
l )

∫ 1

0

∫ 1

0

Bl,m(ζj(σ), ζ ′(σ))σ1dσ1dσ2

+
1

c

n∑
j=1

3∑
m=1

ej(x
j
M − y

j
m)(Z −X) ·

∫ 1

0

∫ 1

0

∂Ãm

∂Xl

(ζj(σ), σ′(σ))σ1dσ1dσ2

+ (X − Y ) · 1

c

n∑
j=1

3∑
m=1

ej(x
j
m − zjm)

∫ 1

0

∫ 1

0

∂Ãm

∂Xl

(ζj(σ), σ′(σ))σ1dσ1dσ2

+ (t− s)(x− y) ·
∫ 1

0

∫ 1

0

∂VΛ1

∂x
(ζ(σ))σ1dσ1dσ2 + (t− s)(X − Y ) ·

∫ 1

0

∫ 1

0

∂VΛ3

∂X
(ζ ′(σ))σ1dσ1dσ2.
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Entonces si notamos que Bl,l = 0, solo faltaŕıa obtener el tercer termino de (3.21). Pero este termino
simplemente es

−
∫
γ̃t,t
Ỹ ,X̃

A =

∫
γ̃t,t
X̃,Ỹ

A,

con lo que termina la demostración.

Si definimos

Φj
m(t, s, X̃, Ỹ , Z̃) =

(
zjm −

xjm + yjm
2

)
+

(t− s)2

mj

∫
[0,1]2

σ1
∂VΛ1

∂xjm
(ζ(σ))dσ

+
ej(t− s)
mjc

∫ 1

0

Ãm(xj − θ(xj − yj), X − θ(X − Y ))dθ

+
ej(t− s)
mjc

3∑
l

(xjl − z
j
l )

∫
[0,1]2

σ1Bm,l(ζ
j(σ), ζ ′(σ))dσ

− ej(t− s)
mjc

(X − Z) ·
∫

[0,1]2
σ1
∂Ãm

∂X
(ζj(σ), ζ ′(σ))dσ, (3.28)

y

Φ0(t, s, X̃, Ỹ , Z̃) =

(
Z − X + Y

2

)
+ (t− s)2|V |

∫
[0,1]2

σ1
∂VΛ3

∂X
(ζ ′(σ))dσ

+
(t− s)|V |

c

n∑
j=1

3∑
m=1

ej(x
j
m − zjm)

∫
[0,1]2

σ1
∂Ãm

∂X
(ζj(σ), ζ ′(σ))dσ, (3.29)

se sigue del lema anterior que podemos escribir (3.21) como

S(γt,s
Z̃,Ỹ

)− S(γt,s
Z̃,X̃

) =
1

t− s

n∑
j=1

mj(x
j − yj) · Φj(t, s, X̃, Ỹ , Z̃)

+
1

(t− s)|V |
(X − Y ) · Φ0(t, s, X̃, Ỹ , Z̃). (3.30)

Esta representación será de utilidad cuando más adelante se demuestre la continuidad del operador
fundamental respecto a las normas de Ba. Sin embargo para poder tener este control, es necesario
poner hipótesis de crecimiento más finas sobre las funciones de corte que aparecen en (2.50). El
siguiente lema ilustrará esto de forma más precisa.

Lema 3.4. Sea f ∈ C∞(RN) y supongamos para todo multi-́ındice α tal que |α| ≥ 1 existen 0 < δα
0 ≤ Cα tal que para todo x ∈ RN se cumple |Dαf(x)| ≤ Cα(√

1+‖x‖2
)1+δα entonces

1. f está acotada

2. Se tiene que para cualquier tŕıo de multi-́ındices α, β, γ tal que |α+β+γ| ≥ 1 existe 0 ≤ Cα,β,γ
tal que

|x− z|
∣∣∣∣Dα

xD
β
yD

γ
z

∫
[0,1]2

σ1f(z + σ1(x− z) + σ1σ2(y − x))dσ

∣∣∣∣ ≤ Cα,β,γ
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Demostración. Se sigue del teorema fundamental del cálculo que

|f(x)− f(0)| =
∣∣∣∣∫ 1

0

df ′

dθ
(θx)dθ

∣∣∣∣ ≤ ∫ 1

0

∣∣∣∣x · ∂f∂x (θx)

∣∣∣∣dθ ≤ ∫ 1

0

√
N‖x‖

∥∥∥∥∂f∂x (θx)

∥∥∥∥
∞
dθ

≤
√
NCim

∫ 1

0

||x||(√
1 + ‖θx‖2

)1+δim
dθ

=
√
NCim

∫ ‖x‖
0

1(√
1 + u2

)1+δim
du

≤
√
NCim

∫ ∞
0

1(√
1 + u2

)1+δim
du, (3.31)

de lo que se sigue 1. Para 2

|x− z|
∣∣∣∣Dα

xD
β
yD

γ
z

∫
[0,1]2

σ1f(z + σ1(x− z) + σ1σ2(y − x))dσ

∣∣∣∣
= |x− z|

∣∣∣∣∫
[0,1]2

σ1(σ1 − σ1σ2)|α|(σ1σ2)|β|(1− σ1)|γ|(Dα+β+γf)(z + σ1(x− z) + σ1σ2(y − x))dσ

∣∣∣∣
≤ |x− z|

∫
[0,1]2

σ1Cα+β+γ(√
1 + ‖z + σ1(x− z) + σ1σ2(y − x)‖2

)1+δα+β+γ
dσ

=

∫ 1

0

dσ′2

∫ 1

σ′2

Cα+β+γ‖ξ‖(√
1 + ‖z + σ′1ξ + σ′2η‖

2

)1+δα+β+γ
dσ′1

= Cα+β+γ

∫ 1

0

dσ′2

∫ ‖ξ‖
‖ξ‖σ′2

1(√
1 + ‖z + σ′′1Ω + σ′2η‖

2

)1+δα+β+γ
dσ′′1

= Cα+β+γ

∫ 1

0

dσ′2

∫ ‖ξ‖
‖ξ‖σ′2

1(√
1 + |σ′′1 + Ω · (z + +σ′2η)|2

)1+δα+β+γ
dσ′1

= Cα+β+γ

∫ 1

0

dσ′2

∫ ‖ξ‖+Ω·(z+σ′2η)

‖ξ‖+σ′2Ω·(z+σ′2η)

1(√
1 + u2

)1+δα+β+γ
du

≤ Cα+β+γ

∫ 1

0

dσ′2

∫ ∞
−∞

1(√
1 + u2

)1+δα+β+γ
du (3.32)

Con esto se puede demostrar lo siguiente
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Proposición 3.5. Supongamos que para las funciones de corte g, ψ en (2.50), se cumple que para
todo l = 1, 2, ... y α multi-́ındice existen 0 < δl, δα y 0 ≤ Cl, Cα tal que∣∣∣∣dψdθ (θ)

∣∣∣∣ ≤ Cl(√
1 + θ2

)1+δl
, (3.33)

|Dαg(x)| ≤ Cα(√
1 + ‖x‖2

)1+δl
. (3.34)

Y sea Φ̃ := (Φ,Φ0) := (Φ1,Φ2, ...,Φn,Φ0) como en (3.30) entonces:

1. Existe una constante 0 < ρ∗ tal que, para 0 ≤ t− s ≤ ρ∗X̃, Ỹ fijas, Φ̃ es un difeomorfismo y
su Jacobiano cumple 1/2 ≤

∣∣JΦ̃

∣∣,
2. Para todo multi-́ındice 1 ≤ |α| e i = 1, ..., 3n+ 4N3 existe 0 < Cα,i tal que∣∣∣DαΦ̃−1

i

∣∣∣ ≤ Cα,i, (3.35)

para 0 ≤ t− s ≤ ρ∗.

Demostración. Primero, si definimos W̃ = (X̃, Ỹ , Z̃), de (3.28) y (3.29) se sigue que

(JΦ̃)i,j(t, s, W̃ ) =



δi,j + (t− s)2|V |
∫

[0,1]2
σ1

∂

∂Z̃j

(
∂VΛ3

∂Xi
(ζ ′(σ))

)
dσ 3n < j

+ (t−s)|V |
c

∂Z̃j
∑n

j=1

∑3
m=1 ej(x

j
m − zjm)

∫
[0,1]2

σ1
∂Ãm

∂Xi
(ζj(σ), ζ ′(σ))dσ

δi,j + (t−s)2

mj

∫
[0,1]2

σ1
∂

∂Z̃j

(
∂VΛ1

∂x
dj/3e
j−(3(dj/me−1))

(ζ(σ)

)
dσ j ≤ 3n

+
ej(t−s)
mjc

∂Z̃j
∫ 1

0
Ãj−(3(dj/me−1))(x

j − θ(xj − yj), X − θ(X − Y ))dθ

+
ej(t−s)
mjc

∂Z̃j
∑3

l (x
dj/me
l − zdj/mel )

∫
[0,1]2

σ1Bj−(3(dj/me−1)),l(ζ
j(σ), ζ ′(σ))dσ

− ej(t−s)
mjc

∂Z̃j(X − Z) ·
∫

[0,1]2
σ1

∂Ãj−(3(dj/me−1))

∂X
(ζdj/3e(σ), ζ ′(σ))dσ

(3.36)

Calculando expĺıcitamente de (3.2, 3.3) y (3.23,3.24), podemos ver que existen constantes 0 ≤
Cα,β,γ,1, Cα,β,γ,3 que a lo más dependen de k, |V |, T , tal que para toda j,m, i∣∣∣∣(t− s)mj

∫
[0,1]2

σ1D
α
X̃
Dβ

Ỹ
Dγ

Z̃

(
∂VΛ1

∂xjm
(ζ(σ))

)
dσ

∣∣∣∣ ≤ Cα,β,γ,1, (3.37)∣∣∣∣(t− s)|V |∫
[0,1]2

σ1D
α
X̃
Dβ

Ỹ
Dγ

Z̃

(
∂VΛ3

∂Xi

(ζ ′(σ))

)
dσ

∣∣∣∣ ≤ Cα,β,γ,3. (3.38)

Y de las hipótesis de las funciones de corte (3.33,3.34), aplicando el lema 3.4, se consiguen co-
tas similares para los demás términos que dependen del potencial magnético y de sus derivadas.
Escribiendo el Jacobiano como

JΦ̃(t, s, W̃ ) = I3n+4N3 + (t− s)f(t, s, W̃ ), (3.39)
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de lo argumentado previamente, tenemos que∥∥∥f(t, s, W̃ )
∥∥∥ ≤√3n+ 4N3

∥∥∥f(t, s, W̃ )
∥∥∥
∞

=
√

3n+ 4N3 máx
i,j
|fi,j(t, s, W̃ )|,

≤
√

3n+ 4N3C0,0,ej∗ (3.40)∥∥∥Jφ̃(t, s, W̃ )
∥∥∥ ≤ ‖I3n+4N3‖+

√
3n+ 4N3C0,0,ej∗ =

√
3n+ 4N3(1 + C0,0,ej∗), (3.41)

donde C0,0,ej∗ es el máximo de las constantes encontradas previamente para los multi-́ındices que

aparecen en (3.36). Como no depende de X̃, Ỹ , Z̃, esta cota es uniforme. Como la función determi-
nante es continua, existe δ∗ tal que si

‖I3n+4N3 − A‖ < δ∗

entonces
||I3n+4N3 | − |A|| = |1− |A|| < 1/2,

y tomamos ρ∗ < δ∗√
3n+4N3C0,0,ej∗

, entonces para todo t− s ≤ ρ∗ es claro que∥∥∥I3n+4N3 − JΦ̃(t, s, W̃ )
∥∥∥ = t− s‖f‖ < δ∗, (3.42)

por lo tanto ∣∣∣1− |JΦ̃(t, s, W̃ )|
∣∣∣ < 1/2, (3.43)

y de esto obtenemos la cota deseada para el determinante de la matriz Jacobiana. Y como es distinto
de 0, vemos que el Jacobiano es globalmente invertible. Ahora tenemos que∥∥∥J−1

Φ̃
(t, s, W̃ )

∥∥∥
∞
≤
∥∥∥J−1

Φ̃
(t, s, W̃ )

∥∥∥ =
1∣∣∣JΦ̃(t, s, W̃ )

∣∣∣
∥∥∥Adj(JΦ̃(t, s, W̃ ))

∥∥∥
≤ 2
√

3n+ 4N3 máx
i,j

∣∣∣Mj,i(t, s, W̃ ).
∣∣∣ (3.44)

Puesto que las menores Mj,i están finalmente compuestas por polinomios de las entradas de JΦ̃,
están uniformemente acotados. Esto es si t − s ≤ ρ∗, el Jacobiano es invertible globalmente, y
su inversa está uniformemente acotada, por lo que se sigue del teorema de la función inversa de
Hadamard (ver apéndice B), que Φ̃ es un difeomorfismo. La segunda parte se sigue del teorema de
la función inversa, de la cota encontrada sobre el determinante y de la conocida identidad

J−1

Φ̃
=

1∣∣JΦ̃

∣∣Adj
(
JΦ̃

)
,

esto pues la adjunta está formada por polinomios de las entradas de JΦ̃ cuyas derivadas están
acotados como ya se argumentó.
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3.2. Continuidad del Operador Fundamental

Por el momento el operador Fundamental 3.1 está definido en el espacio de Schwartz, por lo que
para extender esté operador a espacios más generales estudiaremos la continuidad del operador en
distintas normas de espacios en donde las funciones de Schwartz son densas. Empezamos con un
teorema sobre la continuidad de operadores pseudo-diferenciales en espacios de Sobolev con peso.

Teorema 3.6. Sean m ∈ N0 y T ∈ R+ y sea {qρ}0<ρ≤T ⊂ Am(R2N) con 0 < ρ ≤ T una familia
acotada respecto a las normas (2.61) definimos el operador

Q(ρ;x, ρ∂x)u(x) =

∫
eix·yq(ρ;x, ρy)Fu(y)dy, (3.45)

entonces para cualquier a ∈ R tal que a ≥ m se tiene que el operador es continuo visto como
Q(x, ρ∂x) : Ba(RN)→ Ba−mq(RN) y está acotado de forma uniforme con respecto a ρ.

Se demostraran unos lemas de los cuales se sigue el teorema

Lema 3.7. Sean m,∈ N0, x, y ∈ RN y tomemos

γm(x, y) = 〈x〉m + 〈y〉m , (3.46)

entonces existe una constante µm ≥ 1 tal que el operador pseudo-diferencia µm + Γm(x, ρ∂x) :
S(RN) → S(RN) es invertible para todo 0 < ρ ≤ T y de tal forma que la inversa es un operador
pseudo-diferencial Hm(ρ, x, ρ∂x) = (µm + Γm(x, ρ∂x))

−1 y el conjunto de śımbolos {hm(ρ, x, y)}0<ρ≤T
está acotado en A−m(R2N)

Antes de demostrar recordamos un pequeño lema que será útil en demostrar la invertibilidad del
operador pseudo-diferencial y dar una representación explicita de este.

Lema 3.8. Sea X un espacio de Banach y T un operador acotado tal que ‖T‖OP < 1 entonces
IX − T es invertible y

(IX − T )−1 =
∞∑
i=0

T i, (3.47)

donde la serie de la derecha converge en la norma de operador.

Demostración. Sean n.m ∈ N notamos que∥∥∥∥∥
n∑
i=0

T i −
m∑
i=0

T i

∥∥∥∥∥
OP

≤
máx{m,n}∑
i=|n−m|+1

∥∥T i∥∥
OP
≤

máxm,n∑
i=|n−m|+1

‖T‖iOP . (3.48)

Como la serie
∑∞

i=0‖T‖
i
OP es una serie geométrica convergente, puesto que ‖T‖OP < 1, es también

de Cauchy y se sigue de la desigualdad anterior que también la serie de sumas parciales
∑n

i=0 T
i en

la norma de operador. Como B(X) es de Banach, la serie es convergente. Notamos que

(IX − T )

(
n∑
i=0

T i

)
=

n∑
i=0

T i − T ◦
n∑
i=0

T i =
n∑
i=0

T i −
n∑
i=0

T i+1 = IX − T n+1. (3.49)
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Ahora como ĺımn→∞‖T‖n+1
OP = 0, al ser el sumando de una serie geométrica convergente, se sigue de

la desigualdad ‖T i‖OP ≤ ‖T‖
i
OP que

ĺım
n→∞

T n+1 = 0, (3.50)

entonces tomando el ĺımite en (3.48), obtenemos el resultado deseado.

Demostración Lema 3.7. Primero, notamos que de exactamente la misma manera que se demostró
el lema (2.7) se puede demostrar que para todo multi-́ındice |α| ≥ 1 podemos escribir

Dα
xγm(x, y) =

∑
|β|≤α

cm,β
(
1 + ‖x‖2)m/2−mβ xβ (3.51)

Dα
y γm(x, y) =

∑
|β|≤α

cm,β
(
1 + ‖y‖2)m/2−mβ yβ, (3.52)

con ck,β ∈ R y mβ ∈ N tal que 2mβ − |α| ≥ |β| y |β| ≤ mβ ≤ |α|. Y por lo tanto, tenemos que para
todo multi-́ındice |α| ≥ 1, existe Cm,α tal que

|Dα
xγm(x, y)| ≤ Cm,α

(
1 + ‖x‖2)(m−|α|)/2 ≤ Cm,α

(√
1 + ‖x‖2

)m−1

(3.53)

∣∣Dα
y γm(x, y)

∣∣ ≤ Cm,α
(
1 + ‖y‖2)(m−|α|)/2 ≤ Cm,α

(√
1 + ‖y‖2

)m−1

. (3.54)

Para µm ≥ 1 definimos

pµm(x, y) =
1

µm + γm(x, y)
, (3.55)

y se sigue de la regla de la cadena que para todo multi-́ındice |α| > 0 existe C ′m,α tal que

|Dα
xpµm(x, y)| ≤ C ′m,α 〈x〉

m−1 pµm(x, y)2 (3.56)∣∣Dα
y pµm(x, y)

∣∣ ≤ C ′m,α 〈y〉
m−1 pµm(x, y)2. (3.57)

Y sea

qµ(ρ, x, y) =
1

(2π)N
Os

∫ ∫
e−iy

′·x′pµm(x, y + ρx′) (µm + γm(x+ y′, y)) dy′dx′, (3.58)

entonces del lema 2.11 se cumple

Qµ(ρ, x, ρ∂x) = Pµm(x, ρ∂x) ◦ (µm + Γm(x, ρ∂x)) .

Por la proposición 2.8 se sigue que

1

(2π)N
Os

∫ ∫
e−iy

′·x′pµm(x, y) (µm + γm(x+ y′, y)) dx′dy′ = 1.
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Usando esto, el teorema fundamental del cálculo, e “integrando por partes” dentro de la integral
oscilatoria como se hizo en las demostraciones de 2.6, 2.8, se sigue que

qµm(ρ, x, y) = 1 +
1

(2π)N
Os

∫ ∫ ∫ 1

0

e−iy
′·x′ d

dθ
pµm(x, y + θρx′) (µm + γm(x+ y′, y)) dθdy′dx′

= 1 +
1

(2π)N

∫ 1

0

∑
|α|=1

Os

∫ ∫
e−iy

′·x′ρx′αDα
2 pµm(x, y + θρx′) (µm + γm(x+ y′, y)) dy′dx′dθ

= 1 +
1

(2π)N
ρ

∫ 1

0

∑
|α|=1

Os

∫ ∫
iDα

y′e
−iy′·x′Dα

2 pµm(x, y + θρx′) (µm + γm(x+ y′, y)) dy′dx′dθ

= 1 +
1

(2π)N
ρ

∫ 1

0

∑
|α|=1

Os

∫ ∫
e−iy

′·x′Dα
2 pµm(x, y + θρx′)iDα

1 γm(x+ y′, y)dy′dx′dθ,

donde Dα
2D

α
1 son derivadas parciales respecto a la primera y segunda entrada respectivamente. Si

definimos

rµm(ρ, x, y) := − 1

(2π)N

∫ 1

0

∑
|α|=1

Os

∫ ∫
e−iy

′·x′Dα
2 pµm(x, y + θρx′)iDα

1 γm(x+ y′, y)dy′dx′dθ

Entonces de la misma manera en la que se obtuvo (2.73), de la regla de Leibniz y usando (3.53,3.56),
tenemos que para todo multi-́ındice γ, γ′ existe una constante Cγ independiente de ρ tal que

∣∣∣Dγ′

y D
γ
xrµm(ρ, x, y)

∣∣∣ ≤ Cγ ∫ 1

0

∑
|α′|=1

∑
|α′|≤l
|β′|=l

∫ ∫ ∣∣∣Dα+α′+γ′

2 pµm(x, y + θρx′)
∣∣∣∣∣∣Dα+β′+γ

1 γm(x+ y′, y)
∣∣∣(

1 + ‖x′‖2
)l(

1 + ‖y′‖2
)l dy′dx′dθ

≤ C ′m,γ
∫ 1

0

∫ ∫ (√
1 + ‖y + θρx′‖2

)m−1
pµm(x, y + θρx′)2

(√
1 + ‖x+ y′‖2

)m−1
(

1 + ‖x′‖2
)l (

1 + ‖y′‖2
)l dy′dx′dθ

≤ C ′m,γ
∫ ∫ (√

1 + ‖y‖2
√

1 + ‖Tx′‖2
)m−1

pµm(x, y)2
(√

1 + ‖y′‖2
√

1 + ‖x‖2
)m−1

(
1 + ‖x′‖2

)l (
1 + ‖y′‖2

)l dy′dx′,

donde en la última desigualdad se uso que pµm(x, y+θρx′)2 es decreciente y

(√
1 + ‖x‖2 + ‖y + θρx′‖2

)m−1

es creciente respecto a θ y usando que
√

1 + ‖x+ y‖2 ≤
√

2
√

1 + ‖x‖2
√

1 + ‖y‖2 para tomar cotas.

Notamos que C ′m,γ se puede tomar independiente de ρ (a lo más dependiente de T )

∣∣∣Dγ′

y D
γ
xrµm(ρ, x, y)

∣∣∣ ≤ C ′m,γ

∫ ∫
〈x〉m−1 〈y〉m−1 pµm(x, y)2(√

1 + ‖x′‖2

)2l−(m−1)(√
1 + ‖y′‖2

)2l−(m−1)
dy′dx′

≤ C ′′m,γ
〈x〉m−1

(µm + γm(x, y))

〈y〉m−1

(µm + γm(x, y))
.
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Directamente del criterio de la derivada se puede demostrar que

〈x〉m−1

µm + γm(x, y)
≤


1

µm+γm(x,y)
m = 0, 1

γ
1−1/m
m (x,y)
µm+γm(x,y)

m > 1

(3.59)

Notamos que rµm , qµm = 1 − rµm ∈ A0(R2N). Entonces del teorema de Calderon-Vaillancourt
2.13, se sigue que Rµm(ρ, x, ρ∂x) y Qµm(ρ, x, ρ∂x) se extienden a operadores acotados en L2(RN) y
existe l0 ∈ N0 y por (3.67) µm suficientemente grande tal que ‖Rµm(ρ, x, ρ∂x)‖OP ≤ C‖rµm‖0,l0

< 1
(independiente de ρ). Se sigue del lema anterior 3.8 que 1−Rµm(ρ, x, ρ∂x) tiene una inversa que se
puede expresar como una serie de Neumann

Q−1
µm(ρ, x, ρ∂x) =

∞∑
k=0

(Rµm(ρ, x, ρ∂x))
k . (3.60)

Se sigue del lema 2.11 que si tomamos

r1,µm(ρ, x, y) = rµm(ρ, x, ρy)

rk+1,µm(ρ, x, y) = Os

∫
e−i

∑k
i=1 xi·yi

k+1∏
j=1

rµm(ρ, x+ yj−1, y + xj)dy
′dx′,

entonces

(Rµm(ρ, x, ρ∂x))
k u(y) =

∫
eix·yrk,µm(ρ, x, ρy)Fu(y)dy, (3.61)

con y0 = 0, x1 = ρx1 y yj = y1 + · · · + yj, xj = xj en cualquier otro caso. Sea γ un multi-́ındice,
usando 2.6 y la regla de Leibniz, podemos ver que existen constantes Cγ, C1 > 0 y l ∈ N0 tal que
para toda k > |γ|

|Dγrk+1,µm(ρ, x, ρy)| ≤ Cγ(k + 1)|γ|Ck
1‖rµm‖

|γ|
0,l‖rµm‖

k+1−|γ|
0,l0

≤ Cγ ((k + 1)C1)k ‖rµm‖
|γ|
0,l‖rµm‖

k+1−|γ|
0,l0

. (3.62)

Si tomamos C ′ := C1(Cµm)−1 y de tal forma que C ′ < 1 y µm suficientemente grande para que
‖rµm‖0,l0

< (Cµm)−1 de la desigualdad anterior tenemos que

|Dγrk,µm(ρ, x, ρy)| ≤ Cγ(C
′(k + 1)k(Cµm)k‖rµm‖

|γ|
0,l‖r‖

k−|γ|
0,l0

= Cγ(C
′(k + 1)k(Cµm‖rµm‖0,l)

|γ|(Cµm‖rµm‖0,l0
)k−|γ|

≤ Cγ(Cµm‖rµm‖0,l)
|γ|(C ′(k + 1))k,

entonces se sigue de la prueba M de Weirestrass que la serie
∑∞

k=0 rk,µm(ρ, x, ρy) := q−1
µm(ρ, x, ρy)

converge uniformemente y todas sus derivadas también, esto es, converge en A0(R2N). Por lo que
se sigue de la proposición 2.5 que q−1

µm ∈ A
0(R2N) y

Q−1
µm(ρ, x, ρ∂x)u(x) =

∫
eix
′·y′q−1

µm(ρ, x, ρy)Fu(y)dy u ∈ S(RN),
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por lo que es un operador pseudo-diferencial y cumple que

Q−1
µm(ρ, x, ρ∂x) ◦Qµm(ρ, x, ρ∂x) = Q−1

µm(ρ, x, ρ∂x) ◦ Pµm(x, ρ∂x) ◦ (µm + Γm(x, ρ∂x))

= 1S .

Esto último significa que Q−1
µm(ρ, x, ρ∂x) ◦ Pµm(x, ρ∂x) es una inversa izquierda que por el lema 2.11

está uniformemente acotada A−m(R2N). Si repetimos el mismo argumento pero para

Q′µ(ρ, x, ρ∂x) = (µm + Γm(x, ρ∂x)) ◦ Pµm(x, ρ∂x),

podemos encontrar una inversa derecha con las mismas propiedades.

Lema 3.9. Usando la notación del lema anterior 3.7, si definimos el operador (µm + Γm(x, ρ∂x))máx

como

D ((µm + Γm(x, ρ∂x))máx) =
{
f ∈ L2 | γm(x, ρ . )Ff ∈ L2 ∀x ∈ RN

}
(3.63)

(µm + Γm(x, ρ∂x))máx f(x) = F−1(µm + γm(x, ρ . )Ff)(x), (3.64)

se cumple que f ∈ Bm(RN) si y solo si (µm + Γm(x, ρ∂x))máx f ∈ L2(RN) y existe una constante
Cm > 0 independiente de ρ tal que

C−1
m ‖(µm + Γm(x, ρ∂x))máx f‖2 ≤ ‖f‖Bm ≤ Cm‖(µm + Γm(x, ρ∂x))máx f‖2. (3.65)

Demostración. Supongamos que (µm + Γm(x, ρ∂x))máx f ∈ L2(RN), si tomamos gα(x) = xα para
|α| = m se sigue del lema 2.11 y 3.7 que el conjunto de śımbolos de Gα(x, ρ∂x)◦ (µm+Γm(x, ρ∂x))

−1

y de (µm + Γm(x, ρ∂x))
−1 están uniformemente acotados en A0(RN) y por el teorema de Calderon-

Vaillancourt 2.13, estos se puede extender a todo L2(RN) y la norma de operador está uniformemente
acotada por alguna C ′m ≥ 0. Como el operador (µm + Γm(x, ρ∂x))máx coincide con (µm + Γm(x, ρ∂x))
en S(RN), entonces

‖gαf‖2 + ‖f‖2 =
∥∥Gα(x, ρ∂x) ◦ (µm + Γm(x, ρ∂x))

−1 ◦ (µm + Γm(x, ρ∂x))máxf
∥∥

2

+
∥∥(µm + Γm(x, ρ∂x))

−1 ◦ (µm + Γm(x, ρ∂x))máxf
∥∥

2

≤
∥∥Gα(x, ρ∂x) ◦ (µm + Γm(x, ρ∂x))

−1
∥∥
OP
‖(µm + Γm(x, ρ∂x))máxf‖2

+
∥∥(µm + Γm(x, ρ∂x))

−1
∥∥
OP
‖(µm + Γm(x, ρ∂x))máxf‖2

≤ 2C ′m‖(µm + Γm(x, ρ∂x))máxf‖2 f ∈ S,
pero por la densidad de las funciones de Schwartz en L2, se sigue que la desigualdad vale en general
para f ∈ D((µm + Γm(x, ρ∂x))máx). Entonces por el teorema de Plancharel 1.39

‖gαFf‖2 =
∥∥Gα(x, ρ∂x) ◦ (µm + Γm(x, ρ∂x))

−1F−1 ◦ (µm + Γm(x, ρ∂x))máxf
∥∥

2

≤
∥∥Gα(x, ρ∂x) ◦ (µm + Γm(x, ρ∂x))

−1
∥∥
OP

∥∥F−1
∥∥
OP
‖(µm + Γm(x, ρ∂x))máxf‖2

entonces usando la representación de la norma de Ba dada por (2.154) podemos encontrar una Cm
tal que se cumple la desigualdad de la derecha de (3.65) y por lo tanto la ida. Para el regreso, de
nuevo sea f ∈ S podemos tomar una C ′m

‖(µm + Γm(x, ρ∂x))máx f‖2 =≤ µm‖f‖2 + ‖Γm(x, 0)f‖2 + ‖Γm(0, ρ∂x)f‖2

≤ µm‖f‖2 +

∥∥∥∥(√1 + ‖·‖2

)m
f

∥∥∥∥
2

+
∥∥F−1

∥∥
OP

∥∥∥∥((√1 + ‖·‖2

)m
Ff
)∥∥∥∥

2

≤ C ′m

‖f‖2 +

∥∥∥∥∥∥
1 +

∑
|α|=m

pα

 f

∥∥∥∥∥∥
2

+

∥∥∥∥∥∥
1 +

∑
|α|=m

pα

Ff
∥∥∥∥∥∥

2


≤ Cm‖f‖Bmρ ,
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lo que nos de la desigualdad de la izquierda de (3.65) y el regreso con lo que terminamos la demos-
tración.

Demostración (Teorema 3.6). Tomamos f ∈ S(RN) entonces usando los lemas 3.7, 2.11 y (2.66) sa-
bemos que {

(
µa−mq(x, ∂x) + Γa−mq(x, ρ∂x)

)
Q(ρ;x, ρ∂x) (µa(x, ∂x) + Γa(x, ρ∂x))

−1}0<ρ≤T ⊂ A0(R2N)
es un conjunto acotado. Entonces se sigue del lema anterior 3.9 y del teorema de Calderon-
Vaillancourt 2.13 que

‖Q(x, ρ∂x)f‖Ba−mqρ
≤ Ca−m(‖(µa−m(x, ∂x) + Γa−m(x, ρ∂x))Q(x, ρ∂x)f‖2

≤ C ′a−m‖(µa(x, ∂x) + Γa(x, ρ∂x)) f‖2

≤ C ′a−mqCa‖f‖Baρ ,

lo que muestra que el operador es acotado entre estos espacios.

Teorema 3.10. Supongamos que para las funciones de corte g, ψ en (2.50), cumplen (3.33), (3.34),
y sea ρ∗ la constante determinada en la proposición 3.5 para toda a = 0, 1, 2, ... existe una constante
Ka ≥ 0

‖C(t, s)f‖Ba ≤ eKa(t−s)‖f‖Ba (3.66)

Para todo f ∈ S(R3n+4N3) y 0 ≤ t− s ≤ ρ∗

Demostración. Como C(s, s), es la identidad, la desigualdad se cumple con cualquier Ka ≥ 0
trivialmente, por lo que podemos suponer 0 < t − s ≤ ρ∗. Tomemos una familia {χε} como en la
definición 2.2, y directamente de la definición del operador fundamental 3.1, y usando el lema 2.12,
la proposición 3.5 y la ecuación (3.30) tenemos que

C(t, s)∗χ2
εC(t, s)f(X̃) =

(
n∏
j=1

( mj

2πi~

)3
)(

1

2π~|V |(t− s)

)4N3
∫

exp(−i~−1S(γt,s
X̃,Z̃

))χε(Z̃)2

×
(∫

exp(i~−1S(γt,s
X̃,Ỹ

))f(Ỹ )dỸ

)
dZ̃

=

(
n∏
j=1

( mj

2πi~

)3
)(

1

2π~|V |(t− s)

)4N3
∫
f(Ỹ )

×
(∫

χε(Z̃)2 exp(i~−1S(γt,s
X̃,Ỹ

)− i~−1S(γt,s
X̃,Z̃

))dZ̃

)
dỸ

=

(
n∏
j=1

( mj

2πi~

)3
)(

1

2π~|V |(t− s)

)4N3
∫
f(Ỹ )

×

(∫
χε(Z̃)2 exp(i

(
n∑
j=1

(xj − yj) · mjΦ
j(t, s, W̃ )

~(t− s)
+ (X − Y ) · Φ0(t, s, W̃ )

~|V |(t− s)

)
)dZ̃

)
dỸ

=

(
n∏
j=1

( mj

2πi~

)3
)(

1

2π~|V |(t− s)

)4N3
∫
f(Ỹ )

×

(∫
(χε ◦ Φ−1)2(t, s, W̃ )e

(i

(∑n
j=1(xj−yj)·

mjz
j

~(t−s) +(X−Y )· Z
~|V |(t−s)

)
)
∣∣∣J−1

Φ̃
(t, s, W̃ )

∣∣∣dZ̃) dỸ
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=

(
1

2π

)3n+4n3
∫
f(Ỹ )

(∫
(χε ◦ Φ−1 ◦ Γ̃−1)2(t, s, W̃ )e(i(X̃−Ỹ )·Z̃)

×
∣∣∣J−1

Φ̃
◦ Γ̃−1(t, s, W̃ )

∣∣∣dZ̃) dỸ , (3.67)

donde en la penúltima igualdad se uso Φ̃−1 para un primer cambio de variable y en la última se usó

Γ̃ := (Γ, γ1, ..., γn) con Γ(Z) := Z
~|V |(t−s) y γj(zj) =

mjz
j

~(t−s) para otro cambio de variable. Si definimos

h =
1

t− s

(∣∣∣J−1

Φ̃

∣∣∣− 1
)

=

∣∣∣J−1

Φ̃

∣∣∣
t− s

(1−
∣∣JΦ̃

∣∣) (3.68)

↔
∣∣∣J−1

Φ̃

∣∣∣ = 1 + (t− s)h, (3.69)

notamos que como 1/ρ(I3n+4N3 − JΦ̃) = f , como en (3.39), si vemos a
∣∣JΦ̃

∣∣ como una función en

X̃, Ỹ , Z̃, como sus derivadas parciales todas están acotadas por 3.5, esta función es globalmente
Lipschitz continua, y por lo tanto existe una constante C ′0 ≥ 0 tal que

|h| ≤ 2

ρ

∣∣1− ∣∣JΦ̃

∣∣∣∣ ≤ 2C ′0
ρ

∥∥I3n+4N3 − JΦ̃

∥∥ = 2C ′0‖f‖, (3.70)

por lo que h está uniformemente acotada. Y si tomamos α un multi-́ındice tal que 1 ≤ |α|, notamos
que

Dα

(
1

ρ
JΦ̃

)
i,j

= Dαfi,j, (3.71)

que está acotado uniformemente entonces apelando a la regla de la cadena y la regla de Leibniz, de
(3.69) se sigue que Dαh también. Esto es {h}0≥ρ≥T es un subconjunto acotado de A0{R9n+12N3}. Y

por la proposición 3.5 y la regla de la cadena que la familia χ′ε = (χε ◦ Φ−1 ◦ Γ̃−1)2 también es una
familia como en la definición 2.2, por lo tanto

ĺım
ε→0

(
1

2π

)3n+4N3
∫
f(Ỹ )

(∫
χ′ε(W̃ )2ei(X̃−Ỹ )·Z̃dZ̃

)
dỸ = ĺım

ε→0

(
1

2π

)3n+4N3
∫ ∫

f(Ỹ )χ′ε(W̃ )2ei(X̃−Ỹ )·Z̃dỸ dZ̃

=

(
1

2π

)3n+4N3
∫
F(f)(Z̃)ei(X̃·Z̃)dZ̃,

= f(X̃) (3.72)

y el otro término lo podemos poner como(
1

2π

)3n+4N3

Os

∫
e−iỸ ·Z̃h(t, s, X̃, X̃ + Ỹ , Z̃)f(X̃ + Ỹ )dỸ dZ̃ =

(
1

2π

)6n+8N3

Os

∫
e−i(Ỹ ·Z̃+Ỹ ′·Z̃′)

× h(t, s, X̃, X̃ + Ỹ , Z̃)

× f(X̃ + Ỹ + Ỹ ′)dỸ dZ̃dỸ ′dZ̃ ′

(3.73)

donde en última igualdad usamos 2.8. Notamos que esta expresión es un operador pseudo-diferencial
de doble śımbolo como en 2.16. Entonces usando la proposición 2.18 este último se puede expresar
como un operador pseudo diferencial con śımbolo

h̃(t, s, X̃, Ỹ ) = Os
1

(2π)N

∫ ∫
eiỸ ·X̃h(t, s, X̃ + Ỹ ′, Ỹ + X̃ ′)dX̃ ′dỸ ′, (3.74)
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entonces de 2.66, el teorema de Calderon-Vaillancourt 2.13 y de (3.67) obtenemos que

ĺım
ε→0

C(t, s)∗χ2
εC(t, s) = 1 + (t− s)H (3.75)

Con H la extensión del operador pseudo-diferencial con śımbolo h̃ que está uniformemente acotado
respecto a ρ. Y por lo tanto

ĺım
ε→0
‖χεC(t, s)f‖2

L2 = ĺım
ε→0

(χεC(t, s)f, χεC(t, s)f)L2 =
(

ĺım
ε→0

C(t, s)∗χ2
εC(t, s)f, f

)
L2

= (f, f)L2 + ((t− s)Hf, f)L2

≤ ‖f‖2
L2 + 2(t− s)(‖Hf‖L2‖f‖L2

≤ (1 + 2(t− s)‖H‖OP )‖f‖2
L2

≤ e2‖H‖OP (t−s)‖f‖2
L2

:= e2K0(t−s)‖f‖2
L2 . (3.76)

Por lo que la demostración para el caso a = 0 se sigue de esta desigualdad anterior y el lema de
Fatou. Ahora de la misma forma que obtuvimos (3.67), si tomamos p ∈ Am(R6n+8N3) entonces

P (t, s)∗χ2
εP (t, s)f(X̃) =

(
1

2π

)3n+4n3
∫
f(Ỹ )

(∫
(χε ◦ Φ−1 ◦ Γ̃−1)2(t, s, W̃ )e(i(X̃−Ỹ )·Z̃)

× p1 ◦ Φ−1 ◦ Γ̃−1(t, s, W̃ )p2 ◦ Φ−1 ◦ Γ̃−1(t, s, W̃ )
∣∣∣J−1

Φ̃
◦ Γ̃−1(t, s, W̃ )

∣∣∣dZ̃) dỸ ,
(3.77)

con p1(Z̃, X̃) = p(Z̃, (Z̃ − X̃/√ρ)) y p2(Z̃, Ỹ ) = p(Z̃, (Z̃ − Ỹ /
√
ρ)). Por lo tanto argumentando

como se hizo para obtener (3.75) entonces podemos encontrar una familia {q(t, s; X̃, Ỹ )} ⊂ A2m

acotada tal que

ĺım
ε→0

P (t, s)∗χ2
εP (t, s)f(X̃) = Q

(
t, s; X̃, ∂X̃

)
f. (3.78)

Del lema 3.9 tomamos µm + Γm(X̃, ρ∂X̃) entonces del lemma 2.11 y del teorema 3.6 sabemos que(
µm + Γm(X̃, ρ∂X̃)

)−1

◦Q(t, s, X̃, ∂X̃) : Bmp(R3n+4N3)→ L2(R3n+4N3) es continua por lo que

ĺım
ε→0

∥∥P (t, s)∗χ2
εP (t, s)f

∥∥2

L2 =
(
Q(t, s, X̃, ∂X̃)f, f

)
L2

(3.79)

=

((
µm + Γm(X̃, ρ∂X̃)

)−1

Q(t, s, X̃, ∂X̃)f,
(
µm + Γm(X̃, ρ∂X̃)∗

)
f

)
L2

(3.80)

=

((
µm + Γm(X̃, ρ∂X̃)

)−1

Q(t, s, X̃, ∂X̃)f,
(
µm + Γm(X̃, ρ∂X̃)

)
f

)
L2

(3.81)

≤
∥∥∥∥(µm + Γm(X̃, ρ∂X̃)

)−1

Q(t, s, x, ∂x)f

∥∥∥∥∥∥∥(µm + Γm(X̃, ρ∂X̃)
)
f
∥∥∥
(3.82)

≤
∥∥∥∥(µm + Γm(X̃, ρ∂X̃)

)−1

Q(t, s, x, ∂x)

∥∥∥∥
OP

Cm‖f‖2
Bm , (3.83)
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donde en la tercera igualdad se usó el lema 2.12 y la identidad (3.75) al śımbolo µm + γm. Entonces
se sigue que P (t, s) : Bm(R3n+4N3) → L2(R3n+4N3) es un operador uniformemente acotado. Ahora,
usando el teorema 3.2 si tomamos α un multi-́ındice demostraremos que para cualquier multi-́ındice
β tal que |β| ≤ |α| existen pβ,α, p

′
β,α ∈ A|α|−|β|(R6n+8N3)

Dα
X̃

(C(t, s)f)− C(t, s)(Dα
X̃
f) = (t− s)

∑
|β|≤|α|

Pβ,α(t, s)(Dβ

X̃
f) (3.84)

X̃α(C(t, s)f)− C(t, s)(X̃αf) = (t− s)
∑
|β|≤|α|

P ′β,α(t, s)(Dβ

X̃
f). (3.85)

Se procederá por inducción sobre |α|. El caso α = 0 es trivial, entonces suponiendo que la hipótesis
se cumple para |α| = K, sea entonces α tal que |α| = K+1. Entonces existe i ∈ {1, ...3n+4N3} y α′

multi-́ındice con |α′| = K tal que Dα
X̃

= ∂X̃iD
α′

X̃
, entonces por un lado por la hipótesis de inducción

y usando la ecuación (3.8) y la regla integral de Leibniz 1.13, se tiene que

∂X̃i

(t− s)
∑
|β|≤|α′|

Pβ,α′(t, s)f

 = (t− s)
∑
|β|≤|α′|

(
n∏
j=1

( mj

2πi~

)3/2
)(

1

2π~|V |

)4N3/2

×
∫

exp(i~−1φ(γt,s
X̃,W̃

))
(
∂X̃ii~

−1
(
δ(γt,s

X̃,W̃
)
)
pβ,α′(X̃, W̃ )Dβ

X̃
f ′(W̃ )

+∂X̃ipβ,α′(X̃, W̃ )Dβ

X̃
f ′(W̃ ) + pβ,α′(X̃, W̃ )Dβ+ei

X̃
f ′(W̃ )

)
dW̃

(3.86)

∂X̃iC(t, s)(D
α′

X̃
f)− C(t, s)(Dα

X̃
f) =

(
n∏
j=1

( mj

2πi~

)3/2
)(

1

2π~|V |

)4N3/2 ∫
exp(i~−1φ(γt,s

X̃,W̃
))

× i~−1

(
ρ

∫ 1

0

∂V ′Λ1

∂X̃i

(X̃, W̃ )dθ

+
1

c

n∑
j=1

ej
√
ρwj ·

∫ 1

0

∂Ã′

∂X̃i

(X̃, W̃ )dθ

−ρ
∫ 1

0

∂V ′Λ3

∂X̃i

(X̃, Ỹ )dθ

)
Dα′

X̃
f ′(W̃ )dW̃ , (3.87)

entonces definimos

p∗β,α(X̃, W̃ ) := ∂X̃ii~
−1
(
δ(γt,s

X̃,W̃
)
)
pβ,α′(X̃, Ỹ ) + ∂X̃ipβ,α′(X̃, Ỹ ) |β| = 0, |α′| (3.88)

p∗β,α(X̃, W̃ ) := ∂X̃ii~
−1
(
δ(γt,s

X̃,W̃
)
)
pβ,α′(X̃, Ỹ )

+ ∂X̃ipβ,α′(X̃, Ỹ ) + pβ−ei,α′(X̃, W̃ ) 0 < |β| < |α′| (3.89)

p∗β,α(X̃, W̃ ) := pβ−ei,α′(X̃, W̃ ) |β| = |α|, (3.90)

por lo que podemos escribir (3.86) como

(t− s)
∑
|β|≤|α|

P ∗β,α(t, s)(Dβ

X̃
f). (3.91)
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Por las hipotesis de las funciones de corte y el lema 3.4 se tiene que para i = 1, 2, 3 se cumple que∫ 1

0
Ãi(x

j − θ√ρwj, X − θ√ρW )dθ ∈ A0(R6n+8N3) por lo que el término de δ que depende de estas
integral esta en A1 pues el producto punto al desarrollarlo, muestra que el término es una suma se
productos de polinomios de grado 1 y de estas integrales. También, como ρ

∫ 1

0
VΛ3(X−θ√ρW ) es un

polinomio de grado 2, su derivada es un polinomio de grado 1 y este está en A1. Y finalmente, como

ρ
∫ 1

0
VΛ1(x − θ

√
ρ) está en A0, se sigue que ∂X̃ii~

−1
(
δ(γt,s

X̃,W̃
)
)
pβ,α′(X̃, Ỹ ) está en A(|α′|−|β|)+1 =

A|α|−|β|. Por lo tanto para todo multi-́ındice |β| ≤ |α| se tiene que p∗β,α ∈ A|α|−β|. Por otro lado
puesto que, ∫

e
i~−1φ(γt,s

X̃,W̃
)
wj ·

∫ 1

0

∂Ã′j

∂X̃i

(X̃, W̃ )dθDα′

X̃
f ′(W̃ )dW̃ =

m−1
j

∫
e
i~−1δ(γt,s

X̃,W̃
)
∂wje

1
2

∑n
j=1mj‖wj‖

2+
‖W‖2
2|V | ·

∫ 1

0

∂Ã′j

∂X̃i

(X̃, W̃ )dθDα′

X̃
f ′(W̃ )dW̃ =

m−1

∫
ei~
−1 1

2

∑n
j=1 mj‖wj‖

2+
‖W‖2
2|V | ∂wj · e

i~−1δ(γt,s
X̃,W̃

)
∫ 1

0

∂Ã′j

∂X̃i

(X̃, Ỹ )dθDα′

X̃
f ′(W̃ )dW̃ .

Por regla de la cadena, la derivada con respecto a wj saca un factor de
√
ρ entonces de todos los

términos se puede factorizar un termino ρ y por lo tanto podemos escribir (3.87) de la misma forma
que (3.91) y como

Dα
X̃

(C(t, s)f)− C(t, s)(Dα
X̃
f) = ∂X̃i

(
Dα′

X̃
(C(t, s)f)− C(t, s)(Dα′

X̃
f)
)

+ ∂X̃iC(t, s)(D
α′

X̃
f)

− C(t, s)(Dα
X̃
f),

se sigue el paso inductivo. Para (3.85), de la misma manera α = 0 es trivial. Supongamos que
la hipótesis se cumple para |α| = K,sea entonces α tal que |α| = K + 1. Entonces existe i ∈
{1, ...3n + 4N3} y α′ multi-́ındice con |α′| = K tal que X̃α = X̃iX̃

α′ , entonces por un lado por la
hipótesis de inducción se tiene que

X̃i

(t− s)
∑
|β|≤|α′|

Pβ,α′(t, s)f

 = (t− s)
∑
|β|≤|α′|

(
n∏
j=1

( mj

2πi~

)3/2
)(

1

2π~|V |

)4N3/2

×
∫

exp(i~−1φ(γt,s
X̃,W̃

))X̃ipβ,α′(X̃, W̃ )Dβ

X̃
f ′(W̃ )dW̃

X̃iC(t, s)(X̃α′f)− C(t, s)(X̃αf) =

(
n∏
j=1

( mj

2πi~

)3/2
)(

1

2π~|V |

)4N3/2 ∫
exp(i~−1φ(γt,s

X̃,W̃
))

×
(
X̃i

(
X̃ −√ρW̃

)α′
−
(
X̃ −√ρW̃

)α)
f ′(W̃ )dW̃

=

(
n∏
j=1

( mj

2πi~

)3/2
)(

1

2π~|V |

)4N3/2 ∫
exp(i~−1φ(γt,s

X̃,W̃
))

×
(
X̃i

(
X̃ −√ρW̃

)α′
−
(
X̃ −√ρW̃

)
i

(
X̃ −√ρW̃

)α′)
f ′(W̃ )dW̃
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=

(
n∏
j=1

( mj

2πi~

)3/2
)(

1

2π~|V |

)4N3/2 ∫
exp(i~−1φ(γt,s

X̃,W̃
))

×√ρW̃i

(
X̃ −√ρW̃

)α′
f ′(W̃ )dW̃

=

(
n∏
j=1

( mj

2πi~

)3/2
)(

1

2π~|V |

)4N3/2 ∫
exp(i~−1φ(γt,s

X̃,W̃
))

×√ρW̃i

(
X̃ −√ρW̃

)α′
f ′(W̃ )dW̃

=

(
n∏
j=1

( mj

2πi~

)3/2
)(

1

2π~|V |

)4N3/2 ∫
exp(i~−1φ(γt,s

X̃,W̃
))

×

(
3n∑
j=1

m−1
dj/3eδj,i + |V |

3n+4N3∑
j=n+1

δj,i

)
e
i~−1δ(γt,s

X̃,W̃
)

× ∂W̃i
e

1
2

∑n
j=1 mj‖wj‖

2+
‖W‖2
2|V |
√
ρ
(
X̃ −√ρW̃

)α′
f ′(W̃ )dW̃ , (3.92)

y como en el caso anterior, se sigue la hipótesis inductiva. Entonces tomando α multi-́ındice tal que
|α| = a, de (3.84) tenemos que∥∥Dα

X̃
C(t, s)f

∥∥ ≤ ∥∥C(t, s)Dα
X̃
f
∥∥

2
+ (t− s)

∑
|α′|≤|α|

∥∥∥Pα′,α(t, s)(Dα′

X̃
f)
∥∥∥

2

≤ eK0(t−s)∥∥Dα
X̃
f
∥∥

2
+ (t− s)Cα

∑
|α′|≤|α|

∥∥∥Dα′

X̃
f
∥∥∥
B|α|−|α′|

.

Recordamos que podemos ver Dα′

X̃
como un operador pseudo-diferencial con śımbolo (iX̃)α

′
, entonces

de los lemas (3.9) y (2.11) se sigue que el śımbolo de(
µ|α|−|α′|(x, ∂x) + Γ|α|−|α′|(x, ρ∂x)

)
Dα′

X̃

(
µ|α|(x, ∂x) + Γ|α|(x, ρ∂x)

)−1
,

esta en A0(R6n+8N3) entonces del teorema 3.6 y del teorema de Calderon-Vaillancourt 2.13,∥∥∥Dα′

X̃
f
∥∥∥
B|α|−|α′|

≤ C|α|−|α′|

∥∥∥(µ|α|−|α′| + Γ|α|−|α′|(x, ρ∂x)
)
Dα′

X̃
f
∥∥∥

2

≤ C|α|−|α′|

∥∥∥(µ|α|−|α′| + Γ|α|−|α′|(x, ρ∂x)
)
Dα′

X̃

(
µ|α| + Γ|α|(x, ρ∂x)

)−1 (
µ|α| + Γ|α|(x, ρ∂x)

)
f
∥∥∥

2

≤ C ′|α|−|α′|
∥∥(µ|α| + Γ|α|(x, ρ∂x)

)
f
∥∥

2

≤ C ′|α|−|α′|C|α|‖f‖B|α| ,

entonces ∥∥Dα
X̃
C(t, s)f

∥∥
2
≤ eK0(t−s)∥∥Dα

X̃
f
∥∥

2
+ (t− s)C∗1,|α|‖f‖B|α| . (3.93)

Y de la misma forma pero usando (3.85) tenemos que∥∥∥X̃αC(t, s)f
∥∥∥

2
≤ eK0(t−s)

∥∥∥X̃αf
∥∥∥

2
+ (t− s)C∗2,|α|‖f‖B|α| , (3.94)

por lo tanto

‖C(t, s)f‖Ba ≤ eK0(t−s)C∗3,|α|‖f‖Ba + (t− s)(C∗1,a + C∗2,a)‖f‖Ba
≤ eKa(t−s)‖f‖Ba , (3.95)

lo que termina la demostración.
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Corolario 3.10.1. Sea 0 ≤ t − s ≤ ρ∗ y p ∈ A(R6n+8N3) entonces P (t, s) : Bmp+a(R3n+4N3) →
Ba(R3n+4N3) es uniformemente acotado

Demostración. Simplemente notamos que podemos generalizar (3.84) y (3.85) de tal forma que si
tomamos mutli-́ındice α, para todo multi-́ındice β ≤ α existen pβ,α, p

′
β,α ∈ Amp+|α|−|β| tal que

Dα
X̃

(P (t, s)f) =
∑
β≤α

Pβ,α(t, s)(Dβ

X̃
f) (3.96)

X̃α(P (t, s)f) =
∑
β≤α

P ′β,α(t, s)(Dβ

X̃
f) (3.97)

y la demostración se sigue usando los mismos argumentos del teorema anterior.

Corolario 3.10.2. El operador H : Ba+M → Ba es un operador acotado para M ≥ 2 y a = 0, 1, . . .

Corolario 3.10.3. Los operadores {C(t, s)}0≤t−s≤ρ∗ son fuertemente continuos en Ba(R3n+4N3)

Demostración. Primero notamos que si f ∈ S(R3n+4N3) la continuidad fuerte se sigue fácilmente del
teorema de convergencia dominada usando las cotas argumentadas en al final de la demostración
del teorema 3.2. Ahora, sea 0 ≤ t − s ≤ ρ∗ y f ∈ Ba(R3n+4N3), por la forma en que se extiende el
operador fundamental, si tomamos {fk}∞k=0 ⊂ S tal que ĺımk→∞ fk = f en Ba(R3n+4N3) notamos
que

‖C(t, s)(f − fk)‖Ba~ ≤ eT‖f − fk‖Ba ,

entonces la demostración se sigue de un argumento de ε/3 estándar.

4. El Operador Fundamental y la Ecuación de Schrödinger

Vamos a considerar como es que el Hamiltoniano dado en la definición 2.24 actúa sobre el operador
fundamental 3.1.

Teorema 4.1. Supongamos que para las funciones de corte g, ψ, dadas en la definición 2.1, cum-
plen (3.33, 3.34), entonces existen M,M ′ ∈ N0 y familias {r(t, s, X̃, Ỹ )}0≤s≤t≤T ⊂ AM(R6n+8N3),

{r′(t, s, X̃, Ỹ )}0≤s≤t≤T ⊂ AM
′
(R6n+8N3) acotadas tal que para f ∈ S(R3n+4N3)(
i~
∂

∂t
−H

)
C(t, s)f(X̃) =

√
t− sR(t, s)f(X̃) (4.1)

i~
∂

∂s
C(t, s)f(X̃)− C(t, s)Hf(X̃) =

√
t− sR′(t, s)f(X̃), (4.2)

con R,R′ dados por la definición 3.1.
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Demostración. Suponemos que s < t, calculando directamente de tenemos que(
~
i
∂xji
− ej

c
Ãi

)2

ei~S =

(
−~2∂2

xji
− ~ej(ic)−1∂xji

Ãi − ~ej(ic)−1Ãi∂xji
+
e2
j

c2
Ã2
i

)
ei~S

=
(
−~2

(
~−2e

i~S(γt,s
X̃,Ỹ

)
(∂xji

S)2 + i~−1e
i~S(γt,s

X̃,Ỹ
)
∂2
xji
S
)

−ej~(ic)−1(∂xji
Ãi)e

i~−1S − 2ej~
c

Ãie
i~−1S∂xji

S +
e2
j

c2
Ãi

2
ei~
−1S

)
= ei~

−1S

(
(∂xji

S)2 − i~∂2
xji
S + eji~(c)−1(∂xji

Ãi)−
2ej
c

Ãi∂xji
S +

e2
j

c2
Ã2
i

)
= ei~

−1S

((
∂xji

S − ej
c

Ãi

)2

− i~∂2
xji
S +

i~ej
c
∂xji

Ãi

)
, (4.3)

también que (
~
i

)2
∂2

∂X2
i

ei~
−1S = ei~

−1S
(
(∂XiS)2 − i~∂2

Xi
S
)
, (4.4)

y también que

∂

∂t
C(t, s)f = −3n+ 4N3

2(t− s)
C∗t,s

∫
ei~
−1Sf(y)dy + C∗t,s

∫
i~−1ei~

−1S∂tSf(y)dy. (4.5)

Por lo tanto directamente de la ecuación (2.163), tenemos que(
i~
∂

∂t
−H

)
C(t, s)f = −

(
n∏
j=1

(
mj

2πi~(t− s)

)3/2
)(

1

2π~|V |(t− s)

)4N3/2 ∫
ei~
−1S

×
(
r1(t, s, X̃, Ỹ ) +

i~
2
r2(t, s, X̃, Ỹ )

)
f(Ỹ )dỸ . (4.6)

con

r1(t, s, X̃, Ỹ ) := ∂tS +
n∑
j=1

1

2mj

∥∥∥∂xjS − ej
c

Ã
∥∥∥2

+ VΛ1(x) + VΛ3(X) +
|V |
2
‖∂XS‖2 (4.7)

r2(t, s, X̃, Ỹ ) :=
3n+ 4N3

t− s
−

n∑
j=1

(
1

mj

∆j
xS −

ej
cmj

∂xj · Ã
)
− |V |∆XS. (4.8)

También, calculando directamente de (3.4), se sigue que

∂xji
S − ej

c
Ãi =

mj(x
j
i − y

j
i )

ρ
+
ej
c

∫ 1

0

(Ãi(x
j − θ(xj − yj), X − θ(X − Y ))− Ãi(x

j, X))dθ

+
ej
c

3∑
l=1

(xjl − y
j
l )

∫ 1

0

(1− θ)∂Ãl

∂xi
(xj − θ(xj − yj), X − θ(X − Y ))dθ

− ρ
∫ 1

0

(1− θ)∂VΛ1

∂xji
(x− θ(x− y))dθ. (4.9)
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Definimos

qj1,i(t, s, X̃, Ỹ ) =
ej
ρc

∫ 1

0

Ãi(x
j − θ√ρyj, X − θ√ρY )− Ãi(x

j, X) +

√
ρ

2

3+4N3∑
m=1

Ỹ j
m

∂Ãi

∂X̃j
m

(xj, X)dθ

+
ej
√
ρ

cρ

3∑
l=1

yjl

∫ 1

0

(1− θ)∂Ãl

∂xi
(xj − θ√ρyj, X − θ√ρY )− 1

2

∂Ãl

∂xi
(xj, X)dθ

−
∫ 1

0

(1− θ)∂VΛ1

∂xji
(x− θ√ρy)dθ

=
ej
ρc

∫ 1

0

Ãi(x
j − θ√ρyj, X − θ√ρY )− Ãi(x

j, X) + θ
√
ρ

3+4N3∑
m=1

Ỹ j
m

∂Ãi

∂X̃j
m

(xj, X)dθ

+
ej
√
ρ

cρ

3∑
l=1

yjl

∫ 1

0

(1− θ)

(
∂Ãl

∂xi
(xj − θ√ρyj, X − θ√ρY )− ∂Ãl

∂xi
(xj, X)

)
dθ

−
∫ 1

0

(1− θ)∂VΛ1

∂xji
(x− θ√ρy)dθ, (4.10)

con X̃j = (xj, X) entonces usando la expansión de Taylor (1.13) tenemos que

qj1,i(t, s, X̃, Ỹ ) =
ej
c

∫ 1

0

∑
|α|=2

DαÃi(x
j, X)

α!
θ2(Ỹ j)α + h

(
X̃j,−θ√ρỸ j

)
dθ

+
ej
c

3∑
l=1

yjl

∫ 1

0

(1− θ)

(
3+4N3∑
m=1

∂2Ãi

∂X̃j
m∂xi

(xj, X)θỸ j
m + f

(
X̃j,−θ√ρỸ j

))
dθ

−
∫ 1

0

(1− θ)∂VΛ1

∂xji
(x− θ√ρy)dθ, (4.11)

con h, f los residuos de la expansión. Se sigue de la forma integral de estos (1.14) y del lema 3.4
que existe M1 ∈ N0 tal que {qj1,i}0≤ρ≤T ⊂ AM1(R6n+4N3) es acotado y notamos que

∂xji
S − ej

c
Ãi =

mj(x
j
i − y

j
i )

ρ
− ej

2c

3∑
m=1

(xjm − yjm)
∂Ãi

∂xjm
(xj, X)− ej

2c

4N3∑
m=1

(Xm − Ym)
∂Ãi

∂Xm

(xj, X)

+
ej
2c

3∑
l=1

(xjl − y
j
l )
∂Ãl

∂xi
(xj, X) + ρqj1,i

(
t, s, X̃,

X̃ − Ỹ
√
ρ

)
. (4.12)

Similarmente, existe una familia {q2,i}0≤ρ≤T ⊂ AM2(R6n+4N3) acotada tal que

∂XiS =
(Xi − Yi)
|V |ρ

+
ej
c

3∑
l=1

(xjl − y
j
l )

∫ 1

0

(1− θ)∂Ãl

∂Xi

(xj − θ(xj − yj), X − θ(X − Y ))

− ρ
∫ 1

0

(1− θ)∂VΛ1

∂xji
(x− θ(x− y))dθ (4.13)

=
(Xi − Yi)
|V |ρ

+
1

2c

n∑
j=1

3∑
l=1

ej(x
j
l − y

j
l )
∂Ãl

∂Xi

(xj, X) + ρq2,i

(
t, s, X̃,

X̃ − Ỹ
√
ρ

)
(4.14)
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Por lo tanto

n∑
j=1

1

2mj

∥∥∥∂xjS − ej
c
Ã(xj , X)

∥∥∥2
=

n∑
j=1

1

2mj

m2
j

∥∥xj − yj∥∥2

ρ2
+

e2
j

4c2

∥∥∥∥∥
3∑

m=1

(xjm − yjm)
∂Ã

∂xjm
(xj , X)

∥∥∥∥∥
2

+
e2
j

4c2

∥∥∥∥∥
4N3∑
m=1

(Xm − Ym)
∂Ã

∂Xm
(xj , X)

∥∥∥∥∥
2

+
e2
j

4c2

∥∥∥∥∥
3∑
l=1

(xjl − y
j
l )
∂Ãl

∂xj
(xj , X)

∥∥∥∥∥
2

+ ρ2

∥∥∥∥∥qj1
(
t, s, X̃,

X̃ − Ỹ
√
ρ

)∥∥∥∥∥
2

− 2mjej
2ρc

∑
m,i

(xji − y
j
i )(x

j
m − yjm)

∂Ãi

∂xjm
(xj , X)

− 2mjej
2ρc

∑
m,i

(xji − y
j
i )(Xm − Ym)

∂Ãi

∂Xm
(xj , X)

+
2mjej

2ρc

∑
l,i

(xji − y
j
i )(x

j
l − y

j
l )
∂Ãl

∂xji
(xj , X) + 2mj(x

j − yj) · qj1

(
t, s, X̃,

X̃ − Ỹ
√
ρ

)

+
2e2
j

4c2

∑
m1,m2,i

(xjm1
− yjm1

)(Xm2 − Ym2)
∂Ãi

∂xjm1

(xj , X)
∂Ãi

∂Xm2

(xj , X)

−
2e2
j

4c2

∑
m,l,i

(xjm − yjm)(xjl − y
j
l )
∂Ãi

∂xjm
(xj , X)

∂Ãl

∂xji
(xj , X)

− 2ρej
2c

∑
m,i

(xjm − yjm)
∂Ã

∂xjm
(xj , X) · qj1

(
t, s, X̃,

X̃ − Ỹ
√
ρ

)

−
2e2
j

4c2

∑
m,l,i

(Xm2 − Ym2)(xjl − y
j
l )
∂Ãi

∂Xm
(xj , X)

∂Ãl

∂xji
(xj , X)

− 2ρej
2c

∑
m

(Xm − Ym)
∂Ã

∂Xm
(xj , X) · qj1

(
t, s, X̃,

X̃ − Ỹ
√
ρ

)

+
2ρej
2c

∑
m,i

(xjl − y
j
l )
∂Ãl

∂xj
(xj , X) · qj1

(
t, s, X̃,

X̃ − Ỹ
√
ρ

)
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=
n∑
j=1

mj

∥∥xj − yj∥∥2

2ρ2
+

e2
j

8mjc2

∥∥∥∥∥
3∑

m=1

(xjm − yjm)
∂Ã

∂xjm
(xj , X)

∥∥∥∥∥
2

+
e2
j

8mjc2

∥∥∥∥∥
4N3∑
m=1

(Xm − Ym)
∂Ã

∂Xm
(xj , X)

∥∥∥∥∥
2

+
e2
j

8mjc2

∥∥∥∥∥
3∑
l=1

(xjl − y
j
l )
∂Ãl

∂xj
(xj , X)

∥∥∥∥∥
2

+
ρ2

2mj

∥∥∥∥∥qj1
(
t, s, X̃,

X̃ − Ỹ
√
ρ

)∥∥∥∥∥
2

− ej
2ρc

∑
m,i

(xji − y
j
i )(Xm − Ym)

∂Ãi

∂Xm
(xj , X)

+ (xj − yj) · qj1

(
t, s, X̃,

X̃ − Ỹ
√
ρ

)

+
2e2
j

8mjc2

∑
m1,m2,i

(xjm1
− yjm1

)(Xm2 − Ym2)
∂Ãi

∂xjm1

(xj , X)
∂Ãi

∂Xm2

(xj , X)

−
2e2
j

8mjc2

∑
m,l,i

(xjm − yjm)(xjl − y
j
l )
∂Ãi

∂xjm
(xj , X)

∂Ãl

∂xji
(xj , X)

− ρej
2mjc

∑
m,i

(xjm − yjm)
∂Ã

∂xjm
(xj , X) · qj1

(
t, s, X̃,

X̃ − Ỹ
√
ρ

)

−
e2
j

4mjc2

∑
m,l,i

(Xm2 − Ym2)(xjl − y
j
l )
∂Ãi

∂Xm
(xj , X)

∂Ãl

∂xji
(xj , X)

− ρej
2mjc

∑
m

(Xm − Ym)
∂Ã

∂Xm
(xj , X) · qj1

(
t, s, X̃,

X̃ − Ỹ
√
ρ

)

+
ρej

2mjc

∑
m,i

(xjl − y
j
l )
∂Ãl

∂xj
(xj , X) · qj1

(
t, s, X̃,

X̃ − Ỹ
√
ρ

)
, (4.15)

y también

|V |
2
‖∂XS‖2 =

‖X − Y ‖2

2|V |ρ2
+
|V |
8c2

∥∥∥∥∥∥
n∑
j=1

3∑
l=1

ej(x
j
l − y

j
l )
∂Ãl

∂Xi
(xj , X)

∥∥∥∥∥∥
2

+
|V |ρ2

2

∥∥∥∥∥q2

(
t, s, X̃,

X̃ − Ỹ
√
ρ

)∥∥∥∥∥
2

+
1

2ρc

n∑
j=1

3∑
l=1

4N3∑
i=1

ej(Xi − Yi)(xjl − y
j
l )
∂Ãl

∂Xi
(xj , X) + (X − Y ) · q2

(
t, s, X̃,

X̃ − Ỹ
√
ρ

)
. (4.16)

Entonces cancelando, factorizando y re-definiendo, es posible encontrar una familia {q3}0≤ρ≤T ⊂
AM3(R6n+4N3) acotada tal que

n∑
j=1

1

2mj

∥∥∥∂xjS − ej
c

Ã(xj, X)
∥∥∥2

+
|V |
2
‖∂XS‖2 =

n∑
j=1

mj‖xj − yj‖
2

2ρ2
+
‖X − Y ‖2

2|V |ρ2

+
√
ρq3

(
t, s, X̃,

X̃ − Ỹ
√
ρ

)
(4.17)

Y como se acaba de argumentar, usando la expansión de Taylor podemos encontrar {q4}0≤ρ≤T ⊂
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AM4(R6n+4N3) acotado tal que

∂tS =
−1

2ρ2

n∑
j=1

mj||xj − yj||2 −
∫ 1

0

VΛ1(x− θ(x− y))dθ +
−||X − Y ||2

2|V |ρ2

−
∫ 1

0

VΛ3(X − θ(X − Y ))dθ (4.18)

=
−1

2ρ2

n∑
j=1

mj||xj − yj||2 −
||X − Y ||2

2|V |ρ2
− VΛ1(x)− VΛ3(X) +

√
ρq4

(
t, s, X̃,

X̃ − Ỹ
√
ρ

)
, (4.19)

por lo tanto, reemplazando en (4.7), obtenemos

r1(t, s, X̃, Ỹ ) =
√
ρ

(
r3

(
t, s, X̃,

X̃ − Ỹ
√
ρ

)
+ r4

(
t, s, X̃,

X̃ − Ỹ
√
ρ

))
(4.20)

=
√
ρr5

(
t, s, X̃,

X̃ − Ỹ
√
ρ

)
. (4.21)

También tenemos que

1

mj

∆xjS =
3

ρ
− ej

2cmj

∂xj · Ã(xj, X) +
ej

2cmj

3∑
m,i=1

(xjm − yjm)
∂2Ã

∂xi∂xm
(xj, X)

− ej
2cmj

4N3∑
m=1

3∑
i=1

(Xm − Ym)
∂2Ã

∂xi∂Xm

(xj, X) +
ej

2cmj

∂xj · Ã(xj, X)

+
ej

2cmj

3∑
l=1

(xjl − y
j
l )∆xjÃ(xj, X) +

ej
cmj

∂xj · Ã(xj, X)

+ ρ∂xj · qj1

(
t, s, X̃,

X̃ − Ỹ
√
ρ

)
(4.22)

:=
3

ρ
+
√
ρqj6

(
t, s, X̃,

X̃ − Ỹ
√
ρ

)
+

ej
cmj

∂xj · Ã(xj, X), (4.23)

y que

|V |∆XS =
4N3

ρ
+
|V |
2c

n∑
j=1

3∑
l=1

ej(x
j
l − y

j
l )∆XÃl(x

j, X) + |V |ρ∂X · q2

(
t, s, X̃,

X̃ − Ỹ
√
ρ

)
(4.24)

:=
4N3

ρ
+
√
ρq7

(
t, s, X̃,

X̃ − Ỹ
√
ρ

)
, (4.25)

reemplazando (4.8), obtenemos

r2(t, s, X̃, Ỹ ) =
√
ρ

(
q6

(
t, s, X̃,

X̃ − Ỹ
√
ρ

+ q7

(
t, s, X̃,

X̃ − Ỹ
√
ρ

)))
(4.26)

=
√
ρq8

(
t, s, X̃,

X̃ − Ỹ
√
ρ

)
, (4.27)
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y de esto se sigue la primera parte del problema. Similarmente, podemos escribir

i~
∂

∂s
C(t, s)f − C(t, s)Hf = −

(
n∏
j=1

(
mj

2πi~(t− s)

)3/2
)(

1

2π~|V |(t− s)

)4N3/2 ∫
ei~
−1S

×
(
r′1(t, s, X̃, Ỹ ) +

i~
2
r′2(t, s, X̃, Ỹ )

)
f(Ỹ )dỸ , (4.28)

con

r′1(t, s, X̃, Ỹ ) := ∂sS −
n∑
j=1

1

2mj

∥∥∥∂yjS +
ej
c

Ã
∥∥∥2

− VΛ1(y)− VΛ3(Y )− |V |
2
‖∂Y S‖2 (4.29)

r′2(t, s, X̃, Ỹ ) := −3n+ 4N3

t− s
+

n∑
j=1

(
1

mj

∆j
yS +

ej
cmj

∂yj · Ã
)

+ |V |∆XS, (4.30)

y de la misma manera demostramos la segunda parte.

Ahora Notamos que para f ∈ S y X̃ ∈ R3n+4N3 , del teorema anterior, usando (4.1,4.2) se cumple
que

i~ (C(t2, s)− C(t1, s)) f(X̃) =

∫ t2

t1

(
HC(θ, s)f(X̃) +

√
θ − sR(θ, s)f(X̃)

)
dθ (4.31)

i~ (C(t, s2)− C(t, s1)) f(X̃) =

∫ s2

s1

(
C(t, θ)Hf(X̃) +

√
t− θR(t, θ)f(X̃)

)
dθ, (4.32)

lo que nos da la siguiente representación formal

i~ (C(t2, s)− C(t1, s)) f =

∫ t2

t1

(
HC(θ, s)f +

√
θ − sR(θ, s)f

)
dθ (4.33)

i~ (C(t, s2)− C(t, s1)) f =

∫ s2

s1

(
C(t, θ)Hf +

√
t− θR(t, θ)f

)
dθ (4.34)

Sin embargo a continuación veremos que se le puede dar sentido riguroso a estas expresión como
una integral de Riemann para funciones valuadas en espacios de Banach (ver apéndice C). Entonces
se sigue de los corolarios 3.10.2, 3.10.3 que estas integrales están bien definidas como integrales de
Riemann en los espacios de Banach Ba+M , Ba+M ′ , con M,M ′ ∈ N0 dados por el teorema anterior.
Esta representación será de gran utilidad cuando se demuestre la convergencia de la integral de
trayectoria en el caṕıtulo que sigue.
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5. Construcción de la Integral de Trayectoria y su Conver-

gencia

El operador fundamental nos deja definir la integral de trayectoria para el conjunto de segmentos de
recta parametrizados en [0, T ]. Puesto que lo que se desea obtener es una integral sobre el espacio
de trayectorias definidas en este intervalo, podemos primero extender la definición a un espacio
de trayectorias poligonales y, recordando que toda curva continua y compacta se puede aproximar
uniformemente por poligonales, en el ĺımite esperaŕıamos obtener una integral sobre el espacio de
trayectorias continuas. Sin embargo es importante mencionar que esta motivación es heuŕıstica
puesto que la integral completa sobre el espacio de trayectorias solo se va a poder ver a través de
este ĺımite. Esto es se demostrará que en el ĺımite obtenemos la solución a tiempo T de la ecuación
de Schrödinger dado un perfil inicial f ∈ Ba.

5.1. La Integral sobre Trayectorias Poligonales

Dada una partición ∆ν = {t0 = 0, t1, . . . , tν−1, tν = T} del intervalo [0, T ] con ti < ti+1 y |∆ν | =

máx1≤i≤ν(ti − ti−1), tomamos X̃0, . . . , X̃ν arbitrarios y definimos γ∆ν ,i : [ti, ti+1]→ R3n+4N3 como

γ∆ν ,i(θ) = X̃i+1 −
ti+1 − θ
ti+1 − ti

(
X̃i+1 − X̃i

)
, (5.1)

y tomamos

γ∆ν :=
ν−1⋃
i=0

γ∆ν ,i. (5.2)

Entonces de (2.52), notamos que

S(γ∆ν ) =

∫ T

0

L̃ ◦ γ∆ν (θ)dθ =
ν−1∑
i=0

∫ ti+1

ti

L̃ ◦ γ∆ν,i
(θ)dθ. (5.3)

Para f ∈ S(R3n+4N3) definimos

C∆ν (T, 0) :=

{
ν−1∏
i=0

(
n∏
j=1

(
mj

2πi~(ti+1 − ti)

)3/2
)(

1

2π~|V |(ti+1 − ti)

)4N3/2
}

×Os

∫
. . .Os

∫
exp(i~−1S(γ∆ν ))f(X̃0)dX̃0 . . . dX̃ν−1 (5.4)

=

{
ν−1∏
i=0

(
n∏
j=1

(
mj

2πi~(ti+1 − ti)

)3/2
)(

1

2π~|V |(ti+1 − ti)

)4N3/2
}

×Os

∫
exp(i~−1S(γ∆ν ,ν−1))Os

∫
. . .Os

∫
exp(i~−1S(γ∆ν ,1))

×Os

∫
exp(i~−1S(γ∆ν ,0))f(X̃0)dX̃0 . . . dX̃ν−1 (5.5)

= ĺım
ε→0

C(T, tν−1)χεC(tν−1, tν−2)χε . . . C(t2, t1)χεC(t1, 0)χεf (5.6)

Tomando χε como en la definición 2.2. Tomando ρ∗ del teorema 3.10 y de 2.23, podemos extender
a este operador a Ba si tomamos |∆ν | ≤ ρ∗. Por las propiedades de esta familia es claro que se
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cumple

sup
0≤ε≤1

‖χεf‖Ba ≤ C‖f‖Ba (5.7)

ĺım
ε→0
‖(χε − 1)f‖Ba = 0, (5.8)

entonces como el operador fundamental es acotado en Ba se sigue que

‖C(T, tν−1)χεC(tν−1, tν−2)χε . . . C(t2, t1)χεC(t1, 0)χεf − C(T, tν−1) . . . C(t1, 0)f‖Ba =∥∥∥∥∥
ν−1∑
i=0

C(T, tν−1)χε . . . C(ti+2, ti+1)(χε − 1)C(ti+1, ti) . . . C(t1, t0)f

∥∥∥∥∥
Ba

≤

ν−1∑
i=0

C∗‖(χε − 1)C(ti+1, ti) . . . C(t1, t0)f‖Ba ,

con C∗ independiente de ε por (5.7). Entonces de (5.8) se sigue que

C∆ν (T, 0) = C(T, tν−1)C(tν−1, tν−2) . . . C(t2, t1)C(t1, 0). (5.9)

Si tomamos 0 ≤ s ≤ t ≤ T , dada una partición |∆ν | ≤ ρ∗ podemos encontrar j y l tal que j ≤ l,
tj−1 ≤ s ≤ tj y tl−1 ≤ t ≤ tl. Entonces definimos en Ba

C∆ν (t, s) := C(t, tl−1)C(tl−1, tl−2) . . . C(tj+1, tj)C(tj, s), (5.10)

y del teorema 3.10 se sigue que

‖C∆ν (t, s)f‖Ba ≤ eKa(t−s)‖f‖Ba . (5.11)

Proposición 5.1. Sea ∆ν una partición de [0, T ] tal que |∆ν | ≤ ρ∗. Entonces existe un M ≥ 2 tal
que

‖C∆ν (t, s)f − C∆ν (t
′, s′)f‖Ba ≤ Ca(|t− t′|+ |s− s′|)‖f‖Ba+M (5.12)

para 0 ≤ s ≤ t ≤, 0 ≤ s′ ≤ t′ ≤ T y a = 0, 1, 2, . . .

Demostración. Tomamos M como el máximo entre 2,mr y mr′ dados por el teorema 4.1. Conside-
ramos primero el caso s = s′. Sin perdida de generalidad supongamos que t′ < t. Sea tj ≤ t ≤ tj+1

y tk ≤ t′ ≤ tk+1. Si suponemos que j = k y s ≤ tj entonces tenemos de la representación dada por
la ecuación (4.33) como una integral sobre espacios de Banach (C) que para f ∈ Ba+M se cumple
que

i~ (C∆ν (t, s)− C∆ν (t
′, s′)) f = i~ (C(t, tj)− C(t′, tj))C∆ν (tj, s)f

=

∫ t

t′

(
HC(θ, tj) +

√
θ − tjR(θ, tj)

)
C∆ν (tj, s)fdθ

=

∫ t

t′

(
HC∆ν (θ, s)f +

√
θ − tjR(θ, tj)C∆ν (tj, s)f

)
dθ, (5.13)

entonces usando el inciso 5 de C.3 y los corolarios 3.10.2, 3.10.1 tenemos que

‖i~ (C∆ν (t, s)− C∆ν (t
′, s′)) f‖Ba ≤

∫ t

t′
‖HC∆ν (θ, s)f‖Badθ +

∫ t

t′

√
∆ν‖R(θ, tj)C∆ν (tj, s)f‖Badθ

=

∫ t

t′
CeKaT‖f‖Ba+Mdθ +

∫ t

t′

√
∆νC

′‖C∆ν (tj, s)f‖Ba+Mdθ

= C∗(t− t′)eKa+MT (1 +
√
ρ∗)‖f‖Ba+M , (5.14)
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por lo que el teorema se cumple en este caso. Si s > tj

i~ (C∆ν (t, s)− C∆ν (t
′, s′)) f = i~ (C(t, s)− C(t′, s)) f

=

∫ t

t′

(
HC(θ, s)f +

√
θ − tjR(θ, tj)C(tj, s)f

)
dθ, (5.15)

y obtenemos de la misma forma una desigualdad como la de 5.14. Si suponemos que j > k y s ≤ tk,
como se cumple que

C∆ν (t, s)− C(t′, s′)∆νf = (C∆ν (t, s)− C∆ν (tj, s)) f +

j−k−1∑
l=1

(C∆ν (tj−l+1, s)− C∆ν (tj−l, s))f

+ (C∆ν (tk+1, s)− C∆ν (t
′, s)) f

= (C(t, tj)− C(tj, tj))C∆ν (tj, s)f

+

j−k−1∑
l=1

(C(tj−l+1, tj−1)− C(tj−l, tj−l))C∆ν (tj−1, s)f

+ (C(tk+1, tk)− C(t′, tk))C∆ν (tk, s)f

=

∫ t

tj

(
HC∆ν (θ, s)f +

√
θ − tjR(θ, tj)C∆ν (tj, s)f

)
dθ

+

j−k−1∑
l=1

∫ t−j+1

tj−l

(
HC∆ν (θ, s)f +

√
θ − tj−lR(θ, tj−l)C∆ν (tj−l, s)f

)
dθ

+

∫ tk+1

t′

(
HC∆ν (θ, s)f +

√
θ − tkR(θ, tk)C∆ν (tk, s)f

)
dθ

=

∫ t

t′
HC∆ν (θ, s)fdθ +

∫ t

tj

√
θ − tjR(θ, tj)C∆ν (tj, s)fdθ

+

j−k−1∑
l=1

∫ t−j+1

tj−l

√
θ − tj−lR(θ, tj−l)C∆ν (tj−l, s)fdθ

+

∫ tk+1

t′

√
θ − tkR(θ, tk)C∆ν (tk, s)fdθ (5.16)

entonces de la misma forma se cumple el teorema en este caso. Ahora si s > tk tenemos que

C∆ν (t, s)− C(t′, s′)∆νf = (C∆ν (t, s)− C∆ν (tj, s)) f +

j−k−1∑
l=1

(C∆ν (tj−l+1, s)− C∆ν (tj−l, s))f

+ (C∆ν (tk+1, s)− C∆ν (t
′, s)) f

= (C(t, tj)− C(tj, tj))C∆ν (tj, s)f

+

j−k−1∑
l=1

(C(tj−l+1, tj−1)− C(tj−l, tj−l))C∆ν (tj−1, s)f

+ (C∆ν (tk+1, t
′)− C∆ν (t

′, t′))C(t′, s)f

y se procede como en el caso anterior. Ahora si suponemos que t′ = t el procedimiento es comple-
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tamente análogo pero usando (4.34). Entonces para el caso general

‖C∆ν (t, s)f − C∆ν (t
′, s′)f‖Ba ≤ ‖C∆ν (t, s)f − C∆ν (t, s

′)f‖Ba + ‖C∆ν (t, s
′)f − C∆ν (t

′, s′)f‖Ba
≤ Ca(|t− t′|+ |s− s′|)‖f‖Ba+M

que es lo que queŕıamos demostrar.

5.2. Convergencia de la Integral de Trayectoria

Se tienen todas las construcciones y los teoremas básicos para definir la integral de trayectoria
y ver que cumple la ecuación de Shrödinger. Antes demostraremos unos lemas que permitirán
establecer la unicidad de soluciones de la ecuación de Schrödinger (2.164). Para esto se va a usar una
generalización de la derivada en espacios de Banach, llamada la derivada de Frechet. Para no perder
el enfoque del texto referimos al lector interesado a revisar la definición como sus propiedades en
[53] (Cap. 1.B). Brevemente mencionamos que la derivada de Frechet se generaliza de la definición
de la derivada usual mutatis mutandis como la mejor aproximación lineal de una función en un
punto. Las propiedades también son análogas y se cumple que es lineal y la regla de la cadena. La
regla del producto se puede generalizar en espacios de Hilbert:

Lema 5.2. Sea H un espacio de Hilbert y (·, ·)H : H ×H → C su producto interno, entonces
este es diferenciable en el sentido de Frechet y

D(x,y)(·, ·)H = (·, y)H + (x, ·)H (5.17)

Demostración. Puesto que

|(x+ h1, y + h2)H − (x, y)H − (h1, y)H − (x, h2)H | = |(h1, h2)H |

Se sigue de la desigualdad de Cauchy-Schwarz

Lema 5.3. Sea a ∈ N tal que a ≥ 2 y H como en la definición (2.24), entonces para toda f ∈
Ba(RN) se tiene que

(Hf, f)L2 ∈ R (5.18)

Demostración. Primero notamos que si g : Rn → R es medible y gf ∈ L2(Rn), entonces

(gf, f)L2 =

∫
gf(x)f(x)dx =

∫
g(x)|f(x)|2dx ∈ R (5.19)

entonces se cumple para los términos del Hamiltoniano que son operadores de multiplicación pues
son funciones reales. También si α es un multi-́ındice tal que |α| es par entonces

(Dαf, f)L2 = ((ix)αFf,Ff)L2 , (5.20)

que es real por lo ya argumentado, por lo tanto los términos que dependen de segundas derivadas es
real. Y de la misma manera se puede demostrar para los términos de la forma iDα con |α| impar.

Proposición 5.4. Sea a ∈ N tal que a ≥ 2, 0 ≥ t < T y u, u′ : [t0, T ] → Ba(R3n+4N3) funciones
continuas que son fuertemente diferenciables en Ba−2(R3n+4N3), cumplen que u(t0) = u′(t0) y ambas
satisfacen la ecuación de Schrödinger (2.164), entonces u(t) = u′(t) para todo t ∈ [t0, T ]
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Demostración. Tomamos u′′ := u−u′. Por el lema 5.2, podemos usar la regla de la cadena y tenemos
que

d

dt
(u′′(t), u′′(t))L2 = 2Re

((
du′′

dt
(t), u′′(t)

)
L2

)
= −2~−1Re (i(Hu′′(t), u′′(t))L2) ,

y por el lema 5.3 (Hu′′(t), u′′(t))L2 es real y entonces

d

dt
(u′′(t), u′′(t))L2 = 0,

entonces al ser constante y como u′′(t0) = 0 tenemos que (u′′(t), u′′(t))L2 = 0 para toda t entonces
u′ = u.

Lema 5.5. (Criterio de Rellich) Sean F,G : RN → R dos funciones medibles y no negativas casi
donde sea tales que F (x), G(x)→∞ cuando ‖x‖ → ∞, entonces

BF,G =

{
f ∈ L2(RN) |

∫
|f(x)|2dx ≤ 1,

∫
F (x)|f(x)|2dx ≤ 1,

∫
G(x)|Ff(x)|2dx ≤ 1

}
Es un subconjunto compacto de L2(RN)

Demostración. Esta demostración dependerá fuertemente del criterio de compacidad de Kolmogorov-
Riesz, cuya demostración esta dada en el apéndice D. Se va a usar para demostrar que el conjunto es
totalmente acotado. Entonces si también se demuestra que es un conjunto cerrado (puesto que L2 es
completo) se sigue de la caracterización clásica de conjuntos compactos para espacios métricos (ver
1.5). Demostraremos por lo tanto que BF,G es acotado y que cumple D.1, D.2. Para demostrar que
es cerrado, sea {fn} ⊂ BF,G una sucesión convergente que converge a f ∈ L2(RN). Como converge
en L2 existe una sub-sucesión fnk que converge a f casi donde sea, entonces se sigue del lema de
Fatou que ∫

F (x)|f(x)|2dx ≤ ĺım inf
k→∞

∫
F (x)|fnk(x)|2dx ≤ 1,

como la transformada de Fourier es continua en L2 se tiene que ĺımn→∞Ffn = Ff , entonces de
la misma manera se puede demostrar que

∫
G(x)|Ff(x)|2dx ≤ 1. Por lo tanto f ∈ BF,G y este es

cerrado. Es claro que el conjunto es acotado, para la condición D.1, procedemos por contradicción.
Por lo tanto supongamos que existe ε > 0 tal que para todo k ∈ N existe fnk ∈ BF,B tal que∫

‖x‖≥n
|fnk(x)|2dx ≥ ε2,

sea K ∈ N tal que Kε2 > 1, por hipótesis existe NK ∈ N tal que para toda ‖x‖ ≥ NK se tiene que
F (x) > K, pero entonces

1 ≥
∫
F (x)|fnNK (x)|2dx ≥

∫
‖x‖≥NK

F (x)|fnNK (x)|2dx ≥
∫
‖x‖≥NK

K|fnNK (x)|2dx ≥ Kε2 > 1,

lo que es una contradicción. De la misma manera se puede demostrar para Ff , tomando G en lugar
de F . Para la condición D.2, usando la propiedad de traslación de la transformada de Fourier (1.71)

95



se tiene que∫
|f(x+ y)− f(x)|2dx =

∫ ∣∣eix·y − 1
∣∣2|Ff(x)|2dx

≤
∫
‖x‖<δ

∣∣eix·y − 1
∣∣2|Ff(x)|2dx+

∫
‖x‖≥δ

∣∣eix·y − 1
∣∣2|Ff(x)|2dx

≤ sup
‖x‖<δ

∣∣eix·y − 1
∣∣2 ∫

‖x‖<δ
|Ff(x)|2dx+ 4

∫
‖x‖≥δ

|Ff(x)|2dx

≤ δ2‖y‖2 + 4

∫
‖x‖≥δ

|Ff(x)|2dx,

como Ff cumple la condición D.1 por lo que acabamos de argumentar, podemos tomar δ suficien-
temente grande e independiente de f tal que la integral de la derecha es menor a ε/2, y ya con δ
fija tomamos ρ suficientemente pequeño tal que si ‖y‖ < ρ el primer término es menor a ε/2, de lo
que se sigue la última condición y el lema.

Teorema 5.6. Sea f ∈ Ba, T ∈ (0,∞) y 0 ≤ t0 ≤ t ≤ T entonces el ĺımite de C∆(t, t0)f definido
por (5.10) cuando |∆| → 0 (en el sentido de redes) existe el cuál llamamos la integral de trayectoria
u : [0, t]× R3n+4N3 → C

u = ĺım
|∆|→0

C∆ν (t, t0)f, (5.21)

que es fuertemente continua en Ba y si a ≥ 2 es fuertemente continuamente diferenciable tal que
esta satisface

i~
∂

∂t
u(t) = Hu(t) (5.22)

con u(t0) = f

Demostración. Ahora notamos que por el lema 5.5, la bola unitaria en BM es compacta como
subconjunto de L2, por lo que el encaje BM ↪→ L2 es compacto. Y usando el Teorema 3.6 y el
lema 3.9 se sigue que el encaje Ba+2M ↪→ Ba+M también lo es. Ahora, sea {∆k}∞k=0 una familia de
particiones de [0, T ], tal que para toda k, |∆k| ≤ ρ∗ y ĺımk→∞ |∆k| = 0. Sea f ∈ Ba+2M entonces
si tomamos {C∆k

(t, t0)f}∞k=0 ⊂ C
(
[t0, t], B

a+M
~ (R3n+4N3)

)
se sigue de la proposición 5.1 que este

conjunto es equicontinuo. De la desigualdad (5.11) también vemos que el conjunto es uniformemente
acotado como funciones valuadas en Ba+2M , y como el encaje en Ba+M es compacto, se sigue que
el conjunto original al menos es puntualmente, relativamente compacto. Esto significa que podemos
usar el teorema de Arzela-Ascoli para encontrar una subsucesión {C∆kj

(t, t0)f}∞j=0 que converge

uniformemente en [t0, T ]. Llamamos este ĺımite U(t, t0)f Ahora como el ĺımite de las particiones
tiende a 0, para t > t0 existe j∗ tal que para todo j ≥ j∗ |∆kj | ≤ ρ∗, por lo que tenemos que

i~
(
C∆kj

(t, t0)f − f
)
, (5.23)

se puede representar como la ecuación (5.16), los últimos términos convergen a 0 porque están
acotados uniformemente por algo de la forma C

√
|∆|kj , y por la convergencia uniforme podemos

intercambiar el ĺımite con la integral y tenemos que

i~ (U(t, t0)f − f) =

∫ t

t0

HU(θ, t0)fdθ, (5.24)
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por lo que satisface la ecuación de Shrödinger como función continuamente diferenciable en Ba y
continua en Ba+M . Ahora, notamos que para cualquier subsucesión de {C∆k

(t, t0)f}∞k=0, si está con-
verge tiene que converger a U(t, t0)f por el argumento de unicidad. Pero explotando Arzela-Ascoli,
para cada subsucesión, podemos encontrar una sub-subseción que converge lo que es suficiente para
ver que la sucesión converge original converge. Ahora si tomamos f ∈ Ba arbitraria, se sigue de 2.23
que para ε > 0 arbitrario existe g ∈ Ba+2M tal que ‖g − f‖Ba < ε/(2eKaT entonces para particiones
|∆|, |∆′| ≤ ρ∗ tenemos que

‖C∆(t, t0)f − C∆′(t, t0)f‖Ba ≤ ‖C∆(t, t0)(f − g)‖Ba
+ ‖C∆(t, t0)g − C ′∆(t, t0)g‖Ba + ‖C∆′(t, t0)(f − g)‖Ba
≤ ‖C∆(t, t0)g − C ′∆(t, t0)g‖Ba + ε, (5.25)

donde para la última desigualdad se usó (5.11). Por lo tanto

ĺım
∆,∆′→0

‖C∆(t, t0)f − C∆′(t, t0)f‖Ba ≤ ε, (5.26)

por lo que en este caso converge y llamemos el ĺımite W (t, t0)f . También se sigue de (5.11) que

‖W (t, t0)f‖Ba ≤ eKa(t−t0)‖f‖Ba , (5.27)

ahora si tomamos a ≥ 2 y {fj}∞j=0 ⊂ Ba+M tal que ĺımj→∞ fj = f en Ba. Y como se argumentó
para obtener (5.24) se cumple para toda j que

i~ (U(t, t0)fj − fj) =

∫ t

t0

HU(θ, t0)fjdθ, (5.28)

como a ≥ 2 entonces por la continuidad de los operadores en el ĺımite se obtiene (5.24), tomando
el ĺımite en Ba−2 de lo que se sigue la proposición.

Mencionamos que cuando impusimos (2.38) como constricción, redujimos los grados de libertad de
la teoŕıa que requeŕıan de cuantización. Sin embargo, es posible re-formular la integral de trayectoria
de tal forma que en esta los grados de libertad desaparezcan para obtener los mismos resultados.
Para esto, consideramos un nuevo Lagrangiano empezando de (2.36) como

L̃ (x, ẋ, {alk}, {φlk}, { ˙alk}) =
∑
j=1

mj

2
|ẋj|2 +

1

8π|V |
∑
k∈Λ1

(
2∑
i=1

(
|k|2|φik|2 − 8πφ(t)ikρ

i
k(~x)

)
+ 16π2

∑
j=1

e2
j

|k|2

)

+
1

c

n∑
j=1

ejẋ
j ·A(xj, {aΛ2}) +

1

2

∑
k∈Λ3

i,l∈{1,2}

|ȧilk|2

2|V |
− c2|k|2(ailk)

2

2|V |
+

~c|k|
2

.

(5.29)

Ahora, para definir las trayectorias de tal forma que se cumplan las constricciones, tomamos ~ξk ∈ R2

arbitrario para k ∈ Λ′1,

φt,s~ξk
:= ~ξk +

4πρk(γ
t,s
x,y(θ))

‖k‖2 , (5.30)

97



y usando (2.27) extendemos a k ∈ Λ1. Y notamos que

‖k‖2
∥∥∥φt,s~ξk ∥∥∥2

− 8πρk(γ
t,s
x,y) = ‖k‖2‖ξ‖2

k −
16π2

‖k‖2

∥∥ρk(γt,sx.y)∥∥2
, (5.31)

entonces se sigue que podemos definir una acción nueva separando estos términos y usando (3.4)
como

S̃(γt,sx.y, φ
t,s
~ξk

) = S(γt,sx.y) +
(t− s)
4π|V |

∑
k∈Λ′1

‖k‖2
∥∥∥~ξk∥∥∥2

(5.32)

Tomamos {χε} como en la definición 2.2 y tomamos ξ ∈ R2|Λ′1|, entonces para f ∈ S(R3n+4N3)
definimos Gε(t, s)f como

Gε(t, s)f =



(∏n
j=1

(
mj

2πi~(t−s)

)3/2
)(

1
2π~|V |(t−s)

)4N3/2 (∏
k∈Λ1

‖k‖2(t−s)
4iπ2~|V |

)
×
∫

exp(i~−1S̃(γt,s
X̃,Ỹ

, φt,s~ξk
))χε(ξ)f(Ỹ )dỸ dξ , s < t

f , s = t

Teorema 5.7. Sea f ∈ Ba(R3n+4N3), entonces

ĺım
ε→0

Gε(t, s)f = C(t, s)f (5.33)

en Ba(R3n+4N3) para 0 ≤ t− s ≤ ρ∗

Demostración. El caso t = s se sigue trivialmente, entonces si 0 < t − s ≤ ρ∗ y f ∈ S(R3n+4N3)
entonces por definición se tiene que

Gε(t, s)f =

(
n∏
j=1

(
mj

2πi~(t− s)

)3/2(
1

2π~|V |(t− s)

)4N3/2
)

×
∫

exp(i~−1S(γt,s
X̃,Ỹ

)f(Ỹ )dỸ

×

(∏
k∈Λ1

‖k‖2(t− s)
4iπ2~|V |

)∫
exp

i(t− s)
4π~|V |

∑
k∈Λ′1

‖k‖2
∥∥∥~ξk∥∥∥2

χε(ξ)dξ

=

(
n∏
j=1

(
mj

2πi~(t− s)

)3/2(
1

2π~|V |(t− s)

)4N3/2
)

×
∫

exp(i~−1S(γt,s
X̃,Ỹ

)f(Ỹ )dỸ

×

(∏
k∈Λ1

‖k‖2

iπ

)∫
exp

i∑
k∈Λ′1

‖k‖2‖~ηk‖2

χε

(√
4π|V |/(t− s)η

)
dη (5.34)

:=

(
n∏
j=1

(
mj

2πi~(t− s)

)3/2(
1

2π~|V |(t− s)

)4N3/2
)

×
∫

exp(i~−1S(γt,s
X̃,Ỹ

)pε(t, s)f(Ỹ )dỸ , (5.35)
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notamos que pε(t, s) en el ĺımite es una integral oscilatoria de una Gaussiana, entonces tomando
una familia de Gaussiana apropiadas para χε, podemos ver (como se demostró que C(s, s) era la
identidad) que

ĺım
ε→0

pε(t, s) = 1. (5.36)

Y tomamos qε(t, s) = pε(t, s)− 1 entonces

‖Gε(t, s)f − C(t, s)f‖2
L2 = ‖Pε(t, s)f − C(t, s)f‖2

L2

= ((Pε(t, s)− C(t, s))∗ (Pε(t, s)− C(t, s)) f, f)L2

= (Qε(t, s)
∗Qε(t, s)f, f)L2 , (5.37)

entonces podemos seguir como en la demostración del teorema 3.10.

Como recuperamos el operador fundamental, vemos que esta forma de controlar los grados de
libertad es equivalente.
Finalmente, vamos a considerar el sistema sujeto a campos electromagnéticos externos. Eso es, no
vamos a considerar como es que estos campos son generados, solo que están presentes en el sistema
e interactúan con las cargas. Esto es, se van a considerar φex(t, x) Aex(t, x), potenciales externos,
posiblemente dependientes del tiempo tal que para todo multi-́ındice α se tiene que Dα

xφex(t, x) y
Dα
xAex(t, xj) son continuas en [0, T ]× R3. Con esto redefinimos el Lagrangiano como

L̃tot (x, ẋ, {alk}, { ˙alk}) =
n∑
j=1

mj

2

∥∥ẋj∥∥2 − 2π

|V |
∑
k∈Λ1

∑
i 6=j

eiejcos(k · (xi − xj))
‖k‖2 −

n∑
j=1

ejφex(t, xj)

+
1

c

n∑
j=1

ejẋ
j ·
(
Ã(xj, {aΛ2}) + Ãex(t, xj)

)
+

1

2

∑
k∈Λ3

i,l∈{1,2}

|ȧilk|2

2|V |
− c2‖k‖2(ailk)

2

2|V |
+

~c‖k‖
2

, (5.38)

y aśı redefinimos la acción y el Hamiltoniano. De forma más compacta definimos

VΛ1,tot(t, x) :=
2π

|V |
∑
k∈Λ1

∑
i 6=j

eiej cos(k · (xi − xj))
‖k‖2 +

n∑
j=1

ejφex(t, xj) (5.39)

Ãtot(t, x
j, X) = Ã(xj, X) + Aex(t, xj), (5.40)
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y aśı podemos escribir

S(γt,s
X̃,Ỹ

) =
1

2(t− s)

n∑
j=1

mj||xj − yj||2 − (t− s)
∫ 1

0

VΛ1,tot(t− (t− s)θ, x− θ(x− y))dθ

+
1

c

n∑
j=1

ej(x
j − yj) ·

∫ 1

0

Ãtot(t− (t− s)θ, xj − θ(xj − yj), X − θ(X − Y ))dθ

+
||X − Y ||2

2|V |(t− s)
− (t− s)

∫ 1

0

VΛ3(X − θ(X − Y ))dθ (5.41)

Htot(t) =
n∑
j=1

1

2mj

∥∥∥∥~i∇j −
ej
c

Ãtot(t, x
j, X)

∥∥∥∥2

+ VΛ1,tot(t, x)

+

4N3∑
i=1

|V |
2

(
~
i

∂

∂Xi

)2

+
c2‖k‖2(Xi)

2

2|V |
− ~c‖k‖

2
. (5.42)

Notamos que sin más hipótesis sobre los potenciales externos, no es claro que el operador funda-
mental o el Hamiltoniano estén bien definido en estos casos y que se puedan definir en Ba. Esto
pues no se ha mencionado nada del crecimiento en infinito de los potenciales y por la dependencia
temporal explicita de estos. Considerando esto, las hipótesis del siguiente teorema son naturales.

Teorema 5.8. Además de las hipótesis necesarias para la demostración del teorema 5.6 supongamos
que para todo multi-́ındice α 6= 0, existen constantes Cα, δα > 0 tal que

|Dα
xEex,i(t, x)| ≤ Cα, |Dα

xBex,j(t, x)| ≤ Cα 〈x〉−(1+δα) (5.43)

|Dα
xAex,i(t, x)| ≤ Cα, |Dα

xφex(t, x)| ≤ Cα 〈x〉 (5.44)

Para i = 1, 2, 3 y (t, x) ∈ R3. Entonces la integral de trayectoria respecto a la acción (5.41) está
bien definida y converge a una solución de la ecuación de Shrödinger con Hamiltoniano (5.42).

Notamos que las cotas al ser uniformes con respecto a t y del mismo orden que los potenciales
originales, se sigue que las construcciones y demostraciones usadas para construir la integral de
Feynman sin los potenciales externos son idénticas reemplazando los potenciales con 5.39, o el
Hamiltoniano dado en 2.24 con 5.42. Solo cabe mencionar que si consideramos (4.33) y (4.34),
no es inmediato que las integrales estén bien definidas porque ahora el Hamiltoniano depende
expĺıcitamente del parámetro de integración. Solo falta notar que por el teorema 3.6, el conjunto
{H(t)}0≤t≤T está uniformemente acotado respecto a su norma de operador por lo que H(θ)C(θ, s)
es un conjunto fuertemente continuo. Sin embargo de forma más general se puede demostrar que
{H(t)}0≤t≤T es fuertemente continua y esto se sigue que la dependencia temporal solo está en
los potenciales externos y estos son de crecimiento polinomial de grado a lo más 2, entonces la
continuidad fuerte se sigue del teorema de convergencia dominada. Para más detalles ver [27].
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6. El Potencial de Coulomb y la Regularización

Puesto que se han regularizado muchas de los objetos f́ısicos definidos, es importante investigar si es
posible recuperar los objetos completos en el ”ĺımite”. En lo que sigue se demostrará que si hacemos
tender el volumen de la caja V y la ret́ıcula Λ1 a infinito, recuperaremos el potencial de Coulomb.
Antes de demostrar eso unos lemas

Lema 6.1. Sean p ∈ R3, entonces se cumple que

F
(

1

2‖·‖

)
(p) =

1

(2π)1/2‖p‖2 (6.1)

En S ′(R3)

Demostración. Primero mencionamos que en R3 como la singularidad de 1/‖x‖ es integrable en-
tonces 1/‖·‖ ∈ L1

loc(R3) y entonces define una distribución y entonces su transformada de Fourier
está bien definida. Sea φ ∈ S(R3), y fλ(x) = e−λ‖x‖ entonces por un lado(

F fλ
2‖·‖

, φ

)
S′×S

=

(
fλ

2‖·‖
,Fφ

)
S′×S

=
1

(2π)3/2

∫
e−λ‖p‖

2‖p‖

(∫
e−ip·xφ(x)dx

)
dp

=
1

(2π)3/2

∫ ∫
e−λ‖p‖−ip·x

2‖p‖
φ(x)dxdp

=
1

(2π)3/2

∫
φ(x)

∫
e−λ‖p‖−ip·x

2‖p‖
dpdx

=
1

(2π)1/2

∫
φ

‖x‖2 + λ2
dx,

donde la última integral se puede hacer fácilmente en coordenadas esféricas. Puesto que∣∣∣∣ φ

‖x‖2 + λ2

∣∣∣∣ ≤ |φ|
‖x‖2 ,

entonces como ĺımλ→ fλ = 1 en S ′ por el teorema de convergencia dominada, se sigue que(
F 1

2‖·‖
, φ

)
S′×S

= ĺım
λ→0

(
F fλ

2‖·‖
, φ

)
S′×S

=

(
1

(2π)1/2‖·‖2 , φ

)
S′×S

.

Lema 6.2. Sea N ∈ N y k,m tal que k + m = N , y A N
k,m = {f ∈ S(RN) | ∃g ∈ S(Rk), h ∈

S(Rm)f = gh}, entonces span(A N
k,m) es denso en S(RN)

Demostración. Primero consideramos φ ∈ C∞c (RN) ⊂ S(RN) . Sea k > 0 entonces definimos

φk(x) =

(
k√
π

)N ∫
e−k

2‖x−y‖2φ(y)dy, (6.2)

puesto que φ es acotada entonces por el criterio M de Weierstrass, expandiendo la exponencial como
serie de Taylor tenemos que

φk(x) =
∞∑
i=0

(
k√
π

)N ∫
(−k2‖x− y‖2)i

i!
φ(y)dy,
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esto es φk es anaĺıtica para k > 0. Ahora, como (6.2) es una aproximación de la identidad esta
converge a φk uniformemente. Y por la regla integral de Leibniz (la integral es sobre el soporte que
es compacto), podemos repetir el argumento para las derivadas. Tomamos una enumeración de el
conjunto de multi-́ındices {α1, α2, . . . } y para k ∈ N sabemos que existe una sucesión de polinomios
{P k

l } tal que esta y sus derivadas convergen uniformemente a φk. Para k ∈ N, sabemos que existe
lk ∈ N tal que si i ≤ k se cumple que

∥∥Dαi(P k
lk
− φk)

∥∥
∞ < 1/2k. Notamos entonces que esta sucesión

de polinomios converge uniformemente en C∞ a φ. Entonces sea A ⊂ Rk y B ⊂ Rm compactos tal
que suppφ ⊂ A × B. Tomamos φA ∈ C∞c (Rk) y φB ∈ C∞c (Rm) tales que φA = 1 en A y φB = 1
en B. Entonces factorizando el polinomio apropiadamente es claro que P k

lk
φAφB ⊂ span(A N

k,m) y
converge en C∞c a φ y por lo tanto también en S. Por la densidad de C∞c en S, se sigue el lema.

Nota. Podemos escribir de forma compacta este resultado como

S(RN) = S(Rk)⊗ S(Rm). (6.3)

Notamos también fácilmente que

S(RN) =
N⊗
i=1

S(R). (6.4)

Lema 6.3. Sea B(0, 1) ⊂ R3 entonces tenemos que

ĺım
ε→0

1

(2π)2

∑
i 6=j

ejel

∫
cos(k · (xj − xl))

‖k2‖
χB(0,1)(εk)dk =

1

2

∑
j 6=l

ej, el
‖xj − xl‖

, (6.5)

con el ĺımite en S ′(R3n).

Demostración. Primero, usando la transformada de Fourier inversa y el lema 6.1, tenemos que

F−1

(
1

(2π)1/2‖·‖2

)
(x) =

1

2‖x‖
(6.6)

Ahora si tomamos f ∈ S(RN) que se puede escribir como f(x) =
∏n

i=1 gi(x
i) con gi ∈ S(R3).

ĺım
ε→0

(∑
i 6=j

∫
eik·(x

j−xl)

(2π)2‖k‖2χB(0,1)(εk), f ′

)
S′×S

= ĺım
ε→0

∑
l 6=j

(∫
eik·(x

j−xl)

(2π)2‖k‖2χB(0,1)(εk),

(
n∏
i=1

gi

))
S′×S

= ĺım
ε→0

∑
l 6=j

Cl,j

∫ ∫ ∫
eik·(x

j−xl)

(2π)2‖k‖2χB(0,1)(εk)gl(x
l)gj(x

j)dV

102



Donde las Cl,j son las integrales de las gi que restan (usando Fubini). Entonces

ĺım
ε→0

∫
eik·(x

j−xl)

(2π)2‖k‖2χB(0,1)(εk)gl(x
l)gj(x

j)dV = ĺım
ε→0

∫
χB(0,1)(εk)gj(x

j)

(2π)1/2‖k‖2

(
1

(2π)3/2

∫
eik·(x

j−xl)gl(x
l)dxl

)
dkdxj

= ĺım
ε→0

∫
χB(0,1)(εk)gj(x

j)

(2π)1/2‖k‖2

(
1

(2π)3/2

∫
eik·x

l

gl(x
l + xj)dxl

)
dkdxj

= ĺım
ε→0

∫
χB(0,1)(εk)gj(x

j)

(2π)1/2‖k‖2

(
1

(2π)3/2

∫
eik·x

l

gl,xj(x
l)dxl

)
dkdxj

= ĺım
ε→0

∫
χB(0,1)(εk)gj(x

j)

(2π)1/2‖k‖2 F−1(gl,xj)(k)dkdxj

= ĺım
ε→0

∫
gj(x

j)

(
χB(0,1)(ε·)
(2π)1/2‖·‖2 ,F

−1(gl,xj)

)
S′×S

dxj

= ĺım
ε→0

∫
gj(x

j)

(
F−1

(
χB(0,1)(ε·)
(2π)1/2‖·‖2

)
, gl,xj

)
S′×S

dxj

=

∫
gj(x

j)

(
F−1

(
1

(2π)1/2‖·‖2

)
, gl,xj

)
S′×S

dxj

=

∫
gj(x

j)

(
1

2‖·‖
, gl,xj

)
S′×S

dxj

=

∫
gj(x

j)

(∫
gl(x

l + xj)

2‖xl‖
dxl
)
dxj

=

∫
gl(x

l)gj(x
j)

2‖xl − xj‖
dxldxj,

por lo tanto el lema se sigue de un argumento de densidad usando el lema 6.2 y de tomar parte real
e imaginaria en el ĺımite y notar que como el ĺımite es real la parte imaginaria es 0.

Lema 6.4. Sea c ≥ 0 una constante y Φ : R3 → R continua en R3 \ ({0} ∪ ∂B(0, c)) y supongamos
que existe φ : [0,∞)→ [0,∞) tal que es no-creciente y acotada en (0,∞), que r2φ(r) ∈ L1([0,∞))
y que |Φ(x)| ≤ φ(‖x‖). Entonces

∑
k 6=0 Φ(k) con k como en (2.13) converge absolutamente y

ĺım
L1,L2,L3→∞

(2π)3

|V |
∑
k 6=0

Φ(k) =

∫
Φ(x)dx, (6.7)

con Lj tendiendo a infinito pero con la constricción

1

m0

≤ Li
Lj
≤ m0, (6.8)

para alguna constante m0 ≥ 1.

Demostración. Primero, definimos s∗i := sgn(si − 1) máx(si − 1, si) y también definimos la función
escalonada ΦL : R3 → R como

ΦL(x) =


Φ
(

2πs∗1
L1
,

2πs∗2
L2
,

2πs∗3
L3

)
, x ∈

(
2πs1−1
L1

, 2πs1
L1

)
×
(

2πs2−1
L1

2πs2
L2

)
×
(

2πs3−1
L1

, 2πs3
L3

)
∪{(s∗1, s∗2, s∗3)} s1, s2, s3 ∈ Z \ {0}

0, En cualquier otro caso.

(6.9)
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Notamos que ∫
R3

ΦL(x)dx+
(2π)3

|V |
∑
k 6=0

s1s2s3=0

Φ(k) =
(2π)3

|V |
∑
k 6=0

Φ(k). (6.10)

Ahora supongamos por un momento que L1 ≤ L2. Como φ es no-creciente, y por (6.8) se tiene que

si s1 ≥ 2 se cumple para toda k ∈
(

2π(s1−2)
L1

, 2π(s1−1)
L1

]
×
(

0, 2π
L2

]
×
(

0, 2π
m0L3

]
tenemos que

φ

(∥∥∥∥(2πs1

L1

, 0, 0

)∥∥∥∥) ≤ φ

(∥∥∥∥(2π(s1 − 1)

L1

,
2π

L2

,
2π

m0L3

)∥∥∥∥) ≤ φ(‖k‖),

para s1 ≥ 2 y s2 ≥ 1 para k ∈
(

2π(s1−2)
L1

, 2π(s1−1)
L1

]
×
(

2π(s2−1)
L2

, 2πs2
L2

]
×
(

0, 2π
m0L3

]
φ

(∥∥∥∥(2πs1

L1

,
2πs2

L2

, 0

)∥∥∥∥) ≤ φ

(∥∥∥∥(2π(s1 − 1)

L1

,
2πs2

L2

,
2π

m0L3

)∥∥∥∥) ≤ φ(‖k‖),

para s1 ≥ 2 se cumple para toda k ∈
(

0, 2π
L1

]
×
(

2π(s2−2)
L2

, 2π(s2−1)
L2

]
×
(

0, 2π
m0L3

]
tenemos que

φ

(∥∥∥∥(2π

L1

,
2πs2

L2

, 0

)∥∥∥∥) ≤ φ

(∥∥∥∥(2π)

L1

,
2π(s2 − 1)

L2

,
2π

m0L3

)∥∥∥∥) ≤ φ(‖k‖).

Entonces tenemos que

(2π)3

|V |
∑

k 6=0,s3=0

|Φ(k)| ≤ (2π)3

|V |
∑

k 6=0,s3=0

φ(‖k‖) =
(2π)3

|V |
∑

k 6=0,s3=0
s1,s2=0,±1

φ(‖k‖) +
(2π)3

|V |
∑

k 6=0,s3=0
s1=0,|s2|≥2

φ(‖k‖)

+
(2π)3

|V |
∑

k 6=0,s3=0
s2=0,|s1|≥2

φ(‖k‖) +
(2π)3

|V |
∑

k 6=0,s3=0
|s2|≥1,|s1|≥2

φ(‖k‖)

+
(2π)3

|V |
∑

k 6=0,s3=0
|s2|≥2,|s1|=1

φ(‖k‖)

=
(2π)3

|V |
∑

k 6=0,s3=0
s1,s2=0,±1

φ(‖k‖) +
(2π)3

|V |
∑

k 6=0,s3=0
s1=0,|s2|≥2

φ(‖k‖)

+ 2
(2π)3

|V |
∑

k 6=0,s3=0
s2=0,s1≥2

φ(‖k‖) + 4
(2π)3

|V |
∑

k 6=0,s3=0
s2≥1,s1≥2

φ(‖k‖)

+ 4
(2π)3

|V |
∑

k 6=0,s3=0
s2≥2,s1=1

φ(‖k‖)
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=
(2π)3

|V |
∑

k 6=0,s3=0
s1,s2=0,±1

φ(‖k‖) +
(2π)3

|V |
∑

k 6=0,s3=0
s1=0,|s2|≥2

φ(‖k‖)

+ 2
∑

k 6=0,s3=0
s2=0,s1≥2

∫
(

2π(s1−2)
L1

,
2π(s1−1)

L1

]
×
(

0, 2π
L2

]
×
(

0, 2π
L3

] φ(‖k‖)dx

+ 4
∑

k 6=0,s3=0
s2≥1,s1≥2

∫
(

2π(s1−2)
L1

,
2π(s1−1)

L1

]
×
(

2π(s2−1)
L2

,
2πs2
L2

]
×
(

0, 2π
L3

] φ(‖k‖)dx

+ 4
∑

k 6=0,s3=0
s2≥2,s1=1

∫
(

0, 2π
L1

]
×
(

2π(s2−2)
L2

,
2π(s2−1)

L2

]
×
(

0, 2π
L3

] φ(‖k‖)dx

≤ (2π)3

|V |
∑

k 6=0,s3=0
s1,s2=0,±1

φ(‖k‖) + 2
(2π)3

|V |
∑

k 6=0,s3=0
s1=0,s2≥2

φ(‖k‖)

+ 10m0

∫
0≤x3≤(2π)/m0L3

φ(‖x‖)dx.

Ahora, como se cumple también que L2 ≤ m0L1 entonces si s2 ≥ 2 y si k ∈
(

0, 2π
m0L1

]
×(

2π(s2−2)
L2

, 2π(s2−1)
L2

]
×
(

0, 2π
m0L3

]
φ

(∥∥∥∥(0,
2πs2

L2

, 0

)∥∥∥∥) ≤ φ

(∥∥∥∥( 2π)

m0L1

,
2π(s2 − 1)

L2

,
2π

m0L3

)∥∥∥∥) ≤ φ(‖k‖),

entonces

2
(2π)3

|V |
∑

k 6=0,s3=0
s1=0,s2≥2

φ(‖k‖) = 2m2
0

∑
k 6=0,s3=0
s1=0,|s2|≥2

∫
(

0, 2π
m0L1

]
×
(

2π(s2−2)
L2

,
2π(s2−1)

L2

]
×
(

0, 2π
m0L3

] φ(‖k‖)dx

≤ 2m2
0

∫
0≤x1≤(2π)/m0L1,0≤x3≤(2π)/m0L3

φ(‖x‖)dx

≤ 2m2
0

∫
0≤x3≤(2π)/m0L3

φ(‖x‖)dx,

por lo tanto se sigue que

(2π)3

|V |
∑

k 6=0,s3=0

|Φ(k)| ≤ (2π)3

|V |
∑

k 6=0,s3=0
s1,s2=0,±1

φ(‖k‖) + 2m0(5 +m0)

∫
χ0≤x3≤(2π)/m0L3(x)φ(‖x‖)dx.

(6.11)

Notamos que aunque supusimos que L1 ≤ L2 esto solo surgió en la forma de tomar la partición
pero el lado derecho de la desigualdad anterior solo depende de una suma finita y una integral que
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depende de L3 por lo tanto no se perdió generalidad. Y de forma completamente análoga obtenemos

(2π)3

|V |
∑

k 6=0,s2=0

|Φ(k)| ≤ (2π)3

|V |
∑

k 6=0,s2=0
s1,s3=0,±1

φ(‖k‖) + 2m0(5 +m0)

∫
χ0≤x3≤(2π)/m0L2(x)φ(‖x‖)dx,

(6.12)

(2π)3

|V |
∑

k 6=0,s1=0

|Φ(k)| ≤ (2π)3

|V |
∑

k 6=0,s1=0
s2,s3=0,±1

φ(‖k‖) + 2m0(5 +m0)

∫
χ0≤x3≤(2π)/m0L1(x)φ(‖x‖)dx.

(6.13)

Y como por hipótesis se cumple que

|ΦL(x)| ≤ φ(‖x‖), (6.14)

integrando en coordenadas esféricas, podemos ver entonces que el lado izquierdo de (6.10) es finito
y converge absolutamente. Y como r2φ(r) esta acotado existe una constante C tal que

0 ≤ φ(‖k‖) ≤ C
1

‖k‖2 ,

entonces de esto de las desigualdades (6.11), (6.12), (6.13) y del teorema de convergencia dominada
se sigue que

ĺım
L1,L2,L3→∞

(2π)3

|V |
∑
k 6=0

s1s2s3=0

Φ(k) = 0.

Ahora es fácil de ver que en los puntos de continuidad ΦL converge puntualmente a Φ y por hipótesis
es continua casi donde sea, entonces de esto y de la desigualdad (6.14), el lema se sigue aplicando
de nuevo el teorema de convergencia dominada.

Teorema 6.5. Bajo la condición (6.8) se cumple que

ĺım
L1,L2,L3→∞

ĺım
N1→∞

2π

|V |
∑
k∈Λ1

∑
j 6=l

ejelcos(k · (xj − xl))
‖k‖2 = ĺım

L1,L2,L3→∞
ĺım

N1→∞

2π

|V |
∑
k 6=0

∑
j 6=l

ejelcos(k · (xj − xl))
‖k‖2

=
1

2

∑
j 6=l

ejel
‖xj − xl‖

, (6.15)

en S ′(R3n)

Demostración. Sea φ ∈ S(R3n) entonces como∫
cos(k · (xj − xl))

‖k‖2 φ(x)dx =

∫
cos(k · (xj − xl))

‖k‖2 )φ(x)dx

=

∫
(1−∆x) cos(k · (xj − xl))

(1 + ‖k‖2)‖k‖2 φ(x)dx

=

∫
cos(k · (xj − xl))
(1 + ‖k‖2)‖k‖2 (1−∆x)φ(x)dx.
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Entonces si definimos

Φ(k) =

∫
cos(k · (xj − xl))
(1 + ‖k‖2)‖k‖2 (1−∆x)φ(x)dx, (6.16)

φ(r) = =

∫
| (1−∆x)φ(x)|

(1 + r2)r2
dx, (6.17)

es claro |Φ(k)| ≤ φ(‖k‖) entonces del lema 6.4 se sigue

ĺım
L1,L2,L3→∞

ĺım
ε→0

(
(2π)3

|V |
∑
k 6=0

∑
j 6=l

ejelcos(k · (xj − xl))
‖k‖2 χB(0,1)(εk), φ

)
S′×S

=

ĺım
ε→0

ĺım
L1,L2,L3→∞

(
(2π)3

|V |
∑
k 6=0

∑
j 6=l

ejelcos(k · (xj − xl))
‖k‖2 χB(0,1)(εk), φ

)
S′×S

=

ĺım
L1,L2,L3→∞

ĺım
ε→0

(2π)3

|V |
∑
k 6=0

∑
j 6=l

∫
ejelcos(k · (xj − xl))

(1 + ‖k‖)2‖k‖2 χB(0,1)(εk) (1−∆x)φ(x)dx =

∑
j 6=l

∫
ejelcos(k · (xj − xl))

(1 + ‖k‖)2‖k‖2 (1−∆x)φ(x)dxdk

Y por otro lado de los lemas 6.4 y 6.3

ĺım
ε→0

ĺım
L1,L2,L3→∞

(
(2π)3

|V |
∑
k 6=0

∑
j 6=l

ejelcos(k · (xj − xl))
‖k‖2 χB(0,1)(εk), φ

)
S′×S

=

ĺım
ε→0

∑
j 6=l

∫
ejelcos(k · (xj − xl))

‖k‖2 χB(0,1)(εk)φ(x)dxdk =

∑
j 6=l

2π2

∫
ejelφ(x)

‖xj − xl‖2dxdk, (6.18)

de lo que se sigue el teorema.

Corolario 6.5.1. Si tomamos φ ∈ S(R3) tal que φ(0) = 1 y que φ(−k) = φ(k), bajo la condición
(6.8) se cumple que

ĺım
ε→0

ĺım
L1,L2,L3→∞

2π

|V |
∑
k 6=0

∑
j 6=l

φ(εk)
ejelcos(k · (xj − xl))

‖k‖2 =
1

2

∑
j 6=l

ejel
‖xj − xl‖

(6.19)

puntualmente para x ∈ R3n tal que xj − xl 6= 0 para toda j 6= l.

Demostración. Primero, tomamos φ ∈ C∞0 (R3) tal que φ �B(0,1)≡ 1 que cumpla las hipótesis del

107



corolario. Puesto que

ĺım
ε→0

∫
φ(εk)

cos(k · (xj − xl))
‖k‖2 dk = ĺım

ε→0

{∫
φ(k)φ(εk)

cos(k · (xj − xl))
‖k‖2 dk

+

∫
(1− φ(k))φ(εk)

cos(k · (xj − xl))
‖k‖2 dk

}
= ĺım

ε→0

{∫
φ(k)φ(εk)

cos(k · (xj − xl))
‖k‖2 dk

−
∫
cos(k · (xj − xl))
‖xj − xl‖2 ∆k

(
(1− φ(k))φ(εk)‖k‖−2) dk}

=

{∫
φ(k)

cos(k · (xj − xl))
‖k‖2 dk

−
∫
cos(k · (xj − xl))
‖xj − xl‖2 ∆k

(
(1− φ(k))‖k‖−2) dk} (6.20)

Usando el teorema de convergencia dominada. Notamos que está convergencia es puntual a una
función localmente integrable, pero entonces podemos usar el lado derecho de esta expresión como
una representación de la distribución que representa el ĺımite de la izquierda que ya sabemos que
converge distribucionalmente por el teorema anterior. Como dos representaciones de una distribu-
ción son iguales casi donde sea, y el potencial es continuo justo donde xj − xl 6= 0, de esto se sigue
el corolario
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7. Los Operadores de Creación y Aniquilación y los Estados

de N-Fotones

Finalmente, vamos a estudiar el estado de vaćıo y los estados excitados del campo cuantizado.
Para hacer esto, se considerará definir operadores de creación y aniquilación cuantizando los modos
de Fourier del potencial magnético, definir apropiadamente el vaćıo de la teoŕıa e inductivamente
definir los estados excitados. En esta sección no se va a considerar el problema de la definición del
operador del campo como un operador auto-adjunto y la caracterización de su espectro puesto que
estas técnicas se salen del enfoque del texto. Sin embargo notamos que el término del Hamiltoniano
(2.163) del campo es un conjunto finito de osciladores armónicos desacoplados. Las propiedades
espectrales del oscilador armónico son conocidas y se sabe que es un ejemplo clásico de un operador
cuántico con espectro infinito y puramente discreto, esto es, compuesto únicamente de valores
propios (ver [5] Teo. 3.1 y ver [40] Teo. VIII.33 para generalizar a un número arbitrario pero finito
de osciladores armónicos acoplados). Regresaremos a la representación dada por (2.162) que permite
una interpretación f́ısica más directa, sin embargo las variables ail,k realmente solo representan un
conjunto de variables independientes en R4N3 . Primero definimos en S(R4N3) los operadores

âil,k :=

√
|V |

2~c‖k‖

(
~

∂

∂ail,k
+
c‖k‖
|V |

ail,k

)
, (7.1)

con k ∈ Λ3 e i, l = 1, 2. Y usando las relaciones (2.27) extendemos estas definiciones

â1
l,−k := −â1

l,k, â2
l,−k := â2

l,k. (7.2)

Primero vamos a encontrar el adjunto (formal) de este operador. Definimos

(âil,k)
∗ :=

√
|V |

2~c‖k‖

(
−~ ∂

∂ail,k
+
c‖k‖
|V |

ail,k

)
, (7.3)

en S(R4N). Se sigue de la formula de integración por partes 1.17 que(
âil,kf, φ

)
L2 =

(
f, (âil,k)

∗φ
)
L2 , (7.4)

por lo que son adjuntos formales. Y es fácil de ver que

[âil,k, (â
i′

l′,k′)
∗] = δi,i′δl,l′δk,k′ , [âil,k, â

i′

l′,k′ ] = 0 en S(R4N3). (7.5)

Ahora, definimos los operadores de creación

âl,k :=
â1
l,k − iâ2

l,k√
2

(7.6)

Y los adjuntos de estos los operadores de aniquilación en S(R4N3). De (7.5), es fácil ver que se
cumple

[âl,k, (âl′,k′)
∗] = δl,l′δk,k′ , [âl,k, âl′,k′ ] = 0 en S(R4N3). (7.7)

Ahora si consideramos el operador ∑
k∈Λ3,l

~c‖k‖(âl,k)∗âl,k, (7.8)
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vemos que también está definido Ba(R4N3) para a ≥ 2 por lo que se puede demostrar lo que sigue
calculando expĺıcitamente

Hrad :=
∑
k∈Λ′3

i,l∈{1,2}

|V |
2

(
~
i

∂

∂ail,k

)2

+
c2‖k‖2(ailk)

2

2|V |
− ~c‖k‖

2

=
∑
k∈Λ′3,l

~c‖k‖(âl,k)∗âl,k. (7.9)

También notamos que si tomamos x ∈ R3

âl,ke
ik·x + (âl,k)

∗e−ik·x =
1√
2

(
(â1
l,k + (â1

l,k)
∗)cos(k · x)− i(â2

l,k − (â2
l,k)
∗)cos(k · x)

+i(â1
l,k − (â1

l,k)
∗)sen(k · x) + (â2

l,k + (â2
l,k)
∗)sen(k · x)

)
=

√
|V |

~c‖k‖

(
c‖k‖
|V |

a1
l,kcos(k · x) +

c‖k‖
|V |

a2
l,ksen(k · x)

−i~cos(k · x)
∂

∂a2
l,k

+ i~sen(k · x)
∂

∂a1
l,k

)
, (7.10)

por lo tanto∑
k∈Λ2

1

2c‖k‖
(
âl,ke

ik·x + (âl,k)
∗e−ik·x

)
~el(k) =

∑
k∈Λ2

1

2~|V |
(
a1
l,kcos(k · x) + a2

l,ksin(k · x)
)
~el(k). (7.11)

Entonces podemos expresar el potencial magnético (sin las funciones de corte) (2.44) como

A(x, {aΛ′2
}) =

√
4π~
|V

c
∑
k∈Λ2
l∈{1,2}

1

2c‖k‖
(
âl,ke

ik·x + (âl,k)
∗e−ik·x

)
~el(k), (7.12)

viéndolo como operador de multiplicación. Ahora si escribimos expĺıcitamente, los sumandos de 7.9

~c‖k‖(âl,k)∗âl,k = −~|V |
2

(
∂2

(∂a1
l,k)

2
+

∂2

(∂a2
l,k)

2

)
+
c2‖k‖2

2|V |
(
(a1
l,k)

2 + (al,k)
2
)
− ~c‖k‖, (7.13)

que hace fácil de ver que

Ψ0({aΛ′3
}) :=

∏
k∈Λ′3,l

√
c‖k‖
π~|V |

exp

(
−c‖k‖
2~|V |

(
(a1
l,k)

2 + (a2
l,k)

2
))

, (7.14)

es un eigenvector de (7.9) con eigenvalor 0, esto es

HradΨ0({aΛ′3
}) = 0, (7.15)

y también

Ψ1,l,k({aΛ′3
}) := (âl,k)

∗Ψ0({aΛ′3
}) =

√
2x‖k‖
~|V |

a∗l,kΨ0({aΛ′3
}), âl,kΨ0({aΛ′3

}) = 0. (7.16)
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Notamos que Ψ0 ∈ S(R4N3) por lo que podemos usar las reglas de conmutación 7.7 sobre Ψ0 para
obtener

(âl′,k′)
∗âl′,k′(âl,k)

∗Ψ0({aΛ′3
}) = (âl,k)

∗ (δk,k′δl,l′ + (âl,k)
∗(âl,k)) Ψ0({aΛ′3

})
= δk,k′δl,l′(âl,k)

∗Ψ0({aΛ′3
}). (7.17)

Esto es Ψ1,l,k({aΛ′3
}) es un vector propio de (âl′,k′)

∗âl′,k′ con valor propio δk,k′δl,l′ . Vamos a demostrar
por inducción que si Ψn,l,k := (âl,k)

∗,nΨ0 entonces

â∗l′,k′ âl′,k′Ψn,l,k = δl′,lδk′,knΨn,l,k. (7.18)

El caso base se acaba de hacer, para el paso inductivo

â∗l′,k′ âl′,k′Ψn+1,l,k = â∗l′,k′ âl′,k′ â
∗
l,kΨn,l,k = â∗l′,k′

(
δl,l′δk,k′ + â∗l′,k′ âl′,k′

)
Ψn,l,k

= â∗l′,k′ (δl,l′δk,k′ + δl,l′δk,k′n) Ψn,l,k

= δl,l′δk,k′(n+ 1)Ψn+1,l,k,

donde en la primera igualdad usamos las reglas de conmutación y en la segunda la hipótesis de
inducción. También, si tomamos n ≥ n′, se cumple

(Ψn,l,k,Ψn′,l′,k′)L2 = (Ψn−1,l,k, âl,k(âl,k)
∗Ψn′−1,l′,k′)L2 = δl,l′δk,k′n (Ψn−1,l,k,Ψn′−1,l′,k′)L2

= δl,l′δk,k′n
′(n′ − 1) (Ψn−2,l,k,Ψn′−2,l′,k′)L2

...

= δl,l′δk,k′n
′! (Ψn−n′,l,k,Ψ0)L2

= δl,l′δk,k′δn,n′n
′!. (7.19)

Por lo tanto se sigue que si para todo l, k fijo tomamos nl,k ∈ N0 arbitrarios definimos

Ψ̃nl,k =
(âl,k)

∗,nl,kΨ0√
nl,k!

, (7.20)

entonces  ∏
k∈Λ′3,l

Ψ̃nl,k


n∈N0

, (7.21)

es un conjunto ortonormal en L2(R4N3) tal que

Hrad

∏
k∈Λ′3,l

Ψ̃nl,k =

∑
k∈Λ′3

nl,k~c‖k‖

 ∏
k∈Λ′3,l

Ψ̃nl,k , (7.22)

el estado
∏

k∈Λ′3,l
Ψ̃nl,k representa un conjunto de

∑
l,k nl,k fotones tal que nl,k tienen momento ~k y

polaridad l.

111



Apendices

A. Distribuciones Periódicas

Las teoŕıa de las distribuciones periódicas, se puede entender como una modificación de la teoŕıa de
distribuciones usuales en donde se considera un espacio de funciones pruebas periódicas (cfr. [48]).
El principal beneficio de hacer esto es que permite rigurosamente definir la serie de Fourier de una
distribución. Vamos a considerar solo funciones 2π periódicas por simplicidad, pero usando cambios
de variables apropiados se puede considerar cualquier tipo de periodicidad.

Definición A.1. Sea QN = [−π, π]N , definimos C∞p (QN) como el conjunto de funciones en C∞(QN),
que son 2π-periódicas en cada variable. Esto es para todo i = 1, . . . , N f(x+ 2πêi) = f(x).

El ejemplo protot́ıpico de funciones de prueba periódicas son los polinomios trigonométricos∑
‖k‖≤K

cke
ik·x.

Para K ∈ N definimos la seminorma ‖·‖K sobre u ∈ C∞p (QN) como

‖u‖K =
∑
|α|≤K

‖Dαu‖L∞ , (A.1)

con estas seminormas el espacio se vuelve de Frechet y se cumple que un → u si y solo śı Dαun → u
uniformemente para toda α mulit-́ındice.

Definición A.2. Para sucesión de números {ck}k∈ZN decimos que decrece rápidamente si para toda
K ∈ N existe una constante CK > 0 tal que

|ck| ≤ CK 〈k〉−K . (A.2)

Denotamos el espacio de sucesiones que decrecen rápidamente como S(ZN). Dotamos este espacio
de un conjunto de normas

|(ck)k∈ZN |K = sup
k∈ZN

〈k〉K |ck|, (A.3)

que hace a este un espacio de Frechet.

Usamos una notación similar al espacio de Schwartz, ya que como la transformada de Fourier, vamos
a ver que las series de Fourier dan un isomorfismo entre C∞p (QN) y S(ZN). Antes de demostrar esto
recordamos que los coeficientes de Fourier de una función f están dados por

f̂(k) =
1

(2π)N

∫
QN

f(x)e−ik·xdx k ∈ ZN , (A.4)

y la serie de Fourier esta dado, por ahora, formalmente como∑
k∈ZN

f̂(k)eik·x. (A.5)

Teorema A.3. Si u ∈ C∞p (QN) entonces (û(k))k∈ZN ∈ S(ZN), la serie A.5 converge a u en
C∞p (QN) y si tomamos F : C∞p (QN)→ S(ZN) como

F (u) = (û(k))k∈ZN , (A.6)

esta función es un isomorfismo.
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Antes de demostrar este teorema se necesita un pequeño lema

Lema A.4. La serie ∑
k∈ZN

〈k〉−s , (A.7)

converge si s > N .

Demostración. Por la simetŕıa de la serie, basta con considerar∑
k∈Z+N

〈k〉−s , (A.8)

entonces si tomamos bxc como la función piso se tiene que∑
k∈Z+N

〈k〉−s =
∑

k∈Z+N

1√
1 + k2

1 + · · ·+ k2
N

s =

∫
R+N

1√
1 + bx1c2 + · · ·+ bxNc2

sdx

≤
∫
R+N

1√
1 + x2

1 + · · ·+ x2
N

sdx

= C

∫ ∞
0

rN−1

√
1 + r2

sdr

≤ ∞,

de lo que se sigue el lema.

Demostración Teorema A.3. Primero, notamos que si tomamos v, w ∈ C1
p(QN) e i = 1, . . . , N

entonces integrando por partes se tiene∫
QN

v∂iwdx =

∫
QN−1

∫ π

−π
v∂iwdxidx

′ =

∫
QN−1

(
����vw|π−π −

∫ π

−π
∂ivw

)
dx′

= −
∫
QN

∂ivwdx, (A.9)

por la periodicidad de las funciones. Por lo tanto se sigue para u ∈ C∞p (RN)

̂(
〈∂x〉2K u

)
(k) = 〈k〉2K û(k),

por lo tanto

|û(k)| ≤ 〈k〉−2K

∣∣∣∣ ̂(
〈∂x〉2K u

)
(k)

∣∣∣∣ ≤ 〈k〉−2K
∥∥∥〈∂x〉2K u∥∥∥

L∞
.

Entonces (û(k))k∈ZN ∈ S(ZN), por lo tanto F está bien definida. Ahora, sea (ck) ∈ S(ZN) y
definimos

u(x) =
∑
k∈ZN

cke
ik·x
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Y sea α un multi-́ındice, como Dα
xe

ik·x = (ik)αeik·x entonces si tomamos un entero K tal que
|α| −K < −s entonces se sigue que∣∣Dα

xcke
ik·x∣∣ ≤ |xαck| ≤ CKC0 〈x〉|α|−K .

Entonces del lema anterior y de la prueba M de Weierstrass se sigue que la serie∑
k∈ZN

Dα
xcke

ik·x,

converge uniformemente, por lo tanto la serie∑
k∈ZN

ckke
ik·x,

converge en C∞p (QN). Por la convergencia uniforme podemos intercambiar la integral con la suma
y se sigue que ck = û(k). Esto muestra que F es biyectiva. Ahora notamos que

〈k〉2K |û(k)| ≤
∣∣∣〈̂∂xu〉(k)

∣∣∣ ≤ ‖〈∂xu〉‖L∞ ≤ ‖u‖2K ,

por lo que F es continua. La continuidad de F−1 se sigue del teorema del mapeo abierto.

Definición A.5. Una distribución periódica es un elemento de C∞p (QN)′, el espacio dual continuo
de las funciones de prueba periódicas. Esto es

C∞p (QN)′ = {T : C∞p (QN)→ C | T es lineal y T (φj)→ 0 si φj → 0}. (A.10)

De la misma forma que la distribuciones usuales, f ∈ L1(Qn) define únicamente una distribución
periódica Tf , y la delta de Dirac como la función evaluación en 0 también es una distribución
periódica. De la definición de los coeficientes de Fourier, notamos que para u ∈ C∞p (QN)

û(k) =
1

(2π)N
Tu(e

−ik·x), (A.11)

de esta manera, se motiva la siguiente definición.

Definición A.6. Si T , es una distribución periódica, sus coeficientes de Fourier están definidos
como

T̂ (k) :=
1

(2π)N
Tu(e

−ik·x) k ∈ ZN (A.12)

Un ejemplo ilustrativo es considerar los coeficientes de Fourier de la delta de Dirac.

δ̂ =
1

(2π)N
δ(e−ik·x) =

1

(2π)N
. (A.13)

Formalmente la serie de Fourier de esta estaŕıa dada por

1

(2π)N

∑
k∈ZN

eik·x, (A.14)

que solo está dada formalmente pues no converge de ninguna manera usual. La parte clave es que
se puede demostrar que si converge como distribución. Antes de eso se necesita un pequeño lema
útil de regularidad muy análogo a uno que existe para distribuciones temperadas.
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Lema A.7. Si T es una distribución periódica, existe un K ∈ N y C > 0, tal que

|T (u)| ≤ C
∑
|α|≤K

‖Dαu‖L∞ , (A.15)

denotamos también por F el mapeo que manda una distribución a sus coeficientes de Fourier.

Demostración. Procedamos por contradicción, entonces supongamos que para cualquier K ∈ N,
existe un uK ∈ C∞p (QN) tal que

|T (uK)| ≥ K
∑
|α|≤K

‖Dαuk‖L∞ , (A.16)

y definimos

ψK :=
1

K

∑
|α|≤K

‖DαuK‖L∞

−1

uK . (A.17)

Es claro que para un multi-́ındice arbitrario β, si tomamos K ≥ |β| y K ′ ≥ K se cumple∥∥DβψK′
∥∥
L∞
≤ 1

K ′
, (A.18)

por lo tanto DβψK → 0 uniformemente por lo tanto ψK converge en C∞p (QN). Por lo tanto T (ψK)→
0 por continuidad, pero también se cumple que |T (ψK)| ≥ 1 por lo que tenemos una contradicción.
De esto se sigue el lema.

Una sucesión de números (ck)k∈ZN es de crecimiento polinomial si existe K ∈ N y C > 0 tal que

|ck| ≤ C 〈k〉K k ∈ ZN , (A.19)

y denotamos el conjunto de estas sucesiones como S ′(ZN). Con todo esto se puede enunciar y
demostrar el siguiente teorema.

Teorema A.8. La función F : C∞p (QN)′ → S ′(ZN) es una biyección y para toda distribución T su
serie de Fourier converge de forma distribucional. Esto eso

ĺım
K→∞

∑
|k|≤K

T̂ (k)eik·x, u

 = (T, u) ∀u ∈ C∞p (QN). (A.20)

Demostración. Que la sucesión de coeficientes de Fourier es de crecimiento polinomial se sigue
directamente de aplicar el lema A.7 a la definición de estos. Ahora sea (ck)k∈ZN ∈ S ′(ZN) y sean
C,K que cumplen (A.19). Sea s ∈ N tal que 2s > N y sea

bk := ck 〈k〉−2K−2s , k ∈ ZN , (A.21)

entonces por el lema A.4 y el criterio M de Weierstrass, la serie

f(x) :=
∑
k∈ZN

bke
ik·x, (A.22)
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converge uniformemente y por lo tanto f es continua. Como QN es compacto f ∈ Lp(QN) y también
define una distribución periódica y podemos tomar

T := 〈∂2K+2s〉Tf , (A.23)

entices por definición los coeficientes de Fourier de T son

T̂ (k) =
1

(2π)N
Tf (〈∂x〉2K+2s e−ik·x) =

1

(2π)N
Tf (〈k〉2K+2s e−ik·x) = 〈k〉2K+2s f̂(k). (A.24)

Como f ∈ L2(QN) de la teoŕıa usual de series de Fourier se sigue que k̂ = bk, por lo tanto T̂ (k) = ck.
De esto se sigue que F es una biyección. Ahora sea T una distribución periódica, y para u ∈ C∞p (QN)
fija, definimos

φK :=
∑
|k|≤K

k̂(k)eik·x, (A.25)

por el teorema A.3 φk → φ en C∞p (QN), y por lo tanto∑
|k|≤K

T̂ (k)eik·x, φ

 = (2π)N
∑
|k|≤K

T̂ (k)φ̂(−k) =
∑
|k|≤K

T (e−ik·x)φ̂(−k) = T (φK).

Como T es continua, tomando el ĺımite esta converge a T (φ)

Esto muestra que la serie de Fourier de una distribución periódica está bien definida, pero también
que los coeficientes de Fourier determinan únicamente a la distribución. Finalmente vamos a consi-
derar un corolario que permite intercambiar al derivada con la serie en un sentido distribucional.

Corolario A.8.1. Sea T una distribución periódica, entonces para cualquier α multi-́ındice, se
tiene que

DαT =
∑
k∈ZN

(ik)αT̂ (k)eik·x, (A.26)

con la convergencia en el sentido distribucional

Demostración. Simplemente notamos que

D̂αT (k) =
1

(2π)N
DαT (e−ik·x) =

1

(2π)N
(−1)|α|T (Dαe−ik·x) =

1

(2π)N
(ik)αT (e−ik·x)

= (ik)αT̂ (k).

B. Teorema de la Función Inversa Global de Hadamard

Cuando es que un difeomorfismo local es también global es una pregunta complicada. Esto es fácil
de ver considerando funciones como con ez con z complejo que es una función muy regular y un
difeomorfismo local, pero no global por la periodicidad. Para los propósitos de este trabajo, el
teorema de la función inversa global de Hadamard nos permite dar una condición suficiente (cfr.
[53] cap. 1-c). Antes de enunciarlo recordamos el teorema de la función inversa usual de cálculo
diferencial
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Teorema B.1. Sea F : U ⊆ Rn → Rn una función continuamente diferenciable. Y sea p ∈ U
tal que DFp es invertible, entonces existe una vecindad V de p y una vecindad W de F (p) tal que
F (U) = W y F �V es un difeomorfismo (tiene inversa continuamente diferenciable).

Aunque en cada punto la función se puede invertir si en todos lados su Jacobiano no es singular,
no se sigue necesariamente que esto defina globalmente una inversa suave.

Teorema B.2. Sea f : Rn → Rn una función continuamente diferenciable. Si Dfx es invertible
para toda x ∈ Rn y la norma de operador de Dfx esta acotada uniformemente con respecto a x,
entonces f es un difeomorfismo global

La demostración requiere del siguiente lema

Lema B.3. Tomando las mismas hipótesis del teorema, tomamos ∆ := [0, 1]× [0, 1] y sea Γ : ∆→
Rn continua, para 0 ≤ s ≤ 1 fija Γ(s, ·) es diferenciable y existen y0, y1 ∈ F (Rn) tal que Γ(·, 0) ≡ y0

y Γ(·, 1) = y1, entonces existe Γ′ : ∆→ Rn continua y diferenciable como Γ tal que

F (Γ′(s, t)) = Γ(s, t) ∀(s, t) ∈ ∆ (B.1)

Demostración. Sea x0 tal que y0 = F (x0), por el teorema de la función inversa local existen vecin-
dades U de x0 y V de y0 tal que F �U es un difeomorfismo a V . Ahora si consideramos el conjunto de
funciones Γt(s) = Γ(s, t) para 0 ≤ t ≤ 1 fijo. Como Γ es uniformemente continua al ser una función
continua en un compacto, se sigue que {Γt}0≤t≤1 es uniformemente equicontinua, y es claro que
también es uniformemente acotada y converge puntualmente a y0, por lo tanto se sigue del teorema
de Arzela-Ascoli, que converge uniformemente a la función constante y0, por lo que existe un ε > 0
tal que F ([0, 1] × [0, ε]) ⊂ V por lo tanto podemos definir Γ′ �[0,1]×[0,ε] (s, t) = F−1 �u ◦Γ �[0,1]×[0,ε].
Sea a el supremo de las ε tal que se puede definir Γ′ en [0, 1]× [0, ε], esto es, que está bien definida
en [0, 1]× [0, a), por la regla de la cadena, se tiene que

∂tΓ
′(s, t) =

(
DFΓ′(t,s)

)−1
∂tΓ(t, s),

entonces por hipótesis existe una K > 0 tal que

|∂tΓ′(s, t)| ≤ K|∂tΓ(t, s)| ≤ Ks,

entonces del teorema fundamental del cálculo se sigue que

|Γ′(s, t1)− Γ′(s, t0)| ≤ Ks|t1 − t0|.

Como la función es entonces uniformemente continua existe una única extensión a la cerradura
de su dominio o [0, 1] × [0, a]. Supongamos que a < 1 y consideremos γ(s) = Γ(s, a). Para cada
0 ≤ s ≤ 1, por el teorema de la función impĺıcita local, podemos elegir vecindades de Us de Γ′(s, a)
y una vecindad Vs de Γ(s, a) tal que F es un difeomorfismo de US a Vs. Por compacidad existe una
subcubierta finita de las de Γ′([0, 1], a), Usi , i = 1, . . . , N . Esto significa que de la misma manera,
que existen εi, i = 1, . . . , N tal que Γ′ está definida en [0, 1] × [0, a + εi). Por lo tanto Γ′ se puede
definir en [0, 1]× [0, a+ mı́ni εi), contradiciendo que a es el supremo, por lo tanto a = 1

Demostración B.2. Sea y0 = F (0), y sea y ∈ Rn arbitrario. Sea el segmento de recta que una a y0

con y dado por y(t) = yt + (1 − t)y0. Como un caso particular de lema anterior, existe una curva
x : [0, 1]→ Rn tal que F (x(t)) = y(t). Entonces F (x(1)) = y, por lo que F es sobre.
Ahora, sean x0, x1 ∈ Rn1 tal que F (x0) = F (x1) = y. Consideramos los segmentos de recta
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x0(t), x1(t) que unen a 0 con x0 y con x1 respectivamente, entonces las curvas dadas por yi := F ◦xi,
son curvas suaves que unen y0 con y. Consideramos una homotoṕıa entre estas curvas dadas por su
suma convexa Γ(s, t) = sx1(t) + (1− s)x0(t). Usando el lema, podemos encontrar Γ′ : ∆ → Rn tal
que F (Γ′(s, t)) = Γ(s, t), con Γ′(0, t) = x0(t) y Γ′(1, t) = x1(t). Pero entonces, la curva Γ′(s, 1), con
extremo x0, x1 es mapeada continuamente al punto y por F , entonces por el teorema de la función
impĺıcita local esto implica que x0 = x1.

C. Integral de Riemann para Funciones Valuadas en espa-

cios de Banach

Vamos a dar una construcción de integrales de Riemann para funciones valuadas en espacios de
Banach. T́ıpicamente las integrales de Riemann se definen para funciones de algún Rn a R. Para
funciones valuadas en espacios vectoriales de dimensión finita uno puede extender la definición
usando coordenadas y tomando la integral coordenada a coordenada, pero en espacios de dimensión
infinita esto no es evidentemente aplicable. Esta construcción dará una forma canónica de generalizar
la integral de Riemann a espacios de Banach (cfr. [20]).

Definición C.1. Sea X un espacio de Banach y un intervalo [a, b] ⊂ R, decimos que una función
f : [a, b]→ X decimos que es escalonada, si existe una partición π = {a = t0 < t1 < . . . < tν = b}
y x0, . . . xν ∈ X tal que

f(t) = χ[a,t1]x0 +
ν−1∑
i=1

χ(ti,ti+1](t)xi, (C.1)

y definimos el espacio de todas estas como C ([a, b], X) ⊂ L∞([a, b], X). La integral de Riemann para
funciones escalonadas las definimos como∫ b

a

f(t)dt =
ν−1∑
i=0

xi(ti+1 − ti). (C.2)

Notamos que C ([a, b], X) es un subespacio vectorial de L∞([a, b], X) y I : C ([a, b], X)→ X definida
como

I(f) =

∫ b

a

f(t)dt, (C.3)

es un mapeo lineal.

Teorema C.2. (Integral de Riemann) El mapeo lineal I, se extiende de forma única a un operador
lineal acotado I : C ([a, b], X)cl → X tal que∥∥I(f)

∥∥ ≤ (b− a)‖f‖∞, (C.4)

además C([a, b], X) ⊂ C ([a, b], X)cl ⊂ L∞([a, b], X) y de tal forma que para f ∈ C ([a, b], X)cl

I(f) = ĺım
|π|→0

ν−1∑
i=1

f(cπi )(ti+1 − ti) := ĺım
|π|→0

I(fπ), (C.5)

con π = {a = t0 < t1, . . . < tν = b} un partición arbitraria, |π| = máx
0≥i≥ν−1

ti+1 − ti y cπi ∈ [ti, ti+1].
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Nota. El ĺımite se tiene que entender en el sentido del ĺımite de una red con el conjunto dirigido
de particiones (Π([a, b]),�).

Demostración. Puesto que para f ∈ C ([a, b], X) se tiene que

‖I(f)‖ ≤
ν−1∑
i=0

‖xi‖(ti+1 − ti) ≤ ‖f‖∞
ν−1∑
i=0

(ti+1 − ti) = (b− a)‖f‖∞, (C.6)

entonces I es un operador lineal acotado y existe una extensión única pues trivialmente C ([a, b], X)
es denso en C ([a, b], X)cl. Sea f ∈ C ([a, b], X)cl, y sea {fn} ⊂ C ([a, b], X) tal que ĺım

n→∞
fn = f en

L∞([a, b], X). Sea ε > 0, sabemos que existe N ∈ N tal que
∥∥I(f − fN)

∥∥ ≤ (b−a)‖f − fN‖∞ < ε/2.

Tomamos la partición π asociada a fN y una refinamiento π′ = {t0, . . . , tν} arbitrario y {cπ′i }
arbitrarias, entonces podemos dar una representación natural de fN usando π′

∥∥I(fN − fπ′)
∥∥ =

∥∥∥∥∥
ν−1∑
i=0

xN,π
′

i − f(cπ
′

i )(ti+1 − ti)

∥∥∥∥∥ ≤
ν−1∑
i=0

∥∥∥fN(cπ
′
)i − f(cπ

′

i )
∥∥∥(ti+1 − ti)

≤
ν−1∑
i=0

‖fN − f‖∞(ti+1 − ti)

<
ε

2
,

entonces se sigue la última parte del teorema de la desigualdad del triangulo.

Esta construcción es muy similar a la integral de Riemann usual, y muchas de las propiedades
usuales se cumplen en este contexto.

Proposición C.3. Sea f ∈ C ([a, b], X)cl y a ≤ a′ ≤ b′ ≤ b y c ∈ [a, b] entonces se cumple que

1.
∥∥∥∫ b′a′ f(t)dt

∥∥∥ ≤ (b′ − a′) sup{‖f(t)‖ : a′ ≤ t ≤ b′}

2.
∫ c
a′
f(t)dt =

∫ b′
a′
f(t)dt+

∫ c
b′
f(t)dt

3. La función F (t) :=
∫ t
a
f(τ)dτ es uniformemente continua

4. Si Y es otro espacio de Banach y T ∈ L(X, Y ) entonces Tf ∈ C ([a, b], Y )cl y

T

(∫ b′

a′
f(t)dt

)
=

∫ b′

a′
Tf(t)dt

5. ‖f(·)‖ ∈ C ([a, b],R)cl y ∥∥∥∥∥
∫ b′

a′
f(t)dt

∥∥∥∥∥ ≤
∫ b′

a′
‖f(t)‖dt

6. (Teorema fundamental del Cálculo) Si f ∈ C([a, b], X) entonces F (t) es diferenciable (fuerte-
mente en la topoloǵıa de X) y

dF

dt
(t) =

d

dt

∫ t

a

f(τ)dτ = f(t)

.
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Demostración. Para demostrar 1, 2, 4, se sigue de la definición que se cumplen para f ∈ C ([a, b], X)
y la proposición en general se sigue de un argumento de densidad. 3 se sigue directamente de 1.
Para 5, que ‖f(·)‖ ∈ C ([a, b],R)cl se sigue de la continuidad de la norma. Notando la segunda
desigualdad en C.6, es claro que se cumple para funciones escalonadas entonces se cumple en general
por densidad. Para la primera parte de 6, vemos que por la propiedad 2 y 5 se cumple que∥∥∥∥F (t+ h)− F (t)− hf(t)

h

∥∥∥∥ =
1

|h|

∥∥∥∥∫ t+h

t

f(τ)− f(t)dτ

∥∥∥∥
≤ 1

|h|

∫ t+h

t

‖f(τ)− f(t)‖dτ,

puesto f es continua en un compacto, es también uniformemente continua por lo que para h sufi-
cientemente pequeña, se puede acotar uniformemente el integrando por ε y de esto se sigue que el
ĺımite fuerte de las diferencias finitas existe y es f(t).

D. El Teorema de Compacidad de Kolmogorov-Riesz

Puesto que el teorema de Heine-Borel falla en espacios de dimensión infinita, es necesario recurrir
a otras caracterizaciones de los conjuntos compactos. Recordamos que para espacios métricos, un
conjunto es compacto si y solo si es completo y totalmente acotado. El teorema de compacidad de
Kolmogorov-Riesz da una caracterización para los espacios Lp(Rn) (cfr. [24]). Primero se considerará
un lema simple, pero muy útil.

Lema D.1. Sea (X, d) un espacio métrico. Supongamos que, para toda ε > 0, existe una δ > 0,un
espacio métrico (W,d′), y un mapeo Φ : X → W tal que Φ(X) es totalmente acotado, y si x, y ∈ X
son tales que d′ (Φ(x),Φ(y)) < δ, entonces d(x, y) < ε. Entonces X es totalmente acotado

Demostración. Sea ε > 0, y δ, (W,d′),Φ como en las hipótesis del lema. Como Φ(X) es totalmente
acotado, existe una cubierta finita por vecindades de radio δ, {V1, . . . , Vn}. Entonces se sigue direc-
tamente de las hipótesis que {Φ−1(V1), . . . ,Φ−1(Vn)} es una cubierta de radio ε de X. Por lo que X
es totalmente acotado.

Teorema D.2. Sea 1 ≤ p <∞ y F ⊂ Lp(Rn) supongamos que

1. F es acotado,

2. Para todo ε > 0 existe R > 0, tal que para todo f ∈ F∫
‖x‖>R

|f(x)|p < εp, (D.1)

3. Para todo ε > 0, existe ρ > 0, tal que para todo f ∈ F , y ‖y‖ < ρ se tiene∫
|f(x+ y)− f(x)|Pdx < εp, (D.2)

entonces F es totalmente acotado, y por lo tanto pre-compacto.

120



Demostración. Supongamos que F cumple 1,2, y 3. Sea entonces ε arbitrario y R y ρ como en las
hipótesis. Sea Q el cubo abierto centrado en 0 de longitud ρ/2. Sean Qk = Q + k para k ∈ Zn,
traslaciones de Q. Es claro que podemos tomar Q1, . . . , QN tal que la cerradura de

⋃
iQi contiene

a B(0, R). Sea P : LP (Rn)→ C dada por

Pf(x) =

{
1
|Qi|

∫
Qi
f(x)dx x ∈ Qi, i = 1, . . . , N

0 en cualquier otro caso
.

Usando la condición 2 se tiene que

‖f − Pf‖pLp =

∫
⋃
iQi

|f(x)− Pf |pdx+

∫
(
⋃
iQi)

c

|f(x)|Pdx

≤
N∑
i=1

∫
Qi

∣∣∣∣ 1

|Qi|

∫
Qi

(f(x)− f(y))dy

∣∣∣∣Pdx+ εp.

Notamos que la integral 1/|Qi|
∫
Qi

se puede ver como una integral sobre un espacio de medida sobre

Qi con medida total 1, por como |·|p es convexa, por la desigualdad de Jensen se tiene que

‖f − Pf‖pLp ≤
N∑
i=1

∫
Qi

1

|Qi|

∫
Qi

|(f(x)− f(y)|Pdydx+ εp

≤
N∑
i=1

∫
Qi

1

|Qi|

∫
2Q

|(f(x)− f(x+ y)|Pdydx+ εp

≤ 1

|Q|

∫
2Q

∫
Rn
|(f(x)− f(x+ y)|Pdxdy + εp

< εp +
1

|Q|

∫
2Q

εpdy = (2n + 1)εp,

donde en la última desigualdad se uso la condición 3. Entonces ‖f − Pf‖LP < (2n + 1)1/pε, y
por la desigualdad del triángulo inversa, se sigue que ‖f‖Lp < (2n + 1)1/pε + ‖Pf‖Lp . Notamos
que P simplemente es la proyección ortogonal al subespacio generado por la base ortonormal
{χQ1/|Qi|, . . . , χQN/|QN |}, que es de dimensión finita, por lo tanto P es un operador acotado y
como F es acotado por hipótesis, por lo que P (F ) es acotado en un espacio vectorial de dimensión
finita por lo que es totalmente acotado. Si en la demostración de la última desigualdad cambiamos
ε por ε/(2n + 1)2, notamos que si tomamos δ = ε/2 entonces para f, g ∈ Lp(Rn), notamos que si
‖P (f − g)‖Lp < δ, reemplazando en la desigualdad que se acaba de conseguir que ‖f − g‖Lp < ε.
Por lo tanto se sigue del lema que F es totalmente acotado.
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