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B (H) Espacio de operadores acotados enH

S (H) Conjunto de operadores densidad enH
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Capítulo 1

Introducción

Un problema fundamental para el desarrollo de las tecnologías cuánticas es el de determinar el
estado en que se encuentra un sistema cuántico particular. No obstante, la naturaleza estocásti-
ca de la medición en la mecánica cuántica, además de la posible existencia de ruidos o errores
sistemáticos en las mediciones, provoca que en general los estados de un sistema cuántico no se
puedan determinar de forma perfecta. El marco teórico que describe este problema se conoce co-
mo la teoría de estimación cuántica y comenzó a desarrollarse a partir de los trabajos de Holevo
[57] y Helstrom [54] en la década de 1970.

Uno de los objetivos de la teoría de estimación cuántica es la búsqueda de mediciones que
produzcan la mejor estrategia de estimación para un estado de un sistema cuántico. Es frecuente
suponer que los estados cuánticos se conocen parcialmente por un conjunto de parámetros a los
cuales no se les puede asociar un observable cuántico. De este modo, el problema de estimación
del estado cuántico recae en la estimación de los parámetros que determinan el sistema a partir
del resultado de la medición de otras características del sistema. Bajo esta suposición, el problema
es llamado estimación de parámetros en sistemas cuánticos. En particular, estimación de fases,
constantes dieléctricas y frecuencias son ejemplos típicos de este tipo de problema. La estima-
ción de parámetros en sistemas cuánticos es el eje central para el desarrollo de un gran espectro
de aplicaciones como la preparación experimental de estados [30, 42], desarrollo de sensores [1],
comunicación [6, 32, 54], metrología [43] y procesamiento de información [99], por mencionar al-
gunas.

Aunque se tiene un largo historial sobre el trabajo de este problema, nuevas aplicaciones para
la estimación cuántica de parámetros continúan apareciendo [1, 100, 119]. Por esta variedad de
escenarios, hoy en día es de interés común para la comunidad científica obtener estrategias de es-
timación más precisas que sean factibles de implementar físicamente. En concreto, dos problemas
centrales existen a la hora de querer implementar una estrategia de medición óptima. El primero
recae en el hecho que en general la medida óptima para estimar un parámetro desconocido de-
pende de este mismo, lo cual vuelve inviable su implementación física de forma directa, aunque
enfoques Bayesianos y estrategias adaptativas pueden resolver esta dificultad si el sistema cuán-
tico satisface ciertas condiciones de regularidad [38, 80]. El segundo corresponde al hecho que las
mediciones óptimas pueden generar ambigüedad sobre el parámetro a estimar. Este problema se
conoce como falta de identificabilidad y cuando se tiene, existe una misma descripción estadística
para dos o más valores diferentes del parámetro [10, 11, 103].

El objetivo de esta tesis es ofrecer un trato sistemático al problema de estimación de paráme-
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tros en sistemas cuánticos haciendo énfasis en cómo el problema de no identificabilidad es una
limitante seria a la hora de intentar implementar distintas estrategias de estimación que son apa-
rentemente óptimas, y resolver esta disyuntiva para casos relevantes que aparecen en aplicaciones
concretas. Bajo este espíritu se hará especial énfasis en el desarrollo matemático de la teoría y en su
interpretación física. En consecuencia, el método de presentación consistirá primero en establecer
las propiedades generales del problema de estimación en sistemas clásicos, después generalizar-
las al caso cuántico y finalmente proponer soluciones para el problema de estimación de fase en
qubits y estados coherentes y estimación de frecuencia en qubits y qutrits.

El primer sistema que se estudia es el qubit. El qubit es un sistema cuántico de dimensión 2
el cual es frecuentemente utilizado para codificar información en forma de una fase sobre [0, 2π).
Cuando esta fase es desconocida se tiene un problema de estimación de fase. Para este problema
se pueden encontrar condiciones iniciales donde las medidas óptimas no dependan del paráme-
tro. Sin embargo, las distribuciones de probabilidad que se obtienen al utilizar estas medidas son
periódicas con periodo π. Este hecho tiene como consecuencia que existan dos posibles valores de
la fase que generan la misma descripción estadística, es decir, se tiene un problema de identifica-
bilidad. Esta ambigüedad en los parámetros hace inasequible la implementación de estrategias de
estimación basadas en mediciones óptimas sin tener conocimiento a priori acerca del parámetro.
En este trabajo se resolvió el problema de identificabilidad para el problema de estimación de fase
en qubits aprovechando la simetrías del sistema y haciendo uso de intervalos de confianza.

Las fases se pueden descomponer en un parámetro temporal y una frecuencia; cuando se tiene
control sobre el parámetro temporal, el problema de estimación de fase se reduce a un problema
de estimación de frecuencia. En este problema, el límite fundamental en la precisión de las estima-
ciones decrece conforme el parámetro temporal aumenta. Sin embargo, a partir de cierto valor del
tiempo, el problema de identificabilidad sobre la frecuencia aparece, lo cual restringe el dominio
temporal sobre el cual se puede trabajar y por ende el límite fundamental del error de las estima-
ciones. Para resolver esta disyuntiva, se extendió la estrategia de estimación de fase en qubits con
intervalos de confianza al caso de estimación de frecuencia, obteniendo un esquema de estimación
que permite ir aumentando el parámetro temporal para así, obtener mayor precisión en la estima-
ción de la frecuencia. Además, esta idea permite su extensión a sistemas de mayor dimensión,
tratando el ejemplo de estimación de frecuencia en un qutrit (sistema cuántico de dimensión 3).

Así mismo, el problema de estimación de fase se estudió para un estado coherente, esto es,
un estado de un sistema de dimensión infinita que modela un láser perfecto. Para el problema de
estimación de fase es posible encontrar teóricamente la medida que minimiza el error promedio de
las estimaciones. A dicha medida se le conoce como medida canónica de fase y su implementación
física es posible cuando el estado es un qubit. Sin embargo, para estados coherentes, no existe
ninguna propuesta realista para poder implementar esta medida de forma experimental. Debido a
esto se han propuesto distintos métodos de estimación para aproximar el desempeño de la medida
canónica de fase [119]. En este trabajo se estudia un método con mediciones adaptativas basadas
en conteo de fotones y retroalimentación capaz de aproximar de mejor manera el desempeño de
medida canónica de fase que los métodos estándar expuestos en la literatura [31].

Por último, utilizado un caso pragmático, se muestra que la forma de codificar el parámetro
puede influir en la precisión de cómo este se estima. Concretamente se estudió el caso donde una
operación no lineal codifica una fase sobre un estado coherente, que aunque en principio, puede
mejorar el desempeño de las estrategias de estimación, conlleva múltiples problemáticas para su
implementación física. En esta tesis se discute una propuesta de como la codificación no lineal
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de una fase sobre un estado coherente puede ser implementada y la correcta forma de medir
la precisión de las estrategias de estimación aplicadas sobre esta propuesta. A continuación, el
contenido particular de los capítulos de este trabajo es resumido:

En el Capítulo 2 se da una breve introducción a la teoría de estimación de parámetros en siste-
mas clásicos. Esencialmente es un resumen de los resultados de la teoría que se puede encontrar
en libros estándar del campo [19, 29, 67, 68]. Dentro del capítulo se introduce el concepto de mode-
lo estadístico, de estimador y función de riesgo. La función de riesgo provee una forma de medir
la precisión de un estimador. Finalmente el concepto de información de Fisher es introducido;
cuyo inverso brinda una cota inferior a la precisión de estimadores insesgados llamada cota de
Cramér-Rao.

El Capítulo 3, basado en el libro [57], generaliza la teoría de estimación de parámetros a siste-
mas cuánticos. En el capítulo se desarrollan a detalle las nociones fundamentales de esta teoría, y
se construye el concepto de modelo estadístico cuántico, especificando los términos de estados y
medidas cuánticas (observables). El concepto de POVM (del inglés positive operator-valued mea-
sure) es la descripción más general de una medida sobre un sistema cuántico. La optimización
sobre el espacio de medidas de la información de Fisher define la información de Fisher cuántica,
la cual es la cota superior a la información que se puede extraer de un POVM acerca de un pará-
metro que se desea estimar sobre un sistema cuántico. Para cerrar, se da especial énfasis al caso
de estimación covariante, donde los estados y los POVMs son invariantes bajo la acción de un
grupo que representa cierta simetría del sistema cuántico. En especial, se prueba que dentro de los
POVMs covariantes se puede encontrar la medición con menor error de estimación para una sola
copia del sistema, este POVM es llamado medida canónica. La medida canónica es de particular
relevancia para problemas de estimación de fase.

En los siguientes capítulos 4, 5, 6 y 7 se exponen los resultados originales de esta tesis. Los
resultados del Capítulo 4 fueron publicados en el artículo [103]. En este capítulo se discute cómo
la falta de identificabilidad en los parámetros es una limitante para producir estrategias de estima-
ción eficientes basadas en POVMs localmente óptimos. Con el fin de resolver el problema de no
identificabilidad, y probando que los POVMs covariantes son identificables, se deriva una nueva
estrategia de estimación basada en intervalos de confianza construidos a partir de la estimaciones
de mediciones covariantes. Finalmente, se demuestra que esta nueva propuesta es eficiente para
cualquier condición inicial.

En el Capítulo 5, se extiende la propuesta de estimación con intervalos de confianza al proble-
ma de estimación de frecuencia en qubits. Se demuestra que la estrategia de estimación es viable
para este problema. Para esta situación, a mayor tiempo de medición se obtiene en principio un
menor error en las estimaciones. Sin embargo, esto conlleva la aparición del problema de no identi-
ficabilidad. Nuestra propuesta ofrece una manera de aumentar el tiempo de medición resolviendo
la no identificabilidad que conlleva el incremento del parámetro temporal. Por último, al trabajar
con qutrits, se prueba que el hecho de aumentar la dimensión del sistema cuántico puede mejorar
aún más el desempeño de la estrategia de medición.

El Capítulo 6 trata el problema de estimación de fase en un estado coherente. A diferencia del
qubit, donde es necesario reducir el error de las estimaciones utilizando múltiples copias del sis-
tema, en los estados coherentes es posible optimizar la precisión de las estrategias de estimación
para el caso de una única copia del sistema dividiendo el pulso electromagnético en pulsos más
pequeños. De acuerdo con la teoría descrita en el capítulo 3, la precisión de la medida covariante
canónica de fase es el límite fundamental en la precisión de las estimaciones. Como no existe una
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propuesta experimental para implementar este POVM, se presenta una estrategia adaptativa de
estimación basada en la teoría diseño óptimo de experimentos y conteo de fotones, cuyo desem-
peño puede aproximar al de la medida canónica [31]. Con la finalidad de mejorar las inferencias
acerca de la fase desconocida, la estrategia adaptativa utiliza la fase de un oscilador local sobre el
estado coherente como un diseño experimental, el cual puede controlarse antes de realizar cual-
quier medición sobre el sistema. La estrategia de estimación permite que en cada paso adaptativo
se escoja el valor del diseño de forma óptima maximizando una función de costo. En este traba-
jo se prueba que las funciones de costo adecuadas para el problema de estimación de fase son
la información mutua entre la distribución de las posibles salidas de la detección de fotones y la
fase modelada como una variable aleatoria. Además, como resultado principal se encuentra una
expresión analítica para el rendimiento de esta estrategia de estimación. Esta fórmula demuestra
teóricamente que este protocolo de estimación supera a la mejor estrategia de estimación de fase
estándar encontrada en la literatura [118].

Por último, en el Capítulo 7 cuyos resultados fueron publicados en [62], se analiza el caso en
que el generador de una fase para estados coherentes es un operador no lineal. Bajo este supuesto,
se obtiene una información cuántica de Fisher que es función de una potencia sexta del número
promedio de fotones, lo que trae como consecuencia la mejora de la cota inferior del error que
puede tener un estimador de fase. No obstante, la implementación física de estos generadores
es escasa. Por ello se introduce un circuito cuántico capaz de preparar generadores no lineales.
Dentro de este circuito se pierde información tras realizar una medición a un estado auxiliar. Como
resultado, se debe utilizar la información de Fisher generalizada como medida de información. Un
análisis numérico de las potencias de esta cantidad, corrobora el correcto funcionamiento de este
circuito. Las técnicas de esta capítulo son de utilidad para la aplicación de sensores cuánticos
donde los supuestos que se toman garantizan la identificabilidad de parámetros.
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Capítulo 2

Estimación de parámetros en sistemas
clásicos

La teoría de estimación de parámetros en sistemas cuánticos se puede tratar como una generali-
zación de la teoría sobre sistemas clásicos. Por esta razón, los conceptos básicos utilizados de la
teoría clásica, como lo son las variables aleatorias, distribuciones de probabilidad, estimadores y
funciones de costo también son utilizados en el contexto cuántico. En este capítulo se dará una
breve introducción a la teoría de estimación de parámetros en sistemas clásicos mostrando los
conceptos básicos para poder generalizar la teoría de forma natural al caso de sistemas cuánticos.

2.1. Espacios de probabilidad
Una gran cantidad de fenómenos en la naturaleza se pueden considerar como aleatorios. Está
clase de fenómenos se pueden modelar matemáticamente utilizando el concepto de espacio de
probabilidad. Un espacio de probabilidad es una terna (Ω,F , P ), donde Ω es un conjunto llamado
espacio muestral, que agrupa todos las posibles salidas de un fenómeno aleatorio, F es una σ-
álgebra de subconjuntos de Ω cuyos elementos son interpretados como los eventos que pueden
observarse y P una medida de probabilidad para cada elemento de F . La definición precisa de
estos conceptos es la siguiente:

Definición 1 (Espacio muestral). El espacio muestral de un experimento aleatorio es el conjunto
de todos los posibles resultados del experimento y es denotado por Ω.

Definición 2 (σ-álgebra). Sea Ω un conjunto y F ⊂ 2Ω una familia de subconjuntos de Ω. Entonces
F es una σ-álgebra si y sólo si

i) ∅ ∈ F ,

ii) Si A,B ∈ F entonces A ∪B ∈ F

iii) Si A,B ∈ F entonces A \B ∈ F

iv) Ω ∈ F

v) Para cada {An}∞n=1 ⊂ F , se tiene que ∪∞n=1An ∈ F .
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La σ-álgebra de un conjunto Ω se interpreta como la colección de todos los eventos que se pueden
observar en un fenómeno aleatorio.

Definición 3 (Medida de probabilidad). Una función P definida sobre una σ-álgebra F y con
valores en el intervalo [0, 1] es una medida de probabilidad si P (Ω) = 1 y

P (∪∞n=1An) =
∞∑
n=1

P (An) , (2.1)

donde {An}∞n=1 ⊂ F y Ai ∩ Aj = ∅ para i y j distintos. El número P (A) representa una forma de
medir la probabilidad de observar el evento A ∈ F .

Aunque un espacio de probabilidad (Ω,F , P ) es un modelo satisfactorio para describir cual-
quier experimento aleatorio, trabajar con conjuntos en abstracto suele ser en demasía complicado,
por lo que es conveniente trasladar la manipulación matemática del espacio muestral a los núme-
ros reales. Las herramientas matemáticas que sirven para realizar este proceso son las variables
aleatorias.

2.2. Variables aleatorias
Considerando (Ω,F , P ) un espacio de probabilidad, una variable aleatoria X : Ω → R es una
función medible del espacio muestral a los reales. Es decir,X es una función real tal que la imagen
inversa de cualquier evento es una elemento de F ,

∀B ∈ B (R) X [−1] (B) ∈ F , (2.2)

donde B (R) es la σ-álgebra de Borel de los números reales (la σ-álgebra más pequeña que incluye
la topología de los reales) y X [−1](·) es la notación de la imagen inversa de algún conjunto bajo
X . De esta forma, dado un espacio de probabilidad (Ω,F , P ), una variable aleatoria induce una
medida de probabilidad sobre los reales de la siguiente manera

PX (B) = P
(
X [−1](B)

)
, ∀B ∈ B (R) . (2.3)

Entonces (R,B (R) , PX) es un espacio de probabilidad sobre los números reales.
Dentro del espacio de probabilidad (R,B (R) , PX) se puede definir una función de distribución

FX : R→ [0, 1] para X , vía

FX(x) = PX [(−∞, x]] = P ({ω ∈ Ω | X(ω) ≤ x}) = P
(
X [−1] [(−∞, x]]

)
= P (X ≤ x). (2.4)

De la definición (2.4) se puede comprobar que cada función de distribución F , es una función
creciente, continua por la derecha, ĺımx→∞ F (x) = 1 y ĺımx→−∞ F (x) = 0.

En general, toda función de distribución F se puede descomponer como la combinación con-
vexa de una función de distribución constante por pedazos Fd y una función de distribución con-
tinua Fc. Esto es,

F (x) = αFd(x) + (1− α)Fc(x), 0 ≤ α ≤ 1. (2.5)

De esta manera, una variable aleatoria X se puede clasificar en discreta, continua o mixta, depen-
diendo si su correspondiente función de distribución FX se puede escribir solo como una función
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constante por pedazos (Fc = 0), como una distribución continua (Fd = 0) o si sus partes discretas
y continuas son distintas de cero respectivamente.

Cuando una variable aleatoriaX es discreta, su correspondiente función de distribución FX(x)
tiene un conjunto de discontinuidades. Si x1, x2, ..., son sus puntos de discontinuidad, entonces ca-
da discontinuidad es de tamaño P (X = xi) = P (X ≤ xi)−P (X < xi) y la función de distribución
FX se puede reconstruir como

FX(x) =
∑
u≤x

p(u), (2.6)

donde p es una función definida como

p(x) =

{
P (X = x) si x = x1, x2, ..

0 en otro caso
(2.7)

llamada función de probabilidad.
Debido a que es posible obtener la función de distribución de una variable aleatoria discreta

a partir de la ecuación (2.6), en muchos problemas prácticos se suele trabajar directamente con la
función de probabilidad correspondiente a la distribución que se está estudiando.

Por otro lado, cuandoX es una variable aleatoria continua, entonces su función de distribución
es continua y se puede descomponer a su vez como la combinación convexa de una función de
distribución singular Fs y una función de distribución absolutamente continua Fac [75], es decir,

FX(x) = Fc(x) = βFs(x) + (1− β)Fac(x), 0 ≤ β ≤ 1. (2.8)

En particular, cuando Fs = 0, la variable aleatoria X es llamada absolutamente continua, ya que
su función de distribución induce una medida sobre los reales PF definida por

PF [(a, b]] := F (b)− F (a) donde a, b ∈ R, (2.9)

la cual es absolutamente continua con respecto a la medida de Lebesgue λ de los reales (λ [(a, b]] =
b− a). Esto es,

PF (A) = 0∀A ∈ B (R) tal que λ(A) = 0. (2.10)

A consecuencia del teorema de Radon-Nikodym [75], existe una función f tal que f(ω) ≥ 0
para cada ω ∈ Ω e integrable respecto a la medida de Lebesgue tal que para cualquier valor de x
cumple con

F (x) =

∫ x

−∞
f(u)du. (2.11)

A la función f se le llama función de densidad.
De forma análoga al caso de las distribuciones discretas y la función de probabilidad, la ecua-

ción (2.11), trae como resultado que en las aplicaciones prácticas se suele trabajar directamente
con la función de densidad correspondiente a la distribución bajo estudio.

Por otra parte cuando Fac = 0, la medida PF (2.9) es singular a la medida de Lebesgue λ en los
reales y Pf ({x}) = 0 para cada x ∈ R. En otras palabras,

∃A ∈ B (R) tal que λ(A) = 0 = PF (Ac) (2.12)
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y Pf ({x}) = 0 para cada x ∈ R. Las funciones de distribución suelen ser difíciles de construir 1.
En este trabajo, todas las variables aleatorias continuas serán absolutamente continuas (Fs = 0 en
la ecuación (2.8)).

De igual forma, la clasificación de las variables aleatorias también sirve para calcular sus mo-
mentos asociados. El k-ésimo momento de una variable aleatoria se define como

E
[
Xk
]

=

∫ ∞
−∞

xkdFX(x), (2.13)

donde
∫∞
−∞ h(x)dFX(x) es la integral de Riemann-Stieltjes de una función real h respecto a la

función de distribución FX la cual se calcula como∫ ∞
−∞

h(x)dFX(x) =

{∑∞
i=1 h(xi)p(xi) si X es discreta∫∞
−∞ h(x)f(x)dx si X es continua.

(2.14)

De particular importancia tenemos al primer momento de una variable aleatoria E [X], tam-
bién llamada esperanza o valor esperado que se interpreta como la media (promedio) de los posi-
bles valores que puede tomar X , y la varianza de X

Var [X] = E
[
X2
]
− (E [X])2 (2.15)

que se interpreta como una medida de dispersión de los valores que puede tomar X con respecto
a su media. Además para medir la correlación entre dos variables aleatorias X1 y X2 se utiliza el
concepto de covarianza

Cov [X1, X2] = E [X1 ·X2]− E [X1] E [X2] . (2.16)

Una familia {Xt}t∈T de variables aleatorias definidas sobre el mismo espacio de probabili-
dad (Ω,F , P ), es independiente si y sólo si para cualquier A,B en la familia de eventos A ={
X

[−1]
t (B (R))

}
t∈T

se tiene que

P (A ∩B) = P (A)P (B). (2.17)

De este modo, si dos variables aleatorias X1 y X2 son independientes, entonces su covarianza es
cero.

Los conceptos previos se pueden generalizar a variables aleatorias sobre Rn, en este caso, una
variable aleatoria X es una función medible del espacio muestral Ω a Rn, produciendo un espacio
de probabilidad (Rn,B (Rn) , PX) donde B (Rn) es la σ-álgebra de Borel de Rn (σ-álgebra más
pequeña que contiene la topología usual de Rn) y PX(B) = P

(
X−1 (B)

)
para cada B ∈ B (Rn).

Así, PX induce una función de distribución FX : Rn → [0, 1],

FX(x) = FX ((x1, x2, ..., xn))

= PX [(−∞, x1]× (−∞, x2]× · · · × (−∞, x2]]

= P
[
X [−1] ((−∞, x1]× (−∞, x2]× · · · × (−∞, x2])

]
, x = (x1, ..., xn) ∈ Rn.

(2.18)

Como X es una función de Ω a Rn, esta se puede representar como un “vector aleatorio” X =
(X1, ..., Xn) en donde cada coordenada es una variable aleatoria de Ω aR. Entonces,FX ((x1, x2, ..., xn))

1Un ejemplo de este tipo de distribuciones es la distribución de Cantor [75].
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se puede interpretar como la probabilidad de que cada coordenada Xi, i = 1, ..., n del vector alea-
torio X = (X1, ..., Xn) sea menor que xi, i = 1, ..., n al mismo tiempo. Es decir,

FX ((x1, x2, ..., xn)) = P (X1 ≤ x1, X2 ≤ x2, ..., Xn ≤ xn) . (2.19)

Este hecho es la razón por la cual a la función de distribución deX se le llama también distribución
conjunta multivariada de las variables aleatorias X1, ..., Xn. Además el concepto de distribución
multivariada trae como consecuencia que la lógica en el estudio de variables aleatorias sobre Rn
es análogo al caso R.

Además de facilitar el cálculo de los momentos de una variable aleatoria, la importancia del
concepto de la función de distribución radica en que dada una FX , entonces existe un espacio de
probabilidad (Ω,F , P ) y una variable aleatoria X cuya función de distribución es justamente FX
[49]. Por lo tanto es suficiente dar una función de distribución particular para saber que existe cier-
to espacio de probabilidad y una variable aleatoria definida sobre él, cuya función de distribución
es la especificada. Este punto de vista es el que suele adoptarse, de este modo, estudiar el fenó-
meno aleatorio de interés es equivalente a estudiar la función de distribución FX correspondiente
a la variable aleatoria que da su correcta descripción.

Por ejemplo, el fenómeno aleatorio de observar cara con probabilidad p, tras el lanzamiento
de una moneda, se puede estudiar usando la distribución Bernoulli de una variable aleatoria X ∈
{0, 1}, la cual codifica el evento de observar cara con la salida 1 y el evento de observar cruz con
la salida 0. La distribución Bernoulli se denota como Ber(p) y tiene función de probabilidad [104]

p(x) =

{
p si x = 0

1− p si x = 1
. (2.20)

Otro ejemplo es el fenómeno de contar el número de estrellas fugaces durante una noche con
media λ, el cual se puede describir con una distribución de Poisson de una variable aleatoria
X ∈ N ∪ {0}. La distribución de Poisson se denota por Poiss(λ) y tiene función de probabilidad
[104]

p(x) =
e−λx

x!
, x ∈ N ∪ {0} . (2.21)

Un tercer ejemplo, es el registro de la concentración de mercurio en el cuerpo de atunes en el
pacífico. Este fenómeno se puede describir con una distribución normal N (µ, σ), con media µ y
varianza σ2 y función de densidad [68]

f(x) =
1√

2πσ2
e−

(x−µ)2

2σ2 . (2.22)

Además, las distribuciones (2.20), (2.21) y (2.22) aparecen frecuentemente en la teoría cuántica;
por ejemplo, la distribución Bernoulli también sirve para modelar las salidas de la medición de un
qubit; la distribución de Poisson modela la probabilidad de un detector de fotones y la distribución
normal aparece como la distribución de probabilidad límite de una gran cantidad de esquemas de
medición. No obstante, también es muy frecuente que se tenga incertidumbre acerca del modelo
probabilístico que mejor describe el fenómeno de interés. Es decir, no se conoce con certeza la
mejor función de distribución que describe el fenómeno aleatorio bajo estudio. En este caso, la
estadística inferencial es de gran utilidad, pues esta área de las matemáticas nos permite reducir
(tanto como sea posible) la incertidumbre acerca del modelo a partir de datos obtenidos de la
medición de ciertas características del fenómeno aleatorio.
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2.3. Problema de estimación de parámetros
La estadística inferencial se define como la rama de las matemáticas que utiliza conjuntos de datos
para obtener inferencias sobre una población basadas en el cálculo de probabilidades. Aquí se
postula que los datos observados de una característica del fenómeno aleatorio de interés, son
valores que puede tomar un observable X modelado como una variable aleatoria, la cual tiene
una función de distribución FX . Esta distribución se conoce a lo más parcialmente, por lo que
solamente se puede asegurar que pertenece a una familia de distribuciones P llamada modelo
estadístico.

El problema principal de la estadística inferencial es la estimación de la función desconocida
FX a partir de un conjunto de datos. Una vez determinada esta función de distribución se puede
hacer cualquier tipo de inferencia sobre la distribución de los datos. Frecuentemente, se puede
suponer que las distribuciones en P están indexadas por un vector de parámetros θ, el cual toma
valores en un conjunto Θ llamado espacio paramétrico. Es decir,

P = {FX;θ, θ ∈ Θ ⊆ Rs, s ∈ N} . (2.23)

De esta forma, se reemplaza el problema de estimación original por la estimación de los paráme-
tros que identifica la distribución de interés. Este problema se conoce como estimación de parámetros
[19, 67].

El objetivo de la estimación de parámetros es especificar un plausible valor para θ (problema
de estimación puntual), o al menos determinar una cierto subconjunto de Θ del que podamos
afirmar con cierta probabilidad que contiene o no a θ (estimación por conjuntos de confianza o
pruebas de hipótesis).

Formalmente, los problemas de estimación de parámetros requieren dos ingredientes:

1) Un valor θ a ser estimado, definido sobre un conjunto Θ ⊆ Rs llamado espacio paramétrico.

2) Un observable X , llamado muestra de tamaño n ∈ N, el cual es descrito por una variable
aleatoria sobre Rn con distribución FX;θ y que toma valores sobre un espacio muestral X .
De forma que los datos observados son salidas x de la variable aleatoria X .

En este sentido, la solución del problema es encontrar un estimador adecuado para θ.
Un estimador θ̂ : X → Θ es una función de los datos al espacio paramétrico, cuyos valores

de su imagen son utilizados como estimaciones de θ. Como X es una variable aleatoria, los esti-
madores son a su vez variables aleatorias, entonces cada estimación d = θ̂ (x) se considera como
una salida de la variable aleatoria θ̂ (X). De esta forma, para cuantificar la “cercanía” a θ de cada
estimación d se utiliza una función de costo c que satisface:

c (θ, d) ≥ 0 ∀θ, d (2.24)

y
c (θ, d = θ) = 0 ∀θ. (2.25)

Entonces, la precisión de un estimador θ̂(X) se determina utilizando la función de riesgo

R
(
θ̂, θ
)

= Eθ
[
c
(
θ, θ̂ (X)

)]
=

∫
X
c
(
θ, θ̂
)
dFX;θ, (2.26)
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la cual representa el valor esperado de la función de costo respecto a la distribución de la muestra
condicionada a θ.

Por su gran cantidad de aplicaciones, la función de riesgo más utilizada es el error cuadrático
medio (ECM) [110], el cual se define como

ECM
(
θ̂, θ
)

= Eθ

[∥∥∥θ̂ − θ∥∥∥2
]
. (2.27)

El error cuadrático medio, se puede interpretar como la diferencia entre un error aleatorio y un
error sistemático del estimador. Esta interpretación viene del hecho que (2.27) se puede escribir
como la diferencia entre la varianza del estimador (medida de dispersión de la distribución de
estimaciones) y el cuadrado del sesgo (distancia de la estimación promedio con el valor real del
parámetro), el cual se interpreta como la contribución de los errores sistemáticos que se tienen al
medir,

ECM
(
θ̂, θ
)

= Eθ

[(
θ̂ − θ

)2
]

= Eθ

(√(θ̂ − θ)T (θ̂ − θ))2


= Eθ

[((
θ̂ − θ

)T (
θ̂ − θ

))]
= Eθ

[∑
i

(
θ̂i − Eθ

[
θ̂
])]

+ Sesgo(θ̂)TSesgo(θ̂)

= Tr
(

Cov(θ̂)
)

+
(∥∥∥Sesgo(θ̂)

∥∥∥)2
.

(2.28)

En particular, si θ ∈ Θ ⊂ R,

ECM
(
θ̂, θ
)

= Var(θ̂) + Sesgo(θ̂)2. (2.29)

En general, no existe un estimador que minimice (2.27) simultáneamente para todos los valores
de θ ∈ Θ [67]. Una forma de solucionar esta dificultad es restringir la búsqueda de estimadores
con error cuadrático medio mínimo a la clase de estimadores insesgados, es decir, a la clase de
aquellos estimadores θ̂ tales que su sesgo es cero.

2.4. Estimadores insesgados de varianza mínima
Cuando se restringe la búsqueda de estimadores que minimicen el error cuadrático medio a la
clase de estimadores insesgados, es posible encontrar un estimador insesgado de mínima varianza
uniforme (EIMVU) para todo θ ∈ Θ. Las condiciones para encontrar el estimador de varianza
mínima se establecen en el teorema de Rao-Blackwell [29, 67], pero antes de enunciar este teorema
es necesario definir el concepto de estadística suficiente y completa.

Definición 4 (Estadística suficiente y completa).

i) Una estadística T es una función de la muestra

T : x ∈ X → T (x) = t ∈ T , (2.30)
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donde T es la imagen de T . Si x es generado por una variable aleatoria X , la función T (X)
es una variable aleatoria con función de distribución definida por la medida de probabilidad

PT ;θ (B) = PX;θ ({x ∈ X | T (x) ∈ B}) . (2.31)

ii) Una estadística T es suficiente para P si para cada t y θ, la distribución de X condicionada a
T = t es independiente de θ.

iii) Un modelo P es completo si para cualquier función h : X → R:

Eθ [h(X)] = 0 ∀θ ∈ Θ (2.32)

implica
PX;θ (h(X) = 0) = 1 ∀θ ∈ Θ (2.33)

Una estadística T es completa si el modelo estadístico {FT ;θ | θ ∈ Θ} es completo.

Teorema 1 (Rao-Blackwell [67]). Sea X una variable aleatoria cuya distribución pertenece al modelo
estadístico P = {FX;θ | θ ∈ Θ} y T una estadística suficiente y completa para P . Si θ̂T es una función tal
que

Eθ

[
θ̂T (T )

]
= θ, (2.34)

entonces θ̂T (T ) es el estimador de varianza mínima para θ.

Además, como el error cuadrático medio es una función convexa del conjunto de estimadores,
cuando el estimador de varianza mínima uniforme existe, este es único. De esta forma, el teorema
de Rao-Blackwell nos dice que la búsqueda del mejor estimador insesgado debe restringirse a
aquéllos que son funciones de la estadística suficiente T . En particular, cuando P forma a una
familia exponencial, el estimador de varianza mínima uniforme se puede obtener de forma directa.

Definición 5 (Familia exponencial). Sea h : Rn → R una función no negativa, η ∈ Rs, T1, ..., Ts
funciones medibles de Rn a R, y

A(η) = log

[∫
exp

[
s∑
i=1

ηiTi(x)

]
h(x)dx

]
. (2.35)

Si A(η) <∞, la familia de funciones

fη(x) = exp

[
s∑
i=1

ηiTi(x)−A(η)

]
h(x), x ∈ Rn, (2.36)

indexada por el conjunto {η : A(η) <∞}; es una familia de distribuciones de probabilidad, lla-
mada familia exponencial de s parámetros en su forma canónica.

Más aún, si η es una función de algún espacio paramétrico Θ ⊂ Rs al conjunto {η : A(η) <∞},
las funciones

fθ(x) = exp

[
s∑
i=1

ηi(θ)Ti(x)−A(η(θ))

]
h(x), x ∈ Rn, (2.37)

indexadas por θ ∈ Θ es llamada familia exponencial de s parámetros.
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Corolario 1. Si un modelo estadísticoP = {exp [
∑s

i=1 ηi(θ)Ti(x)−A(η(θ))]h(x), x ∈ Rn, θ ∈ Θ ⊂ Rs}
forma una familia exponencial, entonces, las conclusiones del teorema 1 se cumplen para θ = (θ1, ..., θs) y
T = (T1, ..., Ts).

Cabe resaltar que una gran mayoría de modelos utilizados en la literatura, como lo son la dis-
tribución binomiales, Poisson, exponencial, Gamma y normal por mencionar algunas, forman fa-
milias exponenciales [29, 67, 68]. Desafortunadamente, incluso cuando se tenga un modelo donde
se puede construir un EIMVU, calcular su varianza resulta una tarea bastante difícil en general.
Por tal motivo, se han derivado desigualdades para acotar inferiormente a la varianza de cual-
quier estimador, que son sencillas de calcular. La desigualdad más importante es la cota inferior
de Crámer-Rao (CICR) [67, 68].

2.5. Desigualdad de Crámer-Rao
La CICR acota a la varianza de una estimador por el inverso de la información de Fisher. La
información de Fisher es una medida de información que nos dice cuánta información acerca de θ
hay en los datos. La información de Fisher se calcula a partir de la función de verosimilitud.

Definición 6 (Verosimilitud).
Para una observación x ∈ X , la función de verosimilitud L : Θ→ R+ es definida por

L(θ;x) = fθ(x), (2.38)

donde fθ son las densidades o funciones de probabilidad de X correspondientes a las distribucio-
nes de P .

Para que la información de Fisher esté bien definida, el modelo estadístico debe satisfacer
algunas condiciones de regularidad [68]:

C1 Las distribuciones en P tienen soporte común A = {x ∈ X | fθ(x) > 0} e independiente de
θ.

C2 El espacio paramétrico Θ ⊆ Rn es un conjunto abierto.

C3 Para todo x ∈ A, las derivadas parciales de la función de verosimilitud existen.

De esta forma, si las condiciones C1 a C3 se cumplen, la información de Fisher se define como
la covarianza de la derivada logarítmica, es decir, la covarianza del gradiente del logaritmo de la
función verosimilitud, la cual también es llamada función score.

Definición 7 (Score e Información de Fisher).

i) Para todo x ∈ A, el vector

V (θ;x) = ∇θl(θ;x) =

(
∂

∂θ1
l(θ;x), ...,

∂

∂θn
l(θ;x)

)T
(2.39)

es llamado función score o derivada logarítmica, donde l(θ;x) = log (L(θ;x)).
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ii) La información de Fisher es una matriz de n× n definida por

IX(θ) = Covθ [V (θ;X)] . (2.40)

Los elementos de esta matriz son

IX(θ)ij = Eθ

[
∂

∂θi
l(θ;X),

∂

∂θj
l(θ;X)

]
. (2.41)

Ya contando con la definición de la información de Fisher, la cota inferior de Crámer-Rao se
puede enunciar como el siguiente teorema:

Teorema 2 (Cota inferior de Crámer-Rao CICR [68]). Supongamos que las condiciones de regularidad
(2.5) se satisfacen para P y que la información de Fisher es no singular. Si θ̂ es un estimador insesgado para
θ, entonces

Covθ

[
θ̂
]
≥ IX(θ)−1, (2.42)

donde IX(θ)−1 es la matriz inversa de la información de Fisher.

En la ecuación (2.42) se tiene una desigualdad de matrices. La desigualdad A ≥ B, para dos
matrices A y B es equivalente a verificar que A−B ≥ 0, es decir, A ≥ B si y sólo si A−B es una
matriz positiva semidefinida.

En particular, para el caso de parámetros escalares (Θ ⊆ R), la CICR obtienen la forma

Varθ
(
θ̂
)
≥ 1

IX(θ)
, (2.43)

con

IX (θ) = Eθ

[(
∂

∂θ
l (θ;x))

)2
]

= Varθ [V (θ;x)] . (2.44)

La información de Fisher tiene la ventaja de ser una cantidad independiente del estimador, por lo
que la CICR es una cota universal para la clase de estimadores insesgados que evade la dificul-
tad de no conocer en general las distribuciones de los estimadores y por tanto la adversidad de
calcular Var(θ̂).

A los estimadores que saturan la CICR se les llama eficientes, esto es debido a que si se cuenta
con una muestra de tamaño N , X = (X1, ..., XN ) cuyos elementos son variables aleatorias inde-
pendientes e idénticamente distribuidas, la función de distribución de X se puede escribir como

FX ((x1, ..., xN )) = P (X1 ≤ x1)P (X2 ≤ x2) · · ·P (XN ≤ xN )

y en consecuencia, la información de Fisher es igual aNIXi(θ), dondeXi es cualquier componente
del vector aleatorio X [19]. Así, la varianza de un estimador eficiente decrece como el inverso de
N conforme el tamaño de la muestra crece.

Adicionalmente, la cota de Crámer-Rao se puede extender al caso de estimadores sesgados,
donde se obtiene una cota inferior para el error cuadrático medio [57].

ECM
(
θ̂, θ
)
≥

[
1 + Sesgo(θ̂)′

]
IX(θ)

+ Sesgo(θ̂)2, (2.45)

con Sesgo(θ̂)′ = ∂
∂θSesgo(θ̂).
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2.6. Estimador de máxima verosimilitud
Es común pensar entonces que el objetivo final en la estimación puntual de parámetros es encon-
trar un estimador que sature la CICR. Sin embargo, no siempre es posible encontrar un estimador
eficiente. Por ejemplo, los EIMVU son los mejores estimadores insesgados para una sola medi-
ción, pero estos solo saturan la CICR cuando el modelo estadístico es una familia exponencial
completa [29]. De otro modo, no existe un estimador insesgado que sature la desigualdad (2.42).
No obstante, debido a que la cota de Crámer-Rao decrece como función del inverso del tamaño
de la muestra, en muchas aplicaciones se suele trabajar en el límite asintótico (cuando el tamaño
de datos tiende a infinito). En este límite y bajo ciertas condiciones de regularidad adicionales,
el EMV puede saturar la CICR, dicho de otra forma, el estimador de máxima verosimilitud es
asintóticamente eficiente y por tanto será el mejor estimador que podamos obtener [45, 67, 68].

Definición 8 (Estimador de máxima verosimilitud EMV).
Un estimador θ̂EMV para θ ∈ Θ es llamado de máxima verosimilitud, si

θ̂EMV (X) = arg max
θ∈Θ

L(θ;X) (2.46)

donde fθ son las densidades respecto a una medida común, para las distribuciones de P .

Bajo las siguientes condiciones de regularidad sobre P , el estimador θ̂EMV es consistente y
asintóticamente eficiente:

C4 El modelo debe ser identificable:
θ 6= θ0, fθ 6= fθ0 . (2.47)

Esta condición establece que la función de verosimilitud tiene un máximo global.

C5 La información de Fisher existe para cualquier θ ∈ Θ y es semidefinida positiva.

C6 Existe un conjunto abierto de Θ que contiene al parámetro real, tal que la función de verosi-
militud es al menos tres veces derivable con probabilidad 1.

C7 Existe una función Mjkl tal que ∣∣∣∣ ∂3

∂θj∂θk∂θl
l(θ;x)

∣∣∣∣ ≥Mjkl(x), (2.48)

y su valor esperado es finito.

Los modelos estadísticos que satisfacen C4-C7 son llamados regulares.

Teorema 3 (Consistencia y eficiencia del estimador de máxima verosimilitud [67]). SeaX = (X1, ..., Xn)
un observable de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con densidad (o función
de probabilidad) fθ, con θ = (θ1, ..., θm) ∈ Θ ⊂ Rm que satisfacen las condiciones C4-C7. Entonces, con
probabilidad tendiendo a 1 cuando n → ∞, la secuencia de estimadores θ̂n = θ̂EMV (X1, ..., Xn) cumple
con:
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a) θ̂(j)
n es consistente para estimar θj . Es decir,

ĺım
n→∞

P
(
θ̂(j)
n − θj

)
→ 1, (2.49)

donde θ̂(j)
n es el j-ésimo componente del estimador θ̂n.

b)
√
n
(
θ̂n − θ

)
es asintóticamente una distribución normal multivariada con vector cero de media y

matriz de covarianza [I(θ)]−1, con I(θ) la información de Fisher asociada a la densidad fθ.

c) θ̂(j)
n es asintóticamente eficiente en el sentido que

√
n
(
θ̂(j)
n − θj

)
d−→ N

(
0,
[
I(θ)−1

]
jj

)
2, (2.50)

es decir, la distribución de θ̂(j)
n tiende a una distribución normal con media θj y varianza [nI(θ)jj ]

−1.

En general, el EMV es un estimador con sesgo, sin embargo este decae con el inverso de
√
n,

por lo que en el límite asintótico el error cuadrático medio del estimador de máxima verosimilitud
es igual a su varianza. De esta manera, el teorema previo trae como consecuencia que la varianza
de la distribución límite del estimador de máxima verosimilitud sea la cota de Crámer-Rao. Por lo
que bajo las condiciones de regularidad (2.6) y en el límite asintótico, el EMV es el mejor estimador
que se puede obtener. Por estas buenas propiedades, el estimador de máxima verosimilitud es de
los más utilizados.

En particular, el estimador de máxima verosimilitud es muy útil para estimar intervalos de
confianza. Un intervalo de confianza es un conjunto de valores que puede contener a θ ∈ Θ ⊆ R
con cierta probabilidad.

Definición 9 (Intervalo de confianza IC).
Un intervalo a un nivel (1 − α) de confianza para θ es un intervalo de la forma

(
θ̂1, θ̂2

)
que

satisface
P
(
θ̂1 < θ < θ̂2

)
= 1− α (2.51)

en donde θ̂1 y θ̂2 son funciones de los datos y α ∈ [0, 1]. Al parámetro α se le llama nivel de
significancia y se interpreta como el número de intervalos sobre 100 que no contienen el valor de
θ.

Esta definición se puede extender al caso de un espacio paramétrico que es un subconjunto de
Rn, n > 1, como un conjunto de intervalos de confianza para cada componente de θ.

Especialmente, una aplicación común de este concepto es cuando se desea estimar la media
θ de una distribución normal N

(
θ, σ2

)
y con varianza σ2 conocida, a partir de una muestra

X = (X1, ..., Xn). Para este caso, el estimador de máxima verosimilitud coincide con la media
aritmética, esto es,

θ̂EMV = X̄ =
X1, ..., Xn

n
. (2.52)

2Una sucesión X1, X2, . . . Xn de variables aleatorias converge en distribución, a una variable aleatoria X ( Xn
d−→ X)

si ĺımn→∞ FXn(x) = FX(x), ∀x ∈ R, donde FXn y FX denotan las funciones de distribución de las variables aleatorias
Xn y X , respectivamente.
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Es fácil verificar que la variable aleatoria

Z =
X̄ − θ

σ√
n

. (2.53)

sigue una distribución normal estándar (distribución normal con media 1 y varianza 1) [104]. De
esta forma, calculando puntos críticos xα/2 y x−α/2 (o equivalentemente sus versiones estandari-
zadas z±α/2) tales que

P
(
X̄ ≥ xα/2

)
= P

(
Z ≥ zα/2

)
=
α

2
, (2.54)

se cumple para cualquier estimación x̄ que

P

(
x̄+ z−α/2

σ√
n
≤ θ ≤ x̄+ zα/2

σ√
n

)
. (2.55)

Además, como la distribución normal es simétrica se tiene que z−α/2 = −zα/2 se tiene que el
intervalo de confianza para θ es (

x̄− zα/2
σ√
n
, x̄+ zα/2

σ√
n

)
. (2.56)

Un aplicación del resultado (2.56) se obtiene cuando un EMV θ̂EMV es consistente y asintó-
ticamente eficiente para un parámetro θ ∈ R. Para esta situación, σ/

√
n se puede estimar por

el recíproco de la raíz cuadrada de n veces la información de Fisher y X̄ se puede cambiar por
θ̂EMV . De esta forma, dado el resultado de una muestra de tamaño n, x1, ...xn, se puede estimar
un intervalo a 1− α de confianza para θ por la siguiente fórmula(

θ̂EMV (x1, ..., xn)− zα/2 ·
1√
nI(θ)

, θ̂EMV (x1, ..., xn) + zα/2 ·
1√
nI(θ)

)
, (2.57)

con I(θ) la información de Fisher asociada a la variable aleatoria que sigue cualquier dato xi,
i ∈ {1, ..., n}.
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Capítulo 3

Estimación de parámetros en sistemas
cuánticos

Dentro de la teoría clásica, los espacios de probabilidad surgen de la necesidad de describir fenó-
menos aleatorios. No obstante, la aleatoriedad de los eventos es relativa al observador y depende
de qué tanta información y control tenga sobre las condiciones del fenómeno bajo estudio. En prin-
cipio, si se tuviese total control e información acerca de todas las condiciones iniciales del sistema
en cuestión, es teóricamente posible describir este fenómeno con un modelo determinista. De esta
manera, la aparente aleatoriedad observada en ciertos eventos no es más que una consecuencia
de falta de información. En cambio, en el caso cuántico, los sistemas llevan consigo de forma in-
herente la causa de la aleatoriedad que se observa al medir un observable sobre ellos, por lo que
los resultados de cada medición sobre un estado del sistema, son siempre descritos como una va-
riable aleatoria independientemente del control que se tenga sobre las condiciones del fenómeno
bajo estudio.

3.1. Estados cuánticos
En la teoría de la mecánica cuántica, todo sistema tiene asociado un espacio de Hilbert H, con
dimensión dim (H) ≤ ∞. Los operadores densidad que actúan sobre este espacio, son usados
para representar los estados en que puede encontrarse el sistema. Un operador densidad es un es
un operador lineal ρ : H → H de tipo traza, tal que ρ ≥ 0 y Tr (ρ) = 1. Físicamente, un estado se
puede interpretar como la clase de equivalencia de todas las posibles preparaciones del sistema
que producen las misma distribuciones de probabilidad para cualquier posible medición sobre el
sistema [57].

El conjunto de operadores densidad sobre un espacio de HilbertH es denotado por S (H). Este
conjunto es un conjunto convexo, es decir, que para cualesquiera ρ1, ρ2 ∈ S (H) y cualquiera α ∈
[0, 1], la combinación convexa αρ1 +(1−α)ρ2 ∈ S (H). La combinación convexa de dos operadores
densidad representa una preparación aleatoria del sistema entre dos estados diferentes.

Se puede probar que el conjunto S (H) es un conjunto compacto (con respecto a su topologíaw∗
1) [66], por lo que S (H) puede ser descrito como la envolvente convexa de sus puntos extremales
[57]. Los puntos extremales de S (H) son llamados estados puros, mientras que el resto son llamados

1La topología w∗ de S (H) es la topología con el menor número de conjuntos abiertos que hace a todos los funcionales
lineales definidos sobre el dual de S (H) continuos [101].
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estados mixtos. Además, cualquier ρ ∈ S (H) puede ser diagonalizado, esto es,

ρ =
k∑
i=1

pi |ψi〉 〈ψi| , (3.1)

con pi ≥ 0,
∑k

i=1 p1 = 1, y {|ψi〉}, i = 1, .., k ≤ ∞ una base ortonormal adecuada. Se puede ver
fácilmente que los estados puros son los proyectores de rango uno ρ = |ψ〉 〈ψ|, con |ψ〉 ∈ H.

Un sistema compuesto de dos subsistemasA yB con espacios de HilbertHA yHB se represen-
ta por el producto tensorialHA⊗HB de los espacios de Hilbert de los subsistemas A y B. Cuando
el espacio de Hilbert HA (HB) tiene una base ortonormal

{
|u〉A1 , ..., |u〉

A
dA

}
(
{
|u〉B1 , ..., |u〉

B
dB

}
), el

espacioHA ⊗HB tiene una base ortonormal{
|u〉A1 ⊗ |u〉

B
1 , ..., |u〉

A
1 ⊗ |u〉

B
dB
, ..., |u〉A2 ⊗ |u〉

B
2 , ..., |u〉

A
2 ⊗ |u〉

B
dB
, ..., |u〉A1 ⊗ |u〉

B
dA
, ..., |u〉AdA ⊗ |u〉

B
dB

}
.

(3.2)
De este modo, cada elemento |z〉 ∈ HA ⊗HB puede ser escrito como |z〉 =

∑
i,j z

i,j |u〉Ai ⊗ |u〉
B
j y

el producto tensorial de dos vectores |x〉A =
∑

k x
k |u〉Ak y |y〉B =

∑
j y

j |u〉Bj xk, yj ∈ C definirse
como |x〉A ⊗ |y〉B =

∑
k

∑
j x

kyj |u〉Ak ⊗ |u〉
B
j .

El producto tensorial XA ⊗XB de un operador XA en HA y un operador XB en HB se define
como un operador enHA ⊗HB tal que

XA ⊗XB(|u〉 ⊗ |v〉) = XA(|u〉)⊗XB(|v〉), ∀ |u〉 ∈ HA |v〉 ∈ HB. (3.3)

La traza de este producto tensorial satisface la relación

Tr [XA ⊗XB] = Tr [XA] Tr [XB] . (3.4)

Si los sistemas A y B son independientes y se encuentran en los estados ρA ∈ S (HA) y ρB ∈
S (HB), entonces el estado del sistema compuesto se representa por el producto tensorial ρA ⊗
ρB . Cuando un operador densidad ρ ∈ S (HA ⊗HB) puede ser descrito como una combinación
convexa de productos tensoriales

ρ =
∑
i

piρ
i
A ⊗ ρiB, pi ≥ 0,

∑
i

pi = 1, ρiA ∈ S (HA) , ρiB ∈ S (HB) (3.5)

es llamado estado separable. Por otro lado, cuando el estado ρ ∈ S (HA ⊗HB) no tiene la forma
(3.5) se le llama estado entrelazado.

Cuando se tienen n sistemas idénticos con espacio de Hilbert H, el sistema compuesto se es-
cribe como H⊗ · · · ⊗ H︸ ︷︷ ︸

n-veces

y es denotado H⊗n por brevedad. En particular, si todos los sistemas son

independientes, y cada sistema se encuentra en un estado ρ, el estado del sistema compuesto es
ρ⊗n = ρ⊗ · · · ⊗ ρ︸ ︷︷ ︸

n-veces

.

3.2. Observables cuánticos
Como ya se mencionó, al realizar una medición sobre un sistema cuántico se produce como resul-
tado la observación de un evento con cierta probabilidad. De esta forma, cada medidaM que pue-
da efectuarse sobre el sistema con posibles salidas sobre un conjunto X ⊆ R define una variable
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aleatoria, la cual, dado el estado ρ del sistema, asigna una regla para predecir las probabilidades
de los posibles eventos.

La descripción más general de una medida cuántica es dada por el concepto de POVM (del
acrónimo en inglés positive operator-valued measure)

Definición 10 (POVM [57, 66]). Sea X un espacio muestral, F una σ-álgebra de subconjuntos de
X y B (H) el conjunto de operadores acotados y positivos de un espacio de Hilbert H. Un POVM
M con salidas en el conjunto X es un mapeo M : F → B (H), el cual asocia a cada evento B ∈ F
con un operador M(B) ∈ B (H) que satisface lo siguiente

i) M(B) ≥ 0, ∀B ∈ F ,

ii) M(Ω) = I ,

ii) M(∪∞i=1Bi) =
∑∞

i=1M(Bi), donde Bi ∩Bj = ∅, i 6= j.

Equivalentemente, un POVM se puede pensar como un mapeo

M : X → B (H) , (3.6)

tal que ∑
x∈X

M(x) = I (3.7)

Cabe resaltar que los operadores auto adjuntos (definidos como los observables cuánticos en los
libros básicos de mecánica cuántica) son un caso particular de un POVM, pues para cualquier
operador auto adjunto A, si tomamos X = Spec(A), el espectro de A, se obtiene un POVM cu-
yos elementos son los operadores A(λ) = Eλ, los proyectores a los eigenespacios asociados al
eigenvalor λ ∈ Spec(A).

Así, cuando un POVM M se especifica, se puede dar un único mapeo afín entre cualquier
operador densidad ρ y cualquier evento B, vía la regla de Born [14]

P (B | ρ) = Tr [M(B)ρ] . (3.8)

En efecto, las condiciones i) − iii) de la definición (10) garantizan la normalización, positividad
y aditividad de eventos disjuntos de la probabilidad para cualquier estado ρ ∈ S (H). Además, a
consecuencia de la ecuación (3.8) los POVMs también son llamados medidas u observables cuán-
ticos.

3.3. Problema de estimación de parámetros en sistemas cuánticos
Suponiendo que el sistema está en un estado ρ0, el objetivo de la teoría de estimación en sistemas
cuánticos es estimar ρ0 a partir del resultado de mediciones del sistema [50]. En muchas ocasio-
nes, se tiene el conocimiento a priori de que ρ0 pertenece a un subconjunto particular de estados
parametrizados, pero del cual se tiene incertidumbre acerca del parámetro. Bajo esta suposición,
podemos reemplazar el problema original por la estimación de parámetros que identifican el es-
tado bajo estudio. Este problema es llamado estimación de parámetros en sistemas cuánticos. Esta
situación se modela como una familia de estados parametrizados (llamado modelo estadístico
cuántico)

Sθ = {ρθ; θ ∈ Θ ⊂ Rs} , (3.9)
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donde θ ∈ Θ es un vector de parámetros desconocido, y Θ es el conjunto de valores plausibles
de θ llamado espacio paramétrico. Entonces, el objetivo de la teoría de estimación de parámetros
en sistemas cuánticos es producir la mejor estimación para θ bajo la premisa de que el estado del
sistema se encuentra en alguno de los estados de Sθ.

La construcción de una familia de estados (3.9) es consecuencia de la evolución dinámica sobre
los estados, pues para cualquier estado inicial ρ, que evolucione a partir de un proceso dinámico
dependiente de un parámetro θ se obtiene un operador densidad ρθ ∈ Sθ como resultado. Así,
suponiendo que el sistema se encuentra en ρθ, al obtener datos a partir de mediciones sobre el
sistema, se puede obtener una estimación de θ realizando un análisis clásico de estos.

En este sentido, la implementación práctica de la teoría de estimación de parámetros en siste-
mas cuánticos se contempla en dos pasos: asumiendo que el sistema puede prepararse en n ∈ N
estados idénticos ρθ, el primero consiste en la apropiada elección de un POVM Mn que se rea-
lizarán sobre el sistema H⊗n = H⊗ · · · ⊗ H︸ ︷︷ ︸

n-veces

, y el segundo, en procesar los resultados de estas

mediciones (datos) a través de un estimador θ̂n. A la dupla
(
Mn, θ̂n

)
se le conoce como estrategia

de estimación.
En concreto, cuando se fija un POVM M , el problema se reduce al caso clásico de estimar una

distribución en la familia {FM ;θ, θ ∈ Θ}. De este modo, se obtiene un modelo estadístico clásico
para cada POVM diferente. Por tal motivo, para buscar la estrategia de estimación óptima (aquella
que minimice la función de riesgo) es imprescindible realizar un proceso de optimización sobre la
elección del POVM, Aunque tal proceso depende altamente de la dimensión del espacio paramé-
trico.

3.4. Estimación escalar
Primero consideremos el problema de estimar un estado que pertenece a la familia

Sθ = {ρθ; θ ∈ Θ ⊂ R} , (3.10)

y supongamos que el desempeño de una estrategia de medición se cuantifica con el error cua-
drático medio (2.29). Entonces dado un POVM Mn con salidas en un conjunto X y aplicando el
estimador de máxima verosimilitud θ̂n,EMV , sabemos, de la desigualdad de Crámer-Rao (2.43),
que bajo las condiciones de regularidad 2.6 el error cuadrático medio de este estimador es aproxi-
madamente (IMn(θ))−1 en el límite asintótico, donde IMn(θ) es la información de Fisher acerca de
θ para la distribución de probabilidad obtenida a partir de la regla de Born

P (B | θ) = Tr [Mn(B)ρθ] , B un conjunto de Borel sobre X . (3.11)

Sin embargo, como fue mencionado, la diferencia principal al caso de estimación clásica es que
cada POVM produce una distribución diferente y por tanto diferentes cotas de Crámer-Rao, por
lo que la maximización de la información de Fisher sobre el conjunto de POVMs nos daría la
menor cota de Crámer-Rao.

Esta información de Fisher es conocida como información de Fisher cuántica (IFC) y es de-
notada por IQ(θ), además a la mínima cota inferior de Cramér-Rao se le llama la cota inferior de
Crámer-Rao Cuántica (CICRC) [16, 44, 53, 55, 57]. De esta manera, si se utiliza un POVM con infor-
mación de Fisher cuántica acerca de θ y que produzca un modelo estadístico regular, el estimador
de máxima verosimilitud alcanza la CICRC en el límite asintótico. Por este motivo, una gran parte
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del trabajo en la estimación de parámetros en sistemas cuánticos trata el problema de encontrar
POVMs con información cuántica de Fisher. A estos POVMs se les llama óptimos.

Formalmente, la información cuántica de Fisher IQ(θ) puede ser definida por la derivada si-
métrica logarítmica [16, 54, 57], por lo que la cota inferior de Crámer-Rao puede ser descrita por
el siguiente teorema.

Teorema 4 (Cota inferior de Cramér-Rao cuántica (CICRC) [16, 53, 85]). Dada una estrategia de
estimación

(
Mn, θ̂n

)
, n ∈ N para θ ∈ Θ, insesgada, es decir

Eθ

[(
Mn, θ̂n

)]
= θ, ∀θ ∈ Θ, (3.12)

entonces la siguiente desigualdad se cumple

Varθ
[(
Mn, θ̂

)]
≥ 1

IQ(θ)
, (3.13)

donde
IQ(θ) = Tr

[
ρθL(θ)2

]
, (3.14)

con L(θ) el operador Hermitiano de derivada simétrica logarítmica definido implícitamente por

∂ρθ
∂θ

=
1

2
(ρθL(θ) + L(θ)ρθ) (3.15)

nombrado score cuántico.

Además, el siguiente corolario, probado en [85], confirma la intuición física acerca del signifi-
cado de IQ

Corolario 2. Sea M(H) el espacio de POVMs sobre el espacio de Hilbert H de un sistema cuántico.
Denotando como IM (θ) a la información de Fisher para un POVM M ∈M(H), se cumple que

IQ(θ) = máx
M∈M(H)

IM (θ). (3.16)

Un caso muy particular, pero de gran relevancia es cuando ρθ = |ψθ〉 〈ψθ| es un estado puro.
En este caso, el score cuántico se puede calcular fácilmente [96]. Ya que, ρθ = ρ2

θ, implica,

∂ρθ
∂θ

=
∂

∂θ

(
ρ2
θ

)
=
∂ρθ
∂θ

ρθ + ρθ
∂ρθ
∂θ

. (3.17)

De esta manera, (3.15) se puede reescribir como

L(θ) = 2
∂ρθ
∂θ

, (3.18)

y por tanto la información cuántica de Fisher para estados puros puede ser escrita como

IQ(θ) = Tr
[
|ψθ〉 〈ψθ|L(θ)2

]
= 4 Tr

[(
∂

∂θ
(|ψθ〉 〈ψθ|)

)2

|ψθ〉 〈ψθ|

]
. (3.19)
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Y si además la evolución paramétrica de cualquier ρθ ∈ Sθ se obtiene a partir de una evolución
unitaria sobre un estado ρ,

ρθ = e−iθ Aρeiθ A ∈ Sθ, (3.20)

dondeA es una operador auto adjunto sobreH llamado generador. Así, de acuerdo con la ecuación
(3.19), la información cuántica de Fisher se puede escribir como

IQ(θ) = 4
[
Tr
[
A2ρθ

]
− Tr [Aρθ]

2
]

= 4Varρ [A] .
(3.21)

En [16] se mostró que el POVM M = {Mθ(j) | j ∈ Spec(L(θ))} construido por los proyectores
Mθ(j) a los eigenespacios del operador L(θ) es óptimo. A pesar de esto, en general, este POVM
depende del parámetro desconocido que se desea estimar (son localmente óptimos). Por lo tanto,
estrategias de estimación basadas en esta clase de POVMs no son prácticas pues es necesario
conocer de antemano el valor del parámetro que se desea estimar [38].

Para tratar este problema, dos enfoques han sido adoptados. El primero consiste en esquemas
de estimación adaptativos basados en POVMs localmente óptimos. En este tipo de esquemas, en
principio, uno puede construir en el límite asintótico el POVM localmente óptimo sin conocer a
priori el valor del parámetro [9, 38, 60, 85]. No obstante, un conjunto de condiciones de regularidad
para cada modelo estadístico involucrado en el esquema deben ser satisfechas [38].

En particular, para el esquema de estimación adaptativa de estados cuánticos (AQSE del acró-
nimo en inglés, adaptive quantum state estimation) [38, 85], es necesario que cada modelo es-
tadístico involucrado en la estrategia sea regular para garantizar que el estimador de máxima
verosimilitud sea consistente y eficiente, y por tanto, alcanzar la cota de Crámer-Rao cuántica. Sin
embargo, para problemas de estimación con parámetros periódicos, las funciones de verosimili-
tud producidas por POVMs localmente óptimos son no identificables [10, 22]. Es decir, para este
caso los modelos estadísticos son no regulares y por consiguiente, no hay razón matemática para
asegurar que este métodos adaptativo (y otros similares) puedan funcionar para este caso, lo que
limita su uso para una gran cantidad de posibles aplicaciones.

El segundo enfoque consiste en encontrar condiciones específicas donde el POVM sea indepen-
diente de θ [22, 111], por lo que en principio, si uno aplica una sucesión grande de estos POVMs
de forma independiente y usando el estimador de máxima verosimilitud es posible alcanzar la
cota de Crámer-Rao cuántica. A pesar de esto, para lograr este objetivo, se debe garantizar que el
POVM óptimo producirá un modelo estadístico regular. De lo contrario el EMV no será consisten-
te, lo que implica que la cota de Cramér-Rao no pueda ser alcanzada por el POVM M .

3.4.1. Estimación multiparamétrica
El proceso de estimación, cuando se tiene el caso de estimar un parámetro de un estado descono-
cido que pertenece a una familia

Sθ = {ρθ; θ ∈ Θ ⊂ Rn, n > 1 ∈ N} , (3.22)

es análogo al caso escalar. Primero se escoge un POVM Mn apropiado, el cual se efectúa sobre el
espacio de Hilbert H⊗n, y después se procesan los datos obtenidos con un estimador θ̂n. Supo-
niendo que el estimador es insesgado, la matriz de covarianzas estará acotada por la desigualdad
de Crámer-Rao (2.42), es decir, por IMn(θ)−1, donde IMn(θ) es una matriz no singular definida por
(2.40) y IMn(θ)−1 su matriz inversa.
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Como ya se mencionó, la información de Fisher IMn(θ) es una función del POVM escogido.
Por tal motivo, con el fin de obtener la cota de Crámer-Rao más pequeña, se debe realizar nue-
vamente una optimización sobre el espacio de POVMs. Sin embargo, en este caso no existe una
única desigualdad de Crámer-Rao cuántica como en el caso escalar. Este resultado fue probado
por [53, 57] y expresado en el siguiente teorema

Teorema 5. Considerando una estrategia de estimación insesgada
(
Mn, θ̂n

)
, n ∈ N para θ ∈ Θ. Las

siguientes desigualdades matriciales se cumplen

Covθ
[(
Mn, θ̂

)]
≥ Ix(θ)−1, x = r, s, (3.23)

donde

Ir(θ) = Tr
[
ρθL̃(θ)L̃(θ)†

]
, (3.24)

con L̃(θ) es el operador Hermitiano de derivada derecha logarítmica definido por

L̃(θ) = ρ−1
θ

∂ρθ
∂θ

(3.25)

y

Is(θ) = Tr
[
ρθL(θ)2

]
, (3.26)

con L(θ) el operador de derivada simétrica logarítmica.

En efecto, se han encontrado varios casos donde la desigualdad basada en la derivada derecha
logarítmica ofrece una cota de Crámer-Rao más pequeña que usando la derivada simétrica loga-
rítmica [54, 57], por lo que no hay una relación de orden entre estas dos desigualdades. Aunado
a este problema, en general no existe una estrategia de estimación que sature (3.23) [51]. Por este
motivo, en muchas ocasiones se suele adoptar el enfoque de minimizar el error cuadrático medio
directamente para cada i-ésimo componente del parámetro. Para esto, se busca minimizar la canti-
dad escalar Tr

(
W · Covθ

[
M, θ̂

])
sobre el espacio de POVMs, con W una matriz positiva definida

adecuada de pesos. Está cantidad representa la suma de los errores cuadráticos medio de todas
las componentes del parámetro para una estrategia insesgada.

Incluso adoptando este enfoque se tiene el problema de que, en general, el POVM que minimi-
za este criterio de optimalidad depende del parámetro que se desea estimar, volviéndola inviable
[38], por lo que al igual que en el caso escalar, se tiene la necesidad de utilizar estrategias adap-
tativas. Aunque si el sistema tiene presente simetrías es posible encontrar una solución teórica al
problema de minimizar el error cuadrático medio (y varios otros criterios de optimización).

Las simetrías del sistema describen el formalismo covariante de estimación utilizando la teoría
de grupos. Con esta estructura matemática se puede tomar ventaja de las simetrías del sistema
para resolver el problema de minimizar funciones de costo invariantes bajo la operación del grupo
(como el ECM) sobre el espacio de POVMs. En la siguiente sección se dará una introducción a este
formalismo.
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3.5. Estimación covariante
Consideremos el caso donde un grupo G finito o continuo (supondremos para un grupo de Lie
localmente compacto para el caso continuo) actúa sobre el espacio paramétrico Θ, esto es, existe
un mapeo ϕ : G×Θ→ Θ tal que

∀θ ∈ Θ, ϕ(e, x) = e · θ = θ, donde e es el neutro de G
∀θ ∈ Θ, g, h ∈ G, ϕ (g · h, x) = g · (h · θ) .

(3.27)

Las condiciones de arriba implican que para cada elemento g ∈ G, la función ϕg = ϕ(g, ·) : Θ→ Θ
es una función biyectiva y por tanto existe un morfismo de grupos entreG y el grupo simétrico SΘ

formado por todas las funciones biyectivas de Θ en sí mismo, bajo la composición de funciones.
El problema de estimación covariante se caracteriza por el hecho de que el espacio paramétrico

es invariante bajo la acción del grupo, es decir, para cualquier g ∈ G se tiene que gΘ = Θ, donde

gΘ := {gθ | θ ∈ Θ} . (3.28)

En general, dada una acción de un grupo G sobre un conjunto C, se dice que dos elementos
c, d ∈ C son equivalentes si existe g ∈ G tal que gc = d. De esta forma, una órbita Oc de G para
cada c ∈ C se define como el conjunto de todos los elementos de C equivalentes a c, es decir,

Oc = {gc | g ∈ G} . (3.29)

En particular, para el problema de estimación covariante, la órbita para cualquier elemento θ ∈ Θ
resultante de la acción de G es el conjunto

Oθ = {y ∈ Θ | ∃g ∈ G : g · θ = y} ⊂ Θ. (3.30)

Se puede notar que las órbitas para dos elementos distintos θ1 y θ2 en Θ, o bien, son iguales o
son disjuntas, por consiguiente las órbitas bajo la acción de G forman una partición del espacio
paramétrico. Por este motivo, el espacio paramétrico puede considerarse como la unión de un
cierto número de órbitas disjuntas,

Θ =
⋃
x∈X

Ox, (3.31)

donde X = Θ�G. Además, dado un punto arbitrario x0 ∈ Ox, existe una biyección entre su órbita
y su grupo estabilizador

Gx0 = {g ∈ G | g · θ0 = x0} , (3.32)

lo que introduce la identificación Ox0 = G�Gx0 y entonces Θ =
⋃
x∈X

G�Gx0 [34].
De acuerdo al teorema de Wigner [117], la acción del grupo G sobre Θ se puede trasladar al

espacio S (H) de estados cuánticos por el automorfismo

ρ 7→ UgρU
†
g = Ag(ρ), (3.33)

donde {Ug ∈ B (H) | g ∈ G} es una representación proyectiva de G en H. El automorfismo Ag
representa una simetría del conjunto S (H) con respecto al grupo G. Por ende el problema de
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estimación covariante se puede caracterizar por familias S = {ρθ | θ ∈ Θ} que son invariantes
bajo esta simetría, es decir, para cualquier elemento g ∈ G se tiene que

gS := {Ag(ρθ) | θ ∈ Θ} = S. (3.34)

Consecuentemente, el modelo estadístico cuántico se puede escribir como la unión de un cierto
número de conjuntos de estados disjuntos

S = ∪x∈X {Ag(ρθ) | θ ∈ Θ} , (3.35)

con X = Θ�G.
Dentro de este contexto, un POVMs M sobre H que toma valores en Θ es llamado covariante

con respecto a la representación unitaria U , si para cada evento B y g ∈ G, se satisface la siguiente
ecuación

M(Bg−1) = U †gM(B)Ug, (3.36)

donde Bg = {θ | θ = gθ′, θ′ ∈ B}. Esta definición es equivalente a que la distribución de probabi-
lidad producida por M sea invariante bajo G,

P (B | ρ) = P (gB | Ag(ρ)) ∀ρ ∈ S (H) . (3.37)

Al conjunto de POVMs con salidas en Θ lo denotaremos como M (Θ) y al conjunto de POVMs
covariantes con respecto a la representación unitaria en cuestión,M (Θ, U).

Aunque hay trabajos donde se consideran acciones de grupo en general [27], el caso de estudio
más común para la estructura de M (Θ) es el de acciones transitivas [54, 57]. En este caso, el
espacio paramétrico es compuesto por una única órbita

Θ = G�G0
. (3.38)

En particular para esta situación, los POVMs covariantes pueden expresarse de forma relativa-
mente simple.

Una medida µ(dg) sobre la σ-álgebra de Borel de subconjuntos de G B (G), es invariante por
la izquierda (derecha) si

µ (gA) = µ(A) (µ (Ag) = µ(A)), ∀g ∈ G, (3.39)

donde gA = {y ∈ G | y = g · a, a ∈ A} y Ag = {y ∈ G | y = a · g, a ∈ A}. Un grupo es unimodular
si existe una media µ invariante, es decir, que sea invariante por la izquierda y por la derecha.
Adicionalmente, si el grupo unimodular es compacto, entonces µ(g) ≤ ∞ y esta se puede norma-
lizar a uno, µ(G) = 1. Para describir la estructura de los POVMs covariantes nos restringiremos a
grupos unimodulares compactos.

Si también G0 es unimodular, entonces existe una medida ν invariante sobre la σ-álgebra de
Borel de subconjuntos de Θ B (Θ)

ν(Bg) = ν(B), ∀B ∈ B (Θ) y g ∈ G (3.40)

y si en adición G0 es compacto se puede construir una relación entre µ y ν de la forma

ν (B) = µ
(
θ[−1] (B)

)
, (3.41)
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donde θ[−1](B) = {g | gθ0 = θ ∈ B}, para cualquier B ∈ B (Θ). Entonces, para cualquier función
f integrable en Θ se cumple la relación∫

G
f(gθ0)µ(dg) =

∫
Θ
f(θ)ν(dθ). (3.42)

Estos conceptos son de necesarios para expresar la estructura de los POVMs covariantes, la cual
es enunciada en el siguiente teorema.

Teorema 6 ([57]). Sea G un grupo localmente compacto unimodular, y {Ug | g ∈ G} una representación
proyectiva de G sobreH. Si K ⊆ G es un subgrupo compacto, entonces un POVM M = {M(dθ)}θ∈Θ con
salidas en Θ = G�K es covariante si y sólo si tiene la forma

M(dθ) = Ug(θ)P0U
†
g(θ)ν(dθ), (3.43)

donde g(θ) ∈ G es cualquier elemento representativo de la clase de equivalencia θ ∈ Θ, ν(dθ) es una medida
de grupo invariante sobre θ, y P0 un operador Hermitiano positivo sobreH, que conmuta con cada elemento
de {Ug ∈ B (H) | g ∈ K} y satisface ∫

G
UgP0U

†
gµ(dg) = I. (3.44)

La clase de POVMs covariantesM (Θ, U) tiene ventajas cuando sus salidas son tomadas como
las estimaciones del parámetro y la función de costo bajo consideración es invariante bajo la acción
de G, c(θ̂, θ) = c(gθ̂, θ), ∀g ∈ G. Para este caso se obtiene que

Egθ,M

[
c(θ̂, gθ)

]
=

∫
Θ
c(θ̂, gθ) Tr

[
M(dθ̂)ρgθ

]
=

∫
Θ
c(gθ̂′, gθ) Tr

[
M(dθ̂′)ρθ

]
= Eθ,M

[
c(θ̂, θ)

]
, ∀M ∈M (Θ, U) y θ̂′ := g−1θ̂.

(3.45)

Por lo que es posible encontrar una medida óptima dentro deM (Θ, U) trabajando en el enfoque
Bayesiano, es decir, si tomamos la esperanza de c(θ, θ̂) con respecto a una medida de probabilidad
a priori π sobre θ. En particular, cuando π es una distribución uniforme, π es equivalente a la me-
dida de Haar νΘ sobre Θ (medida invariante normalizada sobre Θ). El siguiente teorema sintetiza
este resultado

Teorema 7 ([55]). Si Θ es compacto,

mı́n
M∈M(Θ)

∫
Θ

Eθ,M

[
c(θ̂, θ)

]
νΘ(dθ)

= mı́n
M∈M(Θ,U)

∫
Θ

Eθ,M

[
c(θ̂, θ)

]
νΘ(dθ).

(3.46)

donde νΘ es la medida de Haar sobre θ.
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Bajo las condiciones del teorema previamente expuesto, es posible restringir la búsqueda de
mediciones óptimas a la claseM (Θ, U) de POVMs. En especial, para el caso de grupos de estabili-
dad trivialesK = {e} (con e la identidad del grupoG), existe una biyección entre los elementos de
Θ yG; es decir, Θ ∼= G, lo que tiene como consecuencia que el valor esperado Eθ,M

[
c(θ̂, θ)

]
sea una

constante para todo θ ∈ Θ. De este hecho, se puede restringir la optimización de la esperanza de
funciones de costo invariantes sobre el conjunto de POVMs covariantes. Un ejemplo típico de esta
situación es el problema de estimación de fase. En este caso, el grupo G es isomorfo a Θ = [0, 2π),
logrando obtener la optimización del ECM dentro del conjunto de POVMs covariantes.

3.6. Simetría temporal
El principio de relatividad Galileana en sistemas cuánticos nos dice que la estadística de cualquier
experimento es la misma en cualquier sistema de referencia [57]. Es decir, si consideramos que nuestro
sistema está en un estado base ρ y entonces se le realiza una mediciónM , la función de distribución
resultante debe ser invariante ante transformaciones del grupo Galileano,

P (M(B) | ρ) = P (M(gB) | ρg), (3.47)

donde gB es el evento B tras la aplicación de g y ρg es el nuevo estado que resulta tras la trans-
formación de g, donde g es un elemento del grupo Galileano. En otros términos, todo POVM
M debe satisfacer la propiedad de covarianza respecto al grupo de transformaciones Galileano,
el cual incluye traslaciones sobre todas las coordenadas del sistema de referencia (incluyendo la
coordenada temporal).

En particular, cuando g es una traslación temporal, la distribución de salidas de una medición
M debe ser invariante. Es decir,

P (M(B) | ρ) = P (M(B + t) | ρt), (3.48)

con B + t = {λ+ t | λ ∈ B} es el desplazamiento temporal de B, t unidades de tiempo.
La ecuación (3.48) refleja la covarianza de M , la cual es consecuencia de la existencia de una

simetría temporal en el sistema. De acuerdo al teorema de Wigner [117], esta simetría temporal
se puede representar como un grupo de operadores unitarios {Vt}t∈R, donde cada elemento del
grupo, de acuerdo con el teorema de Stone [48], tiene la forma

Vt = e−itH , (3.49)

donde H es un operador autoadjunto en el espacio de Hilbert H del sistema llamado Hamilto-
niano.

En general, un Hamiltoniano de un sistema cuántico se puede escribir como

H =
P 2

2m
+ V (Q), (3.50)

donde P es el operador de momento y V el operador potencial, función del operador de posición
Q. Entonces, de acuerdo con (3.49), la familia de estados

ρt = e−itHρeitH , t ∈ R, (3.51)
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corresponde a la evolución temporal, determinada por el Hamiltoniano del sistema, de un estado
base ρ para diferentes valores del parámetro de evolución t. Además por la propiedad de cova-
rianza, cada elemento de un POVM M debe evolucionar temporalmente como

M(B + t) = e−itHM(B)eitH , t ∈ R, y B un conjunto de Borel. (3.52)

Esta simetría es de especial importancia ya que todos los sistemas cuánticos cerrados la cumplen,
lo que trae como consecuencia que en múltiples escenarios como la estimación de fase y estimación
de frecuencia, la dependencia paramétrica sea causada por esta simetría.
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Capítulo 4

Estimación de fase en qubits

Un qubit es un sistema descrito por un espacio de Hilbert H 2-dimensional. Para este sistema,
cada Hamiltoniano se puede representar como una matriz hermitiana de 2 × 2. Una base para el
espacio de matrices hermitianas de 2× 2 es la matriz identidad I , junto con las matrices de Pauli

σ1 =

(
0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
. (4.1)

Bajo la representación de esta base, cualquier Hamiltoniano del sistema puede expresarse como

H = c0I + ~c · ~σ (4.2)

con c0 ∈ R, ~c = c1x̂ + c2ŷ + c3ẑ ∈ R3 y ~σ = σ1x̂ + σ2ŷ + σ3ẑ, con σi, para i = 1, 2, 3, las matrices
de Pauli (4.1). Por consiguiente, los elementos de la representación unitaria correspondiente a la
simetría temporal (3.49) se pueden escribir de la siguiente forma: [82, 88]

Vt = eiγe−i|~c|t~n·
~σ
2 , (4.3)

donde ~n = cx/|~c|x̂+ cy/|~c|ŷ + cz/|~c|ẑ ∈ R3, y γ = c0t una fase global que puede ser omitida.
Debido a que Vt produce una evolución periódica, es decir, Vt+ 2π

|~c|
= Vt, la evolución temporal

es equivalente a la producida por los operadores unitarios

Uθ = e−iθ~n·
~σ
2 , (4.4)

donde θ = −|~c|t mód 2π es un parámetro de fase del operador exponencial. De esta forma, la
acción del grupo Θ = [0, 2π) con la suma módulo 2π, sobre un estado base ρ ∈ S (H) del qubit
produce estados de la forma

ρθ = UθρU
†
θ , (4.5)

y una familia parametrizada de operadores densidad S = {ρθ; θ ∈ Θ = [0, 2π)} sobre el espacio
de Hilbert H del sistema. El problema de estimación de fase sobre qubits surge cuando se tiene
desconocimiento sobre el parámetro θ de un estado ρθ ∈ S y se desea estimar a partir de los
resultados de mediciones sobre el sistema. El objetivo final de este problema es encontrar la mejor
estrategia para estimar la fase θ ∈ Θ.
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Para tratar este problema es conveniente utilizar la representación de la esfera de Bloch. En
esta representación, el estado base se escribe como

ρ =
1

2
(I + ~a · ~σ) , ‖~a‖ ≤ 1 , (4.6)

y la acción de la transformación Uθ se puede representar como una rotación del vector ~a un ángulo
θ sobre la esfera de Bloch alrededor de otro vector ~n, llamado eje. Así, un el estado ρθ es totalmente
determinado por

~a(θ) = cos(θ)~a+ (sin(θ)(~n× ~a)) +

(
2(~n · ~a) sin2

(
θ

2

))
~n . (4.7)

Usando esto, se puede probar que el score cuántico (3.15) tiene la siguiente forma [22]:

L(θ) = (~n× ~a(θ)) · ~σ , (4.8)

lo que implica, de acuerdo a la ecuación (3.14), que la información cuántica de Fisher sea

IQ = ‖a‖2 − (~a · ~n)2 . (4.9)

De esta manera, si el estado inicial de un qubit es un estado puro (‖~a‖ = 1) y el vector ~a es
ortogonal al eje de rotación ~n, uno obtiene el valor máximo para la información de Fisher cuántica,
Imax
Q = 1. Por tal motivo, a estas condiciones se les llama condiciones iniciales óptimas.

Figura 4.1: Representación de la esfera de Bloch de las condiciones iniciales óptimas. El eje de
rotación ~n es representado por la flecha verde y el vector ~a por la flecha anaranjada. Los vectores
que apuntan a los polos de la esfera corresponden a los vectores |0〉 = (0, 0, 1) y |1〉 = (0, 0,−1).

A continuación discutiremos diferentes estrategias de estimación para θ, resaltando los proble-
mas que se tiene al utilizar algunas de las más comunes que se encuentran en la literatura, así como
una propuesta propia que da solución en gran medida a los problemas previamente expuestos.
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4.1. POVMs localmente óptimos
Los POVMs localmente óptimos para este problema de estimación se construyen directamente de
la ecuación (4.8), pues los operadores de proyección a los eigenspacios del operador (4.8) están
dados por la expresión:

Mg(0) =
1

2

(
I +

(~n× ~a(g))

‖~n× ~a(g)‖
· ~σ
)
, Mg(1) =

1

2

(
I − (~n× ~a(g))

‖~n× ~a(g)‖
· ~σ
)
, g ∈ Θ . (4.10)

Entonces, la familia de POVMs Mg = {Mg(0),Mg(1)}, con salidas X = {0, 1}, produce la informa-
ción de Fisher:

IM (θ; g) =
IQ cos2(θ − g)

1− IQ sin2(θ − g)
. (4.11)

Por lo que IM (θ, g) = IQ(θ) cuando g = θ para cualquier θ ∈ Θ. Esto es, el POVM M =
{Mθ(0),Mθ(1)} es localmente óptimo.

Ahora, un caso muy especial es cuando ~a ⊥ ~n, pues para esta situación se tiene que

IM (θ; g) =
cos2(θ − g)

1− sin2(θ − g)
= 1 = Imax

Q . (4.12)

Es decir, cuando el estado inicial es preparado en las condiciones iniciales óptimas, el POVM M
es óptimo, independiente del valor de θ ∈ Θ. Y así, cualquier POVM Mg es óptimo.

No obstante, contrario a lo que la intuición puede dictar, el POVMM no produce una estrategia
óptima de estimación en el sentido que el estimador de máxima verosimilitud para una muestra
de medidas independientes del POVM M no puede saturar el límite de Cramér-Rao cuántico,
incluso en el límite asintótico. Esto es debido a que M produce funciones de verosimilitud no-
identificables (con dos máximos globales), lo que trae como consecuencia que el estimador de
máxima verosimilitud no sea consistente.

Cuando una secuencia de N sistemas cuánticos idénticos descritos por un espacio de Hilbert
H son preparados en el mismo estado ρθ, se describe el sistema compuesto por el N produc-
to tensorial H⊗ · · · ⊗ H︸ ︷︷ ︸

N -veces

y sus estados son descritos por el N producto tensorial de los estados

ρθ ⊗ · · · ⊗ ρθ︸ ︷︷ ︸
N− veces

. Entonces, la función de verosimilitud producida por una muestra ~x = (x1, ..., xN ) ∈

XN obtenida por la una secuencia de N POVMs Mg independientes es

L(θ | ~x; g) = Tr [(Mg(x1)⊗ · · · ⊗Mg(xN )) ρθ ⊗ · · · ⊗ ρθ] =

N∏
i=1

Tr [Mg(xi)ρθ] =

N∏
i=1

p(xi | θ; g)

= p(0 | θ; g)mp(1 | θ; g)N−m ,

(4.13)

donde m es el número de 0’s en ~x, y

p (x | θ; g) =

{
Tr [Mθ(1)ρθ] = 1

2

[
1 + sin (θ − g)

√
IQ
]
, x = 1 ,

Tr [Mθ(0)ρθ] = 1
2

[
1− sin (θ − g)

√
IQ
]
, x = 0 .

(4.14)
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En consecuencia, la estimación de máxima verosimilitud para θ, denotada como θ̂EMV(~x), es:

θ̂EMV(~x) = arg max
θ∈Θ

L(θ | ~x; g) = arcsin

(
1√
IQ

[
1− 2m

N

])
+ g , (4.15)

la cual regresa dos valores dentro de Θ = [0, 2π). Esto prueba que la información de Fisher no es
suficiente para caracterizar el error de una estrategia de estimación.

Ahora consideremos el caso cuando se tiene un POVM con ∞ > k ≥ 3 número de salidas.
Aquí, cualquier elemento de un POVM M = {M(i)} con salidas en un conjunto X = {1, 2, ..., k}
puede ser escrito como M(i) = f

(i)
0 I + ~f (i) · ~σ, con

∑k
i=1 f

(i)
0 = 1 y

∑k
i=1

~f (i) = ~0. Cuando un qubit
está en un estado ρθ, la probabilidad de medir la salida i condicionada a θ es

p(i | θ) = Tr [ρθM(i)] = f
(i)
0 + ~a(θ) · ~f (i). (4.16)

Una condición necesaria y suficiente para la identificabilidad de las funciones de verosimilitud,
para cualesquiera θ1, θ2 ∈ Θ, es que la ecuación p(i | θ1) = p(i | θ2), i = 1, ..., k admita una única
solución en el espacio paramétrico Θ [77].

Las condiciones para tener identificabilidad expuestas en el párrafo anterior se pueden satis-
facer facilmente utilizando POVMs con múltiples salidas. Sin embargo, estos POVMs no nece-
sariamente tienen que ser óptimos. En particular, fuera de las condiciones iniciales óptimas, no
existe un POVM M independiente del parámetro que sature la CICRC [4]. Este hecho se encuen-
tra en [22] donde se muestra una familia de POVMs con más de dos elementos, la cual produce
funciones de verosimilitud identificables, pero sólo en las condiciones iniciales óptimas es local-
mente óptima. No obstante, de acuerdo al teorema 7 si es posible construir un POVM que para
una medida minimiza el error cuadrático medio en cualquier condición inicial y sin el problema
de identificabilidad utilizando el enfoque covariante.

4.1.1. Estimación de fase covariante en qubits

La estimación de fase es un problema de estimación covariante con grupo estabilizador trivial,
pues el conjunto G = [0, 2π) junto con la suma módulo 2π actúa sobre el mismo implicando que
el conjunto Θ sea isomorfo a G. Así, U = {Uθ}θ∈[0,2π) es una G representación unitaria de G sobre
H. Por lo que al usar (3.43), el POVM M para estimar θ tiene la forma

M(d θ̂) = e−iθ̂~n·
~σ
2 Poe

iθ̂~n·~σ
2
dθ̂

2π
, (4.17)

donde Po es un operador positivo que satisface la ecuación (3.44).

El generador de la representación unitaria es el operador J := ~n · ~σ2 , el cual tiene la siguiente
descomposición espectral

J =
1

2
|12〉 〈

1
2 | −

1

2
|−1

2〉 〈−
1
2 | , (4.18)
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donde usamos el hecho que |±1
2〉 〈±

1
2 | =

1
2 (I ± ~n · ~σ). Además, en la base

{
|12〉 , |−

1
2〉
}

, uno puede
expresar M(d θ̂) como

M(d θ̂) =
dθ̂

2π

∑
m,n∈{− 1

2
, 1
2}
eiθ̂(n−m)pnm |m〉 〈n| , (4.19)

donde pmn = 〈m|Po|n〉. Por consiguiente cualquier POVM covariante es caracterizado por los
números 0 ≤ pnm ≤ 1 y como consecuencia de la ecuación (3.11)

P (θ̂ ∈ B|θ) =

∫
B

dθ̂

2π

∑
m,n∈{− 1

2
, 1
2}
ei(n−m)(θ̂−θ)pmn 〈n| ρ |m〉 . (4.20)

Notemos que la medida (4.20) es una distribución de probabilidad 2π-periódica, por lo que
se deben considerar los momentos de la variable aleatoria eiθ en lugar de los momentos de θ. El
primer momento para una distribución circular p(θ) se define como

E
[
eiθ
]

=

∫ 2π

0
eiθp(φ)d θ , (4.21)

y de esta expresión podemos obtener un estimador para θ como θ̂ = Arg
(
E
[
eiθ
])

, el cual es equi-
valente al estimador de máxima verosimilitud restringido a un intervalo entre [0, 2π].

En este caso, el estimador θ̂ será una variable aleatoria periódica con periodo 2π por lo que
el error cuadrático medio no será la forma correcta de cuantificar las dispersiones de las estima-
ciones, ya que cada estimación θ̂ (x) = θ̂ (x) + 2πn con n ∈ N deben considerarse “idénticas”.
Sin embargo, a mayor n el error cuadrático medio también será más grande. En cambio, si uno
toma en cuenta la periodicidad del problema se puede utilizar a la varianza de Holevo [57] para
cuantificar de manera correcta la dispersión de las estimaciones

V H
M (θ̂) = µ−2 − 1 , (4.22)

dondeM ∈M (Θ, U) y µ =
∣∣∣E [eiθ̂]∣∣∣. Cuando θ̂ es un estimador sesgado, entonces µ = E

[
cos(θ̂ − θ)

]
[10]. Un estimador periódico θ̂ es insesgado si eiθ̂ ∝ E

[
eiθ̂
]
. Para distribuciones simétricas y al-

tamente concentradas alrededor de θ, V H
M (θ̂) ∼ ECMM (θ̂). Como consecuencia, la varianza de

Holevo de un estimador periódico insesgado esta acotada inferiormente por

V H
M (θ̂) ≥ 1

IQ(θ)
.

Como la información de Fisher cuántica alcanza sus máximos valores para familias de estados
puros, restringiremos nuestra atención a estados iniciales puros. Además en este caso, uno puede
encontrar el POVM covariante que minimiza la varianza de Holevo usando el espectro de J para
cualquier parámetro de desplazamiento [57, 58]. En este trabajo, se adaptó la prueba presentada
en [57] al problema de estimación de fase en qubits.

43



Teorema 8. Sea ρθ = UθρU
†
θ , con ρ = |ψ〉 〈ψ| y

M∗(dθ̂) =
dθ̂

2π

∑
m,n∈Spec(J)

eiθ̂(n−m) PmρPn√
Tr[Pmρ] Tr[Pnρ]

, (4.23)

donde Pm = |m〉 〈m| es el proyector asociado al eigenvalor m de J . Entonces, para cualquier M ∈
M (Θ, U),

V H
M (θ̂) ≥ V H

M∗(θ̂) . (4.24)

Demostración. En notación de Dirac, ρ = |ψ〉 〈ψ| de modo que la ecuación (4.23) toma la forma

M∗(dθ̂) =
dθ̂

2π

∑
m,n∈Spec(J)

eiθ̂(n−m)p∗mn |m〉 〈n| , (4.25)

con p∗mn = 〈m|ψ〉
|〈m|ψ〉|

〈ψ|n〉
|〈ψ|n〉| . Por otro lado, usando (4.19), se tiene que

EM,θ[e
ikθ̂] =

∑
m,n:

|m−n|=k

pmn 〈ψ|m〉 〈n|ψ〉 e−i(n−m)θ (4.26)

y como |pmn| ≤ 1,∣∣∣∣EM,θ[e
ikθ̂]

∣∣∣∣ ≤ ∑
m,n:

|m−n|=k

∣∣∣∣ 〈ψ|m〉 〈n|ψ〉 e−i(n−m)θ

∣∣∣∣ ≤ ∑
m,n:

|m−n|=k

∣∣∣∣| 〈ψ|m〉 || 〈n|ψ〉 |e−i(n−m)θ

∣∣∣∣. (4.27)

donde la igualdad es alcanzada si y sólo si pmn = p∗mn. Haciendo k = 1 se obtiene el resultado
deseado.

Es importante señalar que la prueba anterior es independiente de la estructura del generador
J . Mientras el espectro de J sea numerable el resultado anterior es válido. En general, para el
problema de estimación de fase sobre estados puros con generadores con espectro a lo más nume-
rable, al POVM M∗ descrito por la ecuación 4.23 se le llama medida canónica de fase y es el que
minimiza la varianza de Holevo.

En particular, si 〈m|ψ〉 es una constante para todo m ∈ Spec(J), el POVM M∗ contendrá una
información acerca de θ igual a la información cuántica de Fisher [58]. En qubits, esta condición se
cumple cuando el estado inicial es preparado en la condición inicial ~a · ~n = 0. En este contexto, se
puede probar queM∗maximiza la información de Fisher sobre el conjunto de POVMs covariantes.

Teorema 9. Sea ρθ = e−iθ~n·
~σ
2 ρe−iθ~n·

~σ
2 , con

ρ = |ψ〉 〈ψ| = 1

2
[I + ~a · n̂] , ‖~a‖ = 1.

Entonces, para cualquier M ∈M (Θ, U),

IM (θ) ≤ IM∗(θ) , (4.28)

donde M∗(dθ̂) es definido de acuerdo a (4.23).
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Demostración. Escribiendo explícitamente la ecuación (4.20) obtenemos

p(dθ̂) =
dθ̂

2π

[
1 + 2Re

(
e−(θ̂−θ) · C

)]
, (4.29)

donde C = p 1
2
− 1

2
〈−1

2 |ψ〉 〈ψ|
1
2〉 es un número complejo con módulo |C| y fase ϕ. Entonces,

p(dθ̂) =
dθ̂

2π

[
1 + 2|C| cos

(
(θ̂ − θ) + ϕ

)]
. (4.30)

Por lo tanto la información de Fisher,

IM =
1

2π

∫
Θ
dθ̂

4|C|2 sin2
(

(θ̂ − θ) + ϕ
)

1 + 2|C| cos
(

(θ̂ − θ) + ϕ
) =

4|C|2

2π

∫
Θ
dx

sin2 (x)

1 + 2|C| cos (x)
. (4.31)

Observando que (4.31) crece monótonamente conforme el valor de |C| aumenta. Como |〈±1
2 |ψ〉| =√

1
2 (1± (~a · ~n)), entonces |C| = | ≤ 1

2

√
IQ, y el máximo valor IM es alcanzado por M∗.

Para encontrar una expresión explícita de p(dθ̂ | θ), se debe notar que

|±1
2〉 〈±

1
2 |ψ〉 〈ψ| ∓

1
2〉 〈∓

1
2 | =

1

4
[2(~a · ~σ) + i(~a× ~n) · ~σ − (~n · ~σ)(~n · ~a)] , (4.32)

por lo que la ecuación (4.23) puede ser reescrita como sigue

M∗(dθ̂) =
dθ̂

2π

[
I +

1√
IQ

[
(~a · ~σ − (~n · ~σ)(~n · ~a)) cos(θ̂)− sin(θ̂)(~a× n̂) · ~σ

]]
. (4.33)

De este modo, la medición M∗ produce la siguiente distribución de probabilidad

p(dθ̂ | θ) =
dθ̂

2π

[
1 +

√
IQ cos(θ̂ − θ)

]
, (4.34)

por lo que, el POVM M? genera un modelo estadístico identificable independiente de θ. Para
ilustrar este hecho, se simuló numéricamente números aleatorios con distribución (4.34). En la
Fig. 4.2 se muestra gráficamente una función de verosimilitud particular producida por (4.34).

Además, de acuerdo a la expresión (4.34), la información de Fisher dada por M∗ es:

IM∗ =
1

2π

∫ 2π

0

IQ sin2(θ̂ − θ)
1 +

√
IQ cos(θ̂ − θ)

dθ̂ = 1−
√

1− IQ. (4.35)

Cuando ~a ·~n = 0, IQ = 1 y como consecuencia I(θ;M∗) = Imax
Q = 1. Esto es un resultado esperado

pues bajo esta condición inicial óptima, |〈12 |ψ〉| = |〈−
1
2 |ψ〉|. Por lo tanto, en esta preparación óptima,

si el estimador de máxima verosimilitud es utilizado en N copias independientes del sistema,
uno puede alcanzar la cota cuántica de Crámer-Rao cuántica en el límite asintótico (N → ∞).
No obstante, bajo esta condición inicial óptima es posible encontrar otros POVMs covariantes

45



0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0 1 2 3 4 5 6
θ

L(
θ
|x
1
,.
..
,x
N
)

Figura 4.2: Función de verosimilitud correspondiente a la densidad de probabilidad (4.34) para la
medidaM? yN = 64. Se consideró como valor del parámetro θ = 2 y se utilizó la condición inicial
~a · ~n = 0. Para mayor claridad se escaló la figura para que el máximo fuese igual a uno.

óptimos. Para encontrarlos basta con caracterizar todos los POVMs covariantes para este problema
de estimación.

Cada operador positivo y acotado Po puede ser expresado en la representación de la esfera
de Bloch, esto es, Po = d0 + ~d · ~σ, donde (d0, ~d) son números reales. Evaluando (3.44), se observa
que Po forma un POVM covariante si d0 = 1 y ~d es ortogonal a ~n. Por lo tanto cualquier POVM
covariante tiene la forma

M(dθ̂) =
dθ̂

2π

[
I + ~d · ~σ cos(θ̂)− sin(θ̂)(~d× n̂) · ~σ

]
. (4.36)

Así, cuando un qubit está en el estado ρθ, las salidas del POVM M(dθ̂) siguen la densidad de
probabilidad

p(dθ̂|θ) =
dθ̂

2π

[
1 +

(
~a · ~d

)
cos(θ̂ − θ)− ~a · (~d× ~n) sin(θ̂ − θ)

]
. (4.37)

De esta expresión, uno puede calcular la información de Fisher asociada al POVM covariante M .
En particular, el caso ~d = ±(~n×~a) es de sumo interés, pues la información de Fisher para este caso
es

IM |~d=±(~n×~a)
(θ) =

1

2π

∫ 2π

0

I2
Q cos2(θ̂ − θ)

1± IQ sin(θ̂ − θ)
dθ̂ . (4.38)

Notando que, en general, IM∗ ≥ IM |~d=±(~n×~a)
(θ), pero para este caso particular ~a · ~n = 0, el POVM

M |~d=±(~n×~a)
es capaz de alcanzar el máximo de información de Fisher, Imax

Q = 1. Entonces, el
POVM dado por la ecuación (4.36) es equivalente a la medida M∗. Cabe señalar que el POVM
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M∗, en general, es difícil de implementar experimentalmente. Sin embargo, recientemente se ha
podido realizar en qubits utilizando retroalimentación cuántica [79]. Además es posible aproximar
este POVM utilizando un POVM de k ≥ 8 elementos que discretiza la ecuación (4.25) [22].

En resumen, se ha mostrado que las estrategias de estimación basadas en POVMs localmente
óptimos con dos salidas no pueden saturar la CICRC pues producen funciones de verosimilitud
no identificables, este es uno de los puntos centrales de este capítulo y sus implicaciones se deta-
llarán en la sección 4.3. POVMs discretos con más de dos salidas pueden resolver el problema de
identificabilidad pero estos siguen teniendo el problema de ser localmente óptimos. Posteriormen-
te, se probó que el POVM covariante M∗ resuelve el problema de identificabilidad y minimiza el
error cuadrático medio para una medida, aunque solamente en las condiciones iniciales óptimas
tiene información de Fisher cuántica. Entonces, según estos resultados, no existe un conjunto de
mediciones independientes e idénticas que pueden alcanzar la CICRC en general.

4.2. Medidas entrelazadas
Es posible alcanzar la cota cuántica de Crámer-Rao para un estado inicial no ortogonal al eje de
rotación si no restringimos el proceso de estimación a un conjunto de mediciones independientes
e idénticas. De hecho, se puede probar que es posible alcanzar la CICRC para mediciones entrela-
zadas independientemente de la condición inicial.

De acuerdo a [58], al estimar θ ∈ [0, 2π) para una familia de estados ρ⊗Nθ en el espacio de
Hilbert H⊗N con ρθ = UθρU

†
θ y ρ un qubit inicial, se nota que ρ⊗Nθ puede ser escrito como ρ⊗Nθ =

e−iθJ
(N)
ρ⊗NeiθJ

(N)
, donde

J (N) =

(
n̂ · ~σ

2

)
⊗ · · · ⊗ I + · · ·+ I ⊗ · · · ⊗

(
n̂ · ~σ

2

)
, (4.39)

de este modo, la familia de estados ρ⊗Nθ en H⊗N es covariante con respecto a la representación
unitaria e−iθJ

(N)
. Por lo tanto, análogo al caso de un único estado inicial, el POVM que minimiza

la varianza de Holevo es expresado en términos del espectro de J (N), por lo que el POVM M
(N)
∗

que minimiza la varianza de Holevo tiene la forma

M
(N)
∗ (dθ̂) =

dθ̂

2π

 ∑
λ,λ′∈

Spec(J(N))

eiθ̂(λ
′−λ) Pλρ

⊗NPλ′√
Tr [Pλρ⊗N ]Tr [Pλ′ρ⊗N ]

 , (4.40)

con Pλ el operador de proyección de J (N) asociado al eigenvalor λ.
La diferencia aquí, en comparación con el caso de una única medición, es que el espectro de

J (N) es degenerado. Entonces

P∗ =

∫
Θ
M(dθ̂) 6= I,

y por tanto M (n)
∗ no es una resolución de la identidad en el espacio de Hilbert. No obstante, este

no es un problema real pues se puede extender a un POVM agregando el operador I − P∗, el cual
opera en el complemento ortogonal del subespacioH∗ := P∗(H⊗N ). Así, el POVM óptimo es

M
(N)
∗ := P∗ ⊕ I − P∗. (4.41)
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En particular, si N = 1, M (N)
∗ = M∗.

Como se establece en [58],M (N)
∗ puede alcanzar la cota cuántica de Crámer-Rao para cualquier

estado inicial en el límite asintótico. Además, el error escala como el cuadrado del número de qu-
bits (escala de Heisenberg). Desafortunadamente, M (N)

∗ es una medida entrelazada. Es decir, para
cada conjunto B ∈ B (Θ), el operador M(B)/Tr [M(B)]1 define un operador densidad entrelaza-
do sobre H⊗N [113]. De este modo, si uno quiere construir (4.41), es necesario tener N copias del
estado inicial y realizar operaciones cuánticas sobre todas ellas al mismo tiempo. Por tal motivo,
la implementación de este tipo de POVMs es un gran reto experimental.

4.3. Estimación cuántica adaptativa de estados (AQSE)
Como se mencionó previamente, la estimación cuántica de parámetros produce estimadores que
dependen del parámetro que uno quiere estimar. Una forma de tratar este problema es utilizar el
siguiente esquema adaptativo llamado estimación cuántica adaptativa de estados (AQSE de sus
siglas en inglés adaptive quantum state estimation) [38, 85, 121], el cual consiste en lo siguiente:
supongamos que uno tiene un conjunto óptimo de POVMs {Mg}g∈Θ y se empieza con una suposi-
ción inicial arbitraria g0 para el parámetro g del POVM. Entonces, uno aplica la media Mg0 , la cual
es óptima en g0, Mg0 . Suponiendo que se observa el dato x1, uno aplica el estimador de máxima
verosimilitud a la función de verosimilitud L1(θ | x1; g0) = p(x1 | θ; g0) para obtener la estimación
θ̂1(x1) = g1, y se repite este proceso de forma iterativa. De este modo, para n ≥ 2, uno aplica el
POVMMgn−1=θ̂n−1(x1,...,xn−1), obteniendo la salida xn. Donde θ̂n−1 es la estimación del paso previo
usando los datos x1, ..., xn−1. Así, la función de verosimilitud para el n-ésimo paso es

Ln(θ | x1, ..., xn−1; gn−1) =
n∏
i=1

p(xi | θ; gi−1) , (4.42)

con xi el dato observado en el paso i. Aplicando el estimador de máxima verosimilitud, uno ob-
tiene el n-ésimo valor del parámetro g del POVM, gn = θ̂n (x1, ..., xn). Aunque este método relaja
la condición de mediciones idénticas, este no garantiza la obtención de un modelo estadístico
regular, lo que impacta directamente al desempeño del estimador [28].

Para ilustrar este hecho, es necesario desarrollar con mayor detalle el problema de no identi-
ficabilidad para el POVM Mg previamente discutido. Con este fin, en el panel A de la Fig 4.3 se
muestra el resultado de la función de verosimilitud (4.14) para g = 1.5, θ = 2 y N = 64. En efec-
to, se observa que esta función de verosimilitud es no identificable ya que presenta dos máximos
globales dentro del intervalo [0, 2π). En el panel B de la misma figura se muestra el resultado de
utilizar AQSE comenzando con un valor inicial de g0 = 1.5. En este caso, se observa un único
máximo global pero para un valor incorrecto de θ. Este hecho es resultado de tener un mode-
lo con funciones de verosimilitud no identificables y aunque AQSE puede en principio eliminar
una posible degeneración del máximo global, no es posible controlar la obtención de estimaciones
únicamente alrededor del máximo correcto.

De este modo, parece bastante natural esperar que si conocemos alrededor de qué máximo
pertenece el parámetro y restringimos la verosimilitud a este conjunto, se puede asegurar la iden-
tificabilidad para la función de verosimilitud, obteniendo la convergencia del método adaptativo

1El hecho que M(B) se un operador acotado y positivo implica que M(B) tenga traza finita para todo B conjunto
de Borel.
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Figura 4.3: Gráfica de las funciones de verosimilitud para el POVM de dos salidas P (g) dado por
la Eq. (4.10) y considerando θ = 2 y N = 64. Panel (A) muestra la función de verosimilitud dada
por la fórmula (4.13). Aquí se consideró g = 1.5, obteniendo 32 salidas igual a 1 de las posible
N = 64. Para mayor claridad en la figura se reescalaron para tener los máximos igual a 1. Panel
(B) muestra la función de verosimilitud logarítmica para el esquema AQSE dado por la Eq. (4.42)
usando 64 pasos adaptativos. La existencia de este tipo de trayectorias trae como consecuencia un
aumento en el número de estimaciones incorrectas. Esto explica por qué AQSE no alcanza el límite
cuántico de Crámer-Rao. En ambos casos, la condición inicial fue tomada como ~a · ~n = 0.5.

al límite cuántico de Crámer-Rao. Con el fin de analizar este hecho, se comparó el comportamiento
de AQSE en dos diferentes escenarios: funciones de verosimilitud sin restricción y con restricción
en su dominio. En ambos casos se tomó θ = π. Para el caso sin restricción el espacio parametral es
Θ = [0, 2π), mientras que para el caso restringido se tomó θ ∈ Θ = [π2 ,

3π
2 ), dominio en el cual la

función de verosimilitud es identificable. En la Fig. 4.4 se muestra el resultado de estos esquemas
para las condiciones iniciales extremales ~a · ~n = 0.5 (panel A) y ~a · ~n = 0 (panel B). Estas condicio-
nes iniciales se eligieron porque corresponden al mayor y menor valor de la diferencia |IQ − IM∗ |,
respectivamente. Para ambos casos, se realizó un bootstrap2 con 104 repeticiones para cada punto.

De estos resultados se puede observar que en el caso sin restricción, la carencia de identificabi-
lidad afecta directamente al escalamiento de la varianza de Holevo como función del número de
pasos adaptativos. Además estos resultados muestran que AQSE no alcanza la cota cuántica de
Crámer-Rao. Por otro lado, para el caso donde se restringe el espacio parametral, se encontró que
el estimador de máxima verosimilitud alcanza la cota cuántica de Crámer-Rao alrededor de los
128 pasos para ambas condiciones iniciales, por lo que es factible concluir que el deficiente ren-
dimiento para AQSE es debido a la no identificabilidad para θ en las funciones de verosimilitud.

Finalmente, en la Fig. 4.4, se comparó también el desempeño de AQSE con la inferencia cova-
riante óptima. En este caso, la secuencia de M∗ medidas tiene un mejor escalamiento cuando N es
pequeño (menor que 4). Por lo que, en adición se puede concluir que el POVM covariante óptimo

2La técnica de bootstrap es un método de remuestreo que se utiliza para aproximar la distribución de una variable
aleatoria [33].
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Figura 4.4: Resultados numéricos de la varianza de Holevo como función del número de pasos
adaptativos para las diferentes estrategias de estimación en dos diferentes condiciones iniciales:
~a · ~n = 0.5, correspondiente al menor valor de la información de Fisher cuántica (panel A) y
~a · ~n = 0 (panel B) correspondiente al máximo valor de la información de Fisher cuántica. En
ambos casos se utilizó una secuencia de 104 repeticiones para calcular la varianza de Holevo en
cada punto. Como se puede observar, el AQSE restringido presenta un desempeño mucho mejor
que AQSE. Como punto de referencia, se incluyó el desempeño de la estrategia de estimación
basada en el POVM covariante M∗. Se puede notar que ambas condiciones iniciales AQSE no
satura la desigualdad de Crámer-Rao cuántica, mientras que para la condición inicial óptima,
como era de esperar, la secuencia de POVMs covariantes alcanza el límite cuántico de Crámer-
Rao (panel B). Además, como M∗ minimiza la varianza de Holevo para una copia del sistema se
observa un mejor desempeño de la estimación covariante cuando N es pequeño (inset de ambos
paneles).

es la mejor estrategia basada en mediciones independientes en el régimen de N pequeños. Esto
es de esperar pues el POVM covariante óptimo se construyó como aquel que minimiza el error
cuadrático medio para N = 1.

En la siguiente sección, proponemos un esquema de estimación que utiliza la inferencia cova-
riante para evadir el problema de identificabilidad sobre las funciones de verosimilitud en AQSE
y que entonces, nos permita saturar la desigualdad de Crámer-Rao en cualquier condición inicial.

4.4. Estimación adaptativa utilizando intervalos de confianza
De la discusión previa, es claro que si se tiene un conocimiento previo sobre alrededor de qué
máximo está realmente el parámetro que se desea estimar y se restringe el espacio parametral a
este conjunto, podemos producir funciones de verosimilitud identificables, obteniendo a su vez
la convergencia de AQSE al límite cuántico de Crámer-Rao. Con esto en mente, proponemos el
siguiente esquema de estimación, el cual nos permitirá obtener ese conocimiento sobre a cuál
conjunto pertenece el parámetro, y entonces tener un modelo estadístico regular el cual puede ser
aplicado al esquema adaptativo.
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Nuestro esquema consiste en dos pasos principales. En el primer paso uno utiliza una secuen-
cia de POVMs covariantes óptimos para producir un intervalo de confianza (IC) con el estimador
de máxima verosimilitud θ̂EMV. El IC nos da un rango de los posibles valores donde el parámetro
desconocido tenga la mayor probabilidad de pertenecer. En el segundo paso, uno aplica AQSE
restringiendo el espacio parametral al intervalo de confianza. Además, uno puede ir actualizando
el centro del intervalo de confianza utilizando la estimación del paso anterior.

Supongamos que se tienenN copias del estado ρ, entonces cada medida sobre el sistema puede
ser efectuada de forma consecutiva sobre cada copia. Denotaremos al resultado de cada medición
como xi. En la primer parte de nuestro esquema se efectúan N1 mediciones covariantesM1 dadas
por (4.25), esto es

M1 := M∗(dxk) , (4.43)

y entonces se construye el estimador de máxima verosimilitud

θ̂EMV = arg max
θ∈Θ

N1∏
i=1

p (dxi | θ) = arg max
θ∈Θ

N1∏
i=1

dxi
2π

(
1 +

√
IQ cos(xi − θ)

)
(4.44)

para obtener la estimación θ̂EMV (x1, ..., xN1). El intervalo a un nivel 1 − α de confianza se estima
utilizando la ecuación (2.57):

IC(θ̂EMV(~x)) =

(
θ̂EMV(~x)− zα/2 · I

− 1
2

M∗
, θ̂EMV(~x) + zα/2 · I

− 1
2

M∗

)
, (4.45)

donde IM∗ es la información de Fisher de M∗ dada por la ecuación (4.35) y zα/2 es un punto
crítico determinado por el nivel de confianza y definido por la ecuación (2.54). Además, uno puede
obtener el mínimo tamaño de muestra N1 necesario para obtener un intervalo de confianza de
tamaño 2E, a partir de

N1 ≥
z2
α/2

IM∗E
2
. (4.46)

En el segundo paso de nuestro esquema se realizan N2 = N −N1 medidas del POVM

M2 := P(θ̂EMV (x1, ..., xk)) . (4.47)

Resumiendo, nuestro esquema está dado por:

θ̂EMV = arg maxθ∈Θ

N1∏
i=1

p(dxi | θ)
N2∏

k=N1

p(xk+1 | θ; θ̂EMV(x1, ..., xk)) , (4.48)

con Θ = IC
(
θ̂EMV (x1, ..., xk)

)
. Así, la ecuación (4.48) es el estimador de nuestra propuesta.

Antes de discutir algunos resultados numéricos obtenidos para esta propuesta es importante
discutir las nuevas posibles fuentes de errores asociadas a este nuevo método. Suponga que el
nivel de confianza 0 ≤ Cl ≤ 1 se fija para un error marginal E dado. Entonces, la varianza de
Holevo puede escribirse como

V H
(
θ̂EMV

)
= Cl∆1 + (1− Cl) ∆2 , (4.49)
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donde se identifican dos tipos de errores ∆1 y ∆2, lo cuales corresponden al error asociado a AQSE
cuando el IC incluye correctamente el valor del parámetro, y cuando no lo hace, respectivamente.
Durante el resto del trabajo, llamaremos a los intervalos de confianza que no incluyen al parámetro
como intervalos malos. En adición, se tomará E < π/2, a modo de garantizar que las funciones
de verosimilitud usadas en AQSE sean identificables. De este modo, el error ∆1, cuando los IC
incluyen el valor del parámetro está acotado inferiormente por

∆1 ≥
1

IQN2 +N1IM∗
. (4.50)

Para caracterizar ∆2, primero se debe notar que existen dos tipo de intervalos de confianza
malos. Para ver esto, consideremos θA el valor del parámetro y θB = θA + π. Entonces, la función
de verosimilitud producida por AQSE tiene dos máximos locales, uno alrededor de θA, y otro
alrededor de θB . El primer tipo de intervalo de confianza malo corresponde a aquellos donde se
incluye el segundo máximo alrededor de θB . Así, si uno aplica AQSE restringido a este intervalo,
el estimador θEMV tenderá a θB . El segundo tipo de intervalo de confianza malo aparece cuando
el intervalo no incluye a θB . En este caso, la estimador de máxima verosimilitud producido por
AQSE tiende al punto del intervalo que esté más cerca de cualquiera de los máximos alrededor
de θA o θB . Cuando la estimación es más cercana a θA, al actualizar el centro del intervalo con las
estimaciones posteriores, uno puede, en principio, obtener un intervalo de confianza que capture
el valor de parámetro eventualmente. De esta manera, se obtendrán mejores resultado cuando se
actualizan los centros de los intervalos de confianza.

Para obtener un intervalo de confianza malo del primer tipo, es necesario que la mayoría de los
datos obtenidos de las mediciones covariantes sean números cercanos a θB , por lo que de acuerdo
a la ecuación (4.34), para una muestra covariante de tamaño N , se sigue que la probabilidad de
obtener una función de verosimilitud con un máximo global alrededor de θB es[∫ θB+ε

θB−ε
p
(
dθ̂ | θ

)]N
=

[∫ θB+ε

θB−ε

dθ̂

2π

(
1 +

√
IQ cos(θ̂ − θ)

)]N
. (4.51)

Entonces, para N suficientemente grande, esta probabilidad es despreciable. De esta forma, para
niveles de confianza cercanos a 1, y un error marginal E suficientemente pequeño, uno esperaría
que el número de intervalos de confianza malos vaya desapareciendo conforme el número de
pasos adaptativos se incrementa. Para ilustrar este hecho, en la Tabla 4.1, se muestra el número de
intervalos de confianza malos en función del número de pasos adaptativos realizados en la parte
correspondiente a AQSE. Estos resultados fueron producidos por una simulación bootstrap de
10000 repeticiones por punto. Aquí se eligió el error marginal como π/4, y un nivel de confianza
de 0.99. En este caso, con el fin de obtener el intervalo de confianza deseado, se requirió realizar
11 y 22 medidas covariantes para las condiciones iniciales ~a · ~n = 0 y ~a · ~n = 0.5, respectivamente.
Para estos valores, el número de intervalos de confianza malos del tipo uno es despreciable ya que
al fijar ε = E en (4.51), las probabilidades de obtener intervalos de este tipo es de 2.3 × 10−10 y
2.3× 10−18 para cada un de las condiciones iniciales.

La distribución para las estimaciones de AQSE basadas en intervalos de confianza, puede ser
aproximada como la mezcla de 3 distribuciones normales,N

(
θ, 1

IQN2+N1IM∗

)
,N
(
θ + E, 1

IM∗,M (θ)

)
,

yN
(
θ − E, 1

IM∗,M (θ)

)
, donde M es la secuencia de medidas en AQSE y E es el error marginal. Es-

to implica que la cota inferior de la varianza de Holevo cuando el centro de los intervalos de

52



Número de pasos en AQSE # Intervalos malos (~a · ~n = 0) # Intervalos malos (~a · ~n = 0.5)
0 111 125
4 50 56
8 19 20
16 8 1
32 6 1
48 2 0

Cuadro 4.1: Número de intervalos de confianza malos como función del número de pasos adap-
tativos para la parte de ASQE donde el parámetro real θ fue π.

confianza no es actualizado, este dada por

V H
(
θ̂EMV

)
≥ 1

IQN2 +N1IM∗
+ (1− Cl)E2 . (4.52)

El segundo término del lado derecho de la ecuación (4.52) es el término dominante cuando N2 →
∞. Esto tiene una simple interpretación: si el parámetro se encuentra fuera del intervalo de con-
fianza, al realizar más pasos en AQSE no se disminuye este error. Desafortunadamente, no es
posible dar una expresión analítica para la cota inferior a la varianza de Holevo para el caso en
que el centro de los intervalos de confianza se van actualizado. No obstante, como se verá en los
resultados numéricos, si uno fija el nivel de confianza cercano a 1, un error marginal E suficien-
temente pequeño, y los centros de los intervalos de confianza se van actualizando, la varianza de
Holevo tiende al límite cuántico de Crámer-Rao.

Para evaluar el desempeño de nuestro método se realizó una simulación Monte Carlo con
un error marginal de E = π/4 y un nivel de confianza de Cl = 0.99. Además, comparamos los
resultado numéricos con el caso ideal (Cl = 1) y una estrategia de estimación donde el centro de
los intervalos de confianza no son actualizados. Los resultados son resumidos en las figuras 4.5 y
4.6 para las condiciones iniciales ~a · ~n = 0 y ~a · ~n = 0.5.

En la figura 4.5 se consideró la condición inicial ~a · ~n = 0, entonces IM∗ = 1, y N1 = 11. La
línea vertical discontinua enN1 = 11 es la separación entre las inferencias covariantes y AQSE. Por
supuesto, para la parte covariante (N ≤ 11), ambas estrategias presentan los mismo resultados. sin
embargo, para N > 11, si el centro de los intervalos de confianza no son actualizados, de acuerdo
a la ecuación (4.52) el segundo término es el dominante y el error de la estimación comienza a
crecer rápidamente conforme el número de mediciones se incrementa. Si por otro lado, el centro
de los intervalos de confianza son actualizados, entonces el error de la estimación tiende a la cota
cuántica de Crámer-Rao. De forma similar en la figura 4.6, se tieneN1 = 22,~a·~n = 0.5 y IM∗ = 0.75.
De esta figura se observa el mismo comportamiento cualitativo, mostrando que nuestra estrategia
de estimación tiende a la cota cuántica de Crámer-Rao conforme el número de pasos se incrementa
en cualquier condición inicial.

Finalmente en la figura 4.7 se muestra el desempeño de todas las estrategias de estimación
discutidas en esta sección considerando las condiciones iniciales ~a · ~n = 0.5 y ~a · ~n = 0, correspon-
dientes a los casos extremos donde la distancia entre IQ y IM∗ es la mayor y la menor respectiva-
mente. Obviamente, el comportamiento de estas estrategias de estimación es independiente de θ,
ya que la varianza de Holevo es invariante bajo traslaciones módulo 2π sobre el espacio paramé-
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Figura 4.5: Varianza de Holevo como función de N para nuestro esquema de estimación. La estra-
tegia óptima (curva verde con círculos), en la cual actualizamos el centro de los intervalos, satura
la desigualdad de Crámer-Rao. La línea horizontal roja corresponde a tomar un nivel de confianza
de 100 %. En adición, se muestra la estrategia alternativa donde los centros de los intervalos no
son actualizados (curva amarilla con triángulos). Este resultado es acotado inferiormente por la
CICRC, cuya fórmula está dada por (4.52). Se eligió la condición inicial ~a · ~n = 0. La línea vertical
azul en N = 11 separa la inferencia covariante de la inferencia producida por AQSE en nuestro
esquema.

trico. Además, para todas las estrategias, el comportamiento es cualitativamente el mismo para
cualquier condición inicial. Como es de esperar, la estrategia basada en mediciones entrelazadas
es la mejor de todas, en el sentido que alcanza la cota cuántica de Crámer-Rao con el mejor esca-
lamiento. La segunda mejor estrategia es AQSE restringido, pero esta no es práctica pues se tiene
que saber de antemano a qué vecindad pertenece el parámetro y producir un estimador de má-
xima verosimilitud consistente. Nuestro método, aunque es la tercer mejor estrategia, es la única
propuesta realista, tanto de forma matemática como experimentalmente para cualquier condición
inicial, mejorando el desempeño de AQSE y aproximando el error de las estimaciones a la cota
cuántica de Crámer-Rao.
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Figura 4.6: Varianza de Holevo como función de N para nuestro esquema de estimación. La es-
trategia óptima (curva verde con círculos), en la cual el centro de los intervalos es actualizado,
tiende a la cota cuántica de Cramér-Rao conforme N se incrementa. El desempeño de esta estrate-
gia esta acotado por línea discontinua gris, la cual corresponde a la ecuación (4.52) para un nivel
de confianza de 100 %. También se muestra el desempeño de la estrategia alternativa, en donde
los centros de los intervalos no son actualizados (curva amarilla con triángulos). En este caso, se
eligió la condición inicial ~a ·~n = 0.5. La línea vertical azul enN = 22 marca el punto de separación
entre las inferencias covariantes y el desempeño de las inferencias de la parte correspondiente a
AQSE en nuestro esquema. Finalmente, la línea roja horizontal discontinua corresponde a la cota
de Crámer-Rao asociada a los POVMs covariantes.
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Figura 4.7: Varianza de Holevo como función del número de estados iniciales para las diferentes
estrategias de medición. Para calcular la varianza de Holevo se realizó un bootstrap sobre las
estimaciones con 104 repeticiones en cada punto. La curva de medidas entrelazadas fue calculada
analíticamente. La curva de nuestra propuesta se realizó con un nivel de confianza de 99 % en los
intervalos de confianza. En el AQSE restringido se supuso un espacio paramétrico de longitud
π el cual incluía el valor del paramétro real θ y producía un modelo estadístico regular para las
POVMs involucrados en el método. La mejor estrategia corresponde a la de medidas entrelazadas,
seguido del AQSE restringido. Estas dos estrategias son imprácticas experimentalmente. La tercer
mejor estrategia es nuestra propuesta. El eje y está en escala logarítmica.
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Capítulo 5

Estimación de frecuencia

En el capítulo anterior fue descrito el problema de estimación de fase en qubits. En dicho proble-
ma, la evolución paramétrica es producida por la conjugación de los operadores (4.3). De dicha
ecuación se puede observar que el parámetro |~c| tiene unidades de 1/tiempo, por lo que este pará-
metro se interpreta como una frecuencia que denotaremos como ω. Así, la evolución paramétrica
para el estado de un qubit ρ es de la forma

ρθ = e−iωt
~n·~σ
2 ρeiωt

~n·~σ
2 . (5.1)

Cuando se tiene control sobre el parámetro temporal t, la incertidumbre paramétrica recae so-
bre la frecuencia ω. Este problema se conoce como estimación de frecuencia en qubits. Un ejemplo
típico de este problema aparece en partículas de espín 1/2 interactuando con un campo magnético.
Para este sistema, el Hamiltoniano es de la forma

H = −µ~σ ·B, (5.2)

donde µ es le momento magnético de la partícula y ∆ = µB/~.
Aquí el POVM localmente óptimo se puede implementar con espectroscopía de Ramsey sobre

átomos de dos niveles, los cuales juegan el papel de los qubits. La espectroscopía de Ramsey se
aplica de la siguiente manera [23, 89]: se comienza preparando N átomos con dos niveles (deno-
tados por |0〉 y |1〉) en el estado base |0〉 〈0|. Después se le aplica una rotación de π/2 para cambiar
el estado del sistema a |ψ1〉 〈ψ1|, con |ψ1〉 = (|0〉+ |1〉)/

√
2. Después de esto, durante un tiempo t,

se aplica un campo magnético que induce una oscilación en la transición de los niveles de los áto-
mos de dos niveles con frecuencia ω0. Este proceso cambia el estado del sistema a |ψ2〉 〈ψ2|, donde
|ψ2〉 = (|0〉 + e−iωt |1〉)/

√
2, ω = ω0 − ∆ y ω0 la frecuencia de transición natural entre los niveles

de los átomos. Finalmente, se aplica otra rotación de π/2 para producir un estado final |ψ3〉 〈ψ3|
con |ψ3〉 = sin(ωt/2) |0〉+ cos(ωt/2) |1〉. Una vez que el sistema se encuentra en el estado |ψ3〉 〈ψ3|,
cada átomo se mide utilizando dispersión y detectando su fluoresencia con un fotomultiplicador.
Entonces, el parámetro ω se puede estimar a partir de muestras de variables aleatorias Bernoulli
con función de probabilidad

p(1 | ω; t) = cos2

[
ωt

2

]
=

1 + cos(ωt)

2
,

p(0 | ω; t) = 1− p(1 | ω).

(5.3)
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Físicamente, el número de 1′s en los datos es un registro del número de detecciones de los átomos
en el estado |1〉 〈1|.

La información de Fisher para la función de probabilidad (5.3) es igual a t2, la cual coincide
con la información de Fisher cuántica, por lo que la CICR para N mediciones independientes del
sistema es

Varω(ω̂) ≥ 1

Nt2
, (5.4)

donde t es el tiempo de una única medición [13, 23, 61]. De esta ecuación, se puede pensar que
al incrementar el tiempo de medición t es posible obtener errores para la estimación de ω tan
pequeños como se desee, sin embargo, este hecho no es verdad.

El parámetro ωt es 2π-periódico, por lo tanto si uno conoce el orden de ω es posible escoger
t ≤ 2π/ω para que 0 ≤ ωt ≤ 2π. Este hecho muestra que no es posible a primera instancia esco-
ger tiempos de medición arbitrarios para reducir la cota (5.4). Además, estrategias de estimación
como la espectroscopía de Ramsey restringen aún más el tiempo de medición. Como la función
de probabilidad (5.3) es una función lineal de cos2 (ωt/2), para obtener una única estimación del
parámetro ωt utilizando el estimador de máxima verosimilitud dentro del intervalo [0, 2π) se de-
be acotar el tiempo por t ≤ π/ω, pues de otro modo la función de verosimilitud producida por la
ecuación (5.3) tendrá un problema de no identificabilidad sobre ω, el cual se irá acentuando como
función de t.

Por comodidad en los cálculos redefiniremos las escalas temporales como t = t̃/ωN , donde
ωN es un valor plausible para el máximo de ω. De esta forma se obtiene que 0 ≤ t̃ω̃ ≤ 2π, con
ω̃ = ω/ωN . En el resto del capítulo, se describirá cómo es posible resolver el problema de no
identificabilidad acerca de ω utilizando el método de estimación por intervalos de confianza (EIC)
descrito en (4.4). Solucionar este problema abre la posibilidad de aumentar el tiempo de medición
y reducir el error en la estimación de ω. Por simplicidad de notación, se continuará utilizando t y
ω, en vez de t̃ y ω̃.

5.1. Estimación de frecuencia con intervalos de confianza
El problema de estimar un parámetro ω codificado en un qubit dentro de una fase θ = ωt 2π-
periódica con t ∈ R es llamado estimación cuántica de frecuencia en qubits [69]. La forma más
general de codificar ω en un qubit, es dado por el automorfismo

ρtω = e−itω
~σ
2
·~nρeitω

~σ
2
·~n, (5.5)

donde tω ∈ [0, 2π), ~σ es el vector de matrices de Pauli (4.1), y ρ = 1
2 (I + ~σ · ~a) el estado base que

representa las condiciones iniciales en el vector de Bloch ~a. El objetivo es estimar ω a partir de
mediciones sobre el sistema. Con este fin, se utiliza un estimador ω̂, es decir, una función cuya
imagen es el conjunto Ω de posibles valores de ω.

Sustituyendo θ = ωt en el score cuántico (4.8), se observa que la información cuántica de Fisher
para ω asociada al estado (5.5) es

IQ = t2
[
‖a‖2 − (~a · ~n)2

]
. (5.6)

Cantidad que llega a su valor máximo t2 en las condiciones iniciales ~n · ~a = 0. Además, en estas
condiciones iniciales, el POVM Mω construido como los proyectores a los eigenestados de la de-
rivada simétrica logarítmica, satura (5.4) para cualquier ω ∈ Ω, es decir, es globalmente óptimo.
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Explícitamente, los elementos de Mω son de la forma

Mg(0) =
1

2
(I + ~n× ~a(g) · ~σ) , Mg(1) =

1

2
(I − ~n× ~a(g) · ~σ) , (5.7)

con~a(g) = cos(g)~a+sin(g)~n×~a, g ∈ Ω. Entonces, las salidas del POVMMω tienen una distribución
Bernoulli con función de probabilidad

p(x | ω; t) =

{
Tr [ρω,tMg(0)] = 1

2 [1 + sin(t (ω − g))] si x = 0

Tr [ρω,tMg(1)] = 1
2 [1− sin(t (ω − g))] si x = 1.

(5.8)

Por tanto, la información de Fisher de este POVM es

IMω(ω) = t2
cos2 (t(ω − g))

1− sin2 (t(ω − g))
= t2 = IQ, ∀g, ω ∈ Ω. (5.9)

No obstante, al igual que en el problema de estimación de fase, dado un conjunto de datos de
tamaño N obtenidos tras efectuar una secuencia de N medidas Mω independientes, la función de
verosimilitud

L(ω) = p(0 | ω; t)m (1− p(0 | ω; t))N−m , (5.10)

es no identificable (podemos tener varios máximos globales) para cualquier condición inicial, lo
que produce estimadores no consistentes.

La diferencia principal con respecto al caso de estimación de fase es que, en el problema de
estimación de frecuencia, el número de máximos globales en la función de verosimilitud (5.10) au-
menta por cada cierto incremento del tiempo t. En particular, el máximo valor de t para garantizar
que las funciones de verosimilitud (5.10) sean identificables es t = 1/2. En el panel A de la Fig.
5.1 mostramos este comportamiento para g = ω = 2 y N = 64. Cada incremento de 1/2 para t
produce un nuevo máximo en la función de verosimilitud (paneles C-D de la Fig. 5.1).

Si uno conociera cerca de que máximo global se encuentra la frecuencia que se desea estimar,
al restringir el espacio paramétrico a esta región, la función de verosimilitud sería identificable y
por tanto, se obtendrían cotas de Crámer-Rao menores. El método de estimación por intervalos
de confianza descrito en el capítulo anterior se puede adaptar como la herramienta para localizar
la región donde se encuentra la frecuencia para valores de t > 1/2. De esta forma, calculando los
intervalos de confianza para θ = ω con la ecuación (2.57) se resuelve el problema de no identifica-
bilidad y pérdida de información acerca del ω a medida que t aumenta.

El método consiste en realizar una estrategia óptima sobre todo el espacio paramétrico hasta
que uno obtiene suficiente resolución acerca de la fase para incrementar t, y luego repetir el pro-
ceso. De esta manera, la estrategia de estimación queda adaptada a este problema como sigue:
Uno comienza suponiendo que ω ∈ Ω y fijando el tiempo de medición t al valor máximo donde
podemos asegurar que la función de verosimilitud sea identificable. Entonces, usando una esti-
mación de máxima verosimilitud ω̂EMV producida por una estrategia M , se produce un intervalo
de confianza IC. Después, fijando IC = Ω, uno incrementa t al máximo valor donde (5.10) sea
identificable y se repite el proceso anterior.

Por su fácil implementación experimental, se escogió M como AQSE junto con la familia de
POVMs {Mg}g∈Ω [38, 92], la cual es localmente óptima. Así, para el n-ésimo paso adaptativo, la
función de verosimilitud para ω es

Ln(ω;x1, ..., xn−1; gn−1) =
n∏
i=1

p(xi | θ; gi−1) (5.11)
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Figura 5.1: Funciones de verosimilitud producidas por Mω. A: verosimilitud cuando t = 1
2 . En

este caso, la función es identificable. B-D: funciones de verosimilitud para t = 1, 3
2 , 2. Aquí, las

funciones no son no identificables. Para todos los casos, se generó una secuencia de 64 datos pro-
venientes del POVM Mω (5.7) y se supuso que ω = 2.

done xi es el dato observado en el paso i y gn−1 la estimación de máxima verosimilitud del paso
anterior. Así, la estimación correspondiente a este paso es gn = θ̂n (x1, ..., xn), obteniendo la cota
de Cramér-Rao para el estimador de máxima verosimilitud

Varω [ω̂EMV ] ≥ 1

nIMω(ω)
=

1

nt2
. (5.12)

La función de verosimilitud (5.11) tiene dos máximos separados a una distancia de |π/t|. Por
tanto, cada vez que t se incrementa 1/2, un nuevo máximo aparece en la función de verosimilitud
sobre el dominio de [0, 2π), produciendo un estimador inconsistente para AQSE. No obstante, si
uno inicia con un tiempo de t = 1/2 y se va incrementando 1/2 sobre el tiempo en cada cierto
número de pasos adaptativos, al usar intervalos de confianza con un error marginal E ≤ π/t es
posible producir estimadores consistentes para t ≥ 1/2 al usar AQSE.

Para un nivel de confianza Cl ∈ [0, 1], en cada paso adaptativo, se tienen dos contribuciones al
error del estimador. El primero se da cuando los intervalo de confianza contienen al parámetro en
cuestión, y la segunda contribución es debida al caso contrario. Cuando los intervalos de confianza
incluyen al parámetro, el estimador de máxima verosimilitud de AQSE converge en distribución a
una normal con media ω y varianza igual al inverso de la información de Fisher [19, 38]. Entonces,
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la varianza para el estimador está acotada por 1/IM (ω), donde IM (ω) es la información de Fisher
asociada a la estrategia M .

Por otro lado, si los intervalos de confianza no contienen al parámetro, como I(ω,Mg(ω)) = t2

para cualquier g ∈ [0, 2π), AQSE produce un estimador de máxima verosimilitud normalmente
asintótico con varianza 1/I(ω,Mg(ω))K (K es el número de pasos adaptativos), y media alrededor
de algún punto dentro del intervalo de confianza. Entonces, en el mejor de los casos, la distribución
asintótica para el estimador es una mezcla de de 3 distribuciones normales, N (ω, 1

IM (ω)), N (ω +

E, 1
IM (ω)), yN (ω−E, 1

IM (ω)), donde M es el POVM producido por la secuencia de AQSE y E es el
error marginal. De este modo, la varianza σ2 para esta distribución final puede ser calculada como

σ2 =
(1− Cl)

2
(ω + E)2 +

(1− Cl)
2

(ω − E)2 + Clω
2

−
(
Clω +

(1− Cl)
2

(ω + E) +
(1− Cl)

2
(ω − E)

)2

+
1

IM (ω)

=
1

IM (ω)
+ (1− Cl)E2.

(5.13)

Entonces, como el error de los intervalos malos en los subsecuentes pasos adaptativos es despre-
ciable, se obtiene como resultado que el error de estimación paraN pasos adaptativos esté acotado
inferiormente por

Varω [ω̂EMV ] ≥ 1∑N
i=0NiI(ω; ti)

+ (1− Cl)E2, (5.14)

donde t0 es el tiempo de medida para el paso inicial y Varω [ω̂EMV ] es la varianza de Holevo [57].
Cabe resaltar que la segunda contribución es dominante cuando N � 1 pues si el parámetro
se encuentra fuera del intervalo de confianza, hacer más mediciones no va a reducir este error.
Así, con el fin de observar pequeñas contribuciones del segundo término de (5.14), se recomienda
utilizar niveles de confianza cercanos a 1.

Además, usando (4.46) uno puede deducir el mínimo de pasos adaptativos K en AQSE para
obtener un intervalo de confianza cuya longitud sea menor al error marginal E,

Kmin ≥
z2
α/2

E2I(ω; ti)
. (5.15)

Lo cota inferior (5.14) se muestra como función del número de mediciones realizadas N en la
Fig. 5.2. Se muestran diferentes cotas para diferentes niveles de confianza (Cl = 0.95, 0.99, y 0.999).
La línea discontinua roja representa la cota de Crámer-Rao cuántica para t = 1/2, indicando el
punto de referencia donde el método adaptativo con intervalos de confianza (ECI) podría produ-
cir una mejora. Además, esta figura muestra cómo el segundo término de (5.14) domina cuando
N � 1, reafirmando que para obtenerse una mejora consistente se requieren niveles de confianza
cercanos a uno.

Como la consistencia del EMV es una propiedad asintótica, es necesario invertir una cantidad
suficientes de pasos adaptativos K0 al tiempo inicial t0 para obtener una estimación adecuada
para la construcción del primer intervalo de confianza. Posteriormente, para los tiempos t > t0,
se puede utilizar el mínimo de pasos adaptativos Kmin en AQSE calculados por (5.15) ya que
la distribución del EMV es una distribución normal. De esta forma, el método adaptativo con
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Figura 5.2: Cota inferior (5.14) en la varianza del estimador de máxima verosimilitud producido
por ECI, donde los niveles de confianza utilizados fueron Cl = 0.95, 0.99 y 0.999. Las líneas grises
verticales en N = 10 y N = 15 indican los dos primeros incrementos del tiempo para el caso de
Cl = 0.999. Para realizar los incrementos temporales subsecuentes se necesita una cantidad menor
de medidas, llegando a realizar eventualmente un incremento temporal en cada paso.

intervalos de confianza (ECI) amoldado al problema de estimación de frecuencia se puede resumir
con el algoritmo 1.

Para probar la posible implementación de EIC, se realizó una simulación de Monte Carlo en
la cual se compara el rendimiento de error de la estimación con la cota analítica (5.14). En la
Fig. 5.3 se presentan los resultados de esta simulación, donde EIC 1 fue aplicado con K0 = 16
al estado (5.5). La línea punteada representa los resultados de ECI con Cl = 0.999, los puntos
circulares representan el rendimiento de AQSE sin aumentar t. La curva discontinua representa
la cota inferior calculada por (5.14), la línea sólida la cota inferior ideal, donde Cl = 1, y la línea
discontinua con trazos largos representa la cota de Crámer-Rao cuántica (5.4) para t = 1/2. Estos
resultados numéricos muestran que EIC puede superar la cota de Crámer-Rao particular para
t = 1/2 cuando la confianza con la que se trabaja es cercana a uno. Sin embargo, cuando el número
de mediciones N � 1, la segunda parte de la ecuación (5.14) domina, incrementado el error de la
estimación.

5.2. Estimación de frecuencia en qutrits

En los últimos años, se ha encontrado que los qutrits son capaces de producir mejoras en diversos
protocolos de información cuántica [65]. En particular, al usar qutrits es posible mejorar el límite
en la precisión de la secuencia de estimadores para ω producida por el algoritmo 1.

Un qutrit es un estado de un sistema descrito por un espacio de Hilbert H tridimensional.
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Algoritmo 1: Estimación con intervalos de confianza (EIC)

t0 ← 1
2 ;

ΩAQSE
0 ← [0, 2π);

ω̂AQSE0 ← rand([0, 2π));
K0 ← número de medidas iniciales;
for k = 1 to K0 do

Ω0 3 ω̂AQSEk ← Estimado a partir de ML

(
ω̂AQSEk−1 , tn

)
;

end
ω̂1 ← ω̂AQSEK0

;
Ω1 ← IC(ω̂1);
t1 ← t0 + 1

2 ;
for n = 1 to N − 1 do

ω̂AQSE0 ← ω̂n ;
for k = 1 to Kmin do

Ωn 3 ω̂AQSEk ← Estimado a partir ML

(
ω̂AQSEk−1 , tn

)
;

end
ω̂n+1 ← ω̂AQSEKmin

;
tn+1 ← tn + 1

2 ;
Ωn+1 ← IC(ω̂n+1);

end
return ω̂N−1

Cualquier ket |ψ〉 ∈ H se puede escribir como la combinación lineal

|ψ〉 = α |0〉+ β |1〉+ γ |2〉 , α, β, γ ∈ C, (5.16)

donde |0〉, |1〉, y |2〉 son los elementos de una base de H. De este modo, el operador densidad
ρ = |ψ〉 〈ψ| describe al estado de cualquier qutrit puro.

Tomando como condición inicial a un qutrit ρ ∈ S (H), la forma más general de codificar una
frecuencia ω sobre este estado es vía la conjugación del operador unitario

U(ω, k1, k2) = e−iω[k1|0〉〈0|−k2|1〉〈1|], k1, k2 ∈ R. (5.17)

En especial, si ρ es un estado puro se tiene que

ρω;k1,k2 = U(ω, k1, k2)ρU †(ω, k1, k2)

= |ψ(ω)〉 〈ψ(ω)| ,
(5.18)

donde |ψ(ω)〉 = αe−ik1ω |0〉+ βe−ik2ω |1〉+ γ |2〉.
De acuerdo con (3.18), el score cuántico correspondiente a este estado es:

L(ω) = 2
[
iαβ̄ (k2 − k1) eiω(k2−k1) |0〉 〈1| − iαγ̄k1e

−iωk1 |0〉 〈2|

−iβγ̄k2e
−ik2ω |1〉 〈2|+ h.c.

]
.

(5.19)
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Figura 5.3: Varianza de Holevo como función del número de mediciones. El rendimiento de EIC
para el sistema del qubit es presentado para K0 = 16 y Cl = 0.999 % de nivel de confianza (curva
amarilla punteada con romboides). La cota inferior al error de EIC (curva discontinua azul) y la
CICR de EIC (curva gris continua) se utilizan como referencia. Como complemento, también se
muestra el desempeño de AQSE (curva verde discontinua con círuclos) para t = 1/2. El cálculo de
la varianza de Holevo del estimador de máxima verosimilitud en AQSE y EIC, se realizó a partir
de un bootstrap de 10000 estimaciones en cada punto.

Por lo que la información cuántica de Fisher es

IQ = 4
[
|β|2k2

2 + |α|2k2
1 −

(
|α|2k1 + |β|2k2

)2]
. (5.20)

Entonces, cuando t := k1 = −k2 y |α| = |β| = 1√
3

la información cuántica de Fisher (5.20) alcanza
su máximo valor

ImaxQ =
8

3
t2. (5.21)

En particular, si t = 1, entonces ω ∈ [0, 2π) y el problema es análogo a la aplicación de la
evolución paramétrica e−

i
2
ωσz ·ẑ sobre un qubit. Sin embargo, en este caso, se tiene un término

adicional γ |2〉, el cual trae como consecuencia la obtención de una mayor información de Fisher
cuántica. Además, este término adicional provoca que el POVM localmente óptimo Mω genere
funciones de verosimilitud identificables (Fig. 5.4).

Para estas condiciones iniciales, los elementos de Mω son

Mω = {|a〉 〈a| , |b〉 〈b| , |c〉 〈c|} , (5.22)
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 √5
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√
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|b〉 =

 √5

2
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,
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√
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√
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|c〉 =

(
1√
6
,
e2itω

√
6
,−2eitω√

6

)
.

(5.23)

De modo que al aplicar la regla de Born (3.11) la función de probabilidad para las salidas de Mω

es

p(1 | ω) =
2

7
2 sin (2tω − 2tg)

25
√

3
+

√
2 sin (2tω − 2tg)

25 · 3
3
2

− cos (2tω − 2tg)

18
+

2
5
2 sin (tω − tg)

25
√

3

−
√

2 sin (tω − tg)

25
√

3
− 2

3
2 sin (tω − tg)

53
3
2

+
2 cos (tω − tg)

9
+

1

3

p(2 | ω) =
cos (2tω − 2tg)

9
− 4 cos (tω − tg)

9
+

1

3
p(3 | ω) = 1− (p(1 | ω) + p(2 | ω)) .

(5.24)

La función de verosimilitud producida por (5.24) es identificable para todo ω ∈ Ω, por lo tanto
AQSE es una estrategia de estimación óptima para t = 1. Sin embargo, la falta de resolución
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sobre ω aparece cuando t > 1. En particular, cada incremento de una unidad en t produce un
máximo global adicional para la función de verosimilitud de Mω. Por tal motivo, AQSE no puede
alcanzar la cota cuántica de Crámer-Rao para tiempos mayores a uno, lo que produce la necesidad
de aplicar EIC para poder mejorar el error del AQSE al ir incrementando t. Para este caso, EIC se
puede implementar aplicando el algoritmo 1 sobre el estado (5.18), con t0 = 1 un incremento para
t de una unidad en cada paso del algoritmo.

En la Fig. 5.5 se presenta el comportamiento del error en la estimación de la frecuencia usando
EIC, cuando esta es codificada en un qutrit (5.18). La línea punteada amarilla con rombos repre-
senta el escalamiento para EIC con Cl = 0.999, la línea discontinua verde con puntos circulares,
el rendimiento de AQSE y la curva azul discontinua, la cota inferior (5.14). También, se agrega la
cota inferior ideal (línea solida gris) y la cota cuántica de Crámer-Rao (5.21) cuando t = 1 (línea
discontinua roja) como comparación. Al igual que en el caso del qubit, estos resultados muestran
que ECI puede superar la cota cuántica de Crámer-Rao cuando el nivel de confianza es cercano
a uno, aunque en el límite N � 1, el error comienza a incrementar de acuerdo con (5.14). Este
análisis numérico muestra que al codificar ω en un qutrit y al aplicar EIC se puede disminuir el
error de la estimación de la frecuencia a niveles más bajos que en el sistema del qubit.
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Figura 5.5: Varianza de Holevo como función del número de medidas N. El rendimiento en el error
para EIC con K0 = 16 y Cl = .999 % para la estimación de una frecuencia ω se muestra en la curva
punteada amarilla con rombos. También se muestra el desempeño de AQSE (curva discontinua
verde con círculos). La cota inferior ideal (línea solida gris) y la cota cuántica de Cramér-Rao
(5.21) cuando t = 1 (línea discontinua roja) sirven como comparación. Para calcular la varianza
de Holveo las distribuciones de los estimadores de máxima verosimilitud para AQSE y ECI, se
aproximaron usando un bootstrap de 104 estimaciones en cada punto.
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Capítulo 6

Estimación de fase en estados coherentes

Como ya se ha mencionado, el POVM M(θ) cuyos elementos son los proyectores a los eigenspa-
cios del score cuántico (3.15) es localmente óptimo. Para tratar este problema se pueden utilizar
métodos adaptativos de estimación como AQSE [38]. No obstante, para el problema de estimación
de fase, el POVM M(θ) produce funciones de verosimilitud no identificables y en consecuencia,
incluso al utilizar métodos adaptativos se obtienen estimadores no consistentes.

En el capítulo 4 se dio una solución a esta problemática introduciendo un esquema adaptativo
de estimación mixto con intervalos de confianza basado en la medida canónica de fase y AQSE
cuando la fase es codificada en qubits. La medida canónica de fase minimiza el error de las estima-
ciones cuando se tiene una única copia del sistema y soluciona el problema de no identificabilidad.
Para el caso de qubits se conocen técnicas para su implementación física [22, 79]. Sin embargo, la
realización experimental de esta medida en sistemas cuánticos de mayor dimensión sigue siendo
un problema abierto. Por esta razón, para implementar un esquema adaptativo con intervalos de
confianza análogo al descrito en el capítulo 4 en sistemas cuánticos de mayor dimensión, se debe
encontrar un sustituto a la medida canónica de fase que sea posible de realizar experimentalmen-
te. Esta cuestión recae en la búsqueda de POVMs que minimizan la varianza de Holevo para una
sola copia del sistema. A este problema se le llama “estimación de disparo único”. El caso pragmático
de esta situación es la estimación de fase en estados coherentes. En este sección se discutirán las
técnicas para la estimación óptima de fase en estados coherentes en el caso de disparo único.

6.1. Estados coherentes
De acuerdo con la sección 3.6, la dinámica de un sistema cuántico se describe a partir del operador
Hamiltoniano. El Hamiltoniano para el oscilador armónico tiene la forma

H =
1

2m

[
p2 +m2ω2q2

]
, (6.1)

donde p y q son los operadores de momento y posición respectivamente. El HamiltonianoH puede
ser escrito como

H = ~ω
(
a†a+

1

2

)
= ~ω

(
n̂+

1

2

) (6.2)
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donde
a =

1√
2m~ω

[ωq + ip] , a† =
1√

2m~ω
[ωq − ip] y n̂ = a†a. (6.3)

En particular, el operador no acotado n̂ es esencialmente autoadjunto 1, por lo que su extensión
autoadjunta a todoH dada por

a |0〉 = 0, |n〉 =
1√
n!

(
a†
)n
|0〉 , n = 0, 1, ...

D(n̂) =

{
|ψ〉 ∈ H :

∞∑
n=0

n2|〈n| |ψ〉|2 <∞

}

n̂ |ψ〉 =
∞∑
n=0

n |n〉 〈n| |n〉 ; |ψ〉 ∈ D(n̂).

(6.4)

define una base ortonormal {|n〉} (llamada base de Fock) sobre el espacio de Hilbert del sistema
H. Es decir,

∞∑
n=0

|n〉 〈n| = I, y |ψ〉 =
∞∑
n=0

|n〉 〈n| |ψ〉 , ∀ |ψ〉 ∈ H, (6.5)

con |n〉 los eigenvectores de la extensión autoadjunta de n̂ a todo H con eigenvalor asociado n ∈
{0} ∪ N = {0, 1, 2, ...}. Además, debido a que se cumplen las siguiente relaciones

a |n〉 =
√
n |n− 1〉 ,

a† |n〉 =
√
n+ 1 |n+ 1〉 ,

n̂ |n〉 = n |n〉
(6.6)

los operadores a, a† y n̂ reciben el nombre operador de aniquilación, operador de creación y ope-
rador de número respectivamente [82].

Los kets de los estados coherentes se definen como los eigenestados del operador (no autoad-
junto) de aniquilación [57]

a |α〉 = α |α〉 , α ∈ C. (6.7)

Estos estados son utilizados para describir los estados de luz que tienen un número indefinido
de fotones pero una fase bien definida, un ejemplo de esto son los rayos láser [40]. Estos estados
cumplen con propiedades de gran interés práctico. A continuación se mencionarán algunas que
serán relevantes para este trabajo.

Los estados coherentes también pueden ser generados a partir del estado vacío (|0〉),

|α〉 = D(α) |0〉 , (6.8)

donde

D(α) = exp

(
−1

2
|α|2

)
exp

(
αa†
)

exp (α∗a) , α ∈ C (6.9)

1Un operador no acotado sobre un espacio de Hilbert H con dominio D(A) ⊂ H es esencialmente autoadjunto si
tiene una única extensión autoadjunta a todoH [101].
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es conocido como el operador de desplazamiento. También se pueden producir estados compri-
midos si se aplica un operador de compresión previo al operador de desplazamiento

|α, r〉 = D(α)S(r) |0〉 , (6.10)

donde

S(r) = exp

[
1

2

(
r∗a2 − r(a†)2

)]
r ∈ C. (6.11)

De igual forma, escribiendo los ket |α〉 en la representación de la base de Fock

|α〉 = exp

(
−1

2
|α|2

) ∞∑
n=0

αn√
n!
|n〉 , (6.12)

se puede calcular la distribución de probabilidad de fotones de forma sencilla,

p(n) = Tr [|n〉 〈n| |α〉 〈α|] =
|α|2n exp

(
−|α|2

)
n!

, (6.13)

es decir, p(n) es la función de probabilidad de una distribución de Poisson con parámetro |α|2, el
cual corresponde con el número promedio de fotones

n̄ =
∞∑
i=1

ip(i)

=
∞∑
i=1

iTr [|i〉 〈i| |α〉 〈α|]

= Tr [n̂ |α〉 〈α|]
= E|α〉〈α| [n̂] = |α|2.

(6.14)

Otra propiedad interesante es que los estados coherentes minimizan respecto a S (H), la rela-
ción de incertidumbre de Heisenberg:

Varρ [q] Varρ [p] ≥ 1

4
, (6.15)

donde la varianza de un operador A sobreH se define como

Varρ [A] = Eρ
[
(A− Eρ [A])2

]
. (6.16)

Es decir, si ρ = |α〉 〈α| con α ∈ C, entonces Varρ [q] Varρ [p] = 1/4.
Por último, señalemos que los estados coherentes forman un POVM con elementos M(d2α) =

|α〉〈α|
π no ortogonales entre si [57], pues ∫

M(d2α) = I, (6.17)

y
Tr [|α〉 〈α| |β〉 〈β|] = exp

[
−|α− β|2

]
. (6.18)

Este POVM es la descripción matemática de la detección heterodina [3].
De esta forma, ya habiendo establecido los estados base sobre los cuales codificaremos un

parámetro a estimar y sus propiedades más relevantes, se procederá a describir el problema de
estimación de fase para el caso de un solo disparo y diferentes protocolos de estimación para el
mismo.
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6.2. Descripción del problema
De acuerdo con el teorema de Stone [48], se tiene una correspondencia uno a uno entre el Hamil-
toniano de un sistema y una familia de operadores unitarios {Vt}t∈R que determina la dinámica
del sistema. Como el Hamiltoniano (6.1), es diagonal en la base de Fock, los elementos de {Vt}t∈R
se pueden escribir como

Vt =
∞∑
n=0

e−iω(n+1/2)t |n〉 〈n| . (6.19)

En este caso, de acuerdo con (3.51), la familia de estados

ρt = e−iω(n+1/2)tρeiω(n+1/2)t

= e−iωtρeiωt, t ∈ R,
(6.20)

corresponde a la evolución temporal del estado base ρ para diferentes valores del parámetro de
evolución t. Además por la propiedad de covarianza, cada elemento de un POVM M debe evolu-
cionar temporalmente como

M(B + t) = e−iωtM(B)eiωt, t ∈ R, B un conjunto de Borel. (6.21)

Debido a que la dinámica es periódica en el sentido que Vt+ 2π
ω

= Vt, se tiene que la evolución
temporal de un estado coherente ρ = |α〉 〈α| es equivalente a

ρθ = e−iθn̂ |α〉 〈α| eiθn̂, (6.22)

donde θ = (−ωt) mód 2π es un parámetro en [0, 2π) = Θ. Como los eigenvalores de n̂ son enteros,
entonces exp (iθn̂) = exp (i(θ + 2πk)n̂) y la familia

{
Uθ = e−iθn̂

}
θ∈Θ

es una representación unitaria
del grupo aditivo [0, 2π) módulo 2π.

Este grupo es isomorfo al grupo de rotaciones sobre el círculo unitario T, por lo que θ en (6.22)
es una fase. Por ende, si θ es un parámetro desconocido, se tiene un problema de estimación de
fase sobre estados coherentes con cota de cuántica de Crámer-Rao (ver (3.19)) de

Varθ
[(
M, θ̂

)]
≥ 1

4|α|2
. (6.23)

De acuerdo con el teorema 8, el POVM que minimiza la varianza de Holevo en el problema de
estimación de disparo único es la medida canónica de fase:

M∗(dθ) =
dθ

2π

∞∑
n,m=0

|n〉 〈m| ei(n−m)θ. (6.24)

Además este POVM, puede saturar la cota de cuántica de Crámer-Rao en el límite de altas ener-
gías |α| � 1 [57]. Fuera de este límite, este POVM solo es de varianza mínima. Físicamente, esto
significa que la varianza del POVM (6.24)

Vcan = |e−α2
∞∑
n=0

α2n+1

n!
√
n+ 1

|2 − 1 (6.25)
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es el límite fundamental de precisión para el caso de estimación con una sola medida [58, 118].
Sin embargo, a la fecha no hay un método experimental que implemente de forma exitosa este
POVM. Por ejemplo, en el trabajo [97], se puede obtener la distribución de las salidas para la
medición canónica a partir de la distribución conjunta de un POVM en el espacio fase, el cual
requiere realizar el doble de mediciones sobre el sistema, y más recientemente en [79] se logró
implementar el POVM (6.24) para un paquete de onda de un fotón utilizando retroalimentación
cuántica, dejando aún abierto el problema de implementación para estados coherentes.

Por tal motivo, las estrategias Gaussianas, las cuales se pueden realizar de forma simple expe-
rimentalmente, se han convertido en las técnicas estándar para atacar el problema de estimación
de fase en estados coherentes. El punto de partida natural dentro de estas estrategias es la detec-
ción heterodina, cuya varianza está acotada inferiormente por 1/2|α|2 [118]. Múltiples estrategias
adaptativas Gaussianas han superado la cota inferior en la varianza de la detección heterodina
[31, 118]. Sin embargo, estas estrategias no ha sido capaz de alcanzar el desempeño de la medición
canónica [118].

Actualmente, la mejor estrategia Gaussiana adaptativa que se conoce es la llamada Mark-II
(MK II), la cual esta basada en un esquema adaptativo de detecciones homodinas [118]. La estra-
tegia MK II tiene una varianza en el límite asintótico dada por

Var
[
φ̂MKII

]
≈ 1

4|α|2
+

1

8|α|3
, (6.26)

la cual supera la de la detección heterodina pero no puede alcanzar el desempeño de la medición
canónica [118].

Var
[
φ̂CAN

]
≈ 1

4|α|2
+

5

32|α|4
. (6.27)

Por lo tanto, encontrar una estrategia de estimación que pueda ser implementada físicamente y
que aproxime al límite fundamental de precisión es un problema abierto.

El objetivo de este capítulo es introducir una estrategia adaptativa no-Gaussiana para el pro-
blema de estimación de fase de disparo único en estados coherentes basada en conteo de fotones
[31], y probar que esta estrategia de estimación es capaz, bajo ciertas configuraciones, de superar
el desempeño de MK II con una mejor razón de convergencia que cualquier otra estrategia de
estimación expuesta en la literatura. Con este objetivo en mente se continuará con una exposición
de los conocimientos previos necesarios para proceder al resultado principal de este capítulo.

6.3. Diseño Bayesiano óptimo de experimentos
La estrategia de estimación adaptativa para la estimación de fase en estados coherentes basada en
conteo de fotones se puede describir en el contexto de la teoría de diseño Bayesiano óptimo de
experimentos. En esta sección se dará un breve resumen de esta teoría matemática.

El diseño óptimo de experimentos permite mejorar las inferencias estadísticas de cantidades
de interés al escoger apropiadamente el valor de ciertas variables de control llamadas diseños
[21, 105, 109]. Aquí, se hace el supuesto que los datos observados y ∈ Y ⊂ R son salidas de una
variable aleatoria con una densidad o función de probabilidad p(y | d, θ), la cual pertenece una
familia indexada por θ ∈ Θ

PΘ = {p(y | d, θ), d ∈ D, θ ∈ Θ} , (6.28)

donde d es un parámetro llamado diseño escogido de algún conjunto D llamado espacio de dise-
ños, θ ∈ Θ es un parámetro desconocido y los datos pertenecen a un espacio muestra Y ⊂ R. En
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este contexto, los diseños d son interpretados como parámetros de control dentro del experimento
que pueden ser ajustados antes de realizar cualquier medición sobre el sistema. Esto permite que
la optimización de dicha variable de control pueda mejorar la estimación del parámetro descono-
cido θ.

En el enfoque Bayesiano [21, 105], la falta de información acerca de θ se modela con una distri-
bución de probabilidad apriori p(θ). Entonces, cuando se mide sobre el sistema se puede reducir
la incertidumbre acerca de θ aplicando el teorema de Bayes sobre la distribución apriori:

p(θ | d, y) ∝ p(θ)p(y | d, θ). (6.29)

Para el problema de estimación, los valores óptimos para d son aquellos que maximizan el valor
esperado de una función de costo U(d, θ, y) sobre el espacio de diseños D condicionada a los
posibles datos futuros y y al espacio paramétrico Θ:

dopt = arg máx
d∈D

E [U(d, θ, y)]

= arg máx
d∈D

∫
Y

∫
Φ
U(d, θ, y)p (θ, y | d) dθdy

= arg máx
d∈D

∫
Y

∫
Φ
U(d, θ, y)p(θ | d, y)dθ p(y | d)dy.

(6.30)

Un enfoque estándar es fijar dopt al comienzo del experimento y entonces recolectar datos de
forma independiente e idénticamente distribuidos con una distribución dada por p(y | dopt, θ).
Un segundo enfoque es tomar la distribución a posteriori (resultado del teorema de Bayes (6.29))
como la nueva prior en cada medición para ir actualizando dopt de forma adaptativa, conforme
más datos van siendo recolectados. La ventaja de este enfoque es que las estrategias adaptativas
nunca son menos eficientes que las no adaptativas [95].

La teoría de diseño Bayesiano óptimo de experimentos tiene libertad en la elección de la fun-
ción de costo, la cual depende del problema bajo estudio. Para el problema de estimación de pará-
metros, la función de costo más común en el problema de diseño Bayesiano óptimo de experimen-
tos es la divergencia de Kullback-Lieber (KLD - acrónimo tomado del inglés) entre la distribución
a priori y distribución a posteriori

U(d, y) = DKL [p(θ | d, y) || p(θ)]

=

∫
Θ
p(θ | d, y)log

[
p(θ | d, y)

p(θ)

]
dθ.

(6.31)

La divergencia de Kullback-Lieber provee una distancia entre la distribución de probabilidad p(θ |
d, y) y la información acerca de θ, p(θ) [24]. Si p(θ | d, y) es igual a p(θ), entonces U(d, y) = 0 y no
se obtiene una ganancia de información acerca de θ por haber medido y con el diseño d.

Otra función de costo comúnmente utilizada en el diseño óptimo de experimentos es el nega-
tivo de entropía condicional entre los valores plausibles de θ y y,

U(d) = −H(θ | Y )

= −
∑
y∈Y

p(y)

∫
Θ
p(θ | d, y)log [p(θ | d, y)] dθ.

(6.32)
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la cual es una medida de cuánta información se necesita para describir las salidas de la variable
aleatoria θ dado el valor de otra variable aleatoria Y conocida [24]. No obstante, cabe destacar que
las funciones de costo (6.31) y (6.32) se relacionan con la información mutua [24]:

U(d) = MI(θ | Y ) = Ey [DKL [p(θ | d, y) || p(θ)]]
= H(p(θ))−H(θ | Y ).

(6.33)

Este hecho tiene como resultado que maximizar cualquiera de las funciones de costo (6.31), (6.32)
y (6.33) sobre el espacio de diseños sea equivalente [21, 105].

La aplicación de la teoría de diseño óptimo de experimentos al problema de estimación de fase
en estados coherentes con conteo de fotones se resume en los siguientes pasos:

i) Utilizar una función de costo específica e información a priori para escoger el diseño.

ii) Hacer una medición.

iii) Usar el resultado del teorema de Bayes para actualizar la información apriori.

iv) Repetir los pasos i)-iii) de forma recursiva.

De este modo, se obtiene una estimación para θ en cada paso adaptativo utilizando el estimador
de máxima a posteriori (MAP), el cual se define como

θ̂ = arg max
θ∈Θ

p(θ | y, d). (6.34)

Este enfoque requiere que el estimador sea consistente conforme el número de mediciones se
incrementa.

En el enfoque adaptativo del diseño Bayesiano óptimo de experimentos, Paninski [95] probó
que bajo ciertas condiciones de regularidad y al utilizar funciones de costo basadas en la infor-
mación mutua, se puede escoger diseños que producen un MAP asintóticamente consistente y
eficiente con varianza

σ2
INFO =

(
arg max
C∈co(I(θ;d))

|C|

)−1

, (6.35)

donde co (I(θ; d)) denota la cerradura convexa del conjunto de informaciones de Fisher como fun-
ción de los diseños I(θ; d). Formalmente, las condiciones de regularidad pueden ser establecidas
como:

1. El espacio paramétrico Θ es un espacio métrico compacto.

2. La función de verosimilitud logarítmica log (p(y | θ, d)) es uniformemente Lipschitz en θ con
respecto a alguna medida dominante en Y .

3. La función de verosimilitud es identificable para θ, esto es, que la función de verosimilitud
tenga un único máximo global.

4. La distribución a priori asigna una probabilidad a cualquier vecindad del valor real de θ.

5. Las funciones de información de Fisher I(θ; d) estén bien definidas para todo d ∈ D.
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6. máxC∈co(I(θ;d)) |C| > 0, donde co (I(θ; d)) denota la envolvente convexa del conjunto de in-
formaciones de Fisher I(θ; d).

Adicionalmente, cuando el parámetro a estimar es un escalar, la maximización de la información
mutua es equivalente a minimizar el error cuadrático medio para el caso asintótico [95].

Como la fase en (6.22) es una cantidad escalar, en el límite asintótico, tanto la información mu-
tua como el error cuadrático medio son funciones de costo apropiadas para producir estrategias
de estimación óptimas. Entonces, uno puede utilizar la función de costo que le sea más senci-
lla de calcular. En la siguiente sección la estrategia no Gaussiana basada en conteo de fotones y
retroalimentación será descrita utilizando las herramientas matemáticas de esta sección.

6.4. Esquema adaptativo no-Gaussiano
La estrategia adaptativa de estimación no Gaussiana basada en conteo de fotones y retroalimen-
tación [31] tiene el objetivo de estimar θ ∈ Θ = [0, 2π) utilizando un número finito de pasos
adaptativos l = 1, 2, ..., L y la información a priori p(θ) acerca de θ de un estado coherente (6.22)
con un número medio de fotones |α|2.

La estrategia consiste en dividir el pulso de luz descrito por un estado coherente (6.22), el
cual contiene la información del parámetro codificada en la fase θ, en L pedazos. En cada paso
adaptativo l = 1, 2..., L, el pulso se mezcla con otro pulso de luz proveniente de un oscilador
local, cuya amplitud y fase se pueden elegir por alguna regla que en general puede depender de
las mediciones de los paso previos, de modo que el número medio de fotones para cada paso
adaptativo antes de mezclarse con el oscilador local es |α|2/L.

Matemáticamente, el esquema adaptativo para L ∈ N pasos adaptativos se puede describir
como sigue [31]: Dada cierta información a priori P (θ) acerca de θ con densidad p(θ), se comienza
con un número aleatorio β0 ∈ C y se aplica el POVM{

D(β0) |n〉 〈n|D†(β0)
}m−1

n=0
∪

{
I−

m−1∑
n=0

D(β0) |n〉 〈n|D†(β0)

}
(6.36)

sobre el estado |eiθα/
√
L〉 〈|eiθα/

√
L〉|, donde D es el operador de desplazamiento introducido en

la ecuación (6.9) D(β) |α〉 = |α+ β〉 y m ∈ N. En el POVM (6.36) el operador de desplazamiento
modela la mezcla del estado coherente (6.22) con el oscilador local, mientras que la suma sobre los
estados de Fock |n〉 〈n|modela un detector de fotones con resolución m [6].

Suponiendo que tras el primer paso l = 1, el valor n1 es observado, la función de la distribución
a posteriori resultante es

p(θ | n1;β0) ∝ L (n1 | θ;β0) p(θ), (6.37)

donde L (θ | n1;β0) es la función de verosimilitud dada por

L (θ | n1;β0) = p(n1 | θ;β0) = Tr
[
D(β0) |n1〉 〈n1|D†(β0)ρθ

]
. (6.38)

La estimación de fase para este paso es θ1 = θ̂1(n1) obtenida con el arg maxθ∈Θ p(θ | n1;β0)
(estimador MAP). Utilizando esta distribución a posteriori (6.37) como la nueva apriori para el
siguiente paso l = 2, se optimiza una función de costo U(β) para obtener el siguiente valor de β e
implementar el POVM (6.36) con este β. Para el paso l ≥ 2, se implemente el POVM{

D(βl−1) |n〉 〈n|D†(βl−1)
}m−1

n=0
∪

{
I−

m−1∑
n=0

D(βl−1) |n〉 〈n|D†(βl−1)

}
(6.39)
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sobre el estado |eiφα/
√
L〉 〈eiφα/

√
L|, obteniendo una distribución a posteriori con densidad

p(θ | ~n, ~β) = p(θ | nl, ..., n1, βl−1, ..., β0)

∝
l∏

i=1

p(ni | θ, βi− 1)p(θ),
(6.40)

con ni el dato observado en el paso i, produciendo, de esta manera, el l-ésimo estimador θ̂l. Repi-
tiendo este proceso hasta los L pasos adaptativos en cuestión.

Esta estrategia de estimación es una caso particular del diseño óptimo Bayesiano de experi-
mentos, donde los parámetros β ∈ C son los diseños y con el objetivo de estimar la fase θ ∈
Θ = [0, 2π). Como el valor óptimo para β en cada paso adaptativo depende de las datos previos,
la función de costo a optimizar es una función de la distribución a posteriori. Entonces, utilizar
una función de costo adecuada como la información mutua (6.33) o el ECM pueden producir una
secuencia de estimadores θn que aproxime al valor de θ [95].

Aún más, como en este caso la fase θ es un parámetro cíclico, la distribución a posteriori es
una función 2π-periódica, por lo que el estimador MAP θ̂ es una variable aleatoria cíclica. Por
tal motivo, es conveniente utilizar la varianza de Holevo (4.22) como medida de dispersión del
estimador. Para estimadores insesgados, la varianza de Holevo se expresa como

VarH
[
θ̂
]

=
1∣∣∣E [eiθ̂]∣∣∣2 − 1 (6.41)

y como el estimador MAP es insesgado en el límite asintótico [67], minimizar la incertidumbre
acerca de θ requiere la maximización de la cantidadE

[
eiθ̂
]

en la ecuación (4.22), la cual es llamada
“sharpness”. Por lo tanto, la función de costo adecuada para este protocolo de estimación es la
sharpness promedio

S̄(β,m) =

m∑
n=0

p(n)

∣∣∣∣∫
Θ
eiθp (θ | n, β)

∣∣∣∣2 . (6.42)

Para garantizar la consistencia asintótica del estimador del esquema adaptativo, se deben sa-
tisfacer las condiciones de regularidad 6.3. Para la estimación de fase, las condición de regularidad
1 se satisface si θ es un punto interior de [0, 2π). Además, dado que la probabilidad

p(n | φ;β) = Tr
[
|αe

iφ

√
L
〉 〈αe

iφ

√
L
|D(β) |n〉 〈n|D†(β)

]

=

exp

(
−
∣∣∣∣αeiφ√L − β

∣∣∣∣2
)∣∣∣∣αeiφ√L − β

∣∣∣∣2n
n!

, α ∈ R+, β ∈ C

(6.43)

está bien definida y es dos veces diferenciable, las condiciones 2, 4, 5 y 6 se satisfacen directamen-
te. No obstante, la condición 3, en general no se cumple. En particular, si uno escoge β como el
valor que maximiza el información mutua (6.33) o el sharpness promedio (6.42), la función de ve-
rosimilitud resultante puede tener en general dos máximos, esto es, una función de verosimilitud
no identificable [60]. Entonces, no hay razón matemática para obtener un estimador consistente.
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Para afrontar el reto de trabajar con funciones de verosimilitud no identificables, se pueden uti-
lizar diseños con una relación fija entre la fase de β y la amplitud |β|, dada por β = f(φ)eiφ, donde
φ = [0, 2π) y f(θ) una función real. Entonces los diseños resultantes se obtienen de maximizar una
función U que es función de φ.

Para entender cómo esta estrategia resuelve el problema de no identificabilidad, reescribimos
la ecuación (6.43) como

p(n | θ;β = |β|eiφ) =
e−λλn

n!
(6.44)

con λ = |α|2/L + |β|2 − 2|α||β| cos (θ − φ) /
√
L. Para L pasos adaptativos con resultados ni, i =

1, ..., L, la función de verosimilitud es el producto de L funciones de probabilidad dadas por la
ecuación (6.44):

L(θ) =
L∏
i=1

p(ni | θ;βi = |β|eiφi) =
L∏
i=1

e−λiλnii
ni!

. (6.45)

Cada φi depende de la función de costo y las salidas del POVM previo. La elección de los dise-
ños experimentales con |β| = f(φ) puede forzar a la estrategia a cambiar φi en cada paso adapta-
tivo. En este caso, la función de verosimilitud (6.45) se vuelve identificable ya que el producto de
las funciones de probabilidad con diferentes φi produce una función con un solo máximo global.
Para observar este hecho notemos que si φi = φ es fijo, incluso si el parámetro |β| es diferente en
cada paso adaptativo del protocolo, la función de verosimilitud producida por una secuencia de
variables aleatorias independientes con función de probabilidad (6.44) tiene dos máximos sobre
Θ. Uno de estos máximos siempre estará alrededor de θ y el otro dependerá del valor de φ. La es-
trategia permite escoger φ en cada paso adaptativo y hacer que el máximo alrededor de θ supere
cualquier otro máximo de la función, pues la verosimilitud será el producto de diferentes funcio-
nes de probabilidad como función de θ con segundos máximos a diferentes posiciones φi 6= φj ,
(i 6= j). Como resultado, tomando diseños experimentales β = f(φ)e−iφ, la verosimilitud de la
estrategia satisface todas las condiciones de regularidad 6.3.

6.4.1. Correcta elección del diseño óptimo
Como el objetivo final de la estimación de parámetros es alcanzar la CICRC, la elección natural

para |β| es aquella que maximice la información de Fisher. Entonces, de acuerdo a la ecuación
(2.44), la información de Fisher para un diseño particular β = |β|eiφ está dada por

I(θ;β) =
4|α|2|β sin2(θ − φ)|2

|α|2 + L|β|2 − 2|α||β| cos(θ − φ)
√
L
. (6.46)

A consecuencia, al optimizar sobre β se encuentra que

I(θ, βopt) = 4|α|2/L, (6.47)

donde

βopt =
|α|√

L cos(θ − φ)
(6.48)

es el valor de β que maximiza la información de Fisher.
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De esta forma, al utilizar el método adaptativo en cuestión, con β como en la ecuación (6.48),
se puede garantizar todas las condiciones de regularidad 6.3 y por lo tanto, el estimador de má-
xima a posteriori es un estimador asintóticamente consistente (con respecto al número de pasos
adaptativos) con varianza dada por (6.35). Aún más, como

IQ ≥ pI(θ, β1) + (1− p) I(θ, β2), β1, β2 ∈ D y 0 ≤ p ≤ 1, (6.49)

entonces la IFC es el supremo de la envolvente convexa del conjunto de informaciones de Fisher,
por lo tanto se tiene que

σ2
INFO =

1

IQ
=

1

4|α|2
. (6.50)

Concluyendo que el estimador MAP puede saturar la desigualdad de cuántica de Cramér-Rao
(6.23) cuando el número de pasos adaptativos tiende a infinito.

Desafortunadamente, como βopt depende de θ su implementación es inviable ya que se necesita
a priori conocer el parámetro que se desea estimar. Para tratar este problema se puede aproximar
a βopt sustituyendo θ por su estimador θ̂

β̂opt =
|α|√

L cos(θ̂ − φ)
. (6.51)

De esta forma, el diseño óptimo propuesto utiliza la fase φ como parámetro de control para mini-
mizar la incertidumbre y al optimizar la información mutua o el sharpness promedio se obtienen
funciones de verosimilitud identificables.

Como en general las estimaciones de θ̂ solo son aproximaciones al valor puntual de θ, es de
esperar que la información de Fisher de este diseño sea menor que la información de Fisher para
βopt. Definiendo ∆ = θ − φ, la información de Fisher para ˆβopt se puede escribir como

I(θ, β̂opt) =
4 sin2 ∆α2

L(cos2 (δ + ∆)− 2 cos ∆ cos (δ + ∆) + 1)
, (6.52)

donde δ = θ̂ − θ. Por tanto, I(θ, β̂opt) es una variable aleatoria que depende de θ̂ a través de β̂opt.
Cuando δ 6= 0, la información de Fisher depende fuertemente de φ, por ejemplo, si φ → θ,

I(∆ = 0, β̂opt) → 0, por lo que no se gana información cuando el sistema es medido. Para encon-
trar el valor óptimo de φ se busca el valor de ∆ que maximiza el valor esperado de F (∆, β̂opt).
Tomando en consideración que E

[
δ2n+1

]
= 0, con n ∈ N, se encuentra que ∆ = π/2, por lo que

una buena estrategia adaptativa debe tener un ∆ = θ − φ cercano a π/2 en el L-ésimo paso adap-
tativo. Sin embargo, en el límite de ∆→ π

2 y δ → 0, se tiene que |β̂opt| → ∞, haciendo a la medida
inviable ya que cualquier detector de fotones realista no podrá detectar nada. De esta manera es
razonable esperar una tendencia de ∆ a π/2 conforme L tiende a infinito de modo que la intensi-
dad del pulso de luz resultante obliga a aumentar la resolución en el número de fotones (photon
number resolution (PNR)) del detector con el fin de poder capturar toda la información. Por lo
cual, dado una resolución de fotones m < ∞ existe un límite en el número de pasos adaptativos
para el cual la medida adaptativa es útil.

Por otro lado, si se realizan L mediciones utilizando el diseño óptimo βopt, la información de
Fisher total será 4|α|, es decir, la información de Fisher cuántica. Sin embargo, al no conocer βopt
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y utilizar β̂opt en su lugar, podemos ver qué tan diferente es su información de Fisher total para L
pasos adaptativos desarrollando a segundo orden en δ la ecuación (6.52)

I(θ, β̂opt) ≈ 4 |α|2(1− δ2) , (6.53)

observando que I(θ, β̂opt) < I(θ, βopt) e independiente de L. Por lo que, cualquier esquema adap-
tativo de estimación tendrá Información de Fisher menor a la información de Fisher cuántica,
puesto que en cada paso adaptativo el error de la estimación de θ se propaga al elegir el dise-
ño óptimo y en consecuencia, el esquema adaptativo no-Gaussiano no satura la CICRC para el
régimen de bajas energías |α| � ∞.

Finalmente notemos que aunque βopt tiene la ventaja de forzar a que la función de verosimili-
tud sea identificable en cada paso adaptativo, este diseño no necesariamente maximiza la función
de costo U(β) en todo el plano complejo C. No obstante, cuando el número de pasos adaptativos
L tiende a infinito, β̂opt tiende al valor que maximiza a U obteniendo un diseño óptimo global [31].
En el resto del capítulo, se hará un análisis exhaustivo del método adaptativo con la finalidad de
encontrar como actúa este en función de |α|2 y se comparará con el desempeño de la medición
canónica (6.25) y MK II (6.26).

6.5. Desempeño del esquema adaptativo no-Gaussiano
Con el objetivo de analizar la tendencia hacia el desempeño de la medida canónica de fase, nu-
méricamente se estudió el esquema adaptativo no-Gaussiano para la estimación de fase como
función del número de pasos adaptativos L y de la media de fotones |α|2 en el estado coherente.
Los resultados se comparan directamente con la mejor estrategia Gaussiana conocida MK II y el
error producido por la medida canónica de fase. En concreto, como resultado original se resuel-
ven las siguientes preguntas: ¿Es el esquema adaptativo no-Gaussiano mejor que MK II? y ¿Qué
tan cercano es el desempeño de la estrategia adaptativa al error producido por la medida canó-
nica de fase?. Para las simulaciones numéricas se utilizó la sharpness promedio como función de
costo pues esta requiere para su cálculo un número menor de operaciones en comparación con
las funciones de costo (6.31), (6.32) y (6.33), aunque la estrategia de estimación de fase se puede
implementar de forma equivalente utilizando cualquiera de las funciones de costo (6.31), (6.32),
(6.33).

La Fig. 6.1-A representa la varianza de Holevo para el método adaptativo como función del
número de pasos adaptativos L para un estado coherente con media de fotones |α|2 = 1 y un
detector con diferentes valores en la resolución del número de fotones (m = 1, m = 3, m = 6).
Param = 1, la estrategia adaptativa supera al desempeño de la estrategia MK II (línea discontinua
roja) a partir de L & 30. Además, la estrategia con m = 3 y m = 6 tienen una mejor razón
de convergencia superando al desempeño de MK II para L & 20 y L & 15, respectivamente,
obteniendo una menor varianza.

Para estimar la varianza de Holevo de la estrategia de estimación adaptativa no-Gaussiana en
el límite asintótico, se ajustaron los resultados de la simulación numérica a modelo exponencial

ŷ = Ae−BL + C. (6.54)

Del análisis de regresión se encontró para m = 1 un coeficiente C = 0.751 ± 0.002, para m = 3
un coeficiente C = 0.719 ± 0.004 y para m = 6 un coeficiente C = 0.714 ± 0.003. Por siguiente,
dado que el coeficiente C en (6.54) es mayor que la varianza de la medición canónica (0.6727) en
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Figura 6.1: Panel A: Varianza de Holevo para α = 1 como función del número de pasos adapta-
tivos L y distintos valores de resolución de fotones m. Conforme L aumenta, la precisión de las
estimaciones mejora. La estrategia no-Gaussiana (curvas continuas) supera el desempeño de la
estrategia MK II (línea discontinua roja a y = 0.767) con L > 30 en el caso de m = 1 (puntos y
curva de color verde), para L > 20 en el caso dem = 3 (puntos y curva de color amarillo) y L > 15
en el caso de m = 6 (puntos y curva de color azul). Las tres curvas se ajustaron a un modelo
exponencial (6.54), la parte sombreada representa un desviación estándar. Todos los puntos de la
simulación fueron calculados a partir de un bootstrap de 104 puntos. Panel B: Valor del diseño
óptimo ∆ como función del número de pasos adaptativos L para α = 1 y diferentes valores de la
resolución de fotones (PNR) m = 1, 3, 6. Si L aumenta su valor, el diseño óptimo se acerca π

2 .
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todos los casos, se concluye que incluso en el caso cuando el número de pasos tienda a infinito, el
método no puede alcanzar el límite canónico cuando |α| = 1 y en consecuencia para cualesquiera
valores mayores de energía. Cabe destacar que mientras el valor de C para el caso de m = 6 es
mayor que el caso de m = 3, debido a las incertidumbres de los parámetros no hay diferencia
estadística entre estos. Esta hecho permite extrapolar esta conclusión para valores mayores de m.

La Fig. 6.1-B muestra la fase óptima del oscilador local como función deL. Esta fase es el diseño
óptimo ∆ introducido en la sección 6.4.1. De la Fig. 6.1-B se observa que al incrementar el número
de pasos adaptativos, el diseño óptimo tiende a π

2 . Este resultado es de esperarse de acuerdo a las
predicciones de nuestro modelo teórico.

El estudio de la estrategia adaptativa no Gaussiana basada en conteo de fotones y retroalimen-
tación se prosiguió con la exploración de su desempeño como función de |α|2 y diferentes pasos
adaptativos. Los resultados numéricos de este análisis se presentan en la Fig. (6.2). Cabe enfatizar
que en el límite de altas energías |α| → ∞ y con L = 100, la varianza para el esquema Bayesiano
no-Gaussiano parece tener una tendencia hacia la cota cuántica de Crámer-Rao.
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Figura 6.2: Varianza de Holevo como función de |α|2 de la estrategia adaptativa no-Gaussiana
para diferente número total de pasos adaptativos L = 20 y L = 100. Las curvas sólidas muestran
una tendencia descendiente de la varianza cuando el número de pasos adaptativos se incrementa.
En todos los casos se calcularon las curvas con un bootstrap de 104 puntos y con PNR m = 3. El
desempeño de la medida canónica de fase (curva azul discontinua) se muestra como referencia.
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6.5.1. Modelo para el rendimiento asintótico de la estrategia adaptativa
En el límite asintótico, el rendimiento de la estrategia adaptativa no-Gaussiana se puede describir
razonablemente por tres potenciales modelos:

Modelo 1: A1
|α|2 + A2

|α|3 + A3
|α|4 , (6.55a)

Modelo 2: A1
|α|2 + A2

|α|3 , (6.55b)

Modelo 3: A1
|α|2 + A3

|α|4 , (6.55c)

entonces, la cuestión es aplicar un criterio para decidir cual es el modelo que mejor describe el
comportamiento de la varianza de la estrategia de estimación de fase. Para afrontar este problema
se aplicó la técnica de “backward elimination”. Esta técnica consiste en los siguientes pasos [122]:

i) Seleccionar un nivel de significancia α (por ejemplo α = 0.05), el cual representará la pro-
babilidad de tomar la decisión de rechazar la hipótesis nula cuando ésta es verdadera en el
contraste de hipótesis del paso iii).

ii) Ajustar los datos con el modelo con mayor cantidad de coeficientes.

iii) Realizar una prueba de contraste de hipótesis entre la hipótesis nula H0 : Ai = 0 y la hipóte-
sis alterna H1 : Ai 6= 0 para cada uno de los coeficientes Ai del modelo y registrar su valor p
(la probabilidad de haber obtenido el resultado observado suponiendo que H0 es cierta).

iv) Considerar el coeficiente con valor p más alto, si este es mayor al nivel de significancia α, se
prosigue al siguiente paso, de otro modo, se sigue con el paso vii).

v) Se elimina ese coeficiente del modelo.

vi) Ajustar el modelo sin ese coeficiente.

vii) Se repite el proceso desde el paso iii) hasta llegar a un modelo donde el valor p de todos los
coeficientes sea menor que el nivel de significancia α.

Para esta técnica, el valor p de la prueba de hipótesis es el criterio para decidir qué coeficientes
del modelo más general son los más adecuados para ajustar el comportamiento de los datos obser-
vados. El valor p se interpreta como la probabilidad de observar los datos obtenidos suponiendo
que la hipótesis nula H0 es verdadera [29, 122]. Como el contraste de hipótesis es entre las premi-
sasH0 : Ai = 0 yH1 : Ai 6= 0, el hecho de que un coeficienteAi tenga un valor pmenor que el nivel
de significancia α, se entiende como el hecho que los datos observados proveen suficiente eviden-
cia en contra de la hipótesis nula H0, por lo que se rechaza esta hipótesis a favor de la hipótesis
alterna H1. Por el contrario, cuando el valor p es mayor que el nivel de significancia, el resultado
se interpreta como el hecho que los datos proveen suficiente evidencia en contra de la hipótesis
alterna H1, por lo que se no se rechaza la hipótesis nula H0. En otras palabras, si p < 0.05 en algún
contraste de hipótesis para algún coeficiente Ai, se puede concluir que los datos observados son
evidencia estadísticamente significativa para suponer que Ai 6= 0.

De la tabla 6.1 se observa que p > 0.1 para A3 y p < 0.001 para los coeficientes A1 y A2, para
cualquier valor de L, por lo que se concluye que el modelo que mejor describe el comportamiento
de los datos es A1/|α|2 + A3/|α|4. Además, se corroboró este resultado aplicando el criterio de
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L
p-value

de
A1

p-value
de
A2

p-value
de
A3

20 1.14e-21 0.41 4.10e-10
30 7.04e-21 0.65 3.84e-10
40 9.67e-20 0.62 7.17e-09
50 5.29e-21 0.53 9.55e-10

100 2.00e-16 0.11 1.78e-09

Cuadro 6.1: p-value para los diferentes coeficientes del ajuste del Modelo 2 (6.55) para diferentes
valores de L.

información de Akaike, el cual es una métrica de la calidad relativa de un modelo de regresión,
para un conjunto datos [122]. La métrica de Akaike se aplicó a cada uno de los modelos expuestos
en (6.55) obteniendo la misma conclusión que al utilizar “Backward elimination”. Con el resultado
previo, se prosiguió a ajustar las curvas de la Fig. (6.2) al modelo 3 de (6.55) y se realizó un estudio
de los coeficientes A1 y A3 como función del número de pasos adaptativos con el objetivo de
obtener la tendencia del método de estimación en el límite asintótico (L → ∞). Este análisis se
presenta en la Fig. 6.3.
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Figura 6.3: Coeficientes del ajuste modelo 3 (6.55) para la varianza del método como función del
número de pasos adaptativos. En el panel izquierdo, se muestra el coeficiente A1 y en el panel de-
recho el coeficienteA3. Las curvas muestran la tendenciaA1 → 0.25 yA3 → 0.53 cuando el número
de pasos adaptativos tiende a infinito. Ambas curvas se ajustaron a un modelo exponencial (6.54),
con coeficientes (A,B,C,EER) = (0.0541±0.01975, 0.0542±0.02044, 0.2499±0.00270, 9.72×10−5)
para los datos del panel izquierdo, y (A,B,C,EER) = (0.0607±0.08782, 0.1942±0.30907, 0.5272±
0.03063, 4.369× 10−3) para los datos del panel derecho. La región sombreada representa una des-
viación estándar.

Para extrapolar el comportamiento del escalamiento en la varianza cuando el número de pasos
adaptativos tiende a infinito, se ajustaron los puntos de las curvas de la Fig. 6.3 a un modelo
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exponencial (6.54). Para el ajuste de la curva del coeficiente A1 (panel izquierdo de Fig. 6.3) se
encontró C = 0.2499± 0.00270 ≈ 1/4 y para el ajuste de la curva del coeficiente A3 (panel derecho
de Fig. 6.3) se encontró C = 0.5272± 0.03063 ≈ 0.53. Por tanto, la varianza (en el caso ideal) tiene
un rendimiento que va como

VarH
[
φ̂
]
∼ 1

4|α|2
+

0.53

|α|4
. (6.56)

La ecuación (6.56) es uno de los resultados principales de este trabajo. El segundo término en
la varianza es del orden 1

|α|4 , el mismo que el POVM canónico de fase (ver (6.27)), mientras que la
estrategia MK II es del orden 1

|α|3 (ver (6.26)). La diferencia, para valores grandes de |α|, entre el
POVM canónico y la estrategia no-Gaussiana es el coeficiente en el segundo término, el cual es 1/2
en vez de 5/32. Esto muestra que la estrategia Bayesiana adaptativa basada en conteo de fotones
para estimar la fase produce un error de estimación más cercano a los límites físicos teóricos que
la mejor estrategia Gaussiana conocida MK II. De igual manera, el número de pasos adaptativos L
para alcanzar el comportamiento descrito por (6.56) es función de la resolución m del detector. De
acuerdo con la discusión de la Fig. 6.1 es de esperar que a mayor valor de m, menor es el número
pasos adaptativos necesarios para llegar al desempeño asintótico descrito por el modelo (6.56).
Para ejemplificar este hecho, en la Fig. 6.3) se presenta la varianza de Holevo para la estrategia
no-Gaussiana a L = 100, como función de |α|2 y diferentes valores de PNR, m = 1, 3, 6.
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Figura 6.4: Varianza de Holevo como función de |α|2 de la estrategia adaptativa no-Gaussiana
para L = 100 y diferente resolución del número de fotones m = 1, 3, 6. A mayor valor de m menor
es el valor de la varianza de Holevo. En todos los casos se calcularon las curvas con un bootstrap
de 104 puntos. El desempeño de la medida canónica de fase (curva azul discontinua) y el modelo
ideal (6.56) se muestran como referencia.
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Capítulo 7

Sensores con escalamiento
Super-Heisenberg

El objetivo final de la teoría de estimación de parámetros en sistemas cuánticos es obtener la mayor
precisión en las estimaciones a partir de mediciones del sistema. En estimación escalar, el límite
fundamental en la precisión está dado por la CICRC (3.13). Como ya se discutió, alcanzar este
límite es posible cuando se realiza un número que tiende a infinito de mediciones independien-
tes con un POVM óptimo que produce un modelo estadístico regular. No obstante, un supuesto
más realista es considerar el hecho que se tiene un número limitado de recursos tales como un
número finito de copias del sistema, energía fija o tiempo escaso para realizar las mediciones ex-
perimentales. De esta manera, llegar a los límites asintóticos es imposible. Un ejemplo de esto fue
el problema de estimación de fase de un solo disparo donde el error de los estimadores es función
del número medio de fotones |α|2 y sólo satura la CICRC para el caso cuando |α| → ∞.

Bajo la suposición de tener recursos limitados, el objetivo es encontrar estrategias de estima-
ción que utilicen los recursos del sistema de la forma más eficiente posible. Con la finalidad de
estudiar a las estrategias de estimación como función de los recursos del sistema, se han creado
clasificaciones para las cotas de Crámer-Rao dependiendo de como estas escalan en función de los
recursos del sistema. De este modo, dada una estrategia de estimación, el enfoque usual que se
adopta es el de buscar condiciones del sistema donde se obtengan los mejores escalamientos de la
CICRC. Como ejemplo, para el problema de estimación de fase en estados coherentes, el escala-
miento de la CICRC va como el inverso del cuadrado de los recursos del sistema, este escalamiento
se conoce como el límite cuántico estándar y para el problema de estimación de fase en estados
comprimidos (6.10), la CICRC tiene un escalamiento conocido como límite de Heisenberg que va
como el inverso de una potencia cuarta de los recursos del sistema. Este capítulo comienza con una
introducción a estos resultados y después se procede a la descripción de un circuito cuántico capaz
de producir una CICRC con escalamiento superior al de Heisenberg llamada Super-Heisenberg,
el cual es un resultado original.

7.1. Limite cuántico estándar y límite de Heisenberg
Para una gran clase de experimentos, sobre todo en el área de metrología cuántica e interferome-
tría, encontrar límites sobre la escala de la precisión de estrategias de medición como función de
los recursos del sistema toma una gran importancia [15]. Dependiendo del contexto, se pueden en-
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contrar diferentes límites, como por ejemplo el límite estándar cuántico (SQL del inglés standard
quantum limit) y el límite de Heisenberg [15, 59].

El límite cuántico estándar, aparece cuando dos variables satisfacen la relación de incertidum-
bre de Heisenberg. Suponiendo que el sistema se encuentra en un estado ρθ que depende de un
parámetro θ ∈ Θ y que este obtuvo su dependencia paramétrica por la evolución

ρθ = eiθAρe−iθA, (7.1)

donde ρ es un estado sonda inicial y A un operador auto adjunto en H el espacio de Hilbert del
sistema. A cumple la relación de incertidumbre de Heisenberg con otro observable M sobre H si
se satisface la siguiente desigualdad [57]

Varθ [M ] · Varθ [A] ≥ 1

4
|Tr [ρθ [A,M ]]|2. (7.2)

En particular, para el estado (7.1), la desigualdad de Heisenberg se reescribe como

Varθ [M ] ≥ 1

4Varθ [A]
, (7.3)

donde Varρ [A] ≡ Varθ [A] ya queA conmuta con el grupo de transformaciones unitarias
{
eiθA

}
θ∈Θ

.
Tomando a M como una estrategia de estimación para θ, se obtiene el SQL, una relación para las
incertidumbres de A y M . Por otro lado, el límite de Heisenberg no es una relación de incertidum-
bre. Este límite es una relación entre la varianza de una estrategia de estimación M y el primer
momento del generador de la dependencia paramétrica A [125],

Varθ [M ] ≥ 1

|Eθ [A]|2
. (7.4)

El límite de Heisenberg originalmente fue introducido en [59] en el contexto de estimación de
fase con interferómetros. En este ámbito, producir muchas copias del sistema puede resultar bas-
tante complicado, por lo que el problema de estimación de único disparo cobra mayor relevancia
y tomar a la CICR como función de los recursos del sistema se vuelve un eje central a la hora de
buscar una estrategia de estimación óptima.

Para ilustrar estos conceptos, consideremos nuevamente el problema de estimación de fase
en estados coherentes, en este caso, se codifica una fase desconocida θ con desfasamiento lineal
vía el operador R(θ) = exp(−iθn̂), donde n̂ = â†â. Es decir, A = n̂ en la ecuación (7.1). En
interferometría, el valor esperado Eθ [n̂] = |α|2 = n̄, es identificado como el número promedio de
fotones y considerado como el recurso del sistema [9, 41, 90]. De este modo, IQ = 4n̄ y la precisión
de las estrategias de estimación es acotada por el inverso de los recursos del sistema (SQL). En
cambio, si el estado inicial es un estado comprimido del vacío ρ = |φr〉 〈φr| con |φr〉 = Ŝ(r) |0〉 y se
continúa considerando a n̄ como el recurso del sistema, se obtiene que la información cuántica de
Fisher es

IQ[|φr〉 , n̂] = 4(Var|φr〉〈φr| [n̂]) = 8 sinh(r)2 cosh(r)2 = 8(n̄2 + n̄), (7.5)

obteniendo un mejor escalamiento como función de n̄. En efecto, este escalamiento corresponde
al límite de Heisenberg para la estimación de fase [93].

La definición del límite de Heisenberg ha causado a lo largo de la historia bastante controversia
debido a que la definición de “recursos” tiene un grado subjetividad [78, 125]. Por ejemplo, en
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[8, 70], se afirma que se puede superar el límite de Heisenberg para estados coherentes utilizando
un generador no lineal de la forma n̂2. En esta situación, la fase θ es codificada a partir de la
transformación paramétrica exp(−iθn̂2), la cual produce la siguiente información de Fisher [102],

IQ[|α〉 , n̂2] = 4(Varρn̂2)|2α = 4(4n̄3 + 6n̄2 + n̄), (7.6)

observando que escala como n̄3, donde Eθ [n̂] = n̄. Por consiguiente si se definen los recursos del
sistema como n̄ se obtiene un escalamiento super-Heisenberg para la estimación de fase. Esta defi-
nición de escalamiento tipo Super-Heisenberg es habitualmente adoptada en trabajos de interfe-
rometría y detectores cuánticos y ha sido demostrada experimentalmente, usando interferómetros
atómicos no lineales [107] y usando acoplamiento de muchos cuerpos en técnicas de NMR [87].
Aun así, esta forma de definir los recursos se contradice con la definición dada por [125], la cual
toma los recursos como Eθ

[
n̂2
]

= n̄2. De este modo, el límite de Heisenberg vendría dado por 1
n̄4 ,

por lo que desfasamientos no lineales no sólo no superarían el límite de Heisenberg, sino que ni
siquiera lo alcanzarían.

Fuera de esta controversia, en este capítulo adoptaremos el enfoque de los trabajos de inter-
ferometría, por lo que daremos el nombre de escalamiento de super-Heisenberg a escalas de la
información de Fisher como función de n̄ con potencias mayores a 2. En el resto del capítulo se
describirá una forma de alcanzar este tipo de escalamientos utilizando un circuito cuántico en el
régimen óptico.

7.2. Protocolo para generar dinámica paramétrica no lineal
En los últimos años, se ha encontrado que los sistemas cuánticos no lineales pueden ser útiles para
numerosas aplicaciones como el estudio de la decoherencia [124], mejoramiento de protocolos de
metrología [5, 12, 36, 47, 70–73, 86, 102, 112, 120, 123], construcción de sensores cuánticos [7, 116]
y encontrar ventajas para algoritmos de computación cuántica [2, 46, 84]. En particular, cuando
se desea estimar un parámetro θ, se ha probado que los sistemas no lineales pueden mejorar el
escalamiento en la precisión de un estimador óptimo θ̂, superando (dependiendo de la definición
de recursos del sistema) el llamado límite de Heisenberg. Sobre todo, los osciladores de Kerr,
aquellos cuyo Hamiltoniano es proporcional al cuadrado del operador de número n̂2, han sido
intensamente estudiados como generadores de dinámica no lineal sobre sistemas cuánticos. Sin
embargo, generar este tipo de dinámica es en extremo complicado, ya que en la mayoría de los
sistemas atómicos y ópticos, las no linealidades producidas conllevan demasiado ruido. Aunque
recientemente, se han logrado generar estados cuánticos estables generados por osciladores tipo
Kerr en el régimen de microondas [64], en el régimen óptico no se ha encontrado un mecanismo
para obtener este tipo de estados de forma sencilla.

En este capítulo se mostrará cómo es posible generar dinámica no lineal sobre estados a partir
de evoluciones tipo Kerr a partir de un estado óptico (el cual será llamado sonda) utilizando
el resultado de medir un estado ancilla al cual se le aplicó una operación lineal. La medición
sobre la ancilla se puede describir como un operador de Kraus sobre el sonda, la cual se puede
descomponer en partes unitarias y no unitarias y la cual en cierto límite adecuado, aproxima a un
generador de Kerr puro. Además se mostrará cómo este proceso puede ser usado para producir
estimadores θ̂ con Var(θ̂) ∼ 1

n̄3 , donde n̄ es el número de fotones promedio del estado sonda, el
cual es interpretado como el recurso del sistema.

El protocolo para generar dinámica no lineal para un estado sonda dentro del régimen óptico
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Figura 7.1: Protocolo: Ambas líneas del circuito representan modos bosónicos nombrados como
ancilla (modo superior) y sonda (modo inferior). En la parte I se inicializa el modo ancilla en un
estado vacío comprimido, donde S(r) es el operador de compresión. En la parte II se implementa
una rotación de la ancilla porR(θ). En la parte III se implementa una “teleportación de Kerr” sobre
el estado de entrada |ψ〉 (el cual suponemos como un estado coherente), a través de una compuerta
de rotación cruzada CR (la cual rota el estado sonda una cantidad de momento dependiente de la
ancilla, por ejemplo, generado por ĤR = g̃ p̂A ⊗ n̂P ), y una medición de la cuadratura de posición
en el primer modo. Esto tiene como consecuencia la implementación de tanto una operación lineal
∼ n̂P y una operación cuadrática ∼ χ n̂2

P sobre el modo sonda, donde la fuerza de Kerr χ es
función de r, θ y g. Además Uc es un operador unitario dependiente de la salida de la medición del
ancilla, realizada tras la conclusión del procedimiento de teleportación, lo cual permite deshacer las
rotaciones lineales dejando solo la evolución tipo Kerr con un decaimiento. Finalmente, el estado
sonda puede ser medido en la parte IV. Cada parte del circuito referida en el texto es separada en
la figura por las líneas punteadas verticales.

está basado principalmente en la siguiente integral Gaussiana∫ +∞

−∞
dy e−ay

2+by =

√
π

a
eb

2/(4a), (7.7)

la cual converge cuando Re(a) > 0. Esta integral tiene la propiedad de que el parámetro b, el cual
inicialmente es lineal, termina siendo cuadrático en la exponencial del lado derecho de (7.7). De
este modo, como los operadores unitarios pueden ser escritos como el operador exponencial de un
generador Hermitiano, es posible usar esta propiedad para producir el cuadrado del generador.
En particular, se puede hacer un bootstrap sobre el generador del oscilador armónico Ĥho ∼ n̂
para convertirlo en un oscilador tipo Kerr Ĥko ∼ χn̂2. Aunque este comportamiento solo podrá
conseguirse de forma aproximada con recursos realistas [62].

El protocolo de bootstrap se puede describir por el circuito de la Fig. 7.1, el cual comienza con
dos estados, un estado ancilla (superior) y otro llamado sonda (inferior). Dentro del circuito se
realizan las siguientes operaciones

Ŝ(r) = e−r (â2A−â
†2
A )/2, (7.8)

R̂(θ) = ei θn̂A , (7.9)

Ŝh(β) = e−i β p̂
2
A , (7.10)

ĈR = e−i g p̂A⊗ n̂P , (7.11)
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donde los subíndices A y P , denotan si los operadores están actuando sobre el modo ancilla o el
modo sonda. El operador S(r) corresponde a un operador de compresión, R(θ) a uno de rotación,
Sh(β) a un cizallamiento [94, 114], y CR a una compuerta de rotación cruzada.

De acuerdo con la Fig. 7.1, se comienza produciendo en el paso I y II el modo ancilla, al cual se
le puede aplicar la operación de cizallamiento o una rotación. Por simplicidad en la descripción
supondremos que se aplica Ŝh(β) en el paso II en vez que R̂(θ), pero la idea general se puede ex-
trapolar sin mayores complicaciones al caso de rotaciones, hecho que se discutirá posteriormente.
De este modo, la ancilla tras finalizar el paso II se puede escribir como

|ψII〉A ≡ Ŝh(β) Ŝ(r)|0〉A
= e−iβp̂

2
AŜ(r) |0〉A

= NII
∫
dp e−

p2

2σ2 e−iβp
2 |p〉A

(7.12)

donde |p〉A es el eigenestado de p̂A, el operador de momento de la ancilla, σ2 = e2r, y NII es una
constante de normalización. Posteriormente se introduce el estado sonda |ψ〉P ≡ |α〉P , tomándolo
como un estado coherente de magnitud α, y se aplica el operador de rotación cruzada para obtener

∣∣ΨR
III

〉
≡ e−igp̂A⊗n̂P |ψII〉A ⊗ |α〉P (7.13)

= NII
∫
dp e

−p2
(

1
2σ2

+iβ
)
e−i g p n̂P |p〉A ⊗ |α〉P . (7.14)

En la parte III se aplica una medición {|m〉 〈m|}, donde |m〉 es el eigenvector del operador
hermitiano X ∼ â†â sobre la ancilla, obteniendo un salida m. Al utilizar el hecho que 〈m| |p〉A =
eimp/

√
2π, se obtiene que el estado post-medición es

∣∣ΨM
III

〉
= NIIIM

∫
dp e

−p2
(

1
2σ2

+iβ
)
eip(m−gn̂P ) |α〉P , (7.15)

con NIIIM = 1/(π1/4
√

2πσ). Ahora, integrando sobre la variable p, se llega al estado

∣∣ΨM
III

〉
= N ′IIIM exp

(
− (gn̂−m)2

4
(

1
2σ2 + iβ

)) |α〉P (7.16)

= N Û(β)Ûc(β,m)K̂(β)K̂c(β,m) |α〉P (7.17)

donde N es un factor de normalización.

Es importante notar que en la expresión (7.17) se descompuso al propagador exp

(
− (gn̂−m)2

4
(

1
2σ2

+iβ
)
)

como el producto de cuatro operaciones. Estas incluyen dos operaciones unitarias Û y Ûc y dos no
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unitarias K̂ y K̂c. Las cuales se pueden escribir explícitamente como

Û(β) = exp

(
i
βg2

µ
n̂2

)
(7.18)

K̂(β) = exp

(
− g2

2σ2µ
n̂2

)
(7.19)

Ûc(β,m) = exp

(
i
2βmg

µ
n̂

)
(7.20)

K̂c(β,m) = exp

(
−2mg

2σ2µ
n̂

)
, (7.21)

donde µ = 4(β2 + 1/(4σ4)). De esta manera, la evolución del estado sonda consta de dos ope-
raciones independientes del resultado de la medición sobre el ancilla, Û(β), y K̂(β), y de dos
operaciones dependientes del resultado de la mediciónm (las cuales llamaremos operaciones con-
dicionadas), Ûc(β,m) y K̂c(β,m).

Además, es importante resaltar que el operador unitario Û(β) es una evolución Kerr con fuer-
za χ ≡ βg2/µ, la cual depende de β y σ, los parámetros de cizallamiento y compresión del ancilla.
También es importante destacar que todos los operadores (7.18)–(7.21) conmutan independiente-
mente del valor de los parámetros.

En el límite de compresión infinita σ →∞, se tiene que µ→ 4β2, por lo que los operadores no
unitarios convergen al operador identidad, χ → g2/4β, y Ûc pasa a ser una rotación dependiente
de m con una fase de φ = mg/2β. Entonces, en este límite, la evolución consiste solamente de
una rotación no lineal independiente de m y una rotación lineal condicionada a m. En la sección
final de la parte III de la Fig. 7.1 se puede, además, realizar una corrección unitaria sobre el estado
sonda para lidiar con la dependencia de m.

Cabe destacar que aunque se utilizó el operador de cizallamiento Ŝh(β), en vez del operador
de rotación R̂(θ), la descripción previa refleja la idea principal de cómo funciona el circuito. Sin
embargo, si se desea obtener la descripción para una rotación, se debe reparametrizar la descrip-
ción anterior. Para encontrar esta nueva parametrización se utiliza la representación en el espacio
Siegel para estados Gaussianos puros [81, 91]. En esta representación, los estados gaussianos son
escritos como un número complejo z = v + iu, donde u > 0 [81]. Entonces, como las matrices
simplécticas correspondientes a la compresión y rotación pueden ser escritas como(

0 −1
1 0

)(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)(
e−r 0
0 er

)
=

(
a b
c d

)
, (7.22)

se obtiene que
c+ id

a+ ib
= z = v + iu, (7.23)

donde u = 1/Ξ, v = − sin 2θ sinh 2r/Ξ, y Ξ = e−2r sin2 θ + e2r cos2 θ. De esta forma, uno puede
expresar el estado que resulta de la parte II como

|ψII〉A = R̂(θ)Ŝ(r) |0〉 (7.24)

=
(u
π

)1/4
∫

dp e−
1
2
p2(u−iv) |p〉A , (7.25)
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por lo que repitiendo los pasos a partir de (7.12) – (7.17), se llega a

1

2σ2
= u, (7.26)

β = −v. (7.27)

Por lo tanto, al usar (7.26) y (7.27) uno puede obtener una expresión para los parámetros (σ, β)→
(r, θ). En la siguiente sección se explorará cómo utilizar este circuito para mejorar protocolos de
estimación de parámetros.

7.3. Mejoría en la estimación de parámetros
Para el problema de estimación de un parámetro θ ∈ Θ ⊆ R, el circuito 7.1 puede ser utilizado

para producir un estimador θ̂ cuya varianza escale como 1
n̄3
P

, donde n̄ = Eθ [n̂]| es el valor esperado
de fotones calculado respecto al estado (sonda). Este escalamiento es mejor que el típico límite
de Heisenberg, en el cual la varianza del estimador escala como 1

n̄2
P

. Cabe aclarar que estamos
suponiendo que la ancilla tiene como un recurso fijo, el nivel de compresión y el recurso variable
dentro del circuito es n̄P . En particular, este circuito puede ser usado para estimar el parámetro de
la rotación (una fase) o el parámetro del operador de cizallamiento (un desplazamiento).

Suponiendo que se conocen los parámetros de compresión (r, g,m, αP ) correspondientes a
la fuerza de la compuerta de rotación cruzada CR, salida de la medición m, y el parámetro αP
que describe el estado sonda, el protocolo de estimación para θ consiste en obtener un ρθ(m) =
|ΨM

III〉 〈ΨM
III | utilizando el circuito de la Fig. 7.1, aplicar un POVM óptimo sobre este estado y

aplicar sobre los datos un estimador adecuado.
En especial, se puede sacar provecho de esta idea si además, se supone que el parámetro θ que

se desea estimar es un pequeño incremento de un valor base θ0, es decir, θ = δθ donde θ0 + δθ ∈
Θ. Ya que esta suposición permite producir con cierta facilidad modelos estadísticos regulares
y abre la posibilidad de aplicar una rotación de corrección Ûc(f(r, g, θ),m) al final del paso III
del circuito 7.1, donde f es una función independiente de m. Esta corrección reduce el efecto
estocástico sobre el estado sonda. Esta suposición sobre θ aparece frecuentemente en trabajos de
sensores cuánticos [39, 115].

El problema que conlleva este protocolo de estimación es que cada vez que uno repite el pro-
ceso, al ser m la salida de una variable aleatoria, se obtiene un estado ρθ(m), por lo que no solo
encontramos información acerca de θ en las medidas que se realizan al final sobre ρθ(m), sino
también en los resultados m de la medición sobre el ancilla. Por tal motivo es necesario extender
el concepto de la información de Fisher cuántica a uno que englobe el caso de tener estados condi-
cionados a las salidas de otra variable aleatoria que también depende del parámetro a estimar, que
en nuestro caso son conjunto de salidas producidas por la medida en la ancilla y las mediciones
sobre el estado sonda al final del circuito 7.1 utilizadas para estimar θ.

7.4. Información cuántica de Fisher para un ensamble post-medición
En los ejemplos de la subsección previa se consideraron las informaciones de Fisher cuánticas acer-
ca de un parámetro θ, el cual se codifico a un estado vía una evolución unitaria. No obstante, cada
vez que se realiza el esquema descrito en la Fig. 7.1, se obtienen como resultados: (m(θ), ρθ(m)),
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dondem es la salida de la medición al ancilla y ρθ(m) es el estado correspondiente al estado sonda
condicionado al resultado de la medición. Ahora, si se desea estimar θ a partir de un conjunto N
de mediciones, se deberá aplicar el circuito N veces, pero como el resultado de la medición m es
aleatorio, se obtendrá un ensamble de N diferentes estados {ρθ(m1)}Ni=1, con mi uno de los po-
sibles resultados de la medición de la ancilla, de tal manera que la evolución promedio sobre el
estado sonda será no unitaria. Por tal motivo, para calcular la desigualdad de Crámer-Rao de este
caso, se debe generalizar el concepto de información de Fisher cuántica. Con este fin, se aplicará
el enfoque descrito en [76].

En [76] se considera una extensión del sistema que consiste en el sistema de interés (el es-
tado sonda) y un entorno al que el sistema se acopla de forma unitaria (en nuestro caso sería
el ancilla). Este sistema extendido se describe por una matriz unitaria ρext

θ) = Uext(θ)(|E0〉〈E0| ⊗
ρ0)U †ext(θ),donde |E0〉 〈E0| es el estado inicial del entorno, el cual es independiente de θ y ρ0 es
el estado inicial del sistema. Entonces, calculando la traza del entorno con respecto a una base
independiente de θ, {|El〉}, se obtiene la matriz de densidad reducida del sistema, la cual puede
ser escrita como

ρ
sys
θ = TrE ρext

θ =
∑
l

Π̂l(θ) ρ0 Π̂†l (θ) =
∑
l

ρ̃θ(l) (7.28)

donde Πl(θ) = 〈El|Uext(θ)|E0〉, son operadores de Kraus actuando sobre el sistema. Esencialmente
ρ̃θ(l) son un conjunto de trayectorias cuánticas que ocurren con probabilidad P (l | θ) = Tr[ρ̃θ(l)],
y en nuestro caso serán estados puros. Dentro de este esquema, el POVM óptimo para estimar θ
es aquel que llega a la información de Fisher generalizada

F(θ) = I{Pl} +
∑
l

P (l | θ) IQ[ρ̄(l)], (7.29)

donde I{Pl} es la información clásica de Fisher de la distribución de las salidas de mediciones
dada por I{Pl} =

∑
l(∂θP (l | θ))2/P (l | θ), ρ̄(l) = ρ̃(l)/P (l | θ) es la matriz densidad reducida

del sistema condicionado al resultado de la medición l, e IQ es la información de Fisher cuántica
obtenida a partir de (3.14).

Usando esta nueva medida de información, se puede generalizar la desigualdad de Crámer-
Rao a

Varθ[θ̂] =
∑
l

P (l | θ)Varθ[θ̂] ≥
1

N F
(7.30)

con N el número de repeticiones del experimento.
En nuestro protocolo, el estado condicionado del sistema, ρ̄(l), corresponde a la matriz den-

sidad del estado sonda ρ̄θ(m), la resultante de la parte III del circuito mostrado en la Fig. 7.1,
escalada por P (m | θ), la probabilidad de que la medición sobre la ancilla de el valor m. Es decir,
ρ̄θ(m) = ρ̃(m)/P (m | θ), donde ρ̃(m) es el estado final sin normalizar post-medición obtenido tras
completar la parte III de la Fig. 7.1. Por lo que la información de Fisher generalizada en nuestro
caso es

F =

∫ ∞
−∞

(∂θP (m | θ))2

P (m | θ)
dm+

∫ ∞
−∞

P (m | θ) IQ[ρ̄θ(m)] dm (7.31)

donde el primer término es la información de Fisher asociada a la distribución de probabilidad de
las salidas de la medición, la cual se denotará como IC , y el segundo término es la información
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de Fisher cuántica promedio, la cual se denotará por IQ. Para calcular IQ[ρ̄θ(m)] se puede utilizar
(3.19), pues el estado normalizado post-medición, es un estado puro (ver (7.17)).

Finalmente, cabe destacar que el último operador unitario que se aplica en la parte III del
circuito mostrado en la Fig. 7.1 es una corrección unitaria dependiente del resultado de la medi-
ción. Esta corrección introduce un operador adicional UCl en (7.28) obteniendo ρsys

θ = TrE ρext
θ =∑

l U
C
l Πl(θ) ρ0 Π†l (θ)U

C †
l =

∑
l ρ̃θ(l)). Esta operación no altera P (m | θ), y salvo por el cambio pa-

ra ρ̄θ(l) → ρ̄Cθ (l) ≡ UCl ρ̄θ(l)U
C †
l , la derivación de la información de Fisher cuántica generalizada

puede aplicarse de forma directa evaluando (7.31) en el estado ρ̄θ(l)C .

7.5. Sensores con escalamiento Super-Heisenberg

Es bien sabido que en el contexto de estimación de parámetros, los estados obtenidos a partir de
una evolución tipo Kerr ρθ[n̂2] pueden producir estimadores con una escala en su precisión mejor
que estados producidos por una evolución lineal ρθ[n̂]. Si los recursos del sistema son definidos
como n̄ = Eθ [n̂], entonces los estados ρθ[n̂2] producen una cota de Crámer-Rao que supera el
límite de Heisenberg. A este tipo de escalamientos se les llama super-Heisenberg [70].

En la sección 7.2, se discutió que el estado post-medición, ρθ(m), es similar a un estado de-
rivado de una evolución tipo Kerr de un estado inicial ρ. Es decir, a un estado |ψ〉kerr kerr 〈ψ| ∼
exp(iχn̂2)|α〉 〈α| exp(−iχn̂2). Por lo que se puede utilizar el circuito mostrado en la Fig. 7.1 para
producir un protocolo de estimación con escalamiento super-Heisenberg para el ángulo de rota-
ción θ que aparece en la parte II del circuito. En particular, supondremos que el parámetro que se
quiere estimar es una pequeña desviación δθ de una valor base θ0 ∈ Θ conocido. Es decir, θ ≡ δθ.

En el circuito hay una medición construida con los eigenestados del operador de posición que
regresa valores m, los cuales siguen una distribución de probabilidad P (m | θ). Debido a esto,
con el objetivo de conocer que tipo de escalamiento se obtiene en la cota de Crámer-Rao para los
estimadores, se debe estudiar cómo la información cuántica de Fisher (7.31) escala con los recursos
n̄ del estado sonda. Pues se puede obtener, ya sea el límite cuántico estándar, correspondiente a
F ∼ n̄, el escalamiento de Heisenberg F ∼ n̄2, o un escalamiento tipo super-Heisenberg correspon-
diente a F ∼ n̄ν con ν > 2.

Para comenzar este análisis, tomemos el ket del estado inicial (sonda) |Ψ0〉P , que de acuerdo
con (7.16) y utilizando el homeomorfismo (β, σ)↔ (φ, r) con φ el parámetro de la rotación R(φ) =
exp[iφn̂] aplicado en la sección II del circuito, se llega a que

|ΨM
III〉 = N ′IIIM exp

[
−σ

2(gn̂−m)2)

2(1 + 2iβσ2)

]
|Ψ0〉P = N ′IIIM exp

[
−f(m,φ) (1− g

m
n̂)2
]
|Ψ0〉P , (7.32)

donde

f(m,φ) =
m2

4

1− i e2r cot(φ)

e2r − i cot(φ)
. (7.33)

Si ahora se considera el límite de alta compresión r � 1, se obtiene que f(m,φ) ∼ −im2/4 cot(φ),
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y el efecto del circuito sobre el estado sonda es puramente unitario,

|ΨM
III〉 = exp

[
i

4
cot(φ) (m− gn̂)2

]
|Ψ0〉P

= exp

[
− i

2
cot(φ)mgn̂

]
exp

[
i

4
cot(φ)m2

]
exp

[
i

4
cot(φ)g2n̂2

]
|Ψ0〉P .

(7.34)

Aunque el término exp
[
i
4 cot(φ)m2

]
es una fase global sin influencia en la información de Fis-

her generalizada, la fase en la rotación exp
[
− i

2 cot(φ)mgn̂
]

es una función de (φ, g,m). Hecho
que justamente evita obtener un escalamiento óptimo para la información de Fisher cuántica
generalizada, pues esencialmente se pierde información acerca del parámetro en cada corrida
del circuito. Pero es justamente en este límite, donde uno puede aplicar una corrección unita-
ria UC = exp[ig m cot(φ) n̂/2] al estado sonda para remover este efecto aleatorio no deseado. No
obstante, para su implementación física es necesario conocer el valor de φ.

Justamente, la suposición de que el parámetro θ a estimar es un desplazamiento pequeño δθ
para un valor base θ0 conocido, nos permitirá implementar el operador Uc = exp[ig m cot(θ0)], el
cual nos produce una corrección de al menos un primer orden en δθ. Dado que en este caso, se
tiene que φ = θ0 + δθ,

cot(φ) = cot(θ0)− (1 + cot2 θ0)δθ + . . . , (7.35)

y

|ΨM
III〉 = exp

[
i

4

(
cot(θ0)− (1 + cot2 θ0)δθ

)
(m− gn̂)2

]
|Ψ0〉P . (7.36)

Notemos que si aplicamos una corrección exp[ig m cot(θ0 + δθ) n̂/2] al caso general, r finito, el
estado final que se obtiene es ρCδθ = |ΨC

III〉 〈ΨC
III |, donde

|ΨC
III〉 = N(m, r, δθ) exp [f(δθ, n̂)] |Ψ0〉P (7.37)

con

f(δθ, n̂) =
i

2
gmn̂(cot θ0 − (1 + cot2 θ0)δθ)− m2

4

1− ie2r cot(θ0 + δθ)

e2r − i cot(θ0 + δθ)

(
1− g

m
n̂
)2
, (7.38)

y N(m, r, δθ) una constante de normalización que puede ser tomada real. Por consiguiente, para
calcular la información de Fisher cuántica generalizada F, es necesario evaluar

〈dΨC
III |dΨC

III〉 =

∣∣∣∣dNN
∣∣∣∣2 +

(
dN

N

)∗
Eδθ[df ] +

(
dN

N

)
Eδθ[df ]∗ + Eδθ[df †df ] (7.39)

∣∣〈ΨC
III |dΨC

III

〉∣∣2 =

∣∣∣∣dNN
∣∣∣∣2 +

(
dN

N

)∗
Eδθ[df ] +

(
dN

N

)
Eδθ[df ]∗ + |Eδθ[df ]|2 (7.40)

donde d ≡ d/d(δθ) y f es la función (7.38). De aquí, la información cuántica de Fisher está dada
por

IQ[|ΨC
III〉 〈ΨC

III |] = 4
(
〈dΨC

III |dΨC
III〉 −

∣∣〈ΨC
III |dΨC

III

〉∣∣2) , (7.41)

donde los valores esperados son tomados con respecto al estado normalizado ρCδθ con θ = 0. Esta
información de Fisher IQ es función de (r, θ0, g,m), y entonces, para obtener el término derecho de
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la información de Fisher generalizada (7.31), se debe promediar IQ sobre todas las posibles salidas
m, es decir,

IQ(r, θ0, g) =

∫ ∞
−∞

P (m | θ) IQ(r, θ0, g,m) dm, (7.42)

donde P (m | θ) ≡ 〈ΨM
III |ΨM

III〉.
Luego, pensando que el estado sonda |Ψ0〉P P 〈Ψ0| es un estado coherente, es decir, |Ψ0〉P =

|α〉, con valor esperado de fotones n̄P , las expresiones de (7.41), y P (m | θ), se pueden calcular
de forma analítica. Sin embargo, (7.42) no puede ser evaluada de forma analítica, excepto para los
casos más simples, por lo que es necesario hacer un análisis numérico, teniendo en cuenta que es
necesario revisar la convergencia de las expresiones numéricas con respecto al número de Fock
que se utilice para truncarlas, y tener cuidado en el hecho que (7.42) puede oscilar mucho si se
trabaja con un dominio no compacto para m.

Como el estado sonda es un estado coherente, con Tr [n̂ |α〉 〈α|] = n̄P = E [n̂], y suponiendo
que es posible hacer una cancelación a primer orden de la fase dependiente de m como en (7.38),
se puede estudiar el escalamiento de la información de Fisher generalizada F (7.31) acerca de θ
usando nuestro protocolo como función del número n̄P del estado sonda. La Fig. 7.2 muestra el
comportamiento de F, para varios valores de θ0, acoplamientos g, y valores de compresión r. Tam-
bién se muestra la gráfica del exponente η, dado por F ∼ n̄ηP , definido como η = d(lnF)/d(ln n̄P ),
recordando que el límite cuántico estándar, escalamiento de Heisenberg y escalamiento super-
Heisenberg corresponden a η = 1.0, 2.0, > 2.0, respectivamente.

De este análisis numérico también se encontró que IC � IQ, por lo que F ∼ IQ (7.31). Además,
de la Fig. 7.2, se observan dos resultados claros: Primero, F es mucho más grande que la infor-
mación de Fisher cuántica de θ correspondiente a codificar el parámetro en el ancilla, es decir,
en un estado comprimido con el mismo valor n̄P . Segundo, el escalamiento con respecto a n̄P es
mejor que el encontrado al usar una estado comprimido en protocolos estándar cuya evolución
paramétrica es lineal, y por tanto, se obtiene un escalamiento tipo super-Heisenberg. Utilizando un esta-
do comprimido como fuente de recursos, el escalamiento asintótico es aproximadamente F ∼ n̄2

P

para valores grandes de n̄P , mientras que para nuestro esquema, se aproxima a F ∼ n̄3
P .

También notamos el rol que juega el valor θ0, ya que habrá escenarios donde sea posible esco-
ger el valor de θ0 que maximice la información de Fisher. Resultados para θ0 = (0.01, 0.1, 1.0) rad,
son mostrados en la Figura 7.2. De este análisis numérico se observa que cuando θ0 → 0, se obtiene
un valor mayor de la información de Fisher generalizada F, pero el escalamiento de F con respecto
a n̄P se debilita y varía dentro del rango de n̄P . También, se estudió cómo la información de Fisher
generalizada depende del valor de r en el ancilla. Esto es mostrado en la Fig. 7.3. Conforme el
valor de compresión r es incrementado, se obtiene un valor mayor para la información de Fisher
y un mejor escalamiento que en el caso de un protocolo estándar de estimación usando un estado
comprimido con recursos n̄P .

Una pregunta natural es ¿qué tan bien funciona la corrección lineal a primer orden?, es decir,
¿qué tan bueno es el resultado de la información de Fisher generalizada utilizando (7.38) compa-
rado con el caso donde no se aplica la corrección unitaria UC , (tomando el estado (7.32) )? Esta
situación se estudió en la Fig. 7.4. Al igual que en la gráfica anterior, se observó que a menor valor
de θ0 se obtiene un mayor valor de F pero peor escalamiento. También se observó que sin ninguna
corrección, en ningún caso el protocolo logró superar el límite estándar cuántico. No obstante, con
la corrección se alcanza el escalamiento super-Heisenberg y se obtiene una información de Fisher
mayor que al usar un esquema de estimación estándar con un estado comprimido con el mismo
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Figura 7.2: Gráfica de la información de Fisher generalizada para la estimación de fase F (columna
izquierda) y el exponente de escalamiento η, de F ∼ n̄ηP , (columna derecha) como una función
del número promedio de fotones del estado sonda n̄P , y para el escalamiento de un protocolo de
estimación estándar donde se utiliza un estado comprimido con la misma cantidad de recursos n̄P
como condición inicial. Se consideraron varios valores de acoplamiento en el operador de rotación-
cruzada g, valores de compresión sobre el ancilla r, y valores iniciales θ0. Las curvas mostradas
en la columna derecha son las pendientes de las curvas mostradas en los paneles izquierdos. Se
tomó el eje horizontal como el logarítmo natural de n̄P , el valor esperado en el número de fotones
del estado sonda, y en el caso de un protocolo estándar con un estado comprimido con el mismo
valor de recursos. Las curvas de color (azul, naranja, verde), corresponden a g = (0.3, 0.8, 1.4),
respectivamente, mientras que las curvas discontinuas de color rojo corresponden a un protocolo
estándar con estados comprimidos. Cabe resaltar que el escalamiento Super-Heisenberg corres-
ponde a η > 2, y en los paneles de la derecha se observan varias situaciones donde se alcanza este
comportamiento utilizando nuestro protocolo. Para estos cálculos numéricos, se truncó la base de
Fock en Ntrunc = 260, y el dominio de m fue restringido al conjunto m ∈ [−900, 900].
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Figura 7.3: Gráfica para la información de Fisher generalizada como función de n̄P de nuestro
esquema para varios valores de r en el ancilla y un protocolo estándar donde un estado com-
primido con los mismos recursos es utilizado. Las curvas (naranja, azul y verde) corresponden
a r = (2, 4, 6), respectivamente, con θ0 = 0.1, g = 1.0. La curva roja corresponde al protocolo
estándar con un estado comprimido.

valor de n̄P .
En resumen, a partir del análisis numérico de la información de Fisher generalizada para el

esquema con una corrección lineal y en el límite de r � 1 para el ancilla, se encontró que para un
rango de acoplamientos g, y ángulos iniciales θ0, el protocolo exhibe un escalamiento de F ∼ n̄ηP ,
donde η > 2, es decir, un escalamiento tipo super-Heisenberg. La causa central detrás de esto es
que la integral (7.7) produce el cuadrado de b en el argumento de la exponencial, por lo que al
aplicar la rotación cruzada exp(−ig p̂A ⊗ n̂P ) en la parte III, se produce una evolución tipo Kerr
en el estado sonda ∼ exp(ig2/4 cot(θ) n̂2). Concretamente, lo que hace el circuito es aplicar un
operador exp(ig2/4 cot(θ)Â2) sobre el estado sonda, en vez de aplicar una evolución exp(−ig p̂ ⊗
ÂP ), obteniendo las ventajas de una evolución con generador no lineal.
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Figura 7.4: Comparación del esquema con corrección lineal y el esquema sin corrección. Las grá-
ficas muestran la información de Fisher generalizada F (columna izquierda) y el exponente de
escalamiento η (columna derecha). Las curvas (naranja, verde, azul) corresponden a los esquemas
(sin corrección, estándar con estados comprimidos, y protocolo con corrección lineal), con g = 1.0.
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Capítulo 8

Conclusiones

El objetivo de este trabajo fue dar una descripción sistemática acerca del problema de estima-
ción de parámetros en sistemas cuánticos haciendo especial énfasis en el análisis clásico de datos
que muchas veces se omite en los trabajos del área. Este problema tiene un amplio espectro de
aplicaciones como metrología cuántica, sensores cuánticos, comunicación cuántica, computación
cuántica, entre muchos otros, por lo que existe una gran motivación por encontrar protocolos de
estimación que puedan llegar a los límites físicos de precisión. Teóricamente, el límite físico en la
precisión de un estimador para un parámetro desconocido es la llamada cota inferior de Crámer-
Rao Cuántica (CICRC). Para obtener una estrategia óptima que alcance este límite de precisión
es necesario optimizar sobre el espacio de mediciones cuánticas y buscar un estimador clásico
eficiente.

Es común ver en la literatura de estimación de parámetros cuánticos la optimización sobre el
espacio de mediciones cuánticas y no siempre el análisis clásico. Sin embargo, el análisis clásico
sirve para mostrar que incluso al encontrar una medida óptima, es posible no saturar la CICRC ya
que estas medidas pueden producir modelos estadísticos no regulares. En particular, cuando las
medidas óptimas producen funciones de probabilidad periódicas, las funciones de verosimilitud
involucradas son no identificables. Esta condición es recurrente en problemas de estimación de
fase o estimación de frecuencias. En esta tesis se estudian diferentes estrategias de estimación,
resaltando las condiciones que debe satisfacer el modelo estadístico para producir estimadores
que saturen la CICRC. En particular, se estudió el problema de estimación de fase y frecuencia
en qubits, el cual es un ejemplo claro de esta disyuntiva. Posteriormente se estudió el problema
de estimación en estados coherentes, el cual ejemplifica el acercamiento de la teoría cuando la
dimensión del espacio de Hilbert del sistema es infinita.

La investigación original de este trabajo comienza en el capítulo 4, donde se estudiaron di-
versas estrategias de estimación para el problema de estimación de fase en qubits. Concluyendo
que el factor común que produce que estas no sean óptimas, en general, es que su funciones de
verosimilitud son no identificables. En este trabajo se introduce un nuevo método de estimación,
el cual utiliza estimaciones covariantes para construir un intervalo de confianza capaz de corregir
el problema de no identificabilidad. En este sentido, nuestro método proporciona una estrategia
de estimación más robusta y eficiente capaz de alcanzar la CICR para cualquier condición inicial.

Como una extensión de la estrategia de estimación basada en intervalos de confianza, en el
capítulo 5 se trató en detalle el problema de estimación de frecuencia en qubits. El objetivo ideal
para este problema es incrementar el tiempo de medición para obtener un error de estimación
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menor. Sin embargo, conforme se aumenta el tiempo las funciones de verosimilitud tienden a
volverse no identificables, por lo que estrategias estándar de estimación no son óptimas a menos
que se trabaje con un intervalo de tiempo restringido, el cual es dado por el orden de magnitud
de la frecuencia, hecho que limita el error acerca de las estimaciones. En este caso extendimos
el método de estimación basado en intervalos de confianza para poder incrementar el tiempo de
medición y obtener una precisión, en los estimadores de frecuencia, mucho menor. Además, se
aplicó esta propuesta al problema de estimación sobre qutrits, mejorando aún más el error de
los estimadores y teniendo una generalización natural de la propuesta de estimación a sistemas
cuánticos de mayor dimensión.

Estos resultados requieren que se tenga acceso experimental a N copias idénticas del estado
del cual se desea estimar el parámetro. No obstante, para una gran cantidad de aplicaciones no
es posible contar con esto, por lo que se debe trabajar en el llamado problema de estimación de
un solo disparo, donde las estimaciones se obtienen a partir de una única copia del sistema. En
este contexto, los objetivos principales son buscar estrategias de estimación con la mínima varian-
za, optimizar la cota cuántica de Crámer-Rao como función de los recursos del sistema y buscar
condiciones donde existan estrategias de estimación que puedan saturar esta cota inferior.

En el capítulo 6 estudiamos el problema de estimación de fase en estados coherentes. Este es el
problema típico de estimación de un solo disparo. Aquí, aún cuando por construcción la medida
canónica de fase es la de mínima varianza, no se ha encontrado una propuesta experimental para
implementarla. Por tal motivo, las mediciones Gaussianas han servido como métodos estándar
para estimar la fase de estos estados aunque con un error mayor que la medida canónica. En este
capítulo se describió una estrategia de estimación no-Gaussiana basada en conteo de fotones y
retroalimentación cuyo desempeño supera al de la mejor estrategia Gaussiana. Este método adap-
tativo utiliza conteo de fotones como mediciones sobre un estado coherente desplazado. Los des-
plazamientos se pueden ver como diseños óptimos del esquema, los cuales se eligen maximizando
una función de costo. Pese a que las mediciones de conteo de fotones pueden producir funciones
de verosimilitud no identificables, para este método es posible explotar el hecho de optimizar so-
bre el espacio de diseños para garantizar la identificabilidad de las funciones de verosimilitud y
así obtener estimadores consistentes, obteniendo una estrategia de estimación que puede apro-
ximar al desempeño de la medición canónica. Además como resultado original se prueba que el
rendimiento de esta estrategia de estimación escala de mejor manera que la mejor estrategia de
estimación basada en mediciones Gaussianas conocida hasta la fecha.

Finalmente el análisis del capítulo 7 cierra la tesis. Este capítulo se dedicó al problema de
la optimización de la desigualdad de Crámer-Rao cuántica como función de los recursos en el
problema de un único disparo. En este caso se suele fijar a la energía como recurso y buscar di-
ferentes estados que produzcan mayor información cuántica de Fisher como función del recurso.
Históricamente se ha trabajado con dos escalamientos principales: el error cuántico estándar y el
escalamiento de Heisenberg. El primero corresponde cuando la información de Fisher es una po-
tencia cuadrática de la energía del sistema y el segundo cuando se tiene una potencia a la cuarta.
Pese a que el escalamiento de Heisenberg es absoluto, en la literatura se suele utilizar el término
“escalamiento súper-Heisenberg” a aquellos escalamientos donde se obtienen mayores potencias
de la información de Fisher. Físicamente, estos escalamientos no toman en cuenta el total de los
recursos del sistema y utilizan energía adicional para obtener estos escalamientos sobre un estado
objetivo. Este enfoque es el que se adopta en el resto del capítulo 7 donde se presenta un circui-
to cuántico original para producir un escalamiento tipo súper-Heisenberg para la energía de un
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estado coherente con la ayuda de un estado comprimido ancilla.
El circuito cuántico consiste en una serie de compuertas cuánticas sobre el estado coherente y

el ancilla para producir al final una transformación no lineal sobre el estado coherente y así una
información de Fisher con potencias superiores a la cuarta. Como los estados coherentes modelan
rayos láser, este resultado toma gran importancia ante la falta de propuestas para implementar
este tipo de transformaciones no lineales en el régimen óptico. Sin embargo, físicamente solo se
puede obtener esta cota de forma aproximada (aunque manteniendo la escala super-Heisenberg)
ya que dentro del circuito cuántico se realiza una medición sobre la ancilla perdiendo un poco de
información. Para cuantificar está perdida de información se trabaja con la información generali-
zada de Fisher. Analizando sus potencias para diferentes condiciones del sistema se concluyó que
es posible obtener el escalamiento tipo súper-Heisenberg.

Este hecho es de particular utilidad cuando se desea estimar pequeños desplazamientos o
fases sobre el estado coherente, ya que esta suposición produce modelos estadísticos regulares
y la implementación de técnicas de estimación estándar se puede ejecutar sin ningún problema
extra. En efecto, está suposición se encuentra con regularidad en el estudio de sensores cuánticos.
Por tal motivo, este resultado presenta una opción para mejorar la precisión de estas tecnologías
en el espectro óptico.

Los resultados presentados en esta tesis ciertamente muestran que el análisis de problemas de
estimación en sistemas cuánticos también requiere de un estudio clásico de los modelos estadísti-
cos producidos por las mediciones sobre el sistema. Esto implica que no basta con encontrar una
medida cuántica que produzca una CICRC teóricamente, el objetivo real es construir una medi-
ción cuántica que en conjunto con el estado bajo estudio produzcan modelos estadísticos regulares
donde los estimadores a utilizar puedan saturar la CICRC, y así extraer toda la información del
sistema físico de la que se pueda disponer.
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