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Resumen

Al ser estudiados los fenémenos fisicos, en general, se encuentran leyes que
no vinculan entre si las magnitudes que lo caracterizan, sino que involucran re-
laciones entre esas magnitudes y sus derivadas. De aqui se obtienen relaciones
que no involucran solo la funcién incégnita (escalar o vectorial) sino ademds una
o mas derivadas de la misma, tales ecuaciones se llaman ecuaciones diferencia-
les. En fisica tedrica son muchas las situaciones donde las podemos encontrar,
desde la mecéanica clasica en la ecuacién de Poisson para determinar el campo
gravitacional, a la fisica cudntica en la ecuaciéon de Schrodinger. Sin embargo
hallar soluciones de este tipo de ecuaciones no siempre es una tarea facil, mu-
chas veces se recurre a soluciones nimericas con el fin de tener una solucién
aproximada, esto sule ser muy practico ya que mediante el uso de ordenadores
se puede desarrollar un algoritmo para encontrar una soluciéon aproximada.

En el siglo XIX Sophus Lie introdujo la nocién de grupos continuos, nom-
brados hoy en dia grupos de Lie en su honor, para unificar y extender varios
métodos especializados en resolver ecuaciones diferenciales ordinarias.

Los trabajos de Lie buscaban la integracién de ecuaciones diferenciales par-
ciales. Sus investigaciones lo llevaron a que considerara grupos de transforma-
ciones que dejaran una ecuacién diferencial parcial invariante (lo que se conoce
como simetrias de ecuaciones diferenciales) pronto se dio cuenta que los distin-
tos métodos conocidos en esa época para integrar ecuaciones diferenciales eran
casos particulares de una teoria general en la que cada ecuacién podia integrarse
bajo la accién de un grupo continuo de transformaciones. Asi dada una ecua-
cién diferencial, se deberia encontrar un grupo de transformaciones que dejaria
invariante la ecuacién y por medio de las propiedades del grupo esta se podria
simplificar para resolverla. Para sistemas de ecuaciones diferenciales parciales
también se encuentran estos grupos de transformaciones, asi rigurosamente ha-
blando un grupo de simetrias de un sistema de ecuaciones diferenciales es un
grupo el cual transforma soluciones del sistema a otras soluciones, estos grupos
consisten de tranformaciones geométricas para el espacio de las variables depen-
dientes e independientes del sistema y actian sobre soluciones transformando
su grafica.

Nuestro objeto de estudio en este trabajo son las ecuaciones del campo de
Einstein de la relatividad general para algunos casos de interés. Dado que la
relatividad general es una teoria modelada como una variedad semi-riemanniana
en el Capitulo 1 introducimos los conceptos matematicos basicos de la geometria
diferencial y semi-riemanniana, asi como algunas nociones bésicas del dlgebra
tensorial. Seguido de esto en el Capitulo 2 se expone el método para hallar el
grupo de simetrias de un sistema de ecuaciones diferenciales. Antes de tratar
de hallar grupos de simetrias en el Capitulo 3 exponemos los fundamentos de
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8 INDICE GENERAL

la teoria de la relatividad general, asi como una deduccion de las ecuaciones del
campo de Einstein a partir del principio variacional. Nos restringiremos a hallar
soluciones solo para casos cuando el tensor de energia momento es modelado
como un fluido perfecto. Finalmente en este capitulo se exponen dos modelos
de gran interes, el primero es el modelo de Schwarzschild para una métrica con
simetria esferica y el otro modelo es el de Friedmann-Robertson-Walker para un
universo homogéneo e isotrépico.

Finalmente en el Capitulo 4, aplicamos el método expuesto en el Capitulo
2, en el primer caso tendremos la métrica de Schwarzschild mediante la cual
tendremos una prueba mas al teorema de Birckhoff, el cual dice que la solucién
a las ecuaciones del campo de Einstein para el espacio vacio en presencia de un
objeto con simetria esferica esta dada a lo més por un factor de la métrica de
Schwarzschild. En una segunda aplicacién del método tenemos varios modelos
cosmologicos, todos modelados a partir de la ecuacién de Zeldovich, en estos
encontramos que la métrica se mantiene invariante, excepto en el caso cuando
la presién y la densidad cumplen p = —1/3p, lo cual debe deberse a que para
p < 1/3p se tiene la condicién para que la presion de la materia genere inflacién y
por lo tanto anisotropias e inhomogeneidades iniciales . Finalmente se considera
un modelo cosmoldgico compuesto por dos fluidos, radiacion y materia, en este
caso lo que obtenemos es una solucién implicita para el factor de expansién
obtenida gracias al grupo de simetrias.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se introducen los conceptos matematicos basicos de la geo-
metria diferencial, semi-riemanniana y el dlgebra tensorial. Ya que la teoria
de la relatividad general modela el espacio-tiempo como una variedad semi-
riemanniana. Para profundizar més en estos temas, se recomienda ver [I], [2].

1.1. Variedades

Definicién 1.1. Una variedad de dimension m es un conjunto M, junto con una
coleccion numerable de subconjuntos U, C M, llamados cartas coordenadas
y funciones 1:1, xo : Uy — Vi sobre subconjuntos abiertos V,, C R™, llamados
mapeos coordenados locales, los cuales satisfacen las siguientes propiedades

(a) Las cartas coordenadas cubren M :
Uta=m
o
(b) Sobre la superposicion de cualesquiera cartas coordenadas Uy, N Ug el
mapeo composicion
X5 °Xa' : Xa(Ua NUs) = x5(Us NUp)

es una funcion infinitamente diferenciable, usualmente diremos que es una fun-
cion suave.

(c) Sixz € Uy y & € Ug son puntos distintos de M, entonces existen subcon-
Juntos abiertos W C Vo, W C V3, con xo(x) € W, x5(Z) € W que satisfacen

Xo (W) Nxg (W) =0

Los mapeos coordenados x, : Uy, — V,, dan a la variedad M una estructu-
ra de espacio topolégico. Normalmente se requiere que para cada subconjunto
abierto W C V,, C R™, x; (W) sea un subconjunto abierto de M. Estos con-
juntos forman una base para el espacio topoldgico sobre M, tal que U C M es
abierto si y solo si para cada € U hay una vecindad de z de la forma anterior
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contenida en U, tal que z € x, (W) C U donde x4 : Uy — Vi, es un mapeo
coordenado que contiene a z, y W es un subconjunto abierto de V.

La diferenciabilidad de la composicién ys o x5! determina si la variedad M
es diferenciable (suave). En este trabajo estaremos interesados en funciones
suaves, de las cuales la composicion de estas funciones también sea suave. Si
se tiene una funcién continua diferenciable y ademas tiene inversa diferenciable
esta se llamara difeomorfismo.

Ejemplo 1.1. La esfera unitaria
S% = {(z,y,2) :2* +y* + 2% =1}
es una variedad de dimensién 2, considerada como una superficie en R3. Sean
Ur = S*\{(0,0,1)}, U= S*\{(0,0,-1)}

los subconjuntos obtenidos por borrar el polo norte y sur respectivamente.

Sea
XaZUa—)RZZ{(I,y,O)}, a=1,2

la proyeccién estereografica de los polos respectivamente, tal que

T Y € Y
Xl(mvyaz): 1727172 ) Xg(.’r,y,Z): 1+Z71+Z .

es facil ver que sobre la superposicion U; N Uy

xioxz' R \{0} — R* \{0}

es un difeomorfismo, dado por la inversién

X105 (z,y) = B ———
I2+y2 x2_|_y2

Cambio de Coordenadas

Ademas de las cartas coordenadas bésicas x, : Uy, — V, dadas en la de-
finiciéon de M, siempre se pueden escoger varias cartas coordenadas y : U —
V' C R™, sujetas al requisito de que sean compatibles con la carta dada. Esto
significa que para cada a,y o x;! es suave sobre la interseccion xo (U N Uy).
Asi, la restriccién de un conjunto local de coordenadas y, a una carta pequena
Ua C U, también debe ser una carta coordenada valida. Una posibilidad adi-
cional es componer un mapeo coordenado local x, : U, — V, con cualquier
difeomorfismo ¢ : V,, — V,, de R™. Tal difeomorfismo es conocido como cambio
de coordenadas. Ya que X, V ¥ © X, son coordenadas locales igualmente vali-
das sobre la carta U,, cualquier propiedad de M u objeto definido sobre M,
debe ser independiente de cualquier eleccién particular de coordenadas locales.
(Es decir la férmula explicita para un objeto dado puede cambiar cuando vamos
de una carta coordenada a otra, pero la caracterizacion intrinseca del objeto es
independiente de las coordenadas).

Frecuentemente uno expande la coleccién de cartas coordenadas para incluir
todas aquellas compatibles con la carta de definicién. La coleccion resultante
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es llamada coleccién maxima de cartas o atlas sobre M, esta satisface las
propiedades bésicas (a), (b) y (c) de la Definicién 1.1.

Usualmente se hace referencia que x = (z!,...,2™) son coordenadas locales
sobre M, lo cual de manera precisa significa que hay una carta coordenada
Xa : Uy — Vg, con U, C M abierto, V, C R™ abierto, y tal que cada p € U,
tiene coordenadas locales = x4 (p). Como x4 (p) es 1:1 se puede identificar a p
con su expresién z en coordenadas locales. Por la condicién de compatibilidad
sabemos que y = (y!,...,y™) también son coordenadas locales si y solo si la
superposicién de dos cartas coordenadas es un difeomorfismo y = ¥ (x) definido

sobre un subconjunto abierto de R™ que relaciona las coordenadas.

Condicién de rango maximo

Si M y N son variedades suaves, un mapeo F' : M — N se dice que es un
mapeo suave si su expresién coordenada local es un mapeo suave en cada carta
coordenada. En otras palabras, para cada carta coordenada x, : U, — V, C R™
sobre M y cada carta g : Ug — ‘75 C R"™ sobre N, el mapeo composiciéon

XpoFox,' :R™ = R"

es un mapeo suave siempre que este definido (es decir sobre el subconjunto
Xa[UaNE~1(Ugs)]). En otras palabras, un mapeo suave es de la forma y = F(z),
donde F' es un mapeo suave sobre los subconjuntos abiertos dadas coordenadas
locales x sobre M y y sobre N.

Definicién 1.2. Sea F : M — N un mapeo suave de una variedad M de
dimension m a una variedad N de dimension n. El rango de F' en el punto
x € M es el rango de la matriz Jacobiana de n x m (OF'/0x7) en x, donde
y = F(z) estd expresada en cualquier coordenada local conveniente cerca de x.
El mapeo F es de rango mdazimo sobre un subconjunto S C M si para cada
x € S el rango de F es tan grande como sea posible.(es decir el minimo entre

myn).

Teorema 1.1. Sea F : M — N de rango mdzimo en xo € M. Entonces existen
coordenadas locales x = (x',...,x™) cerca de xo, y y = (y',...,y") cerca de

yo = F(xq) tal que en estas coordenadas F tienen la forma simple

y=(z...,2™0,..,0), si n>m,

Subvariedades

Definicién 1.3. Sea M wuna variedad suave. Una subvariedad de M es un
subconjunto N C M, junto con un mapeo 1:1 suave ¢ : N - N C M que
satisface la condicion de rango mdximo en cualquier parte, donde el espacio
paramétrico N es alguna otra variedad y N = ¢(N) es la imagen de ¢. En
particular, la dimensién de N es la misma que la dimensién de N, y no excede
la dimension de M.
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El mapeo ¢ es llamado una inmersién, y es tutil para definir una parame-
trizacién en la subvariedad N. Frecuentemente tal subvariedad es referida como
una subvariedad inmersa.

Definicién 1.4. Una subvariedad regular N de una variedad M es una
subvariedad parametrizada por ¢ : N — M con la propiedad de que para cada
x € N existe una pequena vecindad abierta U de x € M tal que ¢~ [U N N] es
un subconjunto conexo abierto de N.

Curvas

Una curva C sobre una variedad suave M estd parametrizada por un mapeo
suave v : I — M donde I es un subintervalo de R. En coordenadas locales,
C esté definida por m funciones = = ¢(t) = (¢'(t),...,™(t)), note que no
se necesita que v sea 1:1 pues puede tener autointersecciones, o ser de rango
méximo. Una degeneracién particular ocurre cuando (t) = z( para toda t,
para alguna xg fija, tal que C' es un solo punto. Una curva cerrada es aquella
en la cual sus puntos finales coinciden ¢(a) = ¢(b), con I = [a,b] intervalo
cerrado.

1.2. Campos vectoriales

Supéngase que C' es una curva suave sobre una variedad M, parametrizada
por v : I — M, donde I C R. En coordenadas locales x = (x!,...,2™), 7 estd
dada por m funciones suaves v(g) = (v!(¢),...,7™(¢)) de la variable real . En
cada punto x = y(¢) de 7 la curva tiene un vector tangente, normalmente la
derivada #/(g) = dy/de = (¥'(¢), ..., 5™ (¢)), para poder distinguir entre vectores
tangentes y expresiones de coordenadas locales para puntos en la variedad, se
usa la siguiente notacién

the = H(6) = M€y + P pg Dy (L)
para el vector tangente a v en x = 7(e) Por ejemplo, la hélice
v(g) = (cose,sine,€)
en R3, con coordenadas (z,y, 2), tiene vector tangente
. .0 0 0 0 0 0
Y(e) = —sineo— —&—cosea—y + %= You —l—xa—y + e

en el punto (z,y,2) = () = (cose,sine,e). Dos curvas C = {y(e)} y C =
{#(¢)} pasando a través del mismo punto x = v(¢*) = F(0*) para algunas
€*,0*, tienen el mismo vector tangente si y solo si sus derivadas coinciden en el
mismo punto:

Ay ay _ 4V s

72 (€)= =5 (07).
No es dificil ver que el concepto es independiente de la eleccién del sistema de
coordenadas cerca de z. Ademés si z = y(¢) = (y1(g), ..., 7™ (¢)) es la expresién
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local en términos de z = (21, ...,2™) y y = () es cualquier difeomerfismo, en-

tonces y = P (p(e)) es la férmula local de coordenadas para la curva en términos
de las coordenadas y. El vector tangente v|, = 4(g) respecto a este cambio de
coordenadas toma la forma en las coordenadas y:

LIS 8¢J do* 9
ohev =3 bt =53 W 2
j=1

j=1k=1

La matriz Jacobiana g%,i es invertible en cada punto si y solo si
d . d - .
V(") = 2o (3(67)

La coleccion de todos los vectores tangentes de todas las posibles curvas
pasando a través de un punto dado x en M es llamado espacio tangente
a M en z, y es denotado por T, (M), véase ﬁgur Si M es una varie-
dad m-dimensional, entonces T, (M) es un espacio vectorial m-dimensional, con
{6%1, vy %} una base para T, (M) son las coordenadas locales dadas. La co-
leccién de todos los espacios tangentes a todos los puntos = en M es llamado el
haz tangente de M, denotado por

T™M = | J To(M)

xeM

Si y(e) es cualquier curva diferenciable, entonces los vectores tangentes y(e) €
T, (c)(M) deben variar suavemente de punto a punto. Esto hace que el haz tan-
gente T'M sea una variedad diferenciable de dimension 2m.

x(M)

Figura 1.1: Plano tangente T (M) en un punto x en M.

Un campo vectorial v sobre M asigna un vector tangente v|, € T,(M) a
cada punto x € M, con v, variando suavemente de punto a punto. En coorde-
nadas locales (z!,...,2™), un campo vectorial tiene la forma

0 9 0 0
Ej+§(@5;+'“+fm@%‘*

donde cada ¢%(x) es una funcién suave de x. (Deberfamos poner el simbolo |,
a cada 0/0z" para indicar a qué espacio tangente T, (M) pertenece). La colec-

ci6én de todos los campos vectoriales suaves sobre M denotard como X(M). Un

vle = €' (2)

Ox™’
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ejemplo fisico de un campo vectorial es el campo de velocidades de un fluido
estable en algtin subconjunto abierto M C R®. A cada punto (z,y,2) € M, el
vector V(g y,.) debe ser la velocidad del fluido de las particulas pasando a través
del punto (z,y, 2).

Una curva integral de un campo vectorial v es una curva suave parame-
trizada © = 7(g) cuyo vector tangente en cualquier punto coincide con el valor
de v en ese punto:

'7(5) = Ul“/(E)
para toda e. En coordenadas locales, x = v(g) = (v!(¢), ...,7™(¢)) debe ser una
solucién del sistema auténomo de ecuaciones diferenciales

dz? X
=¢ i =1, ... 1.2
W@, i=1m, (12)

donde los £%(z) son coeficientes de v en x. Para £!(x) suave, el teorema estdandar
de existencia y unicidad para sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias
garantiza que hay una unica solucién para (1.2) para cada conjunto de valores
iniciales
7(0) = o.

Esto implica la existencia de una tnica curva integral maximal v : I — M
pasando a través de un punto dado xy = v(0) € M, donde ”maximal’significa
que no esta contenida en una curva integral mas grande; es decir si 7 : I — M
es cualquier otra curva integral con el mismo valor inicial ¥(0) = xg, entonces
I CIy#(e) =nl(e) para e € I. Note que si v|,, = 0, entonces la curva integral
a través de zp es el punto v(e) = zg, definido para todo e. Nétese que si v
es cualquier campo vectorial suave sobre una variedad M, y f(z) es cualquier
funcién suave de variable real definida para toda x € M, entonces f - v es
nuevamente un campo vectorial suave, con (f - v)|; = f(x)v|,. En coordenadas

locales, si v =Y &% (2)9/0x", entonces f-v = f(x)(x)0/dx".

Flujo

Si v es un campo vectorial, denotamos la méxima curva integral parametri-
zada, pasando a través de 2 en M por ¥(e, z) y llamamos a ¥ el flujo generado
por v. Asi para cada punto z € M, y € en algun intervalo I, que contenga el 0,
U(e, x) debe ser un punto en la curva integral pasando a través de z en M. El
flujo de los campos vectoriales tiene las propiedades basicas:

U6, ¥(e,z)) = V(0 +¢,2) x €M, (1.3)
para toda d,¢ € R tal que ambos lados de la ecuacién estan definidos,
v(0,z) =, (1.4)
d

£‘I’(€,$) = V|y(e,2) (1.5)

para toda € donde este definida la igualdad.
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El campo vectorial v es llamado generador infinitesimal, ya que por el
teorema de Taylor, en coordenadas locales

U(e,x) = o +e&(z) + O(?),

donde & = (£, ...,€™) son los coeficientes de v.

1.3. Grupos de Lie

Un grupo es un conjunto G junto con una operacién, usualmente llamada
multiplicacién, tal que para cualesquiera dos elementos g y h de G, el producto
g - h es nuevamente un elemento de G. La operacién del grupo requiere que se
satisfagan los siguientes axiomas:

(1) Asociatividad. Si g,h y k son elementos de G, entonces

g-(h-k)=(g-h)-Fk.

(2) Elemento identidad. Hay un elemento distinguido e de G, llamado elemen-
to identidad, el cual tiene la propiedad

e-g=g=g-e
para toda g en G.

1

(3) Inverso. Para cada g en G hay un inverso, denotado por g—*, con la pro-

piedad

1 1

g9 =e=g""g

Definicién 1.5. Un grupo de Lie de r-pardmetros es un grupo G el cual tiene

la estructura de una r-variedad diferenciable de tal manera que las operaciones
de grupo

m:GxG—G, m(g,h)=g-h, g,heQG,

y la inversién
i:G—G, ilg)=g"' geaq,

son mapeos suaves entre variedades.

Ejemplo 1.2. Sea G = SO(2), el grupo de las rotaciones en el plano. Es decir

Gl o8t —sinf ) p ol
sinf  cos6

donde 6 denota el dngulo de rotacién. Note que G se puede identificar con el

circulo unitario
St = {(cosf,sinf) : 0 <0 < 2n}

en R?, el cual define la estructura de variedad en SO(2). Si se incluyen las
reflexiones se obtiene el grupo ortogonal

02)={X €GL2): XTX =1}

Esté tiene la estructura de variedad con dos copias disconexas de S*.
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Ejemplo 1.3. De manera mas general, se puede considerar el grupo ortogonal
de las matrices de n x n

On)={X €GL(n): XTX =1}.
Asi O(n) es el subconjunto de R"™ definido por las n? ecuaciones
XT'x —I1=0,

conteniendo las entradas z;; de X. O(n) es una subvariedad regular de GL(n)

de dimensién %n(n —1). Mds adn, la multiplicacién de matrices e inversién son
mapeos suaves cuando nos restringimos a O(n), ya que O(n) es un grupo de

Lie. El grupo ortogonal especial
SO(n) ={X € O(n) : det X = +1},

siendo la componente conexa de la identidad del grupo ortogonal, es también
un grupo de Lie de %n(n — 1)-pardmetros.

Un homeomorfismo de grupos de Lie es un mapeo ¢ : G — H entre dos
grupos de Lie el cual respeta las operaciones de grupo:

o(g-9) =¢(9)-¢(3), 9,9€G

Si ¢ tiene una inversa diferenciable, esta determina un isomorfismo entre Gy
H.

Subgrupos de Lie

Frecuentemente los grupos de Lie son subgrupos de otros grupos de Lie
mas grandes, por ejemplo los grupos ortogonales son subgrupos de los grupos
generales lineales de todas las matrices invertibles.

Definicién 1.6. Un subgrupo de Lie H de un grupo de Lie G estd dado por
una subvariedad ¢ : H — G, donde H es un grupo de Lie, H = ¢(H) es la
imagen de ¢, y ¢ es un homeomorfismo de grupos de Lie.

Por ejemplo, si w es cualquier niimero real, la subvariedad
H, = {(t,wt) mod 2m:tecR}cCT?

es facil ver que es un subgrupo de Lie de 1-pardmetro de el grupo toroidal T2. Si
w es racional, entonces H,, es un isomorfismo al grupo circular SO(2), y forma
un subgrupo cerrado, regular de 72, mientras que si w es irracional, entonces
H,, es un isomorfismo del grupo de Lie R, y es denso en T72.

Teorema 1.2. Supdngase que G es un grupo de Lie. Si H es un subgrupo cerrado
de G, entonces H es una subvariedad regular de G y de aqui que sea un grupo
de Lie. Reciprocamente, cualquier subgrupo de Lie regular de G es un subgrupo
cerrado.
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Grupos locales de Lie

Frecuentemente no estamos interesados en el grupo de Lie de manera com-
pleta, pero si en los elementos que estén cerca del elemento identidad. Para esto
es importante definir un grupo de Lie local.

Definicién 1.7. Un grupo de Lie local de r-pardmetros estd compuesto
por subconjuntos conexos abiertos Vo C V. C R" que contienen el origen, y

mapeos diferenciables
m:V xV —=R"

que definen la operacion de grupo, y
i: Vo=V,
que define la inversion del grupo, con las siguientes propiedades.

(a) Asociatividad. Si x,y,z € V, y también m(z,y) y m(y,z) estin en V,
entonces

m(x, m(y, z)) = m(m(z,y), 2).

(b) Elemento identidad. Para todo x en V, m(0,z) = z = m(x,0).

(¢) Inversa. Para cada x en Vo, m(x,i(z)) = 0 = m(i(z), ).

Si se escribe x - y para m(x,y), y ! para la inclusién i(z), entonces los
axiomas anteriores se traducen en los axiomas usuales de grupo, excepto que
no estdn necesariamente definidos donde sea. Entonces se tiene lo siguiente;
x - y tiene sentido solo para x y y suficientemente cerca del 0; La asociatividad
z-(y-z) = (x-y)- 2z donde sea que ambos lados de la ecuacién esté definida. El
elemento identidad del grupo es el origen 0; Finalmente, z~! nuevamente est4
definido solo para z suficientemente cerca del 0, y -2z~ ! = 0 = 2~ ! - x solo
para esas T’s.

Ejemplo 1.4. Sea V = {z : |z| < 1} C R con la multiplicacién de grupo

20y —x —y

m(x,y) = , T,yeV.

zy — 1

Algunos calculos verifican la ley asociativa e identidad para m. El mapeo inverso
x

es i(z) = 3-%5. definido para z € Vo = {z : [z| < 1}. Asf m define un grupo

local de Lie de 1-pardmetro.

Un método facil de construir grupos locales de Lie es tomar un grupo global
de Lie y usar una carta coordenada que contenga el elemento identidad.

Teorema 1.3. Sea Vo C V C R" un grupo local de Lie con multiplicacion
m(z,y) e inversion i(x). Entonces existe un grupo global de Lie G y una carta
coordenada x : U* — V*, donde U* contiene el elemento identidad, tal que
Ve c Vo, x(e) =0,y

x(g - h) =m(x(9),x(h))

siempre que g,h € U*, y
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siempre que g € U*. Mas aun, hay un unico grupo de Lie G* simplemente
conexo que tiene las propiedades anteriores. Si G es cualquier otro grupo de Lie,
existe un mapeo ™ : G* — G que cubre, el cual es un homeomorfismo, donde
G* y G son grupos de Lie localmente isomorfos (G* es llamado el cubrimiento
simplemente conexo del grupo G).

Proposicion 1.1. Sea G un grupo de Lie conexo y U C G una vecindad de la
identidad. También, sea UX = {gy --...- gr. : g € U} un conjunto de k-productos
de elementos de U. Entonces -
¢=|JUu*
k=1

En otras palabras, cada elemento del grupo g € G puede ser escrito como un
producto de elementos finitos de U.

Grupo local de transformaciones

En la préctica, los grupos de Lie se conocen como grupos de transformacio-
nes de alguna variedad M y no como algo abstracto intrinseco. Por ejemplo, el
grupo SO(2) se encuentra como un grupo de rotaciones en el plano M = R?,
mientras que GL(n) aparece como el grupo de transformaciones invertibles de
R™. En general un grupo de Lie G debe ser considerado como un grupo de
transformaciones de alguna variedad M si a cada elemento g € M hay asociado
un mapeo de M en M. El grupo podria actuar solo localmente, lo cual significa
que el grupo de transformaciones podria estar definido para todos los elementos
del grupo pero no para todos los elementos de la variedad.

Definicion 1.8. Sea M una variedad diferenciable. Un grupo local de tran-
sformactones actuando sobre M estd dado por un grupo local de Lie G, un
subconjunto abierto U, con

{e}x M CcUCGxM,

el cual es el dominio de la accion de grupo, y un mapeo diferenciable ¥ : U — M
con las siguientes propiedades:

(a) Si (h,x) € U, (g, ¥ (h,z)) € U, y también (¥(g,h),z) € U, entonces
\I/(g7 \Ij(hv I)) = \II(\I/(gv h)v :C)

(b) Para todo x € M,
Ule,x) = z.

(c) Si(g,z) € U, entonces (g7, ¥(g,2)) €U y
(g~ ¥(g,2)) = .

por brevedad debemos denotar ¥(g,z) por g -z, y las condiciones de esta
definicién toman la forma:

g(hl‘):(gh)l‘, g7h€G7 JZGM,
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siempre que ambos lados de la ecuacién tengan sentido,

e-x=x para todo x € M,
y
g (g-x)=2, geG, zeM,

Para cada x en M, los elementos g del grupo tales que g -z estd definido forman
un grupo local de Lie
G,={9€eG:(g,2) eU}.

Reciprocamente para cada g € G, hay una subvariedad abierta
My={xeM:(g9,z) €U}

de M donde la transformacién dada por g esta definida. En ciertos casos, el
unico elemento de grupo el cual actia sobre toda M debe ser el elemento identi-
dad. En el otro extremo, un grupo global de transformaciones es uno en el cual
podemos tomar el producto cruz U = G x M. En este caso, g - x estd definido
para cada g € G y cada z € M.

Un grupo de transformaciones G actuando sobre M es llamado conexo si satis-
face lo siguiente:

(a) G es un grupo de Lie conexo y M es una variedad conexa;
(b) U C G x M es un conjunto abierto conexo; y

(c) para cada x € M, el grupo local G, es conexo.

Orbitas

Una orbita de un grupo local de transformaciones es el minimo grupo in-
variante no vacio contenido en M. En otras palabras, O C M es una orbita si
satisface las siguientes condiciones

(a) Siz e O,g€ Gy g-x estd definido, entonces g -z € O.
(b) Si O C O satisface parte (a) entonces sucede O = O, 0 O es vacio.

En el caso de un grupo global de transformaciones, para cada x € M la érbita
a través de z tiene la definicién implicita O, = {g -z : g € G}. Para un grupo
local de transformaciones, debe verse el producto de los elementos del grupo
actuando sobre x:

Or={91-92- g v:k>1,9,€G y g1-ga2--gr-2 estd bien definido}.

Como podemos ver las 6rbitas de las transformaciones de un grupo de Lie son
de hecho subvariedades de M, pero su dimensién puede variar, o podrian ser
variedades no regulares. Debemos distinguir dos importantes subclases de ac-
ciones de grupo.
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Definicién 1.9. Sea G un grupo local de transformaciones actuando sobre M.

(a) El grupo G actia semi-regularmente si todas las drbitas O son de la mis-
ma dimension como las subvariedades de M .

(b) El grupo G actia regularmente si la accidn es semireqular y ademds pa-
ra cada punto x € M existen vecindades pequenas arbitrarias U de x con la
propiedad de que cada orbita de G interseca U en un subconjunto conexo por
pedazos.

Notese que en particular, si G actia regularmente sobre M entonces cada
orbita de G es una subvariedad regular de M.

Una accién de grupo es llamada transitiva si hay solo una Orbita, normal-
mente la misma variedad. Claramente cualquier grupo transitivo de transfor-
maciones actia regularmente. En la mayoria de las aplicaciones, las acciones de
grupo mas interesantes no son transitivas.

Ejemplo 1.5. Ejemplos de grupos de transformaciones.
El grupo de traslaciones en R™: Sea a # 0 un vector fijo en R™, y sea G = R.
Defina

Ule,z) =x+ea, z€R™, eeR.

facilmente se ve que da una accién global de grupo. Las o6rbitas son lineas
paralelas a a, tal que la accién es regular con érbitas de una dimension.

Ejemplo 1.6. Una accién similar que suele ser importante en el estudio de la
ecuacién de calor es la siguiente. Sea M = R2, G = R y considérese el mapeo

Ve, (z,y)) = <1 _:ng’l—yex) ’

el cual es definido sobre

1 1
U:{(E,(x,y)):€<x para x>0, o 5>;, para x<O}C]R><IR2.

Para mostrar que esta es una accién de grupo, se verifica que:

Ve @) = (6 (2 )

r/(l ex) y/(1—cx) )
1-éz/(1— 61)71 ox/(1—ex)

5+s)z’ 1— 5+e)z
= \I! (6+e¢,(z,y))

siempre definida. Note que esta es la accién de un grupo local y no tiene contra-
parte global sobre R?, ademas |¥(e, (z,y))| — oo cuando € — 1/z para x # 0.
Las 6rbitas de la accién son rayos emanando desde el origen, y el mismo origen.
La accién es regular sobre el plano agujerado R?\{0}.
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Grupos generados por campos vectoriales

Es importante notar que las 6rbitas de la accién de grupo de un parametro
son curvas integrales maximas de un campo vectorial v. Inversamente, si ¥(e, x)
es un grupo de transformaciones de un parametro actuando sobre M, entonces
su generador infinitesimal es obtenido haciendo € = 0:

d

=i 520\11(5,:10). (1.6)

Vg
La unicidad de la ecuacién (1.2) garantiza que el flujo generado por v coincida
con la accién local dada de R sobre M en el dominio comun de definiciéon. Enton-
ces hay una correspondencia uno a uno entre grupos locales de transformaciones
de un pardmetro y sus generadores infinitesimales.

El célculo del flujo o grupo de un pardmetro generado por un campo vec-
torial dado v (en otras palabras resolver el sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias) es frecuentemente conocido como la exponenciacién de un campo
vectorial. La notacién sugerida es

exp(ev)r = ¥(e, x)

En términos de esta notaciéon exponencial, tenemos tres propiedades que se
siguen de la definicién:

exp[(d + e)v]x = exp(dv)exp(ev)x (1.7)
siempre que este definida,
exp(0v)x = x, (1.8)
y
d
%[exp(sv)x] = fv‘erp(sv)m (19)

para toda x € M.

Ejemplo 1.7. Sea M = R con coordenada z, y considérese el campo vectorial
0/0x = 0,,. Entonces

exp(ev)r = exp(edy)r = x + &,

el cual esta globalmente definido. Si ahora consideramos el campo zd, recupe-
ramos la exponencial usual

erp(exdy)r = ez,

yva que estd debe ser solucién de la ecuacién diferencial ordinaria & = x con
valor inicial z en € = 0, es decir

d

— (e°x) = xe® |co=1x
de|._,

Ejemplo 1.8. En el caso de R™, campo vectorial constante v, = > a’d/0x?,

a = (al,...,a™) exponencia al grupo de traslaciones

erp(evy)T = T + €a, zeR™,

en la direccién de a.
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Ejemplo 1.9. Considere el grupo de rotaciones en el plano
U(e, (z,y)) = (xrcose —ysine, rsine + ycose).

Su generador infinitesimal debe ser un campo de la forma v = &(x,y)0, +
n(x,y)0y, donde debe cumplirse,

Ez,y) = L] _, (wcose —ysine) = —y,
n(z,y) = d%|5:0 (xsine +ycose) = z.
Asi v = —y0, + x0y es el generador infinitesimal, y ademas, el grupo de trans-

formaciones anterior coincide con las soluciones del sistema de ecuaciones dife-
renciales ordinarias
dx/de = —y, dy/de =x.

Ejemplo 1.10. Considere la accién local de grupo

we o) = (2 2 )

l—ex’1—cx

Diferenciando como en el ejemplo anterior, se encuentra que el generador infi-
nitesimal es v = 220, + zyd,,.

1.4. Algebra de Lie

Si G es un grupo de Lie, entonces hay campos vectoriales distinguidos sobre
@, caracterizados por su invarianza bajo la multiplicaciéon del grupo. Como se
verd estos campos forman un espacio vectorial dimensionalmente finito, llamado
algebra de Lie de G, el cual es un ”generador infinitesimal”’de G.

Sea G un grupo de Lie. Para cualquier elemento del grupo g € G, el mapeo
multiplicacién por la derecha

Ry,:G— G
definido por
Ry(h)=h-g
es un difeomorfismo, con inversa
Ry-1 = (Ry)™!

Un campo vectorial v sobre G es llamado derecho invariante si
dRy(v|n) = v|r,(n) = Vlng
para toda g y h en G.
Definicion 1.10. El algrebra de Lie de un grupo de Lie G, denotada por la

letra g, es el espacio vectorial de todos los campos vectoriales derecho invariantes
sobre G.
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Noétese que un campo derecho invariante estd determinado de manera tinica
por su valor en la identidad porque

vlg = dRg(vle),

ya que Ry(e) = g. Inversamente, cualquier vector tangente a G en e determina
de manera unica un campo vectorial derecho invariante sobre G, ademas

ARy (v]n) = dRy(dRp(v]e)) = d(Ry o RBp)(v]e) = dRng(v]e) = v[ng,

lo cual prueba la invarianza derecha de v. Por lo tanto podemos identificar el
algebra de Lie g de G con el espacio tangente a G en el elemento identidad

g~ T.(G).

g es un espacio vectorial dimensionalmente finito de la misma dimensién que el
grupo de Lie subyacente.

El élgebra de Lie tiene una operacion bilineal antisimétrica, llamada el brac-
ket de Lie. Ademaés, si v y w son campos vectoriales derecho invariantes sobre
G, también el bracket de Lie [v, w].

dR, [7), ’LU] = [ng(U), ng(w)] = [1}, w]

Definicién 1.11. Un dlgebra de Lie es un espacio vectorial g junto con una
operacion bilineal

[]:gxg—g
llamado el bracket de Lie para g, que satisface los axiomas
(a) Bilinealidad
[cv + V' w] = clv,w] + W, w],  [v,cw + dw'] = cfv,w] + v, W],
para constantes ¢,c’ € R,

(b) Antisimetria
[v, w] = —=[w,v]

(c) Identidad de Jacobi
[uv [Uv w]] + [wv [ua UH + [Ua [’LU, u]] =0,
para todo u,v,v’,w,w’ en g.

Ejemplo 1.11. Si G = R, entonces hay un multiplo ascendente, un tnico
campo vectorial derecho invariante, normalmente 9, = 9/0x. De hecho, dados
z,y € R,

ya que
dR,(03) = Og.

Similarmente, si G = R™, entonces el inico campo vectorial derecho invariante
independiente es 20,
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Ejemplo 1.12. Se calculard el dlgebra de Lie del grupo general lineal GL(n), ya
que GL(n) es de dimensién n?, podemos identificar el dlgebra de Lie gl(n) ~ R"’
con el espacio de matrices de n x n. Ademés, en coordenadas los elementos de
GL(n) son dados por las entradas x;j,4,7 = 1,...,n de las matrices, tal que el
espacio tangente a GL(n) en la identidad es el conjunto de todos los campos

vectoriales
| 0
VAT = E Qij >
— ]6%]' ’
i,j I

donde A = (a;;) es una matriz arbitraria de n x n. Ahora dado ¥ = (y;;) €
GL(n), la matriz R, (z) = XY tiene entradas

n
g LikYkj-
k=1
por lo tanto encontramos

valy = dRy(valr)

S oL (z) -

lym 4,j

§ azjyjm —

Lim
,J,m

o en términos de X € GL(n),

valx =Y (Z aikxkj> ai
k

%

Al calcular el bracket de Lie:

0 0 0
[UAa UB] = g ];m ) {alpxpmaxlm(bikxk]) blpl'pm axlm (azk kj)} WZJ
0
= Z [Z ik — azlblk)] 'rkja
1,5,k
= U[A,B)

Donde [va,vp] = BA— AB es el conmutador de matrices. Por lo tanto el dlgebra
de Lie de gl(n) del grupo general lineal GL(n) es el espacio de todas las matrices
de n x n con el bracket de Lie siendo el operador conmutador.

Subgrupos de un parametro

Supoéngase que g es el algebra de Lie de un grupo de Lie G. El siguiente
resultado muestra que hay una correspondencia uno a uno entre el subespacio
unidimensional de g y subgrupos conexos de un parametro de G.

Proposicién 1.2. Sea v # 0 un campo vectorial derecho invariante sobre un
grupo de Lie G. El flujo generado por v a través de la identidad,

ge = exp(ev)e = exp(ev)
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es definido para todo € € R y forma un subgrupo de un pardmetro de G, con

9ers =9:° 95, Go=¢€, g ' =g,
isomorfo a R o al subgrupo SO(2).

A la inversa, cualquier subgrupo de dimensién uno, conexo, de G es generado
por un campo vectorial derecho invariante de la manera anterior.

Ejemplo 1.13. Supéngase que G = GL(n) con algebra de Lie gl(n), el espacio
de todas las matrices de n X n con el conmutador como bracket de Lie. Si
A € gl(n), entonces el campo vectorial derecho invariante correspondiente v4
sobre GL(n) tiene la expresion valx = > (3, airTr;) %M. El subgrupo de
un parametro exp(eva)e es encontrado al integrar el sistema de n? ecuaciones
diferenciales ordinarias
. n
% = Zaikxkj, xij(O) = (5;, 1,7=1,...,n,
k=1

involucrando las entradas de la matriz A. La solucién es justo la matriz expo-
nencial X () = e, el cual es el subgrupo de un pardmetro de GL(n) generado
por la matriz A en gl(n).

Subalgebras

En general una subdlgebra h de un dlgebra de Lie g es un subespacio vec-
torial el cual es cerrado bajo el bracket de Lie, asi que [v,w] € bh siempre que
v,w € h. Si H es un subgrupo de Lie de un grupo de Lie G, cualquier campo
vectorial derecho invariante v sobre H puede ser extendido a un campo vectorial
derecho invariante sobre G.

Una algebra de Lie g de H es considerada como una subdlgebra del dlgebra
g de G. La correspondencia entre los subgrupos de un parametro de un grupo
de Lie G y los subespacios de dimensién uno § de su dlgebra de Lie g dan una
correspondencia uno a uno entre los subgrupos de Lie de G y subélgebras de g.

Teorema 1.4. Sea G un grupo de Lie con dlgebra de Lie g. St H C G es un
subgrupo de Lie, su dlgebra de Lie es una subdlgebra de g. Inversamente, si b es
cualquier subdlgebra de g dimension s, hay un unico subgrupo de Lie H de G,
conezro de s-pardmetros con dlgebra de Lie by.

Ejemplo 1.14. Si H C GL(n) es un subgrupo, entonces su algebra de Lie b
debe ser una subdlgebra del dlgebra de Lie gl(n) de todas las matrices de n x n,
con bracket de Lie como la matriz de conmutaciéon. Més aun también podemos
encontrar h ~ TH, solo viendo los subgrupos de un pardmetro de GL(n) los
cuales son contenidos en H:

h={Aecgl(n): e € H para todo &€ R}.

Acciones de grupos infinitesimales

Supdngase que G es un grupo local de transformaciones actuando sobre una
variedad M es decir, g - ¢ = ¥(g,z) para (g,z) € U C G x M. Entonces hay
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una accién infinitesimal del dlgebra de Lie g de G sobre M. Si v € g definimos
1 (v) el campo vectorial sobre M cuyo flujo coincide con la accién del subgrupo
de un pardmetro exp(ev) de G sobre M. Esto significa que para toda x € M,

_4d
T de =0

V()| U(exp(ev),z) = dU,(vle), (1.10)

donde ¥(g) = ¥(g,x). Nétese ademds que
Uy 0 Ry(h) =U(h-g,2) =V(hg-z)=Vg.(h)
siempre que esta definido, tenemos

dWs(v]g) = d¥g.o(v]e) = ¥(0)|go

para toda g € G,. Si ¢ es un homeomorfismo de algebras de Lie de g al dlgebra
de Lie de los campos vectoriales sobre M

[Y(0), p(w)] = (v, w]),  v,weg

Por lo tanto el conjunto de todos los campos vectoriales 1 (v) correspondientes
a v € g forman un dlgebra de Lie de campos vectoriales sobre M. Inversamente,
dada un algebra de Lie dimensionalmente finita de campos vectoriales sobre
M, siempre hay un grupo local de transformaciones cuya accién infinitesimal es
generada por el algebra de Lie dada.

Teorema 1.5. Sean wi,...,w, campos vectoriales sobre una variedad M que
satisface

,
[w;, w;] = g Cij Wi i,j=1,...m,
k=1

para ciertas constantes cfj. Entonces hay un grupo de Lie G cuya dlgebra de
Lie tiene a cfj como constantes de estructura relativas a alguna base v1, ..., v, y
una accion local de grupo G sobre M tal que ¥(v;) = w; para i = 1,...,r donde

Y es definido por (1.10)
Recobramos g de las transformaciones de grupo por la férmula bésica
Vg = — exp(ev)z, v Eg.
E=0

Un campo vectorial v en g es llamado un generador infinitesimal de la
accion de grupo G.

Ejemplo 1.15. Lie probé que dado un difeomorfismo hay precisamente tres
algebras de Lie de los campos vectoriales sobre la recta real M = R los cuales
son:

(a) El dlgebra generada por d,: Estd genera una accién de R sobre M como
un grupo de un parametro de traslaciones z — = + €.

(b) El dlgebra de Lie de dimensién generada por 9, y 0, el segundo campo
vectorial generando el grupo de dilataciones x — Ax: Note que

[890, xaz] = 8I)
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Asi el dlgebra de Lie es isomorfa a las matrices de 2 x 2 generada por

(59)
(00)

Esto genera el grupo de Lie de todas las matrices triangulares superiores de la

forma
A_(((J; f), a > 0.

La accion correspondiente sobre R es el grupo  — ax + 5 de las transforma-
ciones afin.

(c) El élgebra tridimensional generada por
V1 = 0y, Vo =0, vz=x20,,

el tercer campo vectorial es generado por el grupo local de inversiones

x 1

x — , le] < =

1—ex T

La tabla de conmutadores es la siguiente

U1 U2 U3

U1 0 (% 2’02
(%) —U1 0 V3
V3 —21)2 —U3 0

. _ 2 .
Si remplazamos vz por —v3 = —z“Jd, entonces encontramos la misma tabla

de conmutadores de s[(2) cuyas bases son

0 1 0 0 0
w=(b0) 2=(d ) (V1)

De esta manera hay una accién del grupo especial lineal SL(2) sobre la recta
real con 0,20, y —220, funcionando como generadores infinitesimales. Esta
accién de grupo es el grupo proyectivo

ar+ 8 a B
m—>7x+5, (’Y 6>€SL(2)

O

1.5. Tensores

Propiedades algebraicas

Sean Vi,..., Vs médulos sobre un anillo K. Entonces Vi x --- x V; es el
conjunto de todos los elementos (v1,...,v5) con v; € V;. La definicién usual
sobre las componentes de suma y multiplicacién por un elemento de K hace
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que V1 X -+ x Vy sea un moédulo sobre K, llamado un producto directo o suma
directa(x se sustituye por @). Si W también es un médulo sobre K, una funcién

A:Vix - xVy—=W

es K-multilineal pues A es K-lineal en cada entrada, esto es para cada 1 <i < s
y v; € V;(j # 1), la funcién

v — A(Ul, vy Vi—1, U, Vit 1, ...,US)

es K-lineal.

Si V' es un médulo sobre K, sea V* el conjunto de todas las funciones K-
lineales de V' a K. La definicién usual de funciones de suma y multiplicacion
por elementos de K, hace que V* sea un moédulo sobre K, llamado el médulo
dual de V. Si V; =V para 1 <i < s, la notacién V; x --- x Vy se abrevia como
Vs,

Definiciéon 1.12. Para enteros r > 0, s > 0 no ambos cero, una funcion K-
multilineal A : (V*)" x V¥ — K es llamada un tensor tipo (r,s) sobre V.
De donde A: VS - K sir=0,yA:(V*)" = K sis=0.

El conjunto de todos los tensores T7 (V) tipo (r,s) sobre V es un médu-
lo sobre K, nuevamente bajo las definiciones usuales del funcional para suma
y multiplicacién por un elemento de K. Un tensor tipo (0,0) sobre V es
simplemente un elemento de K.

Campos tensoriales

Un campo tensorial A sobre una variedad M es un tensor sobre F(M)
médulo X(M), donde F(M) es el conjunto de todas las funciones C*° sobre M.
Asi si A es de tipo (r, s) este es una funcién F(M) multilineal

A T*(M)" x T(M)* — F(M)

De esta manera cuando A se evalda con r 1-formas w?

riales X1, ..., X este produce una funcién real

,.,w" y s campos vecto-

f=Aw', ..., w", X1,...,X,) € F(M)

Se dird que w' usa la i-ésima entrada contravariante, X ; la j-ésima entrada
covariante de A.

El conjunto T7 (M) de todos los campos tensoriales sobre M de tipo (r, s) es
un médulo sobre F(M). En el caso cuando r = s = 0, un campo tensorial sobre
M de tipo (0,0) es una funcién f € F(M).

Para mostrar que un tensor A tipo (r, s) es un tensor, se debe mostrar que
la funcién f es lineal en cada entrada (separadamente en cada variable). La
cuestion a resolver es cuando las funciones pueden salirse de cada entrada como
factores:

Al w" X, e f X X)) = FA(Y, o w”, X, X, X)
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La suma de tensores solo se puede dar para tensores del mismo tipo, mien-
tras que cualesquiera dos tensores pueden ser multiplicados como sigue: Si
AeT!(M)y BeTl (M), se define como

A® B :T*(M)"™ x T(M)*t¥ — F(M)

por

(A@ B)(w!, ..,w™ Xy, ... X)) = A, .., w", X1, ..., Xs)
XBw™ L w ™ Xy, Xeysr)
Entonces A ® B es un tensor de tipo (r 4+ r/,s 4+ §’), llamado el producto
tensorial de Ay B. Si v/ = s =0, tal que B es una funcién f € F(M), se

define
AR f=fRA=fA

Asi si también A es de tipo (0,0), el producto tensorial se reduce a la mul-
tiplicacién ordinaria en F(M).
Claramente el producto tensorial es F'(M)-bilineal, esto es

(fA+gAY®B=fA®B+gA' ®B

Es inmediato de la definiciéon ver que el producto tensorial es asociativo, de lo
cual se sigue que A ® B ® C estd bien definido para cualquier tipo de tensores.
Sin embargo generalmente el producto tensorial es no conmutativo. Por ejemplo,
sobre una vecindad coordenada

(da' @ dz?)(0y,09) = da' (0;)dz?(92) = 1
(d$2 X dxl)(ﬁl, 62) = dx2(61)dx1(82) =0

de lo cual se concluye que dz' ® dz? # dz? ® dz'. Por otro lado se tiene que las
funciones conmutan con todo

f(A®B)=fA®B=A® fB

Los tensores de tipo (0, s) se dice que son covariantes, mientras que ten-
sores de tipo (r,0) con r > 1 son contravariantes.

Componentes de tensores

Las férmulas para coordenadas de X = Y X (z%)d; con 0; = 9/0z* para un
campo vectorial y w = > w(9;)dx* para 1-formas, se puede extender rapida-
mente a campos vectoriales de tipo arbitrario.

Definicién 1.13. Sea & = (2!,...,2™) coordenadas locales sobre U C M (a las
coordenadas & también las llamaremos sistema coordenado). Si A € TT (M) las
componentes de A relativas a £ son funciones de variable real

At = A(da™, ..., dx' 0y, ..., 05,)  sobre U

J1.-Js

donde todos los indices corren de 1 a n = dimM.
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Evidentemente para un tensor (0, 1), esto es, una 1-forma, estas componentes
son exactamente aquellas de la férmula w = Y w(9;)dz®. Al ver que la corres-
pondencia coincide para un campo vectorial X debe usarse la interpretacién de
un campo tensorial (1,0). Por la definicién anterior la i-ésima componente de
X relativa a £ es X (dz?), la cual es interpretada como dz®(X) = X (z¢)

De manera similar, cuando un campo tensorial (1, s) estd dado en la forma
A X(M)® — X(M) sus componentes son directamente derterminadas por la
ecuacion

ya que por su interpretacién A € T (M)

Adad 0y, 0r) = daI(ADyy, 1))
= D Afl,...,isdxj(ak) = Al

1y-ee3ls

Las componentes de un producto de tensores son dadas por

L 2 ¥ TR Tpgle byt
(A® B)jl...js+sl =AS B i
donde, como es usual , todos los indices corren de 1 a n = dimM. Por ejemplo,
supéngase que A es un tensor (1,2) y B tipo (1,1). Entonces A® B es un tensor
tipo (2,3) con componentes:
k
(A(X)B)qu = (A®B)(dmkvdzqvaiaajaap)
= A(d.’lﬁk, 8i,(’)j) . B(dwq, 8p> = Aijg
Sea £ un sistema coordenado sobre U C M. Estonces tal y como en un
campo vectorial o 1-forma, cualquier tensor tiene una tunica expresién sobre
U en términos de sus componentes relativas a ¢. Supdngase por ejemplo que
r =1y s =2 Entonces 9y ®@ dz’® dz’ es un tensor (1,2) sobre U para toda
1<4,5,k <n.Si A es cualquier tensor (1,2) entonces
A=) Alo, @ dr' ® da?
sobre U, donde cada indice es sumado de 1 a n. Ya que ambos lados son F(M)-
multilineales es suficiente verificar que tienen el mismo valor sobre dx™, 0y, 0,
para toda 1 < m,p,q < n. De esto se sigue que
(O ® do' @ da?)(dx™, Dy, 0y) = dx™(Oy,)dx"(9,)dx? (9,) = 6;"6.67

PO
Donde
j ” 1 si i=j
= ‘7 = = )
0ij = 07 =0 {0 st 1# 7.
Lo anterior se puede enunciar de forma general en el siguiente enunciado

Lema 1.1. Sea x',...,x" un sistema coordenado sobre U C M. Si A es un
campo tensorial (r,s), entonces sobre U,

A=Y A0, @00, @dih @ @ dat

donde cada indice es sumado desde 1 a n.



1.6. VARIEDADES SEMI-RIEMANNIANAS 31

1.6. Variedades semi-riemannianas

Definicién 1.14. Un tensor métrico g sobre una variedad M es un campo
tensorial (0,2) simétrico no degenerado sobre M de indice constante

Es decir g € T9(M) asigna suavemente a cada punto p de M un producto
escalar g, sobre el espacio tangente T,,(M), y el indice de g, es el mismo para
toda p.

Definicion 1.15. Una variedad semi-riemanniana es una variedad M suave
dotada con un tensor métrico g.

La definicién anterior implica que una variedad semi-riemanniana también
deba verse como el par ordenado (M, g). De esta manera dos tensores métricos
en una misma variedad constituyen dos variedades semi-riemannianas diferentes.

El valor comin v de g, sobre una variedad M es llamado el indice de M:
0<v<n=dimM.Siv=0, M es una variedad riemanniana y entonces cada
gp es un producto interno positivo definido sobre T,(M). Siv=1yn>2, M
es conocida como variedad lorentziana

En el presente texto se llegard a usar el simbolo (,) el cual es una notacién
alternativa para g, se llegard a escribir g(v,w) = (v,w) € R para vectores tan-
gentes, y g(V,W) = (V,W) € F(M) para campos vectoriales.

Si 2%, ...,2" es un sistema coordenado sobre U € M las componentes del
tensor métrico g sobre U son

9ij = (0,0;) (1<1i,5 <n).
Asf para campos vectoriales V = > V9, y W = > W79,
gV, W) =(V, W) = ZgijVin.

Debido a que g es no degenerada , en cada punto p € U, la matriz (g;;(p)) es
invertible, y su matriz inversa es denotada por (¢”?(p)). La férmula usual para
la matriz inversa muestra que las funciones g"’ son suaves sobre U

Debido a que g es simétrico, g;; = gj; y por lo tanto g/ = ¢’* para 1 <i,j <
n. Finalmente el tensor métrico sobre U puede ser escrito como

g= Zgijda:i ® da’.

Teniendo un producto escalar definido sobre cada punto de M, se pueden
definir dos operaciones de gran interés, las cuales consisten en bajar y subir

’. . 3 21...7 . , .

indices. Asi para todo tensor lel_“j: € TP(M) se pueden bajar sus indices
. iz p—1 . Nia.dp ks

obteniendo el tensor T; """ € To de.zi:lnldo por inljl.qu = gz}ijlqu de

manera analoga se puede tener la operacién de subir indices definida por la re-

la 71" " = gk ' La pueba de que estas operaciones son nuevamente

J2---Jq kjz.dq

tensores se puede ver en [3].
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Para cada p € R™ hay un isomorfismo canénico de R™ a T),(R™) el cual en
coordenadas naturales, manda cada v a v, = > v;0;. Por lo cual el producto
punto sobre R™ da un tensor métrico sobre R™ con

(Vp,Wp) =v-w = Zviwi.

Por lo tanto R™ denota siempre una variedad riemanniana, llamada espacio
n-euclidiano.

Para un entero v con 0 < v < n, si se cambia el signo de los primeros v por
un menos, se encuentra con el siguiente tensor métrico

v n
— _ Gt Japd
(Vp, wp) = E v'w® + E v w
i=1

Jj=v+1

de indice v = 1. El espacio semi-euclidiano R] se reduce a R” si v = 0. Para
n > 2, R} es llamado n-espacio de Minkowski, si n = 4 este es el ejemplo de un
espacio tiempo relativista.

Si

- —1 para 1<i<vp,
Tl +1 para v+1<i<n.

entonces el tensor métrico de R}’ puede escribirse como
g= E gidu' ® du'.

El significado del indice en geometria semi-riemanniana se encuentra en lo
siguiente

Definicién 1.16. Un vector v tangente a M es

tipo espacio si (v,v) >0 o0v =0,
nulo si (v,v) =0 y v #0,
tipo tiempo si (v,v) <0.

Todos los vectores nulos en T, M forman el conjunto conocido como cono
nulo de p € M. La categoria a la cual pertenece cada vector es llamada su
caracter causal. Estos términos derivan de la teoria de la relatividad especial,
y en particular en el caso de Lorentz, los vectores nulos se dice que son tipo
luz.

De esta manera podemos definir el cono de luz como sigue:

C = {v € R*(v,v) = 0}

Al mismo podemos visualizarlo en R? bajo el concepto de causualidad, como
se muestra en la siguiente figurdl.2)(véase [4][pag. 15]).

Sea g(v) = (v, v) para cada vector tangente v a M. En cada punto p de M,
q da la forma cuadratica asociada del producto escalar en p. Asi ¢ determina el
tensor métrico.

SiVeX(M)y fe F(M), entonces q(fV) = f2q(V) € F(M), asi ¢ no es
un campo tensorial. Clasicamente ¢ es llamado el elemento de linea de M,y
denotado por ds?. En términos de un sistema coordenado
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Figura 1.2: El cono representa el conjunto C, en el interior del cono todos los
vectores son tipo tiempo, mientras que fuera son tipo espacio.

Aqui el sfmbolo dz’dz’ denota la definicién ordinaria de multiplicacién de
funciones (sobre cada espacio tangenete), asi que

q(V) =D giyda' (V)da! (V) = 3 gi;V'V7.

La norma de un vector tangente v es |q(v)|2 = |(v,v)|2, vectores unita-
rios, ortogonalidad y ortonormalidad se definen como es usual en espacios con
producto interno.

Al sfmbolo ds? se le puede dar una interpretacién intuitiva. Por simplicidad
asumamos que M es riemanniana. Si p y p’ son puntos cercanos con coordenadas
(xt, .., 2") y (2! + Axl, ... 2™ + Ax™) relativos a algin sistema coordenado,
entonces el vector tangente Ap = >~ Ax'9; en p, también lo es aproximadamente
a p’. Asf la distancia al cuadrado As desde p a p’ es aproximadamente

|Ap|* = (Ap, Ap) = Zgij (p) Az’ Az

como en la férmula ds? = 3 g;;dz'da’.

Isometrias

Una isometria es un tipo especial de mapeo que mantiene la nocién de iso-
morfismo para variedades semi-riemannianas.

Definicién 1.17. Sean M y N wariedades semi-riemannianas con tensores
métricos gy Yy gy respectivamente. Una isometria de M a N es un difeo-
morfismo ¢ : M — N que preserva tensores métricos.
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De manera explicita se tiene (d¢(v), dp(w)) = (v, w) para toda v, w € T,(M),
p € M. Ya que ¢ es un difeomorfismo, cada mapeo diferencial d¢, es un iso-
morfismo lineal, asi la condicién significa que cada d¢, es una isometria lineal.

La interpretacién de ¢ = ds? como el cuadrado infinitesimal de la distancia
sugiere pensar una isometria como un movimiento rigido, en contraste con un
dieomorismo arbitrario el cual puede deformar M en aplicacion de esté a N

Un objeto preservado en el sentido apropiado por todas las isometrias es
llamado un invariante isométrico, y la geometria semi-riemanniana es
tradicionalmente la encargada del estudio de estos invariantes. Si existe una
isometria entre M y N se dice que son isométricos. Rigurosamente hablando,
variedades isométricas son geométricamente la misma.

Si M es una variedad semi-riemanniana arbitraria, su tensor métrico hace
que cada uno de sus espacios tangentes sean un espacio semi-euclidiano de la
misma dimensién e indice que M. Esta es una forma de ver como la geometria
semi-riemanniana generaliza la geometria semi-euclidiana.

Conexion de Levi-Civita

Sean V' y W campos vectoriales sobre una variedad semi-riemanniana M.
En esté seccién se mostrard como definir un nuevo campo vectorial Dy W sobre
M cuyo valor en cada punto p es el vector velocidad de cambio de W en la
direccién V. En R} hay una forma natural de construirlo.

Definicién 1.18. Sean u',...,u™ las coordenadas naturales sobre R"™. Si V y
W = > W"'0; son campos vectoriales sobre R, el campo vectorial

v’
DyW =Y " V(WHo
es conocido como la derivada cowvariante natural de W con respecto a V.

Debido a que en la definicién anterior se usan las coordenadas naturales de
R} no hay una manera natural de extenderlo a una variedad semi-riemanniana
arbitraria.

Definiciéon 1.19. Una conezion D sobre una variedad M es una funcion
D:X(M)xX(M)— X(M) tal que

1) DyW es F(M) lineal en V,
2) DyW es R lineal en W,
3) Dy (fW)=(VF)W + fDyW para f € F(M).

Dy W es llamada la dertvada covariante de W con respecto a V para la
conexion D.

Proposicién 1.3. Sea M una variedad semi-riemanniana. Si V. € X(M) con-
sidérese V* la 1-forma sobre M tal que V*(X) = (V, X) para todo X € X(M).

Entonces la funcion V. — V* es un isomorfismo F(M) lineal de X(M) a
(M)
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Demostracion. Ya que V* es F(M) lineal esté es ademds una 1l-forma, y la
funcién V' — V* es también F'(M) lineal. Que esto sea un isomorfismo es con-
secuencia de los hechos.

a) Si (V, X) = (W, X) para toda X € X(M), entonces V =W.

b) Dada una 1-forma 6 € X*(M) hay un dnico campo vectorial V' € X(M)
tal que 6(X) = (V, X) para todo X.

Sea U = V — W. Entonces de (a) se tiene que (U,,X,) = 0 para toda
X € X(M) y para todo p € M, entonces U = 0. Ya que cada elemento de
T, (M) tiene la forma X, el resultado se sigue de la no degeneracién del tensor
métrico.

De (a) se implica la unicidad de (b), por lo tanto para probar (b) es suficiente
encontrar V sobre una vecindad coordenada arbitraria U. Si § = > 6;dx" sobre
U,seaV = Z” g"6;0;. Entonces ya que (g;;) v (¢") son matrices inversas,

(V.or) = >2,,;970:(05,0k) =32, ;0i9" gji
> 0i0i = 60, = 0(0k)

Se sigue por F (M) linealidad que (V,W) = §(X) para toda X sobre U. O

Lo cual significa que se puede transformar un campo vectorial en una 1-forma
y viceversa.

A continuacién se enunciard un teorema sin probarse, la prueba puede verse
en [2][pdg. 61]. El teorema es de suma importancia.

Teorema 1.6. Sobre una variedad semi-riemanniana M hay una dnica cone-
zion D tal que

4) VW] =DyW — Dy'V, y
5) X(V,W) = (DxV,W) +(V,DxW),

para toda X, V,W € X(M). D es llamada la conezion de Levi-Civita de
M, y es caracterizada por satisfacer la formula de Koszul.

2Dy W, X) = V(W X)+W(X,V) = XV, W) = (V,[W, X]) + (W, [X,V])
+(X, [V, W])

Definicién 1.20. Sea z', ..., 2™ un sistema coordenado sobre una vecindad U en
una variedad semi-riemanniana M. Los simbolos de Christoffel para este
sistema coordenado son las funciones de valor real Ffj sobre U tales que

Dy (0;) = THox (1<i,j<n)
k

Como [9;,9;] = 0, se sigue que Dy, (9;) = Do, (8;), por lo tanto I'f; = I'k,.
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Proposicién 1.4. Para un sistema coordenado ', ..., x"™ sobre U,
(1) Do, (S W79) = 3, { 35 + 3, T W } o,
donde los simbolos de Christoffel son dados por
()T =3 o™ { e + e — G2}

Demostracion. (1) es inmediato de 3) de la Definicién 1.20. Para (2) se usard el
conjunto de vectores V = 0;, W = 0; y Op, en la férmula de Koszul. Como los
brackets son cero entonces solo dejan

0 0 0
2(D; (Bj)76m> = @(gjm) + @(gim) - 837"(9”)'

Pero por definicién de los simbolos de Christoffel,

2(Do,(5,),0m) =2 > _ T4 Gam-

Usando ), g™* en ambos lados de la ecuacién, se da el resultado requerido. [

Definicioén 1.21. Sea V' un campo vectorial sobre una variedad semi-riemanniana
M. La (Levi-Civita) derivada covariante Dy es el unico tensor derivacion
sobre M tal que

Dyf =V} para feF(M),

y Dy W es la derivada covariante de Levi-Civita para toda W € X(M)

Definicién 1.22. La diferencial covariante de un tensor A tipo (r,s) sobre
M es el (r,s+ 1) tensor DA tal que

(DAY, ...,0", X1, ..., X5, V) = (DyA) (0, ...,0", X1, ..., X,)
para toda V, X; € T(M) y 07 € T*(M).

Tanto en campos vectoriales como tensoriales, se dird que A es paralelo si
su derivada o diferencial covariante es cero.

Transporte paralelo

Un caso simple de un campo vectorial sobre un mapeo es un campo vectorial
Z sobre una curva « : I — M. Z asigna suavemente a cada t € I un vector
tangente a M sobre «(t). Por ejemplo, el vector velocidad o’ es un campo
vectorial sobre «, como lo es la restriccién de V,, de cualquier V € X(M). El
conjunto ¥(«) de todos los campos vectoriales suaves sobre a es un mdédulo
sobre F(I).

Cuando M es una variedad semi-riemanniana hay una manera natural de
definir el vector velocidad de cambio Z’ de un campo vectorial Z € X(a).

Proposicion 1.5. Sea o : I — M una curva en una variedad semi-riemanniana
M. Entonces hay una tnica funcién Z — Z' = 2Z de X(a) a X(a), llamada la
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derivada covariante inducida, tal que

1)(aZy +bZ3) = aZ] + bZ} (a,b € R),
2)(hZ) = (dh/dt)Z+hZ’ (h € F(I)),
%V a) = Doty (V) (tel,Vex(M)).

ANd/dt)(Z1; Z2) = (21, Za) + (21, Z3).

Demostracion. Unicidad Supdngase que existe una conexion inducida que satis-
face las primeras tres propiedades asimase que « estd en el dominio de un tnico
sistema coordenado x!,...,2™. Por el teorema de bases, si Z € X(«), entonces

en a(t),
Z(t) =Y Z(t)x'0; = (Za")(t)d;.

Denétese la funcién componente por Zz? — R, por Z%. Por las propiedades

1)y @) |
7= Do+ Y 70l

Pero de (3), (i)’ = Do (0;) asi

Zz%iiai+ZZiD

De lo cual se tiene que Z’ es completamente determinada por la conexién de
Levi-Civita D.

Existencia Sobre cualquier J, con J C I, a(J) estd en una vecindad coorde-
nada, define Z’ mediante la férmula anterior. Luego mediante célculos rigurosos
se puede mostrar que las cuatro propiedades se satisfacen.

O

Introduciendo simbolos de Christoffel en la férmula coordenada anterior re-
sulta

dz* d(zoa) .
! k
7=y S SIS g b b
k 4,J

Si Z/ = 0, entonces se dice que Z es paralelo.

Proposicién 1.6. Para una curva o : I — M, sea a € I y z € Tyq)(M).
Entonces hay un inico campo vectorial paralelo Z sobre « tal que Z(a) = z.

En la notacién de la proposicién, si b € I entonces la funcién
P =P T,(M)— T,(M)

enviando cada z a Z(b) es llamado transporte paralelo a lo largo de « desde
p=ala) aqg=ab).

Lema 1.2. El transporte paralelo es una isometria lineal.
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Demostracidn. Sean v, w € T),(M) correspondientes a campos vectoriales V, W.
Ya que V + W también es paralelo

Plo+w)=(V+W)bD) =V()+W((Ob) =P(v)+ P(w).

Similarmente
P(cv) = ¢P(v). Asl P es lineal.

Si P(v) = 0 entonces por la unicidad en la proposicién, V' solo puede ser el
campo vectorial idénticamente cero sobre a. De aqui que v = V(a) = 0. Asi P
es uno a uno, y ya que espacios tangentes a M tienen la misma dimensién, P
es un isomorfismo lineal.

Finalmente, para V, W como arriba,

SVW) = (VW) + (V, W) = 0

De aqui que (V, W) es constante, asi que

O

La derivada covariante se puede extender a tensores, mediante las siguientes
reglas:

1) El operador D de diferenciacién covariante es lineal,

para cualesquiera campos tensoriales T y S

2) La derivada covariante de un campo tensorial escalar (una funcién) coin-
cide con el gradiente ordinario,

of
Di -
f ox?
3) La derivada covariante de la contraccién de tensores TTSC()].)S;"(” ) con res-
pecto al indice m es calculado por la férmula de Leibniz,
k m k m k m

m(3)~(q) m(5)7(a) m(7)

4) La derivada covariante de un campo vectorial estd dada por la siguiente
relacién
. oT? ,
i i k
D;T" = e + I, T

A continuacién se mencionard un teorema sin dar su demostracién

Teorema 1.7. La derivada covariante de un tensor T((,Z; de tipo (m,n) donde
(7’) = i17 -~-aim7 (k) - ]fl, ...,kn7 es

@ _ YT (0
DJT(k) - ag;l;) - Tkkg...knrllglj f' 1 - Tkl.,.krllznj
+ T(kj“' m e+ T(,i)'" iy
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Supéngase que el campo tensorial T ((8 estd definido sobre una curva x(t),

y sea v = dx/dt el vector velocidad de la curva. Se puede definir la derivada
covariante a lo largo de la curva

_ 4T (1) ko g (2) ko,
DT = ﬂiTkkz.“quklj J*"'*Tkl...kq,lkaquj

TG e T T

. (1.11)
J
Corolario 1.1. La derivada covariante D,T del campo T a lo largo de la curva
estd bien definida, y su valor depende solo de los valores de T en estd curva.

Geodésicas

Una geodésica en una variedad semi-riemanniana M es una curva v : I —
M cuyo campo vectorial 4’ es paralelo. De manera equivalente se puede decir
que las curvas geodésicas son curvas de aceleracién cero v’ =0

Corolario 1.2. Sea z', ..., 2™ un sistema coordenado sobre U C M. Una curva
v en U es una geodésica de M si y solo si sus funciones coordenadas x* o~y
satisfacen

P 07) N~y dlat o) dlad 07)
TR T g O

para 1 < k <n.

Las expresiones anteriores son componentes de ~ relativas a campos vecto-
riales coordenados 01, ..., O,.

Es muy frecuente usar la comin abreviacién, escribiendo las funciones coor-
denadas de v como z* en lugar de x* o . Entonces las ecuaciones geodésicas se
expresan como

@+Zrklﬁdﬁ =0 (i<k<n).
dt? Y dt dt
iJ

El teorema de existencia y unicidad de ecuaciones diferenciales ordinarias da

el siguiente resultado.

Lema 1.3. Siv € T,(M) existe un intervalo I alrededor de 0 y una unica
geodésica v : I — M tal que ~'(0) = v.

El lema implica que v(0) = p, se dird que 7 es una geodésica que empieza
en p con velocidad inicial v.

Ejemplo 1.16. Geodésicas del espacio semi-euclidiano. Para coordena-
das naturales los simbolos de Christoffel son nulos, asi las ecuaciones geodésicas
se convierten en
d*(u’ 0 )
dt?
Asf ui(y(t)) = p' +tv' para todo ¢, donde p’ y v® son constantes arbitrarias. De
aqui que las geodésicas de R}, son lineas rectas

=0 (1<i<n).
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Una curva v en M es tipo espacio si todos sus vectores velocidad o/(s)
son tipo espacio, similarmente tipo tiempo y nulo. Una curva arbitraria no
necesariamente tiene los caracteres causales, pero una geodésica y siempre
los tiene ya que 7/ es paralela, y traslaciones paralelas de vectores preservan el
caracter causal de los vectores.

Curvatura

Las derivadas de Lie satisfacen la identidad Lx y) = [X,Y], donde el lado
izquierdo se desarrolla como Lx Ly — Ly Lx. Ya que si [X,Y] = 0 entonces Lx y
Ly conmutan. Por contraste estos resultados no se satisfacen en general para la
derivada covariante D,. Esta falla es medida por un campo tensorial que juega
un papel importante en geometria diferencial.

A continuacién se mencionard un lema sin demostrarse, para la demostra-
cién ver [2][pag. 74].

Lema 1.4. Sea M una variedad semi-riemanniana con conexion de Levi-Civita
D. La funcion R: X(M) x X(M) x 3(X) — X(M) dada por

RxyZ = Dixy)Z — [Dx,Dy]Z

es un campo tensorial (1,3) sobre M, llamado el tensor de curvatura riema-
nniana de M.

El tensor R puede ser considerado como una funcién R-multilineal sobre
vectores tangentes individuales. Si z,y € T,,(M) el operador lineal

Ry : Ty(M) — T,(M)

enviando cada z a R,z es llamado un operador curvatura. Las siguientes
identidades son simetrias de la curvatura.

Proposicién 1.7. Siz,y,z,v,w € T,(M), entonces
(1) Ry = —Rya,
(2) (Rayv,w) = —(Reyw, v),
(8) Rgyz + Ry-x + R.oy =0,

(4) <Rwyvvw> = (vax,y>.

Las primeras dos identidades muestran que el tensor de curvatura tiene dos
antisimetrias. De (2) se tiene que el operador curvatura es adjunto antisimétrico.
La ecuacién (3) es llamada la primera identidad de Bianchi. De (4) se ve
que se tiene simetria por pares

Demostracion. Debido a que la derivada covariante D,, y la operacion de bracket
sobre campos vectoriales son operaciones locales, es suficiente trabajar sobre una
vecindad de un punto p. Como las identidades a probar son ecuaciones
tensoriales, los vectores tangentes z,y,... pueden ser extendidos a
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campos vectoriales X,Y,.. sobre alguna vecindad de manera conveni-
ente. En este caso escojamos las extensiones de tal manera que todos sus brac-
kets sean cero. En particular, Rxy Z se reduce a Dy (DxZ) — Dx(Dy Z).

(1) Siempre que el bracket [,] esté bien definido entonces la antisimetria se
sigue inmediatamente de la definiciéon de curvatura.

(2) Solo se necesita probar (R,v,v) = 0. Usando la definicién 5 del Teorema
1.6

(RxyV,V) = (DyDxV,V)—(DxDyV,V)
= Y(DxV,V)—(DxV,DyV) - X(DyV,V) + (DyV,DxV)
— WYX(VV) - XYV =0,

yaque [X,Y]=0

(3) Supdéngase que F : X(M)3 — X(M) es una funcién que es R-lineal, y sea
EF(X,Y, Z) la suma sobre todas las permutaciones ciclicas de X,Y, Z:

F(X,Y,Z)+ F(Y,Z,X)+ F(Z,X,Y).

Una permutacién ciclica de X, Y, Z deja ZF (X, Y, Z) invariante. Por lo cual
se tiene

ZRxy”Z = EDyDxZ —-=DxDyZ
= EDxDzY —-EDxDyZ =EDx[Z,Y] =0.

(4) de (3) (ERyy X, W) = 0, donde = actia sobre cualesquiera tres cam-
pos vectoriales anexados a R, suma sobre las cuatro permutaciones ciclicas de
Y, V, X, W,y luego expande cada E para obtener 20 términos, usando (1) y (2),
ocho de estos deben cancelarse en pares, dejando

2<nyVv, W> + 2<}2V[/\/,X7 Y> =0.

por lo tanto (RxyV, W) = (Ryw X,Y).
O

Las simetrias del tensor de curvatura R dan una simetria menos obvia para
su diferencial covariante DR, llamada la segunda identidad de Bianchi.

Proposicién 1.8. (Segunda identidad de Bianchi). Siz,y,z € T,(M), en-
tonces
(D:R)(z,y) + (Do R)(y, 2) + (DyR)(z,2) = 0

Lema 1.5. Sobre una vecindad coordenada de un sistema coordenado z*, ..., x",

Rakal (a]) = Z R;’klaiv

donde las componentes de R estdn dadas por

i 9 P 9 % + 1—\1 mo_ Fi m
jkl — oz kj ok lj Im* kj km=~ij -
m

m
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Demostracion. Para campos vectoriales coordenados
Ry,0, (aj) = Dy, (Dakaj) — Dy, (Dazaj)'

El primer término del lado derecho es
m a m m T
Do, (D Ti50m) = Hpl L hiOm + > TR0
m

renombrando dos pares de indices se tiene

9 . _
{Z&El LS T, z;}aj.

Campos de marcos

Una base ortonormal para un espacio tangente T,,(M) es llamado un marco
sobre M en p. Si n = dimM entonces el conjunto FEj,...,E, de n campos
vectoriales ortogonalmente mutuos es llamado campos de marcos, ya que esté
asigna a cada punto un marco. Por ejemplo sobre R™ los campos vectoriales de
coordenadas naturales forman campos de marcos.

En general pueden no existir campos de marcos sobre todo M, pero localmen-
te existen. Por expansion ortonormal cualquier campo V' puede ser expresado
en términos de campos de marcos como

V=> elV.E)E;, & =(E,E).

Asi
(VW) => eV, E)(W, E;).

En el origen O de un sistema normal coordenado los vectores coordenados
son ortonormales.

Los campos de marcos sobre una curva « : I — M son un conjunto de
campos vectoriales unitarios mutuamente ortogonales FEi,..., E,, sobre a. No
solo tales campos de marcos pueden ser definidos sobre la curva entera, también
se pueden escoger campos vectoriales F; € X(a) y que sean paralelos.

Corolario 1.3. Si a : I — M es una curva y e1,...,e, €S UN Marco en
a(0), entonces hay tnicos campos de marcos paralelos En, ..., E, sobre a tal
que E;(0) =e; para 1 <i<n.

Demostracion. Se sabe que hay un tnico campo vectorial paralelo E; sobre «
tal que E;(0) = e;. Pero ya que la traslacién paralela a cualquier ¢ € I es una
isometria lineal, Fj1, ..., F, son de hecho campos de marcos paralelos. O

De lo anterior se sigue que sobre M existen localmente campos de marcos,
dado culquier marco ey, ..., e, en el espacio tangente Tp (M), escéjase una vecin-
dad normal U de O y extiéndase el marco a campos de marcos Fj, ..., E, sobre
U mediante el transporte paralelo a lo largo de geodésicas radiales.
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Ricci y escalar de curvatura

La contraccién de la curvatura riemanniana resulta en un invariante maés
simple.

Definicion 1.23. Sea R el tensor de curvatura riemanniana de M. El tensor
de curvatura de Ricci Ric de M es la contraccion C3 € TS (M), cuyas com-

. . o '
ponentes relativas al sistema coordenado son R;j =Y R}, .

Lema 1.6. El tensor de curvatura de Ricci es simétrico, y estd dado en relacion
a campos de marcos por

RiC(X, Y) = Z 5m<RXEmY7 E’m))

donde como es usual €y, = (B, E).

Demostracion. Usemos la siguiente notacién R(X,Y, E,,) = Rypg,, X, Asi
Ric(X,Y) = (C3R)(X,Y) =Y em(Em, R(X,Y,Epn)) = Y _em(Ryp, X, En).

La simetria por pares del tensor de curvatura da la férmula requerida y muestra
que Ric es simétrico. O

Si el tensor de Ricci es idénticamente cero, M se dice que es Ricci plano.
Una variedad plana es Ricci plano, pero la inversa no se cumple.

Definicién 1.24. El escalar de curvatura S de M es la contraccion C(Ric) €
F(M) de su tensor de Ricci.

S = Zgini-j = Zglijjk

En coordenadas
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Capitulo 2

Grupos y ecuaciones
diferenciales

Casi todas las teorias de la fisica involucran sistemas de ecuaciones diferen-
ciales las cuales al ser resueltas muestran la naturaleza del problema desde las
cuales fueron deducidas, de esta manera encontrar una solucién se vuelve fun-
damental. En esté capitulo desarrollaremos un método que involucra el uso de
simetrias en el espacio de soluciones para poder hayar nuevas o poder construir
una para el sistema de ecuaciones. Para profundizar mas en el estudio de este
método véase [5][6][7].

Supongamos que estamos considerando un sistema de ecuaciones diferen-
ciales Y involucrando p variables independientes x = (2%, ...,2P) y ¢ variables
dependientes u = (u', ...,u9). Las soluciones del sistema deben ser de la forma
u = f(z), o en componentes, u® = f*(x!,...,2P),a = 1,...,q. Sea X = RP, con
coordenadas = (z!,...,2P), el espacio que representa las variables indepen-
dientes, y sea U = R, con coordenadas u = (ul,...,u?), el que representa las
variables dependientes. Un grupo de simetrias del sistema YT debe ser un grupo
local de transformaciones G, actuando sobre un subconjunto M C X x U de tal
manera que G transforme soluciones de Y a otras soluciones de Y.

Identifiquese la funcién u = f(x) con su grafica
I'y={(z, f(z)):2€Q} C X xU,

donde €2 C X es el dominio de la funcién f. Notemos que I'y es una subvariedad
de dimensién p de X x U. Si I'y C My, el dominio de definicién del grupo de
transformaciones g, entonces la transformacién de I'y dada por g es

g'rf :{(i‘7a) :g~(a:,u) : (.TJ,U) Erf}'

El conjunto g - I'f no es necesariamente la grafica de otra funcién univaluada
U = f (). Sin embargo, ya que G actia suavemente y el elemento identidad de
G no cambia a I'y, el dominio €2 de f nos asegura que para elementos g cerca
de la identidad, la transformacién g -I' = I'; es la gréfica de alguna funcién
suave univaluada u = f (Z). Se escribe f = ¢ - f y llamamos la funcién f la
transformacién de f por g.

45
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Ejemplo 2.1. Sea p = 1, ¢ = 1, tal que X = R, con una tnica variable
independiente z, y U = R con una tnica variable dependiente u. Entonces esto
podria describir la situacién de una ecuacion diferencial ordinaria involucrando
una unica funcién u = f(z).

Sea G = SO(2) el grupo de rotaciones actuando sobre X x U ~ R2. Las
transformaciones en G son dadas por

(Z,0) =0 (z,u) = (xcos — usinh, zsin @ + ucos ).

Supdngase que u = f(x) es una funcién cuya gréfica es un subconjunto I'y C
X x U. El grupo SO(2) actiia sobre f haciendo rotar su gréfica. Si el dngulo 6
es suficientemente grande, la grafica rotada 6 -I'; ya no sera la gréfica de una
funcién univaluada. Sin embargo, si f(x) es definida sobre un intervalo finito
a <z <by |8 noes muy grande, entonces 0 - 'y debe ser la grafica de una
funcién bien definida @ = f(&), con [;=60-Ty.

Como ejemplo especifico, considere la funcién lineal

u=f(x)=ax+b

La gréfica de f es una linea recta, asi que su rotacion a través del angulo 6 debe
ser otra linea recta, siempre que no sea una linea vertical, debe ser la gréfica
de otra funcién lineal 6 - f = f, la transformacién de f por la rotacién a través
del angulo 6. Para encontrar la férmula precisa para 6 - f note que un punto
(z,u) = (x,ax + b) sobre la grifica de f es rotado al punto

(Z,1) = (xcosf — (ax + b)sin B, zsin § + (ax + b) cos ).

Para encontrar 4 = f(Z), debemos eliminar = de esté par de ecuaciones, esto es
posible haciendo cot 6 # 0, asi que la grafica no es vertical. Se encuentra

T+ bsind
cosf —asinf’

ya que 0 - f = f estd dada por

sinf + acos@ _ b
T
cosf — asinf cost — asin6

la cual es nuevamente una funcion lineal.

Supoéngase que la transformacién g estda dada por las coordenadas

(j7ﬂ') =g- ($7u) = (Hg(x7u)7 EQ(LL‘7U)),

para funciones suaves II;, ¥ . Entonces la gréfica I‘f =g-I'y de g- f estd dada
paramétricamente por las ecuaciones

& =1y(z, f(x)) =Tg o (I x f)(x), 0 =Xg(z, f(2)) = By o (I x f)(z),z € Q

Donde I es la funcién identidad de X, asi que I(x) = x y x es el producto car-
tesiano de funciones. Para encontrar f = g- f explicitamente, debemos eliminar
x de estos dos sistemas de ecuaciones. Ya que para g = e, I, o (I x f) = I,
sabemos que, si g esta suficientemente cerca de la identidad, la matriz Jacobiana
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de IT; o (I x f) es no singular y por tanto por el teorema de la funcién inversa
se puede resolver para x,

x= (o (Ix f))"'(@).

Sustituyendo en la segunda ecuacién nos da la ecuacion requerida para la trans-
formacion g - f,

g-f:(Zgo(le))o(ﬂgo(le))_l, (2.1)
lo cual es vélido siempre que el segundo factor sea invertible.

Ejemplo 2.2. Considérese el caso en el cual el grupo G transforma solo a las
variables independientes x. Asi las transformaciones en G toman la forma

(‘%712) =g- (.%‘,u) = (Hg(x)’u)>

en el cual II; es un difeomorfismo de X con H;l = Il -1 donde sea que estén
definidos.

Si Ty = {(z, f(z))} es la grafica de una funcién suave, entonces su trans-
formacién g - T'y = {g - (@, f(x))} es siempre la gréfica de una funcién suave
ademds

('jvﬁ) =g- (f,f(x)) = (Hg(x)a f(.’ﬁ))

de esta manera se puede eliminar z invirtiendo II,, con
i = (@) = f(I, (@) = f@L, 1 (&)).
Por ejemplo, si G es un grupo de traslaciones
(x,u) = (x + ea,u), eeR

para a € X fija, entonces la transformacién de la funcién v = f(x) es la trasla-
cién R
u= f(u) = f(Z - ea)
de f.
En el caso en el cual la accién sobre las variables independientes no depende
de las variables dependientes

g- (IE,U) = (Hg(x)729('xau))'
Por ejemplo el grupo de un parametro
ge ¢ (z,t,u) — (x + 2¢t,t, 6,855,52%)7 eeR,

siendo este un grupo de simetrias cuando se trabaja con la ecuacién de calor. Si
u = f(z,t) es cualquier funcién, entonces la transformacién por g. es

G=e Sy = e f(a1),

el cual ahora debe ser escrito en términos de (#,7) = g. - (z,t) = (v + 2¢t, ).
Por lo tanto S -
T e—e(i—Qst)—ezt . f(.f} _ 281?, E)
e~ (7 — 261, 1)

es la funcién transformada en este caso.
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Definicién 2.1. Sea YT un sistema de ecuaciones diferenciales. Un grupo de
simetrias del sistema Y es un grupo local de transformaciones G actuando
en un subconjunto abierto M del espacio de las variables dependientes e inde-
pendientes para el sistema con la propiedad de que siempre que u = f(x) es
una solucion de Y, y donde sea que g - f esté definida para g € G, entonces
u=g- f(x) es también una solucion de el sistema.

Prolongacién

Necesitamos prolongar el espacio X x U que representa las variables inde-
pendientes y dependientes a un espacio el cual represente las derivadas parciales
que ocurren en el sistema.

Dada una funcién real suave f(z) = f(z!,...,2P) de p variables independien-

tes, entonces hay
+k—-1
Pk = ( P k )

derivadas parciales diferentes de orden k de f. Se usard la notacién de multi-
indices 0% ()

x

01f(@) = 5 o
En estd notacién, J = (41, ..., ji) es una "k-ada” desordenada de enteros, con
entradas 1 < j, < p indicando cuales derivadas seran tomadas. El orden de
los multi-indices, serd denotado por #.J = k, indica como seran tomadas las
derivadas. Si f : X — U es una funcién suave de X ~ RP a U ~ R, asi que
u= f(x) = (f*(z),..., f1(z)), hay ¢ - py nimeros u§ = d; f*(z) necesarios para
representar todas las derivadas diferentes de orden k de las componentes de f en
el punto x. Hagase U = R?P* es el espacio euclidiano de esta dimensién, dotado
con coordenadas u§ correspondiente a a = 1, ..., g, y todos los multi-indices J =
(j1, -+, jr) de orden k, designando como se representan las derivadas anteriores.
Por lo tanto, higase U™ = U x U; x - - - x U,, €l producto cartesiano del espacio
U, cuyas coordenadas representan todas las derivadas de las funciones u = f(z)
de todos los 6rdenes desde 0 a n.
Nétese que U™ es un espacio euclidiano de dimensién

+n
q+qp1+~~~+qpnq<pn )—qp(”)~

Un punto en U™ serd denotado por (™, asi que u(™ tiene ¢-p("™ componentes
diferentes u§ donde oo = 1, ...,¢q, y J corre sobre los indices desordenados J =
(J1, -5 Jk) con 1 < jp <py 0 <k < n. (Por convencién, para k = 0 solo hay un
multi-indice, denotado por 0, y u§ se refiere a la componente u® de u.)

Ejemplo 2.3. Consideré el caso p = 2, ¢ = 1. Entonces X ~ R? tiene coor-
denadas (z',22) = (7,5), y U ~ R tiene la tinica coordenada u. El espacio U;
es isomorfo a R? con coordenadas (uz,uy) ya que estos representan todas las
derivadas parciales de primer orden de u con respecto a x y y. Similarmente,
Us ~ R? tiene coordenadas (U, sy, Uy, ) representando las derivadas parciales
de segundo orden de u, y en general, U, ~ R¥*1, ya que hay k + 1 distintas k-
ésimas derivadas parciales de u, normalmente 0%u/9x'0y =1 i = 0, ..., k. Final-

mente U?) = U xU; xUs ~ RS, con coordenadas u(? = (U} Uz, Uy Ugy Ugys Uyy)
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que representa todas las derivadas de u con respecto a x y y de orden 2 como
maximo.

Dada una funcién suave u = f(x), tal que f : X — U, hay una funcién
inducida u(™ = pr( f(z), llamada la n-prolongacién de f, la cual es definida
por las ecuaciones

uj = 0sf%(x)
Asi para pr(™ f es una funcién que va de X al espacio U™, y para cada = en
X, pr™ f(z) es un vector cuyas ¢ - p(™ entradas representan los valores de f y
todas sus derivadas hasta el orden n en el punto x. Por ejemplo en el caso de
p = 2,q = 1 discutida anteriormente, dada u = f(x,y), la segunda prolongacién
u® = pr® f(z,y) estd dada por
Of of *f 9*f 0*f

(u;uwvuy;uwmvumyvuyy) = ( aaxa 8y’ 81'27 araya ayg)a

todas las entradas evaluadas en (z,y)

El espacio total X x U™ cuyas coordenadas representan las variables in-
dependientes, las variables dependientes y las derivadas de las variables depen-
dientes hasta orden n, es llamado el espacio jet de orden n del espacio X xU.
En general no nos interesan ecuaciones diferenciales definidas sobre todo X x U,
pero si en algiin subconjunto abierto M C X X U. En este caso definimos el
espacio n-jet

M™ =MxU; x - x U,

de M. Si u = f(x) es una funcién cuya gréfica estd en M, la n-prolongacién
pr(™ f(x) es una funcién cuya grafica estd en el espacio n-jet M ™).

2.1. Sistemas de ecuaciones diferenciales

Un sistema Y de ecuaciones diferenciales de orden n en p dependientes y ¢
independientes variables esta dado como un sistema de ecuaciones

Ay (z,u™) =0, v=1,..1

involucrando x = (2!, ..., 2P),u = (u, ...,u?) y las derivadas de u con respecto a
x hasta orden n. Las funciones A(z,u™) = (Aq(z,u™), ..., Aj(z,u(™)) serdn
asumidas como funciones suaves en sus argumentos, tal que A puede ser visto
como un mapeo suave desde el espacio jet X x U™ a algin espacio euclidiano
de dimension I,

A:XxU™ SR

Las ecuaciones diferenciales dicen donde el mapeo A se hace cero sobre X x U™
y asi determinan una subvariedad

Ta = {(z,u™): Alz,u™) =0} c X x UM

de el espacio jet total. Podemos identificar el sistema de ecuaciones diferenciales
con su correspondiente subvariedad.

Una solucién suave del sistema de ecuaciones diferenciales es una funcién
suave u = f(z) tal que

Ay(x,pr(")f(x)) =0, v=1,..,1,
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siempre que z estd en el dominio de f. La grafica de la prolongacién pr(™ f (z)
debe estar enteramente en la subvariedad Y o determinada por el sistema;

DY = {(@.pr™ f(@))} € Ya = {A,u) = 0},

Puede tomarse un sistema de ecuaciones diferenciales de orden n para que sea
una subvariedad T en el espacio n-jet X x U™ y una solucién que sea una
funcién u = f(z) tal que la grafica de la n-prolongacién pr(™ f estd contenida
en la subvariedad T a.

Ejemplo 2.4. La ecuacién de Laplace en el plano
Ugg + Uyy = 0.

Aqui p = 2 ya que las variables independientes son x y y, y ¢ = 1 con variable
dependiente u. Como la ecuacién es de segundo orden, entonces n = 2. Entonces
(@, Y; Us Uy, Uy U, Uy, Uyy) de X X U®) define una subvariedad lineal, y esté
es el conjunto Ta para la ecuacién de Laplace. Una solucién u = f(z,y) debe
satisfacer o2 )

7]{ + ﬂ — 0

ox?  Oy?

para toda (z,y). Por ejemplo si,

pr® f(z,y) = («® — 3zy?; 322 — 3y?, —6ay; 62, —6y, —62)

esta en T ya que la cuarta y sexta entrada suman cero.

2.2. Prolongacion de acciones de grupo

Ahora supdngase que G es un grupo local de transformaciones actuando
sobre un subconjunto abierto M C X x U del espacio de las variables indepen-
dientes y dependientes. Hay una accién local inducida de G sobre el espacio n-jet
M llamado la n-ésima prolongacién de G y serd denotada por pr(™ G Esta
prolongacién es definida de tal manera que esta transforma las derivadas de la
funcién u = f(x) en las correspondientes derivadas de la funcién transformada
@ = f(Z). Sea (xo,u(()n)) es un punto dado en M (™. Escoja cualquier funcién
u = f(z) definida en una vecindad de g, cuya gréfica estd en M, y tiene las
derivadas dadas en xg

uén) = pr(")f(xo), uGo = 05 f%(xg).

Por ejemplo, f podria ser un polinomio de Taylor de orden n en x(y correspon-

diente a los valores dados uén)

(La suma va sobre todos los multi-indices J = (j1,...,jx) con 0 < k < n),
también (x — z0)”? = (29 — ') (292 — 2?) -+ - (9% — 2}F).

Dada J, sea J = (31, ...,jp) donde J; es igual al nimero de J1.s los cudles son
iguales a 7, con estd notacién J! = j;!ja! - Jp!
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Si g es un elemento de G suficientemente cerca de la identidad, la funcién
transformada ¢ - f tal como esta dada en (2.1) es definida en una vecindad
del punto correspondiente (Zg,ug) = ¢ - (o, ug), con ug = f(xo) siendo las
componentes de orden cero de u(()n). Cuando determinamos la accién del grupo
de transformaciones prolongado pr(™ g sobre el punto (zo, u(()")) por evaluar las
derivadas de la funcién transformada g - f en Z, de manera explicita

(n) (n) (n))

pri™g - (xo,ug ) = (To, Uy

9

donde

a5" = pr™(g- ) (@),
Ejemplo 2.5. Seap =g =1, tal que X xU ~ R?, y considere la accién del gru-
po de rotaciones SO(2). Calculamos aqui la primera prolongacién pr)S0(2).
Nétese primero que X x UM ~ R3, con coordenadas (z,u,u,). Dada una fun-
ci6n u = f(zx), la primera prolongacién es

prf (@) = (f(2), [ (@)

Ahora dado un punto (2°,u,u2) € X x UM, y una rotacién en SO(2) caracteri-
zada por el angulo 6, debemos encontrar el correspondiente punto transformado

pr(l)ﬂ . (xo,uo,ug) = (fo,ﬂo,ﬂg)

Escojamos el polinomio de Taylor lineal

J@) = + e — %) = ul -2 + (1 — ula?)

como funcién representativa, nétese que

tal como se requiere. La transformada de f por una rotacion a través del angulo
0 es la funcién lineal

= sinf + ul cos 6 _ u® — ulax?

f(@)=0-7()= o

— T+ :
cosf —ulsind cosf — udsinf’

la cual estd bien definida haciendo u # cot 6. Entonces

70 =2%cosf — u’sind,
de aqui que

0 7/~0 sin @ + uf cos 6
Uy, =f'(3") = —F—( 7"
cosf —ulsinf

La accién prolongada pr")S0O(2) sobre X x UM est4 dada por

in - 0
prVo0 . (2, u,uy) = (xcos@ — usind, xsinf + wcos b, SMUCOS) ,

cos ) — uysinf

el cual esta definido para |0] < |arccotuy|
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2.3. Invarianza de ecuaciones diferenciales

Supéngase que se tiene un sistema de orden n de ecuaciones diferenciales,
0, equivalentemente, una subvariedad T del espacio jet M(™ c X x U™,
Un grupo de simetrias de este sistema esta definido como un grupo local de
transformaciones G actuando sobre M C X x U el cual transforma soluciones
del sistema a otras soluciones. La conexién entre esta condicién de simetria y la
condiciéon geométrica que la correspondiente subvariedad YA es invariante ba-
jo el grupo de accién prolongado pr(™G. Esté observacién efectivamente debe
reducir el problema de determinar los grupos de simetrias de ecuaciones dife-
renciales a un problema més practico cuando alguna subvariedad es invariante
bajo algtun grupo local de transformaciones.

Teorema 2.1. Sea M un subconjunto abierto de X xU y suponga A(x, u(")) =0
es un sistema de ecuaciones de orden n definido sobre M, con correspondiente
subvariedad Yo C M™ . Suponga que G es un grupo local de transformaciones
actuando sobre M cuya prolongacion deja T A invariante, lo cual significa que
siempre que (z,u(™) € Ta, tenemos pr™g - (z,u™) € T para todo g € G tal
que este definido. Entonces G es un grupo de simetrias del sistema de ecuaciones
diferenciales de acuerdo a la Definicion 2.1.

2.4. Prolongacién de campos vectoriales

Definiciéon 2.2. Sea M C X x U abierto y suponga v es un campo vecto-
rial sobre M, con correspondiente grupo local de un pardmetro exp(ev). La n-
prolongacion de v, denotada prMu, debe ser un campo vectorial en el espacio
jet M™ | y es defininido por ser el generador infinitesimal del correspondiente
grupo de un pardmetro prolongado pr(™ [exp(ev)]. En otras palabras,

d
pr(”)v|(z’u(n>) =i prm) [exp(ev)](z, u("))
e=0

para cualquier (a:,u(”)) e M,

Note que ya que las coordenadas (z, u(")) sobre M (™) son las variables in-
dependientes (!, ...,2P) y todas las derivadas u$ de las variables dependientes

hasta orden n, un campo vectorial sobre M (") en general debe tomar la forma

:Z:: oxt +Zz¢aau§’

la suma corre sobre todos los indices multiplos J de orden 0 < #.J < n; los
coeficientes son funciones ¢!, ¢7 puede depender de todas las variables (z, u(")).
En el caso v* es la prolongacién pr(™uv de un campo vectorial

v-Z{’

los coeficientes &, ¢ de v* = pr™uy deben ser determinados por los coeficientes
&', ¢ del mismo v. El grupo de accién prolongado cuando se restringe a solo

LE'LL

0
due’




2.5. INVARIANZA INFINITESIMAL 53

las variables de orden cero z,u de M(®) = M, coincide con la accién de grupo
ordinaria exp(ev) sobre M. Por lo tanto los coeficientes ' y ¢0 = ¢, de v* =
pr(™uv deben coincidir con los correspondientes ¢%, ¢, del mismo v. Asi

(n) P9 1 ; 0
=3 e g+ 25 6l

a=1 J

donde £, ¢, = ¢2 deducida de v. Mds aun, si #.J = k, los coeficientes ¢/ de
0/0u5 deben solo depender de derivadas de orden k y derivadas de orden menor
de u, ¢ = a(z,u®).

Ejemplo 2.6. Considere el grupo de rotaciones SO(2) actuando sobre X x U =~
R?2, el generador infinitesimal correspondiente

0

con
exp(ev)(z,u) = (xcose — usine, xsine + ucose)

siendo el angulo de rotacién a través del angulo €. La primera prolongacion toma

la forma

prW[exp(ev)](z, u, uy) = <x cose —usine,rsine + ucose, WW) .

COSE — Uy Sine
Un célculo facil muestra que

0 0
Wy = —y— +z2— + 2
prio uns +9:au (14 uy)

0
Ouy

2.5. Invarianza infinitesimal
Definicion 2.3. Sea
Ay (z,u™) =0, v=1,..1,

un sistema de ecuaciones diferenciales. El sistema se dice que es de rango mdaxi-
mo si la matriz Jacobiana de | x (p + qp™)

0A, 0A,
ozt duY

Ja(z,ul™) = <

de A con respecto a todas las variables (x,u(")) es de rango | siempre que
Az, u™) =0

Por ejemplo la ecuacion de Laplace es de rango méaximo ya que la matriz
Jacobiana respecto a las variables (2, y; u; Uz, Uy} Uzz, Uzy, Uyy) €0 X X U® es

Ja =(0,0;0;0,0;1,0,1)

La cual es de rango 1, en cualquier punto. Es importate notar que no ocurre lo
mismo con la ecuaciéon equivalente

A = (Ugy +uyy)? =0
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no es de rango maximo pues
Jx =1(0,0;050,0;2(uze + Uyy), 0, 2(Upg + Uyy))
la cual se anula siempre que (Ug; + Uyy)? =0
Teorema 2.2. Supdngase que
Au(o:,u(")) =0, v=1,..1,

es un sistema de ecuaciones diferenciales de rango mdximo definido sobre M C
X xU. 8 G es un grupo local de transformaciones actuando sobre M, y

pr(”)v[Ay(w7u(”))] =0, v=1,...,1, siempre que A(x,u(”)) =0,

para cada generador infinitesimal v de G, entonces G es un grupo de simetrias
del sistema.

Ejemplo 2.7. Sea G = SO(2) actuando sobre X x U = R2. Considérese la

siguiente ecuacion diferencial ordinaria
Az, u,ug) = (u—2)uy +u+2x=0

Notese que la matriz Jacobiana es

Dz’ du’ du,

la cual es de rango 1 donde sea. Aplicando el generador infinitesimal de pr) SO(2)
se encuentra que

prMu(A) = —u% + x% +(1+ ui)%
= —u(l—ug)+2(1+ug)+ (1 +u2)(u—2x)

= ug[(u—x)uy +u+ 2]
= uzA.

Férmula de prolongaciéon
Se comenzard analizando la prolongacién de un grupo de transformaciones

de un pardmetro que actia solamente sobre las variables independientes en
nuestro sistema de ecuaciones diferenciales. En otras palabras consideré el campo

vectorial
u B
v= ; £(z) 55

sobre el espacio M C X x U. Los elementos del grupo g. = exp(ev) son de la
forma

(‘%aﬂ) = Ge- (.’E, 'LL) = (HE(:E)?u)
en el cual las componentes 7° = II%(x) satisfacen

dIT; (x)
de  |._o
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Consideré el caso de una tnica variable dependiente u € R.

El primer espacio jet M) tiene coordenadas (z,u?)) = (2%, u,u;) donde
u; = Ou/dx?. La accién de grupo prolongado se encuentra de la siguiente ma-
nera; (x,u") es cualquier punto en MM, y u = f(z) es cualquier funcién con
u; = 0f/0x7,j =1,..,p entonces prWg. - (z,uM) = (&,aM), donde & = II.(z),
U = u, y 4; son las derivadas de la funcién transformada fs = g.- f, la cual esta
dada por

= fo(&) = fIIZN(@)] = fI1-o(3)).
(en lo anterior se usa el hecho de que g-! = g_. donde sea que este definido).

De esta manera

o Oy RO O

Pero se tiene I1_.(Z) = z, de aqui que

iy = 30 S (@) (22)

da la féormula explicita de la accién de grupo prolongada en las derivadas de
primer orden. Para encontrar el generador infinitesimal de pr(g., debe dife-
renciarse la férmula de la transformacién prolongada respecto a e y hacer ¢ = 0.
Entonces
Dy = S )2 N (a2
=3 € g + 2 e

i=1

donde ¢¥(x) es como antes y donde

. d
J 1y - =2
(@ ut) de

P oTIF
> 557 (Ue(@))ur,
=1

e=0 g

Ya que las funciones son suaves se puede intercambiar el orden de la diferen-
ciacién, y se obtienen dos términos multiplicando wug, primero aquellos de la
forma

o [dirk_ o [dITF,
o | S| Ml = 55 | T

o

ock
-5
La segunda involucra dos derivadas respecto a x de II_.:

O2TIF dItt

= g -<(0) G o)|_ =0

e=0

el cual se hace cero ya que Ilg(x) es la identidad. Como en £ = 0 todas las
derivadas de segundo orden respecto a x de Il. se hacen cero. Entonces

, " gk

W(.T,’U/,Ux) = _k_lﬁ s Uk
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Ejemplo 2.8. Sea p =2,q =1, y considérese el campo vectorial

0 0
v = f(x,y)% +n(x,y)afy

sobre X ~ R? en las coordenadas (z,y). La primera prolongacién es

0 0
(1), — £ y_ 2
prov=vae 8um+¢ Ouy
donde ¢* = —%uz = %uy y oY= —g—iuz — g—Zuy

En el caso anterior teniamos que el grupo solo actuaba sobre las variables
independientes. Ahora consideraremos uno en el cual la transformacién solo se
da sobre las variables dependientes:

(Z,4) = g- - (z,u) = (x, B (x, u)),

Este tiene un generador infinitesimal v = ¢(z, )0, donde

dlau) = =|  Telau).
e=0

Si = f(x) es una funcién, la funcién transformada fg = g - f, entonces
o= fo(x) = Bc(x, f(x)).
Para encontrar la accién de grupo, se debe diferenciar

_Of o o3,

af 9%,

. - = — ZE 5 - - 5 a_ 9 ’
de aqui que prMWg, - (z,u) = (z,41)), donde
_ o on. 0%,
Ui= 5w T 00
El generador infinitesimal
SN 0
prWy =v 4+ Z @ (x, u(l))a—
=1 K
de prM g, donde
, il . 06 06
J My — =& e 2
e = R A A P

Derivadas totales

Supéngase que ¢/ (z,uV)) se obtiene de ¢(z,u) diferenciandola con respecto
a r’, mientras se trata a la vez u como funcién de x. La derivada resultante es
llamada derivada total de ¢ con respecto a x’, y se denotard como

& (@, uV) = Dy(a, u) = 22 41, 20

o Mou
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Definicién 2.4. Sea P(z, u(")) una funcion suave de x,u, y de derivadas de u
hasta orden n, definida sobre un subconjunto M c X x U™, La derivada
total de P con respecto a x* es la inica funcién suave DiP(ﬂc,u(”‘H)) definida
sobre M1 o dependiente de las derivadas de u hasta orden n + 1, con la
propiedad de que si u = f(x) es una funcidn suave

DiP(a,pr™ ) f(a)) = (Pl pr™ f(2)).

Proposicién 2.1. Dada P(x,u'™), la i-ésima derivada total de P tiene la
forma general

or < opP
DiP == Sina 2.
o " 2 2 g .
donde J = (j1, .oy Ji)s
a k+1, «
s, = Ouj _ 0" (2.4)

La suma corre sobre todos los J's de orden 0 < #J < n, donde n representa
el orden mas alto de las derivadas que aparecen en P.

Las derivadas totales de orden superior son definidas en analogia con la
notacién para derivadas parciales de orden superior. Explicitamente, si J =
(j1, ---, Jx ) son k-indices con 1 < ji < p para cada k, entonces la J-ésima derivada
total es denotada

D;= Dlejz D]k

Férmula general de la prolongacion

Teorema 2.3. Sea

_yg 0 s 0 2.5
V=2 E@wgg Y balnwpg (2:5)

un campo vectorial definido sobre un subconjunto abierto M C X x U. La n-
ésima prolongacion de v es el campo vectorial

q
P =+ 303 ol u) 2 (26)

«
a=1 J Ouj

definido sobre el correspondiente espacio jet M™ < X x U™, la sequnda
sumatoria se hace sobre todos los indices(no ordenados) J = (j1,...,Jr), con
1< jr <p, 1<k<n. Los coeficientes de pr(™v son funciones ¢ dadas por
la siguiente formula

P p

donde uf = du® [z’ y uf, = duF/dx"
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los coeficientes de ~2— en la primera prolongacién de pr(™ Vv es
8u‘]7k

p
¢TF = D¢l =Y Di&' - uf, (2.8)

i=1

Consideremos el caso del grupo de rotaciones SO(2) actuando sobre X x U ~
R X R con generador infinitesimal

Es facil ver que ¢ = x, £ = —u, entonces la primera prolongacion

0
Oug

pr(l)v =v+¢”

es dada por
" = Dyp(d — Euy) + gy = Dy (2 4 Ultyy) — Utlyy = 1 + u2.
Los coeficientes ¢** de 0/, en pr® son encontrados usando (2.7)
" = D2(¢ — Eug) + Elgee = D2(T + Utly) — Ullgyy = BUyliyyy,
o la férmula de recursién (2.8)
0" = Dy” — g Dp€ = Dy(1+u2) + Uplze = Buglag.

Entonces el generador infinitesimal de la segunda prolongacién pr(2)SO(2) ac-
tuando sobre X x U es
0

0 0 0
(2)y, — g _ 2 _Z
priu U - +x " +(14u3) " + 3UpUpga -

Se deduce inmediatamente que la ecuacién diferencial ordinaria u,, = 0 tiene
SO(2) como grupo de simetrias, ya que

pT(Q)v(um) = 3uglUyy =0

siempre que u;, = 0. Esto es solo una consecuencia geométrica de que las ro-
taciones mandan lineas rectas en lineas rectas. Para otra ilustracién geométrica
consideré la funcién
2 2\—32
E(z,u?) = upe(1 +u2)7 2.

Un célculo facil muestra que
pr(2)v(k) =0
para toda g, Uz, k es un invariante de pr(? SO(2)
k(pr®0 - (z,u?)) = k(z,u®)

para cualquier rotacién 6. k es justo la curvatura de la gréfica de u = f(x) asi
que lo que se ha probado es que la curvatura de una curva es invariante bajo
rotaciones.
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Ejemplos de grupos de simetrias

La Ecuacién de calor. Considere la ecuacién para la conduccion de calor
en un camino unidimensional
Ut = Ugg,

el término difusivo ha sido normalizado a la unidad. En la ecuacién anterior se ve
que se tienen dos variables independientes x y y, y solo una variable dependiente
u, entonces p = 2y ¢ = 1. La ecuacién de calor es de segundo orden entonces
n = 2,y se puede identificar con la subvariedad lineal en X x U(?) determinada
por la anulacién de la funcién A(z,t,u®) = wu; — uy,. Puede proponerse un
campo vectorial de la forma

0 0 0

= Wp ) — @ t.u)— + tou)—

v = €0t ) + €0t u) o + 0ot )5

el cual es un campo vectorial sobre X x U. Se determinaran los coeficientes

€W @) v 4 tales que el grupo de un pardametro correspondiente a exp(ev) es

un grupo de simetrias de la ecuacién de calor. Para esto necesitamos saber la
forma de la segunda prolongacion de v.

0 0

9
e R AL L

0 0
xt it Y
+é Oty +9 Ouyy

Aplicando pr®v a la ecuacién diferencial y utlilizando el Teorema 2.2. encon-
tramos que

(bt — ¢aca:
o' = 60— &M+ (60 — &7 — &y — EPu?
Gza + (2¢acu - ﬂ(clm))uo: - g(z)ut + (¢uu - 25351;)“562) - 259%%)“90“15 - fgu)ui
—flﬁ)uiut + (¢u - 25;561))ux:z: - 253(62)uwt - 357(11)u:ruzz - 51(12)utu:z::c
7251(1,2)Ururt
= ¢,
se debe igualar los coeficientes de los monomios en las derivadas de primero y
segundo orden de u, entonces se tiene:

Uy Uyt 0 = —25&2) (a)
Ut 0 = —2? (b)
u? D = ¢ (c)
uf)um 0 = -— 732'&) (d)
R ) = —2e() —3¢lY (e)
U bu =6 = =D 4o —26 ()
u? 0 = —¢¥ (9)
u? 0 = Guu— 2600 ()
Uy W= 2g,, — € (i)
1 b = o ()

Los coeficientes se determinan facilmente pues su forma esta dada en términos
de ecuaciones elementales. De (a) y (b) se tiene que £®) solo puede ser funcién
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de t. Entonces de (e) se tiene que £ no puede depender de u, y (f) necesita
satisfacer que ft(z) = 25,(;1), entonces £(z,t) = %gﬁ% + o(t), donde o es alguna
funcién que depende solo de t. Por otro lado se tiene de (h) que ¢ es una funcién
lineal de u, tal que

o(x,t,u) = Bz, t) + a(z,t)

para ciertas funciones a y 8. De (j), &) = —28,, tal que 8 es a lo més cuadrética
en x, con
_ 1o 1
B = Tghu T T §Ut39+l’(t)-
Por ultimo de (k) se necesita que tanto o como f sean soluciones de la ecuacién
de calor,
O = Qg Bt = /Bwa:

Usando la forma anterior de 8 se encuentra que

@ _

1 2
ttt = o =0, pt:_zfzgt)'
Asi €@ es cuadrética en t, o es lineal en ¢, ahora ya se puede dar £V y ¢ direc-
tamente de la forma de p,o vy €. Se puede entonces concluir que la simetria
infinitesimal de la ecuacion de calor tiene funciones coeficientes de la forma

5(1) = ¢1 + cax + 2¢5t + degat
5(2) = co+ 2cyt + 4(36t2
0] = (e3—c5z — 26t — cezP)u + a(z,t)

donde ¢4, ca, ..., ¢g son constantes arbitrarias y a(z, ) es una solucién arbitraria
de la ecuacién de calor. Entonces el dlgebra de Lie de las simetrias infinitesimales
de la ecuacién de calor es generada por los campos vectoriales

v = a:c

vy = 0O

v3 = U0y

vy = X105+ 2t0;

vy = 2t0, — zud,

ve = 4txd, + 420, — (x? + 2t)ud,

y la subdlgebra de dimensién infinita
Vo = (X, )0y

donde « es una solucién arbitraria de la ecuaciéon de calor
Los grupos de un parametro G; generados por los v; estan dados de la
siguiente manera:

Gi:(z+e,tu)

Gy (z,t+¢e,u)

Gs: (z,t,eu)

Gy : (e5x,e%t,u)

G5 : (x + 2et,t,u - exp(—ex — €%t))

Gg : ( ~T 1%4515’ uy/1 — detexp { fff; })
(.

i
Gy (z,t,u+ eafz, t))
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Como cada grupo G; es un grupo de simetrias, entonces si v = f(z,t) es una
solucién de la ecuacién de calor, también lo serdn las funciones

uM) = f(x —e,t)

u? = f(x,t —¢)

u®) = e f(x, )

u® = fle=sz, e %)

u® = e+t f (g — et 1)

1 —ea’ c
u®) = NAEwEALY { lffgt } f (14:21@7 1+t4€t>
w(® = f(z,t) + eala,t)

donde € € R y a(z,t) es una solucién de la ecuacién de calor.

La apariencia del grupo G es muy comun en los principios fisicos y tiene
una buena consecuencia. Si consideramos la solucién constante u = ¢, entonces
se tiene que la funcién

c —ex?
u = ex
V14 4et P 1+ 4et

es una solucién. En particular, si hacemos ¢ = /e/7 se obtiene la solucién
fundamental de la ecuacién de calor en el punto (zg, tg) = (0, —1/4€). Se obtiene

la solucién fundamental
1 —z2
u=—erp —
47 P 4t

Se necesita trasladar esta solucién en ¢ usando el grupo Gy (con € remplazada
por 7).

El grupo de simetrias de un parametro mas general se obtiene considerando
la combinacion lineal ¢1v1+- - - 4cgv6+ V4, pero la formula explicita para el grupo
de transformaciones es complicada. De manera alternativa puede representarse
una transformacion del grupo g como la composicién de transformaciones de los
subgrupos de un parametro Gy, ..., Gg, G,. En particular, si g esta cerca de la

identidad, puede ser representado de manera tnica como

g = exp(va) - exp(eeve) - ... - exp(eivr)
La solucién mds general que se obtiene de una solucién dada v = f(x,t) por

un grupo de transformaciones es de la forma

€5 m+55w2 —agt

— 1 _ TE6r 50
U= Atz TP {53 14e6t }
e %4 (z—2e5t) e~ 254y
xf ( Tracet  — Clr1gaeet —€2) + a(z,t)
donde €1, ..., ¢ son constantes reales y a una solucién arbitraria de la ecuacién

de calor.
La Ecuacién de Onda. Considérese la ecuacién de onda

Upp — Ugg — Uyy = 0

donde la parte espacial es de dimensién 2. Ahora un campo vectorial en el
espacio de las variables independientes y dependientes puede tomar la forma

o P o 0
_w9 @9 @0 0
N i W T o w
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donde £€M £ ¢B) ¢ dependen de z,y,t,u. Aplicando el criterio de inva-
rianza, se tiene

P — T — Y = Q - (Ugy — U — Uyy) (2.9)

en el cual Q(a:,y,t,u@)) puede depender de derivadas de segundo orden de u.
Las funciones @', ¢"*, ¢¥¥ de pr®v se determinan de manera similar a las del
ejemplo anterior pero con términos extras dados por la coordenada y, entonces

o' = Di¢p—EWu, — 5(2)'% — &) + Mgy + f(z)uytt + E@ gy
= D?¢—u, DM —u,D26@) — 1y, D2EG) — 24, DM — 24, D3
—2uy DB

Notese que los primeros términos involucran derivadas parciales mixtas de se-
gundo orden de u, estas son gy, Uz Y Uy, cada una de las cuales ocurre lineal-
mente al lado izquierdo. Esto requiere que €1, ¢ y £3) no dependan de u.
Maés atun

(4@ =0 M —e®=0 P-®=0 (210

Los coeficientes de las derivadas de segundo orden restantes de u dan las rela-
ciones

6= 2" = gu -2 = 6y~ 2% = Q
de aqui se sigue que
&Y =g =¢f (2.11)

Entonces las funciones £, £ £3) son polinomios cuadréticos de z,vy,t de la
forma

"~
o
=
=

|

c1 + car — csy + cot + cg(x? — y? + t2) + 2cowy + 2c107t,
€@ = ¢+ ez 4 cay + ort + 2c5Ty + co(—2% +y? + 12) + 2c10ut,
3 + ¢ + cry + cat + 2cgwt + 2c9yt + c1o(2? + y? + t2),

"~
AR
w
&
I

donde ¢, ..., c1¢ son constantes. Se encuentra que

W, = &), = —€0), = —€h = —Eon) = —Eon = —E0m = —€41L,
por lo tanto las derivadas de tercer orden se hacen cero, un argumento similar
prueba que todas las derivadas de tercer orden de €M) £ y ¢3) son cero y la
estructura de los polinomios cuadriticos se siguen inmediatamente de (2.10) y
(2.11).
Luego los coeficientes de u2 o (u o u?) en (2.9) indican ¢y, = 0, asf que

o(z,y,t,u) = Bz, y, t)u + a(z,y,t).

Finalmente, los coeficientes de los términos lineales en las derivadas de primer
orden de u, y los términos sin u en todos ellos dan las relaciones

28, = €W +ely —ep

25, = €21 e el

28, = & & &
Qi — Qg — Qyyy = 0
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Asi « es cualquier solucién de la ecuacién de onda, y
B8 =c1 — cgx — cgy — cypt.

Esto da la solucién ma&s general de las ecuaciones que determinan el grupo
de simetrias de la ecuaciéon de onda. De esta manera el grupo infinitesimal de
simetrias de la ecuacién de onda es expandido por los diez campos vectoriales

6wa 62/’ 8t,
Tpy = —YO0p + X0y, 7Tzt =t0p + 20, 1Ty =10y + yO;
i = (2% —y? +12)0, + 2xy0y + 2xt0y — Uy
iy = 2xy0y + (y* — 2% + 12)0, + 2ytd, — yud,
ir = 2t0, + 2yt0y + (2 + y* + 1%)0; — tud,

la cual genera el dlgebra conforme para R? con la métrica de Lorentz dada, y
campos vectoriales adicionales

uaua Vo = a(xvyvt)aom

para una solucién arbitraria « de la ecuacién de onda, reflejando la linealidad de
la ecuacién. El correspondiente grupo de transformaciones para las traslaciones
y dilataciones se encuentra facilmente. De las rotaciones, debido al carédcter
indefinido de la métrica subyacente dt? — dz? — dy?, las rotaciones que no estdn
en el plano (x,y) son rotaciones hiperbdlicas. Por ejemplo r,; genera el grupo

(z,y,t) = (x coshe + tsinhe, y,xsinhe + ¢ coshe).

Los grupos inversos pueden ser construidos, esto es:

T Y t
I(x,y,t)z (t2—x2—yz’tz—xQ—yz’tQ—xz—yz)

que se define siempre que (z,y, z) no esté en el cono de luz t? = 22+y?2. Definimos
el grupo generado por i,, se da por primera interseccién, luego trasladando la
direccién x, y luego reinvirtiendo:

exp(eiy) = I o exp(edy) o I.
La férmula general es

zte(t?—a®—y?) y
(‘T’ Y Z) = (1725:1:752(16279:27?/2) ) 1—2ex—e2(t2—z2—y2?)

t
’ 1-2ex—e?(t2—x2—y?)

el cual es definido incluso para (z,y, z) en el cono de luz (el cual es una subvarie-
dad invariante). La transformacién correspondiente de u bajo exp(ei,) entonces
es

u— /1 —2ex —2(t2 — 22 — y2)u.

se concluye que si u = f(z,y, z) es una solucién a la ecuacién de onda, también
lo es
i = L
\/1+261752(t271327y2)

w f (zmeti=at =) y :
14+2ex—e?(t2—a2—y2)’ 142ex—e?2(t2—22—y?)’ 1+2ex—e2(t2—a2—y2) ) *
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2.6. Ecuaciones diferenciales de orden superior

Los grupos de simetrias también son utilizados para encontrar soluciones a
ecuaciones diferenciales de orden superior.

Sea
Az, u™) = Az, u, g, ...y un) = 0, (2.12)

la unica ecuacién diferencial de orden n involucrando la tunica variable depen-
diente u, donde u, = d"u/dz™. El resultado bésico en este caso es que si se
conoce el grupo de simetrias de un parametro de esta ecuacién, entonces se
puede reducir a n — 1 el orden de la ecuacién.

Escojan coordenadas y = p(z,u), w = v(z,u) (véase [5][pdg. 132])tales que
el grupo transforma en un grupo de traslaciones con generador infinitesimal
v = 0/0w. Aplicando la regla de la cadena, se pueden expresar las derivadas de
u con respecto a = en términos de y,w y las derivadas de w con respecto a vy,

Pu_ (e dw
dxk =0k |Y, 7dy7"'7 dyk )

para algunas funciones d;. Antes de continuar es necesario enunciar un teorema;
para la prueba véase [5][pag. 86].

Teorema 2.4. Supdngase que G es un grupo que actia semi-reqularmente so-
bre M y sea C*(z), ...,(™*(x) un conjunto completo de funcionales invariantes
independientes definidos sobre un subconjunto W C M. Si una subvariedad
Ta = {z: A(x) = 0} es G-invariante, entonces para cada solucion xg € T
hay una vecindad W C W de o, y una funcién equivalente G-invariante
é(a:) = A(CN(x), ..., 5(x)) cuyo conjunto solucién coincide con el de A en

TaNW =YzNW={zecW:A( (2),....¢"*(2)) = 0}

Usando la proposiciéon anterior al sustituir las expresiones en la ecuacién
diferencial se encuentra una ecuacion equivalente de orden n

A(y7 w(n)) = A(y7 w’ wy’ e wn) = 0 (2’13)

en términos de las nuevas coordenadas y y w. Como el sistema original (2.12) es
invariante bajo el grupo G también lo serd el sistema transformado. En térmi-
nos de las coordenadas (y, w), el generador infinitesimal tiene una prolongacién
trivial

priMy =v = i
ow
El criterio infinitesimal implica que
- A .
prMu(A) = o 0 siempre que A(y,w™)=0

Esto significa que existe una ecuacién equivalente

~ dw d™w
A — .., — ] =0
<y’ dy’ dy">
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la cual es independiente de w, es decir A(y, w(™) = 0si y solo si ﬁ(y, w™) = 0.
Por tltimo para reducir el orden hagase z = w,. Entonces se tiene una ecuacién
de orden n — 1 para z,

Ay, z, . d 2 /dy" ") = Ay, 2" 1) =0 (2.14)

cuya solucién proporciona una solucién general al sistema original. Cominmente
si z = h(y) es una solucién de (2.14), entonces w = [ h(y)dy + ¢ es una solucién
de (2.13), entonces, reemplazando w y y por sus expresiones en términos de x
y u, implicitamente define una solucién de la ecuacién original.
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Capitulo 3

Relatividad General

En este capitulo damos una breve revisién de la teoria de la relatividad ge-
neral, exponiendo algunos de los conceptos mas importantes. Empezamos par-
tiendo de principios fundamentales, la deduccién de las ecuaciones del campo
de Einstein hasta llegar a los modelos de Schwarzschild y Robertson-Walker.

3.1. Fundamentos del espacio-tiempo

Partamos de los conceptos de espacio y tiempo en el marco de la teoria New-
toniana. Para Newton el espacio consistia solamente del espacio tridimensional
euclidiano, repetido para todo tiempo. De manera matematica esto es equivalen-
te a considerar R! x R?. El espacio euclidiano tiene su métrica usual y el tiempo
es medido por un reloj universal. Todos los observadores con velocidades dife-
rentes son igualmente validos, esta forma de relatividad fue construida dentro
de la mecanica Galileana. Esto implica que no hay una forma estandar universal
para el reposo, y diferentes observadores deberian tener diferentes definiciones
de si dos eventos ocurriendo en diferentes tiempos sucedieron en el mismo lu-
gar. Pero todos los observadores deberian coincidir en la simultaneidad, de si
dos eventos suceden o no en el mismo lapso de tiempo. De esta manera la se-
paracion en el tiempo entre dos eventos significa el tiempo transcurrido entre
dos rebanadas euclidianas que contienen los dos eventos. Esto es independien-
te de la localizacion espacial de los eventos, asi en gravedad Newtoniana hay
una nocién universal del tiempo. Similarmente la separacién en el espacio en-
tre dos eventos significa la distancia euclidiana entre ellos. Si los eventos son
simultaneos, ocurriendo en la misma rebanada euclidiana, entonces es simple
calcular usando la métrica de aquella rebanada, y todos los observadores deben
coincidir en eso. Si los eventos suceden en diferentes tiempos, cada observador
toma la localizacidon de los eventos en sus respectivas rebanadas espaciales y
calculan la distancia euclidiana entre ellos. La localizacién deberia ser diferente
para diferentes observadores, pero la distancia entre ellos debe ser la misma para
todos los observadores.

Usando las transformaciones de Galiled] en las ecuaciones de Maxwell del
electromagnetismo se encuentra que estas dejan de ser invariantes. Lo cual llevé

1Una transformacién de Galileo es un cambio de coordenadas y velocidades que deja inva-
riante las ecuaciones de Newton.

67
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a que Lorentz encontrara un nuevo tipo de transformaciones que las dejan inva-
riantes. Estas transformaciones solo eran una curiosidad matemaética que man-
tenfan la invarianza. Fue Einstein quien les encontré un significado incluyéndolas
en su teoria de la relatividad especial, la cual se desarrolla a partir de los si-
guientes principios: (se recomienda ver [§], [9], [10])

1) No hay experimento que pueda medir la velocidad absoluta de un ob-
servador; los resultados de cualquier experimento hecho por un observador no
dependen de la velocidad relativa de otro observador que no este involucrado en
el experimento.

2)La velocidad de la luz para cualquier observador que este en movimiento
no acelerado es ¢ = 3 x 108ms~!, suele normalizarse la velocidad de la luz y
considerarla como ¢ = 1.

En su teoria de la relatividad especial la coordenada tiempo juega un papel
importante pues deja de haber tiempo absoluto, y ahora el tiempo para cada
observador esta sujeto a una transformacion de Lorentz. Asi es necesario que
las coordenadas de cualquier observador pasen de tres a cuatro. Este tipo de
enfoque ademads da nuevos aspectos geométricos pues la forma en como se miden
distancias entre eventos requiere que la métrica clasica cambie, introduciendo
la métrica de Minkowski sobre el denominado espacio-tiempo que sera el con-
junto de eventos. La forma matematica del espacio-tiempo tiene las siguientes
caracteristicas:

a)El espacio-tiempo (todos los eventos) es una variedad semi-riemanniana
de cuatro dimensiones cuya métrica es la de Minkowski.

b)La métrica es medida por reglas y relojes. La distancia a lo largo de una
regla que une dos puntos es |dz - d:c|% y el tiempo medido por un reloj que
experimenta dos eventos ligeramente separados en el tiempo es | — da! - dm1|%.

En las expresiones de la relatividad especial no se considera la intervencién
de fuerzas, solo se tiene en cuenta el movimiento de las particulas sin interaccion
con su medio. Entonces bajo consideraciones méas generales el espacio-tiempo
podria ser curvado y la métrica ya no seria la de Minkowski.

Regresemos un poco a lo clésico y recordemos que Newton dio una ley para la
fuerza que experimentan los cuerpos F' = ma, el comportamiento de los objetos
que experimentan fuerzas gravitacionales esta descrito por F = —mV¢ donde
¢ es el potencial gravitacional en un punto del campo gravitatorio. Ademés
de esto, Newton encontro otra ley para poder determinar ¢, esta ley relaciona
el potencial gravitacional ¢ con la densidad de masa del cuerpo p, mediante
la, expresiéon V2® = 47Gp, donde G es la constante de gravitacién universal.
Estas dos leyes son de suma importancia que deberian de poder encontrarse sus
analogos desde el punto de vista de un espacio-tiempo curvado.

Ya que se sabe que la aceleracién de una particula en un campo gravitacional
es independiente de su masa, se puede pensar en un marco inerciaEI cayendo

2Su forma matemadtica se describe en la seccién 1.6. Este marco igual debe tener la pro-
piedad fisica de que un observador aqui considerard una serie de acuerdos mediante los cuales
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librementeﬂ en el cual las particulas cercanas no tienen aceleracion. Este se
suele identificar como un marco localmente inercial. Debido a que las particulas
que caen libremente en esté marco no tienen aceleracién, sus trayectorias son
a largo de lineas rectas, por lo menos localmente. Pero las lineas rectas en un
marco local inercial son la definicion de lineas rectas sobre toda la variedad
curvada.

Por lo tanto el primer postulado que Einstein propuso acerca de como las
particulas son afectadas por la métrica, se puede enunciar de la siguiente manera
(se recomienda ver [8], [9], [10]):

3) Principio de equivalencia débil: Las particulas que caen libremente
se mueven en el espacio-tiempo sobre geodésicas tipo tiemp(ﬁ

El principio de equivalencia débil se refiere solo a particulas. Pero lo que
interesa es como los fluidos son afectados por métricas que no sean planasﬂ
Para ello se requiere que el principio de equivalencia débil se generalice. Esto se
hace de la siguiente manera:

Para tratar el principio de equivalencia en su forma completa, debe enten-
derse que lo que Einstein argumento en el principio de equivalencia débil es para
el caso ideal donde el campo gravitacional es homogéneo y estatico pero en la
realidad los campos no son de ese tipo, entonces el campo gravitacional que
bien puede identificarse con la métrica g puede depender de x o t, entonces en
un campo donde ocurra esa dependencia los observadores si podrian detectar
cuando estan sometidos a un campo gravitacional, pues las fuerzas inerciales
no se eliminan de manera exacta con las fuerzas gravitacionales para el siste-
ma cayendo libremente. Pero ain se puede esperar que el campo sea débil si
se restringe a una pequena region del espacio-tiempo de tal manera que los
cambios del campo en esta regién sean muy pequenos. Entonces el principio de
equivalencia se puede enunciar de la siguiente manera

4) Principio de Equivalencia. Sobre cada punto del espacio-tiempo en
un campo gravitacional arbitrario es posible escoger un marco inercial local, tal
que en una regién suficientemente pequena del punto escogido las leyes de la
naturaleza toman la misma forma que en un sistema de coordenadas cartesiano
no acelerado en ausencia de gravedad.

El principio de equivalencia se enuncia de una manera alternativa, en el co-
nocido Principio de Covarianza General. Dice que cualquier ecuacion fisica
se mantiene sin cambio en un campo gravitacional, si se cumple lo siguiente:

(A) Si en ausencia de gravedad se reduce a la forma dada desde la relativi-
dad especial donde el tensor métrico que se tiene es el de Minkowski 7,5 y la

conexion afin es cero ng =0.

(B) La ecuacién es covariante, lo cual significa que preserva su forma bajo
una transformacién de coordenadas z — x'.

El principio general de covarianza contiene al principio de equivalencia, pero

medird magnitudes fisicas.

3Caida libre significa que las particulas no son afectadas por otras fuerzas, como podrian
ser campos eléctricos, campos magnéticos, etc.

4Cuando decimos que una curva es tipo tiempo, significa que su vector velocidad es tipo
tiempo en cualquier punto donde este definida.

5Una métrica se dird que es plana cuando el tensor de Riemann es nulo.



70 CAPITULO 3. RELATIVIDAD GENERAL

su aporte principal es debido a (B), pues lo que dice es que una ecuacién ocurre
en todo sistema coordenado si estd ocurre en algtin sistema coordenado. Pero en
cualquier punto hay una clase de sistemas coordenados, los sistemas localmente
inerciales, en los cuales los efectos de la gravitacion no se sienten. La condicién
(A) dice que la ecuacién ocurre en estos sistemas, y de aqui que ocurra en cual-
quier otro. El principio de covarianza general solo puede ser aplicado en una
escala que es pequena comparada con las distancias del espacio-tiempo tipicas
para el campo gravitacional, para esto solo en esta pequena escala el principio
de equivalencia permite la construccién de un sistema coordenado en el cual los
efectos de la gravedad son nulos.

1, Qué sucede realmente con una particula? se debe recordar que la gravedad
desde el punto de vista cldsico es una fuerza, asi que su energia cinética y
momento de una particula no son necesariamente conservados bajo su accién.
En el nuevo punto de vista, significa que no se puede esperar encontrar un
sistema coordenado en el cual las componentes del momento p sean constantes
a lo largo de la trayectoria de la particula.

La ecuacion geodésica del momento se puede escribir igualando a cero la
ecuacion (1.11) y aplicindola a las componentes p; = g;1p* que corresponde a
las componentes del covector asociado al momento p = m(u®)(u’-componentes
del vector 4-velocidad). Entonces se tiene:

m% —Thp'pk =0 (3.1)

De donde se pueden escoger las coordenadas de tal manera que 7 correspon-
da al tiempo propidﬂ de la particula.

Del lado derecho de la ecuacién se tiene

30j, %gkl (9156 + guig — Jiid %Pil’k
?(gljyi + Gui,j — 9i5,1)9" PP’
3(9u,i + quij — 9i5.)P'D"

En las expresiones anteriores (,q) = % para simplificar la notacion.

El producto p'p’ es simétrico sobre [ e 4, mientras que el primer y tercer
término dentro de el paréntesis son antisimétricos sobre [ e i. Por lo tanto se
cancelan, dejando solo el término de enmedio

T30 Pk = 5.9,30'p"

De esta manera la ecuacién geodésica puede escribirse de manera completa como

% = %gu,jplpl (3.2)
El resultado anterior es de suma importancia pues nos dice que si todas las
componentes ¢; son independientes de z7 para algin indice fijo j, entonces Dj
es constante a lo largo de cualquier trayectoria de la particula. La ecuacién (3.2)
es andloga a la segunda Ley de Newton.

6El tiempo propio es el que miden todos los observadores, cada uno en reposo con respecto
a los otros, sobre un determinado suceso que también esta ocurriendo con respecto a ellos.
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En los siguientes dos apartados se abordardn conceptos importantes que
llevan a encontrar la ecuacién andloga que describe la fuente del campo gravi-
tacional.

3.2. Ecuaciones del campo de Einstein

Ahora se deduciran las ecuaciones del campo de Einstein. Consideremos el
espacio-tiempo como una variedad semi-riemanniana M, con métrica (g;;) de
indice constante (visto de otra forma signatura (- + + +) constante con la
métrica diagonalizada). De acuerdo a los principios de la relatividad general en
cada punto xg € M se puede encontrar una vecindad tal que la métrica puede
ser reducida mediante un cambio de coordenada a la métrica de Minkowski (a
lo que es lo mismo el espacio-tiempo es localmente plano),

-1 0 0 0
(13x) = 0 1.0 0
T 0000100
0 0 01
el determinante de estd métrica es negativo n = det(n;,) = —1 < 0, entonces

si (gi;) es la métrica global se tiene que el determinante es negativo g < 0y
entonces |g| = —g > 0.

Con lo cual la forma de volumen sobre el espacio-tiempo se escribe como
dp = /—gd*z, sea I}, la conexion simétrica compatible con la métrica, y sea
R%, el tensor de Riemann correspondiente a esta conexion. Recuérdese que el

q

tensor de Ricci R;, = quk = glmR“mk, entonces se escribe como

ort, B or,
ox! ozk

y el escalar de curvatura R, es igual a

R = + Fékrﬁn —THT

R = ¢'**Ry.

De acuerdo al principio general de la relatividad general, el campo gravitacional
en el espacio-tiempo M es la métrica (g;;). Las ecuaciones del campo de Einstein
se obtienen a partir de las ecuaciones de Euler-Lagrange bajo la variacién de
la accion de este campo. La accién que se necesita fue introducida por Hilbert
véase [I1][pég. 136], [3][pag. 549],

I= /(R + L )v/—gd'z.

Donde L,, = L, (f7, g’;, 2') es una funcién lagrangiana que es funcién de cam-
pos fisicos, sus derivadas y de las coordenadas.

La integral es tomada sobre el dominio D limitada por dos hipersuperficies
tipo espacio, estas hipersuperficies son analogas a las superficies de nivel del
tiempo para t = t1,ts en el espacio de Minkowski.

Se calculan las ecuaciones de Euler-Lagrange para el funcional

I= / (R + L)/ gld*z,
D
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La variacién de esta accion se da a través de la variacién de las componentes de
la métrica (g;;).

Teorema 3.1. La siguiente igualdad se cumple

oL _ <R ng> \f+ |g|),

6gh

para la cual
1 Iy
ol = / (Rij - 2R9ij) 69”7/ Igld"x + 5/ V0glLmd"x.

Demostracién. Calculemos la variacién de la integral [ Ry/|g|d"z,

§ [ Ry/|gld™x = 5fgikRim/|g|d"x ‘ .
= [(R/19109" + Rixg™5(\/Ig]) + 9" /19|60 Rir.)d"x

Debe de calcularse §(1/]g[). Sea ¢’ el cofactor del elemento g, en la matriz
(gim ). Para encontrar el determinante de esta matriz, se hace la expansién por
menores sobre la k-ésima columna: g =), gixc™®. Bs facil ver que 6g = (6gix)c'*
con suma ahora sobre i y k, ya que la diferencial dg;; de cada componente g;x
debe ser multiplicada por los coeficientes de estd componente en la expresion
para g, es decir por ¢**. Ya que ¢** = %, entonces se tiene ¢’ = gg**, lo cual
implica dg = gg*6g;x. Por otro lado se tiene que g**g;. = 6! = n = dimM, por
lo tanto (6g°%)gix. + g**(6gix) = 0, lo cual implica la igualdad dg = —ggirdg*
Ademds por definicién se tiene que |g| = —g. Entonces se tiene

L= Ly gudy
NN

Haciendo un cédlculo similar para |g| = g se llega a la férmula general

1 )
5(\/@) = D) \/Egikéng

Finalmente juntando los resultados anteriores se obtiene
1 ) )
o [ wvigirs = [ (R gRon) ao Vil + [ o6/l

Por tltimo necesitamos saber quién es dR;;. Por Teorema Al (Véase Apéndice
A) la variacién 6T, forma un tensor, aunque los simbolos de Christoffel T'%; no
lo sean.

Para calcular §R;j, fijemos un punto arbitrario e introdizcase un sistema
coordenado geodésico cerca del punto. Esto significa que Ffj = 0 en este punto,

3(v=3) =

1 .
b= —5\/—7991‘;359%

ya que aﬁa (¢"*) = 0 en el punto seleccionado. Se tiene
; art,
ngéRik =9 ( Bajk Ll + FlkFl7rL Fm]‘—‘gmn) "

gZ (axl 5Fik azk (5Fil)) —lg Er (6F£k) il%(‘srfk)
l( 1k8Fl _gzl(srfk)
Wi = ﬁﬂarl T,

ow.
3zl )
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Ya que 5I‘§-  €s un tensor, las cantidades W son las componentes de un tensor,

entonces su divergencia daW

bajo el cambio a cualquier otro sistema de coordenadas que no necesariamen-

te sea plano. Entonces se puede usar la definicion invariante de divergencia

divT = D o T?, ya que +2;(T") no es tensor relativo a los cambios arbitrarios
ox

Bxl
de coordenadas Se necesita la férmula explicita para la divergencia en un siste-
ma de coordenadas arbitrario, relativo a una conexién simétrica compatible con
la métrica. Véase apéndice A

Do T = gT log\/|g|

ozt

(VIgIT").

aroa

Entonces se tiene g"*0R;, = (+/1g|W?) por lo cual la siguiente in-

\/7 Gzl
tegral [ g*6R;+/|gld"z se transforma a [ W(\/E)d"x. Usando el teorema
de Stokes estd integral es igual a la integral de |g|W! sobre la frontera 0D de
el dominio. Ya que la variacién del campo se anula sobre la frontera 0D, su
integral también es igual a cero. De esta manera se obtiene

1 _
0y, = / <R,;k — 2Rgik> 5glk\/ lgld™x + 6/Lm\/ lgld"x.

ol
Como —— = 0 entonces

6g¥

8(Lmn/19])

1 (
(Rik — §Rgik) lg| + 5gk 0 (3.3)

Dividiendo entre \/ |g| v redefiniendo el término a la derecha de la ecuacién

anterior como —ﬁ Mm‘g) 87T;, donde T;r son las componentes de un
g

tensor simétrico conocido como tensor de energia momento. Entonces la ecuaciéon
(3.3) se puede reescribir de la siguiente manera

1
R, — §Rgik = 8l (3.4)

Notemos que la ecuacién anterior para el espacio-tiempo representa un conjunto
de 16 ecuaciones las cuales son conocidas como ecuaciones del campo de Eins-
teirﬂ(aveces las abreviaremos como E.C.E.). Despues de publicar las ecuaciones
de campo, Einstein agregé del lado izquierdo el término Ag;; donde A es la
constante cosmoldgica, que describe la aceleracién del universo.

1
R — 59ik + Agir, = 81y, (3.5)

La ecuacién anterior es equivalente a la ecuacién R** — 1 Rg't + \g'™* = 87T,

"La ecuacién (3.4) fue deducida de manera independiente por el fisico Albert Einstein y
por el mateméatico David Hilbert. Publicadas por primera vez en 1915 por Einstein, en una
forma equivalente a la que se da en este trabajo.
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Mediante la doble Contracciérﬂ de la segunda identidad de Bianchi se puede
encontrar que

o .. 1. . A
W(le o 5‘Rgzk + )\gzk) =0
Lo cual necesariamente implica que
aTik B
oxk 0

La ecuacién anterior tiene un significado importante en fisica, debido a que
el término T** tiene informacién acerca de cantidades fisicas medibles, de est4
ecuacién suelen encontrarse leyes de conservacion. En la siguiente seccién ve-
remos como construir el tensor de energia-esfuerzo partiendo del teorema de
Noether.

3.3. Tensor de energia momento

Las leyes de conservacion para cualquier sistema fisico se obtienen de las si-
metrias del sistema. Por ejemplo si el Lagrangiano L de un problema variacional
invariante no depende explicitamente del tiempo, entonces la energia del siste-
ma es conservada. En este caso el Lagrangiano es invariante de alguna variable
espacial z¢, el momento correspondiente a la coordenada es conservado:

dp; d (OLY _ 0

dt  dt \oit)

La relacion entre las simetrias y las leyes de conservacion se puede ver en el
teorema de Noetherﬂ el cual se enuncia a continuacién:

Teorema 3.2. Noether Sea
x = T(x,7), e = fa(x, fe,7) (3.6)

una transformacion de coordenadas, de las coordenadas ' y las variables del
campo f% especificada por funciones suaves de un numero de pardmetros finito
Ty, ey Ts. SUpOnNgase que la variacion de la accion fD Ld™x relativa a esta trans-
formacion es igual a cero para cualquier dominio D. Entonces existen s leyes de
conservacion (invariantes dindmicas),es decir existen s funcionales de las varia-
bles del campo las cuales no cambian con el tiempo y hay una correspondencia
uno a uno con las deformaciones relacionadas a los pardmetros Ty, ..., Ts.

Consideremos un caso importante donde el lagrangiano no depende de las
variables espaciales. Supongamos que los campos f¢ son definidos en el espa-
cio de Minkowski R'? con coordenadas z',z?, 23, 2% y que el lagrangiano no

depende de las variables 2, 1 < i < 4 entonces la funcional tiene la forma

I = /Lm(f“,ffk)d“x (3.7)

8Para llevar a cabo la contraccién de dos tensores se iguala uno de los indices superiores
de un tensor con uno de los indices inferiores del otro tensor, por ejemplo del tensor métrico
con la segunda identidad de Bianchi, gik[Rijkl;m + Rijm;t + Rijim;k] = 0, donde ; denota la
derivada covariante.

9 El teorema se denomina asf por la matemética alemana Emmy Noether, que lo formulé
en 1915.
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Claramente aqui el elemento de volumen \/|n|d*r = d*x (Luego se podra gene-
ralizar facilmente mediante el principio de covarianza). Las simetrias continuas
forman el grupo de Poincar

x — Az + D, A€ 0(1,3),be R,
el cual preserva la métrica de Minkowski
ds® = gipda'da® = —(dz')? + (d®)? + (dz3)? 4 (dat)2.

Las funciones extremales que describen el sistema de movimiento, satisfacen las
ecuaciones de Euler-Lagrange

oL, _0

ofs

ALy, B
ofe Z Oxi

El funcional I,,, es invariante bajo transiciones a los otros marcos de referen-
cia: x — ' = Ax +b. Bajo tal transicién un escalar f* va en fo‘(x’) = f*(z),y
si los f forman un vector f*, entonces las transformaciones de simetrias tienen
la forma

o' = =diad +b,  fi(z) = fi@) =alfi(x), A= (a})€O(L,3).

Las leyes de movimiento especificadas por las ecuaciones de Euler-Lagrange
para el funcional I,,, son las mismas en todos los puntos del espacio. Este hecho
es basico para la derivacién de las leyes de conservacion.

Se derivaran las leyes de conservacién a las traslaciones correspondientes

roa =t [N - @) = ), dh = d'e.

Supdngase que se tiene una soluciéon f@ a las ecuaciones de Euler-Lagrange en
R'3. Para un dominio arbitrario U C R!3, considérense variaciones de la accién
generadas por las traslaciones

r—a =x+s6 E€RY, seR.

La variacion es
o= [ Lol @) F @ = [ Ln(f(@), F @) =0
U+s§ U

donde U + s£ es el dominio de U desplazado por s€. Ahora se escribira de manera
explicita la igualdad 61, = 0, con esta variacién dada para la soluciéon f< a las
ecuaciones de Euler-Lagrange:

B ALy, i OLm ¢ o | OLm ¢ 10\ pipa _
0l =s Ui&vigd a:—|—s/U <8f“ o f —|—af;k5zka>§d x+o(s) =0. (3.8)

El primer término es debido al cambio del dominio U, y por %@T se dice que

la derivada del Lagrangiano toma la solucién dada L, = L, (f*(z), ff o ().

10E] grupo de Poincaré es el grupo de Lie formado por el conjunto de transformaciones de
isometrias del espacio-tiempo de Minkowski.
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El segundo término esta relacionado al cambio de la forma de las funciones
fe. Si se tiene una familia de funciones (&) = ¢*(s,z + s&) = f*(z) para-
metrizada por s, y por £¥6; f* se quiere decir la derivada respecto al primer
argumento s con s = 0. En particular para una base de vectores { = ¢;, donde
& =61, se tiene

afe ofe
= (51‘ @ - = 0.
ds - U ox?
Entonces de lo anterior se concluye facilmente que
a afa o afa?"
0" == oz’ Oifai = = O’

Ahora sustituyendo las expresiones anteriores en la ecuacién (3.5)

OLw  OLp Of* 0Ly Of3 i 14
1, = no_ _ o ; 0
6 m 8/[] ( al’l afa axz af:;k axz ) g d X + O(S) O

De manera sucesiva se sustituyen las ecuaciones de Euler-Lagrange y la igualdad
2 ra
% (f:?k) =2, =9 (fg‘,) dentro del integrando

~ Ox'0xk Oxk

0l

OLm 0 (0Lm) 8f* _ 0Ln O2(UI5) Y\ ¢i g4
s [y ( dzt Dk (Bf;*k> a7 9%, ~ow §'d*z + o(s)
_ OLm 9 OLm | Of° 9Ly 0 i 74
= sy ( dzt  daF <8j':k> ozt T af%, aa% fi)> 'dz + o(s)
DLy, 0Ly ; _
= SfU ( a{;z - agk <8§:}€ 9?1)) fld4l' + O(S) =0

Ya que el dominio U y el vector £ son arbitrarios, se concluye que para cualquier
solucién a las ecuaciones de Euler-Lagrange la siguiente igualdad se satisface:

OLm _ 5 OLm _ 0 (OLp .,
dxzt " 9xk  oxk \ofe

Esto se puede reescribir como

o /. _OL.,
El tensor oL
Ek = :vai 8f;n - 65Lm (310)
zk

es llamado tensor de energia momentdﬂ del sistema lagrangiano L., (f, foux).
Este también se puede escribir como:

Tiw = g T}, T* =g}

La ecuacién (3.9) indica que la divergencia del tensor Ti’c es cero en cualquier
parte:

oTF
L0, (3.11)
Ox
11E] tensor de energia momento de la ecuacién (3.10) no siempre es simétrico pero siempre
aypr!

puede definirse una transformacién Tik — T%-’C + 5 @ partir de un tensor antisimétrico

YE = —yl* que lo vuelve simétrico, véase [3][pag. 540].
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Noétese que la férmula derivada anteriormente es valida para cualquier trasla-
cién invariante del lagrangiano L,, en R'3. Mediante el principio de covarianza
es facil ver que la ecuacién (3.11) es vélida en cualquier sistema coordenado,
entonces la forma general de escribirla es mediante la derivada covariante

Do T* =0 (3.12)
axk

En el caso cuando se tiene n = 1, ' = ¢, y f* = y® hay coordenadas
locales en alguna variedad MP¥, entonces lo que queda es un problema varia-
cional unidimensional. Entonces el tensor de energia momento tiene una sola

componente
oL,
oye

Donde E debe denotar la energia del sistema, la relacién (3.9) implica que

T =T} =y~ —L,=E,

dE

— =0.
dt

Fluido perfecto

En muchas situaciones en cosmologia la fuente de campo gravitacional puede
ser tomada como un fluido perfecto. En general un fluido es considerado
como un continuo, el cual esta conformado por una coleccién de particulas tan
numerosas que la dindmica de las particulas individuales no se puede seguir,
lo cual permite solo una descripcién de la colecciéon en términos de cantidades
promedio; numero de particulas por unidad de volumen, densidad de energia
densidad de momento, presién, temperatura, etc. Sin embargo estas propiedades
podrian variar de punto a punto, por lo tanto se considerara que se pueden tomar
regiones lo suficientemente pequenas de tal manera que las particulas contenidas
en la region tengan las mismas cantidades fisicas, tal region es conocida como
elemento de volumen. De esta manera en un continuo cada punto pertenece a
un elemento de volumen el cual tiene sus valores de densidad, temperatura, etc.
Asi un continuo estd definido por varios campos, que tienen distintos valores en
cada punto en el tiempo.

Bajo la definicién anterior se tiene que un cuerpo rigido también es un conti-
nuo. La clase de continuos que nos interesan son los fluidos en especial el fluido
perfecto el cual se puede definir como aquel en el cual las fuerzas de corte son
cero, y la tnica fuerza entre vecindades de elementos de fluido es la presién.

Consideremos un fluido tal que en cada punto del espacio-tiempo se tiene un
sistema coordenado donde el vector velocidad de cada elemento que lo constituye
este dado por u = % (la velocidad de cada elemento de volumen es v = 0), este
sistema suele llamarse como sistema coordenado momentidneamente en reposo
el cual abreviaremos como SCMRE en esté sistema cada particula tiene energia
m, y el nimero de particulas por unidad de volumen es n. Por lo tanto la energia
por unidad de volumen es mn. Esto se denota por p

p = densidad de energia en SCMR

12Este sistema de referencia también se le suele llamar sistema de refencia comévil o sistema,
sincrénico, esto es debido a que el sistema de referencia en realidad se mueve junto con la
particula pero con respecto a la particula esté siempre esta en reposo.
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Asi p = mn es un escalar como n y m.

Si el fluido se considera de tal manera que cada una de sus particulas tiene
velocidad v, entonces el nimero de densidad es n/v/1 — v? y ahora la energfa
de cada particula es m/v/1 — v2. Por lo tanto la densidad de energia es

p
1—v2

la cual es la densidad de energia en un sistema de referencia en el cual las
particulas tienen velocidad v

La transformacién de un sistema coordenado a otro involucra dos factores de
(1—v2)Y/2 = 9z /9y" debido a que energfa y volumen se transforman, donde {2}
representa las coordenadas del fluido a velocidad v y {y} las coordenadas donde
v = 0(9/0t). Esto indica que la densidad de energia no se puede representar
como las componentes de un vector. Para definir la energia se requiere de una 1-
forma, para poder elegir la primera componente del vector velocidad de energia
y momento. Para definir una densidad también se requiere una 1-forma ya que
es un flujo cruzando una superficie a tiempo constante. Similarmente, un flujo
de energia también requiere dos 1-formas, una para definir energia y otra para
definir la superficie. También se puede hablar de densidad de momento, de nuevo
definir 1-formas como componentes del momento, y otra que defina la densidad.
Por analogia también hay un flujo de momento, la velocidad a la cual el momento
cruza alguna superficie. Todos estos casos requieren dos 1-formas. Asi se define
T, es un tensor que tiene todos estos nimeros en sus coeficientes.

Las componentes se pueden definir como

Definicion 3.1.

T(dx',dx*) =T* = flujo de momento i cruzando una

superficie a zFconstante

Bajo la definicién anterior T*! es definido como el flujo de momento (energfa)
1 cruzando una superficie t = cte. Que es justo la densidad de energia

T = densidad de energia
Similarmente T es el flujo de energia cruzando una superficie ' = cte
TV = flujo de energia cruzando la superficie z'

Entonces T" es el flujo de momento ¢ cruzando una superficie t = cte, la
densidad de momento ¢

T = densidad de momento i
Finalmente, T% es el flujo j del momento %
T = flujo de momento ¢ cruzando la superficie j

La Definicién 3.1 es general. Consideremos el caso especial en el SCMR, don-
de no hay momento espacial en las particulas. Entonces en el SCMR se tiene

1)T* es la densidad de energia p
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2)T' es el flujo de energia aunque no hay movimiento en este sistema coorde-
nado podria ser transmitida por la conduccién de calor. Asi T'* es interpretada
como la conduccion térmica en el sistema

3)T*" es la densidad de momento. Nuevamente las particulas por si mismas
no tienen momento neto en el sistema considerado, pero si hay tranferencia de
calor, entonces la energia en movimiento debe tener un momento asociado, debe
coincidir T% = T,

4)T% el flujo de momento. Esté término serd llamado el esfuerzo. Este corres-
ponde a aquellas fuerzas que se ejercen entre la interfase que hay entre elementos
de volumen consecutivos. La viscosidad es un ejemplo de este tipo de fuerzas.

Es importante mencionar que en su sistema coordenado en reposo el tensor
T es simétrico, es decir T% = T7* luego mediante el principio de covarianza es
simétrico en cualquier sistema coordenado.

Es de especial interés en esté trabajo tratar con un tensor de esfuerzo espe-
cial, el que modela un fluido perfecto, este tiene las siguientes propiedades (1)
se mueve a través del espacio-tiempo con un vector cuatro velocidad w el cual
puede variar de evento a evento, y (2) exhibe una densidad de masa-energia p
y una presion isotrépica p en el marco en reposo de cada elemento del fluido.
Presién anisotrépica, viscosidad, fuerzas cortantes, o inperfecciones en el fluido,
deben de estar ausentes ademés de no tener conduccién de calor. Entonces de
acuerdo a la definicién de T en este sistema debe tener la siguiente forma

T =

S oo
oo O
oR o o
" O oo

Mediante los coeficientes de la métrica de Minkowski (%) es facil ver que
esté tensor satisface

T = (p + p)u'v’ + pn?
Mediante el principio de equivalencia se debe concluir que la ecuacién es valida
para cualquier sistema coordenado donde la métrica no es necesariamente la de
Minkowski, es decir

T = (p + p)u'v’ + pg" (3.13)

Debido a que T representa la energia y momento contenidos en el fluido,
debe tener de alguna forma la informacién acerca de la ley de conservacion
de energia y momento. Considérese un elemento de fluido de forma cibica con
aristas de longitud [, consideremos una seccién constante digamos x* = cte de
tal forma que lo que nos queda es una cara cuadrada de lados [, ver figurg3.1]
paralela al plano 22 — 23. La energfa que fluye en esta cara puede cruzar los 4
lados. La velocidad de flujo en la direccién 22 es la que esta cruzando el lado
(4) I2T*2|,2_ menos la que cruza (2) —I?T"?|,2_,, el signo menos es debido a
que T2 representa el flujo de energia en la direccién positiva 2, la cual sale
del elemento de volumen por (2). De manera similar la energfa fluyendo en la
direccion 3 es 12713 5_g — [>T*3|,5_;. La suma de estas velocidades debe dar
la velocidad de cambio de energia dentro del elemento de volumen. Es decir
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L
x‘ﬁ
9
®
o X3 ®
® X
X% *4 = conglante

Figura 3.1: Elemento de volumen. Del lado derecho de la figura se muestra una

seccién a x* = constante.

orTM!
T = 12{T12|:C2:O - T12|m2:l + T13|ac3:0 - T13‘x3:l + T14|z4:0 - T14|m4:l}
X

Dividiendo entre I3 y tomando el limite cuando [ — 0 se tiene

0 0 0
g Y 12 Y 13 Y
Ozt r 0x2 r Ox3 r ozt

donde se esta usando la definicién de derivada de la siguiente manera

™ (3.14)

T pag — T gar
lim L lz=0 leo=t _ 0 aa
1—0 l ox®

con a=1,2,3,4
La ecuacién (3.14) se puede reescribir como

0 0 0 0

7T11 7T12 7T13 7T14 — O
ox! + Ox? + oz + ozt
O como a
1k __
P

Lo cual da el tratamiento para la conservacién de la energia, cambiando
el indice 1 para 2,3,4 y haciendo exactamente el mismo andlisis, se tiene la
conservacion de momento. Lo cual indica que en general la ecuacién anterior
toma la siguiente forma

9 ik

p: T =0 (3.15)
Una vez mas mediante el principio de covarianza en cualquier sistema coor-

denado se debe tener D, »T* = 0. Lo cual indica que el tensor de energia

momento para un fluido perfecto se puede utilizar en las ecuaciones del campo

de Einstein.
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3.4. Espacio-tiempo de Schwarzschild

Supdéngase que el universo esta compuesto por una tunica estrella, que se
encuentra estatica y es de forma esférica, ademas de ser la tinica posible fuente de
campo gravitacional por lo cual la forma del tensor métrico debe ser iinicamente
determinada por este objeto. En 1916 Karl Schwarzschild dio una forma exacta
para este tensor métrico. Inicialmente solo tuvo significado fisico en el exterior,
mas tarde se encontrd que este modelo junto con la regién no considerada forman
un modelo simple para un agujero negro.

Construyamos un modelo para la métrica del espacio-tiempo bajo las consi-
deraciones anteriores

1) Un espacio-tiempo euclidiano estatico de cuatro dimensiones puede ver-
se como la variedad R x R? con elemento de linea de la forma

A(z)dt* +q  (z € R?),

donde ¢ es transportado desde R3. La proyeccién t : R x R?* — R! es llamada
tiempo de Schwarzschild.

El transporte 9; de d/dt desde R! es un campo de Killing (Véase Apendice
B).

2) Ya que la estrella tiene simetria esférica, también la tendrd el espacio
resultante, asi para cada ¢ € O(3) el mapeo (t,z) — (t,¢x) debe ser una
isometrfa. Entonces es natural dar una descripcién esférica de R? — {0} como
R* x S?, donde RT = {p € R|p > 0} y S? es la esfera unitaria. La simetria
esférica implica que el elemento de linea ¢ sobre RT x S? ~ R? — 0 pueda ser
escrito como B(p)dp®+ C(p)do?, donde do? = df? + sin?0dp? es el elemento de
linea estdndar sobre la esfera unitaria. Para cada ¢ € O(3) el mapeo diferencial
de id x ¢ lleva 9; a 0y, ya que el coeficiente A(z) de dt? solo depende de p.
De esta manera el elemento de linea sobre R x RT x $2 ~ R x (R — {0}) se
convierte en

A(p)dt* + B(p)dp® + C(p)do*

3) El elemento de linea se puede normalizar haciendo un cambio de variable
en R! reemplazando C(p) por 72, de tal manera que el elemento de linea ahora
tendra la forma

ds* = E(r)dt* + G(r)dr? + r’do*.

La proyeccién r : R! x RT x $2 — R¥ es llamada la funcién radial de
Schwarzschild.

4) Debido a que la tnica fuente de campo gravitacional es la estrella entonces
a una distancia lo suficientemente lejana su influencia debe ser pequena y por
lo tanto el espacio tiempo debe ser plano, por lo cual el elemento de linea debe
coincidir con el elemento de linea de Minkowski en coordenadas esféricas para
el espacio vacio, es decir

ds® = —di? + dr? + r2do?
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Lo cual necesariamente condiciona a las funciones E(r) y G(r), haciendo que
E(r) - -1y G(r) = 41 cuando r — oo.

Sin pérdida de generalidad se puede hacer E(r) = —e2?(") G(r) = e2A"),
entonces el elemento de linea se puede escribir de la siguiente manera

ds? = —e**dt* + N dr® + r?do” (3.16)
Para que el espacio siga siendo plano lejos del origen se hace

rlggo o(r) = rlggo A(r)=0 (3.17)

El elemento de linea (3.16) define el tensor métrico (también suele decirse que

(3.16) define las coordenadas de Schwarzschild), usando este elemento de linea

se pueden calcular las componentes del tensor de Einstein G = R — %Rgik,
lo cual da como resultado

1 o5 d _2A
G = e ‘i’%[r(l e M) (3.18)
1 2A —2A 2
G = — 3¢ (1—e M+ ;¢>’ (3.19)
/ !/
Gae — 7,2672A[¢// + (¢/)2 + % _ (ZS/A/ _ A7} (3.20)
Gy = sin*0Gog (3.21)

donde ¢' = d¢/dr, etc. Las otras componentes del tensor de Einstein son
cero.

Todos los calculos que se han obtenido se simplificaron gracias a la simetria
esférica del problema. Hay varias situaciones con dicha propiedad, por ejemplo
en el estudio de un agujero negro, en una estrella de neutrones, algunos casos
especiales de estrellas, etc. Pero la informacion necesaria para analizar estos
casos no se encuentra en el tensor de Einstein, esta se encuentra contenida
en el tensor de energia esfuerzo. Estamos interesados en estrellas estéticas, las
cuales puedan ser consideradas compuestas por un fluido perfecto el cual no
tenga movimiento a través del espacio, esto con el fin de simplificar la situacién.
Entonces la tnica componente distinta de cero del vector de velocidad u sera
ut. Consideremos ademds una u normalizada, es decir

u-u=—1 (3.22)
Esto implica que bajo las coordenadas de Schwarzschild se tenga
ut=e"? wup=—e? (3.23)

Y dado que el tensor de energia momento se considera como el de un fluido
perfecto, entonces sus componentes son

Ty = pe? (3.24)

T,, = pe? (3.25)

Too = r2p (3.26)

Ty = sin*0Tyg (3.27)
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y las otras componentes se hacen cero. Por otro lado recuérdese que el tensor de
energia momento debe satisfacer la ecuacién de conservacién D, «T7% = 0, esto
implica que se tengan cuatro ecuaciones, una para cada valor del indice j. De
las simetrias que se tienen solo una de ellas no se hace identicamente cero, esto
ocurre cuando j = r. Lo cual da

dr — dr (3.28)
Esta ecuacion nos dice que el gradiente de la presion necesariamente man-
tiene al fluido estatico en el campo gravitacional, el efecto del cual depende de
do/dr.
Regresando a las E.C.E. en la ecuacién (3.18) redefinamos un término de la
siguiente manera

(p+p)

m(r) = %r(l —e (3.29)

facilmente se ve de la ecuacién anterior que se satisface

grr = 4 = (1 - 2m(r)> B (3.30)

,
Bajo esta definicién la ecuacién (3.18) implica

dm(r)
dr

Esta ecuacion tiene la misma forma que la ecuacion de Newton, la cual iden-
tifica a m(r) como la masa dentro de la esfera de radio . De manera equivalente
debemos de llamar a m(r) como la funcién de masa, pero no puede ser interpre-
tada como la energia de masa dentro de una esfera de radio r ya que la energia
total no es localizable en relatividad general.

Ahora veamos que pasa con las E.C.E. para r. En este caso se tiene

= 4mr?p (3.31)

2 2
-t m(r) + 2¢' = pe*
7 7

Entonces usando las ecuaciones (3.29) y (3.30) se llega a que

dg _ m(r) + 47r3p

dr — r[r—2m(r)] (3.32)

Si nos encontramos fuera de la estrella, entonces de las ecuaciones (3.31) y
(3.32) se tiene que

dm
=0 (3.33)
o___m (3.34)

dr — r(r—2m)

Las soluciones de las ecuaciones anteriores son muy faciles de obtener y estas
son

m(r) =M = cte (3.35)
2 2M

=1-= (3.36)

e
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en esta solucién ademds se exige que ¢ — 0 cuando r — co. Por lo tanto se ve
que la métrica que queda es la muy bien conocida métrica de Schwarzschild

2M 2M\ !
ds* = — (1 — ) dt* + (1 — ) dr® + r?do® (3.37)
T T

Birkhoff probé que la solucién de Schwarzschild (3.37) es la tnica solucién con
simetria esférica y asintoticamente plana para las E.C.E. en el vacio, esta prueba
puede verse en [10][pag. 843].

Una representacién grafica del modelo puede verse en la figurg3.2] Donde
ademaés podemos ver que esta solucién tiene sentido para r > 2M, que corres-
ponde al exterior(N) de la estrella que estamos considerando, el interior(B) por
lo tanto corresponde a lo que suele llamarse agujero negro, que es la regién del
espacio-tiempo donde las E.C.E dejan de funcionar.

z
®

B ey e
<(s -
. \ GXx 'R

\'lmo ery\h Q ﬁr)

<>

Figura 3.2: Espacio-tiempo de Schwarzschild, donde (B) representa la regién
interna de la estrella y (N) la parte externa, para r > 2M.

3.5. Espacio-tiempo de Friedmann-Robertson-Walker

La Cosmologia se encarga de estudiar el universo a gran escala, es decir
se encarga de entender todo lo existente dando un significado o interpretacion
que nos ayude a comprenderlo. Por lo cual considera el extenso dominio de las
galaxias, cimulos de galaxias, objetos cuasiestelares, etc, como el dominio de
estudio.

A diferencia de las otras ciencias la Cosmologia estudia el universo como un
todo, junto con el papel de fondo que estudia el resto de la fisica y las demés
ciencias. En el estudio del universo a veces se tienen que delimitar los problemas
que van surgiendo debido a su gran escala o a las altas temperaturas que ocu-
rrieron en su inicio. Aun de manera experimental existen muchas limitaciones
que no permiten entender las condiciones que lo originaron, estas limitaciones
también se encuentran en nuestra capacidad para observar el universo en regio-
nes muy distantes y a épocas muy tempranas. De lo anterior es inevitable que se
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caiga en discusiones filoséficas, muchas veces llevando a teorias cuyas exigencias
parecen ser demasiado ambisiosas.

La cosmologia moderna parte de los modelos cosmolégicos propuestos por
A. Einstein y W. de Sitter en 1917, basados en la teoria de la relatividad de
Einstein. El concepto de un universo en expansién lo introdujo algunos anos
méas tarde A. Friedmannn y G. Lemaitre, pero este acento credibilidad hasta
los anos treinta debido a las observaciones de las galaxias hechas por Hubble.
Estas muestran un corrimiento al rojo con la distancia, junto con la prueba de
Eddington sobre la inestabilidad del modelo estatico de Einstein. En los anos
cuarenta las implicaciones de un universo expandiéndose han sido investigadas
con un particular énfasis en cuatro distintas épocas de la historia del Universo:

(1) La época galactica, es el periodo de tiempo que se extiende desde la
formacion de las galaxias hasta el presente. Esta es la época mas accesible a
las observaciones. Durante este periodo, la materia usualmente se idealiza como
un fluido perfecto libre de presion, considerando ciimulos de galaxias o galaxias
como las particulas del fluido. La radiacién césmica de fondo tiene un efecto
que puede ser despreciado durante la dindmica de este periodo.

(2) La época pre-galactica. En estd la materia se idealiza como un gas,
considerando a las particulas como un gas de moléculas, dtomos nicleos o
particulas elementales a diferentes tipos. Esta época atn puede dividirse en
dos periodos, periodo post-desacoplamiento, cuando la materia y radiaciéon
evolucionan esencialmente independientes, y periodo pre-desacoplamiento,
cuando la materia es {onizada e interactia fuertemente con la radiacién a través
de dispersién Thomson. La radiacién césmica de fondo observada se interpreta
como una fuerte evidencia para la existencia de este periodo. En esta época, a
tiempos tardios la materia domina dinamicamente, por el contrario en la parte
temprana la radiaciéon césmica de fondo es la componente dominanante. Por lo
tanto la aproximacién que se hace es presentarla como un gas ideal relativis-
ta. La fisica en estas dos epocas esta bastante estudiada, y juntas constituyen
el médelo estandar cosmolégico del universo. Esté mddelo encaja muy bien
en el analisis de datos recopilados por las observaciones. Adicionalmente dos
periodos tempranos han estado bajo un intensivo estudio, sin embargo la fisica
de estos tiempos aun no se entiende del todo bien.

(3) La época inflacionaria. En esta época el universo experimenta una
inflacién acelerada. En la mayoria de los modelos para esta época, los cuales
ocurren antes de la época pre-galdctica mencionada anteriormente y después
del tiempo de Planck, la fuente que la produce es considerada un campo esca-
lar, autointeractuando a través de un potencial para el cual puede o no puede
surgir un término de masa. El prototipo para estos campos es el bosén de Higgs,
el cual surge en el modelo estandar de fisica de particulas. Esto tiene consecuen-
cias observacionales como el aspecto de las fluctuaciones en la densidad que
pueden estar relacionadas con las anisotropias de las radiacién césmica de fondo.

(4) La época de gravedad cudntica, la cual ocurre antes de la época de
Planckpzl En esta época, la teoria de la relatividad general clasica ya no puede

13Es el universo més temprano, el perfodo de tiempo en la historia entre 0 y 10~%3 segundos
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asumirse valida.

En cosmologia es usual asumir que la evolucién del universo esta gobernada por
las ecuaciones de campo de Einstein durante las épocas (1) y (2), y usualmente
también en la época (3), aunque a veces en la época inflacionaria se atribuyen
los efectos de las teorias gravitacionales modificadas.

Los primeros estudios sobre los modelos de un universo expandiéndose, espacial-
mente homogéneo e isotrépico, fueron emprendidos por Friedmann y Lemaitre, y
establecido en términos geométricos por H.P. Robertson y A.G. Walker. Asumir
que la geometria del espacio-tiempo es tal que esté es espacialmente homogéneo
e isotrépico se denomina como Principio Cosmolégico.

A continuacién se describe la forma de las matemaéticas que modelan el
comportamiento del universo para los casos (1), (2) y a veces con alguna mo-
dificacién para (3). Lo primero que se hace es construir un sistema local de
coordenadas para espacio-tiempo. Se pueden escoger en la parte espacial coor-
denadas '’ las cuales tengan un origen en 2 = 0 el cual podria ser el centro de la
Via Léctea, con direcciones fijadas que van desde el origen a alguna galaxia dis-
tante, y con una escala de distancia definida por la aparente luminosidad de las
galaxias distantes, o por otros objetos que son visibles desde la Via Lactea. Para
la definicién de la coordenada temporal es importante usar el mismo universo
envolvente como un reloj. Se cree que varios campos césmicos escalares, tales
como la densidad de energia propia, la temperatura de la radiacién de cuerpo
negro son mondétonamente decrecientes en cualquier regién asi que es posible
escoger a cualquiera de este tipo y llamarlo como S y hacer que el tiempo de
cada evento sea una funcién ¢(S) del escalar escogido, cuando y donde el even-
to ocurra. Las coordenadas x,t asi definidas deben ser llamadas coordenadas
cosmicas estandar.

El principio cosmoldgico serd formulado como el tratamiento acerca de la
existencia de un sistema de coordenadas equivalentes. Supéngase que se usa el
sistema de coordenadas estandar para llevar a cabo observaciones astronémicas,
donde es posible determinar el tensor métrico g,,,,, el tensor de energia momento
T, y todos los otros campos fisicos, como funcién de las coordenadas césmicas
estandar z*. Un conjunto z'# diferente de coordenadas para el espacio-tiempo
sera considerado equivalente a las coordenadas césmicas estandar, si la historia
del universo es la misma en el sistema coordenado z'# como en el sistema coor-
denado estandar. Para que se satisfaga lo anterior se necesita que cada campo
fisico g, (z'), T}, (x), etc, sea el mismo en funcién de las 2" que sus correspon-
dientes cantidades g, (), T, (), etc, en funcién de las coordenadas estandar
z#. Esto es a cualquier punto coordenado y* se debe tener

9 (Y) = 9, (y) (3.38)
Tw(y) =T,,(y) et (3.39)

Las ecuaciones anteriores indican que la transformacién de coordenadas x —
z’ debe de ser una isometria, lo cual significa que las cantidades T),,, g, deben
ser invariantes bajo la transformacién.
Las ecuaciones (5.8),(5.9) deben de satisfacerse para un campo escalar S el cual
ha sido usado para definir el tiempo estandar ¢. Ya que S es por definicién una

(un tiempo de Planck).
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funcién solo de ¢, y un escalar las ecuaciones equivalentes para S se leen, en
y =2, como

Sty =8"(z") = S(z) = S(t)

y entonces
t'=t

De esta manera todos los sistemas que son equivalentes al sistema césmico
estandar usan necesariamente tiempo césmico estandar.

La suposicién de que se tiene isotropia espacial se puede formular supo-
niendo la existencia de una familia de sistemas coordenados z'#, que dependen
de tres pardmetros independientes 01,602,603, los cuales seran equivalentes a las
coordenadas césmicas estandar y que tendréan el mismo origen, es decir

2/"(0,40) = 0 (3.40)

Los tres parametros 6™ se puede pensar de manera intuitiva que son los
angulos de Euler que indican la orientacién de la coordenada z'* relativa al eje
coordenado z*.

Ahora se formula el concepto en forma matematica de homogeneidad, pri-
mero debe tenerse claro un hecho importante, nétese que observador alejandose
de la Via Léctea a la mitad de la velocidad de la luz vera de manera diferente
el universo a como lo hacemos nosotros, esto implica que no cualquier objeto
puede escogerse como el origen de un sistema coordenado equivalente a nuestras
coordenadas césmicas estandar. Para poder dar un significado a cualquier punto
x# a partir de la homogeneidad, se usara el Principio de Weyl que asume que
el universo es uniforme como un fluido perfecto en el cual las geodésicas son or-
togonales a una familia de hipersuperficies tipo espacio. Las coordenadas que se
definen mediante el principio suelen llamarse coordenadas coméviles, que se de-
finen por medio de caidas libres de los observadores fundamentales, de tal forma
que dos geodésicas no se intersecan excepto en algun punto singular del pasado
o del futuro. Si los observadores fundamentales sincronizan sus relojes cuando
sus parametros cosmolégicos tienen los mismos valores, el tiempo comun resul-
tante es el tiempo cdésmico que definird las hipersuperficies de simultaniedad,
de esta manera cada punto z* en el espacio-tiempo estd en alguna trayectoria
fundamental 2° = X%(t), la cual puede funcionar como el origen de un sistema
coordenado equivalente z'* a el sistema césmico estdndar. La Via Lictea es una
galaxia ordinaria, casi en reposo respecto a sus vecindades cercanas, asi que se
puede esperar que las trayectorias fundamentales X (¢) estén bien definidas. Ya
que las trayectorias fundamentales a cualquier tiempo ¢ llenan todo el espacio,
estas se determinan por tres parametros independientes a’, los cuales se pueden
escoger como los valores a' = X*(T) de X* a algin tiempo particular ¢t = 7.
Asi la homogeneidad significa que hay un conjunto de coordenadas T'*(z;a),
las cuales son equivalentes a las coordenadas cosmicas estandar z*, y las cuales
tienen origen en la trayectoria x' = X%(¢;a), esto es

F(X(t:a),t;a) =0 (3.41)
y donde ademas se satisface

#(0,t;a) = X'(t : a) (3.42)
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Las X(t;a) son las trayectorias de los observadores que perciben el universo
isotrépico. Por tanto lo que se tiene son dos transformaciones z — z’,2 — T’
independientes de coordenadas representadas por (3.40) y (3.41) respectiva-
mente, cada una dependiente de tres parametros. Estas transformaciones son
isometrias las cuales dejan invariante la coordenada correspondiente al tiempo.
A continuacién se muestra cémo estas transformaciones definen seis campos de
Killing cuando t = cte.

Para poder usar las propiedades infinitesimales de estas transformaciones,
hagamos que #° y a’ se aproximen a cero. Entonces hay seis vectores de Killing
& (x) y &) (x), definidos por

SIEREE L IR (3.43
o) = 25| g =0 (3.44)

Para mostrar que los seis vectores son linealmente independientes, usamos
una combinacién lineal, esto es

Z ()€ (x) + Z dE(x) =0 (3.45)

En el origen del sistema estandar se tiene

£5(0,6) =0 (3.46)
§(0,t) = aX(;iéj’) . (3.47)

Entonces en z¢ = 0 se tiene que la ecuacién (3.45) toma la siguiente forma
o 0X(t,a)
2.0 =55~

Como los pardmetros a* son independientes, entonces se debe satisfacer que

=0
a=0

dt)=0

Luego usando esto ultimo en la ecuacién (3.45), se tiene que satisfacer

ox' (x5 02" (x;0)
ch 007

0=0
Como los pardmetros 6° son independientes, entonces
dt)=0

Con lo cual se muestra que se tienen seis campos vectoriales de Killing lineal-
mente independientes, con £ = 0, y el cual es el maximo ntimero posible en un
espacio de tres dimensiones.
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Entonces lo que se concluye es que las transformaciones construidas son del
tipo (B.11), (B.12) mostradas en el Apéndice B las cuales corresponderan a un
subespacio de maxima simetria, en este caso inmerso en un espacio de dimensién
cuatro, ya que t = t/, cémo consecuencia se tendrd entonces que el subespacio
de maxima simetria es de dimension tres.

El principio cosmoldgico se puede resumir en lo siguiente
(i) Las hipersuperficies con tiempo césmico estdndar son subespacios de méxima
simetria del espacio-tiempo.

(ii) No solo la métrica g,,, todos los tensores césmicos son invariantes con
respecto a las isometrias de estos subespacios.

Debido a la formulacién que se da a partir del Principio Cosmoldgico se
pueden aplicar directamente los resultados del Apéndice B para espacios con
subespacios de maxima simetria de tal manera que la métrica toma la forma

(B.15)
k(u - du)?
1—k:u2}

Es conveniente definir nuevas coordenadas t,r, 8, ¢ de la siguiente manera

—ds* = g(v)dv* + f(v) {du2 +

t = [(=g9(v)/?dv
u? = rsinfcosyp

uw? = rsinfsing

ut = rcosd

y ademds se puede hacer R(t) = 1/ f(v) la cual serd una funcién desconocida
del tiempo. De tal manera la métrica queda expresada como

dr?

2 _ 2 p2
ds® = dt R(t){l—kr2

+ r2d6? + T2Sin29d¢2} (3.48)
donde k es una constante, la cual para una elecciéon adecuada de unidades para
r puede escogerse de tal manera que tenga los valores +1, 0, o -1. Estas no son
necesariamente las coordenadas césmicas introducidas anteriormente aunque t es
el tiempo césmico estdndar o una funcién de este. La métrica (3.42) es conocida
como la métrica de Robertson-Walker.
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Capitulo 4

Aplicaciones a la
Relatividad (eneral

4.1. Schwarzschild

Consideremos el universo formado solamente por una esfera de radio rg.
Dicha esfera es una estrella formada por un fluido el cual se comporta como
fluido perfecto, ademas consideremos que la estrella se encuentra estdtica. Bajo
estas suposiciones la métrica que moldea el espacio-tiempo tiene como elemento
de linea a la forma cuadratica de Schwarzschild.

ds? = —e2?dt? + e*Mdr? + r?do?

Para radios mayores que ¢ las ecuaciones de campo del Einstein para el vacio
son las que deben dar la forma exacta de la métrica. Estas son las siguientes

1 e 2720
T72 — TT AT :0 (Al(Ta ¢J5AJ)) (41>
) 2A 1
;(b'r — % + 7"72 =0 (AQ(T7 (bJa AJ)) (42)
T2¢r'r - TZAr(br + 742¢$ - rAr + T¢5r =0 (A3(T’ (b‘]’ AJ)) (43)

En el capitulo anterior se muestra como encontrar una solucién al sistema,
que es justo la solucién que fue dada por Schwarzschild para el caso en que se
consideren radios r mayores que el radio ry de la estrella. Con el fin de que
quiza se puedan generar nuevas soluciones al sistema para r > rg, vamos a usar
el método expuesto en el capitulo 2. Cada solucién del sistema (4.1)-(4.3) puede
verse como el par u = (¢, A). Asf estd u deberd satisfacer A;(x,u?) =0 en este
caso x = r, para [ = 1,2, 3. Esta forma de escribir la solucién nos permite ver la
forma del generador infinitesimal de simetrias para el espacio de soluciones del
sistema, que de acuerdo a las ecuaciones (2.5) y (2.6) el generador infinitesimal
de simetrias y su segunda prolongacién deben estar dados por las siguientes
expresiones

91
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0 0 0
V=g g TR 44

.0 .0 .0 .0
pr(Q)v:v—&-ﬂTad) Ry +3T78¢ . (4.5)

Donde «a, 8 y « son funciones que pueden depender de r,¢ y A. Los co-
eficientes 8",7" y ™" son obtenidos mediante la ecuacién (2.8), de la cual se
tiene

Br = ﬁr - ar¢r + BAA’I" + ﬁ¢¢r - aAAT¢T - Oé¢(b$,
" = Y — oA AN+ Yo Pr — O‘AAE - a¢¢TAT
ﬁrr = DTBT - (Dra)(¢r7')

Donde D, es la derivada total, todavia no es necesario calcular el coeficiente
~"", pues al aplicar la prolongacién al sistema no se tiene como factor, debido a
que la expresion A, no aparece en ninguna ecuacién del sistema. Por otro lado
B aun no se calcula de manera explicita pues para simplificar los calculos se
titilizaran resultados obtenidos al calcular pr®v[A;(r, ¢, Ay)] para i = 1,2.

El siguiente paso es usar el Teorema 2.2, este exige que la matriz Jacobiana
Js(r, ¢, A) del sistema sea de rango mdximo. La matriz Jacobiana del sistema
es la siguiente

Js(rv ¢7 A) -
5*i2_1 0 2e (:2727'/\,,.) 0
— M1 2¢24 2
B r2 0 T2 s
re2A(¢rr — Ao + ¢72~) 0 0 (2T2¢r +r— T2Ar)e_2A

0 0 0

0 0 0

—e 2 (r2¢,. +7) r2e72 0

Claramente la matriz anterior tiene rango maéaximo, pues solo debe anularse
cuando se satisface el sistema, entonces se puede aplicar el teorema . Al aplicar la
segunda prolongacién (4.5) a las ecuaciones (4.1)-(4.3) y sustitiiyendolas siempre
que se satisfagan, se encuentra que se pueden agrupar los términos en la forma
siguiente
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pr@o[Ay(r, ¢, Ay)]

p?”(2)’l}[A2 (T7 ¢Ja AJ)]
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o206 —2A 026 962002 fe—20 020
—s - —sa+ 5 — Ay +
r r r

26_2A62¢ r
e2¢er—2A 020 90262 Je—2 20
e —a-Sra - Ayt

r3 r3 r2 T
2e~2Ae2¢ 2e=2Ae20, 26_2Ae2¢’y1\

’77‘ - A'I‘ + 7AT+

T T r
2e~2Ae2¢ 2e~ 20620 2e~2A 620
7¢¢ AA2 9] X

T T

r r r
OrAr
020 o—2A 020 9626 o —2A 9p—2M 26
— Q3 - —Fa+t+ 7+ Yr
r r r r

2e~2Ae2¢
<(1)+ (= 2y - ar b () 4 { e b o)

26—2A62¢ 26—21\624)
[ 2,

r
ae « 2ve2h 28, 2a, 2

3 - 3 - 72 ﬁ d)T + ﬂAT"F
2B, 2an | 2a,
T¢¢)r - TAT‘QST - J 72«

r r

T e
<o+ {22 b+ {-22 o)

Los desarrollos anteriores se satisfacen solo si los coeficientes son cero con lo
cual es facil concluir que ay = ap = Ba = 0, utilizando este resultado en el

calculo de 8", se tiene que

ﬁrr = ﬁrr + 25r¢¢r - 2ar¢rr - arr’¢r + 5¢¢rr + ﬁ¢¢¢$
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Ahora que se conoce 8" se pueden encontrar mas relaciones de los coeficientes

pr@v[As(r,é5,A0)] = 21A (reppr — TAr G + 107 )0 + ﬁ( Ay + 27,
+7)B8" + ﬁ( ¢ — 1)y + L( 5B
= e — xhedr+ e%‘f T Brpt 27"233%
+225X — b= o+ i A + A
T A Z“ ot refy ’ B%T— ! 5%”
- e o A

2
oo+ {—zﬁ + -
2

(oD bwe+ {5}

€ (&

23
+ {;OX - T@j} (6rr)
0

Las relaciones que se obtienen para las derivadas de los coeficientes se resu-
men en la siguiente tabla

Monomios | Coeficientes obtenidos de pr®v[A,(r, ¢, As)] =0
(a) 1 ae®™ —a —2(ry+1%y,) =0
(b) A, m—2y—a, =0
(c) br ¢ =0
(d) A2 ap =0
(e) or A\, ay =0
Monomios | Coeficientes obtenidos de prv[Aq(r, ¢.5, Aj)] =
(f) 1 X — 2y —a+ 2126, =0
(8) Pr By —r =0
(h) A, Ba =0
Monomios | Coeficientes obtenidos de pr®v[As(r, ¢, As)] =0
(i) 1 Br — Y + 1B =0
(J) ¢7‘ QBT‘ — Y+ qub =0
(k) Ay — YA —1Br=0
) Ao, ra, —ryy —a=0
(m) 2 a=0
(n) Orr a—1rBy=0

De (m) se tiene o = 0 asi por (n) se sigue que 8y = 0, como B4 = 0 usando
(g) se llega a que a,, = 0, ya que @ = @, = 0 a partir de (1) se deduce v = 0.
Como a,. = v = 0 entonces de (k) se sigue 8, = 0 usando este resultado en (j)
se llega a que v, = 0, lo cual en (a) implica que v = 0. Por lo tanto a« =y =0
y B = a = cte. De esta manera el generador infinitesimal de simetrias tiene la
siguiente forma
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El generador infinitesimal de simetrias bajo el mapeo exponencial nos da el
flujo, el cual es un grupo de un pardmetro, es decir satisface exp(ev)(r, ¢, A) =
U(e, (r,¢,A)) donde ¥ representa el flujo, en este caso con el generador encon-
trado se tiene

exp(ev)(r,¢,A) = (r,¢ +ae,A) con c€R (4.6)

Entonces si ¢4(r), A(r) son soluciones, de las ecuaciones de campo, también lo
serdn ¢ = ¢ (r) + ae y A(r). De lo anterior se sigue que dicha transformacién
también se puede ver como una transformacién para la coordenada t es decir si
se hace t = et entonces el elemento de linea tendr4 la siguiente forma

ds? = —e2?di? + e dr? + r2(d6? + sin®0dp?) (4.7)

O una transformacién para la coordenada 7 = e~ **r, en este caso, se encuentra
la relacién para dos elementos de linea mediante un factor, esto es

d5* = e ds* (4.8)

donde ds? = —e2?dt? + (e~ dr)? + (e~ %7)%(d6? + sin?0dp?) en este caso debido
a la condicion de frontera se debe escoger € = 0 cuando r — oc.

Tal y como lo muestran las ecuaciones (4.7) y (4.8), las soluciones nuevas
son a lo mas un factor de la métrica de Schwarzschild, esto en realidad era de
esperarse, pues la solucién que da Schwarzschild es tnica, para radios mayores
que 1o, tal y como se menciona en el capitulo anterior esto fue demostrado por
el matematico Birkhoff, el cual lo enuncia en un teorema el cual dice que la
métrica para un espacio-tiempo vacio con simetria esférica, siempre esta dada
por una pieza de la métrica de Schwarzschild. Lo cual es verificado mediante el
grupo de simetrias para el sistema de ecuaciones diferenciales.

Si se escoge ae > 0 entonces (4.7)-(4.8) se cumplirdn siempre que se tenga

4~

>t , r=r

La desigualdad para el tiempo nos indica que el tiempo en las nuevas coor-
denadas serd mayor que en las primeras, esto a las vez dice que para que se
satisfaga (4.7) solo debe ser transformada la coordenada temporal. Por lo tanto
las E.C.E. bajo esta condicién son invariantes.

En la desigualdad para la coordenada radial también tenemos que las E.C.E.
se satisfacen siempre que nos movamos en direccién radial, acercandonos a la
estrella. Ademads debido a que la invarianza de la métrica permite hacer trasla-
ciones en la coordenada ¢, entonces en general se tiene que aquellos observadores
que caen libremente serdn los que encontrardn que la transfromacién (4.8) se
satisface.

Notemos que si hacemos ae < 0 se tienen situaciones analogas.

4.2. RFW

Las hipdtesis de isotropia y homogeneidad para el espacio-tiempo indica la
existencia de isometrias mediante las cuales se tiene que el espacio-tiempo tiene
un subespacio de méxima simetria, este subespacio es una hipersuperficie tipo
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espacio, con esto la métrica para el espacio-tiempo esta dada por la conocida
métrica de Robertson-Walker.

dr?
1—Ekr?

dr? = dt* — R*(t) { + r2df? + r28in29d¢2} (4.9)
donde R(t) es una funcién desconocida del tiempo, y k es una constante, la
cual para una elecciéon adecuada en las unidades de r la cual puede escogerse
tal que tenga los valores -1, 0, o +1.
Para una t constante, el espacio tridimensional tiene la métrica definida por

2
Grr = %, goe = 2 R2(1), oo = r?sin?0R?(t)

con g, igual a cero para u # v. Por lo tanto la curvartura escalar tridimensional
para el espacio es
K(t) = kR™2(t) (4.10)

Para k = —1 o k = 0 el espacio es infinito, mientras que para k = +1 es finito
(pero sin frontera), con circunferencia propia dada por

L =2nR(t) (4.11)
y cuyo volumen propio esta dado por
V =212 R3(t) (4.12)

Para k = +1 la parte espacial puede considerarse como la superficie de una
esfera de radio R(t) contenido en un espacio euclidiano de dimensién cuatro,
y R(t) puede justamente puede ser llamado el radio del universo. No se puede
hacer una interpretacién similar para k = —1 o k = 0, pero R(t) aun debe dar la
escala de la geometria del espacio, as{ R(t) en todos los casos debe ser llamado
el factor de escala cosmico.

A partir de las observaciones se pueden estimar los valores para R, en nuestro
tiempo actual las cuales nos conducen a la constante de Hubble, pero si se quiere
saber el comportamiento de R como funcién del tiempo ¢, entonces es necesario
resolver las ecuaciones del campo de Einstein las cuales estaran escritas bajo la
suposicion de que el Principio Cosmolégico es vélido y por lo tanto la métrica
que admite el espacio-tiempo es la de Robertson-Walker.

Dado que la homogeneidad del espacio se apoya en el postulado de Weyl el
cual supone que el universo esta compuesto por un fluido perfecto, entonces las
componentes del tensor de energia momento satisfacen las siguientes relaciones

Tu=p(t) Tu=0 Ty =gip(t)

donde p y p son cantidades desconocidas de la densidad y la presién respec-
tivamente, que podrian depender de ¢, pero no de r, 0 o ¢. Esto se puede escribir
de otra forma usando el vector cuatro velocidad Uy, esto es

THV = (p +p)U/,LUV +p9;w (413)

donde Ut =1y U’ =0.
Entonces del principo cosmoldgico y postulado de Weyl se tiene que las
E.C.E. incluyendo una constante cosmoldgica distinta de cero, se reducen a solo
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dos ecuaciones diferenciales para R, las cuales son conocidas como las ecuaciones
de Friedman )

RS+ k -
2Ry Ry +k N
=t - A= —ap (4.15)

con @ = 8nG (R = dR/dt).

Para dar una solucion R primero se debe recordar que el sistema fisico que
se esta analizando es un fluido perfecto y entonces debe existir alguna ecuacion
de estado que relacione su presién, densidad y temperatura. Podemos usar la
ecuacién de estado propuesta por Zeldovich [12], la cual asume que la tempera-
tura es constante y relaciona a la presion y densidad de la siguiente manera

p:(O'—l)p, 1<o<

S

(4.16)

Harrison[I3] sugiere que la expresién anterior entre la presién y la densidad
también es valida para fluidos relativistas, pero en estos casos los valores de o
estan en el siguiente intervalo ¢ < 2.

Debe recordarse que el tensor de energia esfuerzo satisface la ecuacion de
conservacion V,TH = 0 de la cual se deduce

PR3 = % (4.17)

donde C es una constante.

Cada valor de ¢ usualmente describe una forma de materia para el universo
y por lo tanto corresponde a un modelo cosmolégico, por lo cual es de interes
saber como se comportan las soluciones R para cada valor de o. Muchos de los
fluidos que consideremos ya cuentan con alguna solucién a las E.C.E., sin embar-
go debemos recordar que con el grupo de simetrias siempre es posible construir
nuevas soluciones a partir de una conocida. Por lo tanto en lo siguiente veremos
como actua el grupo de simetrias sobre el espacio de soluciones.

Entre los fluidos que suelen encontrarse en la construcciéon de modelos cos-
moldgicos para cada valor de sigma o, se encuentran los siguientes,

o=2 escalar

0 =4/3 radiacién
oc=1 polvo

0 =2/3 curvatura
c=0 constante

De las ecuaciones de Friednman (4.14) y (4.15) puede identificarse que las
variables independientes y dependientes son ¢ y R, las soluciones para este siste-
ma son u = R(t), se puede identificar el par ordenado (¢, R) tal que (¢, R) € M
donde M = X x U representa un subconjunto del producto cartesiano de las
variables independientes y dependientes sobre las cuales las ecuaciones de Frie-
daman tienen solucién, ademds sobre el cual actiia un grupo de simetrias G en
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caso de que exista. Ahora que se tienen identificadas a las variables, se debe en-
contrar la expresion para el generador de simetrias, que de acuerdo a la ecuacion
(2.5) tiene la siguiente forma

0 0

y de la ecuacién (2.6) la segunda prolongacién de v es

N
OR;

0
ORy

prPy = v 4 ¢! ? (4.19)
Del Teorema 2.2 se tiene que la condicién necesaria y suficiente para que v sea
generador infinitesimal de simetrfas es que pr®v(A;(z,u(™)) = 0 donde I = 1,2
representa cada una de las ecuaciones de Friedman, es importante que el sistema
sea de rango maximo pues el Teorema 2.2 lo exige, al aplicar esta condicién se
puede determinar cada uno de los coeficientes del generador de simetrias. Debi-
do a que en las ecuaciones de Friedman siempre se tiene la misma dependencia
de t y R, entonces para cada modelo cosmolégico la manera en que se obtiene
el generador infinitesimal de simetrias es siempre la misma.

Usando las ecuaciones (4.16) y (4.17) las ecuaciones de Friedman se trans-
forman en el siguiente sistema

3RZR% 72 £ 3kR3 2 — AR —3C =0 A;(r,Ry) (4.20)
2R R + R2R3 2 + kR* 2 - AR + (0 —1)3C =0 Ay(r,Ry) (4.21)

El cual tiene el siguiente Jacobiano

0 3(0’ — Q)thR‘g(U*l) + 3k(30’ _ 2)R3(071) _ \3gR3c-1
J=1 0 280 —-1)RyR* 2+ (30 —2)R*R*"~Y + k(30 — 2)R3“—1)
_)\30-R3o—1

6R;R37—2 0
2RtR30'—2 2R3a—2

Como la matriz Jacobiana es de rango méaximo entonces se puede aplicar el
Teorema 2.2 y los coeficientes del campo se pueden encontrar a partir de las
ecuaciones 2.7 y 2.8. Con lo cual se obtiene lo siguiente

' = ¢+ (dr — &) Ry — ErRy? (4.22)

¢* = du+ (20t — &) Re+(drR— 25Rt)Rt2 +(pr—2& )Ry —3ErRu Ry — ErrR®

(4.23)

Ahora se puede aplicar la segunda prolongacién pr(?v al sistema dado por

las ecuaciones (4.20)-(4.21) para usar el criterio del Teorema 2.2 y encontrar

relaciones de los coeficientes del generador infinitesimal de simetrias. Al aplicar
la prolongacién al sistema se obtiene lo siguiente
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pr@u[Ay(t,R;)] = (6R.R*2)¢' + (30 — 2)3RZR** 3¢ + 3k(30 — 2)R37 3

X$ — pA3oR371

= 6¢:R* 2R, + 6¢rR3 % (3R> + CR*73° — k) — 6&
xR372 (AL 4 CR297 — k) — 6 (M 4+ OR*
k) BB 2 4 36(30 — 2) (M2 4 CR27 — ) R¥C D
+3¢k(30 — 2)R31) — \p3oR37 !

= {6¢; +6kéR} (RyR372) + {2Mdr — 2004} (R37) + {6C
X ¢p — 6C& — 6CER} (1) + {—6koR + 6k&:} (RP72)
+{—20¢r} (ReR%) + {$(30 — 2)A — Ag30} (RP71)
+{3¢(30 - 1)C}(R7Y)

= 0

prPv[As(t,Ry)] = 202R371 4 2¢' Ry R 2 + 2(30 — 1) Ry R 2+
(30 —2)R?R3*“V¢ + k(30 — 2)R3(" V¢ — 30 AR 1¢
= 20uR N +2(20R — Eut) ReR* 7 + 2(drR — 26Re) ¥

(%R3a+1 +CR— kR?)Ufl) +2(n — 26,) <%R30’ o (";1)

x3C + S) — 6¢r (gR?’U - “"”#) Ry — 2pr (3%
R34 CR— kR°™Y) Ry + 20, RiR3 % 4+ 2(¢ — &)
X (3R% +C — kR%*?) — (g (§R* + C — kR* ) R,
+2(30 — 1)¢ (R — CEECCR) 4 (30 — 2)9x
(3R¥* 1+ CR™' —kR¥“7V) + k(30 — 2) R¥ 7"V g—
30ApR3 1

= {260 — 2M(drr — %) + ENBo — g+ DA
oX¢} (R7Y) +{2(20rt — &) — 2kERR (R ' Ry )+
ﬁ/\(@m — 26Re) } (R37HY) 4+ {2C(prR — 26Re) H(R)+

SXNPr — 286) + 2(dr — E)A} (RP) 4+ {—(¢r — 2&)

x[(o = 1)3C + €] +20(6n — &) }(1) + {260\ — 252}
X(R7Ry) +{3[(c —1)3C + CJ¢r — CEr}(Ry) + {2¢¢+
kEr}(RiR%7 %) + {=2k(or — &)}(R* ) + {—6(30—
D[(oc = 1)3C +C]+ C(30 — 2)p}(R™) + {—2X¢rR} X
(RiR*7*1) + {—2C¢rR}(R:R)

= 0

lo anterior solo se cumple cuando los coeficientes de los monomios son idénti-
camente cero, entonces las relaciones entre los coeficientes del campo son las
siguientes
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Monomios Coeficientes de pr®v[A(t, R, Ry, Ryt)] = 0
(a) | ReR¥2 ¢t +kEr =0
(b) 1 ¢r =& —Er=0
(c) R3-1 Ap=0
@ | R 6(Bo—2) =0

Monomios Coeficientes de pr®@v [As(t, R, Rt,Rtt)] =0
(e) R 1 [ 20y — 2k(drr — 26ri) + 2 (30 — 1)d + 3(30 — 2)pX — 30Ad =0
(f) R IR, 2¢Rt §tt —kErr =0
(g) R37H1 C(¢rr —28Rt) =0
(h) R Mor —26) + Mor — &) =0
(i) 1 —(¢r = 26)[(0 —1)3C + C] +2C(¢r — &) =0
8)) R* R, Er=0
GEE Glo —13C + O)én — Cen =0
() | RyR32 201 + kér =0
(m) R%72 ¢r—& =0
(n) R! —¢(30 —1)[(c —1)3C +C|+¢(30 —2)p =0
(o) [ R §rr =10

Tabla 1. Relaciones de las derivadas de los coeficientes del generador infinitesi-
mal de simetrias, obtenidos de la aplicacién pr®vA(t, R, Ry, Ry) = 0, donde
I =1, 2 representa cada una de las ecuaciones del sistema.

Es necesario dar solucién a las expresiones dadas en la Tabla 1. De la ecuacién
(c) se tiene que necesariamente ¢ = 0 o A = 0. Si se supone ¢ = 0 entonces la
ecuacién (m) implica que & = 0 luego como de (j) ya se tiene £g = 0 se concluye
facilmente que & = £y con & una constante. Entonces el generador infinitesimal
de simetrias es igual a su prolongacién y tienen la siguiente forma

v=pr@u =g o

o (4.24)

Como el generador infinitesimal debe satifacer la ecuacién (1.9), donde el
mapeo exponencial exp(ev)z = ¥U(e, x) da el grupo de simetrias que es generado
por v, se obtiene que este grupo de simetrias G = ¥ esta dado por

G:(t,R) —> (t+¢&e,R) c€R (4.25)

Este grupo mapea soluciones del sistema en otras soluciones mediante la si-
guiente regla, si R(t) es una solucién, entonces también lo es R(t — &ye).

Ahora se vera que sucede cuando se supone ¢ # 0, C A0, A\ =0y o 2.
Como C # 0 de (g) se tiene ¢prr — 2r; = 0 usdndolo en la ecuacién (e) Junto
con la suposicién A = 0 se tiene que ¢y = 0. De () se tiene égr = 0 lo cual
lleva a que la ecuacién (f) tome la forma 2¢r, — & = 0. Como de (j) se ve
que £r = 0 entonces la ecuacién (1) indica que ¢ = 0. Las ecuaciones (d) y (n)
se satisfacen bajo la suposicién o = 2. Mientras que la ecuacién (i) agregando
ademds la condicién dada por la ecuacién (m). De las consideraciones anteriores
la Tabla 1 se reduce a la siguiente.
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(A) | opr —2re =0
(B) Gt

(C) | 20ri =& =0
(D) ¢or—& =10
(E) ¢ =0

(F) Er=0

De (E) se tiene ¢ = 0 entonces de (C) se sigue que & = 0. De (F) se ve que
&r = 0 entonces usando esto en (A) se concluye que ¢rr = 0. En resumen se
ha obtenido que &; = égr = 0y ¢rr = ¢ = 0. De lo cual facilmente se puede
concluir que & = £(t) y ¢ = ¢(R) por lo que es vdlido suponer que & = &
y ®r = ¢o donde &g, ¢p son constantes. Pero debido a que la ecuacién (D) se
debe satisfacer, entonces necesariamente se debe cumplir £y = ¢¢ = a, donde a
es la misma constante. Entonces para determinar el generador infinitesimal de
simetrias se tienen que integrar las ecuaciones & = a y ¢r = a entre [0,t] y
[0, R] respectivamente y bajo la condicién £(0) = ¢(0) = 0 con lo cual se obtiene
&(t) = at y ¢(R) = aR. Por lo tanto el generador infinitesimal de simetrias y su
segunda prolongaciéon toman la siguiente forma

0 0
0
pr@y =v— aRtt@ (4.27)

Con el generador infinitesimal de simetrias se obtienen los siguientes grupos

Gi: (t, R) — (te, R) (4.28)
Gs: (£, R) — (t, Re®) (4.29)

donde € € R

Cada accién de grupo indica como se deberdn transformar las variables in-
dependientes y dependientes, para que deje invariante el conjunto de soluciones.
Las transformaciones en las variables son

t—1=te™

R — R = Re®™

De lo cual se tiene que t = te=* y R = Re™ entonces dt? = e~20¢df2,
R? = ¢720=R2_Gj se sustituye lo anterior en la métrica de Robertson-Walker
entonces se tiene

ds? = 7292 G? (4.30)

dr?
1— kr2
En resumen se ha encontrado que cuando ¢ = 0 las soluciones nuevas que
se pueden generar a partir del grupo infinitesimal de simetrias con o # 2/3 se
dan a partir de traslaciones en la coordenada temporal x = t, esto implica que
dada una solucién R(t) estd mantiene sus propiedades a través de traslaciones
temporales, lo cual indica que el factor de expancién R, (t) en cada modelo, es

donde dS? = —di? + R2(t) +72d6? + rzsin29d¢2}
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valido para cada época en que se le consideré, conservando siempre la geometria
intrinseca del espacio-tiempo.

Por otro lado si ¢ # 0, C # 0, A = 0y 0 = 2/3, entonces el grupo de
simetrias actua sobre la variable independiente y dependiente, haciendo que la
métrica se transforme como en (4.30), lo cual indica que para este caso la métri-
ca nueva podria ser un multiplo de la métrica de Robertson-Walker, lo cual
prueba que la métrica es unica para este espacio-tiempo. Lo especial de este
caso esta en el hecho de que justo para presiones p < —1/3p el universo expe-
rimenta una expansién acelerada, véase [14][pag. 471], entonces que la métrica
sea un multiplo de la métrica de Robertson-Walker indica la naturaleza de que
ap = —1/3p se tiene el limite cldsico para una expansién del universo donde
aun no hay expansién acelerada. Nétese que atiin no hay aceleracién pero se
tienen soluciones donde la escala del espacio-tiempo puede ser mayor, lo cual
debe corresponder a un ligero rompimiento en la homogeneidad, no igual al que
describen las teorias acerca de la expansién acelerada del universo, pero que
deben estar en correspondencia con el limite de estas.

4.3. Modelo cosmolégico compuesto por dos flui-
dos

Una versién maés real en la composicién del universo, es considerarlo com-
puesto por méas de dos fluidos perfectos, algunos de los modelos propuestos se
puden ver en [I5][I6], cuyas soluciones encontradas a las ecuaciones de campo
de Einstein resultan ser soluciones implicitas para el factor de expansion de la
métrica de Robertson-Walker, en lo siguente supondremos que tenemos la suma
de un fluido de radiacién y uno de materia, supondremos que ambos fluidos no
interactiian por lo cual las ecuaciones de estado para los fluidos son las siguientes

3 4
PE) = P s + o i (4.31)
4
) = 300 i (4.32)

donde pp,, ¥ pr, son la densidad de la materia en el universo y la densidad de
radiacién respectivamente (ambas cantidades consideradas para la actualidad),
Ry es el factor de expansion del universo en la actualidad.

A partir de las ecuciones de estado las ecuaciones de Friedman se reducen al
siguiente sistema

3R*R? + 3kR* — 87pymy Ro*R — 8mpyy Ro* = 0 (4.33)
2Ry R® + R R* + kR* + %Wpro Ry*=0 (4.34)

Las variables independientes y dependientes son t y R respectivamente. En-
tonces el generador de simetrias y su prolongacién tienen la forma de las ecua-
ciones (4.18)-(4.19) respectivamente y los coeficientes estdn determinados por
las ecuaciones (4.22)-(4.23). La matriz Jacobiana del sistema es la siguiente

(0 6(R;> + k)R — 87pm,Ro®> 6R;R*> 0
“\ 0 6RyR*>+2(R*+K)R 2R,R> 2R?
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la cual es de rango maximo, por lo cual se puede aplicar la segunda prolonga-
cién del generador de simetrias pr(®)v al sistema (4.33)-(4.34). Para simplificar
se hace a = 87mpy, RS, b = 87p,, R4, entonces se tiene

pr@v[Ai(t,R;)] = (6R?R+6kR —1)¢ + (6R;R?)¢p*

b
= 206 — 269 —a + 66 R R + 6(or — )R (55 + 5
al b

1 1
‘e ’“) ~ 0 R R <3R Y k)
= {a¢+2b(¢r — &)}(1)

H{200} () + {61+ Ker}RR?) + (k(on — )} ()

+{—2a€r} (R R) + {206 r } (1)
- 0

prPv[As(t,Ry)] = 6¢RyR? 4+ 20R: R+ 2k¢R + 2¢' R, R? + 2¢° R®
b

_ 2 2
= —6¢ <6RQ + 3R3> R% + 2¢R.R + 2k¢R + 2¢, Ry R2+
b b

2(¢r —&)R (R the T k) — 26rR*R, (R R
k) + 200 R® + 2(2¢rt — &) ReR® + 2(¢rR — 2&4R) (ﬂ

R
b b
JFRQk>332(¢R2§t)<6R2+W)R3+6§RX
b b
(1;’2+R3)Rt —2§RRR3(R Rz—k)Rt
- {0t} <¢R—§t>—<¢R—2§t>}<>+{2¢—§x

§r — %ﬁRR} (R R) + {2k¢ + 2 (bR — )+ b(¢RR
~26R) — 5 (0r — 20) } (R) + {¢t + kén - %gpm} (7

xR?) + {2a(prr — 2&ir) — 3k(Pr — &) H(R?) + {dpe—
k(orr — 22itr) }(R®) + {20Rt — &u + kérr} (R R®)
-0

Para que se satisfagan los resultados anteriores se requiere que los coeficientes
de los monomios sean idénticamente cero, entonces en resumen se tiene
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Monomios Coeficientes de pr®v[A{(t, R, Ry, Ryt)] = 0

(a) 1 ag +2b(¢pr — &) =0

(b) 1/R b =0

(c) RiR? ¢t + kop =0

(d) R’ k(pr —&) =0

(e) R:R alr =0
Monomios Coeficientes de pr®v[As(t, R, Ry, Ry)] = 0

(f) 1 —ad + 2b(¢pr — &) — 2b(dr — 2&) =0

() RiR 20 — 2alr — 2b{rr =0

(h) R 2k¢ + Za(pr — &) + 2b(drr — 26ir) — 30(dr —2&) =0

(i) Ry R? ¢r + kép — 2alrr =0

() R? 2a(¢rr — 26ir) — 3k(dr — &) =0

(k) R’ b1t — k(drr — 2&tr) = 0

O] RR? 20rt — &1t + kérr =0

Tabla 3. Relaciones de las derivadas de los coeficientes, donde a = 8mpy,, Ry® y
b= 8mpr, R04.

De la ecuacién (b) se tiene ¢ = 0 por lo cual de (a) se sigue & = 0. Pero
de (e) se tiene £g = 0. Por lo tanto se concluye & = & con &, = constante
y ¢ = 0. De esta manera el generador infinitesimal de simetrias es igual a su
segunda prolongacién.

v=prPv =g~ (4.35)

ot

Entonces el grupo de simetrias es el siguiente

G:(t,R) = (t+&e,R) €€R

Mediante el grupo anterior se pueden generar soluciones. Lo cual significa que
dada una solucién R(t) para el sistema entonces R(t — {pe) donde € € R es una
solucién sin embargo necesitamos determinar una soluciéon para este fluido, lo
cual se encontrara utilizando las herramientas que se muestran en el Capitulo 4.
Lo primero que se hara es tratar de reducir el sistema de ecuaciones diferenciales
a una sola ecuacién. Si se combinan las ecuaciones (4.33)-(4.34), despejando el
término R?R? de (4.33) y lo sustituimos en (4.34) se encuentra que la ecuacién

resultante es
3 8 3 16 4
2R°Ry; + gﬂ'meRo R+ gﬂ'meo =0
de la ecuacién anterior cada una de sus soluciones debe ser solucién para las
ecuaciones del sistema, nuevamente para simplificar la notacién higase a =

87 P R}y b= 87TpTOR04 con lo cual queda la siguiente ecuacion

6R*Ryy +aR+20=0  A(t, Ry) (4.36)

Como se puede ver la ecuacién resultante tiene soluciones para alguna R(t),
nuevamente la variable independiente y dependiente es t y R respectivamente,
por lo cual se puede usar el mismo generador de simetrias y su prolongacion
(4.18)(4.19) junto con sus coeficientes (4.22)-(4.23). Para poder encontrar una

nueva soluciéon mediante cuadraturas se necesita encontrar el grupo de simetrias
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de la ecuacién (4.36). Para esto se aplica la segunada prolongacién a la ecuacién
resultante pr(?v(2R36 Ry, + aR + 2b) = 0.

prPv[A(t, Ry)] (18R*R; + a)¢ + 6R>¢?
1 b
= 18¢R? (—ZRQ - 3) + ap + 61 R* + 6(2¢re — 1) Ry
al b 1

xR’ + 6(¢rr — 26iR) <3R t3m k) R® +6(¢pr—
2&)( al 0 1>R3+18§R<“ Lol )Rtx

" 6R? 3R? 6R? " 3R
1 b1
R —6¢rp (o= +2— — k| RyR?
fRR(3R+3R2 ) ¢

= {300 + a6 — 2b(6n — 26)}(1) + {~6bo}H () + {66
—6k(drr — 26r) HR®) + {6(20R: — &) + 6kErp} (R
xR*) +{2(¢rr — 2&r)a}(R?) + {2(drr — 26r)b — a
x(br — 26)}(R) + {3atr — 26&rr}(RRy) + {6bEr}(Ry)
+{—2aérr}(R:R?)

= 0

La ecuaciéon anterior se satisface solo si los coeficientes de los monomios son
cero, es decir

Monomios Coeficientes
@ 1 a6 + (o — 26) = 0
(b) 1/R 6bp =0
(c) R’ b1t — k(Prr — 2&r) =0
(d) R.R3 2¢pt — & + kopr =0
(e) R? a(prr — 26ir) =0
(f) R 2b(¢rr — 2&tr) — a(dr —26) =0
(g) RR; 3alg — 2bérg =0
(h) Ry blr =0
(1) RtR2 aé-RR =0

Tabla 4. Relaciones de las derivadas de los coeficientes.

De la ecuacién (b) se tiene que ¢ = 0 por lo cual es facil concluir para (a)
que & = 0. Pero de la ecuacién (h) se tiene £g = 0 por lo tanto £ = & donde &
es una constante. Entonces el generador infinitesimal de simetrias es igual a su
segunda prolongacion.

9]
— @y — e 2
v=prfv=4¢ 5 (4.37)
Con lo que se obtiene el grupo de simetrias

G:(t,R)— (t+ & R) c€R

Se puede utilizar el grupo de simetrias G para encontrar una solucién de la
ecuacién (4.36), tal y como se explica en el final del Capitulo 3.
Sea y = Ry u =t, entonces

|
[SHI~W
‘:u\:u
|

—

I

—

dRr
dt

|
2
|
Q“&‘
<2
|
&
:
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entonces dd—lf =1
Uy
. 2 .y . .
Pero necesitamos %, utilizando el resultado anterior se sigue que
d’R _ d 1
dt?2 T dt uy
du
2duy _ —2 ay
—(uy) 7 = —(uy) "
1 o
—(uy) 2 = ~ud Uyy
2 U1 . .
entonces &L = —%. Para simplificar en (4.36) hagamos A = a/3, B = 2b/3

con lo cual se tiene la ecuacién 2R3R;; + AR + B = 0, sustituyendo en estd los
valores encontrados para Ry con el cambio de variable asi como la misma R se
tiene la siguiente ecuacion

—2y3uu?—f3”+Ay+B=0

hacemos un cambio de variable, haciendo z = u, entonces z, = u,, luego

32
—2y*% + Ay + B =0 (4.38)
z
zy A B .y, . , s .
entonces ¥ = 55 + 5.3, la expresion anterior ain parece dificil de integrar,
entonces hagamos un cambio de variable mas, sea w = 1 , entonces le = —w? Z;
1 dw 3 _ 1
de lo anterior se sigue que y =y YW =3, sustltuyendo en la ecuacion
(4.38) se tiene
dw _ 1A | B
“Way = 2(y2 + 113)
d(w?) _ dw dw?) _ _1(A | B i = w?
pero =g 2wd , entonces —o—= = —5 (2 + 3 ), haciendo s = w* final-

mente se tiene
s _ _ (A B
dy - <y2 + y3)
Ahora integramos la ecuacién anterior, entonces

2Ay°+ By + 50

s = 2y3

con sg una constante de integracién, ahora recordando los cambios de variable
C du d
ue se hicieron llegamos a que z = ero z = &% = 2= =R
q g q h(AyHOyQHB p w=dEYY=R
entonces la integral es una cuadratura

dt V2R

i = IR eaTTE
Haciendo los cambios de variable adecuados, se encuentra que la integral es
f—to= /(R AP+ B = {In|R+ A+ /[B]+ (R+ A
Haciendo t = sot y t = sot se tiene
t—to=+/(R+A)2+B —A'Ln|R+ A + /|B'|+ (R+ A)?]  (4.39)

donde A’ = % y B =25 — A2

2s§ 45
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Figura 4.1: Grafica del factor de escala R en funcion de t

Al estudiar la ecuacién anterior se encuentra una grafica para el factor de escala
R(t) en funcién del tiempo, esta grifica se representa en la ﬁgur donde
ademds se tiene que solo para valores de A’ ~ 0 esta representa una solucién
fisica para todo t, en caso contrario se obtienen valores negativos para R lo cual
no representa una solucién fisica, sino a partir de cierto tg.

La ecuacién (4.39) es una solucién implicita para R, como se puede ver del
lado derecho de la ecuaciéon no aparece la variable ¢, por lo cual al hacer actuar
el grupo de simetrias del sistema sobre esta solucién se tiene nuevamente que
el factor de expansién conserva sus propiedades mediante las traslaciones en el
tiempo. Lo cual nos permite concluir nuevamente que se conserva la geometria
intrinseca del espacio-tiempo, por lo cual la homogeneidad e isotropia se siguen
conservando.
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Apéndice A

A.1. Teorema de Stokes

Sea T una n-1 forma, sobre una variedad M™ suave y compacta cuya frontera
OM™ es suave por pedazos. Entonces

/ T = dr
a]\/ n Mn

En particular, si la variedad M™ es cerrada (es decir no tiene frontera),
entonces la integral de cualquier forma dT" sobre la variedad es igual a cero.

A.2. Tensores (5F§-k

Teorema A.1l. .

(1) Los simbolos de Christoffel chj se transforman solo como un tensor solo
bajo transformaciones lineales o afines de coordenadas 2t = 22t ..., a"). En
este caso % =0

XTI
(2) La variacion de dos simbolos de Christoffel de dos conexiones diferentes
es un tensor
5F;‘k = F;'Zk - ;k
es un tensor tipo (1,2)
(3) La expresion
i _ i i _ i
Ty =Ty = T = Ty

forma un tensor, el cual es conocido como tensor de torsion

A.3. Divergencia
Teorema A.2. Si en algunas coordenadas todas las derivadas de primer orden

de gi; se hacen cero en algin punto, entonces los simbolos de Christoffel de la
conexion compatible I'; con la métrica se hace cero en ese punto.

La divergencia covariante de un campo vectorial v es definido como
divv" = Vu' = v

109



110 APENDICE A.

Teorema A.3. Sila conexion es simétrica y compatible con una métrica g # 0,
entonces la divergencia covariante de un campo vectorial es

1 0 i
—ﬁaxi(Mw

La férmula explicita para la divergencia divl en un sistema coordenado arbitra-
rio, relativo a una conexion simétrica compatible con la métrica

Vivl

. 1
ViT" = ——(V/|g/T")
' Vgl



Apéndice B

B.1. Espacios de maxima simetria

Vectores de Killing

Una métrica g, (x) se dice que es una forma-invariante bajo una trans-
formacién de coordenadas dada x — 2’, cuando la métrica transformada g, (z')
es la misma funcién de su argumento z'# como la métrica original g, () en su
argumento x*, esto es,

90 () = g (y) para toda y (B.1)

La condicién para un escalar es diferente, esta es S’(z') = S(x). A cualquier
punto dado la métrica transformada esta dada por la relaciéon

Ox? 0x°
g:“,(xl) = Oz OV 9po (T)
o de manera equivalente

ox'P 0z'°
gNV('r) = 8%" axl, g;)o'(x/)

Cuando (B.1) es vélida, se puede reemplazar g;,,(z’) con g,s(z') y obtener el
requerimiento fundamental para una forma invariante de la métrica:

ox'? 9x'°
Guv(T) = ﬁ@gpa(fl) (B.2)

Cualquier transformacién ¢ — =’ que satisface (B.2) es llamada una isometria.
En general la ecuacién (B.2) es una restriccién muy complicada sobre la funcién
7'#. Esta se puede simplificar descendiendo al caso especial de una transforma-
cién de coordenada infinitesimal:

' =gt + e (x) con || <1 (B.3)
A primer orden en ¢, la ecuacién (B.2) se escribe como
_ 08(x) 98" (x) g 9900 ()
0= 0P g/Lp(I) + Oz gpu(x) +¢& (I)W

La ecuacién anterior puede reescribirse en términos de derivadas de las compo-
nentes covariantes de &, = g,5§":

_ 9 &, | 9900 _ Oguv _ Ogpu
0 = oxP + oz +€ Oz oxP ox°

_ 9& 98y I

- Ozr + ox° 25!‘«1—‘1)5
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o de manera mas compacta
0= gﬂ;p + gp;a (B~4)

Cualquier campo vectorial £, (x) de cuatro componentes que satisface la ecuacién
(B.4) se dice que forma un campo vectorial de Killing de la métrica g, (). Asi
el problema de determinar todas las simetrias infinitesimales de una métrica
dada ahora se reduce al problema de determinar todos los vectores de Killing
de la métrica dada. Cualquier campo vectorial particular de Killing 52’(35) de la
métrica g, (z) puede ser expresado como

& () = Ap(x; X)EX(X) + By (23 X)€X,, (X) (B.5)

Donde A;‘ y B;‘” son funciones que dependen de la métrica y del punto X, pero
no dependen de los valores iniciales de ,(X) y &x,,(X), y por lo tanto son los
mismos para todos los vectores de Killing. Cada vector de killing £,(z) de una
métrica dada esta unicamente especificado por los valores de £,(X) y &,.0(X)
en cualquier punto particular X.

Un conjunto de vectores de Killing () se dice que es independiente si no
satisface ninguna relacion lineal de la forma

Z Cngg (x)=0 (B.6)

con coeficientes constantes ¢,. La ecuacién (B.5) dice que pueden haber a lo
mas N (N + 1)/2 vectores de killing independientes en N dimensiones.

Un espacio métrico se dice que es homogéneo si existen isometrias infinitesi-
males (B.3) que llevan cualquier punto X a cualquier otro punto en su vecindad
inmediata.

Un espacio métrico se dice que es isotrépico alrededor de un punto X
si existen isometrfas infinitesimales (B.3) que dejan el punto X fijo, tales que
EMX) =0, y para las cuales las primeras derivadas &y, (X) toman los posibles
valores. Solo sujeto a la condicién de antisimetria (B.4)

Una métrica que admite el maximo nimero N (N +1)/2 de campos de Killing
se dice que es de simetria maxima. En particular, un espacio que es homogéneo
e isotrépico alrededor de algin punto X debe admitir los N(N + 1)/2 vectores
de Killing.

Construccion de un espacio de maxima simetria
Considérese un espacio plano de dimensién n + 1, con la métrica dada por
dr? = gapdz®da® = Cupdatdz” + K1dz?

donde £ es una constante y C,,, es una matriz de n x n
Se puede encajar un espacio de dimensién n, restringiendo las variables x*
y z a la superficie de una esfera(o pseudoesfera)

kC, xtz’ + 22 =1 B.7
m

entonces
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2 kz(C’W:U“de)2

dz? —
‘ 1 — kCypxah
Con lo cual el elemento de linea tiene la siguiente forma
k(Caztdz”)?
dr* = C,, datde” + 2 L
’ UG kCopxxh

Asi los coeficientes de la métrica estan dados por

k

A k
1= kCogzoa? Cupx*Curx

g/tu(x) = C/LV +

Si el espacio permite coordenadas localmente euclidianas, entonces el ele-
mento de linea se puede escribir de la siguiente manera

ds? = kot [da? 4 G2 k>0
ds®> = |k [de - (rff;g?} k<0
ds?> = da? k=0

Las rotaciones del espacio de dimensién n + 1 mantienen invariante la ecua-
cién (B.7), lo cual indica que la métrica (g, (z)) acepta w grupos de iso-
metrias de un pardmetro. Esto es bajo transformaciones de la forma (véase [§]

xt —'* = RMz¥ 4+ R:z
z— 2 = R+ Rz

donde las constantes Rj, son constantes que satisfacen

CuwRERY + kT RER: = Cp
CuRERY +kT'RERE = 0
CuvRERY + K1 (RE)? = k!

Enseguida se muestran dos tipos de transformaciones simples que satisfacen
el sistema anterior.
1)

v v

Ry =M) R!=R;=0 R;=1
donde Y es una matriz de n x n que cumple C),, RERY = C\p
't = RigY (B.8)
2)
Rl =a" R:=-kCyua” R:Z=(1-kCpafa®)/? Rl =6l —0bkC,palal

donde a* es arbitraria y RZ € R, con lo cual deben satisfacer

kCprala® <1

o 1-(1- kCypafa)'/?
N kC,zara®

b
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lo que se tiene son cuasitraslaciones de la forma
M =zt 4 a"[(1 — kCpoxPaz?)/? — bkCppaPa’ (B.9)

estas transformaciones mandan el origen en a*

La existencia de la isometria (B.8) que incluye todas las rotaciones alrededor
del origen significa que el espacio es isotrépico, mientras que la isometria (B.9)
significa que cualquier punto es geométricamente como cualquier otro, lo cual
indica que el espacio es homogéneo.

Espacios con subespacios de maxima simetria

En muchos de los casos de interes para la fisica, el espacio(espacio-tiempo)
total no es de maxima simetria, pero puede ser descompuesto en dos subespa-
cios de méaxima simetria. Por ejemplo, un espacio tridimensional esfericamente
simétrico puede descomponerse en una familia de superficies esféricas centradas
en el origen, cada una de las cuales es descrita por una métrica de la forma

ds® = K~1[d6?* + sin0dy?) (B.10)

Se dice que un subespacio con constante v* es de maxima simetria si la métrica
del espacio completo es invariante bajo un grupo infinitesimal de transforma-
ciones

u' = u" =t 4 e (u,v) (B.11)
v? = ' =° (B.12)

con M(M + 1)/2 vectores independientes £ de Killing. Estas son transforma-
ciones de la forma (B.3), pero con la especial caracteristica de que las v® son
invariantes, asi que

& u,v) =0 (B.13)

Note que aunque estas transformaciones afectan solo a la variable u, no hay
razén por la cual las reglas de transformacion no puedan depender paramétrica-
mente de v® del subespacio particular siendo transformado. Siempre es posible
escoger coordenadas u tales que la métrica del espacio total es dada por

—dr? = g datda” = gap(v)dv®dv® + f(v)§i;(w)du'du? (B.14)

donde g¢q(v) v f(v) son funciones que dependen solo de la coordenada v, y
Gij(u) es una funcién que depende solo de la coordenada v que por si misma es
la métrica de un espacio M — dimensional de maxima simetria.

En la mayoria de los casos de importancia, los subespacios de maxima si-
metria son espacios, que se le atribuyen al espacio-tiempo, asi que todos los
eigenvalores de la matriz g;; son positivos. En estos casos se puede escribir

k(u - du)? }

s (B.15)

—dr? = gap(v)dv®dv® + f(v) {du2 +

donde f(v) es positiva y

+1 si sub max sim tiene K >0
k=¢ —1 si sub max sim tiene K <0 (B.16)
0 si sub max sim tiene K =0
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Espacio-tiempo esféricamente simétrico

Supdéngase que la dimension del espacio-tiempo es N = 4, entonces hay
tres eigenvalores de su métrica que son positivos y uno negativo, y este tiene
asociado un subespacio de méxima simetria de dimension 2 cuya métrica tiene
eigenvalores positivos y curvatura positiva. Entonces se pueden encontrar v —
coordenadas, las cuales se pueden identificar con r y t, y dos u — coordenadas
identificadas con 6 y ¢ a partir de la ecuacién (B.12) y haciendo k = 1, se tiene

—dr? = gue (1, t)dt2 +2g,¢(r, t)drdt+ g (v, t)dr2—|-f(7", t){d92+sin2dg02} (B.17)

donde f(r,t) es una funcién positiva y (g;;(r,t)) es una matriz de 2 x 2 con un
eigenvalor positivo y uno negativo.

Espacio-tiempo homogéneo esféricamente simétrico

Supdngase que la dimensién del espacio total es N = 4, que tres de los eigen-
valores de la métrica son positivos y uno es negativo, y que tiene un subespacio
de maxima simetria tridimencional que tiene eigenvalores positivos y una cur-
vatura arbitraria. Entonces hay una coordenada v y tres coordenadas u, tales
que la ecuacién (B.12) se convierte en

—dr? = g(v)dv? + f(v) {du2 + W} (B.18)

donde f(v) es una funcién positiva, g(v) es una funcién negativa y u € R3
En esta situacion siempre es conveniente definir nuevas coordenadas ¢, v, 6, ¢
por

[aw)ian =
ul! = rsinfcosp
u? = rsinfsingp
uw? = rcosh
Entonces se tiene
d 2
dr® = dt* — R%(t) { . _TW + r2d6* + r23in20d<p2} (B.19)

donde R(t) = /f(v). De esta manera la métrica queda finalmente determinada
a partir de la homogeneidad e isotropia, la ecuacién (B.15) corresponde a la
métrica de Robertson-Walker.
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