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B.1. Espacios de máxima simetŕıa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111

5
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Resumen

Al ser estudiados los fenómenos f́ısicos, en general, se encuentran leyes que
no vinculan entre si las magnitudes que lo caracterizan, sino que involucran re-
laciones entre esas magnitudes y sus derivadas. De aqúı se obtienen relaciones
que no involucran solo la función incógnita (escalar o vectorial) sino además una
o más derivadas de la misma, tales ecuaciones se llaman ecuaciones diferencia-
les. En f́ısica teórica son muchas las situaciones donde las podemos encontrar,
desde la mecánica clásica en la ecuación de Poisson para determinar el campo
gravitacional, a la f́ısica cuántica en la ecuación de Schrödinger. Sin embargo
hallar soluciones de este tipo de ecuaciones no siempre es una tarea fácil, mu-
chas veces se recurre a soluciones númericas con el fin de tener una solución
aproximada, esto sule ser muy práctico ya que mediante el uso de ordenadores
se puede desarrollar un algoritmo para encontrar una solución aproximada.

En el siglo XIX Sophus Lie introdujo la noción de grupos continuos, nom-
brados hoy en d́ıa grupos de Lie en su honor, para unificar y extender varios
métodos especializados en resolver ecuaciones diferenciales ordinarias.

Los trabajos de Lie buscaban la integración de ecuaciones diferenciales par-
ciales. Sus investigaciones lo llevaron a que considerará grupos de transforma-
ciones que dejaran una ecuación diferencial parcial invariante (lo que se conoce
como simetŕıas de ecuaciones diferenciales) pronto se dio cuenta que los distin-
tos métodos conocidos en esa época para integrar ecuaciones diferenciales eran
casos particulares de una teoŕıa general en la que cada ecuación pod́ıa integrarse
bajo la acción de un grupo continuo de transformaciones. Aśı dada una ecua-
ción diferencial, se debeŕıa encontrar un grupo de transformaciones que dejaŕıa
invariante la ecuación y por medio de las propiedades del grupo esta se podŕıa
simplificar para resolverla. Para sistemas de ecuaciones diferenciales parciales
también se encuentran estos grupos de transformaciones, aśı rigurosamente ha-
blando un grupo de simetŕıas de un sistema de ecuaciones diferenciales es un
grupo el cual transforma soluciones del sistema a otras soluciones, estos grupos
consisten de tranformaciones geométricas para el espacio de las variables depen-
dientes e independientes del sistema y actúan sobre soluciones transformando
su gráfica.

Nuestro objeto de estudio en este trabajo son las ecuaciones del campo de
Einstein de la relatividad general para algunos casos de interés. Dado que la
relatividad general es una teoŕıa modelada como una variedad semi-riemanniana
en el Caṕıtulo 1 introducimos los conceptos matemáticos básicos de la geometŕıa
diferencial y semi-riemanniana, aśı como algunas nociones básicas del álgebra
tensorial. Seguido de esto en el Caṕıtulo 2 se expone el método para hallar el
grupo de simetŕıas de un sistema de ecuaciones diferenciales. Antes de tratar
de hallar grupos de simetŕıas en el Caṕıtulo 3 exponemos los fundamentos de
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la teoŕıa de la relatividad general, aśı como una deducción de las ecuaciones del
campo de Einstein a partir del principio variacional. Nos restringiremos a hallar
soluciones solo para casos cuando el tensor de enerǵıa momento es modelado
como un fluido perfecto. Finalmente en este caṕıtulo se exponen dos modelos
de gran interes, el primero es el modelo de Schwarzschild para una métrica con
simetŕıa esferica y el otro modelo es el de Friedmann-Robertson-Walker para un
universo homogéneo e isotrópico.

Finalmente en el Caṕıtulo 4, aplicamos el método expuesto en el Caṕıtulo
2, en el primer caso tendremos la métrica de Schwarzschild mediante la cual
tendremos una prueba más al teorema de Birckhoff, el cual dice que la solución
a las ecuaciones del campo de Einstein para el espacio vaćıo en presencia de un
objeto con simetŕıa esferica esta dada a lo más por un factor de la métrica de
Schwarzschild. En una segunda aplicación del método tenemos varios modelos
cosmológicos, todos modelados a partir de la ecuación de Zeldovich, en estos
encontramos que la métrica se mantiene invariante, excepto en el caso cuando
la presión y la densidad cumplen p = −1/3ρ, lo cual debe deberse a que para
p < 1/3ρ se tiene la condición para que la presión de la materia genere inflación y
por lo tanto anisotropias e inhomogeneidades iniciales . Finalmente se considera
un modelo cosmológico compuesto por dos fluidos, radiación y materia, en este
caso lo que obtenemos es una solución impĺıcita para el factor de expansión
obtenida gracias al grupo de simetŕıas.



Caṕıtulo 1

Preliminares

En este caṕıtulo se introducen los conceptos matemáticos básicos de la geo-
metŕıa diferencial, semi-riemanniana y el álgebra tensorial. Ya que la teoŕıa
de la relatividad general modela el espacio-tiempo como una variedad semi-
riemanniana. Para profundizar más en estos temas, se recomienda ver [1], [2].

1.1. Variedades

Definición 1.1. Una variedad de dimensión m es un conjunto M , junto con una
colección númerable de subconjuntos Uα ⊂ M , llamados cartas coordenadas

y funciones 1:1, χα : Uα → Vα sobre subconjuntos abiertos Vα ⊂ Rm, llamados
mapeos coordenados locales, los cuales satisfacen las siguientes propiedades

(a) Las cartas coordenadas cubren M :⋃
α

Uα = M

(b) Sobre la superposición de cualesquiera cartas coordenadas Uα ∩ Uβ el
mapeo composición

χβ ◦ χ−1
α : χα(Uα ∩ Uβ)→ χβ(Uα ∩ Uβ)

es una función infinitamente diferenciable, usualmente diremos que es una fun-
ción suave.

(c) Si x ∈ Uα y x̃ ∈ Uβ son puntos distintos de M , entonces existen subcon-

juntos abiertos W ⊂ Vα, W̃ ⊂ Vβ, con χα(x) ∈W,χβ(x̃) ∈ W̃ que satisfacen

χ−1
α (W ) ∩ χ−1

β (W̃ ) = ∅

Los mapeos coordenados χα : Uα → Vα dan a la variedad M una estructu-
ra de espacio topológico. Normalmente se requiere que para cada subconjunto
abierto W ⊂ Vα ⊂ Rm, χ−1

α (W ) sea un subconjunto abierto de M . Estos con-
juntos forman una base para el espacio topológico sobre M , tal que U ⊂M es
abierto si y solo si para cada x ∈ U hay una vecindad de x de la forma anterior

9



10 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

contenida en U , tal que x ∈ χ−1
α (W ) ⊂ U donde χα : Uα → Vα es un mapeo

coordenado que contiene a x, y W es un subconjunto abierto de Vα.
La diferenciabilidad de la composición χβ ◦ χ−1

α determina si la variedad M
es diferenciable (suave). En este trabajo estaremos interesados en funciones

suaves, de las cuales la composición de estas funciones también sea suave. Si
se tiene una función continua diferenciable y ademas tiene inversa diferenciable
esta se llamara difeomorfismo.

Ejemplo 1.1. La esfera unitaria

S2 = {(x, y, z) : x2 + y2 + z2 = 1}

es una variedad de dimensión 2, considerada como una superficie en R3. Sean

U1 = S2\{(0, 0, 1)}, U2 = S2\{(0, 0,−1)}

los subconjuntos obtenidos por borrar el polo norte y sur respectivamente.

Sea
χα : Uα → R2 ' {(x, y, 0)}, α = 1, 2

la proyección estereográfica de los polos respectivamente, tal que

χ1(x, y, z) =

(
x

1− z
,

y

1− z

)
, χ2(x, y, z) =

(
x

1 + z
,

y

1 + z

)
.

es fácil ver que sobre la superposición U1 ∩ U2

χ1 ◦ χ−1
2 : R2 \{0} → R2 \{0}

es un difeomorfismo, dado por la inversión

χ1 ◦ χ−1
2 (x, y) =

(
x

x2 + y2
,

y

x2 + y2

)

Cambio de Coordenadas

Además de las cartas coordenadas básicas χα : Uα → Vα dadas en la de-
finición de M , siempre se pueden escoger varias cartas coordenadas χ : U →
V ⊂ Rm, sujetas al requisito de que sean compatibles con la carta dada. Esto
significa que para cada α, χ ◦ χ−1

α es suave sobre la intersección χα(U ∩ Uα).
Aśı, la restricción de un conjunto local de coordenadas χα a una carta pequeña
Ũα ⊂ Uα también debe ser una carta coordenada válida. Una posibilidad adi-
cional es componer un mapeo coordenado local χα : Uα → Vα con cualquier
difeomorfismo ψ : Vα → Ṽα de Rm. Tal difeomorfismo es conocido como cambio

de coordenadas. Ya que χα y ψ ◦ χα son coordenadas locales igualmente váli-
das sobre la carta Uα, cualquier propiedad de M u objeto definido sobre M ,
debe ser independiente de cualquier elección particular de coordenadas locales.
(Es decir la fórmula expĺıcita para un objeto dado puede cambiar cuando vamos
de una carta coordenada a otra, pero la caracterización intŕınseca del objeto es
independiente de las coordenadas).

Frecuentemente uno expande la colección de cartas coordenadas para incluir
todas aquellas compatibles con la carta de definición. La colección resultante



1.1. VARIEDADES 11

es llamada colección máxima de cartas o atlas sobre M , esta satisface las
propiedades básicas (a), (b) y (c) de la Definición 1.1.

Usualmente se hace referencia que x = (x1, ..., xm) son coordenadas locales
sobre M , lo cual de manera precisa significa que hay una carta coordenada
χα : Uα → Vα, con Uα ⊂ M abierto, Vα ⊂ Rm abierto, y tal que cada p ∈ Uα
tiene coordenadas locales x = χα(p). Como χα(p) es 1:1 se puede identificar a p
con su expresión x en coordenadas locales. Por la condición de compatibilidad
sabemos que y = (y1, ..., ym) también son coordenadas locales si y solo si la
superposición de dos cartas coordenadas es un difeomorfismo y = ψ(x) definido
sobre un subconjunto abierto de Rm que relaciona las coordenadas.

Condición de rango máximo

Si M y N son variedades suaves, un mapeo F : M → N se dice que es un
mapeo suave si su expresión coordenada local es un mapeo suave en cada carta
coordenada. En otras palabras, para cada carta coordenada χα : Uα → Vα ⊂ Rm
sobre M y cada carta χ̃β : Ũβ → Ṽβ ⊂ Rn sobre N , el mapeo composición

χ̃β ◦ F ◦ χ−1
α : Rm → Rn

es un mapeo suave siempre que este definido (es decir sobre el subconjunto
χα[Uα∩F−1(Ũβ)]). En otras palabras, un mapeo suave es de la forma y = F (x),
donde F es un mapeo suave sobre los subconjuntos abiertos dadas coordenadas
locales x sobre M y y sobre N .

Definición 1.2. Sea F : M → N un mapeo suave de una variedad M de
dimensión m a una variedad N de dimensión n. El rango de F en el punto
x ∈ M es el rango de la matriz Jacobiana de n × m (∂F i/∂xj) en x, donde
y = F (x) está expresada en cualquier coordenada local conveniente cerca de x.
El mapeo F es de rango máximo sobre un subconjunto S ⊂ M si para cada
x ∈ S el rango de F es tan grande como sea posible.(es decir el mı́nimo entre
m y n).

Teorema 1.1. Sea F : M → N de rango máximo en x0 ∈M . Entonces existen
coordenadas locales x = (x1, ..., xm) cerca de x0, y y = (y1, ..., yn) cerca de
y0 = F (x0) tal que en estas coordenadas F tienen la forma simple

y = (x1, ..., xm, 0, ..., 0), si n > m,

o
y = (x1, ..., xn), si n ≤ m.

Subvariedades

Definición 1.3. Sea M una variedad suave. Una subvariedad de M es un
subconjunto N ⊂ M , junto con un mapeo 1:1 suave φ : Ñ → N ⊂ M que
satisface la condición de rango máximo en cualquier parte, donde el espacio
paramétrico Ñ es alguna otra variedad y N = φ(Ñ) es la imagen de φ. En
particular, la dimensión de N es la misma que la dimensión de Ñ , y no excede
la dimensión de M .
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El mapeo φ es llamado una inmersión, y es útil para definir una parame-
trización en la subvariedad N . Frecuentemente tal subvariedad es referida como
una subvariedad ı́nmersa.

Definición 1.4. Una subvariedad regular N de una variedad M es una
subvariedad parametrizada por φ : Ñ → M con la propiedad de que para cada
x ∈ N existe una pequeña vecindad abierta U de x ∈ M tal que φ−1[U ∩N ] es
un subconjunto conexo abierto de Ñ .

Curvas

Una curva C sobre una variedad suave M está parametrizada por un mapeo
suave γ : I → M donde I es un subintervalo de R. En coordenadas locales,
C está definida por m funciones x = φ(t) = (φ1(t), ..., φm(t)), note que no
se necesita que γ sea 1:1 pues puede tener autointersecciones, o ser de rango
máximo. Una degeneración particular ocurre cuando γ(t) ≡ x0 para toda t,
para alguna x0 fija, tal que C es un solo punto. Una curva cerrada es aquella
en la cual sus puntos finales coinciden φ(a) = φ(b), con I = [a, b] intervalo
cerrado.

1.2. Campos vectoriales

Supóngase que C es una curva suave sobre una variedad M , parametrizada
por γ : I → M , donde I ⊂ R. En coordenadas locales x = (x1, ..., xm), γ está
dada por m funciones suaves γ(ε) = (γ1(ε), ..., γm(ε)) de la variable real ε. En
cada punto x = γ(ε) de γ la curva tiene un vector tangente, normalmente la
derivada γ̇(ε) = dγ/dε = (γ̇1(ε), ..., γ̇m(ε)), para poder distinguir entre vectores
tangentes y expresiones de coordenadas locales para puntos en la variedad, se
usa la siguiente notación

v|x = γ̇(ε) = γ̇1(ε)
∂

∂x1
+ γ̇2(ε)

∂

∂x2
+ · · ·+ γ̇m(ε)

∂

∂xm
(1.1)

para el vector tangente a γ en x = γ(ε) Por ejemplo, la hélice

γ(ε) = (cos ε, sin ε, ε)

en R3, con coordenadas (x, y, z), tiene vector tangente

γ̇(ε) = − sin ε
∂

∂x
+ cos ε

∂

∂y
+

∂

∂z
= −y ∂

∂x
+ x

∂

∂y
+

∂

∂z

en el punto (x, y, z) = γ(ε) = (cos ε, sin ε, ε). Dos curvas C = {γ(ε)} y C̃ =
{γ̃(ε)} pasando a través del mismo punto x = γ(ε∗) = γ̃(θ∗) para algunas
ε∗, θ∗, tienen el mismo vector tangente si y solo si sus derivadas coinciden en el
mismo punto:

dγ

dε
(ε∗) =

dγ̃

dθ
(θ∗).

No es dif́ıcil ver que el concepto es independiente de la elección del sistema de
coordenadas cerca de x. Además si x = γ(ε) = (γ1(ε), ..., γm(ε)) es la expresión
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local en términos de x = (x1, ..., xm) y y = ψ(x) es cualquier difeomerfismo, en-
tonces y = ψ(φ(ε)) es la fórmula local de coordenadas para la curva en términos
de las coordenadas y. El vector tangente v|x = γ̇(ε) respecto a este cambio de
coordenadas toma la forma en las coordenadas y:

v|y=ψ(x) =

m∑
j=1

d

dε
ψj(φ(ε))

∂

∂yj
=

m∑
j=1

m∑
k=1

∂ψj

∂xk
(φ(ε))

dφk

dε

∂

∂yj

La matriz Jacobiana ∂ψj

∂xk
es invertible en cada punto si y solo si

d

dε∗
ψ(φ(ε∗)) =

d

dθ∗
ψ(φ̃(θ∗))

La colección de todos los vectores tangentes de todas las posibles curvas
pasando a través de un punto dado x en M es llamado espacio tangente

a M en x, y es denotado por Tx(M), véase figura1.1. Si M es una varie-
dad m-dimensional, entonces Tx(M) es un espacio vectorial m-dimensional, con
{ ∂
∂x1 , ...,

∂
∂xm } una base para Tx(M) son las coordenadas locales dadas. La co-

lección de todos los espacios tangentes a todos los puntos x en M es llamado el
haz tangente de M , denotado por

TM =
⋃
x∈M

Tx(M).

Si γ(ε) es cualquier curva diferenciable, entonces los vectores tangentes γ̇(ε) ∈
Tγ(ε)(M) deben variar suavemente de punto a punto. Esto hace que el haz tan-
gente TM sea una variedad diferenciable de dimensión 2m.

Figura 1.1: Plano tangente Tx(M) en un punto x en M.

Un campo vectorial v sobre M asigna un vector tangente v|x ∈ Tx(M) a
cada punto x ∈M , con v|x variando suavemente de punto a punto. En coorde-
nadas locales (x1, ..., xm), un campo vectorial tiene la forma

v|x = ξ1(x)
∂

∂x1
+ ξ2(x)

∂

∂x2
+ · · ·+ ξm(x)

∂

∂xm
,

donde cada ξi(x) es una función suave de x. (Debeŕıamos poner el śımbolo |x
a cada ∂/∂xi para indicar a qué espacio tangente Tx(M) pertenece). La colec-
ción de todos los campos vectoriales suaves sobre M denotará como X(M). Un
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ejemplo f́ısico de un campo vectorial es el campo de velocidades de un fluido
estable en algún subconjunto abierto M ⊂ R3. A cada punto (x, y, z) ∈ M , el
vector v(x,y,z) debe ser la velocidad del fluido de las part́ıculas pasando a través
del punto (x, y, z).

Una curva integral de un campo vectorial v es una curva suave parame-
trizada x = γ(ε) cuyo vector tangente en cualquier punto coincide con el valor
de v en ese punto:

γ̇(ε) = v|γ(ε)

para toda ε. En coordenadas locales, x = γ(ε) = (γ1(ε), ..., γm(ε)) debe ser una
solución del sistema autónomo de ecuaciones diferenciales

dxi

dε
= ξi(x), i = 1, ...,m, (1.2)

donde los ξi(x) son coeficientes de v en x. Para ξi(x) suave, el teorema estándar
de existencia y unicidad para sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias
garantiza que hay una única solución para (1.2) para cada conjunto de valores
iniciales

γ(0) = x0.

Esto implica la existencia de una única curva integral maximal γ : I → M
pasando a través de un punto dado x0 = γ(0) ∈ M , donde ”maximal”significa
que no esta contenida en una curva integral mas grande; es decir si γ̃ : Ĩ → M
es cualquier otra curva integral con el mismo valor inicial γ̃(0) = x0, entonces
Ĩ ⊂ I y γ̃(ε) = γ(ε) para ε ∈ Ĩ. Note que si v|x0

= 0, entonces la curva integral
a través de x0 es el punto γ(ε) ≡ x0, definido para todo ε. Nótese que si v
es cualquier campo vectorial suave sobre una variedad M , y f(x) es cualquier
función suave de variable real definida para toda x ∈ M , entonces f · v es
nuevamente un campo vectorial suave, con (f · v)|x = f(x)v|x. En coordenadas
locales, si v =

∑
ξi(x)∂/∂xi, entonces f · v =

∑
f(x)ξi(x)∂/∂xi.

Flujo

Si v es un campo vectorial, denotamos la máxima curva integral parametri-
zada, pasando a través de x en M por Ψ(ε, x) y llamamos a Ψ el flujo generado
por v. Aśı para cada punto x ∈M , y ε en algún intervalo Ix que contenga el 0,
Ψ(ε, x) debe ser un punto en la curva integral pasando a través de x en M . El
flujo de los campos vectoriales tiene las propiedades básicas:

Ψ(δ,Ψ(ε, x)) = Ψ(δ + ε, x) x ∈M, (1.3)

para toda δ, ε ∈ R tal que ambos lados de la ecuación están definidos,

Ψ(0, x) = x, (1.4)

y
d

dε
Ψ(ε, x) = v|Ψ(ε,x) (1.5)

para toda ε donde este definida la igualdad.
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El campo vectorial v es llamado generador infinitesimal, ya que por el
teorema de Taylor, en coordenadas locales

Ψ(ε, x) = x+ εξ(x) +O(ε2),

donde ξ = (ξ1, ..., ξm) son los coeficientes de v.

1.3. Grupos de Lie

Un grupo es un conjunto G junto con una operación, usualmente llamada
multiplicación, tal que para cualesquiera dos elementos g y h de G, el producto
g · h es nuevamente un elemento de G. La operación del grupo requiere que se
satisfagan los siguientes axiomas:

(1) Asociatividad. Si g, h y k son elementos de G, entonces

g · (h · k) = (g · h) · k.

(2) Elemento identidad. Hay un elemento distinguido e de G, llamado elemen-
to identidad, el cual tiene la propiedad

e · g = g = g · e

para toda g en G.

(3) Inverso. Para cada g en G hay un inverso, denotado por g−1, con la pro-
piedad

g · g−1 = e = g−1 · g.

Definición 1.5. Un grupo de Lie de r-parámetros es un grupo G el cual tiene
la estructura de una r-variedad diferenciable de tal manera que las operaciones
de grupo

m : G×G→ G, m(g, h) = g · h, g, h ∈ G,
y la inversión

i : G→ G, i(g) = g−1, g ∈ G,
son mapeos suaves entre variedades.

Ejemplo 1.2. Sea G = SO(2), el grupo de las rotaciones en el plano. Es decir

G =

{(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
: 0 ≤ θ < 2π

}
,

donde θ denota el ángulo de rotación. Note que G se puede identificar con el
ćırculo unitario

S1 = {(cos θ, sin θ) : 0 ≤ θ < 2π}
en R2, el cual define la estructura de variedad en SO(2). Si se incluyen las
reflexiones se obtiene el grupo ortogonal

O(2) = {X ∈ GL(2) : XTX = I}

Esté tiene la estructura de variedad con dos copias disconexas de S1.
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Ejemplo 1.3. De manera más general, se puede considerar el grupo ortogonal
de las matrices de n× n

O(n) = {X ∈ GL(n) : XTX = I}.

Aśı O(n) es el subconjunto de Rn
2

definido por las n2 ecuaciones

XTX − I = 0,

conteniendo las entradas xij de X. O(n) es una subvariedad regular de GL(n)
de dimensión 1

2n(n− 1). Más aún, la multiplicación de matrices e inversión son
mapeos suaves cuando nos restringimos a O(n), ya que O(n) es un grupo de
Lie. El grupo ortogonal especial

SO(n) = {X ∈ O(n) : detX = +1},

siendo la componente conexa de la identidad del grupo ortogonal, es también
un grupo de Lie de 1

2n(n− 1)-parámetros.

Un homeomorfismo de grupos de Lie es un mapeo φ : G → H entre dos
grupos de Lie el cual respeta las operaciones de grupo:

φ(g · g̃) = φ(g) · φ(g̃), g, g̃ ∈ G

Si φ tiene una inversa diferenciable, esta determina un isomorfismo entre G y
H.

Subgrupos de Lie

Frecuentemente los grupos de Lie son subgrupos de otros grupos de Lie
más grandes, por ejemplo los grupos ortogonales son subgrupos de los grupos
generales lineales de todas las matrices invertibles.

Definición 1.6. Un subgrupo de Lie H de un grupo de Lie G está dado por
una subvariedad φ : H̃ → G, donde H̃ es un grupo de Lie, H = φ(H̃) es la
imagen de φ, y φ es un homeomorfismo de grupos de Lie.

Por ejemplo, si w es cualquier número real, la subvariedad

Hw = {(t, wt) mod 2π : t ∈ R} ⊂ T 2

es fácil ver que es un subgrupo de Lie de 1-parámetro de el grupo toróıdal T 2. Si
w es racional, entonces Hw es un isomorfismo al grupo circular SO(2), y forma
un subgrupo cerrado, regular de T 2, mientras que si w es irracional, entonces
Hw es un isomorfismo del grupo de Lie R, y es denso en T 2.

Teorema 1.2. Supóngase que G es un grupo de Lie. Si H es un subgrupo cerrado
de G, entonces H es una subvariedad regular de G y de aqúı que sea un grupo
de Lie. Rećıprocamente, cualquier subgrupo de Lie regular de G es un subgrupo
cerrado.
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Grupos locales de Lie

Frecuentemente no estamos interesados en el grupo de Lie de manera com-
pleta, pero si en los elementos que estén cerca del elemento identidad. Para esto
es importante definir un grupo de Lie local.

Definición 1.7. Un grupo de Lie local de r-parámetros está compuesto
por subconjuntos conexos abiertos V0 ⊂ V ⊂ Rr que contienen el origen, y
mapeos diferenciables

m : V × V → Rr

que definen la operación de grupo, y

i : V0 → V,

que define la inversión del grupo, con las siguientes propiedades.

(a) Asociatividad. Si x, y, z ∈ V , y también m(x, y) y m(y, z) están en V ,
entonces

m(x,m(y, z)) = m(m(x, y), z).

(b) Elemento identidad. Para todo x en V , m(0, x) = x = m(x, 0).

(c) Inversa. Para cada x en V0, m(x, i(x)) = 0 = m(i(x), x).

Si se escribe x · y para m(x, y), y x−1 para la inclusión i(x), entonces los
axiomas anteriores se traducen en los axiomas usuales de grupo, excepto que
no están necesariamente definidos donde sea. Entonces se tiene lo siguiente;
x · y tiene sentido solo para x y y suficientemente cerca del 0; La asociatividad
x · (y · z) = (x · y) · z donde sea que ambos lados de la ecuación esté definida. El
elemento identidad del grupo es el origen 0; Finalmente, x−1 nuevamente está
definido solo para x suficientemente cerca del 0, y x · x−1 = 0 = x−1 · x solo
para esas x′s.

Ejemplo 1.4. Sea V = {x : |x| < 1} ⊂ R con la multiplicación de grupo

m(x, y) =
2xy − x− y
xy − 1

, x, y ∈ V.

Algunos cálculos verifican la ley asociativa e identidad para m. El mapeo inverso
es i(x) = x

2x−1 . definido para x ∈ V0 = {x : |x| < 1
2}. Aśı m define un grupo

local de Lie de 1-parámetro.

Un método fácil de construir grupos locales de Lie es tomar un grupo global
de Lie y usar una carta coordenada que contenga el elemento identidad.

Teorema 1.3. Sea V0 ⊂ V ⊂ Rr un grupo local de Lie con multiplicación
m(x, y) e inversión i(x). Entonces existe un grupo global de Lie G y una carta
coordenada χ : U∗ → V ∗, donde U∗ contiene el elemento identidad, tal que
V ∗ ⊂ V0, χ(e) = 0, y

χ(g · h) = m(χ(g), χ(h))

siempre que g, h ∈ U∗, y
χ(g−1) = i(χ(g))
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siempre que g ∈ U∗. Mas aún, hay un único grupo de Lie G∗ simplemente
conexo que tiene las propiedades anteriores. Si G es cualquier otro grupo de Lie,
existe un mapeo π : G∗ → G que cubre, el cual es un homeomorfismo, donde
G∗ y G son grupos de Lie localmente isomorfos (G∗ es llamado el cubrimiento
simplemente conexo del grupo G).

Proposición 1.1. Sea G un grupo de Lie conexo y U ⊂ G una vecindad de la
identidad. También, sea Uk ≡ {g1 · ·... · gk : gi ∈ U} un conjunto de k-productos
de elementos de U . Entonces

G =

∞⋃
k=1

Uk

En otras palabras, cada elemento del grupo g ∈ G puede ser escrito como un
producto de elementos finitos de U .

Grupo local de transformaciones

En la práctica, los grupos de Lie se conocen como grupos de transformacio-
nes de alguna variedad M y no como algo abstracto intŕınseco. Por ejemplo, el
grupo SO(2) se encuentra como un grupo de rotaciones en el plano M = R2,
mientras que GL(n) aparece como el grupo de transformaciones invertibles de
Rn. En general un grupo de Lie G debe ser considerado como un grupo de
transformaciones de alguna variedad M si a cada elemento g ∈M hay asociado
un mapeo de M en M . El grupo podŕıa actuar solo localmente, lo cual significa
que el grupo de transformaciones podŕıa estar definido para todos los elementos
del grupo pero no para todos los elementos de la variedad.

Definición 1.8. Sea M una variedad diferenciable. Un grupo local de tran-

sformaciones actuando sobre M está dado por un grupo local de Lie G, un
subconjunto abierto U , con

{e} ×M ⊂ U ⊂ G×M,

el cual es el dominio de la acción de grupo, y un mapeo diferenciable Ψ : U →M
con las siguientes propiedades:

(a) Si (h, x) ∈ U, (g,Ψ(h, x)) ∈ U , y también (Ψ(g, h), x) ∈ U , entonces

Ψ(g,Ψ(h, x)) = Ψ(Ψ(g, h), x).

(b) Para todo x ∈M ,
Ψ(e, x) = x.

(c) Si (g, x) ∈ U , entonces (g−1,Ψ(g, x)) ∈ U y

Ψ(g−1,Ψ(g, x)) = x.

por brevedad debemos denotar Ψ(g, x) por g · x, y las condiciones de esta
definición toman la forma:

g · (h · x) = (g · h) · x, g, h ∈ G, x ∈M,
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siempre que ambos lados de la ecuación tengan sentido,

e · x = x para todo x ∈M,

y
g−1 · (g · x) = x, g ∈ G, x ∈M,

Para cada x en M , los elementos g del grupo tales que g ·x está definido forman
un grupo local de Lie

Gx ≡ {g ∈ G : (g, x) ∈ U}.
Rećıprocamente para cada g ∈ G, hay una subvariedad abierta

Mg ≡ {x ∈M : (g, x) ∈ U}

de M donde la transformación dada por g esta definida. En ciertos casos, el
único elemento de grupo el cual actúa sobre toda M debe ser el elemento identi-
dad. En el otro extremo, un grupo global de transformaciones es uno en el cual
podemos tomar el producto cruz U = G ×M . En este caso, g · x está definido
para cada g ∈ G y cada x ∈M .

Un grupo de transformaciones G actuando sobre M es llamado conexo si satis-
face lo siguiente:

(a) G es un grupo de Lie conexo y M es una variedad conexa;

(b) U ⊂ G×M es un conjunto abierto conexo; y

(c) para cada x ∈M , el grupo local Gx es conexo.

Órbitas

Una órbita de un grupo local de transformaciones es el mı́nimo grupo in-
variante no vaćıo contenido en M . En otras palabras, O ⊂ M es una órbita si
satisface las siguientes condiciones

(a) Si x ∈ O, g ∈ G y g · x está definido, entonces g · x ∈ O.

(b) Si Õ ⊂ O satisface parte (a) entonces sucede Õ = O, o Õ es vaćıo.

En el caso de un grupo global de transformaciones, para cada x ∈ M la órbita
a través de x tiene la definición impĺıcita Ox = {g · x : g ∈ G}. Para un grupo
local de transformaciones, debe verse el producto de los elementos del grupo
actuando sobre x:

Ox = {g1 · g2 · · · gk · x : k ≥ 1, gi ∈ G y g1 · g2 · · · gk · x está bien definido}.

Como podemos ver las órbitas de las transformaciones de un grupo de Lie son
de hecho subvariedades de M , pero su dimensión puede variar, o podŕıan ser
variedades no regulares. Debemos distinguir dos importantes subclases de ac-
ciones de grupo.
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Definición 1.9. Sea G un grupo local de transformaciones actuando sobre M .

(a) El grupo G actúa semi-regularmente si todas las órbitas O son de la mis-
ma dimensión como las subvariedades de M .

(b) El grupo G actúa regularmente si la acción es semı́regular y además pa-
ra cada punto x ∈ M existen vecindades pequeñas arbitrarias U de x con la
propiedad de que cada órbita de G interseca U en un subconjunto conexo por
pedazos.

Nótese que en particular, si G actúa regularmente sobre M entonces cada
órbita de G es una subvariedad regular de M .

Una acción de grupo es llamada transitiva si hay solo una órbita, normal-
mente la misma variedad. Claramente cualquier grupo transitivo de transfor-
maciones actúa regularmente. En la mayoŕıa de las aplicaciones, las acciones de
grupo más interesantes no son transitivas.

Ejemplo 1.5. Ejemplos de grupos de transformaciones.

El grupo de traslaciones en Rm: Sea a 6= 0 un vector fijo en Rm, y sea G = R.
Defina

Ψ(ε, x) = x+ εa, x ∈ Rm, ε ∈ R.

fácilmente se ve que da una acción global de grupo. Las órbitas son lineas
paralelas a a, tal que la acción es regular con órbitas de una dimensión.

Ejemplo 1.6. Una acción similar que suele ser importante en el estudio de la
ecuación de calor es la siguiente. Sea M = R2, G = R y considérese el mapeo

Ψ(ε, (x, y)) =

(
x

1− εx
,

y

1− εx

)
,

el cual es definido sobre

U =

{
(ε, (x, y)) : ε <

1

x
para x > 0, o ε >

1

x
, para x < 0

}
⊂ R×R2.

Para mostrar que esta es una acción de grupo, se verifica que:

Ψ(δ,Ψ(ε, (x, y))) = Ψ
(
δ,
(

x
1−εx ,

y
1−εx

))
=

(
x/(1−εx)

1−δx/(1−εx) ,
y/(1−εx)

1−δx/(1−εx)

)
=

(
x

1−(δ+ε)x ,
y

1−(δ+ε)x

)
= Ψ(δ + ε, (x, y))

siempre definida. Note que esta es la acción de un grupo local y no tiene contra-
parte global sobre R2, además |Ψ(ε, (x, y))| → ∞ cuando ε → 1/x para x 6= 0.
Las órbitas de la acción son rayos emanando desde el origen, y el mismo origen.
La acción es regular sobre el plano agujerado R2\{0}.
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Grupos generados por campos vectoriales

Es importante notar que las órbitas de la acción de grupo de un parámetro
son curvas integrales máximas de un campo vectorial v. Inversamente, si Ψ(ε, x)
es un grupo de transformaciones de un parámetro actuando sobre M , entonces
su generador infinitesimal es obtenido haciendo ε = 0:

v|x =
d

dε

∣∣∣∣
ε=0

Ψ(ε, x). (1.6)

La unicidad de la ecuación (1.2) garantiza que el flujo generado por v coincida
con la acción local dada de R sobre M en el dominio común de definición. Enton-
ces hay una correspondencia uno a uno entre grupos locales de transformaciones
de un parámetro y sus generadores infinitesimales.

El cálculo del flujo o grupo de un parámetro generado por un campo vec-
torial dado v (en otras palabras resolver el sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias) es frecuentemente conocido como la exponenciación de un campo
vectorial. La notación sugerida es

exp(εv)x ≡ Ψ(ε, x)

En términos de esta notación exponencial, tenemos tres propiedades que se
siguen de la definición:

exp[(δ + ε)v]x = exp(δv)exp(εv)x (1.7)

siempre que este definida,
exp(0v)x = x, (1.8)

y
d

dε
[exp(εv)x] = v|exp(εv)x. (1.9)

para toda x ∈M .

Ejemplo 1.7. Sea M = R con coordenada x, y considérese el campo vectorial
∂/∂x ≡ ∂x. Entonces

exp(εv)x = exp(ε∂x)x = x+ ε,

el cual esta globalmente definido. Si ahora consideramos el campo x∂x recupe-
ramos la exponencial usual

exp(εx∂x)x = eεx,

ya que está debe ser solución de la ecuación diferencial ordinaria ẋ = x con
valor inicial x en ε = 0, es decir

d

dε

∣∣∣∣
ε=0

(eεx) = xeε |ε=0= x

.

Ejemplo 1.8. En el caso de Rm, campo vectorial constante va =
∑
ai∂/∂xi,

a = (a1, ..., am) exponencia al grupo de traslaciones

exp(εva)x = x+ εa, x ∈ Rm,

en la dirección de a.
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Ejemplo 1.9. Considere el grupo de rotaciones en el plano

Ψ(ε, (x, y)) = (x cos ε− y sin ε, x sin ε+ y cos ε).

Su generador infinitesimal debe ser un campo de la forma v = ξ(x, y)∂x +
η(x, y)∂y, donde debe cumplirse,

ξ(x, y) = d
dε

∣∣
ε=0

(x cos ε− y sin ε) = −y,
η(x, y) = d

dε

∣∣
ε=0

(x sin ε+ y cos ε) = x.

Aśı v = −y∂x + x∂y es el generador infinitesimal, y además, el grupo de trans-
formaciones anterior coincide con las soluciones del sistema de ecuaciones dife-
renciales ordinarias

dx/dε = −y, dy/dε = x.

Ejemplo 1.10. Considere la acción local de grupo

Ψ(ε, (x, y)) =

(
x

1− εx
,

y

1− εx

)
Diferenciando como en el ejemplo anterior, se encuentra que el generador infi-
nitesimal es v = x2∂x + xy∂y.

1.4. Álgebra de Lie

Si G es un grupo de Lie, entonces hay campos vectoriales distinguidos sobre
G, caracterizados por su invarianza bajo la multiplicación del grupo. Como se
verá estos campos forman un espacio vectorial dimensionalmente finito, llamado
álgebra de Lie de G, el cual es un ”generador infinitesimal”de G.

Sea G un grupo de Lie. Para cualquier elemento del grupo g ∈ G, el mapeo
multiplicación por la derecha

Rg : G→ G

definido por
Rg(h) = h · g

es un difeomorfismo, con inversa

Rg−1 = (Rg)
−1

Un campo vectorial v sobre G es llamado derecho invariante si

dRg(v|h) = v|Rg(h) = v|hg

para toda g y h en G.

Definición 1.10. El álgrebra de Lie de un grupo de Lie G, denotada por la
letra g, es el espacio vectorial de todos los campos vectoriales derecho invariantes
sobre G.
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Nótese que un campo derecho invariante está determinado de manera única
por su valor en la identidad porque

v|g = dRg(v|e),

ya que Rg(e) = g. Inversamente, cualquier vector tangente a G en e determina
de manera única un campo vectorial derecho invariante sobre G, además

dRg(v|h) = dRg(dRh(v|e)) = d(Rg ◦Rh)(v|e) = dRhg(v|e) = v|hg,

lo cual prueba la invarianza derecha de v. Por lo tanto podemos identificar el
álgebra de Lie g de G con el espacio tangente a G en el elemento identidad

g ' Te(G).

g es un espacio vectorial dimensionalmente finito de la misma dimensión que el
grupo de Lie subyacente.

El álgebra de Lie tiene una operación bilineal antisimétrica, llamada el brac-
ket de Lie. Además, si v y w son campos vectoriales derecho invariantes sobre
G, también el bracket de Lie [v, w].

dRg[v, w] = [dRg(v), dRg(w)] = [v, w].

Definición 1.11. Un álgebra de Lie es un espacio vectorial g junto con una
operación bilineal

[·, ·] : g× g→ g,

llamado el bracket de Lie para g, que satisface los axiomas

(a) Bilinealidad

[cv + c′v′, w] = c[v, w] + c′[v′, w], [v, cw + c′w′] = c[v, w] + c′[v, w′],

para constantes c, c′ ∈ R,

(b) Antisimetrı́a

[v, w] = −[w, v]

(c) Identidad de Jacobi

[u, [v, w]] + [w, [u, v]] + [v, [w, u]] = 0,

para todo u, v, v′, w, w′ en g.

Ejemplo 1.11. Si G = R, entonces hay un múltiplo ascendente, un único
campo vectorial derecho invariante, normalmente ∂x = ∂/∂x. De hecho, dados
x, y ∈ R,

Ry(x) = x+ y,

ya que
dRy(∂x) = ∂x.

Similarmente, si G = R+, entonces el único campo vectorial derecho invariante
independiente es x∂x



24 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

Ejemplo 1.12. Se calculará el álgebra de Lie del grupo general lineal GL(n), ya

que GL(n) es de dimensión n2, podemos identificar el álgebra de Lie gl(n) ' Rn2

con el espacio de matrices de n × n. Además, en coordenadas los elementos de
GL(n) son dados por las entradas xij , i, j = 1, ..., n de las matrices, tal que el
espacio tangente a GL(n) en la identidad es el conjunto de todos los campos
vectoriales

vA|I =
∑
i,j

aij
∂

∂xij

∣∣∣∣∣∣
I

,

donde A = (aij) es una matriz arbitraria de n × n. Ahora dado Y = (yij) ∈
GL(n), la matriz Ry(x) = XY tiene entradas

n∑
k=1

xikykj .

por lo tanto encontramos

vA|Y = dRY (vA|I)

=
∑
l,m

∑
i,j

aij
∂

∂xij

(∑
k

xlkykm

)
∂

∂xlm

=
∑
i,j,m

aijyjm
∂

∂xim
,

o en términos de X ∈ GL(n),

vA|X =
∑
i,j

(∑
k

aikxkj

)
∂

∂xij
.

Al calcular el bracket de Lie:

[vA, vB ] =
∑

i,j,k,l,m,p

{
alpxpm

∂

∂xlm
(bikxkj)− blpxpm

∂

∂xlm
(aikxkj)

}
∂

∂xij

=
∑
i,j,k

[∑
l

(bilalk − ailblk)

]
xkj

∂

∂xij

= v[A,B],

Donde [vA, vB ] ≡ BA−AB es el conmutador de matrices. Por lo tanto el álgebra
de Lie de gl(n) del grupo general lineal GL(n) es el espacio de todas las matrices
de n× n con el bracket de Lie siendo el operador conmutador.

Subgrupos de un parámetro

Supóngase que g es el álgebra de Lie de un grupo de Lie G. El siguiente
resultado muestra que hay una correspondencia uno a uno entre el subespacio
unidimensional de g y subgrupos conexos de un parámetro de G.

Proposición 1.2. Sea v 6= 0 un campo vectorial derecho invariante sobre un
grupo de Lie G. El flujo generado por v a través de la identidad,

gε = exp(εv)e ≡ exp(εv)
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es definido para todo ε ∈ R y forma un subgrupo de un parámetro de G, con

gε+δ = gε · gδ, g0 = e, g−1 = g−ε,

isomorfo a R o al subgrupo SO(2).

A la inversa, cualquier subgrupo de dimensión uno, conexo, de G es generado
por un campo vectorial derecho invariante de la manera anterior.

Ejemplo 1.13. Supóngase que G = GL(n) con álgebra de Lie gl(n), el espacio
de todas las matrices de n × n con el conmutador como bracket de Lie. Si
A ∈ gl(n), entonces el campo vectorial derecho invariante correspondiente vA
sobre GL(n) tiene la expresión vA|X =

∑
(
∑
k aikxkj)

∂
∂xij

. El subgrupo de

un parámetro exp(εvA)e es encontrado al integrar el sistema de n2 ecuaciones
diferenciales ordinarias

dxij

dε =

n∑
k=1

aikxkj , xij(0) = δij , i, j = 1, ..., n,

involucrando las entradas de la matriz A. La solución es justo la matriz expo-
nencial X(ε) = eεA, el cual es el subgrupo de un parámetro de GL(n) generado
por la matriz A en gl(n).

Subálgebras

En general una subálgebra h de un álgebra de Lie g es un subespacio vec-
torial el cual es cerrado bajo el bracket de Lie, aśı que [v, w] ∈ h siempre que
v, w ∈ h. Si H es un subgrupo de Lie de un grupo de Lie G, cualquier campo
vectorial derecho invariante v sobre H puede ser extendido a un campo vectorial
derecho invariante sobre G.

Una álgebra de Lie g de H es considerada como una subálgebra del álgebra
g de G. La correspondencia entre los subgrupos de un parámetro de un grupo
de Lie G y los subespacios de dimensión uno h de su álgebra de Lie g dan una
correspondencia uno a uno entre los subgrupos de Lie de G y subálgebras de g.

Teorema 1.4. Sea G un grupo de Lie con álgebra de Lie g. Si H ⊂ G es un
subgrupo de Lie, su álgebra de Lie es una subálgebra de g. Inversamente, si h es
cualquier subálgebra de g dimensión s, hay un único subgrupo de Lie H de G,
conexo de s-parámetros con álgebra de Lie h.

Ejemplo 1.14. Si H ⊂ GL(n) es un subgrupo, entonces su álgebra de Lie h
debe ser una subálgebra del álgebra de Lie gl(n) de todas las matrices de n×n,
con bracket de Lie como la matriz de conmutación. Más aun también podemos
encontrar h ' THe solo viendo los subgrupos de un parámetro de GL(n) los
cuales son contenidos en H:

h = {A ∈ gl(n) : eεA ∈ H para todo ε ∈ R}.

Acciones de grupos infinitesimales

Supóngase que G es un grupo local de transformaciones actuando sobre una
variedad M es decir, g · x = Ψ(g, x) para (g, x) ∈ U ⊂ G ×M . Entonces hay
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una acción infinitesimal del álgebra de Lie g de G sobre M . Si v ∈ g definimos
ψ(v) el campo vectorial sobre M cuyo flujo coincide con la acción del subgrupo
de un parámetro exp(εv) de G sobre M . Esto significa que para toda x ∈M ,

ψ(v)|x =
d

dε

∣∣∣∣
ε=0

Ψ(exp(εv), x) = dΨx(v|e), (1.10)

donde Ψ(g) ≡ Ψ(g, x). Nótese además que

Ψx ◦Rg(h) = Ψ(h · g, x) = Ψ(h, g · x) = Ψg·x(h)

siempre que esta definido, tenemos

dΨx(v|g) = dΨg·x(v|e) = ψ(v)|g·x

para toda g ∈ Gx. Si ψ es un homeomorfismo de álgebras de Lie de g al álgebra
de Lie de los campos vectoriales sobre M

[ψ(v), ψ(w)] = ψ([v, w]), v, w ∈ g

Por lo tanto el conjunto de todos los campos vectoriales ψ(v) correspondientes
a v ∈ g forman un álgebra de Lie de campos vectoriales sobre M. Inversamente,
dada un álgebra de Lie dimensionalmente finita de campos vectoriales sobre
M , siempre hay un grupo local de transformaciones cuya acción infinitesimal es
generada por el álgebra de Lie dada.

Teorema 1.5. Sean w1, ..., wr campos vectoriales sobre una variedad M que
satisface

[wi, wj ] =

r∑
k=1

ckijwk, i, j = 1, ..., r,

para ciertas constantes ckij. Entonces hay un grupo de Lie G cuya álgebra de

Lie tiene a ckij como constantes de estructura relativas a alguna base v1, ..., vr, y
una acción local de grupo G sobre M tal que ψ(vi) = wi para i = 1, ..., r donde
ψ es definido por (1.10)

Recobramos g de las transformaciones de grupo por la fórmula básica

v|x =
d

dε

∣∣∣∣
ε=o

exp(εv)x, v ∈ g.

Un campo vectorial v en g es llamado un generador infinitesimal de la
acción de grupo G.

Ejemplo 1.15. Lie probó que dado un difeomorfismo hay precisamente tres
álgebras de Lie de los campos vectoriales sobre la recta real M = R los cuales
son:

(a) El álgebra generada por ∂x: Está genera una acción de R sobre M como
un grupo de un parámetro de traslaciones x→ x+ ε.

(b) El álgebra de Lie de dimensión generada por ∂x y x∂x, el segundo campo
vectorial generando el grupo de dilataciones x→ λx: Note que

[∂x, x∂x] = ∂x,
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Aśı el álgebra de Lie es isomorfa a las matrices de 2× 2 generada por(
0 1
0 0

)
y (

1 0
0 0

)
Esto genera el grupo de Lie de todas las matrices triangulares superiores de la
forma

A =

(
α β
0 1

)
, α > 0.

La acción correspondiente sobre R es el grupo x → αx + β de las transforma-
ciones af́ın.

(c) El álgebra tridimensional generada por

v1 = ∂x, v2 = x∂x, v3 = x2∂x,

el tercer campo vectorial es generado por el grupo local de inversiones

x→ x

1− εx
, |ε| < 1

x

La tabla de conmutadores es la siguiente

v1 v2 v3

v1 0 v1 2v2

v2 −v1 0 v3

v3 −2v2 −v3 0

Si remplazamos v3 por −v3 = −x2∂x entonces encontramos la misma tabla
de conmutadores de sl(2) cuyas bases son

A1 =

(
0 1
0 0

)
, , A2 =

(
1
2 0
0 − 1

2

)
, A3 =

(
0 0
1 0

)
.

De esta manera hay una acción del grupo especial lineal SL(2) sobre la recta
real con ∂x, x∂x y −x2∂x funcionando como generadores infinitesimales. Esta
acción de grupo es el grupo proyectivo

x→ αx+ β

γx+ δ
,

(
α β
γ δ

)
∈ SL(2)

1.5. Tensores

Propiedades algebraicas

Sean V1, ..., Vs módulos sobre un anillo K. Entonces V1 × · · · × Vs es el
conjunto de todos los elementos (v1, ..., vs) con vi ∈ Vi. La definición usual
sobre las componentes de suma y multiplicación por un elemento de K hace
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que V1 × · · · × Vs sea un módulo sobre K, llamado un producto directo o suma
directa(× se sustituye por ⊕). Si W también es un módulo sobre K, una función

A : V1 × · · · × Vs →W

es K-multilineal pues A es K-lineal en cada entrada, esto es para cada 1 ≤ i ≤ s
y vj ∈ Vj(j 6= i), la función

v → A(v1, ..., vi−1, v, vi+1, ..., vs)

es K-lineal.

Si V es un módulo sobre K, sea V ∗ el conjunto de todas las funciones K-
lineales de V a K. La definición usual de funciones de suma y multiplicación
por elementos de K, hace que V ∗ sea un módulo sobre K, llamado el módulo
dual de V . Si Vi = V para 1 ≤ i ≤ s, la notación V1 × · · · × Vs se abrevia como
V s.

Definición 1.12. Para enteros r ≥ 0, s ≥ 0 no ambos cero, una función K-
multilineal A : (V ∗)r × V s → K es llamada un tensor tipo (r, s) sobre V .
De donde A : V s → K si r = 0, y A : (V ∗)r → K si s = 0.

El conjunto de todos los tensores T rs (V ) tipo (r, s) sobre V es un módu-
lo sobre K, nuevamente bajo las definiciones usuales del funcional para suma
y multiplicación por un elemento de K. Un tensor tipo (0, 0) sobre V es
simplemente un elemento de K.

Campos tensoriales

Un campo tensorial A sobre una variedad M es un tensor sobre F (M)
módulo X(M), donde F (M) es el conjunto de todas las funciones C∞ sobre M .
Aśı si A es de tipo (r, s) este es una función F (M) multilineal

A : T ∗(M)r × T (M)s → F (M)

De esta manera cuando A se evalúa con r 1-formas w1, .., wr y s campos vecto-
riales X1, ..., Xs este produce una función real

f = A(w1, ..., wr, X1, ..., Xs) ∈ F (M)

Se dirá que wi usa la i-ésima entrada contravariante, Xj la j-ésima entrada
covariante de A.

El conjunto T rs (M) de todos los campos tensoriales sobre M de tipo (r, s) es
un módulo sobre F (M). En el caso cuando r = s = 0, un campo tensorial sobre
M de tipo (0, 0) es una función f ∈ F (M).

Para mostrar que un tensor A tipo (r, s) es un tensor, se debe mostrar que
la función f es lineal en cada entrada (separadamente en cada variable). La
cuestión a resolver es cuando las funciones pueden salirse de cada entrada como
factores:

A(w1, ..., wr, X1, ..., fXi, ..., Xs) = fA(w1, ..., wr, X1, ..., Xi, ..., Xs)
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La suma de tensores solo se puede dar para tensores del mismo tipo, mien-
tras que cualesquiera dos tensores pueden ser multiplicados como sigue: Si
A ∈ T rs (M) y B ∈ T r′s′ (M), se define como

A⊗B : T ∗(M)r+r
′
× T (M)s+s

′
→ F (M)

por

(A⊗B)(w1, ..., wr+r
′
, X1, ..., Xs+s′) = A(w1, ..., wr, X1, ..., Xs)

×B(wr+1, ..., wr+r
′
, Xs+1, ..., Xs+s′)

Entonces A ⊗ B es un tensor de tipo (r + r′, s + s′), llamado el producto

tensorial de A y B. Si r′ = s′ = 0, tal que B es una función f ∈ F (M), se
define

A⊗ f = f ⊗A = fA

Aśı si también A es de tipo (0, 0), el producto tensorial se reduce a la mul-
tiplicación ordinaria en F (M).

Claramente el producto tensorial es F (M)-bilineal, esto es

(fA+ gA′)⊗B = fA⊗B + gA′ ⊗B

Es inmediato de la definición ver que el producto tensorial es asociativo, de lo
cual se sigue que A⊗B ⊗ C está bien definido para cualquier tipo de tensores.
Sin embargo generalmente el producto tensorial es no conmutativo. Por ejemplo,
sobre una vecindad coordenada

(dx1 ⊗ dx2)(∂1, ∂2) = dx1(∂1)dx2(∂2) = 1

(dx2 ⊗ dx1)(∂1, ∂2) = dx2(∂1)dx1(∂2) = 0

de lo cual se concluye que dx1⊗ dx2 6= dx2⊗ dx1. Por otro lado se tiene que las
funciones conmutan con todo

f(A⊗B) = fA⊗B = A⊗ fB

.
Los tensores de tipo (0, s) se dice que son covariantes, mientras que ten-

sores de tipo (r, 0) con r ≥ 1 son contravariantes.

Componentes de tensores

Las fórmulas para coordenadas de X =
∑
X(xi)∂i con ∂i ≡ ∂/∂xi para un

campo vectorial y w =
∑
w(∂i)dx

i para 1-formas, se puede extender rápida-
mente a campos vectoriales de tipo arbitrario.

Definición 1.13. Sea ξ = (x1, ..., xn) coordenadas locales sobre U ⊂ M (a las
coordenadas ξ también las llamaremos sistema coordenado). Si A ∈ T rs (M) las
componentes de A relativas a ξ son funciones de variable real

Ai1...irj1...js
= A(dxi1 , ..., dxir , ∂j1 , ..., ∂js) sobre U

donde todos los ı́ndices corren de 1 a n = dimM .
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Evidentemente para un tensor (0, 1), esto es, una 1-forma, estas componentes
son exactamente aquellas de la fórmula w =

∑
w(∂i)dx

i. Al ver que la corres-
pondencia coincide para un campo vectorial X debe usarse la interpretación de
un campo tensorial (1, 0). Por la definición anterior la i-ésima componente de
X relativa a ξ es X(dxi), la cual es interpretada como dxi(X) = X(xi)

De manera similar, cuando un campo tensorial (1, s) está dado en la forma
A : X(M)s → X(M) sus componentes son directamente derterminadas por la
ecuación

A(∂i1 , ..., ∂is) =
∑
j

Aji1,...,is∂j

ya que por su interpretación Ā ∈ T 1
s (M)

Ā(dxj , ∂i1 , ..., ∂is) = dxj(A(∂i1 , ..., ∂is))

=
∑
k A

k
i1,...,is

dxj(∂k) = Aji1,...,is

Las componentes de un producto de tensores son dadas por

(A⊗B)
i1...ir+r′
j1...js+s′

= Ai1...irj1...js
·Bir+1...ir+r′

js+1...js+s′
,

donde, como es usual , todos los ı́ndices corren de 1 a n = dimM . Por ejemplo,
supóngase que A es un tensor (1, 2) y B tipo (1, 1). Entonces A⊗B es un tensor
tipo (2, 3) con componentes:

(A⊗B)kqijp = (A⊗B)(dxk, dxq, ∂i, ∂j , ∂p)

= A(dxk, ∂i, ∂j) ·B(dxq, ∂p) = AkijB
q
p.

Sea ξ un sistema coordenado sobre U ⊂ M . Estonces tal y como en un
campo vectorial o 1-forma, cualquier tensor tiene una única expresión sobre
U en términos de sus componentes relativas a ξ. Supóngase por ejemplo que
r = 1 y s = 2. Entonces ∂k ⊗ dxi ⊗ dxj es un tensor (1, 2) sobre U para toda
1 ≤ i, j, k ≤ n. Si A es cualquier tensor (1, 2) entonces

A =
∑

Akij∂k ⊗ dxi ⊗ dxj

sobre U , donde cada ı́ndice es sumado de 1 a n. Ya que ambos lados son F (M)-
multilineales es suficiente verificar que tienen el mismo valor sobre dxm, ∂p, ∂q
para toda 1 ≤ m, p, q ≤ n. De esto se sigue que

(∂k ⊗ dxi ⊗ dxj)(dxm, ∂p, ∂q) = dxm(∂k)dxi(∂p)dx
j(∂q) = δmk δ

i
pδ
j
q ,

Donde

δij = δji = δij =

{
1 si i = j,
0 si i 6= j.

Lo anterior se puede enunciar de forma general en el siguiente enunciado

Lema 1.1. Sea x1, ..., xn un sistema coordenado sobre U ⊂ M . Si A es un
campo tensorial (r, s), entonces sobre U ,

A =
∑

Ai1...irj1...js
∂i1 ⊗ · · · ⊗ ∂ir ⊗ dxj1 ⊗ · · · ⊗ dxjs ,

donde cada ı́ndice es sumado desde 1 a n.
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1.6. Variedades semi-riemannianas

Definición 1.14. Un tensor métrico g sobre una variedad M es un campo
tensorial (0, 2) simétrico no degenerado sobre M de ı́ndice constante

Es decir g ∈ T 0
2 (M) asigna suavemente a cada punto p de M un producto

escalar gp sobre el espacio tangente Tp(M), y el ı́ndice de gp es el mismo para
toda p.

Definición 1.15. Una variedad semi-riemanniana es una variedad M suave
dotada con un tensor métrico g.

La definición anterior implica que una variedad semi-riemanniana también
deba verse como el par ordenado (M, g). De esta manera dos tensores métricos
en una misma variedad constituyen dos variedades semi-riemannianas diferentes.

El valor común ν de gp sobre una variedad M es llamado el ı́ndice de M :
0 ≤ ν ≤ n = dimM . Si ν = 0, M es una variedad riemanniana y entonces cada
gp es un producto interno positivo definido sobre Tp(M). Si ν = 1 y n ≥ 2, M
es conocida como variedad lorentziana

En el presente texto se llegará a usar el śımbolo 〈, 〉 el cual es una notación
alternativa para g, se llegará a escribir g(v, w) = 〈v, w〉 ∈ R para vectores tan-
gentes, y g(V,W ) = 〈V,W 〉 ∈ F (M) para campos vectoriales.

Si x1, ..., xn es un sistema coordenado sobre U ∈ M las componentes del
tensor métrico g sobre U son

gij = 〈∂i, ∂j〉 (1 ≤ i, j ≤ n).

Aśı para campos vectoriales V =
∑
V i∂i y W =

∑
W j∂j ,

g(V,W ) = 〈V,W 〉 =
∑

gijV
iW j .

Debido a que g es no degenerada , en cada punto p ∈ U , la matriz (gij(p)) es
invertible, y su matriz inversa es denotada por (gij(p)). La fórmula usual para
la matriz inversa muestra que las funciones gij son suaves sobre U

Debido a que g es simétrico, gij = gji y por lo tanto gij = gji para 1 ≤ i, j ≤
n. Finalmente el tensor métrico sobre U puede ser escrito como

g =
∑

gijdx
i ⊗ dxj .

Teniendo un producto escalar definido sobre cada punto de M , se pueden
definir dos operaciones de gran interés, las cuales consisten en bajar y subir
ı́ndices. Aśı para todo tensor T

i1...ip
j1...jq

∈ T pq (M) se pueden bajar sus ı́ndices

obteniendo el tensor T̂
i2...ip
i1j1...jq

∈ T p−1
q+1 definido por T̂

i2...ip
i1j1...jq

= gi1kT
ki2...ip
j1...jq

de
manera analoga se puede tener la operación de subir ı́ndices definida por la re-
gla T̂

j1i1...ip
j2...jq

= gj1kT
i1...ip
kj2...jq

. La pueba de que estas operaciones son nuevamente

tensores se puede ver en [3].
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Para cada p ∈ Rn hay un isomorfismo canónico de Rn a Tp(R
n) el cual en

coordenadas naturales, manda cada v a vp =
∑
vi∂i. Por lo cual el producto

punto sobre Rn da un tensor métrico sobre Rn con

〈vp, wp〉 = v · w =
∑

viwi.

Por lo tanto Rn denota siempre una variedad riemanniana, llamada espacio
n-euclidiano.

Para un entero ν con 0 ≤ ν ≤ n, si se cambia el signo de los primeros ν por
un menos, se encuentra con el siguiente tensor métrico

〈vp, wp〉 = −
ν∑
i=1

viwi +

n∑
j=ν+1

vjwj

de ı́ndice ν = 1. El espacio semi-euclidiano Rnν se reduce a Rn si ν = 0. Para
n ≥ 2, Rn1 es llamado n-espacio de Minkowski, si n = 4 este es el ejemplo de un
espacio tiempo relativista.

Si

εi =

{
−1 para 1 ≤ i ≤ ν,
+1 para ν + 1 ≤ i ≤ n.

entonces el tensor métrico de Rnν puede escribirse como

g =
∑

εidu
i ⊗ dui.

El significado del ı́ndice en geometŕıa semi-riemanniana se encuentra en lo
siguiente

Definición 1.16. Un vector v tangente a M es

tipo espacio si 〈v, v〉 > 0 o v = 0,
nulo si 〈v, v〉 = 0 y v 6= 0,
tipo tiempo si 〈v, v〉 < 0.

Todos los vectores nulos en TpM forman el conjunto conocido como cono

nulo de p ∈ M . La categoŕıa a la cual pertenece cada vector es llamada su
carácter causal. Estos términos derivan de la teoŕıa de la relatividad especial,
y en particular en el caso de Lorentz, los vectores nulos se dice que son tipo

luz.
De esta manera podemos definir el cono de luz como sigue:

C = {v ∈ R4|〈v, v〉 = 0}

Al mismo podemos visualizarlo en R3 bajo el concepto de causualidad, como
se muestra en la siguiente figura1.2(véase [4][pag. 15]).

Sea q(v) = 〈v, v〉 para cada vector tangente v a M . En cada punto p de M ,
q da la forma cuadrática asociada del producto escalar en p. Aśı q determina el
tensor métrico.

Si V ∈ X(M) y f ∈ F (M), entonces q(fV ) = f2q(V ) ∈ F (M), aśı q no es
un campo tensorial. Clásicamente q es llamado el elemento de lı́nea de M , y
denotado por ds2. En términos de un sistema coordenado

q = ds2 =
∑

gijdx
idxj .
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Figura 1.2: El cono representa el conjunto C, en el interior del cono todos los
vectores son tipo tiempo, mientras que fuera son tipo espacio.

Aqúı el śımbolo dxidxj denota la definición ordinaria de multiplicación de
funciones (sobre cada espacio tangenete), aśı que

q(V ) =
∑

gijdx
i(V )dxj(V ) =

∑
gijV

iV j .

La norma de un vector tangente v es |q(v)| 12 = |〈v, v〉| 12 , vectores unita-
rios, ortogonalidad y ortonormalidad se definen como es usual en espacios con
producto interno.

Al śımbolo ds2 se le puede dar una interpretación intuitiva. Por simplicidad
asumamos que M es riemanniana. Si p y p′ son puntos cercanos con coordenadas
(x1, ..., xn) y (x1 + ∆x1, ..., xn + ∆xn) relativos a algún sistema coordenado,
entonces el vector tangente ∆p =

∑
∆xi∂i en p, también lo es aproximadamente

a p′. Aśı la distancia al cuadrado ∆s desde p a p′ es aproximadamente

|∆p|2 = 〈∆p,∆p〉 =
∑

gij(p)∆x
i∆xj .

como en la fórmula ds2 =
∑
gijdx

idxj .

Isometŕıas

Una isometŕıa es un tipo especial de mapeo que mantiene la noción de iso-
morfismo para variedades semi-riemannianas.

Definición 1.17. Sean M y N variedades semi-riemannianas con tensores
métricos gM y gN respectivamente. Una isometrı́a de M a N es un difeo-
morfismo φ : M → N que preserva tensores métricos.
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De manera expĺıcita se tiene 〈dφ(v), dφ(w)〉 = 〈v, w〉 para toda v, w ∈ Tp(M),
p ∈ M . Ya que φ es un difeomorfismo, cada mapeo diferencial dφp es un iso-
morfismo lineal, aśı la condición significa que cada dφp es una isometŕıa lineal.

La interpretación de q = ds2 como el cuadrado infinitesimal de la distancia
sugiere pensar una isometŕıa como un movimiento ŕıgido, en contraste con un
dieomorismo arbitrario el cual puede deformar M en aplicación de esté a N

Un objeto preservado en el sentido apropiado por todas las isometŕıas es
llamado un invariante isométrico, y la geometrı́a semi-riemanniana es
tradicionalmente la encargada del estudio de estos invariantes. Si existe una
isometŕıa entre M y N se dice que son isométricos. Rigurosamente hablando,
variedades isométricas son geométricamente la misma.

Si M es una variedad semi-riemanniana arbitraria, su tensor métrico hace
que cada uno de sus espacios tangentes sean un espacio semi-euclidiano de la
misma dimensión e ı́ndice que M . Esta es una forma de ver como la geometŕıa
semi-riemanniana generaliza la geometŕıa semi-euclidiana.

Conexión de Levi-Civita

Sean V y W campos vectoriales sobre una variedad semi-riemanniana M .
En está sección se mostrará como definir un nuevo campo vectorial DVW sobre
M cuyo valor en cada punto p es el vector velocidad de cambio de W en la
dirección Vp. En Rnν hay una forma natural de construirlo.

Definición 1.18. Sean u1, ..., un las coordenadas naturales sobre Rnν . Si V y
W =

∑
W i∂i son campos vectoriales sobre Rnν , el campo vectorial

DVW =
∑

V (W i)∂i

es conocido como la derivada covariante natural de W con respecto a V .

Debido a que en la definición anterior se usan las coordenadas naturales de
Rnν no hay una manera natural de extenderlo a una variedad semi-riemanniana
arbitraria.

Definición 1.19. Una conexión D sobre una variedad M es una función
D : X(M)× X(M)→ X(M) tal que

1) DVW es F (M) lineal en V ,

2) DVW es R lineal en W ,

3) DV (fW ) = (V F )W + fDVW para f ∈ F (M).

DVW es llamada la derivada covariante de W con respecto a V para la
conexión D.

Proposición 1.3. Sea M una variedad semi-riemanniana. Si V ∈ X(M) con-
sidérese V ∗ la 1-forma sobre M tal que V ∗(X) = 〈V,X〉 para todo X ∈ X(M).

Entonces la función V → V ∗ es un isomorfismo F (M) lineal de X(M) a
X∗(M)
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Demostración. Ya que V ∗ es F (M) lineal esté es además una 1-forma, y la
función V → V ∗ es también F (M) lineal. Que esto sea un isomorfismo es con-
secuencia de los hechos.

a) Si 〈V,X〉 = 〈W,X〉 para toda X ∈ X(M), entonces V = W .

b) Dada una 1-forma θ ∈ X∗(M) hay un único campo vectorial V ∈ X(M)
tal que θ(X) = 〈V,X〉 para todo X.

Sea U = V − W . Entonces de (a) se tiene que 〈Up, Xp〉 = 0 para toda
X ∈ X(M) y para todo p ∈ M , entonces U = 0. Ya que cada elemento de
Tp(M) tiene la forma Xp, el resultado se sigue de la no degeneración del tensor
métrico.

De (a) se implica la unicidad de (b), por lo tanto para probar (b) es suficiente
encontrar V sobre una vecindad coordenada arbitraria U . Si θ =

∑
θidx

i sobre
U , sea V =

∑
i,j g

ijθi∂j . Entonces ya que (gij) y (gij) son matrices inversas,

〈V, ∂k〉 =
∑
i,j g

ijθi〈∂j , ∂k〉 =
∑
i,j θig

ijgjk
=

∑
i θiδik = θk = θ(∂k)

Se sigue por F (M) linealidad que 〈V,W 〉 = θ(X) para toda X sobre U .

Lo cual significa que se puede transformar un campo vectorial en una 1-forma
y viceversa.

A continuación se enunciará un teorema sin probarse, la prueba puede verse
en [2][pág. 61]. El teorema es de suma importancia.

Teorema 1.6. Sobre una variedad semi-riemanniana M hay una única cone-
xión D tal que

4) [V,W ] = DVW −DWV , y

5) X〈V,W 〉 = 〈DXV,W 〉+ 〈V,DXW 〉,

para toda X,V,W ∈ X(M). D es llamada la conexión de Levi-Civita de
M , y es caracterizada por satisfacer la fórmula de Koszul.

2〈DVW,X〉 = V 〈W,X〉+W 〈X,V 〉 −X〈V,W 〉 − 〈V, [W,X]〉+ 〈W, [X,V ]〉
+〈X, [V,W ]〉

.

Definición 1.20. Sea x1, ..., xn un sistema coordenado sobre una vecindad U en
una variedad semi-riemanniana M . Los sı́mbolos de Christoffel para este
sistema coordenado son las funciones de valor real Γkij sobre U tales que

D∂i(∂j) =
∑
k

Γkij∂k (1 ≤ i, j ≤ n)

Como [∂i, ∂j ] = 0, se sigue que D∂i(∂j) = D∂j (∂i), por lo tanto Γkij = Γkji.
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Proposición 1.4. Para un sistema coordenado x1, ..., xn sobre U ,

(1) D∂i(
∑
W j∂j) =

∑
k

{
∂Wk

∂xi +
∑
j ΓkijW

j
}
∂k,

donde los śımbolos de Christoffel son dados por

(2) Γkij = 1
2

∑
m g

km
{
∂gjm
∂xi + ∂gim

∂xj −
∂gij
∂xm

}
.

Demostración. (1) es inmediato de 3) de la Definición 1.20. Para (2) se usará el
conjunto de vectores V = ∂i,W = ∂j y ∂m en la fórmula de Koszul. Como los
brackets son cero entonces solo dejan

2〈D∂i(∂j), ∂m〉 =
∂

∂xi
(gjm) +

∂

∂xj
(gim)− ∂

∂xm
(gij).

Pero por definición de los śımbolos de Christoffel,

2〈D∂i(∂j), ∂m〉 = 2
∑
a

Γaijgam.

Usando
∑
m g

mk en ambos lados de la ecuación, se da el resultado requerido.

Definición 1.21. Sea V un campo vectorial sobre una variedad semi-riemanniana
M . La (Levi-Civita) derivada covariante DV es el único tensor derivación
sobre M tal que

DV f = V f para f ∈ F (M),

y DVW es la derivada covariante de Levi-Civita para toda W ∈ X(M)

Definición 1.22. La diferencial covariante de un tensor A tipo (r, s) sobre
M es el (r, s+ 1) tensor DA tal que

(DA)(θ1, ..., θr, X1, ..., Xs, V ) = (DVA)(θ1, ..., θr, X1, ..., Xs)

para toda V,Xi ∈ T (M) y θj ∈ T ∗(M).

Tanto en campos vectoriales como tensoriales, se dirá que A es paralelo si
su derivada o diferencial covariante es cero.

Transporte paralelo

Un caso simple de un campo vectorial sobre un mapeo es un campo vectorial
Z sobre una curva α : I → M . Z asigna suavemente a cada t ∈ I un vector
tangente a M sobre α(t). Por ejemplo, el vector velocidad α′ es un campo
vectorial sobre α, como lo es la restricción de Vα de cualquier V ∈ X(M). El
conjunto X(α) de todos los campos vectoriales suaves sobre α es un módulo
sobre F (I).

Cuando M es una variedad semi-riemanniana hay una manera natural de
definir el vector velocidad de cambio Z ′ de un campo vectorial Z ∈ X(α).

Proposición 1.5. Sea α : I →M una curva en una variedad semi-riemanniana
M . Entonces hay una única función Z → Z ′ = DZ

dt de X(α) a X(α), llamada la
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derivada covariante inducida, tal que

1)(aZ1 + bZ2)′ = aZ ′1 + bZ ′2 (a, b ∈ R),
2)(hZ)′ = (dh/dt)Z + hZ ′ (h ∈ F (I)),
3)(Vα) = Dα′(t)(V ) (t ∈ I, V ∈ X(M)).
Ademas
4)(d/dt)〈Z1, Z2〉 = 〈Z ′1, Z2〉+ 〈Z1, Z

′
2〉.

Demostración. Unicidad Supóngase que existe una conexión inducida que satis-
face las primeras tres propiedades asúmase que α está en el dominio de un único
sistema coordenado x1, ..., xn. Por el teorema de bases, si Z ∈ X(α), entonces
en α(t),

Z(t) =
∑

Z(t)xi∂i =
∑

(Zxi)(t)∂i.

Denótese la función componente por Zxi → R, por Zi. Por las propiedades
(1) y (2)

Z ′ =
∑ dZi

dt
∂i|α +

∑
Zi(∂i|α)′.

Pero de (3), (∂i|α)′ = Dα′(∂i) aśı

Z ′ =
∑ dZi

dt
∂i +

∑
ZiDα′(∂i).

De lo cual se tiene que Z ′ es completamente determinada por la conexión de
Levi-Civita D.

Existencia Sobre cualquier J , con J ⊂ I, α(J) está en una vecindad coorde-
nada, define Z ′ mediante la fórmula anterior. Luego mediante cálculos rigurosos
se puede mostrar que las cuatro propiedades se satisfacen.

Introduciendo śımbolos de Christoffel en la fórmula coordenada anterior re-
sulta

Z ′ =
∑
k

dZkdt +
∑
i,j

Γkij
d(xi ◦ α)

dt
Zj

 ∂k.

Si Z ′ = 0, entonces se dice que Z es paralelo.

Proposición 1.6. Para una curva α : I → M , sea a ∈ I y z ∈ Tα(a)(M).
Entonces hay un único campo vectorial paralelo Z sobre α tal que Z(a) = z.

En la notación de la proposición, si b ∈ I entonces la función

P = P ba : Tp(M)→ Tq(M)

enviando cada z a Z(b) es llamado transporte paralelo a lo largo de α desde
p = α(a) a q = α(b).

Lema 1.2. El transporte paralelo es una isometŕıa lineal.
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Demostración. Sean v, w ∈ Tp(M) correspondientes a campos vectoriales V,W .
Ya que V +W también es paralelo

P (v + w) = (V +W )(b) = V (b) +W (b) = P (v) + P (w).
Similarmente

P (cv) = cP (v). Aśı P es lineal.
Si P (v) = 0 entonces por la unicidad en la proposición, V solo puede ser el

campo vectorial idénticamente cero sobre α. De aqúı que v = V (a) = 0. Aśı P
es uno a uno, y ya que espacios tangentes a M tienen la misma dimensión, P
es un isomorfismo lineal.

Finalmente, para V,W como arriba,

d

dt
〈V,W 〉 = 〈V ′,W 〉+ 〈V,W ′〉 = 0

De aqúı que 〈V,W 〉 es constante, aśı que

〈P (v), P (w)〉 = 〈V (b),W (b)〉 = 〈V (a),W (a)〉 = 〈v, w〉.

La derivada covariante se puede extender a tensores, mediante las siguientes
reglas:

1) El operador D de diferenciación covariante es lineal,

Di(T + S) = DiT +DiS

para cualesquiera campos tensoriales T y S

2) La derivada covariante de un campo tensorial escalar (una función) coin-
cide con el gradiente ordinario,

Dif =
∂f

∂xi

3) La derivada covariante de la contracción de tensores T
(k)
m(j)S

m(p)
q con res-

pecto al ı́ndice m es calculado por la fórmula de Leibniz,

Di(T
(k)
m(j)S

m(p)
(q) ) = (DiT

(k)
m(j))S

m(p)
(q) + T

(k)
m(j)(DiS

m(p)
(q) ).

4) La derivada covariante de un campo vectorial está dada por la siguiente
relación

DjT
i =

∂T i

∂xj
+ ΓikjT

k.

A continuación se mencionará un teorema sin dar su demostración

Teorema 1.7. La derivada covariante de un tensor T
(i)
(k) de tipo (m,n) donde

(i) = i1, ..., im, (k) = k1, ..., kn, es

DjT
(i)
(k) =

∂T
(i)

(k)

∂xj − T
(i)
kk2...kn

Γkk1j
− · · · − T (i)

k1...k
Γkknj

+ T ii2...im(k) Γi1ij + · · ·+ T i1..,1(k) Γimij .
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Supóngase que el campo tensorial T
(i)
(k) está definido sobre una curva x(t),

y sea v = dx/dt el vector velocidad de la curva. Se puede definir la derivada
covariante a lo largo de la curva

DvT = dT
dt − T

(i)
kk2...kq

Γkk1j
vj − · · · − T (i)

k1...kq−1k
Γkkqjv

j

+ T
ii2...ip
(k) Γi1ijv

j + · · ·+ T
i1...ip−1i

(k) Γ
ip
ijv

j
(1.11)

Corolario 1.1. La derivada covariante DvT del campo T a lo largo de la curva
está bien definida, y su valor depende solo de los valores de T en está curva.

Geodésicas

Una geodésica en una variedad semi-riemanniana M es una curva γ : I →
M cuyo campo vectorial γ′ es paralelo. De manera equivalente se puede decir
que las curvas geodésicas son curvas de aceleración cero γ” = 0

Corolario 1.2. Sea x1, ..., xn un sistema coordenado sobre U ⊂M . Una curva
γ en U es una geodésica de M si y solo si sus funciones coordenadas xk ◦ γ
satisfacen

d2(xk ◦ γ)

dt2
+
∑
i,j

Γkij(γ)
d(xi ◦ γ)

dt

d(xj ◦ γ)

dt
= 0

para 1 ≤ k ≤ n.

Las expresiones anteriores son componentes de γ relativas a campos vecto-
riales coordenados ∂1, ..., ∂n.

Es muy frecuente usar la común abreviación, escribiendo las funciones coor-
denadas de γ como xi en lugar de xi ◦ γ. Entonces las ecuaciones geodésicas se
expresan como

d2xk

dt2
+
∑
i,j

Γkij
dxi

dt

dxj

dt
= 0 (i ≤ k ≤ n).

El teorema de existencia y unicidad de ecuaciones diferenciales ordinarias da
el siguiente resultado.

Lema 1.3. Si v ∈ Tp(M) existe un intervalo I alrededor de 0 y una única
geodésica γ : I →M tal que γ′(0) = v.

El lema implica que γ(0) = p, se dirá que γ es una geodésica que empieza
en p con velocidad inicial v.

Ejemplo 1.16. Geodésicas del espacio semi-euclidiano. Para coordena-
das naturales los śımbolos de Christoffel son nulos, aśı las ecuaciones geodésicas
se convierten en

d2(ui ◦ γ)

dt2
= 0 (1 ≤ i ≤ n).

Aśı ui(γ(t)) = pi + tvi para todo t, donde pi y vi son constantes arbitrarias. De
aqúı que las geodésicas de Rnν son lineas rectas
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Una curva γ en M es tipo espacio si todos sus vectores velocidad α′(s)
son tipo espacio, similarmente tipo tiempo y nulo. Una curva arbitraria no
necesariamente tiene los caracteres causales, pero una geodésica γ siempre
los tiene ya que γ′ es paralela, y traslaciones paralelas de vectores preservan el
carácter causal de los vectores.

Curvatura

Las derivadas de Lie satisfacen la identidad L[X,Y ] = [X,Y ], donde el lado
izquierdo se desarrolla como LXLY −LY LX . Ya que si [X,Y ] = 0 entonces LX y
LY conmutan. Por contraste estos resultados no se satisfacen en general para la
derivada covariante Dx. Esta falla es medida por un campo tensorial que juega
un papel importante en geometŕıa diferencial.

A continuación se mencionará un lema sin demostrarse, para la demostra-
ción ver [2][pág. 74].

Lema 1.4. Sea M una variedad semi-riemanniana con conexión de Levi-Civita
D. La función R : X(M)× X(M)× X(X)→ X(M) dada por

RXY Z = D[X,Y ]Z − [DX , DY ]Z

es un campo tensorial (1, 3) sobre M , llamado el tensor de curvatura riema-

nniana de M .

El tensor R puede ser considerado como una función R-multilineal sobre
vectores tangentes individuales. Si x, y ∈ Tp(M) el operador lineal

Rxy : Tp(M)→ Tp(M)

enviando cada z a Rxyz es llamado un operador curvatura. Las siguientes
identidades son simetrı́as de la curvatura.

Proposición 1.7. Si x, y, z, v, w ∈ Tp(M), entonces

(1) Rxy = −Ryx,

(2) 〈Rxyv, w〉 = −〈Rxyw, v〉,

(3) Rxyz +Ryzx+Rzxy = 0,

(4) 〈Rxyv, w〉 = 〈Rvwx, y〉.

Las primeras dos identidades muestran que el tensor de curvatura tiene dos
antisimetŕıas. De (2) se tiene que el operador curvatura es adjunto antisimétrico.
La ecuación (3) es llamada la primera identidad de Bianchi. De (4) se ve
que se tiene simetrı́a por pares

Demostración. Debido a que la derivada covariante Dx y la operación de bracket
sobre campos vectoriales son operaciones locales, es suficiente trabajar sobre una
vecindad de un punto p. Como las identidades a probar son ecuaciones

tensoriales, los vectores tangentes x, y, ... pueden ser extendidos a
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campos vectoriales X,Y, .. sobre alguna vecindad de manera conveni-

ente. En este caso escojamos las extensiones de tal manera que todos sus brac-
kets sean cero. En particular, RXY Z se reduce a DY (DXZ)−DX(DY Z).

(1) Siempre que el bracket [, ] esté bien definido entonces la antisimetŕıa se
sigue inmediatamente de la definición de curvatura.

(2) Solo se necesita probar 〈Rxyv, v〉 = 0. Usando la definición 5 del Teorema
1.6

〈RXY V, V 〉 = 〈DYDXV, V 〉 − 〈DXDY V, V 〉
= Y 〈DXV, V 〉 − 〈DXV,DY V 〉 −X〈DY V, V 〉+ 〈DY V,DXV 〉
= 1

2Y X〈V, V 〉 −
1
2XY 〈V, V 〉 = 0,

ya que [X,Y ] = 0

(3) Supóngase que F : X(M)3 → X(M) es una función que es R-lineal, y sea
ΞF (X,Y, Z) la suma sobre todas las permutaciones ćıclicas de X,Y, Z:

F (X,Y, Z) + F (Y, Z,X) + F (Z,X, Y ).

Una permutación ćıclica de X,Y, Z deja ΞF (X,Y, Z) invariante. Por lo cual
se tiene

ΞRXY Z = ΞDYDXZ − ΞDXDY Z
= ΞDXDZY − ΞDXDY Z = ΞDX [Z, Y ] = 0.

(4) de (3) 〈ΞRY VX,W 〉 = 0, donde Ξ actúa sobre cualesquiera tres cam-
pos vectoriales anexados a R, suma sobre las cuatro permutaciones ćıclicas de
Y, V,X,W , y luego expande cada Ξ para obtener 20 términos, usando (1) y (2),
ocho de estos deben cancelarse en pares, dejando

2〈RXY V,W 〉+ 2〈RWVX,Y 〉 = 0.

por lo tanto 〈RXY V,W 〉 = 〈RVWX,Y 〉.

Las simetŕıas del tensor de curvatura R dan una simetŕıa menos obvia para
su diferencial covariante DR, llamada la segunda identidad de Bianchi.

Proposición 1.8. (Segunda identidad de Bianchi). Si x, y, z ∈ Tp(M), en-
tonces

(DzR)(x, y) + (DxR)(y, z) + (DyR)(z, x) = 0

Lema 1.5. Sobre una vecindad coordenada de un sistema coordenado x1, ..., xn,

R∂k∂l(∂j) =
∑
i

Rijkl∂i,

donde las componentes de R están dadas por

Rijkl =
∂

∂xl
Γikj −

∂

∂xk
Γilj +

∑
m

ΓilmΓmkj −
∑
m

ΓikmΓmij .
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Demostración. Para campos vectoriales coordenados

R∂k∂l(∂j) = D∂l(D∂k∂j)−D∂k(D∂l∂j).

El primer término del lado derecho es

D∂l(
∑

Γmkj∂m) =
∑
m

∂

∂xl
Γmkj∂m +

∑
ΓmkjΓ

r
lm∂r.

renombrando dos pares de ı́ndices se tiene{∑
i

∂

∂xl
Γikj +

∑
m

ΓilmΓmkj

}
∂j .

Campos de marcos

Una base ortonormal para un espacio tangente Tp(M) es llamado un marco

sobre M en p. Si n = dimM entonces el conjunto E1, ..., En de n campos
vectoriales ortogonalmente mutuos es llamado campos de marcos, ya que esté
asigna a cada punto un marco. Por ejemplo sobre Rn los campos vectoriales de
coordenadas naturales forman campos de marcos.

En general pueden no existir campos de marcos sobre todoM , pero localmen-
te existen. Por expansión ortonormal cualquier campo V puede ser expresado
en términos de campos de marcos como

V =
∑

εi〈V,Ei〉Ei, εi = 〈Ei, Ei〉.

Aśı
〈V,W 〉 =

∑
εi〈V,Ei〉〈W,Ei〉.

En el oŕıgen O de un sistema normal coordenado los vectores coordenados
son ortonormales.

Los campos de marcos sobre una curva α : I → M son un conjunto de
campos vectoriales unitarios mutuamente ortogonales E1, ..., En sobre α. No
solo tales campos de marcos pueden ser definidos sobre la curva entera, también
se pueden escoger campos vectoriales Ei ∈ X(α) y que sean paralelos.

Corolario 1.3. Si α : I → M es una curva y e1, ..., en es un marco en
α(0), entonces hay únicos campos de marcos paralelos E1, ..., En sobre α tal
que Ei(0) = ei para 1 ≤ i ≤ n.

Demostración. Se sabe que hay un único campo vectorial paralelo Ei sobre α
tal que Ei(0) = ei. Pero ya que la traslación paralela a cualquier t ∈ I es una
isometŕıa lineal, E1, ..., En son de hecho campos de marcos paralelos.

De lo anterior se sigue que sobre M existen localmente campos de marcos,
dado culquier marco e1, ..., en en el espacio tangente TO(M), escójase una vecin-
dad normal U de O y extiéndase el marco a campos de marcos E1, ..., En sobre
U mediante el transporte paralelo a lo largo de geodésicas radiales.



1.6. VARIEDADES SEMI-RIEMANNIANAS 43

Ricci y escalar de curvatura

La contracción de la curvatura riemanniana resulta en un invariante más
simple.

Definición 1.23. Sea R el tensor de curvatura riemanniana de M. El tensor
de curvatura de Ricci Ric de M es la contracción C1

3 ∈ T 0
2 (M), cuyas com-

ponentes relativas al sistema coordenado son Rij =
∑
Rmijm.

Lema 1.6. El tensor de curvatura de Ricci es simétrico, y está dado en relación
a campos de marcos por

Ric(X,Y ) =
∑
m

εm〈RXEmY,Em〉,

donde como es usual εm = 〈Em, Em〉.

Demostración. Usemos la siguiente notación R(X,Y,Em) = RY EmX, Aśı

Ric(X,Y ) = (C1
3R)(X,Y ) =

∑
εm〈Em, R(X,Y,Em)〉 =

∑
εm〈RY EmX,Em〉.

La simetŕıa por pares del tensor de curvatura da la fórmula requerida y muestra
que Ric es simétrico.

Si el tensor de Ricci es idénticamente cero, M se dice que es Ricci plano.
Una variedad plana es Ricci plano, pero la inversa no se cumple.

Definición 1.24. El escalar de curvatura S de M es la contracción C(Ric) ∈
F (M) de su tensor de Ricci.

En coordenadas
S =

∑
gijRij =

∑
gijRkijk.
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Caṕıtulo 2

Grupos y ecuaciones
diferenciales

Casi todas las teorias de la f́ısica involucran sistemas de ecuaciones diferen-
ciales las cuales al ser resueltas muestran la naturaleza del problema desde las
cuales fueron deducidas, de esta manera encontrar una solución se vuelve fun-
damental. En esté caṕıtulo desarrollaremos un método que involucra el uso de
simetŕıas en el espacio de soluciones para poder hayar nuevas o poder construir
una para el sistema de ecuaciones. Para profundizar más en el estudio de este
método véase [5][6][7].

Supongamos que estamos considerando un sistema de ecuaciones diferen-
ciales Υ involucrando p variables independientes x = (x1, ..., xp) y q variables
dependientes u = (u1, ..., uq). Las soluciones del sistema deben ser de la forma
u = f(x), o en componentes, uα = fα(x1, ..., xp), α = 1, ..., q. Sea X = Rp, con
coordenadas x = (x1, ..., xp), el espacio que representa las variables indepen-
dientes, y sea U = Rq, con coordenadas u = (u1, ..., uq), el que representa las
variables dependientes. Un grupo de simetŕıas del sistema Υ debe ser un grupo
local de transformaciones G, actuando sobre un subconjunto M ⊂ X×U de tal
manera que G transforme soluciones de Υ a otras soluciones de Υ.

Identif́ıquese la función u = f(x) con su gráfica

Γf = {(x, f(x)) : x ∈ Ω} ⊂ X × U,

donde Ω ⊂ X es el dominio de la función f . Notemos que Γf es una subvariedad
de dimensión p de X × U . Si Γf ⊂ Mg, el dominio de definición del grupo de
transformaciones g, entonces la transformación de Γf dada por g es

g · Γf = {(x̃, ũ) = g · (x, u) : (x, u) ∈ Γf}.

El conjunto g · Γf no es necesariamente la gráfica de otra función univaluada

ũ = f̃(x̃). Sin embargo, ya que G actúa suavemente y el elemento identidad de
G no cambia a Γf , el dominio Ω de f nos asegura que para elementos g cerca
de la identidad, la transformación g · Γ = Γf̃ es la gráfica de alguna función

suave univaluada ũ = f̃(x̃). Se escribe f̃ = g · f y llamamos la función f̃ la
transformación de f por g.

45
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Ejemplo 2.1. Sea p = 1, q = 1, tal que X = R, con una única variable
independiente x, y U = R con una única variable dependiente u. Entonces esto
podŕıa describir la situación de una ecuación diferencial ordinaria involucrando
una única función u = f(x).

Sea G = SO(2) el grupo de rotaciones actuando sobre X × U ' R2. Las
transformaciones en G son dadas por

(x̃, ũ) = θ · (x, u) = (x cos θ − u sin θ, x sin θ + u cos θ).

Supóngase que u = f(x) es una función cuya gráfica es un subconjunto Γf ⊂
X × U . El grupo SO(2) actúa sobre f haciendo rotar su gráfica. Si el ángulo θ
es suficientemente grande, la gráfica rotada θ · Γf ya no sera la gráfica de una
función univaluada. Sin embargo, si f(x) es definida sobre un intervalo finito
a ≤ x ≤ b y |θ| no es muy grande, entonces θ · Γf debe ser la gráfica de una

función bien definida ũ = f̃(x̃), con Γf̃ = θ · Γf .
Como ejemplo espećıfico, considere la función lineal

u = f(x) = ax+ b

La gráfica de f es una ĺınea recta, aśı que su rotación a través del ángulo θ debe
ser otra ĺınea recta, siempre que no sea una ĺınea vertical, debe ser la gráfica
de otra función lineal θ · f = f̃ , la transformación de f por la rotación a través
del ángulo θ. Para encontrar la fórmula precisa para θ · f note que un punto
(x, u) = (x, ax+ b) sobre la gráfica de f es rotado al punto

(x̃, ũ) = (x cos θ − (ax+ b) sin θ, x sin θ + (ax+ b) cos θ).

Para encontrar ũ = f̃(x̃), debemos eliminar x de esté par de ecuaciones, esto es
posible haciendo cot θ 6= 0, aśı que la gráfica no es vertical. Se encuentra

x =
x̃+ b sin θ

cos θ − a sin θ
,

ya que θ · f = f̃ está dada por

ũ = f̃(x̃) =
sin θ + a cos θ

cos θ − a sin θ
x̃+

b

cos θ − a sin θ

la cual es nuevamente una función lineal.

Supóngase que la transformación g está dada por las coordenadas

(x̃, ũ) = g · (x, u) = (Πg(x, u),Σg(x, u)),

para funciones suaves Πg,Σg. Entonces la gráfica Γf̃ = g · Γf de g · f está dada
paramétricamente por las ecuaciones

x̃ = Πg(x, f(x)) = Πg ◦ (I × f)(x), ũ = Σg(x, f(x)) = Σg ◦ (I × f)(x), x ∈ Ω

Donde I es la función identidad de X, aśı que I(x) = x y × es el producto car-
tesiano de funciones. Para encontrar f̃ = g · f expĺıcitamente, debemos eliminar
x de estos dos sistemas de ecuaciones. Ya que para g = e, Πe ◦ (I × f) = I,
sabemos que, si g esta suficientemente cerca de la identidad, la matriz Jacobiana



47

de Πg ◦ (I × f) es no singular y por tanto por el teorema de la función inversa
se puede resolver para x,

x = (Πg ◦ (I × f))−1(x̃).

Sustituyendo en la segunda ecuación nos da la ecuación requerida para la trans-
formación g · f ,

g · f = (Σg ◦ (I × f)) ◦ (Πg ◦ (I × f))−1, (2.1)

lo cual es válido siempre que el segundo factor sea invertible.

Ejemplo 2.2. Considérese el caso en el cual el grupo G transforma solo a las
variables independientes x. Aśı las transformaciones en G toman la forma

(x̃, ũ) = g · (x, u) = (Πg(x), u),

en el cual Πg es un difeomorfismo de X con Π−1
g = Πg−1 donde sea que estén

definidos.
Si Γf = {(x, f(x))} es la gráfica de una función suave, entonces su trans-

formación g · Γf = {g · (x, f(x))} es siempre la gráfica de una función suave
además

(x̃, ũ) = g · (x, f(x)) = (Πg(x), f(x)).

de esta manera se puede eliminar x invirtiendo Πg, con

ũ = f̃(x̃) = f(Π−1
g (x̃)) = f(Πg−1(x̃)).

Por ejemplo, si G es un grupo de traslaciones

(x, u)→ (x+ εa, u), ε ∈ R

para a ∈ X fija, entonces la transformación de la función u = f(x) es la trasla-
ción

ũ = f̃(ũ) = f(x̃− εa)

de f .

En el caso en el cual la acción sobre las variables independientes no depende
de las variables dependientes

g · (x, u) = (Πg(x),Σg(x, u)).

Por ejemplo el grupo de un parámetro

gε : (x, t, u)→ (x+ 2εt, t, e−εx−ε
2tu), ε ∈ R,

siendo este un grupo de simetŕıas cuando se trabaja con la ecuación de calor. Si
u = f(x, t) es cualquier función, entonces la transformación por gε es

ũ = e−εx−ε
2t · u = eεx−ε

2t · f(x, t),

el cual ahora debe ser escrito en términos de (x̃, t̃) = gε · (x, t) = (x + 2εt, t).
Por lo tanto

ũ = e−ε(x̃−2εt̃)−ε2 t̃ · f(x̃− 2εt̃, t̃)

= e−εx̃+ε2 t̃ · f(x̃− 2εt̃, t̃)

es la función transformada en este caso.
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Definición 2.1. Sea Υ un sistema de ecuaciones diferenciales. Un grupo de

simetrı́as del sistema Υ es un grupo local de transformaciones G actuando
en un subconjunto abierto M del espacio de las variables dependientes e inde-
pendientes para el sistema con la propiedad de que siempre que u = f(x) es
una solución de Υ, y donde sea que g · f esté definida para g ∈ G, entonces
ũ = g · f(x) es también una solución de el sistema.

Prolongación

Necesitamos prolongar el espacio X × U que representa las variables inde-
pendientes y dependientes a un espacio el cual represente las derivadas parciales
que ocurren en el sistema.

Dada una función real suave f(x) = f(x1, ..., xp) de p variables independien-
tes, entonces hay

pk ≡
(
p+ k − 1

k

)
derivadas parciales diferentes de orden k de f . Se usará la notación de multi-
ı́ndices

∂Jf(x) =
∂kf(x)

∂xj1∂xj2 · · · ∂xjk
En está notación, J = (j1, ..., jk) es una ”k-ada” desordenada de enteros, con
entradas 1 ≤ jk ≤ p indicando cuales derivadas serán tomadas. El orden de
los multi-́ındices, será denotado por #J ≡ k, indica como serán tomadas las
derivadas. Si f : X → U es una función suave de X ' Rp a U ' Rq, aśı que
u = f(x) = (f1(x), ..., fq(x)), hay q · pk números uαJ = ∂Jf

α(x) necesarios para
representar todas las derivadas diferentes de orden k de las componentes de f en
el punto x. Hágase Uk ≡ Rq·pk es el espacio euclidiano de está dimensión, dotado
con coordenadas uαJ correspondiente a α = 1, ..., q, y todos los multi-́ındices J =
(j1, ..., jk) de orden k, designando como se representan las derivadas anteriores.
Por lo tanto, hágase U (n) = U ×U1×· · ·×Un el producto cartesiano del espacio
U , cuyas coordenadas representan todas las derivadas de las funciones u = f(x)
de todos los órdenes desde 0 a n.

Nótese que U (n) es un espacio euclidiano de dimensión

q + qp1 + · · ·+ qpn = q

(
p+ n
n

)
≡ qp(n).

Un punto en U (n) será denotado por u(n), aśı que u(n) tiene q ·p(n) componentes
diferentes uαJ donde α = 1, ..., q, y J corre sobre los ı́ndices desordenados J =
(j1, ..., jk) con 1 ≤ jk ≤ p y 0 ≤ k ≤ n. (Por convención, para k = 0 solo hay un
multi-́ındice, denotado por 0, y uα0 se refiere a la componente uα de u.)

Ejemplo 2.3. Consideré el caso p = 2, q = 1. Entonces X ' R2 tiene coor-
denadas (x1, x2) = (x, y), y U ' R tiene la única coordenada u. El espacio U1

es isomorfo a R2 con coordenadas (ux, uy) ya que estos representan todas las
derivadas parciales de primer orden de u con respecto a x y y. Similarmente,
U2 ' R3 tiene coordenadas (uxx, uxy, uyy) representando las derivadas parciales
de segundo orden de u, y en general, Uk ' Rk+1, ya que hay k + 1 distintas k-
ésimas derivadas parciales de u, normalmente ∂ku/∂xi∂yk−1, i = 0, ..., k. Final-
mente U (2) = U×U1×U2 ' R6, con coordenadas u(2) = (u;ux, uy;uxx, uxy, uyy)
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que representa todas las derivadas de u con respecto a x y y de orden 2 como
máximo.

Dada una función suave u = f(x), tal que f : X → U , hay una función
inducida u(n) = pr(n)f(x), llamada la n-prolongación de f , la cual es definida
por las ecuaciones

uαJ = ∂Jf
α(x)

Asi para pr(n)f es una función que va de X al espacio U (n), y para cada x en
X, pr(n)f(x) es un vector cuyas q · p(n) entradas representan los valores de f y
todas sus derivadas hasta el orden n en el punto x. Por ejemplo en el caso de
p = 2, q = 1 discutida anteriormente, dada u = f(x, y), la segunda prolongación
u(2) = pr(2)f(x, y) está dada por

(u;ux, uy;uxx, uxy, uyy) =

(
f ;
∂f

∂x
,
∂f

∂y
;
∂2f

∂x2
,
∂2f

∂x∂y
,
∂2f

∂y2

)
,

todas las entradas evaluadas en (x, y)
El espacio total X × U (n), cuyas coordenadas representan las variables in-

dependientes, las variables dependientes y las derivadas de las variables depen-
dientes hasta orden n, es llamado el espacio jet de orden n del espacio X×U .
En general no nos interesan ecuaciones diferenciales definidas sobre todo X×U ,
pero si en algún subconjunto abierto M ⊂ X × U . En este caso definimos el
espacio n-jet

M (n) ≡M × U1 × · · · × Un
de M . Si u = f(x) es una función cuya gráfica está en M , la n-prolongación
pr(n)f(x) es una función cuya gráfica está en el espacio n-jet M (n).

2.1. Sistemas de ecuaciones diferenciales

Un sistema Υ de ecuaciones diferenciales de orden n en p dependientes y q
independientes variables esta dado como un sistema de ecuaciones

∆ν(x, u(n)) = 0, ν = 1, ..., l

involucrando x = (x1, ..., xp), u = (u1, ..., uq) y las derivadas de u con respecto a
x hasta orden n. Las funciones ∆(x, u(n)) = (∆1(x, u(n)), ...,∆l(x, u

(n))) serán
asumidas como funciones suaves en sus argumentos, tal que ∆ puede ser visto
como un mapeo suave desde el espacio jet X × U (n) a algún espacio euclidiano
de dimensión l,

∆ : X × U (n) → Rl

Las ecuaciones diferenciales dicen donde el mapeo ∆ se hace cero sobre X×U (n),
y aśı determinan una subvariedad

Υ∆ = {(x, u(n)) : ∆(x, u(n)) = 0} ⊂ X × U (n)

de el espacio jet total. Podemos identificar el sistema de ecuaciones diferenciales
con su correspondiente subvariedad.

Una solución suave del sistema de ecuaciones diferenciales es una función
suave u = f(x) tal que

∆ν(x, pr(n)f(x)) = 0, ν = 1, ..., l,
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siempre que x está en el dominio de f . La gráfica de la prolongación pr(n)f(x)
debe estar enteramente en la subvariedad Υ∆ determinada por el sistema;

Γ
(n)
f ≡ {(x, pr(n)f(x))} ⊂ Υ∆ = {∆(x, u(n)) = 0}.

Puede tomarse un sistema de ecuaciones diferenciales de orden n para que sea
una subvariedad Υ∆ en el espacio n-jet X × U (n) y una solución que sea una
función u = f(x) tal que la gráfica de la n-prolongación pr(n)f está contenida
en la subvariedad Υ∆.

Ejemplo 2.4. La ecuación de Laplace en el plano

uxx + uyy = 0.

Aqúı p = 2 ya que las variables independientes son x y y, y q = 1 con variable
dependiente u. Como la ecuación es de segundo orden, entonces n = 2. Entonces
(x, y;u;ux, uy;uxx, uxy, uyy) de X × U (2) define una subvariedad lineal, y esté
es el conjunto Υ∆ para la ecuación de Laplace. Una solución u = f(x, y) debe
satisfacer

∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2
= 0

para toda (x, y). Por ejemplo si,

pr(2)f(x, y) = (x3 − 3xy2; 3x2 − 3y2,−6xy; 6x,−6y,−6x)

esta en Υ∆ ya que la cuarta y sexta entrada suman cero.

2.2. Prolongación de acciones de grupo

Ahora supóngase que G es un grupo local de transformaciones actuando
sobre un subconjunto abierto M ⊂ X × U del espacio de las variables indepen-
dientes y dependientes. Hay una acción local inducida de G sobre el espacio n-jet
M (n), llamado la n-ésima prolongación de G y será denotada por pr(n)G Esta
prolongación es definida de tal manera que esta transforma las derivadas de la
función u = f(x) en las correspondientes derivadas de la función transformada

ũ = f̃(x̃). Sea (x0, u
(n)
0 ) es un punto dado en M (n). Escoja cualquier función

u = f(x) definida en una vecindad de x0, cuya gráfica está en M , y tiene las
derivadas dadas en x0

u
(n)
0 = pr(n)f(x0), uαJ0 = ∂Jf

α(x0).

Por ejemplo, f podŕıa ser un polinomio de Taylor de orden n en x0 correspon-

diente a los valores dados u
(n)
0

fα(x) =
∑
J

uαJ0

J̃ !
(x− x0)J , α = 1, ..., q.

(La suma va sobre todos los multi-́ındices J = (j1, ..., jk) con 0 ≤ k ≤ n),
también (x− x0)J = (xj1 − xj10 )(xj2 − xj20 ) · · · (xjk − xjk0 ).

Dada J , sea J̃ = (j̃1, ..., j̃p) donde j̃i es igual al número de j′ks los cuáles son

iguales a i, con está notación J̃ ! ≡ j̃1!j̃2! · · · j̃p!
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Si g es un elemento de G suficientemente cerca de la identidad, la función
transformada g · f tal como esta dada en (2.1) es definida en una vecindad
del punto correspondiente (x̃0, ũ0) = g · (x0, u0), con u0 = f(x0) siendo las

componentes de orden cero de u
(n)
0 . Cuando determinamos la acción del grupo

de transformaciones prolongado pr(n)g sobre el punto (x0, u
(n)
0 ) por evaluar las

derivadas de la función transformada g · f en x̃0, de manera expĺıcita

pr(n)g · (x0, u
(n)
0 ) = (x̃0, ũ

(n)
0 ),

donde

ũ
(n)
0 ≡ pr(n)(g · f)(x̃0),

Ejemplo 2.5. Sea p = q = 1, tal que X×U ' R2, y considere la acción del gru-
po de rotaciones SO(2). Calculamos aqúı la primera prolongación pr(1)SO(2).
Nótese primero que X × U (1) ' R3, con coordenadas (x, u, ux). Dada una fun-
ción u = f(x), la primera prolongación es

pr(1)f(x) = (f(x), f ′(x)).

Ahora dado un punto (x0, u0, u0
x) ∈ X×U (1), y una rotación en SO(2) caracteri-

zada por el ángulo θ, debemos encontrar el correspondiente punto transformado

pr(1)θ · (x0, u0, u0
x) = (x̃0, ũ0, ũ0

x)

Escojamos el polinomio de Taylor lineal

f(x) = u0 + u0
x(x− x0) = u0

x · x+ (u0 − u0
xx

0)

como función representativa, nótese que

f(x0) = u0, f ′(x0) = u0
x,

tal como se requiere. La transformada de f por una rotación a través del ángulo
θ es la función lineal

f̃(x̃) = θ · f(x̃) =
sin θ + u0

x cos θ

cos θ − u0
x sin θ

x̃+
u0 − u0

xx
0

cos θ − u0
x sin θ

,

la cual está bien definida haciendo u0
x 6= cot θ. Entonces

x̃0 = x0 cos θ − u0 sin θ,

de aqúı que

ũ0
x = f̃ ′(x̃0) =

sin θ + u0
x cos θ

cos θ − u0
x sin θ

.

La acción prolongada pr(1)SO(2) sobre X × U (1) está dada por

pr(1)θ · (x, u, ux) =

(
x cos θ − u sin θ, x sin θ + u cos θ,

sin θ + ux cos θ

cos θ − ux sin θ

)
,

el cual esta definido para |θ| < |arccotux|
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2.3. Invarianza de ecuaciones diferenciales

Supóngase que se tiene un sistema de orden n de ecuaciones diferenciales,
o, equivalentemente, una subvariedad Υ∆ del espacio jet M (n) ⊂ X × U (n).
Un grupo de simetŕıas de este sistema esta definido como un grupo local de
transformaciones G actuando sobre M ⊂ X × U el cual transforma soluciones
del sistema a otras soluciones. La conexión entre esta condición de simetŕıa y la
condición geométrica que la correspondiente subvariedad Υ∆ es invariante ba-
jo el grupo de acción prolongado pr(n)G. Está observación efectivamente debe
reducir el problema de determinar los grupos de simetŕıas de ecuaciones dife-
renciales a un problema más práctico cuando alguna subvariedad es invariante
bajo algún grupo local de transformaciones.

Teorema 2.1. Sea M un subconjunto abierto de X×U y suponga ∆(x, u(n)) = 0
es un sistema de ecuaciones de orden n definido sobre M , con correspondiente
subvariedad Υ∆ ⊂M (n). Suponga que G es un grupo local de transformaciones
actuando sobre M cuya prolongación deja Υ∆ invariante, lo cual significa que
siempre que (x, u(n)) ∈ Υ∆, tenemos pr(n)g · (x, u(n)) ∈ Υ∆ para todo g ∈ G tal
que este definido. Entonces G es un grupo de simetŕıas del sistema de ecuaciones
diferenciales de acuerdo a la Definición 2.1.

2.4. Prolongación de campos vectoriales

Definición 2.2. Sea M ⊂ X × U abierto y suponga v es un campo vecto-
rial sobre M , con correspondiente grupo local de un parámetro exp(εv). La n-
prolongación de v, denotada pr(n)v, debe ser un campo vectorial en el espacio
jet M (n), y es defininido por ser el generador infinitesimal del correspondiente
grupo de un parámetro prolongado pr(n)[exp(εv)]. En otras palabras,

pr(n)v|(x,u(n)) =
d

dε

∣∣∣∣
ε=0

pr(n)[exp(εv)](x, u(n))

para cualquier (x, u(n)) ∈M (n).

Note que ya que las coordenadas (x, u(n)) sobre M (n) son las variables in-
dependientes (x1, ..., xp) y todas las derivadas uαJ de las variables dependientes
hasta orden n, un campo vectorial sobre M (n) en general debe tomar la forma

v∗ =

p∑
i=1

ξi
∂

∂xi
+

q∑
α=1

∑
J

φJα
∂

∂uαJ
,

la suma corre sobre todos los ı́ndices múltiplos J de orden 0 ≤ #J ≤ n; los
coeficientes son funciones ξi, φJα puede depender de todas las variables (x, u(n)).
En el caso v∗ es la prolongación pr(n)v de un campo vectorial

v =

p∑
i=1

ξi(x, u)
∂

∂xi
+

q∑
α=1

φα(x, u)
∂

∂uα
,

los coeficientes ξi, φJα de v∗ = pr(n)v deben ser determinados por los coeficientes
ξi, φα del mismo v. El grupo de acción prolongado cuando se restringe a solo
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las variables de orden cero x, u de M (0) = M , coincide con la acción de grupo
ordinaria exp(εv) sobre M . Por lo tanto los coeficientes ξi y φ0

α = φα de v∗ =
pr(n)v deben coincidir con los correspondientes ξi, φα del mismo v. Aśı

pr(n)v =

p∑
i=1

ξi
∂

∂xi
+

q∑
α=1

∑
J

φJα
∂

∂uαJ
,

donde ξi, φα = φ0
α deducida de v. Más aun, si #J = k, los coeficientes φJα de

∂/∂uαJ deben solo depender de derivadas de orden k y derivadas de orden menor
de u, φJα = αJα(x, u(k)).

Ejemplo 2.6. Considere el grupo de rotaciones SO(2) actuando sobre X×U '
R2, el generador infinitesimal correspondiente

v = −u ∂

∂x
+ x

∂

∂u

con
exp(εv)(x, u) = (x cos ε− u sin ε, x sin ε+ u cos ε)

siendo el ángulo de rotación a través del ángulo ε. La primera prolongación toma
la forma

pr(1)[exp(εv)](x, u, ux) =

(
x cos ε− u sin ε, x sin ε+ u cos ε,

sin ε+ ux cos ε

cos ε− ux sin ε

)
.

Un cálculo fácil muestra que

pr(1)v = −u ∂

∂x
+ x

∂

∂u
+ (1 + u2

x)
∂

∂ux

2.5. Invarianza infinitesimal

Definición 2.3. Sea

∆ν(x, u(n)) = 0, ν = 1, ..., l,

un sistema de ecuaciones diferenciales. El sistema se dice que es de rango máxi-
mo si la matriz Jacobiana de l × (p+ qp(n))

J∆(x, u(n)) =

(
∂∆ν

∂xi
,
∂∆ν

∂uαJ

)
de ∆ con respecto a todas las variables (x, u(n)) es de rango l siempre que
∆(x, u(n)) = 0

Por ejemplo la ecuación de Laplace es de rango máximo ya que la matriz
Jacobiana respecto a las variables (x, y;u;ux, uy;uxx, uxy, uyy) en X × U (2) es

J∆ = (0, 0; 0; 0, 0; 1, 0, 1)

La cual es de rango 1, en cualquier punto. Es importate notar que no ocurre lo
mismo con la ecuación equivalente

∆̃ = (uxx + uyy)2 = 0
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no es de rango máximo pues

J∆̃ = (0, 0; 0; 0, 0; 2(uxx + uyy), 0, 2(uxx + uyy))

la cual se anula siempre que (uxx + uyy)2 = 0

Teorema 2.2. Supóngase que

∆ν(x, u(n)) = 0, ν = 1, ..., l,

es un sistema de ecuaciones diferenciales de rango máximo definido sobre M ⊂
X × U . Si G es un grupo local de transformaciones actuando sobre M , y

pr(n)v[∆ν(x, u(n))] = 0, ν = 1, ..., l, siempre que ∆(x, u(n)) = 0,

para cada generador infinitesimal v de G, entonces G es un grupo de simetŕıas
del sistema.

Ejemplo 2.7. Sea G = SO(2) actuando sobre X × U = R2. Considérese la
siguiente ecuación diferencial ordinaria

∆(x, u, ux) = (u− x)ux + u+ x = 0

Nótese que la matriz Jacobiana es

J∆ =

(
∂∆

∂x
,
∂∆

∂u
,
∂∆

∂ux

)
= (1− ux, 1 + ux, u− x),

la cual es de rango 1 donde sea. Aplicando el generador infinitesimal de pr(1)SO(2)
se encuentra que

pr(1)v(∆) = −u∂∆
∂x + x∂∆

∂u + (1 + u2
x) ∂∆
∂ux

= −u(1− ux) + x(1 + ux) + (1 + u2
x)(u− x)

= ux[(u− x)ux + u+ x]
= ux∆.

Fórmula de prolongación

Se comenzará analizando la prolongación de un grupo de transformaciones
de un parámetro que actúa solamente sobre las variables independientes en
nuestro sistema de ecuaciones diferenciales. En otras palabras consideré el campo
vectorial

v =

p∑
i=1

ξ(x)
∂

∂xi

sobre el espacio M ⊂ X × U . Los elementos del grupo gε = exp(εv) son de la
forma

(x̃, ũ) = gε · (x, u) = (Πε(x), u)

en el cual las componentes x̃i = Πi
ε(x) satisfacen

dΠi
ε(x)

dε

∣∣∣∣
ε=0

= ξi(x),
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Consideré el caso de una única variable dependiente u ∈ R.

El primer espacio jet M (1) tiene coordenadas (x, u(1)) = (xi, u, uj) donde
uj ≡ ∂u/∂xj . La acción de grupo prolongado se encuentra de la siguiente ma-
nera; (x, u(1)) es cualquier punto en M (1), y u = f(x) es cualquier función con
uj = ∂f/∂xj , j = 1, .., p entonces pr(1)gε · (x, u(1)) = (x̃, ũ(1)), donde x̃ = Πε(x),

ũ = u, y ũj son las derivadas de la función transformada f̃ε = gε ·f , la cual esta
dada por

ũ = f̃ε(x̃) = f [Π−1
ε (x̃)] = f [Π−ε(x̃)].

(en lo anterior se usa el hecho de que g−1
ε = g−ε donde sea que este definido).

De esta manera

ũj =
∂f̃ε
∂x̃j

(x̃) =

p∑
k=1

∂f

∂xk
(Π−ε(x̃)) ·

∂Πk
−ε

∂x̃j
(x̃).

Pero se tiene Π−ε(x̃) = x, de aqúı que

ũj =

p∑
k=1

∂Πk
−ε

∂x̃j
(Πε(x))uk (2.2)

da la fórmula expĺıcita de la acción de grupo prolongada en las derivadas de
primer orden. Para encontrar el generador infinitesimal de pr(1)gε, debe dife-
renciarse la fórmula de la transformación prolongada respecto a ε y hacer ε = 0.
Entonces

pr(1)v =

p∑
i=1

ξi(x)
∂

∂xi
+

p∑
j=1

φj(x, u(1))
∂

∂uj
,

donde ξi(x) es como antes y donde

φj(x, u(1)) =
d

dε

∣∣∣∣
ε=0

p∑
k=1

∂Πk
−ε

∂x̃j
(Πε(x))uk,

Ya que las funciones son suaves se puede intercambiar el orden de la diferen-
ciación, y se obtienen dos términos multiplicando uk, primero aquellos de la
forma

∂

∂x̃j

[
dΠk
−ε
dε

]
(Πε(x))|ε=0 =

∂

∂xj

[
dΠk
−ε
dε

∣∣∣∣
ε=0

]
(x) = −∂ξ

k

∂xj
(x),

La segunda involucra dos derivadas respecto a x de Π−ε:

∑
l

∂2Πk
−ε

∂x̃j∂x̃l
(Π−ε(x))

dΠl
ε

dε
(x)

∣∣∣∣
ε=0

= 0

el cual se hace cero ya que Π0(x) es la identidad. Como en ε = 0 todas las
derivadas de segundo orden respecto a x de Πε se hacen cero. Entonces

φj(x, u, ux) = −
p∑
k=1

∂ξk

∂xj
· uk
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Ejemplo 2.8. Sea p = 2, q = 1, y considérese el campo vectorial

v = ξ(x, y)
∂

∂x
+ η(x, y)

∂

∂y

sobre X ' R2 en las coordenadas (x, y). La primera prolongación es

pr(1)v = v + φx
∂

∂ux
+ φy

∂

∂uy

donde φx = − ∂ξ
∂xux −

∂η
∂xuy y φy = − ∂ξ

∂yux −
∂η
∂yuy

En el caso anterior teniamos que el grupo solo actuaba sobre las variables
independientes. Ahora consideraremos uno en el cual la transformación solo se
da sobre las variables dependientes:

(x̃, ũ) = gε · (x, u) = (x,Σε(x, u)),

Este tiene un generador infinitesimal v = φ(x, u)∂u, donde

φ(x, u) =
d

dε

∣∣∣∣
ε=0

Σε(x, u).

Si u = f(x) es una función, la función transformada f̃ε = gε · f , entonces

ũ = f̃ε(x) = Σε(x, f(x)).

Para encontrar la acción de grupo, se debe diferenciar

ũj =
∂f̃ε
∂xj

(x) =
∂

∂xj
{Σε(x, f(x))} =

∂Σε
∂xj

(x, f(x)) +
∂f

∂xj
(x)

∂Σε
∂u

(x, f(x)),

de aqúı que pr(1)gε · (x, u(1) = (x, ũ(1)), donde

Ũj =
∂Σε
∂xj

+ uj
∂Σε
∂u

.

El generador infinitesimal

pr(1)v = v +

p∑
j=1

φj(x, u(1))
∂

∂uj

de pr(1)gε donde

φj(x, u(1)) =
d

dε

∣∣∣∣
ε=0

ũj =
∂φ

∂ẋj
+ uj

∂φ

∂u
.

Derivadas totales

Supóngase que φj(x, u(1)) se obtiene de φ(x, u) diferenćıandola con respecto
a xj , mientras se trata a la vez u como función de x. La derivada resultante es
llamada derivada total de φ con respecto a xi, y se denotará como

φj(x, u(1)) = Djφ(x, u) =
∂φ

∂xj
+ uj

∂φ

∂u
.
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Definición 2.4. Sea P (x, u(n)) una función suave de x, u, y de derivadas de u
hasta orden n, definida sobre un subconjunto M (n) ⊂ X × U (n). La derivada

total de P con respecto a xi es la única función suave DiP (x, u(n+1)) definida
sobre M (n+1) y dependiente de las derivadas de u hasta orden n + 1, con la
propiedad de que si u = f(x) es una función suave

DiP (x, pr(n+1)f(x)) =
∂

∂xi
{P (x, pr(n)f(x))}.

Proposición 2.1. Dada P (x, u(n)), la i-ésima derivada total de P tiene la
forma general

DiP =
∂P

∂xi
+

q∑
α=1

∑
J

uαJ,i
∂P

∂uαJ
(2.3)

donde J = (j1, ..., jk),

uαJ,i =
∂uαJ
∂xi

=
∂k+1uα

∂xi∂xj1 · · · ∂xjk
. (2.4)

La suma corre sobre todos los J ′s de orden 0 ≤ #J ≤ n, donde n representa
el orden más alto de las derivadas que aparecen en P .

Las derivadas totales de orden superior son definidas en analoǵıa con la
notación para derivadas parciales de orden superior. Expĺıcitamente, si J =
(j1, ..., jk) son k-́ındices con 1 ≤ jk ≤ p para cada k, entonces la J-ésima derivada
total es denotada

DJ = Dj1Dj2 · · ·Djk .

Fórmula general de la prolongación

Teorema 2.3. Sea

v =

p∑
i=1

ξi(x, u)
∂

∂xi
+

q∑
α=1

φα(x, u)
∂

∂uα
(2.5)

un campo vectorial definido sobre un subconjunto abierto M ⊂ X × U . La n-
ésima prolongación de v es el campo vectorial

pr(n)v = v +

q∑
α=1

∑
J

φJα(x, u(n))
∂

∂uαJ
(2.6)

definido sobre el correspondiente espacio jet M (n) ⊂ X × U (n), la segunda
sumatoria se hace sobre todos los ı́ndices(no ordenados) J = (j1, ..., jk), con
1 ≤ jk ≤ p, 1 ≤ k ≤ n. Los coeficientes de pr(n)v son funciones φJα dadas por
la siguiente fórmula

φJα(x, u(n)) = DJ

(
φα −

p∑
i=1

ξiuαi

)
+

p∑
i=1

ξiuαJ,i, (2.7)

donde uαi = ∂uα/∂xi, y uαJ,i = ∂uαJ/∂x
i
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los coeficientes de ∂
∂uαJ,k

en la primera prolongación de pr(n−1)v es

φJ,kα = Dkφ
J
α −

p∑
i=1

Dkξ
i · uαJ,i (2.8)

Consideremos el caso del grupo de rotaciones SO(2) actuando sobre X × U '
R×R con generador infinitesimal

v = −u ∂

∂x
+ x

∂

∂u

Es fácil ver que φ = x, ξ = −u, entonces la primera prolongación

pr(1)v = v + φx
∂

∂ux

es dada por

φx = Dx(φ− ξux) + ξuxx = Dx(x+ uuxx)− uuxx = 1 + u2
x.

Los coeficientes φxx de ∂/∂uxx en pr(2) son encontrados usando (2.7)

φxx = D2
x(φ− ξux) + ξuxxx = D2

x(x+ uux)− uuxxx = 3uxuxxx,

o la fórmula de recursión (2.8)

φxx = Dxφ
x − uxxDxξ = Dx(1 + u2

x) + uxuxx = 3uxuxx.

Entonces el generador infinitesimal de la segunda prolongación pr(2)SO(2) ac-
tuando sobre X × U (2) es

pr(2)v = −u ∂

∂x
+ x

∂

∂u
+ (1 + u2

x)
∂

∂ux
+ 3uxuxxx

∂

∂uxx
.

Se deduce inmediatamente que la ecuación diferencial ordinaria uxx = 0 tiene
SO(2) como grupo de simetŕıas, ya que

pr(2)v(uxx) = 3uxuxx = 0

siempre que uxx = 0. Esto es solo una consecuencia geométrica de que las ro-
taciones mandan lineas rectas en lineas rectas. Para otra ilustración geométrica
consideré la función

k(x, u(2)) = uxx(1 + u2
x)−

3
2 .

Un cálculo fácil muestra que

pr(2)v(k) = 0

para toda ux, uxx, k es un invariante de pr(2)SO(2)

k(pr(2)θ · (x, u(2))) = k(x, u(2))

para cualquier rotación θ. k es justo la curvatura de la gráfica de u = f(x) aśı
que lo que se ha probado es que la curvatura de una curva es invariante bajo
rotaciones.
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Ejemplos de grupos de simetŕıas

La Ecuación de calor. Considere la ecuación para la conducción de calor
en un camino unidimensional

ut = uxx,

el término difusivo ha sido normalizado a la unidad. En la ecuación anterior se ve
que se tienen dos variables independientes x y y, y solo una variable dependiente
u, entonces p = 2 y q = 1. La ecuación de calor es de segundo orden entonces
n = 2, y se puede identificar con la subvariedad lineal en X ×U (2) determinada
por la anulación de la función ∆(x, t, u(2)) = ut − uxx. Puede proponerse un
campo vectorial de la forma

v = ξ(1)(x, t, u)
∂

∂x
+ ξ(2)(x, t, u)

∂

∂t
+ φ(x, t, u)

∂

∂u

el cual es un campo vectorial sobre X × U . Se determinarán los coeficientes
ξ(1), ξ(2) y φ tales que el grupo de un parámetro correspondiente a exp(εv) es
un grupo de simetŕıas de la ecuación de calor. Para esto necesitamos saber la
forma de la segunda prolongación de v.

pr(2)v = v + φx
∂

∂ux
+ φt

∂

∂ut
+ φxx

∂

∂uxx
+ φxt

∂

∂uxt
+ φtt

∂

∂utt

Aplicando pr(2)v a la ecuación diferencial y utlilizando el Teorema 2.2. encon-
tramos que

φt = φxx

φt = φt − ξ(1)
t ux + (φu − ξ(2)

t )ut − ξ(1)
u uxut − ξ(2)

u u
(2)
t

= φxx + (2φxu − ξ(1)
xx )ux − ξ(2)ut + (φuu − 2ξ1

xu)u
(2)
x − 2ξ

(2)
xu uxut − ξ(1)

uu u3
x

−ξ(2)
uu u2

xut + (φu − 2ξ
(1)
x )uxx − 2ξ

(2)
x uxt − 3ξ

(1)
u uxuxx − ξ(2)

u utuxx

−2ξ
(2)
u uxuxt

= φxx,

se debe igualar los coeficientes de los monomios en las derivadas de primero y
segundo orden de u, entonces se tiene:

uxuxt 0 = −2ξ
(2)
u (a)

uxt 0 = −2ξ
(2)
x (b)

u
(2)
xx −ξ(2)

u = −ξ(2)
u (c)

u
(2)
x uxx 0 = −ξ(2)

uu (d)

uxuxx −ξ(1)
u = −2ξ

(2)
xu − 3ξ

(1)
u (e)

uxx φu − ξ(2)
t = −ξ(2)

xx + φu − 2ξ
(1)
x (f)

u3
x 0 = −ξ(1)

uu (g)

u2
x 0 = φuu − 2ξ

(1)
xu (h)

ux ξ
(1)
t = 2φxu − ξ(1)

xx (i)
1 φt = φxx (j)

Los coeficientes se determinan fácilmente pues su forma esta dada en términos
de ecuaciones elementales. De (a) y (b) se tiene que ξ(2) solo puede ser función
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de t. Entonces de (e) se tiene que ξ(1) no puede depender de u, y (f) necesita

satisfacer que ξ
(2)
t = 2ξ

(1)
x , entonces ξ(x, t) = 1

2ξ
(2)
t x + σ(t), donde σ es alguna

función que depende solo de t. Por otro lado se tiene de (h) que φ es una función
lineal de u, tal que

φ(x, t, u) = β(x, t) + α(x, t)

para ciertas funciones α y β. De (j), ξ(1) = −2βx, tal que β es a lo más cuadrática
en x, con

β = −1

8
ξ

(2)
tt x

2 − 1

2
σtx+ ρ(t).

Por último de (k) se necesita que tanto α como β sean soluciones de la ecuación
de calor,

αt = αxx βt = βxx

Usando la forma anterior de β se encuentra que

ξ
(2)
ttt = 0, σtt = 0, ρt = −1

4
ξ

(2)
tt .

Aśı ξ(2) es cuadrática en t, σ es lineal en t, ahora ya se puede dar ξ(1) y φ direc-
tamente de la forma de ρ, σ y ξ(2). Se puede entonces concluir que la simetŕıa
infinitesimal de la ecuación de calor tiene funciones coeficientes de la forma

ξ(1) = c1 + c4x+ 2c5t+ 4c6xt
ξ(2) = c2 + 2c4t+ 4c6t

2

φ = (c3 − c5x− 2c6t− c6x(2))u+ α(x, t)

donde c1, c2, ..., c6 son constantes arbitrarias y α(x, t) es una solución arbitraria
de la ecuación de calor. Entonces el álgebra de Lie de las simetŕıas infinitesimales
de la ecuación de calor es generada por los campos vectoriales

v1 = ∂x
v2 = ∂t
v3 = u∂u
v4 = x∂x + 2t∂t
v5 = 2t∂x − xu∂u
v6 = 4tx∂x + 4t2∂t − (x2 + 2t)u∂u

y la subálgebra de dimensión infinita

vα = α(x, t)∂u

donde α es una solución arbitraria de la ecuación de calor
Los grupos de un parámetro Gi generados por los vi estan dados de la

siguiente manera:

G1 : (x+ ε, t, u)
G2 : (x, t+ ε, u)
G3 : (x, t, eεu)
G4 : (eεx, e2εt, u)
G5 : (x+ 2εt, t, u · exp(−εx− ε2t))

G6 :
(

x
1−4εt ,

t
1−4εt , u

√
1− 4εtexp

{
−εx2

1−4εt

})
Gα : (x, t, u+ εα(x, t))
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Como cada grupo Gi es un grupo de simetŕıas, entonces si u = f(x, t) es una
solución de la ecuación de calor, también lo serán las funciones

u(1) = f(x− ε, t)
u(2) = f(x, t− ε)
u(3) = eεf(x, t)
u(4) = f(e−εx, e−2εt)

u(5) = e−εx+ε2tf(x− 2εt, t)

u(6) = 1√
1+4εt

exp
{
−εx2

1+4εt

}
f
(

x
1+4εt ,

t
1+4εt

)
u(α) = f(x, t) + εα(x, t)

donde ε ∈ R y α(x, t) es una solución de la ecuación de calor.
La apariencia del grupo G6 es muy común en los principios f́ısicos y tiene

una buena consecuencia. Si consideramos la solución constante u = c, entonces
se tiene que la función

u =
c√

1 + 4εt
exp

{
−εx2

1 + 4εt

}
es una solución. En particular, si hacemos c =

√
ε/π se obtiene la solución

fundamental de la ecuación de calor en el punto (x0, t0) = (0,−1/4ε). Se obtiene
la solución fundamental

u =
1

4π
exp

{
−x2

4t

}
Se necesita trasladar esta solución en t usando el grupo G2 (con ε remplazada
por −1

4ε ).
El grupo de simetŕıas de un parámetro más general se obtiene considerando

la combinación lineal c1v1+· · ·+c6v6+vα, pero la fórmula expĺıcita para el grupo
de transformaciones es complicada. De manera alternativa puede representarse
una transformación del grupo g como la composición de transformaciones de los
subgrupos de un parámetro G1, ..., G6, Gα. En particular, si g esta cerca de la
identidad, puede ser representado de manera única como

g = exp(vα) · exp(ε6v6) · ... · exp(ε1v1)

La solución más general que se obtiene de una solución dada u = f(x, t) por
un grupo de transformaciones es de la forma

u = 1√
1+4ε6t

exp
{
ε3 − ε5x+ε6x

2−ε25t
1+4ε6t

}
×f
(
e−ε4 (x−2ε5t)

1+4ε6t
− ε1,

e−2ε4 t
1+4ε6t

− ε2

)
+ α(x, t)

donde ε1, ..., ε6 son constantes reales y α una solución arbitraria de la ecuación
de calor.

La Ecuación de Onda. Considérese la ecuación de onda

utt − uxx − uyy = 0

donde la parte espacial es de dimensión 2. Ahora un campo vectorial en el
espacio de las variables independientes y dependientes puede tomar la forma

v = ξ(1) ∂

∂x
+ ξ(2) ∂

∂y
+ ξ(3) ∂

∂t
+ φ

∂

∂u
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donde ξ(1), ξ(2), ξ(3), φ dependen de x, y, t, u. Aplicando el criterio de inva-
rianza, se tiene

φtt − φxx − φyy = Q · (utt − uxx − uyy) (2.9)

en el cual Q(x, y, t, u(2)) puede depender de derivadas de segundo orden de u.
Las funciones φtt, φxx, φyy de pr(2)v se determinan de manera similar a las del
ejemplo anterior pero con términos extras dados por la coordenada y, entonces

φtt = D2
t (φ− ξ(1)ux − ξ(2)uy − ξ(3)ut) + ξ(1)uxtt + ξ(2)uytt + ξ(3)uttt

= D2
tφ− uxD2

t ξ
(1) − uyD2

t ξ
(2) − utD2

t ξ
(3) − 2uxtDtξ

(1) − 2uytDtξ
(2)

−2uttDtξ
(3)

Nótese que los primeros términos involucran derivadas parciales mixtas de se-
gundo orden de u, estas son uxy, uxt y uyt, cada una de las cuales ocurre lineal-
mente al lado izquierdo. Esto requiere que ξ(1), ξ(2) y ξ(3) no dependan de u.
Más aún

ξ(1)
y + ξ(2)

x = 0 , ξ
(1)
t − ξ(3)

x = 0, ξ
(2)
t − ξ(3)

y = 0. (2.10)

Los coeficientes de las derivadas de segundo orden restantes de u dan las rela-
ciones

φ− 2ξ
(3)
t = φu − 2ξ(1)

x = φu − 2ξ(2)
y = Q

de aqúı se sigue que

ξ
(3)
t = ξ(1)

x = ξ(2)
y (2.11)

Entonces las funciones ξ(1), ξ(2), ξ(3) son polinomios cuadráticos de x, y, t de la
forma

ξ(1) = c1 + c4x− c5y + c6t+ c8(x2 − y2 + t2) + 2c9xy + 2c10xt,
ξ(2) = c2 + c5x+ c4y + c7t+ 2c8xy + c9(−x2 + y2 + t2) + 2c10yt,
ξ(3) = c3 + c6x+ c7y + c4t+ 2c8xt+ 2c9yt+ c10(x2 + y2 + t2),

donde c1, ..., c10 son constantes. Se encuentra que

ξ(1)
xxx = ξ(2)

xxy = −ξ(1)
xyy = −ξ(3)

yyt = −ξ(2)
ytt = −ξ(1)

xtt = −ξ(3)
xxt = −ξ(1)

xxx,

por lo tanto las derivadas de tercer orden se hacen cero, un argumento similar
prueba que todas las derivadas de tercer orden de ξ(1), ξ(2) y ξ(3) son cero y la
estructura de los polinomios cuadráticos se siguen inmediatamente de (2.10) y
(2.11).

Luego los coeficientes de u2
x o (u2

y o u2
t ) en (2.9) indican φuu = 0, aśı que

φ(x, y, t, u) = β(x, y, t)u+ α(x, y, t).

Finalmente, los coeficientes de los términos lineales en las derivadas de primer
orden de u, y los términos sin u en todos ellos dan las relaciones

2βx = ξ
(1)
xx + ξ

(1)
yy − ξ(1)

tt

2βy = ξ
(2)
xx + ξ

(2)
yy − ξ(2)

tt

2βt = ξ
(3)
tt − ξ

(3)
xx − ξ(3)

yy

αtt − αxx − αyy = 0



2.5. INVARIANZA INFINITESIMAL 63

Aśı α es cualquier solución de la ecuación de onda, y

β = c1 − c8x− c9y − c10t.

Esto da la solución más general de las ecuaciones que determinan el grupo
de simetŕıas de la ecuación de onda. De esta manera el grupo infinitesimal de
simetŕıas de la ecuación de onda es expandido por los diez campos vectoriales

∂x, ∂y, ∂t,
rxy = −y∂x + x∂y, rxt = t∂x + x∂t, ryt = t∂y + y∂t

d = x∂x + y∂y + t∂t
ix = (x2 − y2 + t2)∂x + 2xy∂y + 2xt∂t − xu∂u
iy = 2xy∂x + (y2 − x2 + t2)∂y + 2yt∂t − yu∂u
it = 2xt∂x + 2yt∂y + (x2 + y2 + t2)∂t − tu∂u

la cual genera el álgebra conforme para R3 con la métrica de Lorentz dada, y
campos vectoriales adicionales

u∂u, vα = α(x, y, t)∂α,

para una solución arbitraria α de la ecuación de onda, reflejando la linealidad de
la ecuación. El correspondiente grupo de transformaciones para las traslaciones
y dilataciones se encuentra facilmente. De las rotaciones, debido al carácter
indefinido de la métrica subyacente dt2− dx2− dy2, las rotaciones que no están
en el plano (x, y) son rotaciones hiperbólicas. Por ejemplo rxt genera el grupo

(x, y, t) 7→ (x cosh ε+ t sinh ε, y, x sinh ε+ t cosh ε).

Los grupos inversos pueden ser construidos, esto es:

I(x, y, t) =

(
x

t2 − x2 − y2
,

y

t2 − x2 − y2
,

t

t2 − x2 − y2

)
que se define siempre que (x, y, z) no esté en el cono de luz t2 = x2+y2. Definimos
el grupo generado por ix, se da por primera intersección, luego trasladando la
dirección x, y luego reinvirtiendo:

exp(εix) = I ◦ exp(ε∂x) ◦ I.

La fórmula general es

(x, y, z) 7→
(

x+ε(t2−x2−y2)
1−2εx−ε2(t2−x2−y2) ,

y
1−2εx−ε2(t2−x2−y2)

, t
1−2εx−ε2(t2−x2−y2)

)
el cual es definido incluso para (x, y, z) en el cono de luz (el cual es una subvarie-
dad invariante). La transformación correspondiente de u bajo exp(εix) entonces
es

u 7→
√

1− 2εx− ε2(t2 − x2 − y2)u.

se concluye que si u = f(x, y, z) es una solución a la ecuación de onda, también
lo es

ũ = 1√
1+2εx−ε2(t2−x2−y2)

×f
(

x−ε(t2−x2−y2)
1+2εx−ε2(t2−x2−y2) ,

y
1+2εx−ε2(t2−x2−y2) ,

t
1+2εx−ε2(t2−x2−y2)

)
.
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2.6. Ecuaciones diferenciales de orden superior

Los grupos de simetŕıas también son utilizados para encontrar soluciones a
ecuaciones diferenciales de orden superior.

Sea

∆(x, u(n)) = ∆(x, u, ux, ..., un) = 0, (2.12)

la única ecuación diferencial de orden n involucrando la única variable depen-
diente u, donde un ≡ dnu/dxn. El resultado básico en este caso es que si se
conoce el grupo de simetŕıas de un parámetro de esta ecuación, entonces se
puede reducir a n− 1 el orden de la ecuación.

Escojan coordenadas y = µ(x, u), w = ν(x, u) (véase [5][pág. 132])tales que
el grupo transforma en un grupo de traslaciones con generador infinitesimal
v = ∂/∂w. Aplicando la regla de la cadena, se pueden expresar las derivadas de
u con respecto a x en términos de y, w y las derivadas de w con respecto a y,

dku

dxk
= δk

(
y, w,

dw

dy
, ...,

dkw

dyk

)
,

para algunas funciones δk. Antes de continuar es necesario enunciar un teorema;
para la prueba véase [5][pág. 86].

Teorema 2.4. Supóngase que G es un grupo que actúa semi-regularmente so-
bre M y sea ζ1(x), ..., ζm−s(x) un conjunto completo de funcionales invariantes
independientes definidos sobre un subconjunto W ⊂ M . Si una subvariedad
Υ∆ = {x : ∆(x) = 0} es G-invariante, entonces para cada solución x0 ∈ Υ∆

hay una vecindad W̃ ⊂ W de x0, y una función equivalente G-invariante
∆̃(x) = ∆̃(ζ1(x), ..., ζm−s(x)) cuyo conjunto solución coincide con el de ∆ en
W̃ :

Υ∆ ∩ W̃ = Υ∆̃ ∩ W̃ = {x ∈ W̃ : ∆̃(ζ1(x), ..., ζm−s(x)) = 0}

Usando la proposición anterior al sustituir las expresiones en la ecuación
diferencial se encuentra una ecuación equivalente de orden n

∆̃(y, w(n)) = ∆̃(y, w,wy, ..., wn) = 0 (2.13)

en términos de las nuevas coordenadas y y w. Como el sistema original (2.12) es
invariante bajo el grupo G también lo será el sistema transformado. En térmi-
nos de las coordenadas (y, w), el generador infinitesimal tiene una prolongación
trivial

pr(n)v = v =
∂

∂w
.

El criterio infinitesimal implica que

pr(n)v(∆̃) =
∂∆̃

∂w
= 0 siempre que ∆̃(y, w(n)) = 0

Esto significa que existe una ecuación equivalente

∆̂

(
y,
dw

dy
, ...,

dnw

dyn

)
= 0
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la cual es independiente de w, es decir ∆̃(y, w(n)) = 0 si y solo si ∆̂(y, w(n)) = 0.
Por último para reducir el orden hágase z = wy. Entonces se tiene una ecuación
de orden n− 1 para z,

∆̂(y, z, ..., dn−1z/dyn−1) = ∆̂(y, zn−1) = 0 (2.14)

cuya solución proporciona una solución general al sistema original. Comúnmente
si z = h(y) es una solución de (2.14), entonces w =

∫
h(y)dy+ c es una solución

de (2.13), entonces, reemplazando w y y por sus expresiones en términos de x
y u, implicitamente define una solución de la ecuación original.



66 CAPÍTULO 2. GRUPOS Y ECUACIONES DIFERENCIALES



Caṕıtulo 3

Relatividad General

En este caṕıtulo damos una breve revisión de la teoŕıa de la relatividad ge-
neral, exponiendo algunos de los conceptos más importantes. Empezamos par-
tiendo de principios fundamentales, la deducción de las ecuaciones del campo
de Einstein hasta llegar a los modelos de Schwarzschild y Robertson-Walker.

3.1. Fundamentos del espacio-tiempo

Partamos de los conceptos de espacio y tiempo en el marco de la teoŕıa New-
toniana. Para Newton el espacio consist́ıa solamente del espacio tridimensional
euclidiano, repetido para todo tiempo. De manera matemática esto es equivalen-
te a considerar R1×R3. El espacio euclidiano tiene su métrica usual y el tiempo
es medido por un reloj universal. Todos los observadores con velocidades dife-
rentes son igualmente válidos, esta forma de relatividad fue construida dentro
de la mecánica Galileana. Esto implica que no hay una forma estándar universal
para el reposo, y diferentes observadores debeŕıan tener diferentes definiciones
de si dos eventos ocurriendo en diferentes tiempos sucedieron en el mismo lu-
gar. Pero todos los observadores debeŕıan coincidir en la simultaneidad, de si
dos eventos suceden o no en el mismo lapso de tiempo. De esta manera la se-
paración en el tiempo entre dos eventos significa el tiempo transcurrido entre
dos rebanadas euclidianas que contienen los dos eventos. Esto es independien-
te de la localización espacial de los eventos, aśı en gravedad Newtoniana hay
una noción universal del tiempo. Similarmente la separación en el espacio en-
tre dos eventos significa la distancia euclidiana entre ellos. Si los eventos son
simultáneos, ocurriendo en la misma rebanada euclidiana, entonces es simple
calcular usando la métrica de aquella rebanada, y todos los observadores deben
coincidir en eso. Si los eventos suceden en diferentes tiempos, cada observador
toma la localización de los eventos en sus respectivas rebanadas espaciales y
calculan la distancia euclidiana entre ellos. La localización debeŕıa ser diferente
para diferentes observadores, pero la distancia entre ellos debe ser la misma para
todos los observadores.

Usando las transformaciones de Galileo1 en las ecuaciones de Maxwell del
electromagnetismo se encuentra que estas dejan de ser invariantes. Lo cual llevó

1Una transformación de Galileo es un cambio de coordenadas y velocidades que deja inva-
riante las ecuaciones de Newton.

67
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a que Lorentz encontrara un nuevo tipo de transformaciones que las dejan inva-
riantes. Estas transformaciones solo eran una curiosidad matemática que man-
teńıan la invarianza. Fue Einstein quien les encontró un significado incluyéndolas
en su teoŕıa de la relatividad especial, la cual se desarrolla a partir de los si-
guientes principios: (se recomienda ver [8], [9], [10])

1) No hay experimento que pueda medir la velocidad absoluta de un ob-
servador; los resultados de cualquier experimento hecho por un observador no
dependen de la velocidad relativa de otro observador que no este involucrado en
el experimento.

2)La velocidad de la luz para cualquier observador que este en movimiento
no acelerado es c = 3 × 108ms−1, suele normalizarse la velocidad de la luz y
considerarla como c = 1.

En su teoŕıa de la relatividad especial la coordenada tiempo juega un papel
importante pues deja de haber tiempo absoluto, y ahora el tiempo para cada
observador esta sujeto a una transformación de Lorentz. Aśı es necesario que
las coordenadas de cualquier observador pasen de tres a cuatro. Este tipo de
enfoque además da nuevos aspectos geométricos pues la forma en como se miden
distancias entre eventos requiere que la métrica clásica cambie, introduciendo
la métrica de Minkowski sobre el denominado espacio-tiempo que será el con-
junto de eventos. La forma matemática del espacio-tiempo tiene las siguientes
caracteŕısticas:

a)El espacio-tiempo (todos los eventos) es una variedad semi-riemanniana
de cuatro dimensiones cuya métrica es la de Minkowski.

b)La métrica es medida por reglas y relojes. La distancia a lo largo de una

regla que une dos puntos es |dx · dx| 12 y el tiempo medido por un reloj que

experimenta dos eventos ligeramente separados en el tiempo es | − dx1 · dx1| 12 .

En las expresiones de la relatividad especial no se considera la intervención
de fuerzas, solo se tiene en cuenta el movimiento de las part́ıculas sin interacción
con su medio. Entonces bajo consideraciones más generales el espacio-tiempo
podŕıa ser curvado y la métrica ya no seŕıa la de Minkowski.

Regresemos un poco a lo clásico y recordemos que Newton dio una ley para la
fuerza que experimentan los cuerpos F = ma, el comportamiento de los objetos
que experimentan fuerzas gravitacionales esta descrito por F = −m∇φ donde
φ es el potencial gravitacional en un punto del campo gravitatorio. Además
de esto, Newton encontro otra ley para poder determinar φ, esta ley relaciona
el potencial gravitacional φ con la densidad de masa del cuerpo ρ, mediante
la expresión ∇2Φ = 4πGρ, donde G es la constante de gravitación universal.
Estas dos leyes son de suma importancia que debeŕıan de poder encontrarse sus
análogos desde el punto de vista de un espacio-tiempo curvado.

Ya que se sabe que la aceleración de una part́ıcula en un campo gravitacional
es independiente de su masa, se puede pensar en un marco inercial2 cayendo

2Su forma matemática se describe en la sección 1.6. Este marco igual debe tener la pro-
piedad f́ısica de que un observador aqúı considerará una serie de acuerdos mediante los cuales
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libremente3 en el cual las part́ıculas cercanas no tienen aceleración. Este se
suele identificar como un marco localmente inercial. Debido a que las part́ıculas
que caen libremente en esté marco no tienen aceleración, sus trayectorias son
a largo de lineas rectas, por lo menos localmente. Pero las lineas rectas en un
marco local inercial son la definición de lineas rectas sobre toda la variedad
curvada.

Por lo tanto el primer postulado que Einstein propuso acerca de como las
part́ıculas son afectadas por la métrica, se puede enunciar de la siguiente manera
(se recomienda ver [8], [9], [10]):

3) Principio de equivalencia débil: Las part́ıculas que caen libremente
se mueven en el espacio-tiempo sobre geodésicas tipo tiempo4

El principio de equivalencia débil se refiere solo a part́ıculas. Pero lo que
interesa es como los fluidos son afectados por métricas que no sean planas5.
Para ello se requiere que el principio de equivalencia débil se generalice. Esto se
hace de la siguiente manera:

Para tratar el principio de equivalencia en su forma completa, debe enten-
derse que lo que Einstein argumento en el principio de equivalencia débil es para
el caso ideal donde el campo gravitacional es homogéneo y estático pero en la
realidad los campos no son de ese tipo, entonces el campo gravitacional que
bien puede identificarse con la métrica g puede depender de x o t, entonces en
un campo donde ocurra esa dependencia los observadores si podŕıan detectar
cuando están sometidos a un campo gravitacional, pues las fuerzas inerciales
no se eliminan de manera exacta con las fuerzas gravitacionales para el siste-
ma cayendo libremente. Pero aún se puede esperar que el campo sea débil si
se restringe a una pequeña región del espacio-tiempo de tal manera que los
cambios del campo en esta región sean muy pequeños. Entonces el principio de
equivalencia se puede enunciar de la siguiente manera

4) Principio de Equivalencia. Sobre cada punto del espacio-tiempo en
un campo gravitacional arbitrario es posible escoger un marco inercial local, tal
que en una región suficientemente pequeña del punto escogido las leyes de la
naturaleza toman la misma forma que en un sistema de coordenadas cartesiano
no acelerado en ausencia de gravedad.

El principio de equivalencia se enuncia de una manera alternativa, en el co-
nocido Principio de Covarianza General. Dice que cualquier ecuación f́ısica
se mantiene sin cambio en un campo gravitacional, si se cumple lo siguiente:

(A) Si en ausencia de gravedad se reduce a la forma dada desde la relativi-
dad especial donde el tensor métrico que se tiene es el de Minkowski ηαβ y la
conexión af́ın es cero Γαβγ = 0.

(B) La ecuación es covariante, lo cual significa que preserva su forma bajo
una transformación de coordenadas x→ x′.

El principio general de covarianza contiene al principio de equivalencia, pero

medirá magnitudes f́ısicas.
3Cáıda libre significa que las part́ıculas no son afectadas por otras fuerzas, como podŕıan

ser campos eléctricos, campos magnéticos, etc.
4Cuando decimos que una curva es tipo tiempo, significa que su vector velocidad es tipo

tiempo en cualquier punto donde este definida.
5Una métrica se dirá que es plana cuando el tensor de Riemann es nulo.
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su aporte principal es debido a (B), pues lo que dice es que una ecuación ocurre
en todo sistema coordenado si está ocurre en algún sistema coordenado. Pero en
cualquier punto hay una clase de sistemas coordenados, los sistemas localmente
inerciales, en los cuales los efectos de la gravitación no se sienten. La condición
(A) dice que la ecuación ocurre en estos sistemas, y de aqúı que ocurra en cual-
quier otro. El principio de covarianza general solo puede ser aplicado en una
escala que es pequeña comparada con las distancias del espacio-tiempo t́ıpicas
para el campo gravitacional, para esto solo en esta pequeña escala el principio
de equivalencia permite la construcción de un sistema coordenado en el cual los
efectos de la gravedad son nulos.

¿Qué sucede realmente con una part́ıcula? se debe recordar que la gravedad
desde el punto de vista clásico es una fuerza, aśı que su enerǵıa cinética y
momento de una part́ıcula no son necesariamente conservados bajo su acción.
En el nuevo punto de vista, significa que no se puede esperar encontrar un
sistema coordenado en el cual las componentes del momento p sean constantes
a lo largo de la trayectoria de la part́ıcula.

La ecuación geodésica del momento se puede escribir igualando a cero la
ecuación (1.11) y aplicándola a las componentes pi = gikp

k que corresponde a
las componentes del covector asociado al momento p = m(ui)(ui-componentes
del vector 4-velocidad). Entonces se tiene:

m
dpj
dτ
− Γkjip

ipk = 0 (3.1)

De donde se pueden escoger las coordenadas de tal manera que τ correspon-
da al tiempo propio6 de la part́ıcula.

Del lado derecho de la ecuación se tiene

Γkijp
i
k = 1

2g
kl(glj,i + gli,j − gij,l)pipk

= 1
2 (glj,i + gli,j − gij,l)gklpkpi

= 1
2 (glj,i + gli,j − gij,l)plpi.

En las expresiones anteriores (, q) = ∂
∂xq para simplificar la notación.

El producto plpi es simétrico sobre l e i, mientras que el primer y tercer
término dentro de el paréntesis son antisimétricos sobre l e i. Por lo tanto se
cancelan, dejando solo el término de enmedio

Γkjip
ipk =

1

2
gli,jp

lpi.

De esta manera la ecuación geodésica puede escribirse de manera completa como

m
dpj
dτ

=
1

2
gli,jp

lpi (3.2)

El resultado anterior es de suma importancia pues nos dice que si todas las
componentes gil son independientes de xj para algún ı́ndice fijo j, entonces pj
es constante a lo largo de cualquier trayectoria de la part́ıcula. La ecuación (3.2)
es análoga a la segunda Ley de Newton.

6El tiempo propio es el que miden todos los observadores, cada uno en reposo con respecto
a los otros, sobre un determinado suceso que también esta ocurriendo con respecto a ellos.
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En los siguientes dos apartados se abordarán conceptos importantes que
llevan a encontrar la ecuación análoga que describe la fuente del campo gravi-
tacional.

3.2. Ecuaciones del campo de Einstein

Ahora se deducirán las ecuaciones del campo de Einstein. Consideremos el
espacio-tiempo como una variedad semi-riemanniana M , con métrica (gik) de
ı́ndice constante (visto de otra forma signatura (- + + +) constante con la
métrica diagonalizada). De acuerdo a los principios de la relatividad general en
cada punto x0 ∈ M se puede encontrar una vecindad tal que la métrica puede
ser reducida mediante un cambio de coordenada a la métrica de Minkowski (a
lo que es lo mismo el espacio-tiempo es localmente plano),

(ηik) =


−1 0 0 0

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


el determinante de está métrica es negativo η = det(ηik) = −1 < 0, entonces
si (gij) es la métrica global se tiene que el determinante es negativo g < 0 y
entonces |g| = −g > 0.

Con lo cual la forma de volumen sobre el espacio-tiempo se escribe como
dµ =

√
−gd4x, sea Γijk la conexión simétrica compatible con la métrica, y sea

Rijkl el tensor de Riemann correspondiente a esta conexión. Recuérdese que el

tensor de Ricci Rik = Rqiqk = glmRlimk, entonces se escribe como

Rik =
∂Γlik
∂xl

− ∂Γlil
∂xk

+ ΓlikΓmlm − Γmil Γ
l
mk

y el escalar de curvatura R, es igual a

R = gikRik.

De acuerdo al principio general de la relatividad general, el campo gravitacional
en el espacio-tiempo M es la métrica (gij). Las ecuaciones del campo de Einstein
se obtienen a partir de las ecuaciones de Euler-Lagrange bajo la variación de
la acción de este campo. La acción que se necesita fue introducida por Hilbert
véase [11][pág. 136], [3][pág. 549],

I =

∫
(R+ Lm)

√
−gd4x.

Donde Lm = Lm(f j , fkxi , x
l) es una función lagrangiana que es función de cam-

pos f́ısicos, sus derivadas y de las coordenadas.
La integral es tomada sobre el dominio D limitada por dos hipersuperficies

tipo espacio, estas hipersuperficies son análogas a las superficies de nivel del
tiempo para t = t1, t2 en el espacio de Minkowski.

Se calculan las ecuaciones de Euler-Lagrange para el funcional

I =

∫
D

(R+ Lm)
√
|g|d4x,
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La variación de esta acción se da a través de la variación de las componentes de
la métrica (gij).

Teorema 3.1. La siguiente igualdad se cumple

δI

δgij
=

(
Rij −

1

2
Rgij

)√
|g|+

δ(Lm
√
|g|)

δgij
,

para la cual

δI =

∫ (
Rij −

1

2
Rgij

)
δgij

√
|g|dnx+ δ

∫ √
|g|Lmdnx.

Demostración. Calculemos la variación de la integral
∫
R
√
|g|dnx,

δ
∫
R
√
|g|dnx = δ

∫
gikRik

√
|g|dnx

=
∫

(Rik
√
|g|δgik +Rikg

ikδ(
√
|g|) + gik

√
|g|δRik)dnx

Debe de calcularse δ(
√
|g|). Sea cik el cofactor del elemento gik en la matriz

(glm). Para encontrar el determinante de esta matriz, se hace la expansión por
menores sobre la k-ésima columna: g =

∑
i gikc

ik. Es fácil ver que δg = (δgik)cik

con suma ahora sobre i y k, ya que la diferencial δgik de cada componente gik
debe ser multiplicada por los coeficientes de está componente en la expresión

para g, es decir por cik. Ya que gik = cik

g , entonces se tiene cik = ggik, lo cual

implica δg = ggikδgik. Por otro lado se tiene que gikgik = δii = n = dimM , por
lo tanto (δgik)gik + gik(δgik) = 0, lo cual implica la igualdad δg = −ggikδgik.
Además por definición se tiene que |g| = −g. Entonces se tiene

δ(
√
−g) =

−1

2
√
−g

δg =
1

2
√
−g

g · gikδgik = −1

2

√
−ggikδgik

Haciendo un cálculo similar para |g| = g se llega a la fórmula general

δ(
√
|g|) = −1

2

√
|g|gikδgik

Finalmente juntando los resultados anteriores se obtiene

δ

∫
R
√
|g|dnx =

∫ (
Rik −

1

2
Rgik

)
δgik

√
|g|dnx+

∫
gik(δRik)

√
|g|dnx.

Por último necesitamos saber quién es δRik. Por Teorema A1 (Véase Apéndice
A) la variación δΓijk forma un tensor, aunque los śımbolos de Christoffel Γijk no
lo sean.

Para calcular δRik, fijemos un punto arbitrario e introdúzcase un sistema
coordenado geodésico cerca del punto. Esto significa que Γkij = 0 en este punto,

ya que ∂
∂xα (gik) = 0 en el punto seleccionado. Se tiene

gikδRik = δ
(
∂Γlik
∂xl
− ∂Γlil

∂xk
+ ΓlikΓmlm − Γmil Γ

l
km

)
gik

= gik
(
∂
∂xl

(δΓlik)− ∂
∂xk

(δΓlil)
)

= gik ∂
∂xl

(δΓlik)− gil ∂
∂xl

(δΓkik)

= ∂
∂xl

(gik∂Γlik − gilδΓkik) = ∂W l

∂xl
,

W l = gikδΓlik − gilδΓkik.
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Ya que δΓijk es un tensor, las cantidades W l son las componentes de un tensor,

entonces su divergencia ∂W l

∂xl
en el sistema de coordenadas escogido es invariante

bajo el cambio a cualquier otro sistema de coordenadas que no necesariamen-
te sea plano. Entonces se puede usar la definićıon invariante de divergencia
divT = D ∂

∂xi
T i, ya que ∂

∂xi (T
i) no es tensor relativo a los cambios arbitrarios

de coordenadas. Se necesita la fórmula expĺıcita para la divergencia en un siste-
ma de coordenadas arbitrario, relativo a una conexión simétrica compatible con
la métrica. Véase apéndice A

D ∂

∂xi
T i =

∂T i

∂xi
+ T l

∂

∂xl
(log

√
|g|) =

1√
|g|

∂

∂xl
(
√
|g|T l).

Entonces se tiene gikδRik = 1√
|g|

∂
∂xl

(
√
|g|W l) por lo cual la siguiente in-

tegral
∫
gikδRik

√
|g|dnx se transforma a

∫
∂
∂xl

(
√
|g|)dnx. Usando el teorema

de Stokes está integral es igual a la integral de |g|W l sobre la frontera ∂D de
el dominio. Ya que la variación del campo se anula sobre la frontera ∂D, su
integral también es igual a cero. De esta manera se obtiene

δIg =

∫ (
Rik −

1

2
Rgik

)
δgik

√
|g|dnx+ δ

∫
Lm
√
|g|dnx.

Como
δI

δgij
= 0 entonces

(Rik −
1

2
Rgik)

√
|g|+

δ(Lm
√
|g|)

δgik
= 0 (3.3)

Dividiendo entre
√
|g| y redefiniendo el término a la derecha de la ecuación

anterior como − 1√
|g|

δ(Lm
√
|g|)

δgik
= 8πTik donde Tik son las componentes de un

tensor simétrico conocido como tensor de enerǵıa momento. Entonces la ecuación
(3.3) se puede reescribir de la siguiente manera

Rik −
1

2
Rgik = 8πTik (3.4)

Notemos que la ecuación anterior para el espacio-tiempo representa un conjunto
de 16 ecuaciones las cuales son conocidas como ecuaciones del campo de Eins-
tein7(aveces las abreviaremos como E.C.E.). Despues de publicar las ecuaciones
de campo, Einstein agregó del lado izquierdo el término λgik donde λ es la
constante cosmológica, que describe la aceleración del universo.

Rik −
1

2
gik + λgik = 8πTik (3.5)

La ecuación anterior es equivalente a la ecuación Rik − 1
2Rg

ik + λgik = 8πT ik.

7La ecuación (3.4) fue deducida de manera independiente por el f́ısico Albert Einstein y
por el matemático David Hilbert. Publicadas por primera vez en 1915 por Einstein, en una
forma equivalente a la que se da en este trabajo.
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Mediante la doble contracción8 de la segunda identidad de Bianchi se puede
encontrar que

∂

∂xk
(Rik − 1

2
Rgik + λgik) = 0

Lo cual necesariamente implica que

∂T ik

∂xk
= 0

La ecuación anterior tiene un significado importante en f́ısica, debido a que
el término T ik tiene información acerca de cantidades f́ısicas medibles, de está
ecuación suelen encontrarse leyes de conservación. En la siguiente sección ve-
remos como construir el tensor de enerǵıa-esfuerzo partiendo del teorema de
Noether.

3.3. Tensor de enerǵıa momento

Las leyes de conservación para cualquier sistema f́ısico se obtienen de las si-
metŕıas del sistema. Por ejemplo si el Lagrangiano L de un problema variacional
invariante no depende expĺıcitamente del tiempo, entonces la enerǵıa del siste-
ma es conservada. En este caso el Lagrangiano es invariante de alguna variable
espacial xi, el momento correspondiente a la coordenada es conservado:

dpi
dt

=
d

dt

(
∂L

∂ẋi

)
= 0.

La relación entre las simetŕıas y las leyes de conservación se puede ver en el
teorema de Noether9, el cual se enuncia a continuación:

Teorema 3.2. Noether Sea

x→ x̃(x, τ), fα → f̃α(x, fα, τ) (3.6)

una transformación de coordenadas, de las coordenadas xi y las variables del
campo fα especificada por funciones suaves de un número de parámetros finito
τ1, ..., τs. Supóngase que la variación de la acción

∫
D
Ldnx relativa a esta trans-

formación es igual a cero para cualquier dominio D. Entonces existen s leyes de
conservación (invariantes dinámicas),es decir existen s funcionales de las varia-
bles del campo las cuales no cambian con el tiempo y hay una correspondencia
uno a uno con las deformaciones relacionadas a los parámetros τ1, ..., τs.

Consideremos un caso importante donde el lagrangiano no depende de las
variables espaciales. Supongamos que los campos fα son definidos en el espa-
cio de Minkowski R1,3 con coordenadas x1, x2, x3, x4 y que el lagrangiano no
depende de las variables xi, 1 ≤ i ≤ 4 entonces la funcional tiene la forma

Im =

∫
Lm(fα, fβ

xk
)d4x (3.7)

8Para llevar a cabo la contracción de dos tensores se iguala uno de los ı́ndices superiores
de un tensor con uno de los ı́ndices inferiores del otro tensor, por ejemplo del tensor métrico
con la segunda identidad de Bianchi, gik[Rijkl;m +Rijmk;l +Rijlm;k] = 0, donde ; denota la
derivada covariante.

9 El teorema se denomina aśı por la matemática alemana Emmy Noether, que lo formuló
en 1915.
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Claramente aqúı el elemento de volumen
√
|η|d4x = d4x (Luego se podrá gene-

ralizar faćılmente mediante el principio de covarianza). Las simetŕıas continuas
forman el grupo de Poincaré10,

x→ Ax+ b, A ∈ O(1, 3), b ∈ R1,3,

el cual preserva la métrica de Minkowski

ds2 = gikdx
idxk = −(dx1)2 + (dx2)2 + (dx3)2 + (dx4)2.

Las funciones extremales que describen el sistema de movimiento, satisfacen las
ecuaciones de Euler-Lagrange

∂Lm
∂fα

−
∑
i

∂

∂xi

(
∂Lm
∂fαxi

)
= 0

El funcional Im es invariante bajo transiciones a los otros marcos de referen-
cia: x→ x′ = Ax+ b. Bajo tal transición un escalar fα va en f̃α(x′) = fα(x), y
si los fα forman un vector f i, entonces las transformaciones de simetŕıas tienen
la forma

xi → x′ = aijx
j + bi, f i(x)→ f̃ i(x′) = aijf

j(x), A = (aij) ∈ O(1, 3).

Las leyes de movimiento especificadas por las ecuaciones de Euler-Lagrange
para el funcional Im son las mismas en todos los puntos del espacio. Este hecho
es básico para la derivación de las leyes de conservación.

Se derivarán las leyes de conservación a las traslaciones correspondientes

x→ x′ = x+ ξ, fα(x)→ f̃α(x′) = fα(x), d4x′ = d4x.

Supóngase que se tiene una solución fα a las ecuaciones de Euler-Lagrange en
R1,3. Para un dominio arbitrario U ⊂ R1,3, considérense variaciones de la acción
generadas por las traslaciones

x→ x′ = x+ sξ, ξ ∈ R1,3, s ∈ R.

La variación es

δIm =

∫
U+sξ

Lm(f̃α(x′), f̃βx′i(x
′))d4x′ −

∫
U

Lm(fα(x), fβxi(x))d4x ≡ 0,

donde U+sξ es el dominio de U desplazado por sξ. Ahora se escribirá de manera
expĺıcita la igualdad δIm = 0, con esta variación dada para la solución fα a las
ecuaciones de Euler-Lagrange:

δIm = s

∫
U

∂Lm
∂xi

ξid4x+s

∫
U

(
∂Lm
∂fα

δif
α +

∂Lm
∂fα

xk
δif

α
xk

)
ξid4x+o(s) ≡ 0. (3.8)

El primer término es debido al cambio del dominio U , y por ∂Lm
∂xi se dice que

la derivada del Lagrangiano toma la solución dada Lm = Lm(fα(x), fβ
xkl

(x)).

10El grupo de Poincaré es el grupo de Lie formado por el conjunto de transformaciones de
isometŕıas del espacio-tiempo de Minkowski.
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El segundo término está relacionado al cambio de la forma de las funciones
fα. Si se tiene una familia de funciones f̃α(x̃) = gα(s, x + sξ) ≡ fα(x) para-
metrizada por s, y por ξiδif

α se quiere decir la derivada respecto al primer
argumento s con s = 0. En particular para una base de vectores ξ = ei, donde
ξj = δji , se tiene

∂f̃α

∂s

∣∣∣∣∣
s=0

= δif
α +

∂fα

∂xi
≡ 0.

Entonces de lo anterior se concluye fácilmente que

δif
α = −∂f

α

∂xi
, δif

α
xk = −

∂fαxk

∂xi

Ahora sustituyendo las expresiones anteriores en la ecuación (3.5)

δIm = s

∫
U

(
∂Lm
∂xi

− ∂Lm
∂fα

∂fα

∂xi
− ∂Lm
∂fα

xk

∂fαxk

∂xi

)
ξid4x+ o(s) ≡ 0.

De manera sucesiva se sustituyen las ecuaciones de Euler-Lagrange y la igualdad
∂
∂xi

(
fαxk
)

= ∂2fα

∂xi∂xk
= ∂

∂xk

(
fαxi
)

dentro del integrando

δIm = s
∫
U

(
∂Lm
∂xi −

∂
∂xk

(
∂Lm
∂fα
xk

)
∂fα

∂xi −
∂Lm
∂fα
xk

∂(fα
xk

)
∂xi

)
ξid4x+ o(s)

= s
∫
U

(
∂Lm
∂xi −

∂
∂xk

(
∂Lm
∂fα
xk

)
∂fα

∂xi −
∂Lm
∂fα
xk

∂
∂xk

(fαxi)
)
ξid4x+ o(s)

= s
∫
U

(
∂Lm
∂xi −

∂
∂xk

(
∂Lm
∂fα
xk
fαxi
))

ξid4x+ o(s) ≡ 0

Ya que el dominio U y el vector ξ son arbitrarios, se concluye que para cualquier
solución a las ecuaciones de Euler-Lagrange la siguiente igualdad se satisface:

∂Lm
∂xi

= δki
∂Lm
∂xk

=
∂

∂xk

(
∂Lm
∂fα

xk
fαxi

)
.

Esto se puede reescribir como

∂

∂xk

(
δki Lm − fαxi

∂Lm
∂fα

xk

)
= 0. (3.9)

El tensor

T ki = fαxi
∂Lm
∂fα

xk
− δki Lm (3.10)

es llamado tensor de enerǵıa momento11 del sistema lagrangiano Lm(f, fxk).
Este también se puede escribir como:

Tik = gklT
l
i , T ik = gklT il .

La ecuación (3.9) indica que la divergencia del tensor T ki es cero en cualquier
parte:

∂T ki
∂xk

= 0. (3.11)

11El tensor de enerǵıa momento de la ecuación (3.10) no siempre es simétrico pero siempre

puede definirse una transformación Tki → Tki +
∂ψkli
∂xl

a partir de un tensor antisimétrico

ψkli = −ψlki que lo vuelve simétrico, véase [3][pág. 540].
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Nótese que la fórmula derivada anteriormente es válida para cualquier trasla-
ción invariante del lagrangiano Lm en R1,3. Mediante el principio de covarianza
es fácil ver que la ecuación (3.11) es válida en cualquier sistema coordenado,
entonces la forma general de escribirla es mediante la derivada covariante

D ∂

∂xk
T ik = 0 (3.12)

En el caso cuando se tiene n = 1, x1 = t, y fα = yα hay coordenadas
locales en alguna variedad Mk, entonces lo que queda es un problema varia-
cional unidimensional. Entonces el tensor de enerǵıa momento tiene una sola
componente

T = T 1
1 = ẏα

∂Lm
∂ẏα

− Lm = E,

Donde E debe denotar la enerǵıa del sistema, la relación (3.9) implica que

dE

dt
= 0.

Fluido perfecto

En muchas situaciones en cosmoloǵıa la fuente de campo gravitacional puede
ser tomada como un fluido perfecto. En general un fluido es considerado
como un continuo, el cual esta conformado por una colección de part́ıculas tan
numerosas que la dinámica de las part́ıculas individuales no se puede seguir,
lo cual permite solo una descripción de la colección en términos de cantidades
promedio; número de part́ıculas por unidad de volumen, densidad de enerǵıa
densidad de momento, presión, temperatura, etc. Sin embargo estas propiedades
podŕıan variar de punto a punto, por lo tanto se considerará que se pueden tomar
regiones lo suficientemente pequeñas de tal manera que las part́ıculas contenidas
en la región tengan las mismas cantidades f́ısicas, tal región es conocida como
elemento de volumen. De esta manera en un continuo cada punto pertenece a
un elemento de volumen el cual tiene sus valores de densidad, temperatura, etc.
Aśı un continuo está definido por varios campos, que tienen distintos valores en
cada punto en el tiempo.

Bajo la definición anterior se tiene que un cuerpo ŕıgido también es un conti-
nuo. La clase de continuos que nos interesan son los fluidos en especial el fluido
perfecto el cual se puede definir como aquel en el cual las fuerzas de corte son
cero, y la única fuerza entre vecindades de elementos de fluido es la presión.

Consideremos un fluido tal que en cada punto del espacio-tiempo se tiene un
sistema coordenado donde el vector velocidad de cada elemento que lo constituye
este dado por u = ∂

∂t (la velocidad de cada elemento de volumen es v = 0), este
sistema suele llamarse como sistema coordenado momentáneamente en reposo
el cual abreviaremos como SCMR12 en esté sistema cada part́ıcula tiene enerǵıa
m, y el número de part́ıculas por unidad de volumen es n. Por lo tanto la enerǵıa
por unidad de volumen es mn. Esto se denota por ρ

ρ = densidad de energı́a en SCMR

12Este sistema de referencia también se le suele llamar sistema de refencia comóvil o sistema
sincrónico, esto es debido a que el sistema de referencia en realidad se mueve junto con la
part́ıcula pero con respecto a la part́ıcula esté siempre esta en reposo.



78 CAPÍTULO 3. RELATIVIDAD GENERAL

Aśı ρ = mn es un escalar como n y m.
Si el fluido se considera de tal manera que cada una de sus part́ıculas tiene

velocidad v, entonces el número de densidad es n/
√

1− v2 y ahora la enerǵıa
de cada part́ıcula es m/

√
1− v2. Por lo tanto la densidad de enerǵıa es

ρ

1− v2

la cual es la densidad de enerǵıa en un sistema de referencia en el cual las
part́ıculas tienen velocidad v

La transformación de un sistema coordenado a otro involucra dos factores de
(1−v2)1/2 = ∂x1/∂y1 debido a que enerǵıa y volumen se transforman, donde {x}
representa las coordenadas del fluido a velocidad v y {y} las coordenadas donde
v = 0(∂/∂t). Esto indica que la densidad de enerǵıa no se puede representar
como las componentes de un vector. Para definir la enerǵıa se requiere de una 1-
forma, para poder elegir la primera componente del vector velocidad de enerǵıa
y momento. Para definir una densidad también se requiere una 1-forma ya que
es un flujo cruzando una superficie a tiempo constante. Similarmente, un flujo
de enerǵıa también requiere dos 1-formas, una para definir enerǵıa y otra para
definir la superficie. También se puede hablar de densidad de momento, de nuevo
definir 1-formas como componentes del momento, y otra que defina la densidad.
Por analoǵıa también hay un flujo de momento, la velocidad a la cual el momento
cruza alguna superficie. Todos estos casos requieren dos 1-formas. Aśı se define
T , es un tensor que tiene todos estos números en sus coeficientes.

Las componentes se pueden definir como

Definición 3.1.

T (dxi, dxk) = T ik = flujo de momento i cruzando una

superficie a xkconstante

Bajo la definición anterior T 11 es definido como el flujo de momento (enerǵıa)
1 cruzando una superficie t = cte. Que es justo la densidad de enerǵıa

T 11 = densidad de energı́a

Similarmente T 1i es el flujo de enerǵıa cruzando una superficie xi = cte

T 1i = flujo de energı́a cruzando la superficie xi

Entonces T i1 es el flujo de momento i cruzando una superficie t = cte, la
densidad de momento i

T i1 = densidad de momento i

Finalmente, T ij es el flujo j del momento i

T ij = flujo de momento i cruzando la superficie j

La Definición 3.1 es general. Consideremos el caso especial en el SCMR, don-
de no hay momento espacial en las part́ıculas. Entonces en el SCMR se tiene

1)T 11 es la densidad de enerǵıa ρ
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2)T 1i es el flujo de enerǵıa aunque no hay movimiento en este sistema coorde-
nado podŕıa ser transmitida por la conducción de calor. Aśı T 1i es interpretada
como la conducción térmica en el sistema

3)T i1 es la densidad de momento. Nuevamente las part́ıculas por si mismas
no tienen momento neto en el sistema considerado, pero si hay tranferencia de
calor, entonces la enerǵıa en movimiento debe tener un momento asociado, debe
coincidir T i1 = T 1i.

4)T ij el flujo de momento. Esté término será llamado el esfuerzo. Este corres-
ponde a aquellas fuerzas que se ejercen entre la interfase que hay entre elementos
de volumen consecutivos. La viscosidad es un ejemplo de este tipo de fuerzas.

Es importante mencionar que en su sistema coordenado en reposo el tensor
T es simétrico, es decir T ij = T ji luego mediante el principio de covarianza es
simétrico en cualquier sistema coordenado.

Es de especial interés en esté trabajo tratar con un tensor de esfuerzo espe-
cial, el que modela un fluido perfecto, este tiene las siguientes propiedades (1)
se mueve a través del espacio-tiempo con un vector cuatro velocidad u el cual
puede variar de evento a evento, y (2) exhibe una densidad de masa-enerǵıa ρ
y una presión isotrópica p en el marco en reposo de cada elemento del fluido.
Presión anisotrópica, viscosidad, fuerzas cortantes, o inperfecciones en el fluido,
deben de estar ausentes además de no tener conducción de calor. Entonces de
acuerdo a la definición de T ij en este sistema debe tener la siguiente forma

T ij =


ρ 0 0 0
0 p 0 0
0 0 p 0
0 0 0 p


Mediante los coeficientes de la métrica de Minkowski (ηij) es fácil ver que

esté tensor satisface

T ij = (ρ+ p)uiuj + pηij

Mediante el principio de equivalencia se debe concluir que la ecuación es válida
para cualquier sistema coordenado donde la métrica no es necesariamente la de
Minkowski, es decir

T ij = (ρ+ p)uiuj + pgij (3.13)

Debido a que T representa la enerǵıa y momento contenidos en el fluido,
debe tener de alguna forma la información acerca de la ley de conservación
de enerǵıa y momento. Considérese un elemento de fluido de forma cúbica con
aristas de longitud l, consideremos una sección constante digamos x4 = cte de
tal forma que lo que nos queda es una cara cuadrada de lados l, ver figura3.1,
paralela al plano x2 − x3. La enerǵıa que fluye en esta cara puede cruzar los 4
lados. La velocidad de flujo en la dirección x2 es la que esta cruzando el lado
(4) l2T 12|x2=0 menos la que cruza (2) −l2T 12|x2=a, el signo menos es debido a
que T 12 representa el flujo de enerǵıa en la dirección positiva x2, la cual sale
del elemento de volumen por (2). De manera similar la enerǵıa fluyendo en la
dirección x3 es l2T 13|x3=0 − l2T 13|x3=l. La suma de estas velocidades debe dar
la velocidad de cambio de enerǵıa dentro del elemento de volumen. Es decir



80 CAPÍTULO 3. RELATIVIDAD GENERAL

Figura 3.1: Elemento de volumen. Del lado derecho de la figura se muestra una
sección a x4 = constante.

∂l3T 11

∂x1
= l2{T 12|x2=0 − T 12|x2=l + T 13|x3=0 − T 13|x3=l + T 14|x4=0 − T 14|x4=l}

Dividiendo entre l3 y tomando el ĺımite cuando l→ 0 se tiene

∂

∂x1
T 11 = − ∂

∂x2
T 12 − ∂

∂x3
T 13 − ∂

∂x4
T 14 (3.14)

donde se esta usando la definición de derivada de la siguiente manera

ĺım
l→0

T 1α|xα=0 − T 1α|xα=l

l
=

∂

∂xα
T 1α

con α = 1, 2, 3, 4
La ecuación (3.14) se puede reescribir como

∂

∂x1
T 11 +

∂

∂x2
T 12 +

∂

∂x3
T 13 +

∂

∂x4
T 14 = 0

o como
∂

∂xk
T 1k = 0

Lo cual da el tratamiento para la conservación de la enerǵıa, cambiando
el ı́ndice 1 para 2, 3, 4 y haciendo exactamente el mismo análisis, se tiene la
conservación de momento. Lo cual indica que en general la ecuación anterior
toma la siguiente forma

∂

∂xk
T ik = 0 (3.15)

Una vez más mediante el principio de covarianza en cualquier sistema coor-
denado se debe tener DxkT

ik = 0. Lo cual indica que el tensor de enerǵıa
momento para un fluido perfecto se puede utilizar en las ecuaciones del campo
de Einstein.
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3.4. Espacio-tiempo de Schwarzschild

Supóngase que el universo esta compuesto por una única estrella, que se
encuentra estática y es de forma esférica, además de ser la única posible fuente de
campo gravitacional por lo cual la forma del tensor métrico debe ser únicamente
determinada por este objeto. En 1916 Karl Schwarzschild dio una forma exacta
para este tensor métrico. Inicialmente solo tuvo significado f́ısico en el exterior,
más tarde se encontró que este modelo junto con la región no considerada forman
un modelo simple para un agujero negro.

Construyamos un modelo para la métrica del espacio-tiempo bajo las consi-
deraciones anteriores

1) Un espacio-tiempo euclidiano estático de cuatro dimensiones puede ver-
se como la variedad R1 ×R3 con elemento de ĺınea de la forma

A(x)dt2 + q (x ∈ R3),

donde q es transportado desde R3. La proyección t : R1 ×R3 → R1 es llamada
tiempo de Schwarzschild.

El transporte ∂t de d/dt desde R1 es un campo de Killing (Véase Ápendice
B).

2) Ya que la estrella tiene simetŕıa esférica, también la tendrá el espacio
resultante, asi para cada φ ∈ O(3) el mapeo (t, x) → (t, φx) debe ser una
isometŕıa. Entonces es natural dar una descripción esférica de R3 − {0} como
R+ × S2, donde R+ = {ρ ∈ R|ρ > 0} y S2 es la esfera unitaria. La simetŕıa
esférica implica que el elemento de ĺınea q sobre R+ × S2 ≈ R3 − 0 pueda ser
escrito como B(ρ)dρ2 +C(ρ)dσ2, donde dσ2 = dθ2 + sin2θdϕ2 es el elemento de
ĺınea estándar sobre la esfera unitaria. Para cada φ ∈ O(3) el mapeo diferencial
de id × φ lleva ∂t a ∂t, ya que el coeficiente A(x) de dt2 solo depende de ρ.
De esta manera el elemento de ĺınea sobre R1 × R+ × S2 ≈ R × (R − {0}) se
convierte en

A(ρ)dt2 +B(ρ)dρ2 + C(ρ)dσ2

3) El elemento de ĺınea se puede normalizar haciendo un cambio de variable
en R1 reemplazando C(ρ) por r2, de tal manera que el elemento de ĺınea ahora
tendra la forma

ds2 = E(r)dt2 +G(r)dr2 + r2dσ2.

La proyección r : R1 × R+ × S2 → R+ es llamada la función radial de

Schwarzschild.

4) Debido a que la única fuente de campo gravitacional es la estrella entonces
a una distancia lo suficientemente lejana su influencia debe ser pequeña y por
lo tanto el espacio tiempo debe ser plano, por lo cual el elemento de ĺınea debe
coincidir con el elemento de ĺınea de Minkowski en coordenadas esféricas para
el espacio vaćıo, es decir

ds2 = −dt2 + dr2 + r2dσ2



82 CAPÍTULO 3. RELATIVIDAD GENERAL

Lo cual necesariamente condiciona a las funciones E(r) y G(r), haciendo que
E(r)→ −1 y G(r)→ +1 cuando r →∞.

Sin pérdida de generalidad se puede hacer E(r) = −e2φ(r), G(r) = e2Λ(r),
entonces el elemento de ĺınea se puede escribir de la siguiente manera

ds2 = −e2φdt2 + e2Λdr2 + r2dσ2 (3.16)

Para que el espacio siga siendo plano lejos del origen se hace

ĺım
r→∞

φ(r) = ĺım
r→∞

Λ(r) = 0 (3.17)

El elemento de ĺınea (3.16) define el tensor métrico (también suele decirse que
(3.16) define las coordenadas de Schwarzschild), usando este elemento de ĺınea
se pueden calcular las componentes del tensor de Einstein Gik = Rik − 1

2Rgik,
lo cual da como resultado

Gtt =
1

r2
e2φ d

dr
[r(1− e−2Λ)] (3.18)

Grr = − 1

r2
e2Λ(1− e−2Λ) +

2

r
φ′ (3.19)

Gθθ = r2e−2Λ[φ′′ + (φ′)2 +
φ′

r
− φ′Λ′ − Λ′

r
] (3.20)

Gϕϕ = sin2θGθθ (3.21)

donde φ′ ≡ dφ/dr, etc. Las otras componentes del tensor de Einstein son
cero.

Todos los cálculos que se han obtenido se simplificaron gracias a la simetŕıa
esférica del problema. Hay varias situaciones con dicha propiedad, por ejemplo
en el estudio de un agujero negro, en una estrella de neutrones, algunos casos
especiales de estrellas, etc. Pero la información necesaria para analizar estos
casos no se encuentra en el tensor de Einstein, esta se encuentra contenida
en el tensor de enerǵıa esfuerzo. Estamos interesados en estrellas estáticas, las
cuales puedan ser consideradas compuestas por un fluido perfecto el cual no
tenga movimiento a través del espacio, esto con el fin de simplificar la situación.
Entonces la única componente distinta de cero del vector de velocidad u será
ut. Consideremos además una u normalizada, es decir

u · u = −1 (3.22)

Esto implica que bajo las coordenadas de Schwarzschild se tenga

ut = e−φ, ut = −eφ (3.23)

Y dado que el tensor de enerǵıa momento se considera como el de un fluido
perfecto, entonces sus componentes son

Ttt = ρe2φ (3.24)

Trr = pe2Λ (3.25)

Tθθ = r2p (3.26)

Tϕϕ = sin2θTθθ (3.27)
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y las otras componentes se hacen cero. Por otro lado recuérdese que el tensor de
enerǵıa momento debe satisfacer la ecuación de conservación DxkT

jk = 0, esto
implica que se tengan cuatro ecuaciones, una para cada valor del ı́ndice j. De
las simetŕıas que se tienen solo una de ellas no se hace ı́denticamente cero, esto
ocurre cuando j = r. Lo cual da

(ρ+ p)
dφ

dr
= −dp

dr
(3.28)

Esta ecuación nos dice que el gradiente de la presión necesariamente man-
tiene al fluido estático en el campo gravitacional, el efecto del cual depende de
dφ/dr.

Regresando a las E.C.E. en la ecuación (3.18) redefinamos un término de la
siguiente manera

m(r) =
1

2
r(1− e−2Λ) (3.29)

fácilmente se ve de la ecuación anterior que se satisface

grr = e2Λ =

(
1− 2m(r)

r

)−1

(3.30)

Bajo esta definición la ecuación (3.18) implica

dm(r)

dr
= 4πr2ρ (3.31)

Esta ecuación tiene la misma forma que la ecuación de Newton, la cual iden-
tifica a m(r) como la masa dentro de la esfera de radio r. De manera equivalente
debemos de llamar a m(r) como la función de masa, pero no puede ser interpre-
tada como la enerǵıa de masa dentro de una esfera de radio r ya que la enerǵıa
total no es localizable en relatividad general.

Ahora veamos que pasa con las E.C.E. para r. En este caso se tiene

− 2

r3
e2Λm(r) +

2

r
φ′ = pe2Λ

Entonces usando las ecuaciones (3.29) y (3.30) se llega a que

dφ

dr
=
m(r) + 4πr3p

r[r − 2m(r)]
(3.32)

Si nos encontramos fuera de la estrella, entonces de las ecuaciones (3.31) y
(3.32) se tiene que

dm

dr
= 0 (3.33)

dφ

dr
=

m

r(r − 2m)
(3.34)

Las soluciones de las ecuaciones anteriores son muy fáciles de obtener y estas
son

m(r) = M = cte (3.35)

e2φ = 1− 2M

r
(3.36)
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en esta solución además se exige que φ → 0 cuando r → ∞. Por lo tanto se ve
que la métrica que queda es la muy bien conocida métrica de Schwarzschild

ds2 = −
(

1− 2M

r

)
dt2 +

(
1− 2M

r

)−1

dr2 + r2dσ2 (3.37)

Birkhoff probó que la solución de Schwarzschild (3.37) es la única solución con
simetŕıa esférica y asintoticamente plana para las E.C.E. en el vaćıo, esta prueba
puede verse en [10][pág. 843].

Una representación gráfica del modelo puede verse en la figura3.2. Donde
además podemos ver que esta solución tiene sentido para r > 2M , que corres-
ponde al exterior(N) de la estrella que estamos considerando, el interior(B) por
lo tanto corresponde a lo que suele llamarse agujero negro, que es la región del
espacio-tiempo donde las E.C.E dejan de funcionar.

Figura 3.2: Espacio-tiempo de Schwarzschild, donde (B) representa la región
interna de la estrella y (N) la parte externa, para r > 2M.

3.5. Espacio-tiempo de Friedmann-Robertson-Walker

La Cosmoloǵıa se encarga de estudiar el universo a gran escala, es decir
se encarga de entender todo lo existente dando un significado o interpretación
que nos ayude a comprenderlo. Por lo cual considera el extenso dominio de las
galaxias, cúmulos de galaxias, objetos cuasiestelares, etc, como el dominio de
estudio.

A diferencia de las otras ciencias la Cosmoloǵıa estudia el universo como un
todo, junto con el papel de fondo que estudia el resto de la f́ısica y las demás
ciencias. En el estudio del universo a veces se tienen que delimitar los problemas
que van surgiendo debido a su gran escala o a las altas temperaturas que ocu-
rrieron en su inicio. Aún de manera experimental existen muchas limitaciones
que no permiten entender las condiciones que lo originaron, estas limitaciones
también se encuentran en nuestra capacidad para observar el universo en regio-
nes muy distantes y a épocas muy tempranas. De lo anterior es inevitable que se
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caiga en discusiones filosóficas, muchas veces llevando a teoŕıas cuyas exigencias
parecen ser demasiado ambisiosas.

La cosmoloǵıa moderna parte de los modelos cosmológicos propuestos por
A. Einstein y W. de Sitter en 1917, basados en la teoŕıa de la relatividad de
Einstein. El concepto de un universo en expansión lo introdujo algunos años
más tarde A. Friedmannn y G. Lemaitre, pero este acento credibilidad hasta
los años treinta debido a las observaciones de las galaxias hechas por Hubble.
Estas muestran un corrimiento al rojo con la distancia, junto con la prueba de
Eddington sobre la inestabilidad del modelo estático de Einstein. En los años
cuarenta las implicaciones de un universo expandiéndose han sido investigadas
con un particular énfasis en cuatro distintas épocas de la historia del Universo:

(1) La época galáctica, es el periodo de tiempo que se extiende desde la
formación de las galaxias hasta el presente. Está es la época mas accesible a
las observaciones. Durante este periodo, la materia usualmente se idealiza como
un fluido perfecto libre de presión, considerando cúmulos de galaxias o galaxias
como las part́ıculas del fluido. La radiación cósmica de fondo tiene un efecto
que puede ser despreciado durante la dinámica de este periodo.

(2) La época pre-galáctica. En está la materia se idealiza como un gas,
considerando a las part́ıculas como un gas de moléculas, átomos núcleos o
part́ıculas elementales a diferentes tipos. Esta época aún puede dividirse en
dos peŕıodos, periodo post-desacoplamiento, cuando la materia y radiación
evolucionan esencialmente independientes, y perı́odo pre-desacoplamiento,
cuando la materia es ı́onizada e interactúa fuertemente con la radiación a través
de dispersión Thomson. La radiación cósmica de fondo observada se interpreta
como una fuerte evidencia para la existencia de este peŕıodo. En esta época, a
tiempos tard́ıos la materia domina dinámicamente, por el contrario en la parte
temprana la radiación cósmica de fondo es la componente dominanante. Por lo
tanto la aproximación que se hace es presentarla como un gas ideal relativis-
ta. La f́ısica en estas dos epocas esta bastante estudiada, y juntas constituyen
el módelo estándar cosmológico del universo. Esté módelo encaja muy bien
en el análisis de datos recopilados por las observaciones. Adicionalmente dos
peŕıodos tempranos han estado bajo un intensivo estudio, sin embargo la f́ısica
de estos tiempos aun no se entiende del todo bien.

(3) La época inflacionaria. En esta época el universo experimenta una
inflación acelerada. En la mayoŕıa de los modelos para esta época, los cuales
ocurren antes de la época pre-galáctica mencionada anteriormente y después
del tiempo de Planck, la fuente que la produce es considerada un campo esca-
lar, autointeractuando a través de un potencial para el cual puede o no puede
surgir un término de masa. El prototipo para estos campos es el bosón de Higgs,
el cual surge en el modelo estándar de f́ısica de particulas. Esto tiene consecuen-
cias observacionales como el aspecto de las fluctuaciones en la densidad que
pueden estar relacionadas con las anisotroṕıas de las radiación cósmica de fondo.

(4) La época de gravedad cuántica, la cual ocurre antes de la época de
Planck13. En esta época, la teoŕıa de la relatividad general clásica ya no puede

13Es el universo más temprano, el peŕıodo de tiempo en la historia entre 0 y 10−43 segundos



86 CAPÍTULO 3. RELATIVIDAD GENERAL

asumirse válida.
En cosmoloǵıa es usual asumir que la evolución del universo está gobernada por
las ecuaciones de campo de Einstein durante las épocas (1) y (2), y usualmente
también en la época (3), aunque a veces en la época inflacionaria se atribuyen
los efectos de las teoŕıas gravitacionales modificadas.
Los primeros estudios sobre los modelos de un universo expandiéndose, espacial-
mente homogéneo e isotrópico, fueron emprendidos por Friedmann y Lemaitre, y
establecido en términos geométricos por H.P. Robertson y A.G. Walker. Asumir
que la geometŕıa del espacio-tiempo es tal que esté es espacialmente homogéneo

e isotrópico se denomina como Principio Cosmológico.

A continuación se describe la forma de las matemáticas que modelan el
comportamiento del universo para los casos (1), (2) y a veces con alguna mo-
dificación para (3). Lo primero que se hace es construir un sistema local de
coordenadas para espacio-tiempo. Se pueden escoger en la parte espacial coor-
denadas xi las cuales tengan un origen en xi = 0 el cual podŕıa ser el centro de la
Vı́a Láctea, con direcciones fijadas que van desde el origen a alguna galaxia dis-
tante, y con una escala de distancia definida por la aparente luminosidad de las
galaxias distantes, o por otros objetos que son visibles desde la Vı́a Láctea. Para
la definición de la coordenada temporal es importante usar el mismo universo
envolvente como un reloj. Se cree que varios campos cósmicos escalares, tales
como la densidad de enerǵıa propia, la temperatura de la radiación de cuerpo
negro son monótonamente decrecientes en cualquier región aśı que es posible
escoger a cualquiera de este tipo y llamarlo como S y hacer que el tiempo de
cada evento sea una función t(S) del escalar escogido, cuando y donde el even-
to ocurra. Las coordenadas x, t aśı definidas deben ser llamadas coordenadas
cósmicas estándar.

El principio cosmológico será formulado como el tratamiento acerca de la
existencia de un sistema de coordenadas equivalentes. Supóngase que se usa el
sistema de coordenadas estándar para llevar a cabo observaciones astronómicas,
donde es posible determinar el tensor métrico gµν , el tensor de enerǵıa momento
Tµν , y todos los otros campos f́ısicos, como función de las coordenadas cósmicas
estándar xµ. Un conjunto x′µ diferente de coordenadas para el espacio-tiempo
será considerado equivalente a las coordenadas cósmicas estándar, si la historia
del universo es la misma en el sistema coordenado x′µ como en el sistema coor-
denado estándar. Para que se satisfaga lo anterior se necesita que cada campo
f́ısico g′µν(x′), T ′µν(x), etc, sea el mismo en función de las x′µ que sus correspon-
dientes cantidades gµν(x), Tµν(x), etc, en función de las coordenadas estándar
xµ. Esto es a cualquier punto coordenado yµ se debe tener

gµν(y) = g′µν(y) (3.38)

Tµν(y) = T ′µν(y) etc. (3.39)

Las ecuaciones anteriores indican que la transformación de coordenadas x→
x′ debe de ser una isometŕıa, lo cual significa que las cantidades Tµν , gµν deben
ser invariantes bajo la transformación.
Las ecuaciones (5.8),(5.9) deben de satisfacerse para un campo escalar S el cual
ha sido usado para definir el tiempo estándar t. Ya que S es por definición una

(un tiempo de Planck).
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función solo de t, y un escalar las ecuaciones equivalentes para S se leen, en
y = x′, como

S(t′) = S′(x′) ≡ S(x) = S(t)

y entonces

t′ = t

De esta manera todos los sistemas que son equivalentes al sistema cósmico
estándar usan necesariamente tiempo cósmico estándar.

La suposición de que se tiene isotroṕıa espacial se puede formular supo-
niendo la existencia de una familia de sistemas coordenados x′µ, que dependen
de tres parámetros independientes θ1, θ2, θ3, los cuales serán equivalentes a las
coordenadas cósmicas estándar y que tendrán el mismo origen, es decir

x′µ(0, t; θ) = 0 (3.40)

Los tres parámetros θn se puede pensar de manera intuitiva que son los
ángulos de Euler que indican la orientación de la coordenada x′i relativa al eje
coordenado xi.

Ahora se formula el concepto en forma matemática de homogeneidad, pri-
mero debe tenerse claro un hecho importante, nótese que observador alejándose
de la Vı́a Láctea a la mitad de la velocidad de la luz verá de manera diferente
el universo a como lo hacemos nosotros, esto implica que no cualquier objeto
puede escogerse como el origen de un sistema coordenado equivalente a nuestras
coordenadas cósmicas estándar. Para poder dar un significado a cualquier punto
xµ a partir de la homogeneidad, se usara el Principio de Weyl que asume que
el universo es uniforme como un fluido perfecto en el cual las geodésicas son or-
togonales a una familia de hipersuperficies tipo espacio. Las coordenadas que se
definen mediante el principio suelen llamarse coordenadas comóviles, que se de-
finen por medio de cáıdas libres de los observadores fundamentales, de tal forma
que dos geodésicas no se intersecan excepto en algun punto singular del pasado
o del futuro. Si los observadores fundamentales sincronizan sus relojes cuando
sus parámetros cosmológicos tienen los mismos valores, el tiempo común resul-
tante es el tiempo cósmico que definirá las hipersuperficies de simultaniedad,
de esta manera cada punto xµ en el espacio-tiempo está en alguna trayectoria
fundamental xi = Xi(t), la cual puede funcionar como el origen de un sistema
coordenado equivalente x′µ a el sistema cósmico estándar. La Vı́a Láctea es una
galaxia ordinaria, casi en reposo respecto a sus vecindades cercanas, aśı que se
puede esperar que las trayectorias fundamentales X(t) estén bien definidas. Ya
que las trayectorias fundamentales a cualquier tiempo t llenan todo el espacio,
estas se determinan por tres parámetros independientes ai, los cuales se pueden
escoger como los valores ai ≡ Xi(T ) de Xi a algún tiempo particular t = T .
Aśı la homogeneidad significa que hay un conjunto de coordenadas x̄′µ(x; a),
las cuales son equivalentes a las coordenadas cósmicas estándar xµ, y las cuales
tienen origen en la trayectoria xi = Xi(t; a), esto es

x̄′i(X(t : a), t; a) = 0 (3.41)

y donde además se satisface

x̄′i(0, t; a) = Xi(t : a) (3.42)
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Las X(t; a) son las trayectorias de los observadores que perciben el universo
isotrópico. Por tanto lo que se tiene son dos transformaciones x → x′, x → x̄′

independientes de coordenadas representadas por (3.40) y (3.41) respectiva-
mente, cada una dependiente de tres parámetros. Estas transformaciones son
isometŕıas las cuales dejan invariante la coordenada correspondiente al tiempo.
A continuación se muestra cómo estas transformaciones definen seis campos de
Killing cuando t = cte.

Para poder usar las propiedades infinitesimales de estas transformaciones,
hagamos que θi y ai se aproximen a cero. Entonces hay seis vectores de Killing
ξµj (x) y ξ̄µj (x), definidos por

ξij(x) =
∂x′i(x; θ)

∂θj

∣∣∣∣
θ=0

ξtj(x) = 0 (3.43)

ξ̄ij(x) =
∂x̄′i(x; a)

∂aj

∣∣∣∣
a=0

ξ̄tj(x) = 0 (3.44)

Para mostrar que los seis vectores son linealmente independientes, usamos
una combinación lineal, esto es∑

j

cj(t)ξij(x) +
∑
j

c̄j ξ̄ij(x) = 0 (3.45)

En el origen del sistema estándar se tiene

ξij(0, t) = 0 (3.46)

ξ̄ij(0, t) =
∂Xi(t, a)

∂aj

∣∣∣∣
a=0

(3.47)

Entonces en xi = 0 se tiene que la ecuación (3.45) toma la siguiente forma

∑
j

c̄j(t)
∂Xi(t, a)

∂aj

∣∣∣∣
a=0

= 0

Como los parámetros ai son independientes, entonces se debe satisfacer que

c̄j(t) = 0

Luego usando esto último en la ecuación (3.45), se tiene que satisfacer

∑
j

cj(t)
∂x′i(x; θ)

∂θj

∣∣∣∣
θ=0

= 0

Como los parámetros θi son independientes, entonces

cj(t) = 0

Con lo cual se muestra que se tienen seis campos vectoriales de Killing lineal-
mente independientes, con ξt = 0, y el cual es el máximo número posible en un
espacio de tres dimensiones.
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Entonces lo que se concluye es que las transformaciones construidas son del
tipo (B.11), (B.12) mostradas en el Apéndice B las cuales corresponderan a un
subespacio de máxima simetŕıa, en este caso inmerso en un espacio de dimensión
cuatro, ya que t = t′, cómo consecuencia se tendrá entonces que el subespacio
de máxima simetŕıa es de dimensión tres.

El principio cosmológico se puede resumir en lo siguiente
(i) Las hipersuperficies con tiempo cósmico estándar son subespacios de máxima
simetŕıa del espacio-tiempo.
(ii) No solo la métrica gµν , todos los tensores cósmicos son invariantes con
respecto a las isometŕıas de estos subespacios.

Debido a la formulación que se da a partir del Principio Cosmológico se
pueden aplicar directamente los resultados del Apéndice B para espacios con
subespacios de máxima simetŕıa de tal manera que la métrica toma la forma
(B.15)

−ds2 = g(v)dv2 + f(v)

{
du2 +

k(u · du)2

1− ku2

}
Es conveniente definir nuevas coordenadas t, r, θ, ϕ de la siguiente manera

t =
∫

(−g(v))1/2dv
u2 = rsinθcosϕ
u3 = rsinθsinϕ
u4 = rcosθ

y además se puede hacer R(t) =
√
f(v) la cual será una función desconocida

del tiempo. De tal manera la métrica queda expresada como

ds2 = dt2 −R2(t)

{
dr2

1− kr2
+ r2dθ2 + r2sin2θdφ2

}
(3.48)

donde k es una constante, la cual para una elección adecuada de unidades para
r puede escogerse de tal manera que tenga los valores +1, 0, o -1. Estas no son
necesariamente las coordenadas cósmicas introducidas anteriormente aunque t es
el tiempo cósmico estándar o una función de este. La métrica (3.42) es conocida
como la métrica de Robertson-Walker.
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Caṕıtulo 4

Aplicaciones a la
Relatividad General

4.1. Schwarzschild

Consideremos el universo formado solamente por una esfera de radio r0.
Dicha esfera es una estrella formada por un fluido el cual se comporta como
fluido perfecto, además consideremos que la estrella se encuentra estática. Bajo
estas suposiciones la métrica que moldea el espacio-tiempo tiene como elemento
de ĺınea a la forma cuadrática de Schwarzschild.

ds2 = −e2φdt2 + e2Λdr2 + r2dσ2

Para radios mayores que r0 las ecuaciones de campo del Einstein para el vaćıo
son las que deben dar la forma exacta de la métrica. Estas son las siguientes

1

r2
− e−Λ

r2
+

2e−2Λ

r
Λr = 0 (∆1(r, φJ ,ΛJ)) (4.1)

2

r
φr −

e2Λ

r2
+

1

r2
= 0 (∆2(r, φJ ,ΛJ)) (4.2)

r2φrr − r2Λrφr + r2φ2
r − rΛr + rφr = 0 (∆3(r, φJ ,ΛJ)) (4.3)

En el caṕıtulo anterior se muestra como encontrar una solución al sistema,
que es justo la solución que fue dada por Schwarzschild para el caso en que se
consideren radios r mayores que el radio r0 de la estrella. Con el fin de que
quizá se puedan generar nuevas soluciones al sistema para r > r0, vamos a usar
el método expuesto en el caṕıtulo 2. Cada solución del sistema (4.1)-(4.3) puede
verse como el par u = (φ,Λ). Aśı está u deberá satisfacer ∆l(x, u

2) = 0 en este
caso x = r, para l = 1, 2, 3. Esta forma de escribir la solución nos permite ver la
forma del generador infinitesimal de simetŕıas para el espacio de soluciones del
sistema, que de acuerdo a las ecuaciones (2.5) y (2.6) el generador infinitesimal
de simetŕıas y su segunda prolongación deben estar dados por las siguientes
expresiones

91
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v = α
∂

∂r
+ β

∂

∂φ
+ γ

∂

∂Λ
(4.4)

pr(2)v = v + βr
∂

∂φr
+ γr

∂

∂Λr
+ βrr

∂

∂φrr
+ γrr

∂

∂Λrr
(4.5)

Donde α, β y γ son funciones que pueden depender de r, φ y Λ. Los co-
eficientes βr, γr y βrr son obtenidos mediante la ecuación (2.8), de la cual se
tiene

βr = βr − αrφr + βΛΛr + βφφr − αΛΛrφr − αφφ2
r

γr = γr − αrΛr + γΛΛr + γφφr − αΛΛ2
r − αφφrΛr

βrr = Drβ
r − (Drα)(φrr)

Donde Dr es la derivada total, todav́ıa no es necesario calcular el coeficiente
γrr, pues al aplicar la prolongación al sistema no se tiene como factor, debido a
que la expresión Λrr no aparece en ninguna ecuación del sistema. Por otro lado
βrr aun no se calcula de manera expĺıcita pues para simplificar los cálculos se
útilizaran resultados obtenidos al calcular pr(2)v[∆i(r, φJ ,ΛJ)] para i = 1, 2.

El siguiente paso es usar el Teorema 2.2, este exige que la matriz Jacobiana
Js(r, φ,Λ) del sistema sea de rango máximo. La matriz Jacobiana del sistema
es la siguiente

Js(r, φ,Λ)

=

 e−2Λ−1
r3 0 2e−2Λ(1−2rΛr)

r2 0
e2Λ−1
r2 0 − 2e2Λ

r2
2
r

re2Λ(φrr − Λrφr + φ2
r) 0 0 (2r2φr + r − r2Λr)e

−2Λ

0 0 0
0 0 0

−e−2Λ(r2φr + r) r2e−2Λ 0



Claramente la matriz anterior tiene rango máximo, pues solo debe anularse
cuando se satisface el sistema, entonces se puede aplicar el teorema . Al aplicar la
segunda prolongación (4.5) a las ecuaciones (4.1)-(4.3) y sustitúyendolas siempre
que se satisfagan, se encuentra que se pueden agrupar los términos en la forma
siguiente
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pr(2)v[∆1(r, φJ ,ΛJ)] =
e2φe−2Λ

r3
α− e2φ

r3
α+

2e2φe−2Λ

r2
γ − 4e−2Λe2φ

r
Λrγ+

2 e
−2Λe2φ

r γr

=
e2φe−2Λ

r3
α− e2φ

r3
α+

2e2φe−2Λ

r2
γ − 4e−2Λe2φ

r
Λrγ+

2e−2Λe2φ

r
γr −

2e−2Λe2φαr
r

Λr +
2e−2Λe2φγΛ

r
Λr+

2e−2Λe2φγφ
r

φr −
2e−2Λe2φαΛ

r
Λ2
r −

2e−2Λe2φαφ
r

×
φrΛr

=

{
e2φe−2Λ

r3
α− e2φ

r3
α+

2e2φe−2Λ

r2
γ +

2e−2Λe2φ

r
γr

}
×(1) + {γΛ − 2γ − αr} (Λr) +

{
2e−2Λe2φ

r
γφ

}
(φr)

+

{
−2e−2Λe2φ

r
αΛ

}
(Λ2

r) +

{
−2e−2Λe2φ

r
αφ

}
×

(φrΛr)
= 0

pr(2)v[∆2(r, φJ ,ΛJ)] =
e2Λ

r3
− α

r3
− 2γe2Λ

r2
+

2βr

r

=
αe2Λ

r3
− α

r3
− 2γe2Λ

r2
+

2βr
r
− 2αr

r
φr +

2βΛ

r
Λr+

2βφ
r
φr −

2αΛ

r
Λrφr −

2αφ
r
φ2
r

=

{
αe2Λ

r3
− α

r3
− 2γe2Λ

r2
+

2βr
r

}
(1) +

{
2βφ
r
− 2αr

r

}
×(φr) +

{
2βΛ

r

}
(Λr) +

{
−2αΛ

r

}
(φrΛr)

+

{
−2αφ

r

}
(φ2
r)

= 0

Los desarrollos anteriores se satisfacen solo si los coeficientes son cero con lo
cual es fácil concluir que αφ = αΛ = βΛ = 0, utilizando este resultado en el
cálculo de βrr, se tiene que

βrr = βrr + 2βrφφr − 2αrφrr − αrrφr + βφφrr + βφφφ
2
r
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Ahora que se conoce βrr se pueden encontrar más relaciones de los coeficientes

pr(2)v[∆3(r, φJ ,ΛJ)] =
1

e2Λ
(rφrr − rΛrφr + rφ2

r)α+
1

e2Λ
(−r2Λr + 2r2φr

+r)βr +
1

e2Λ
(−r2φr − r)γr +

1

e2Λ
(r2)βrr

=
rα

e2Λ
φrr −

rα

e2Λ
Λrφr +

rα

e2Λ
φ2
r −

r2βr
e2Λ

Λr +
2r2βr
e2Λ

φr

+
rβr
e2Λ
− r2γr

e2Λ
φr −

rγr
e2Λ

+
r2αr
e2Λ

Λrφr +
rαr
e2Λ

Λr−
r2γΛ

e2Λ
Λrφr −

rγΛ

e2Λ
Λr +

r2βrr
e2Λ

+
r2βrφ
e2Λ

φr −
r2βφ
e2Λ

φrr

=

{
rβr
e2Λ
− rγr
e2Λ

+
r2βrr
e2Λ

}
(1) +

{
2r2βr
e2Λ

− r2γr
e2Λ

+

r2βrφ
e2Λ

}
(φr) +

{
−r

2βr
e2Λ

+
rαr
e2Λ
− rγΛ

e2Λ

}
(Λr)+{

− rα
e2α

+
r2αr
e2Λ

− r2γΛ

e2Λ

}
(Λrφr) +

{ rα
e2Λ

}
(φ2
r)

+

{
rα

e2Λ
− r2βφ

e2Λ

}
(φrr)

= 0

Las relaciones que se obtienen para las derivadas de los coeficientes se resu-
men en la siguiente tabla

Monomios Coeficientes obtenidos de pr(2)v[∆1(r, φJ ,ΛJ)] = 0
(a) 1 αe2Λ − α− 2(rγ + r2γr) = 0
(b) Λr γΛ − 2γ − αr = 0
(c) φr γφ = 0
(d) Λ2

r αΛ = 0
(e) φrΛr αφ = 0

Monomios Coeficientes obtenidos de pr(2)v[∆2(r, φJ ,ΛJ)] = 0
(f) 1 e2Λ − 2e2Λrγ − α+ 2r2βr = 0
(g) φr βφ − αr = 0
(h) Λr βΛ = 0

Monomios Coeficientes obtenidos de pr(2)v[∆3(r, φJ ,ΛJ)] = 0
(i) 1 βr − γr + rβrr = 0
(j) φr 2βr − γr + βrφ = 0
(k) Λr αr − γΛ − rβr = 0
(l) Λrφr rαr − rγΛ − α = 0
(m) φ2

r α = 0
(n) φrr α− rβφ = 0

De (m) se tiene α = 0 aśı por (n) se sigue que βφ = 0, como βφ = 0 usando
(g) se llega a que αr = 0, ya que α = αr = 0 a partir de (l) se deduce γΛ = 0.
Como αr = γΛ = 0 entonces de (k) se sigue βr = 0 usando este resultado en (j)
se llega a que γr = 0, lo cual en (a) implica que γ = 0. Por lo tanto α = γ = 0
y β = a = cte. De esta manera el generador infinitesimal de simetŕıas tiene la
siguiente forma

v = a
∂

∂φ
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El generador infinitesimal de simetŕıas bajo el mapeo exponencial nos da el
flujo, el cual es un grupo de un parámetro, es decir satisface exp(εv)(r, φ,Λ) ≡
Ψ(ε, (r, φ,Λ)) donde Ψ representa el flujo, en este caso con el generador encon-
trado se tiene

exp(εv)(r, φ,Λ) = (r, φ+ aε,Λ) con ε ∈ R (4.6)

Entonces si φs(r),Λ(r) son soluciones, de las ecuaciones de campo, también lo
serán φ̃ = φs(r) + aε y Λ(r). De lo anterior se sigue que dicha transformación
también se puede ver como una transformación para la coordenada t es decir si
se hace t̃ = eaεt entonces el elemento de ĺınea tendrá la siguiente forma

ds2 = −e2φdt̃2 + e2Λdr2 + r2(dθ2 + sin2θdϕ2) (4.7)

O una transformación para la coordenada r̃ = e−aεr, en este caso, se encuentra
la relación para dos elementos de ĺınea mediante un factor, esto es

ds̃2 = eaεds2 (4.8)

donde ds2 = −e2φdt2 +(e−aεdr)2 +(e−aεr)2(dθ2 +sin2θdϕ2) en este caso debido
a la condición de frontera se debe escoger ε = 0 cuando r →∞.

Tal y como lo muestran las ecuaciones (4.7) y (4.8), las soluciones nuevas
son a lo más un factor de la métrica de Schwarzschild, esto en realidad era de
esperarse, pues la solución que da Schwarzschild es única, para radios mayores
que r0, tal y como se menciona en el caṕıtulo anterior esto fue demostrado por
el matemático Birkhoff, el cual lo enuncia en un teorema el cual dice que la
métrica para un espacio-tiempo vaćıo con simetŕıa esférica, siempre esta dada
por una pieza de la métrica de Schwarzschild. Lo cual es verificado mediante el
grupo de simetŕıas para el sistema de ecuaciones diferenciales.

Si se escoge aε ≥ 0 entonces (4.7)-(4.8) se cumplirán siempre que se tenga

t̃ ≥ t , r ≥ r̃

La desigualdad para el tiempo nos indica que el tiempo en las nuevas coor-
denadas será mayor que en las primeras, esto a las vez dice que para que se
satisfaga (4.7) solo debe ser transformada la coordenada temporal. Por lo tanto
las E.C.E. bajo esta condición son invariantes.

En la desigualdad para la coordenada radial también tenemos que las E.C.E.
se satisfacen siempre que nos movamos en dirección radial, acercandonos a la
estrella. Además debido a que la invarianza de la métrica permite hacer trasla-
ciones en la coordenada ϕ, entonces en general se tiene que aquellos observadores
que caen libremente serán los que encontrarán que la transfromación (4.8) se
satisface.

Notemos que si hacemos aε < 0 se tienen situaciones analogas.

4.2. RFW

Las hipótesis de isotroṕıa y homogeneidad para el espacio-tiempo indica la
existencia de isometŕıas mediante las cuales se tiene que el espacio-tiempo tiene
un subespacio de máxima simetŕıa, este subespacio es una hipersuperficie tipo
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espacio, con esto la métrica para el espacio-tiempo esta dada por la conocida
métrica de Robertson-Walker.

dτ2 = dt2 −R2(t)

{
dr2

1− kr2
+ r2dθ2 + r2sin2θdφ2

}
(4.9)

donde R(t) es una función desconocida del tiempo, y k es una constante, la
cual para una elección adecuada en las unidades de r la cual puede escogerse
tal que tenga los valores -1, 0, o +1.

Para una t constante, el espacio tridimensional tiene la métrica definida por

grr = R2(t)
1−kr2 , gθθ = r2R2(t), gφφ = r2sin2θR2(t)

con gµν igual a cero para µ 6= ν. Por lo tanto la curvartura escalar tridimensional
para el espacio es

K(t) = kR−2(t) (4.10)

Para k = −1 o k = 0 el espacio es infinito, mientras que para k = +1 es finito
(pero sin frontera), con circunferencia propia dada por

L = 2πR(t) (4.11)

y cuyo volumen propio esta dado por

V = 2π2R3(t) (4.12)

Para k = +1 la parte espacial puede considerarse como la superficie de una
esfera de radio R(t) contenido en un espacio euclidiano de dimensión cuatro,
y R(t) puede justamente puede ser llamado el radio del universo. No se puede
hacer una interpretación similar para k = −1 o k = 0, pero R(t) aun debe dar la
escala de la geometŕıa del espacio, aśı R(t) en todos los casos debe ser llamado
el factor de escala cósmico.

A partir de las observaciones se pueden estimar los valores para R, en nuestro
tiempo actual las cuales nos conducen a la constante de Hubble, pero si se quiere
saber el comportamiento de R como función del tiempo t, entonces es necesario
resolver las ecuaciones del campo de Einstein las cuales estarán escritas bajo la
suposición de que el Principio Cosmológico es válido y por lo tanto la métrica
que admite el espacio-tiempo es la de Robertson-Walker.

Dado que la homogeneidad del espacio se apoya en el postulado de Weyl el
cual supone que el universo esta compuesto por un fluido perfecto, entonces las
componentes del tensor de enerǵıa momento satisfacen las siguientes relaciones

Ttt = ρ(t) Tit = 0 Tij = gijp(t)

donde ρ y p son cantidades desconocidas de la densidad y la presión respec-
tivamente, que podŕıan depender de t, pero no de r, θ o φ. Esto se puede escribir
de otra forma usando el vector cuatro velocidad Uµ, esto es

Tµν = (ρ+ p)UµUν + pgµν (4.13)

donde U t = 1 y U i = 0.
Entonces del principo cosmológico y postulado de Weyl se tiene que las

E.C.E. incluyendo una constante cosmológica distinta de cero, se reducen a solo
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dos ecuaciones diferenciales para R, las cuales son conocidas como las ecuaciones
de Friedman

3
Rt

2 + k

R2
− λ = ãρ (4.14)

2Rtt
R

+
Rt

2 + k

R2
− λ = −ãp (4.15)

con ã = 8πG (Rt ≡ dR/dt).

Para dar una solución R primero se debe recordar que el sistema f́ısico que
se esta analizando es un fluido perfecto y entonces debe existir alguna ecuación
de estado que relacione su presión, densidad y temperatura. Podemos usar la
ecuación de estado propuesta por Zeldovich [12], la cual asume que la tempera-
tura es constante y relaciona a la presión y densidad de la siguiente manera

p = (σ − 1)ρ, 1 ≤ σ ≤ 4
3 (4.16)

Harrison[13] sugiere que la expresión anterior entre la presión y la densidad
también es válida para fluidos relativistas, pero en estos casos los valores de σ
estan en el siguiente intervalo σ ≤ 2.

Debe recordarse que el tensor de enerǵıa esfuerzo satisface la ecuación de
conservación ∇µTµν = 0 de la cual se deduce

ρR3σ =
3C

a
(4.17)

donde C es una constante.
Cada valor de σ usualmente describe una forma de materia para el universo

y por lo tanto corresponde a un modelo cosmológico, por lo cual es de ı́nteres
saber como se comportan las soluciones R para cada valor de σ. Muchos de los
fluidos que consideremos ya cuentan con alguna solución a las E.C.E., sin embar-
go debemos recordar que con el grupo de simetŕıas siempre es posible construir
nuevas soluciones a partir de una conocida. Por lo tanto en lo siguiente veremos
como actúa el grupo de simetŕıas sobre el espacio de soluciones.

Entre los fluidos que suelen encontrarse en la construcción de modelos cos-
mológicos para cada valor de sigma σ, se encuentran los siguientes,

σ = 2 escalar

σ = 4/3 radiación

σ = 1 polvo

σ = 2/3 curvatura

σ = 0 constante

De las ecuaciones de Friednman (4.14) y (4.15) puede identificarse que las
variables independientes y dependientes son t y R, las soluciones para este siste-
ma son u = R(t), se puede identificar el par ordenado (t, R) tal que (t, R) ∈M
donde M = X × U representa un subconjunto del producto cartesiano de las
variables independientes y dependientes sobre las cuales las ecuaciones de Frie-
daman tienen solución, además sobre el cual actúa un grupo de simetŕıas G en
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caso de que exista. Ahora que se tienen identificadas a las variables, se debe en-
contrar la expresión para el generador de simetŕıas, que de acuerdo a la ecuación
(2.5) tiene la siguiente forma

v = ξ
∂

∂t
+ φ

∂

∂R
(4.18)

y de la ecuación (2.6) la segunda prolongación de v es

pr(2)v = v + φ1 ∂

∂Rt
+ φ2 ∂

∂Rtt
(4.19)

Del Teorema 2.2 se tiene que la condición necesaria y suficiente para que v sea
generador infinitesimal de simetŕıas es que pr(2)v(∆l(x, u

(n))) ≡ 0 donde l = 1, 2
representa cada una de las ecuaciones de Friedman, es importante que el sistema
sea de rango máximo pues el Teorema 2.2 lo exige, al aplicar esta condición se
puede determinar cada uno de los coeficientes del generador de simetŕıas. Debi-
do a que en las ecuaciones de Friedman siempre se tiene la misma dependencia
de t y R, entonces para cada modelo cosmológico la manera en que se obtiene
el generador infinitesimal de simetŕıas es siempre la misma.

Usando las ecuaciones (4.16) y (4.17) las ecuaciones de Friedman se trans-
forman en el siguiente sistema

3Rt
2R3σ−2 + 3kR3σ−2 − λR3σ − 3C = 0 ∆1(r,RJ) (4.20)

2RttR
3σ−1 +Rt

2R3σ−2 + kR3σ−2 − λR3σ + (σ − 1)3C = 0 ∆2(r,RJ) (4.21)

El cual tiene el siguiente Jacobiano

J =

 0 3(σ − 2)Rt
2R3(σ−1) + 3k(3σ − 2)R3(σ−1) − λ3σR3σ−1

0 2(3σ − 1)RttR
3σ−2 + (3σ − 2)Rt

2R3(σ−1) + k(3σ − 2)R3(σ−1)

−λ3σR3σ−1

6RtR
3σ−2 0

2RtR
3σ−2 2R3σ−2

)
Como la matriz Jacobiana es de rango máximo entonces se puede aplicar el

Teorema 2.2 y los coeficientes del campo se pueden encontrar a partir de las
ecuaciones 2.7 y 2.8. Con lo cual se obtiene lo siguiente

φ1 = φt + (φR − ξt)Rt − ξRRt2 (4.22)

φ2 = φtt+(2φRt−ξtt)Rt+(φRR−2ξRt)Rt
2 +(φR−2ξt)Rtt−3ξRRttRt−ξRRRt3

(4.23)
Ahora se puede aplicar la segunda prolongación pr(2)v al sistema dado por

las ecuaciones (4.20)-(4.21) para usar el criterio del Teorema 2.2 y encontrar
relaciones de los coeficientes del generador infinitesimal de simetŕıas. Al aplicar
la prolongación al sistema se obtiene lo siguiente
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pr(2)v[∆1(t, RJ)] = (6RrR
3σ−2)φ1 + (3σ − 2)3R2

tR
3σ−3φ+ 3k(3σ − 2)R3σ−3

×φ− φλ3σR3σ−1

= 6φtR
3σ−2Rt + 6φRR

3σ−2
(
λ
3R

2 + CR2−3σ − k
)
− 6ξt

×R3σ−2
(
λR2

3 + CR2−3σ − k
)
− 6ξR

(
λR2

3 + CR2−3σ

−k)RtR
3σ−2 + 3φ(3σ − 2)

(
λR2

3 + CR2−3σ − k
)
R3(σ−1)

+3φk(3σ − 2)R3(σ−1) − λφ3σR3σ−1

= {6φt + 6kξR} (RtR
3σ−2) + {2λφR − 2λφt} (R3σ) + {6C

× φR − 6Cξt − 6CξR} (1) + {−6kφR + 6kξt} (R3σ−2)
+ {−2σξR} (RtR

3σ) + {φ(3σ − 2)λ− λφ3σ} (R3σ−1)
+ {3φ(3σ − 1)C} (R−1)

= 0

pr(2)v[∆2(t, RJ)] = 2φ2R3σ−1 + 2φ1RtR
3σ−2 + 2(3σ − 1)RttR

3σ−2φ+
(3σ − 2)R2

tR
3(σ−1)φ+ k(3σ − 2)R3(σ−1)φ− 3σλR3σ−1φ

= 2φttR
3σ−1 + 2(2φRt − ξtt)RtR3σ−1 + 2(φRR − 2ξRt)×(

λ
3R

3σ+1 + CR− kR3σ−1
)

+ 2(φR − 2ξt)
(
λ
3R

3σ − (σ−1)
2

×3C + C
2

)
− 6ξR

(
λ
3R

3σ − (σ−1)3C+C
2

)
Rt − 2ξRR

(
λ
3×

R3σ+1 + CR− kRσ−1
)
Rt + 2φtRtR

3σ−2 + 2(φR − ξt)
×
(
λ
3R

3σ + C − kR3σ−2
)
− ξR

(
λ
3R

3σ + C − kR3σ−2
)
Rt

+2(3σ − 1)φ
(
λ
3R

3σ−1 − (σ−1)3C+C
2 R−1

)
+ (3σ − 2)φ×(

λ
3R

3σ−1 + CR−1 − kR3(σ−1)
)

+ k(3σ − 2)R3(σ−1)φ−
3σλφR3σ−1

=
{

2φtt − 2k(φRR − 2ξRt) + 2
3λ(3σ − 1)φ+ (3σ−2)φλ

3 −
σλφ} (Rσ−1) + {2(2φRt − ξtt)− 2kξRR}(R3σ−1Rt)+{

2
3λ(φRR − 2ξRt)

}
(R3σ+1) + {2C(φRR − 2ξRt)}(R)+{

2
3λ(φR − 2ξt) + 2

3 (φR − ξt)λ
}

(R3σ) + {−(φR − 2ξt)

×[(σ − 1)3C + C] + 2C(φR − ξt)}(1) +
{
−2ξRλ− λξR

3

}
×(RσRt) + {3[(σ − 1)3C + C]ξR − CξR}(Rt) + {2φt+
kξR}(RtR3σ−2) + {−2k(φR − ξt)}(R3σ−2) + {−φ(3σ−
1)[(σ − 1)3C + C] + C(3σ − 2)φ}(R−1) + {− 2

3λξRR}×
(RtR

3σ+1) + {−2CξRR}(RtR)
= 0

lo anterior solo se cumple cuando los coeficientes de los monomios son idénti-
camente cero, entonces las relaciones entre los coeficientes del campo son las
siguientes
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Monomios Coeficientes de pr(2)v[∆1(t, R,Rt, Rtt)] = 0
(a) RtR

3σ−2 φt + kξR = 0
(b) 1 φR − ξt − ξR = 0
(c) R3σ−1 λφ = 0
(d) R−1 φ(3σ − 2) = 0

Monomios Coeficientes de pr(2)v[∆2(t, R,Rt, Rtt)] = 0

(e) R3σ−1 2φtt − 2k(φRR − 2ξRt) + 2λ
3 (3σ − 1)φ+ 1

2 (3σ − 2)φλ− 3σλφ = 0
(f) R3σ−1Rt 2φRt − ξtt − kξRR = 0
(g) R3σ+1 C(φRR − 2ξRt) = 0
(h) R3σ λ(φR − 2ξt) + λ(φR − ξt) = 0
(i) 1 −(φR − 2ξt)[(σ − 1)3C + C] + 2C(φR − ξt) = 0
(j) R3σRt ξR = 0
(k) Rt (3[σ − 1]3C + C)ξR − CξR = 0
(l) RtR

3σ−2 2φt + kξR = 0
(m) R3σ−2 φR − ξt = 0
(n) R−1 −φ(3σ − 1)[(σ − 1)3C + C] + c(3σ − 2)φ = 0
(ñ) RtR

3σ+1 ξRR = 0

Tabla 1. Relaciones de las derivadas de los coeficientes del generador infinitesi-
mal de simetŕıas, obtenidos de la aplicación pr(2)v∆l(t, R,Rt, Rtt) = 0, donde
l = 1, 2 representa cada una de las ecuaciones del sistema.

Es necesario dar solución a las expresiones dadas en la Tabla 1. De la ecuación
(c) se tiene que necesariamente φ = 0 o λ = 0. Si se supone φ = 0 entonces la
ecuación (m) implica que ξt = 0 luego como de (j) ya se tiene ξR = 0 se concluye
fácilmente que ξ ≡ ξ0 con ξ0 una constante. Entonces el generador infinitesimal
de simetŕıas es igual a su prolongación y tienen la siguiente forma

v = pr(2)v = ξ0
∂

∂t
(4.24)

Como el generador infinitesimal debe satifacer la ecuación (1.9), donde el
mapeo exponencial exp(εv)x = Ψ(ε, x) da el grupo de simetŕıas que es generado
por v, se obtiene que este grupo de simetŕıas G ≡ Ψ esta dado por

G : (t, R)→ (t+ ξ0ε,R) ε ∈ R (4.25)

Este grupo mapea soluciones del sistema en otras soluciones mediante la si-
guiente regla, si R(t) es una solución, entonces también lo es R(t− ξ0ε).

Ahora se verá que sucede cuando se supone φ 6= 0, C 6= 0, λ = 0 y σ = 2
3 .

Como C 6= 0 de (g) se tiene φRR − 2ξRt = 0 usándolo en la ecuación (e) junto
con la suposición λ = 0 se tiene que φtt = 0. De (ñ) se tiene ξRR = 0 lo cual
lleva a que la ecuación (f) tome la forma 2φRt − ξtt = 0. Como de (j) se ve
que ξR = 0 entonces la ecuación (l) indica que φt = 0. Las ecuaciones (d) y (n)
se satisfacen bajo la suposición σ = 2

3 . Mientras que la ecuación (i) agregando
además la condición dada por la ecuación (m). De las consideraciones anteriores
la Tabla 1 se reduce a la siguiente.
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(A) φRR − 2ξRt = 0
(B) φtt
(C) 2φRt − ξtt = 0
(D) φR − ξt = 0
(E) φt = 0
(F) ξR = 0

De (E) se tiene φt = 0 entonces de (C) se sigue que ξtt = 0. De (F) se ve que
ξR = 0 entonces usando esto en (A) se concluye que φRR = 0. En resumen se
ha obtenido que ξtt = ξR = 0 y φRR = φt = 0. De lo cual fácilmente se puede
concluir que ξ ≡ ξ(t) y φ ≡ φ(R) por lo que es válido suponer que ξt = ξ0
y φR = φ0 donde ξ0, φ0 son constantes. Pero debido a que la ecuación (D) se
debe satisfacer, entonces necesariamente se debe cumplir ξ0 = φ0 = a, donde a
es la misma constante. Entonces para determinar el generador infinitesimal de
simetŕıas se tienen que integrar las ecuaciones ξt = a y φR = a entre [0, t] y
[0, R] respectivamente y bajo la condición ξ(0) = φ(0) = 0 con lo cual se obtiene
ξ(t) = at y φ(R) = aR. Por lo tanto el generador infinitesimal de simetŕıas y su
segunda prolongación toman la siguiente forma

v = at
∂

∂t
+ aR

∂

∂R
(4.26)

pr(2)v = v − aRtt
∂

∂Rtt
(4.27)

Con el generador infinitesimal de simetŕıas se obtienen los siguientes grupos

G1 : (t, R)→ (teaε, R) (4.28)

G2 : (t, R)→ (t, Reaε) (4.29)

donde ε ∈ R
Cada acción de grupo indica como se deberán transformar las variables in-

dependientes y dependientes, para que deje invariante el conjunto de soluciones.
Las transformaciones en las variables son

t→ t̃ = teaε

R→ R̃ = Reaε

De lo cual se tiene que t = t̃e−aε y R = R̃e−aε, entonces dt2 = e−2aεdt̃2,
R2 = e−2aεR̃2. Si se sustituye lo anterior en la métrica de Robertson-Walker
entonces se tiene

ds2 = e−2aεdS̃2 (4.30)

donde dS̃2 = −dt̃2 + R̃2(t)

[
dr2

1− kr2
+ r2dθ2 + r2sin2θdφ2

]
En resumen se ha encontrado que cuando φ = 0 las soluciones nuevas que

se pueden generar a partir del grupo infinitesimal de simetŕıas con σ 6= 2/3 se
dan a partir de traslaciones en la coordenada temporal x = t, esto implica que
dada una solución R(t) está mantiene sus propiedades a través de traslaciones
temporales, lo cual indica que el factor de expanción Rσ(t) en cada modelo, es
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válido para cada época en que se le consideré, conservando siempre la geometŕıa
intŕınseca del espacio-tiempo.

Por otro lado si φ 6= 0, C 6= 0, λ = 0 y σ = 2/3, entonces el grupo de
simetŕıas actúa sobre la variable independiente y dependiente, haciendo que la
métrica se transforme como en (4.30), lo cual indica que para este caso la métri-
ca nueva podŕıa ser un múltiplo de la métrica de Robertson-Walker, lo cual
prueba que la métrica es unica para este espacio-tiempo. Lo especial de este
caso esta en el hecho de que justo para presiones p < −1/3ρ el universo expe-
rimenta una expansión acelerada, véase [14][pag. 471], entonces que la métrica
sea un múltiplo de la métrica de Robertson-Walker indica la naturaleza de que
a p = −1/3ρ se tiene el ĺımite clásico para una expansión del universo donde
aún no hay expansión acelerada. Nótese que aún no hay aceleración pero se
tienen soluciones donde la escala del espacio-tiempo puede ser mayor, lo cual
debe corresponder a un ligero rompimiento en la homogeneidad, no igual al que
describen las teoŕıas acerca de la expansión acelerada del universo, pero que
deben estar en correspondencia con el ĺımite de estas.

4.3. Modelo cosmológico compuesto por dos flui-
dos

Una versión más real en la composición del universo, es considerarlo com-
puesto por más de dos fluidos perfectos, algunos de los modelos propuestos se
puden ver en [15][16], cuyas soluciones encontradas a las ecuaciones de campo
de Einstein resultan ser soluciones impĺıcitas para el factor de expansión de la
métrica de Robertson-Walker, en lo siguente supondremos que tenemos la suma
de un fluido de radiación y uno de materia, supondremos que ambos fluidos no
interactúan por lo cual las ecuaciones de estado para los fluidos son las siguientes

ρ(t) = ρm0

R3
0

R3(t)
+ ρr0

R4
0

R4(t)
(4.31)

p(t) =
1

3
ρr0

R4
0

R4(t)
(4.32)

donde ρm0
y ρr0 son la densidad de la materia en el universo y la densidad de

radiación respectivamente (ambas cantidades consideradas para la actualidad),
R0 es el factor de expansión del universo en la actualidad.

A partir de las ecuciones de estado las ecuaciones de Friedman se reducen al
siguiente sistema

3Rt
2R2 + 3kR2 − 8πρm0

R0
3R− 8πρr0R0

4 = 0 (4.33)

2RttR
3 +Rt

2R2 + kR2 +
8

3
πρr0R0

4 = 0 (4.34)

Las variables independientes y dependientes son t y R respectivamente. En-
tonces el generador de simetŕıas y su prolongación tienen la forma de las ecua-
ciones (4.18)-(4.19) respectivamente y los coeficientes están determinados por
las ecuaciones (4.22)-(4.23). La matriz Jacobiana del sistema es la siguiente

J =

(
0 6(Rt

2 + k)R− 8πρm0
R0

3 6RtR
2 0

0 6RttR
2 + 2(Rt

2 + k)R 2RtR
2 2R3

)
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la cual es de rango máximo, por lo cual se puede aplicar la segunda prolonga-
ción del generador de simetŕıas pr(2)v al sistema (4.33)-(4.34). Para simpĺıficar
se hace a = 8πρm0

R3
0, b = 8πρr0R

4
0, entonces se tiene

pr(2)v[∆1(t, RJ)] = (6R2
tR+ 6kR− 1)φ+ (6RtR

2)φ1

= 2aφ− 2bφ− aφ+ 6φtRtR
2 + 6(φR − ξt)R2

(
a

3

1

R
+
b

3

× 1

R2
− k
)
− 6ξRRtR

2

(
a

3

1

R
+
b

3

1

R2 − k

)
= {aφ+ 2b(φR − ξt)}(1)

+{2bφ}( 1

R
) + {φt + kξR}(RtR2) + {k(φR − ξt)}(R2)

+{−2aξR}(RtR) + {2bξR}(Rt)
= 0

pr(2)v[∆2(t, RJ)] = 6φRttR
2 + 2φRtR+ 2kφR+ 2φ1RtR

2 + 2φ2R3

= −6φ

(
a

6R2
+

b

3R3

)
R2 + 2φRtR+ 2kφR+ 2φtRtR

2+

2(φR − ξt)R2

(
a

R
+

b

R2
− k
)
− 2ξRR

2Rt

(
a

R
+

b

R2
−

k) + 2φttR
3 + 2(2φRt − ξtt)RtR3 + 2(φRR − 2ξtR)

( a
R

+
b

R2
− k
)
R3 − 2(φR − 2ξt)

(
a

6R2
+

b

3R3

)
R3 + 6ξR×(

a

R2
+

b

R3

)
RtR

3 − 2ξRRR
3

(
a

R
+

b

R2
− k
)
Rt

=

{
−aφ+

2b

3
(φR − ξt)−

2b

3
(φR − 2ξt)

}
(1) +

{
2φ− a

3
×

ξR −
2b

3
ξRR

}
(RtR) +

{
2kφ+

2a

3
(φR − ξt) +

2b

3
(φRR

−2ξtR)− a

3
(φR − 2ξt)

}
(R) +

{
φt + kξR −

a

3
ξRR

}
(Rt

×R2) + {2a(φRR − 2ξtR)− 3k(φR − ξt)}(R2) + {φtt−
k(φRR − 2xitR)}(R3) + {2φRt − ξtt + kξRR}(RtR3)

= 0

Para que se satisfagan los resultados anteriores se requiere que los coeficientes
de los monomios sean idénticamente cero, entonces en resumen se tiene
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Monomios Coeficientes de pr(2)v[∆1(t, R,Rt, Rtt)] = 0
(a) 1 aφ+ 2b(φR − ξt) = 0
(b) 1/R bφ = 0
(c) RtR

2 φt + kφR = 0
(d) R2 k(φR − ξt) = 0
(e) RtR aξR = 0

Monomios Coeficientes de pr(2)v[∆2(t, R,Rt, Rtt)] = 0
(f) 1 −aφ+ 2

3b(φR − ξt)−
2
3b(φR − 2ξt) = 0

(g) RtR 2φ− 1
3aξR −

2
3bξRR = 0

(h) R 2kφ+ 2
3a(φR − ξt) + 2

3b(φRR − 2ξtR)− 1
3a(φR − 2ξt) = 0

(i) RtR
2 φt + kξR − 1

3aξRR = 0
(j) R2 2a(φRR − 2ξtR)− 3k(φR − ξt) = 0
(k) R3 φtt − k(φRR − 2ξtR) = 0
(l) RtR

3 2φRt − ξtt + kξRR = 0

Tabla 3. Relaciones de las derivadas de los coeficientes, donde a = 8πρm0
R0

3 y
b = 8πρr0R0

4.

De la ecuación (b) se tiene φ = 0 por lo cual de (a) se sigue ξt = 0. Pero
de (e) se tiene ξR = 0. Por lo tanto se concluye ξ = ξ0 con ξ0 = constante
y φ ≡ 0. De esta manera el generador infinitesimal de simetŕıas es igual a su
segunda prolongación.

v = pr(2)v = ξ0
∂

∂t
(4.35)

Entonces el grupo de simetŕıas es el siguiente

G : (t, R)→ (t+ ξ0ε,R) ε ∈ R

Mediante el grupo anterior se pueden generar soluciones. Lo cual significa que
dada una solución R(t) para el sistema entonces R(t− ξ0ε) donde ε ∈ R es una
solución sin embargo necesitamos determinar una solución para este fluido, lo
cual se encontrará utilizando las herramientas que se muestran en el Caṕıtulo 4.
Lo primero que se hará es tratar de reducir el sistema de ecuaciones diferenciales
a una sola ecuación. Si se combinan las ecuaciones (4.33)-(4.34), despejando el
término R2

tR
2 de (4.33) y lo sustituimos en (4.34) se encuentra que la ecuación

resultante es

2R3Rtt +
8

3
πρm0

R0
3R+

16

3
πρr0R0

4 = 0

de la ecuación anterior cada una de sus soluciones debe ser solución para las
ecuaciones del sistema, nuevamente para simpĺıficar la notación hágase a =
8πρm0

R0
3 y b = 8πρr0R0

4 con lo cual queda la siguiente ecuación

6R3Rtt + aR+ 2b = 0 ∆(t, RJ) (4.36)

Como se puede ver la ecuación resultante tiene soluciones para alguna R(t),
nuevamente la variable independiente y dependiente es t y R respectivamente,
por lo cual se puede usar el mismo generador de simetŕıas y su prolongación
(4.18)(4.19) junto con sus coeficientes (4.22)-(4.23). Para poder encontrar una
nueva solución mediante cuadraturas se necesita encontrar el grupo de simetŕıas
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de la ecuación (4.36). Para esto se aplica la segunada prolongación a la ecuación
resultante pr(2)v(2R36Rtt + aR+ 2b) = 0.

pr(2)v[∆(t, RJ)] = (18R2Rt + a)φ+ 6R3φ2

= 18φR2

(
−a

6

1

R2
− b

3

)
+ aφ+ 6φttR

3 + 6(2φRt − ξtt)Rt

×R3 + 6(φRR − 2ξtR)

(
a

3

1

R
+
b

3

1

R2
− k
)
R3 + 6(φR−

2ξt)

(
−a

6

1

R2
− b

3

1

R3

)
R3 + 18ξR

(
a

6

1

R2
+
b

3

1

R3

)
Rt×

R3 − 6ξRR

(
a

3

1

R
+
b

3

1

R2
− k
)
RtR

3

= {−3aφ+ aφ− 2b(φR − 2ξt)}(1) + {−6bφ}( 1

R
) + {6φtt

−6k(φRR − 2ξtR)}(R3) + {6(2φRt − ξtt) + 6kξRR}(Rt
×R3) + {2(φRR − 2ξtR)a}(R2) + {2(φRR − 2ξtR)b− a
×(φR − 2ξt)}(R) + {3aξR − 2bξRR}(RRt) + {6bξR}(Rt)
+{−2aξRR}(RtR2)

= 0

La ecuación anterior se satisface solo si los coeficientes de los monomios son
cero, es decir

Monomios Coeficientes
(a) 1 aφ+ b(φR − 2ξt) = 0
(b) 1/R 6bφ = 0
(c) R3 φtt − k(φRR − 2ξtR) = 0
(d) RtR

3 2φRt − ξtt + kφRR = 0
(e) R2 a(φRR − 2ξtR) = 0
(f) R 2b(φRR − 2ξtR)− a(φR − 2ξt) = 0
(g) RRt 3aξR − 2bξRR = 0
(h) Rt bξR = 0
(i) RtR

2 aξRR = 0

Tabla 4. Relaciones de las derivadas de los coeficientes.

De la ecuación (b) se tiene que φ = 0 por lo cual es fácil concluir para (a)
que ξt = 0. Pero de la ecuación (h) se tiene ξR = 0 por lo tanto ξ = ξ0 donde ξ0
es una constante. Entonces el generador infinitesimal de simetŕıas es igual a su
segunda prolongación.

v = pr(2)v = ξ0
∂

∂t
(4.37)

Con lo que se obtiene el grupo de simetŕıas

G : (t, R)→ (t+ ξ0ε,R) ε ∈ R

Se puede utilizar el grupo de simetŕıas G para encontrar una solución de la
ecuación (4.36), tal y como se explica en el final del Caṕıtulo 3.

Sea y = R y u = t, entonces

dR
dt =

dR
dR
dt
dR

= 1
du
dy

= 1
uy



106 CAPÍTULO 4. APLICACIONES A LA RELATIVIDAD GENERAL

entonces dR
dt = 1

uy

Pero necesitamos d2R
dt2 , utilizando el resultado anterior se sigue que

d2R
dt2 = d

dt
1
uy

= −(uy)−2 duy
dt = −(uy)−2

duy
dy
dt
dy

= −(uy)−2 uyy
uy

= − 1
u3
y
uyy

entonces d2R
dt2 = −uyyu3

y
. Para simplificar en (4.36) hagamos A = a/3, B = 2b/3

con lo cual se tiene la ecuación 2R3Rtt +AR+B = 0, sustituyendo en está los
valores encontrados para Rtt con el cambio de variable aśı como la misma R se
tiene la siguiente ecuación

−2y3 uyy
u3
y

+Ay +B = 0

hacemos un cambio de variable, haciendo z = uy entonces zy = uyy luego

−2y3 zy
z3

+Ay +B = 0 (4.38)

entonces
zy
z3 = A

2y2 + B
2y3 , la expresión anterior aún parece dif́ıcil de integrar,

entonces hagamos un cambio de variable más, sea w = 1
z , entonces dw

dy = −w2 dz
dy

de lo anterior se sigue que dz
dy = − 1

w2
dw
dy y w3 = 1

z3 , sustituyendo en la ecuación

(4.38) se tiene
−w dw

dy = 1
2 ( Ay2 + B

y3 )

pero d(w2)
dy = 2w dw

dy , entonces d(w2)
dy = − 1

2

(
A
y2 + B

y3

)
, haciendo s = w2 final-

mente se tiene
ds
dy = −

(
A
y2 + B

y3

)
Ahora integramos la ecuación anterior, entonces

s = 2Ay2+By
2y3 + s0

con s0 una constante de integración, ahora recordando los cambios de variable

que se hicieron llegamos a que z =
√

2y√
2(Ay+s0y2)+B

pero z = du
dy = dt

dR y y = R,

entonces la integral es una cuadratura

dt
dR =

√
2R√

2(AR+s0R2)+B

Haciendo los cambios de variable adecuados, se encuentra que la integral es

t̃− t̃0 = 1
s0

√
(R+A′)2 +B′ − A′

s0
Ln|R+A′ +

√
|B′|+ (R+A′)2|

Haciendo t = s0t̃ y t̃ = s0t̃ se tiene

t− t0 =
√

(R+A′)2 +B′ −A′Ln|R+A′ +
√
|B′|+ (R+A′)2| (4.39)

donde A′ = A
2s20

y B′ = B
2s20
− A2

4s40
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Figura 4.1: Gráfica del factor de escala R en funcion de t

Al estudiar la ecuación anterior se encuentra una gráfica para el factor de escala
R(t) en función del tiempo, esta gráfica se representa en la figura4.1, donde
además se tiene que solo para valores de A′ ∼ 0 esta representa una solución
f́ısica para todo t, en caso contrario se obtienen valores negativos para R lo cual
no representa una solución f́ısica, sino a partir de cierto t0.

La ecuación (4.39) es una solución impĺıcita para R, como se puede ver del
lado derecho de la ecuación no aparece la variable t, por lo cual al hacer actuar
el grupo de simetŕıas del sistema sobre esta solución se tiene nuevamente que
el factor de expansión conserva sus propiedades mediante las traslaciones en el
tiempo. Lo cual nos permite concluir nuevamente que se conserva la geometŕıa
intŕınseca del espacio-tiempo, por lo cual la homogeneidad e isotroṕıa se siguen
conservando.
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Apéndice A

A.1. Teorema de Stokes

Sea T una n-1 forma, sobre una variedad Mn suave y compacta cuya frontera
∂Mn es suave por pedazos. Entonces∫

∂Mn

T =

∫
Mn

dT

En particular, si la variedad Mn es cerrada (es decir no tiene frontera),
entonces la integral de cualquier forma dT sobre la variedad es igual a cero.

A.2. Tensores δΓijk

Teorema A.1. .

(1) Los śımbolos de Christoffel Γikj se transforman solo como un tensor solo

bajo transformaciones lineales o afines de coordenadas zi = zi(x1, ..., xn). En

este caso ∂2zi

∂xkxj
≡ 0

(2) La variación de dos śımbolos de Christoffel de dos conexiones diferentes
es un tensor

δΓijk = Γ′ijk − Γijk

es un tensor tipo (1,2)

(3) La expresión

T ikj = Γikj − Γijk = Γi[kj]

forma un tensor, el cual es conocido como tensor de torsión

A.3. Divergencia

Teorema A.2. Si en algunas coordenadas todas las derivadas de primer orden
de gij se hacen cero en algún punto, entonces los śımbolos de Christoffel de la
conexión compatible Γijk con la métrica se hace cero en ese punto.

La divergencia covariante de un campo vectorial v es definido como

divvi = ∇ivi = vi;i
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Teorema A.3. Si la conexión es simétrica y compatible con una métrica g 6= 0,
entonces la divergencia covariante de un campo vectorial es

∇ivi =
1√
|g|

∂

∂xi
(
√
|g|vi)

La fórmula expĺıcita para la divergencia divT en un sistema coordenado arbitra-
rio, relativo a una conexión simétrica compatible con la métrica

∇iT i =
1√
|g| ∂

∂xl

(
√
|g|T l)



Apéndice B

B.1. Espacios de máxima simetŕıa

Vectores de Killing

Una métrica gµν(x) se dice que es una forma-invariante bajo una trans-
formación de coordenadas dada x→ x′, cuando la métrica transformada g′µν(x′)
es la misma función de su argumento x′µ como la métrica original gµν(x) en su
argumento xµ, esto es,

g′µν(y) = gµν(y) para toda y (B.1)

La condición para un escalar es diferente, esta es S′(x′) = S(x). A cualquier
punto dado la métrica transformada esta dada por la relación

g′µν(x′) =
∂xρ

∂x′µ
∂xσ

∂x′ν
gρσ(x)

o de manera equivalente

gµν(x) =
∂x′ρ

∂xµ
∂x′σ

∂xν
g′ρσ(x′)

Cuando (B.1) es válida, se puede reemplazar g′ρσ(x′) con gρσ(x′) y obtener el
requerimiento fundamental para una forma invariante de la métrica:

gµν(x) =
∂x′ρ

∂xµ
∂x′σ

∂xν
gρσ(x′) (B.2)

Cualquier transformación x→ x′ que satisface (B.2) es llamada una isometŕıa.
En general la ecuación (B.2) es una restricción muy complicada sobre la función
x′µ. Esta se puede simplificar descendiendo al caso especial de una transforma-
ción de coordenada infinitesimal:

x′µ = xµ + εξµ(x) con |ε| � 1 (B.3)

A primer orden en ε, la ecuación (B.2) se escribe como

0 =
∂ξµ(x)

∂xρ
gµρ(x) +

∂ξν(x)

∂xσ
gρν(x) + ξµ(x)

∂gρσ(x)

∂xµ

La ecuación anterior puede reescribirse en términos de derivadas de las compo-
nentes covariantes de ξσ ≡ gµσξµ:

0 = ∂ξσ
∂xρ +

∂ξρ
∂xσ + ξµ

[
∂gρσ
∂xµ −

∂gµν
∂xρ −

∂gρµ
∂xσ

]
= ∂ξσ

∂xρ +
∂ξρ
∂xσ − 2ξµΓµρσ
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o de manera mas compacta

0 = ξσ;ρ + ξρ;σ (B.4)

Cualquier campo vectorial ξσ(x) de cuatro componentes que satisface la ecuación
(B.4) se dice que forma un campo vectorial de Killing de la métrica gµν(x). Aśı
el problema de determinar todas las simetŕıas infinitesimales de una métrica
dada ahora se reduce al problema de determinar todos los vectores de Killing
de la métrica dada. Cualquier campo vectorial particular de Killing ξnρ (x) de la
métrica gµν(x) puede ser expresado como

ξnρ (x) = Aλρ(x;X)ξnλ(X) +Bλνρ (x;X)ξnλ;ν(X) (B.5)

Donde Aλρ y Bλνρ son funciones que dependen de la métrica y del punto X, pero
no dependen de los valores iniciales de ξλ(X) y ξλ;ν(X), y por lo tanto son los
mismos para todos los vectores de Killing. Cada vector de killing ξρ(x) de una
métrica dada esta únicamente especificado por los valores de ξρ(X) y ξρ;σ(X)
en cualquier punto particular X.

Un conjunto de vectores de Killing ξnρ (x) se dice que es independiente si no
satisface ninguna relación lineal de la forma∑

n

cnξ
n
ρ (x) = 0 (B.6)

con coeficientes constantes cn. La ecuación (B.5) dice que pueden haber a lo
mas N(N + 1)/2 vectores de killing independientes en N dimensiones.

Un espacio métrico se dice que es homogéneo si existen isometŕıas infinitesi-
males (B.3) que llevan cualquier punto X a cualquier otro punto en su vecindad
inmediata.

Un espacio métrico se dice que es isotrópico alrededor de un punto X
si existen isometŕıas infinitesimales (B.3) que dejan el punto X fijo, tales que
ξλ(X) = 0, y para las cuales las primeras derivadas ξλ;ν(X) toman los posibles
valores. Solo sujeto a la condición de antisimetŕıa (B.4)

Una métrica que admite el máximo número N(N+1)/2 de campos de Killing
se dice que es de simetrı́a máxima. En particular, un espacio que es homogéneo
e isotrópico alrededor de algún punto X debe admitir los N(N + 1)/2 vectores
de Killing.

Construcción de un espacio de máxima simetŕıa

Considérese un espacio plano de dimensión n+ 1, con la métrica dada por

dτ2 = gabdx
adxb = Cµνdx

µdxν +K−1dz2

donde k es una constante y Cµν es una matriz de n× n
Se puede encajar un espacio de dimensión n, restringiendo las variables xµ

y z a la superficie de una esfera(o pseudoesfera)

kCµνx
µxν + z2 = 1 (B.7)

entonces
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dz2 =
k2(Cµνx

µdxν)2

1− kCαβxαxβ

Con lo cual el elemento de ĺınea tiene la siguiente forma

dτ2 = Cµνdx
µdxν +

k(Cµνx
µdxν)2

1− kCαβxαxβ

Aśı los coeficientes de la métrica estan dados por

gµν(x) = Cµν +
k

1− kCαβxαxβ
Cµλx

λCνkx
k

Si el espacio permite coordenadas localmente euclidianas, entonces el ele-
mento de ĺınea se puede escribir de la siguiente manera

ds2 = k−1
[
dx2 + (x·dx)2

1−x2

]
k > 0

ds2 = |k|−1
[
dx2 − (x·dx)2

1+x2

]
k < 0

ds2 = dx2 k = 0

Las rotaciones del espacio de dimensión n+ 1 mantienen invariante la ecua-

ción (B.7), lo cual indica que la métrica (gµν(x)) acepta n(n+1)
2 grupos de iso-

metŕıas de un parámetro. Esto es bajo transformaciones de la forma (véase [8]
)

xµ → x′µ = Rµνx
ν +Rµz z

z → z′ = Rzµz
µ +Rzzz

donde las constantes Rik son constantes que satisfacen

CµνR
µ
ρR

ν
σ + k−1RzρR

z
σ = Cρσ

CµνR
µ
ρR

ν
z + k−1RzρR

z
z = 0

CµνR
µ
zR

ν
z + k−1(Rzz)

2 = k−1

Enseguida se muestran dos tipos de transformaciones simples que satisfacen
el sistema anterior.

1)
Rµν = Rµ

ν Rµz = Rzµ = 0 Rzz = 1

donde Rµ
ν es una matriz de n× n que cumple CµνR

µ
ρR

ν
σ = Cρσ

x′µ = Rµ
νx

ν (B.8)

2)

Rµz = aµ Rzµ = −kCµνaν Rzz = (1− kCρσaρaσ)1/2 Rµν = δµν − bkCνρaρaµ

donde aµ es arbitraria y Rzz ∈ R, con lo cual deben satisfacer

kCρσa
ρaσ ≤ 1

y

b =
1− (1− kCρσaρaσ)1/2

kCρσaρaσ
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lo que se tiene son cuasitraslaciones de la forma

x′µ = xµ + aµ[(1− kCρσxρxσ)1/2 − bkCρσxρaσ] (B.9)

estas transformaciones mandan el origen en aµ

La existencia de la isometŕıa (B.8) que incluye todas las rotaciones alrededor
del origen significa que el espacio es isotrópico, mientras que la isometŕıa (B.9)
significa que cualquier punto es geométricamente como cualquier otro, lo cual
indica que el espacio es homogéneo.

Espacios con subespacios de máxima simetŕıa

En muchos de los casos de interes para la f́ısica, el espacio(espacio-tiempo)
total no es de máxima simetŕıa, pero puede ser descompuesto en dos subespa-
cios de máxima simetŕıa. Por ejemplo, un espacio tridimensional esfericamente
simétrico puede descomponerse en una familia de superficies esféricas centradas
en el origen, cada una de las cuales es descrita por una métrica de la forma

ds2 = K−1[dθ2 + sin2θdϕ2] (B.10)

Se dice que un subespacio con constante va es de máxima simetŕıa si la métrica
del espacio completo es invariante bajo un grupo infinitesimal de transforma-
ciones

ui → u′i = ui + εξi(u, v) (B.11)

va → v′a = va (B.12)

con M(M + 1)/2 vectores independientes ξi de Killing. Estas son transforma-
ciones de la forma (B.3), pero con la especial caracteŕıstica de que las va son
invariantes, aśı que

ξa(u, v) = 0 (B.13)

Note que aunque estas transformaciones afectan solo a la variable u, no hay
razón por la cual las reglas de transformación no puedan depender paramétrica-
mente de va del subespacio particular siendo transformado. Siempre es posible
escoger coordenadas u tales que la métrica del espacio total es dada por

−dτ2 ≡ gµνdxµdxν = gab(v)dvadvb + f(v)g̃ij(u)duiduj (B.14)

donde gab(v) y f(v) son funciones que dependen solo de la coordenada v, y
g̃ij(u) es una función que depende solo de la coordenada u que por si misma es
la métrica de un espacio M − dimensional de máxima simetŕıa.

En la mayoŕıa de los casos de importancia, los subespacios de máxima si-
metŕıa son espacios, que se le atribuyen al espacio-tiempo, asi que todos los
eigenvalores de la matriz gij son positivos. En estos casos se puede escribir

−dτ2 = gab(v)dvadvb + f(v)

{
du2 +

k(u · du)2

1− ku2

}
(B.15)

donde f(v) es positiva y

k =

 +1 si sub max sim tiene K > 0
−1 si sub max sim tiene K < 0
0 si sub max sim tiene K = 0

(B.16)
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Espacio-tiempo esféricamente simétrico

Supóngase que la dimensión del espacio-tiempo es N = 4, entonces hay
tres eigenvalores de su métrica que son positivos y uno negativo, y este tiene
asociado un subespacio de máxima simetŕıa de dimensión 2 cuya métrica tiene
eigenvalores positivos y curvatura positiva. Entonces se pueden encontrar v −
coordenadas, las cuales se pueden identificar con r y t, y dos u− coordenadas
identificadas con θ y ϕ a partir de la ecuación (B.12) y haciendo k = 1, se tiene

−dτ2 = gtt(r, t)dt
2+2grt(r, t)drdt+grr(r, t)dr

2+f(r, t){dθ2+sin2dϕ2} (B.17)

donde f(r, t) es una función positiva y (gij(r, t)) es una matriz de 2× 2 con un
eigenvalor positivo y uno negativo.

Espacio-tiempo homogéneo esféricamente simétrico

Supóngase que la dimensión del espacio total es N = 4, que tres de los eigen-
valores de la métrica son positivos y uno es negativo, y que tiene un subespacio
de máxima simetŕıa tridimencional que tiene eigenvalores positivos y una cur-
vatura arbitraria. Entonces hay una coordenada v y tres coordenadas u, tales
que la ecuación (B.12) se convierte en

−dτ2 = g(v)dv2 + f(v)

{
du2 +

k(u · du)2

1− ku2

}
(B.18)

donde f(v) es una función positiva, g(v) es una función negativa y u ∈ R3

En esta situación siempre es conveniente definir nuevas coordenadas t, v, θ, ϕ
por ∫

(−g(v))
1
2 dv ≡ t

u1 ≡ rsinθ cosϕ
u2 ≡ rsinθ sinϕ
u3 ≡ rcosθ

Entonces se tiene

dτ2 = dt2 −R2(t)

{
dr2

1− kr2
+ r2dθ2 + r2sin2θdϕ2

}
(B.19)

donde R(t) ≡
√
f(v). De esta manera la métrica queda finalmente determinada

a partir de la homogeneidad e isotroṕıa, la ecuación (B.15) corresponde a la
métrica de Robertson-Walker.
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