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TUTOR:

Dr. Wolfgang Peter Bietenholz

Ciudad Universitaria, CD.MX, 2021



 

UNAM – Dirección General de Bibliotecas 

Tesis Digitales 

Restricciones de uso 
  

DERECHOS RESERVADOS © 

PROHIBIDA SU REPRODUCCIÓN TOTAL O PARCIAL 
  

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal 
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México). 

El uso de imágenes, fragmentos de videos, y demás material que sea 
objeto de protección de los derechos de autor, será exclusivamente para 
fines educativos e informativos y deberá citar la fuente donde la obtuvo 
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro, 
reproducción, edición o modificación, será perseguido y sancionado por el 
respectivo titular de los Derechos de Autor. 

 

  

 





A mis padres y a mi pequeño hermano.
Gracias por todo.



Agradecimientos

En primer lugar quisiera agradecer a las personas más importantes en mi vi-
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Resumen

En este trabajo se presentan resultados numéricos del modelo XY bidimensio-
nal con el fin de analizar la transición de fase de Berezinskĭı-Kosterlitz-Thouless
(BKT). Existe especial interés en la transición de fase BKT porque la longitud
de correlación tiende a infinito, sin embargo, no presenta ningún rompimiento de
simetŕıa, como es demostrado por el teorema de Mermin-Wagner.

El algoritmo usado para la actualización de las configuraciones es el algorit-
mo de Wolff de multi-cluster. La formación de clusters para la actualización del
sistema es de vital importancia porque sirve para introducir la nueva idea de los
semi-vórtices. Explicamos la forma de identificar los semi-vórtices, de manera que
le podemos asociar una semi-vorticidad a cada cluster. Esperamos que la semi-
vorticidad nos dé una nueva perspectiva de la dinámica del algoritmo y además
que sea un indicador de la transición BKT.

Se presentan los resultados numéricos del estudio de la vorticidad, la semi-
vorticidad, el análisis y la interpretación de los datos obtenidos. Por último se
muestran las conclusiones hechas y la propuesta de los posibles caminos a seguir
para explorar la idea de semi-vorticidad.
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1.1.1. Parámetro de orden . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
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3.3. Modulo de helicidad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
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Caṕıtulo 1

Introducción

En este caṕıtulo discutimos los conceptos fundamentales que conlleva al estudio
principal de este trabajo, el cual es la transición de fase de Berezinskĭı-Kosterlitz-
Thouless (BKT).

Primero se introduce el concepto de transición de fase y el papel que juega el
parámetro de orden, especialmente en sistemas ferromagnéticos. Posteriormente, se
presenta el modelo XY bidimensional y el teorema de Mermin-Wagner, señalando
por qué este modelo no presenta una transición de fase asociada a un rompimiento
de simetŕıa.

1.1. Transiciones de fase

Una fase es un estado de la materia donde la composición qúımica y las pro-
piedades f́ısicas de la sustancia, tales como la densidad o la conductividad, son
uniformes a escala macroscópica. La muestra debe ser suficientemente grande para
poder ignorar el efecto de las fluctuaciones.

Un fenómeno de interés es el proceso por el cual pasa el sistema, para ir de
una fase a otra denominado transición de fase. Existe una gran variedad de tran-
siciones en sistemas distintos, por ejemplo: la transición ĺıquido-gas del agua a
vapor, la condensación de Bose-Einstein, entre otros. En un esquema actual1 pue-
den ser clasificados como: transición de fase de primer orden2 y transición de fase
continua.

1Un esquema encontrado comúnmente en la literatura es el Esquema de Ehrenfest, en el cual
el orden de la transición está determinado por la derivada de la enerǵıa libre de menor orden que
presente una discontinuidad.

2También es conocida como una transición discontinua.
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1. INTRODUCCIÓN

Las transiciones de fase de primer orden son las que presentan una disconti-
nuidad en la primera derivada de la enerǵıa libre. Un ejemplo t́ıpico es del agua
al pasar de su fase sólida a su fase ĺıquida, donde ocurre un cambio abrupto en
el volumen. Las transiciones de fase continuas son aquellas donde no hay calor
latente involucrado, es decir, el cambio de la entroṕıa es continuo [1].

En la Fig. 1.1 se presenta el comportamiento cualitativo de diferentes cantida-
des f́ısicas: entroṕıa S, enerǵıa E y el calor espećıfico CV . La entroṕıa S se muestra
en dos situaciones diferentes: transición de fase de primer orden (A) y transición
de fase continua (C). En (A), S tiene una discontinuidad en la temperatura de
transición Tt, mientras que en (C) sufre un cambio abrupto en el valor de la pen-
diente en la temperatura cŕıtica Tc. En (B) se muestra la enerǵıa en función de
la temperatura. Al aumentar la temperatura, E da un “salto” en la temperatura
de transición Tt. Las transiciones de fase continuas se caracterizan por mostrar
una discontinuidad o divergencia en las derivadas de segundo orden, o mayor, de
la enerǵıa libre. En (D) se muestra que el calor espećıfico, que es una segunda
derivada de la enerǵıa libre, presenta una divergencia en Tc.

Figura 1.1: Ejemplo del comportamiento de distintas cantidades f́ısicas. Transi-
ciones de fase de primer orden se muestran en (A) y (B), donde se exhibe el com-
portamiento de la entroṕıa y la enerǵıa, respectivamente. En (C) y (D) se muestra
el comportamiento de la entroṕıa S y el calor espećıfico CV cuando se tiene una
transición de fase continua.
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1.1 Transiciones de fase

1.1.1. Parámetro de orden

Para determinar cuando estamos en una fase u otra, existen distintas cantidades
f́ısicas caracteŕısticas del sistema que aportan dicha información. Unas cantidades
de gran importancia, para muchos procesos de transición, son los parámetros de
orden.

Los parámetros de orden son distintos de cero en una fase y cero en otra fase.
Por ejemplo, en la transición de fase gas-liquido3, la densidad de la fase ĺıquida ρl
es mayor que la densidad de la fase gaseosa ρg y el parámetro de orden se puede
definir como la diferencia de densidades ρl − ρg [1].

En sistemas ferromagnético como los que emula el modelo Ising, en dos o más
dimensiones, existen dos fases definidas por la temperatura cŕıtica Tc. El modelo
Ising bidimensional cuadrangular consiste en una malla o lattice4 de L× L sitios.
Cada sitio del lattice carga un esṕın, cuyos valores son discretos y sólo pueden ser
si = ±1 (↑ ↓). La función hamiltoniana para este sistema está dada por

H[s] = −J
∑
〈ij〉

sisj − h
∑
i

si, (1.1)

donde [s] es la configuración completa de los espines, es decir, la orientación de
cada esṕın en el lattice; el śımbolo 〈ij〉 indica la suma sobre los vecinos inmediatos;∑
i

indica la suma sobre los L2 espines; J > 0 es la constante de acoplamiento y h

un campo magnético externo.
El modelo Ising presenta transición de fase para dos o más dimensiones. A pe-

sar de la dificultad para obtener una expresión anaĺıtica de la función de partición,
en el caso de dos dimensiones existe una solución exacta que fue propuesta por On-
sager en 1994 [2]. Para dimensiones mayores a dos no existe una solución anaĺıtica
conocida, sin embargo, existe una gran variedad de aproximaciones anaĺıticas para
determinar las distintas propiedades del sistema, como la temperatura cŕıtica [3–5].
Otra forma de poder estudiar el sistema es mediante simulaciones computacionales,
de lo cual se hablará a detalle en el siguiente caṕıtulo.

Para estudiar las propiedades colectivas del sistema es necesario tomar el pro-
medio pesado de todas las configuraciones posibles. Considerando que el sistema se
encuentra en equilibrio, las configuraciones siguen la distribución de probabilidad

3Esto ocurre, por ejemplo, a presión constante y disminuyendo la temperatura.
4En todo el trabajo se ocupará el término lattice.

3



1. INTRODUCCIÓN

de Boltzmann. La probabilidad de una configuración [s] está dada por

p([s], β) =
exp(−βH[s])

Z(β)
, (1.2)

donde β = 1
kB T

, con T la temperatura del sistema y kB la constante de Boltzmann
[6]. La función de partición Z(β) se define como

Z(β) =
∑
[s]

exp(−βH[s]), (1.3)

la suma es sobre todas las posibles configuraciones del sistema.
El valor esperado térmico de una observable O se obtiene de la siguiente forma

〈O〉 =
∑
[s]

O([s]) p([s], β). (1.4)

De esta manera se puede obtener, por ejemplo, la enerǵıa promedio E del sistema

E = 〈H〉 =
∑
[s]

H([s]) p([s], β). (1.5)

También se puede definir la entroṕıa S,

S =
E

T
+ kB log (Z(β)) . (1.6)

La magnetización de una configuración está dada por

M[s] =
∑
i

si. (1.7)

En presencia de un campo magnético externo h 6= 0, la magnetización promedio
del sistema está dada por M = | 〈M〉 |. Si h = 0, el sistema presenta una simetŕıa
Z2, por lo que es invariante al aplicar la transformación si → −si, para todos los
sitios i del lattice. En este caso, los espines tienen la misma probabilidad de estar
arriba (↑) o abajo (↓), lo que implica 〈M〉 = 0. En esta situación la cantidad que
es de interés es

Mlim = ĺım
h→0+

〈M(T, h)〉 . (1.8)

4



1.1 Transiciones de fase

El ĺımite por la derecha h→ 0+ permite asegurar que la magnetización del sistema
tenga un valor positivo.

Reducir el valor de h es muy pesado computacionalmente porque se necesitaŕıa
alcanzar el equilibrio térmico para cada valor de h. Una alternativa para la ec.
(1.8), que trata de capturar el comportamiento, es

M = 〈|
∑
i

si|〉 = 〈|M[s]|〉 . (1.9)

En este caso, M puede ser considerada como el parámetro de orden, el cual nos
cuantifica cuantos elementos están “ordenados” de la misma manera. Nótese que en
la ec. (1.9) estamos considerando 〈|M[s]|〉 y no 〈M[s]〉 porque en sistemas finitos
〈M[s]〉 = 0 para T > 0 lo cual lleva a resultados incorrectos. Para evitar este
problema tomamos el valor absoluto de la magnetización como se señala en Ref.
[7].

En la fase desordenada o simétrica, es decir, cuando la temperatura T es mayor
que la temperatura cŕıtica (T > Tc), los espines apuntan en direcciones aleatorias
por lo que, en el ĺımite termodinámico L → ∞, M = 0. Para T ≤ Tc, M es
distinta de cero, rompiendo la simetŕıa del sistema, a lo que se llama: magnetización
espontánea.

La temperatura cŕıtica puede cambiar de valor o puede dejar de haber transición
de fase al variar los parámetros del sistema. Tomando como ejemplo el modelo
Ising, en la presencia de un campo magnético externo no hay transición de fase.

Figura 1.2: En la imagen de la izquierda se muestra, de manera simbólica, M
como función de la temperatura, sin campo magnético externo. En la imagen de la
derecha se muestra 〈M〉 como función del campo magnético externo. Para T ≤ Tc,
〈M〉 es discontinua en h = 0, debido a que la presencia de h genera una dirección
preferencial para los espines, aśı al reducir h por la derecha corresponde al caso de
la ec. (1.8).

5



1. INTRODUCCIÓN

1.2. Variables termodinámicas

A partir de los potenciales termodinámicos de un sistema, es posible calcular
sus variables termodinámicas [1]. El potencial libre de Helmholtz tiene la forma

F = E − TS, (1.10)

donde E es la enerǵıa interna del sistema, T la temperatura, S la entroṕıa. Si
consideramos la primera ley de la termodinámica

dE = T dS + h dM, (1.11)

con h el campo magnético externo y M la magnetización del sistema. Entonces,
de las ecs. (1.10) y (1.11) se obtiene

dF = −S dT −M dh. (1.12)

En sistemas ferromagnéticos, unas variables que dan una noción del compor-
tamiento del sistema son: la magnetización M , la susceptibilidad magnética χ, la
enerǵıa E y el calor espećıfico CV . En el caso del modelo Ising en dimensión d ≥ 2
sin campo magnético externo, en el ĺımite termodinámico, CV y χ divergen en la
temperatura cŕıtica. Cabe resaltar que las transiciones de fase sólo ocurren cuando
el tamaño del sistema tiende a infinito debido a la limitación de las fluctuaciones
en sistemas finitos. En la práctica no es posible estudiar sistemas infinitos, regular-
mente se estudia al sistema en distintos tamaños y posteriormente se extrapolan
los resultados, por lo que es conveniente obtener variables intensivas [7, 8]. A partir
de la ec. (1.12) podemos obtener las siguientes expresiones

m = − 1

Ld

(
∂F

∂h

)
T

, (1.13)

χ =
1

Ld

(
∂2F

∂h2

)
T

, (1.14)

CV = − T

Ld

(
∂2F

∂T 2

)
h

. (1.15)
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1.3 Modelos de espines clásicos

1.3. Modelos de espines clásicos

Los modelos de espines clásicos están formulados en un lattice d-dimensional.
En cada sitio i ∈ Zd, se coloca un esṕın clásico. Un esṕın clásico es un vector N -
dimensional, ~si ∈ RN , regularmente se trabaja con espines normalizados |~si| = 1.
La función hamiltoniana del sistema está dada por

H[~s ] = −J
∑
〈ij〉

~si · ~sj − ~h ·
∑
i

~si, (1.16)

donde [~s ] es la configuración completa de los espines. Como en la ec. (1.1), 〈ij〉
indica la suma sobre los vecinos inmediatos; J es la constante de acoplamiento,
si J > 0 el sistema es ferromagnético debido a que la alineación de los espines
minimiza la enerǵıa5; y ~h es el campo magnético externo.

Este tipo de modelos son conocidos como modelos σ no lineales o modelos
O(N ). En ausencia de un campo magnético externo, ~h = ~0, los modelos presentan
una simetŕıa global O(N ),6 es decir, la enerǵıa se mantiene invariante si todos los
espines sufren la misma rotación. El valor esperado de la magnetización es cero
〈 ~M〉 = ~0, donde ~M está definido como una generalización de la ec. (1.7).

Los modelos más conocidos son:

N = 1 Modelo Ising si ∈ {−1, 1}

N = 2 Modelo XY ~si =
(

cos(θi), sin(θi)
)

N = 3 Modelo de

Heisenberg

~si =
(

sin(φi) cos(θi), sin(φi) sin(θi), cos(φi)
)

Tabla 1.1: Modelos σ no lineales de 1,2 y 3 dimensiones.

A pesar de que el modelo Ising es muy simple, ha tenido mucho éxito en des-
cribir la f́ısica de los fenómenos cŕıticos. El modelo de Heisenberg es la forma más
eficaz de describir materiales ferromagnéticos. El modelo XY empezó a recibir
atención debido a que es una representación simple para estudiar la transición de
fase de helio superfluido, también conocida como transición λ [9, 10]. Cuando el
helio-4 se encuentra a una presión menor a 25 atm y su temperatura se reduce

5En el caso que J < 0 el comportamiento del sistema es anti-ferromagnético.
6En el caso del modelo Ising la simetŕıa es Z2, como se mencionó en la sección 1.1.
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1. INTRODUCCIÓN

por debajo de 2.18 K se convierte en un “superfluido” de viscosidad cero. De igual
manera, si el helio-3 se encuentra a una presión menor a 34 atm y su temperatura
es menor a 0.0025 K, entra en una fase de superfluidez.

S. Manabe, K. Hasselmann y G. Parisi han sido galardonados con el premio
Premio Nobel de F́ısica 2021 [11]. Parte del trabajo de Parisi es el estudio de vidrios
de espines. Los vidrios de espines consisten de un lattice, similar al modelo Ising,
cuya constante de acoplamiento vaŕıa aleatoriamente entre los espines. Debido a
esto, los espines tienden a estar desordenados y el sistema no presenta orden de
largo alcance. A pesar de la falta de orden, Parisi encontró cierto tipo de “orden” en
el desorden [12–14]. Su trabajo ha permitido una mejor compresión de fenómenos
aleatorios, además sus ideas han sido abstráıdas a muchos otros sistemas complejos.

1.3.1. Modelo XY bidimensional

El modelo XY bidimensional consiste de un lattice de L1×L2 sitios, y en cada
sitio hay un esṕın clásico bidimensional [15]. Por simplicidad, en este trabajo, se
elige L1 = L2 = L y con condiciones periódicas sobre las fronteras, esto es

~s(x,L+1) = ~s(x,1) ∀x ∈ {1, . . . , L},
~s(L+1,y) = ~s(1,y) ∀ y ∈ {1, . . . , L}.

(1.17)

Cada esṕın ~si ∈ R2 está normalizado, |~si| = 1. Aśı, se puede parametrizar ~si con
un ángulo θi, ~si =

(
cos(θi), sin(θi)

)
como se muestra en la Tab. 1.1. Para cada

sitio i del lattice, donde el ı́ndice i = (x, y) con x, y ∈ {1, 2, . . . , L}.
Para el modelo XY bidimensional en presencia de un campo magnético externo

~h = (h, 0), la ec. (1.16) es reescrita como

H[~s ] = −J
∑
〈ij〉

cos(θi − θj)− h
∑
i

cos(θi). (1.18)

En presencia de un campo magnético externo, el sistema pierde la simetŕıa global
por lo que 〈 ~M〉 6= ~0. Por la forma de ~h = (h, 0) que estamos considerando, tendre-

mos que la magnetización del sistema va a estar determinada por M = | 〈 ~M〉 | =
|
∑
i

〈cos(θi)〉 |.

8



1.4 Teorema de Mermin-Wagner

Figura 1.3: Representación esquemática de una configuración del modelo XY bi-
dimensional.

En todo el trabajo se usan unidades de temperatura que corresponden a kB = 1,
por ende β = 1/T es el inverso de la temperatura. La función de partición del
sistema está dada por

Z =

∫ 2π

0

· · ·
∫ 2π

0

L2∏
k=1

dθk exp

[
β

(
J
∑
〈i,j〉

cos(θi − θj) + h
∑
i

cos(θi)

)]
. (1.19)

Debido a la complejidad de este término, no es posible obtener una expresión
completa que sea factible de manejar y logre obtener las distintas propiedades del
sistema, de manera anaĺıtica. Es por ello que en el siguiente capitulo está dedicado
a explicar como obtener dichas propiedades de manera computacional.

1.4. Teorema de Mermin-Wagner

Cuando se refiere a transiciones de fase, un aspecto importante es la dimensión
del sistema. Un modelo puede o no presentar transición de fase dependiendo del
espacio donde esté formulado. Por ejemplo, el modelo Ising presenta magnetización
espontánea para dimensiones mayores a uno [2–5].

Conforme la dimensión espacial d decrece, las fluctuaciones tienden a tener
un mayor alcance y aparecen a un bajo costo energético, lo cual implica que la

9



1. INTRODUCCIÓN

estabilidad del estado ordenado se vea destruido. La relación entre la dimensión de
sistemas y la existencia de transiciones de fase ha sido tema de múltiples trabajos,
por ejemplo Refs. [16–18].

En 1966 N. D. Mermin y H. Wagner [16] publicaron su trabajo donde mos-
traban que no pod́ıa existir magnetización espontánea para el modelo isotrópico
de Heisenberg unidimensional y bidimensional. Para el caso de espines clásicos, el
teorema sostiene que en sistemas con interacciones de corto alcance y con grados
de libertad continuos, la magnetización espontánea no tiene lugar a temperaturas
finitas en dimensiones d ≤ 2 [4]. De manera más general, el teorema establece la
existencia de una dimensión cŕıtica donde el efecto de las fluctuaciones térmicas
no afecta la estabilidad del estado ordenado del sistema [17, 18].

Para mostrar que el modelo XY bidimensional no presenta magnetización es-
pontánea [5], nos apoyaremos en el modelo XY d-dimensional y en la desigualdad
de Cauchy-Schwarz,

| 〈AB∗〉 |2 ≤ 〈AA∗〉 〈BB∗〉 . (1.20)

El problema se resume a elegir las transformadas de Fourier A,B de manera que
〈AB∗〉 sea proporcional al parámetro de orden y cuyo valor se tienda a cero con-
forme el campo magnético externo tienda a cero,

A(~q ) =
1

Ld

Ld∑
j=1

e−i~q·~rj sin(θj),

B(~q ) =
1

Ld

Ld∑
j=1

e−i~q·~rj
∂H

∂θj
.

(1.21)

Ld es el número total de espines en el lattice; θj es el ángulo del esṕın con la
etiqueta j; ~rj es el vector de la posición del esṕın ~sj; ~q el momento y H la función
hamiltoniana descrita en la ec. (1.18).

Primero veamos que

〈A(~q )B∗(~q )〉 =
1

L2d

Ld∑
j=1

Ld∑
l=1

e−i~q·(~rj−~rl)
〈
∂H

∂θl
sin(θj)

〉
. (1.22)

Usando que

e−βH
∂H

∂θl
= − 1

β

∂e−βH

∂θl
(1.23)

10



1.4 Teorema de Mermin-Wagner

e integrando por partes

∫ ∏
k

dθk
∂e−βH

∂θl
sin(θj) = −

∫ ∏
k

dθke
−βH∂ sin(θj)

∂θl
, (1.24)

podemos expresar el último término de la ec. (1.22) de la siguiente forma

〈
∂H

∂θl
sin(θj)

〉
=

1

Z

∫ Ld∏
k=1

dθk e
−βH∂H

∂θl
sin(θj)

=
1

βZ

∫ Ld∏
k=1

dθke
−βH∂ sin(θj)

∂θl
=

1

β
〈cos(θl)〉 δlj.

(1.25)

Sustituyendo el resultado anterior en la ec. (1.22), obtenemos

〈A(~q )B∗(~q )〉 =
1

βL2d

Ld∑
l=1

〈cos(θl)〉 . (1.26)

Recordando la definición de la densidad de la magnetización:
m = 1

Ld
M = 1

Ld
|
∑
i

〈cos(θi)〉 |, obtenemos

| 〈A(~q )B∗(~q )〉 |2 =

∣∣∣∣ 1

βL2d

Ld∑
l=1

〈cos(θl)〉
∣∣∣∣2 =

m2

β2L2d
. (1.27)

Por otro lado,

〈B(~q )B∗(~q )〉 =
1

L2d

Ld∑
j=1

Ld∑
l=1

e−i~q·(~rj−~rl)
〈
∂H

∂θj

∂H

∂θl

〉
. (1.28)

Usando la ec. (1.23) e integrando por partes

∫ ∏
k

dθk
∂e−βH

∂θl

∂H

∂θj
= −

∫ ∏
k

dθke
−βH ∂2H

∂θl∂θj
, (1.29)

11



1. INTRODUCCIÓN

podemos reescribir el último término de la ec. (1.28) de la siguiente manera

〈
∂H

∂θj

∂H

∂θl

〉
=

1

Z

∫ Ld∏
k=1

dθke
−βH∂H

∂θj

∂H

∂θl
=

1

βZ

∫ Ld∏
k=1

dθke
−βH ∂2H

∂θl∂θj
. (1.30)

Para el término ∂2H
∂θl∂θj

existen diferentes casos dependiendo de la relación entre

los ı́ndices l y j.

Si l = j, entonces tenemos que

∂2H

∂θl∂θj
=
∂2H

∂θ2
l

= J
∑
ν

cos(θl − θl+ν) + h cos(θl), (1.31)

donde
∑
ν

indica la suma es sobre los 2d vecinos inmediatos de l.

Si l y j son ı́ndices vecinos

∂2H

∂θl∂θj
=

∂

∂θl

[
J
∑
ν

sin(θj − θj+ν) + h sin(θj)

]
= −J cos(θj − θl). (1.32)

En otro caso
∂2H

∂θl∂θj
= 0. (1.33)

Sustituyendo los resultados de las ecs. (1.31) a (1.33) en (1.30), se llega a lo si-
guiente

〈
∂H
∂θj

∂H
∂θl

〉
=


1
β

[
J
∑
ν

〈cos(θl − θl+ν)〉+ h 〈cos(θl)〉
]

si j = l,

− 1
β
J 〈cos(θj − θl)〉 si j y l son vecinos,

0 en otro caso.

(1.34)

12



1.4 Teorema de Mermin-Wagner

Sustituyendo la ec. (1.34) en (1.28), obtenemos

〈B(~q )B∗(~q )〉 =
1

βL2d

∑
l

(
J
∑
ν

〈cos(θl − θl+ν)〉+ h 〈cos(θl)〉
)

− J

βL2d

∑
〈l ν〉

e−i~q·(~rl−~rν) 〈cos(θl − θl+ν)〉 .
(1.35)

Debido a que
∑
ν

representa la suma sobre los vecinos inmediatos de l, tenemos

que
∑
ν

e−i~q·(~rl−~rν) =
d∑
i=1

2 cos(qi), donde qi representa la i-ésima componente de

~q. A causa de la invarianza de traslación que presenta el lattice con condiciones
periódicas en la frontera, el término

∑
ν

〈cos(θl − θl+ν)〉 se puede expresar como

2d 〈cos(θl − θl+ν̃)〉, donde l + ν̃ representa algún vecino de l. Dicho lo anterior,
podemos reescribir a (1.28) como

〈B(~q )B∗(~q )〉 = J
βL2d

∑
l

(
2d− 2

d∑
i=1

cos(qi)

)
〈cos(θl − θl+ν̃)〉+ h

βL2d

∑
l

〈cos(θl)〉 . (1.36)

Teniendo en cuenta que 1− cos(x) ≤ x2/2, ∀x ∈ R, podemos ver que

2d− 2
d∑
i

cos(qi) ≤
d∑
i

q2
i = |~q |2. Por lo tanto

〈B(~q )B∗(~q )〉 ≤ J

βL2d

∑
l

|~q |2 〈cos(θl − θl+ν̃)〉+
h

βL2d

∑
l

〈cos(θl)〉 . (1.37)

Teniendo en cuenta que cos(x) ≤ 1, ∀x ∈ R, se obtiene que

β 〈B(~q )B∗(~q )〉 ≤ J |~q |2 + h

Ld
. (1.38)

A partir de la ec. (1.21) obtenemos que

∑
~q

〈A(~q )A∗(~q )〉 =
1

Ld

∑
j

〈sin2(θj)〉 ≤ 1, (1.39)
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1. INTRODUCCIÓN

donde hemos usado 1
Ld

∑
~q

e−i~q·(~rj−~rl) = δjl.

Usando la ec. (1.20) tenemos que

∑
~q

| 〈A(~q )B∗(~q )〉 |2

〈B(~q )B∗(~q )〉
≤
∑
~q

〈A(~q )A∗(~q )〉 . (1.40)

Sustituyendo los resultados de las ecs. (1.27), (1.38) y (1.39) en (1.40) se obtiene
la desigualdad

1

βLd
m2
∑
~q

1

J |~q |2 + h
≤ 1. (1.41)

En el ĺımite termodinámico, Ld →∞, se cumple la transformación

1

Ld

∑
~q

→
∫
BZ

dd~q

(2π)d
, (1.42)

donde la integral es sobre la zona de Brillouin, es decir,
∫

BZ

dd~q =
π∫
−π
· · ·

π∫
−π
dq1 . . . dqd

[5]. Por lo tanto, la ec. (1.41) se puede reformular como

m2

β

∫
dd~q

(2π)d
1

J |~q |2 + h
≤ 1. (1.43)

En ausencia de un campo magnético externo, h → 0, para d > 2 la desigualdad
está bien definida para m finito. Sin embargo, para d ≤ 2 la integral diverge si
h→ 0, la desigualdad se cumple si m→ 0 conforme h→ 0, es decir, magnetización
espontánea no puede ocurrir en la ausencia de un campo externo [4, 5].

La ausencia de magnetización espontánea en el sistema no descarta la posibili-
dad de algún tipo de transición de fase, lo cual será explicado en el tercer caṕıtulo.
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Caṕıtulo 2

Simulaciones Numéricas

En este caṕıtulo se presenta el motivo de por qué usar simulaciones numéri-
cas para describir el comportamiento de un modelo. Además, discutimos algunos
conceptos y resultados que son relevantes para que las simulaciones sean factibles
y logren el comportamiento deseado. En particular se mostrará la idea detrás del
método de Monte Carlo.

Cuando se trata de problemas de f́ısica estad́ıstica o al tratar de describir las
propiedades de un sistema con una gran cantidad de grados de libertad, en la
mayoŕıa de los casos, resulta imposible obtener una solución anaĺıtica que capture
todas las configuraciones, es por ello que regularmente se recurre a aproximaciones
o métodos computacionales. En este caṕıtulo dejamos a un lado las aproximaciones
anaĺıticas y nos enfocamos en los métodos computacionales para recabar los valo-
res esperados de las observables. Sin embargo, capturar todas las configuraciones
posibles, aún con la gran cantidad de recursos computacionales y el aumento en su
velocidad, puede llegar a tomar una cantidad inmensurable de tiempo de cómputo1

si no se desarrollan algoritmos inteligentes. El siguiente punto tiene la finalidad
de explicar el método de Monte Carlo, lo cual hace posible obtener resultados con
incertidumbre controlada.

2.1. Simulaciones de Monte Carlo

Al tratar de analizar un sistema, el objetivo es obtener los valores esperados de
las observables. En los cálculos de tipo Monte Carlo se miden las propiedades del
sistema para un conjunto de configuraciones, por lo que se obtiene un muestreo

1El tiempo no es viable para situaciones realistas. Por ejemplo, en el modelo Ising para un
volumen V = 48 × 48, se necesita sumar sobre ≈ 10694 configuraciones para obtener la integral
funcional completa.
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2. SIMULACIONES NUMÉRICAS

de los valores de las observables del sistema, a partir del cual se pueden obtener
estimaciones estad́ısticas de dicha propiedad.

En los métodos de Monte Carlo se trabaja con un subconjunto de estados
{µ1, µ2, . . . , µn} dados por una distribución de probabilidad pµi . La forma de ob-
tener un estimado de una observable O, dadas n configuraciones {µ1, µ2, . . . , µn},
es

〈O〉 ≈ Ōn =

n∑
µi=1

Oµip
−1
µi
e−βEµi

n∑
µj=1

p−1
µj
e−βEµj

, (2.1)

donde pµi es la probabilidad de seleccionar la configuración µi; Oµi es el valor de
la observable y Eµi la enerǵıa en la configuración µi [8].

Una forma de realizar este tipo de cálculos seŕıa crear configuraciones de manera
aleatoria, eligiendo pµi = 1

n
, repetidamente hasta tener la cantidad de muestreos

deseados. La ec. (2.1) se reescribe como

Ōn =

n∑
µi=1

Oµie
−βEµi

n∑
µj=1

e−βEµj
. (2.2)

A pesar de que esta sea la forma más directa de medir, para que sea precisa
se requiere que la cantidad de configuraciones generadas sea muy grande. En
consecuencia, queremos que las probabilidades pµi sigan la distribución de Bol-
tzmann, es decir, que la probabilidad de una configuración esté dada por la ec.
(1.2), pµi = Z−1e−βEµi , por lo que se obtiene

Ōn =
1

n

n∑
µi=1

Oµi . (2.3)

Esta idea detrás de los métodos de Monte Carlo es llamada muestreo por impor-
tancia [7, 8].

El problema se concentra en encontrar la forma de generar las configuracio-
nes con la distribución de Boltzmann. Una manera ingeniosa de generar dichas
configuraciones es usando cadenas de Markov.2

Sea X = {Xn}n≥1 un proceso estocástico, el cual vamos a suponer numerable.

2Definiciones y propiedades se muestran en el Apéndice A.
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2.1 Simulaciones de Monte Carlo

Sea S el conjunto de posibles configuraciones del sistema.

Definición 2.1.1 Decimos que es una cadena de Markov si satisface

P
(
Xn+1 = µn+1 | Xn = µn, . . . , X1 = µ1

)
= P

(
Xn+1 = µn+1 | Xn = µn

)
,

tal que n ∈ N y µi ∈ S .

Esta propiedad indica que la probabilidad para generar una nueva configuración
no depende de la historia de las configuraciones anteriores, sólo de la configuración
actual. Dicha propiedad también es conocida como pérdida de memoria.

Para asegurar que la dinámica del modelo sea la deseada y siga la distribución
de Boltzmann, la cadena de Markov debe cumplir con:

Ergodicidad

La condición de ergodicidad nos asegura que de una configuración es posible llegar
a otra en una cantidad finita de pasos. Esto es que todas las configuraciones sean
accesibles.

Balance detallado

Es la condición que garantiza que el sistema tiende a convergir a una distribu-
ción estacionaria, es decir, la distribución de probabilidad no depende del tiempo.
La cual se puede expresar como

pµP (µ→ ν) = pνP (ν → µ), (2.4)

donde P (µ → ν) es la probabilidad de ir de la configuración µ a la configuración
ν y pµ la probabilidad de estar en la configuración µ. En nuestro caso, queremos
que las probabilidades pµ tiendan a seguir la distribución de Boltzmann. La con-
dición de balance detallado se interpreta que el sistema, en promedio, pasa de la
configuración µ a ν, tantas veces como de ν a µ.

Existen diferentes tipos de algoritmos para la actualización de las configuracio-
nes. Unos de los algoritmos más famosos de métodos de Monte Carlo son: algoritmo
Metropolis [19] introducido en 1953; el algoritmo Swendsen-Wang [20] introducido

17



2. SIMULACIONES NUMÉRICAS

en 1987 para el modelo de Potts 3; el algoritmo de Wolff [21] publicado en 1989
para modelos O(n) y en particular para el modelo XY [22]; el algoritmo heat-bath
[7]. Para un explicación detallada de estos algoritmos consúltese [7, 8].

En este trabajo, para la actualización de las configuraciones se usa el algoritmo
de Wolff de multi-cluster para el modelo XY, el cual, hasta donde hemos podido
estudiar, es el algoritmo más eficiente conocido.

2.2. Algoritmo de multi-cluster

Este algoritmo implica la creación de múltiples clusters en el sistema de manera
que dichos clusters cubran todo el lattice. El objetivo es que la actualización de
todos los espines que pertenezcan a un cluster sea de manera colectiva [22].

El primer paso es generar un vector unitario ~rW ∈ R2, de manera aleatoria,
para definir una ĺınea de referencia en el sistema. El vector ~rW se conoce como
vector de Wolff y la ĺınea perpendicular a ~rW se conoce como ĺınea de Wolff (lW ).
Similar al modelo Ising, se puede decir que un esṕın ~si se encuentra en la parte
“superior” o “inferior” respecto a lW .

Si ~rW · ~si > 0, decimos que el esṕın se encuentra en la parte “superior”.

Si ~rW · ~si < 0, decimos que se encuentra en la parte “inferior”.

En la Fig. 2.1 se muestra la parte superior de color azul y la parte inferior de color
rojo, definidas por lW .

El segundo paso consiste en revisar los links del lattice y crear bonds entre
los espines. Un link es la conexión de un esṕın con uno de sus vecinos y un bond
conecta dos espines indicando que pertenecen al mismo cluster. Se revisa un esṕın
~si y dos de sus vecinos cercanos, es decir, ~si+1̂ y ~si+2̂,4 denotados por ~sj. Para un
lattice rectangular bidimensional, se excluyen ~si−1̂ y ~si−2̂ para evitar que un link
sea revisado más de una vez. Si ~si y ~sj no se encuentran en el mismo semi-plano,
entonces no se crea un bond.

3El modelo de Potts consiste de un lattice y en cada sitio del lattice se coloca un esṕın
bidimensional cuyo valor angular puede tomar q posibles valores de manera uniforme sobre el
intervalo [0, 2π), es decir, θ = 2πn/q con n = 0, 1, . . . , q − 1.

4Los vectores unitarios 1̂ y 2̂ indican las direcciones de los dos ejes del lattice. Además, las
condiciones periódicas en la frontera son consideradas.
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2.2 Algoritmo de multi-cluster

Figura 2.1: El vector y la ĺınea de Wolff denotados por ~rW y lW , respectivamente. Al
reflectar el vector ~si (azul) respecto a lW se obtiene ~si

′ (rojo), es decir, al actualizar
al esṕın ~si se obtiene ~si

′ = ~si − 2~rW (~si · ~rW ).

Para determinar si ~si y ~sj se encuentran en el mismo semi-plano basta con
revisar el producto punto con ~rW . Si (~si · ~rW ) y (~sj · ~rW ) tienen el mismo signo,
entonces se encuentran en el mismo semi-plano. Ahora, consideremos el cambio
de la enerǵıa de acoplamiento entre ~si y ~sj. Sea I = −~si · ~sj y I ′ = −~si · ~sj ′, con
~sj
′ = ~sj − 2~rW (~sj · ~rW ), es decir, ~sj

′ es el resultado de reflejar ~sj respecto a la
ĺınea de Wolff. El cambio de la enerǵıa está dado por

∆H = I ′ − I = 2(~rW · ~si)(~rW · ~sj). (2.5)

Si ∆H > 0, ambos espines se encuentran en el mismo semi-plano. En este caso, se
crea un bond entre los espines con probabilidad P ,

P = 1− exp
[
− β∆H

]
= 1− exp

[
− 2β(~rW · ~si)(~rW · ~sj)

]
. (2.6)

Se repite el paso anterior hasta que todos los links del lattice hayan sido revisados.
El orden no afecta la simulación, sin embargo, en nuestras simulaciones, los espines
se revisan recorriendo el lattice en sentido lexicográfico.

El cuarto paso consiste en identificar los clusters del sistema como se muestra
en la Fig. 2.2. Un cluster es un conjunto de espines que están conectados mediante
los bonds, directamente o indirectamente. Para identificar, de manera eficiente, los
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2. SIMULACIONES NUMÉRICAS

clusters se usa el algoritmo Hoshen-Kopelman [23].5 La complejidad del algoritmo
Hoshen-Kopelman es ∼ O(L2), es decir, es lineal respecto al volumen del sistema.
Esto es un punto crucial para la eficiencia de las simulaciones, pues permite simular
sistemas de gran tamaño en un tiempo de cómputo factible.

El siguiente paso consiste en la actualización de los espines. Cada cluster es
elegido para ser actualizado con probabilidad p = 1

2
. En el caso que haya actualiza-

ción, todos los espines del cluster son modificados de la forma ~si → ~si−2~rW (~rW ·~si),
es decir, son reflejados respecto a la ĺınea de Wolff como se muestra en la Fig. 2.1.
En el caso que no haya actualización, los espines no son modificados.

Una vez que todos los clusters hayan sido revisados, se miden las observables
de interés. Después, se genera otro vector unitario ~rW de manera aleatoria y se
hace todo el procedimiento nuevamente.

De esta manera, el algoritmo cumple ergodicidad y balance detallado como se
muestra en Refs. [21, 22].

(a) (b)

Figura 2.2: Ejemplo de la formación de clusters. Los nodos negros representan los
espines; las ĺıneas azules los bonds. Para resaltar que las condiciones periódicas en
la frontera también son consideradas se muestra la ĺınea azul punteada que tam-
bién representa un bond. Los colores hacen referencia a las etiquetas de los clusters
encontrados.

5El procedimiento de este algoritmo se describe en el Apéndice B.1.
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2.2 Algoritmo de multi-cluster

Resumiendo los pasos anteriormente explicados, el procedimiento es el siguien-
te:

1. Se crea un vector aleatorio ~rW ∈ R2 tal que |~rW | = 1, y la ĺınea de Wolff
lW perpendicular a ~rW .

2. Se elige un esṕın del lattice ~si y se revisan los vecinos inmediatos ~sj, es
decir, ~si+1̂ y ~si+2̂.

- Si (~rW · ~sj) y (~rW · ~si) son de signos diferentes, entonces no se crea el
bond.

- Si (~rW · ~sj) y (~rW · ~si) son de signos iguales, se crea un bond entre los
espines con probabilidad P,

P = 1− exp

[
− 2β(~rW · ~si)(~rW · ~sj)

]
.

3. Se repite el paso anterior hasta que todos los links del lattice hayan sido
revisados.

4. Una vez establecidos todos los bonds del sistema, con el algoritmo Hoshen-
Kopelman, se identifican los clusters.

5. Cada cluster es elegido para ser actualizado con probabilidad p = 1
2
. En el

caso que haya actualización, todos los espines del cluster son cambiados
de la forma ~si → ~si−2~rW (~rW · ~si). En el caso que no haya actualización,
los espines del cluster no son modificados.

6. Medición de las observables de interés en caso de que sea requerido.

7. Repetir el proceso hasta obtener la estad́ıstica deseada.

Este algoritmo puede modificar simultáneamente todos los espines de un clus-
ter, de manera que todos los clusters sean independientes entre śı. Además, se
puede considerar tener un estimador mejorado (“improved estimator”). A partir
de una configuración con n clusters se puede capturar un “sub-ensamble” de 2n

configuraciones. En algunas situaciones la observable de interés puede ser calculada
de cada una de estas 2n configuraciones sin tener que generarlas, lo cual incrementa
dramáticamente la estad́ıstica sin la necesidad de generar nuevas configuraciones
expĺıcitamente.
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2. SIMULACIONES NUMÉRICAS

2.2.1. Obtención de datos

Para comenzar con la simulación se genera una configuración inicial [~s0 ]. La
configuración inicial es llamada hot-start si los ángulos θi, de todos los espines de la
configuración, son seleccionados de manera aleatoria. Por el contrario, se denomina
cold-start si el valor de θi es el mismo para todos los espines.

Como se mencionó anteriormente, la distribución de las configuraciones tiende
a convergir a la distribución de Boltzmann conforme se van actualizando las con-
figuraciones. Las configuraciones iniciales hot-start y cold-start no son generadas
con la distribución deseada, por lo que se debe actualizar el sistema un número
Nter de veces hasta alcanzar el “equilibrio”. Cabe resaltar que el valor de Nter

se determina de manera emṕırica y además depende de diversos factores, como
la temperatura o de la observable de interés. Este proceso es conocido como la
termalización del sistema. La analoǵıa f́ısica es colocar al sistema en un “baño
térmico”. Una vez alcanzado el equilibrio se comienza a extraer los datos del sis-
tema (véase Fig. 2.3). Cabe resaltar que no siempre se puede asegurar se llegue
al equilibrio. En el caso de vidrios de esṕın el sistema queda atrapado en estados
metaestables. Esto se debe a que no existe orden de largo alcance y los efectos
de la geometŕıa y/o interacciones entre espines dan lugar a que el sistema quede
“frustrado” causando que no se logre un estado ordenado para todos los espines
[7].

Entre cada medición hecha se actualiza el sistema Nind veces sin hacer medición
alguna para obtener configuraciones que sean estad́ısticamente independientes. Se
sigue el mismo procedimiento hasta tener n mediciones que serán usadas para
obtener un valor estimado de las observables de interés.

1. Se genera la configuración inicial [~s0 ], ya sea hot-start o cold-start.

2. Nter actualizaciones son realizadas hasta alcanzar el equilibrio.

3. Se mide la observable O de interés cada Nind actualizaciones.

4. Se repite el paso 3 hasta obtener n mediciones {O1,O2, . . . ,On}.

5. Se obtiene el valor estimado Ōn dado por la ec. (2.3) y se calcula el error
con el método de jackknife.6

6La explicación del método jackknife puede consultarse en el Apéndice B.3.
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2.2 Algoritmo de multi-cluster

Figura 2.3: Se muestra dos ilustraciones del valor de la observable a partir de dos
configuraciones iniciales distintas. El eje vertical representa el valor de una observable
O y el eje horizontal el número de actualizaciones. Una vez que llega al equilibrio,
que es independiente de la configuración inicial, medimos n veces, de manera que
obtenemos un conjunto {O1,O2, . . . ,On} de datos para ser colocados en la ec. (2.3).
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Caṕıtulo 3

Transición de fase

Berezinskĭı-Kosterlitz-Thouless

En este caṕıtulo se presenta el tema principal de este trabajo: la transición de
fase de Berezinskĭı-Kosterlitz-Thouless (BKT). Se muestra la inconsistencia entre
distintos resultados que no pod́ıan ser explicados con los conocimientos que se
teńıan en los años sesenta y que dan lugar a buscar una nueva forma de describir
el fenómeno. Se introduce el concepto de transición de fase topológica y vorticidad.

Por último, se muestran las nuevas ideas que se abordan en este trabajo para
poder tener una forma de caracterizar la transición de fase y tener una mejor
comprensión del papel de la vorticidad en la transición BTK.

3.1. Historia

En 1968, H. E. Stanley publicó un art́ıculo que indicaba la posible existencia
de una transición de fase para el modelo XY bidimensional [24]. La evidencia de
la transición de fase fue principalmente derivada del comportamiento de la expan-
sión en serie de la susceptibilidad magnética en el régimen de altas temperaturas.
Otro trabajo similar hecho por M. A. Moore [25], enfocado en el régimen de altas
temperaturas, también indicaba la posible existencia de una temperatura cŕıtica
Tc > 0 y confirmaba los resultados obtenidos por Stanley. Un art́ıculo publicado
en 1967 por F. Wegner [15] mostraba que la susceptibilidad diverǵıa en el régi-
men de bajas temperaturas, es decir, existe una fase “cŕıtica” para todo un rango
de temperaturas T < Tc. Por lo tanto, los resultados indicaban una fase de baja
temperatura con susceptibilidad magnética infinita y una fase de alta temperatura
con susceptibilidad finita, lo cual indicaba la posible existencia de una transición
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3.2 Vórtices y anti-vórtices

de fase. Por otro lado, el teorema de Mermin-Wagner muestra, en particular, que
para el modelo XY bidimensional no existe magnetización espontánea. Además,
el trabajo numérico de un sistema bidimensional de discos duros hecho por Alder
y Wainwright, presentaba evidencia inconclusa de una transición de fase entre el
estado sólido y gaseoso [26]. Ante ambas inconsistencia se deb́ıa de buscar una
explicación que fuera congruente. La solución fue introducir la idea de defectos
topológicos.

En el caso del modelo XY los defectos topológicos son mejor conocidos como
vórtices. El primero en introducir el concepto de vorticidad fue V. L. Berezinskĭı en
sus trabajos [27, 28]. D. Thouless, M. Kosterlitz y D. Haldane1 en el 2016 fueron
galardonados con el Premio Nobel de f́ısica por sus aportaciones a transiciones de
fase topológicas y fases topológicas de la materia [29–32].

3.2. Vórtices y anti-vórtices

Debido a que el concepto de largo alcance no es eficaz para el modelo XY, se
introduce la noción de defectos topológicos. Un defecto topológico se caracteriza
por alguna región central donde el orden del sistema es destruido. Particularmente,
tienen un papel importante en las transiciones de fase de sistemas bidimensionales
con simetŕıas continuas [33]. En el caso del modelo XY, se denominan vórtices y
anti-vórtices [27–29].

Una plaqueta es un elemento definido por cuatro vértices i, i+1̂, i+2̂ y i+1̂+2̂,
donde están localizados los espines ~si, ~si+1̂, ~si+2̂ y ~si+1̂+2̂, respectivamente (véase
Fig. 3.1). Definimos la diferencia angular entre dos espines ~si y ~sj, parametrizados
por los ángulos θi y θj, respectivamente, como

∆θi,j = (θj − θi) mód 2π ∈ (−π, π]. (3.1)

Aśı, cada plaqueta tiene asociada una vorticidad dada por

qi =
1

2π

(
∆θi,i+1̂ + ∆θi+1̂,i+1̂+2̂ + ∆θi+1̂+2̂,i+2̂ + ∆θi+2̂,i

)
∈ {−1, 0, 1}. (3.2)

El valor qi = 0 indica la ausencia de vorticidad en la plaqueta; para qi = 1 la pla-
queta carga un vórtice; para qi = −1 representa un anti-vórtice (véase Fig. 3.2).
En estos dos últimos casos decimos que la plaqueta representa un defecto topológi-

1A pesar de que el trabajo de Haldane ha sido de gran importancia para el entendimiento de
estados topológicos, sus investigaciones no están relacionadas al modelo XY.
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3. TRANSICIÓN DE FASE BEREZINSKĬI-KOSTERLITZ-THOULESS

co. Nótese que existe el caso donde el valor qi = 2, que es cuando la diferencia
angular de los cuatro pares de espines es π. Sin embargo, dichas configuraciones
no son probables de ocurrir de manera estocástica, por lo que podemos ignorar
dicho caso.

En el caso continuo, la ec. 3.2 se puede expresar como

q =
1

2π

∮
∇θ(~r ) · d~r, (3.3)

donde la integral es alrededor de un defecto topológico (vórtice o anti-vórtice) y
θ(~r) el campo angular.

Figura 3.1: Una plaqueta es un cuadrado unitario del lattice, donde están localiza-
dos los espines ~si, ~si+1̂, ~si+2̂ y ~si+1̂+2̂. Cada plaqueta tiene asociada una vorticidad
que puede tomar los valores {−1, 0, 1}. Considerando condiciones periódicas se tiene
que en un lattice de L× L, hay L2 plaquetas.

El teorema de Stokes relaciona la integral de superficie del rotacional de un
campo vectorial con la integral de ĺınea alrededor de la frontera de la superficie de
la siguiente forma ∫∫

S

(
∇× F · n̂

)
dS =

∫
∂S

F · ds, (3.4)

donde F es el campo vectorial, S representa la superficie, ∂S la frontera y n̂ el
vector normal a la superficie. En nuestro caso, estamos interesados por el gradiente
del campo angular∇θ(~r ). Ya que imponemos condiciones periódicas en la frontera,
el lattice representa un toroide de manera que el término derecho de la ec. (3.4)
es cero, lo cual indica que la contribución de los vórtices es cancelada por la
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3.2 Vórtices y anti-vórtices

contribución de los anti-vórtices. Esto implica que la suma de la vorticidad de
todas las plaquetas es igual a cero,

∑
i

qi = 0. Los vórtices contribuyen con un +1,

mientras que los anti-vórtices con −1. Por lo tanto, el número de vórtices es igual
al número de anti-vórtices, nA = nAV .

Figura 3.2: Ejemplos de la configuración de los 4 espines de una plaqueta para
distintos casos de vorticidad.

3.2.1. Enerǵıa y entroṕıa

Para ver los efectos que producen los vórtices (anti-vórtices) en el sistema,
vamos a considerar una región donde se encuentre un sólo vórtice. En el caso de
estar en el régimen de bajas temperaturas, se puede realizar una expansión del
término θi − θj, ignorando los términos mayores a segundo orden de la función
hamiltoniana, de manera que

H[~s ] = −J
∑
〈ij〉

cos(θi − θj) ≈ −J
∑
〈ij〉

(
1− (θi − θj)2

2

)
. (3.5)
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Aśı, al considerar el caso continuo, se obtiene

H[~s ]− E0 ≈
J

2

∫
d2~r(∇θ(~r ))2, (3.6)

donde θ(~r ) representa el campo angular y E0 la enerǵıa de una configuración con
todos los espines apuntando en la misma dirección.

Si consideramos una región con un vórtice como se muestra en Fig. 3.3 y
asumimos que el centro del vórtice se encuentra en ~r = ~0, tendremos que

|∇θ(~r )| = 1

r
, r = |~r |. (3.7)

Figura 3.3: Se muestra un sector del sistema completo, donde sólo está la presencia
de un vórtice.

Si la región de la Fig. 3.3 la aproximamos a un circulo de radio R, la integral
de la ec. (3.6) se simplifica

EV ≈
J

2

∫ 2π

0

dθ

∫ R

1

1

r
dr = Jπ log(R). (3.8)

A pesar de la notación continua, R es un valor adimensional que está expresado en
términos de unidades del espaciamiento del lattice. Debido a que el campo angular
no está definido en el centro del vórtice, se necesita hacer un “corte” en la integral.
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3.2 Vórtices y anti-vórtices

Por ende, al considerar unidades de espaciamiento del lattice, la integral comienza
en 1. De la ec. (3.8) se tiene que EV ∝ log(R), es decir, la enerǵıa requerida
para crear un vórtice aumenta conforme aumentamos el tamaño del sistema. Sin
embargo, la región donde se encuentra un vórtice aislado no es válida en el ĺımite
R→∞ debido a que EV →∞.

La entroṕıa está dada por

S = kB log(Ω), (3.9)

donde kB es la constante de Boltzmann y Ω es el número de posibles microestados.
Recordando que hemos elegido unidades de temperatura que corresponden a kB =
1. Para colocar un vórtice hay L2 posibles posiciones, su entroṕıa es

S ∼ log(L2). (3.10)

Además, recordemos que la enerǵıa libre F está dada por

F = E − T S. (3.11)

Con los resultados de las ecs. (3.8) y (3.10), podemos calcular el cambio de la
enerǵıa libre que se requiere para crear un vórtice

∆F = (πJ − 2T ) log(L). (3.12)

La ec. (3.12) predice la existencia de una temperatura cŕıtica Tc = πJ
2

, para
T > Tc la creación del vórtice causa que la enerǵıa libre decrezca. Esto sugiere que
a altas temperaturas, la densidad de vórtices y anti-vórtices aumenta. A pesar de
que Tc = πJ

2
es un valor estimado, da cierta noción del efecto que tiene la presencia

de vórtices en el sistema.
El siguiente punto tiene la finalidad de ver el efecto que produce la interacción

entre vórtices y anti-vórtices.

3.2.2. Interacción de vórtices y anti-vórtices

Si bien los resultados anteriores dan una noción del efecto que tienen los vórtices
en el sistema, no son válidos pues la configuración de un sólo vórtice no existe.
Como se mencionó anteriormente, en una configuración existen el mismo número
de vórtices que de anti-vórtices, por consiguiente hay que considerar la interacción
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entre múltiples vórtices y anti-vórtices [30, 31].
Para estudiar la interacción recordemos el campo angular θ(~r ) y la ec. (3.3).2

Si se examina una determinada región tendremos que∮
∇θ(~r ) · d~r = 2πq, (3.13)

donde la integral es sobre la frontera de la región y q es la vorticidad de dicha
región. En el caso de presentar un vórtice, la integral de contorno de ∇θ(~r ) debe
ser 2π debido θ “da” una vuelta completa. Múltiples vórtices y anti-vórtices pueden
encontrarse en dicha región por lo que q ∈ Z. En el caso q = 0, existe la misma
cantidad de vórtices que de anti-vórtices; para q > 0 indica un mayor número de
vórtices que de anti-vórtices y viceversa para q < 0. Si la integral es alrededor de
un sólo defecto topológico, q = ±1 según sea el caso.

Consideremos
θ(~r ) = Ψ(~r ) + θ̄(~r ), (3.14)

donde θ̄(~r ) define la distribución angular del mı́nimo local energético y Ψ(~r ) las
desviaciones de dicho mı́nimo. Tomando en cuenta el principio variacional respecto
al mı́nimo local energético, obtenemos que la derivada funcional de la función
hamiltoniana, ec. (3.6), δH/δθ̄(~r ) = 0. De este modo, θ̄(~r ) cumple la ecuación de
Laplace excepto en los centros de los vórtices,

∇2 θ̄(~r ) = 0. (3.15)

Si consideramos una configuración con múltiples vórtices y anti-vórtices, de la
ec. (3.13), tendremos que

(∇×∇θ̄(~r ))z = 2π
∑
i

qiδ(~r − ~ri) = 2πρ(~r ), (3.16)

donde se ha definido la densidad local de vórtices

ρ(~r ) =
∑
i

qiδ(~r − ~ri), (3.17)

con qi y ~ri la vorticidad y posición del i-ésimo vórtice o anti-vórtice, respectiva-

2Estamos interesados en estudiar el comportamiento del sistema cerca de la temperatura
cŕıtica Tc. Conforme nos acercamos a Tc la longitud de correlación tiende a infinito, donde la
aproximación del espaciamiento del lattice al continuo es suficientemente precisa.
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3.2 Vórtices y anti-vórtices

mente [30].
Se introduce la función conjugada θ̄′(~r ), definida por f(z) = θ̄(~r ) + iθ̄′(~r ) con

z = x+ iy, y ~r = (x, y), donde podemos asegurar su existencia debido a que θ̄(~r )
satisface la ecuación de Laplace. Usando las ecuaciones de Cauchy-Riemann, se
tiene que

∂θ̄

∂x
=
∂θ̄′

∂y
,

∂θ̄

∂y
= −∂θ̄

′

∂x
.

(3.18)

Usando las ecs. (3.16) y (3.18), obtenemos

(∇×∇θ̄(~r ))z =
∂

∂x

(
∂θ̄

∂y

)
− ∂

∂y

(
∂θ̄

∂x

)
= −∇2θ̄′(~r ). (3.19)

De las ecs. (3.16) y (3.19), se tiene que

∇2θ̄′(~r ) = −2πρ(~r ). (3.20)

Para un lattice cuadrangular la solución de la ec. (3.20) está dada por

θ̄′(~r ) = −2π

∫
d2 ~R ρ(~R )g(~r − ~R ), (3.21)

donde g(~r ) es la función de Green del laplaciano en dos dimensiones [31],

g(~r ) ∼ log (|~r |) . (3.22)

Usando la ec. (3.18) tenemos que

(∇θ̄(~r ))2 = (∇θ̄′(~r ))2. (3.23)
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Finalmente, de la ec. (3.6) se obtiene

H[~s ]− E0 =
J

2

∫
d2~r (∇Ψ)2 − 2π2J

∫ ∫
d2~r d2 ~R ρ(~r)ρ(~R )g(~r − ~R )

=
J

2

∫
d2~r (∇Ψ)2 − πJ

∑
i 6=j

qiqj log (|~ri − ~rj|)− 2πN log

(
e−γ

2
√

2

)
,

(3.24)

donde γ es la constante de Euler y N es el número de vórtices y anti-vórtices en
el sistema [31].

El término que cuantifica la interacción entre vórtices y anti-vórtices es la
enerǵıa

Eint = −πJ
∑
i 6=j

qiqj log (|~ri − ~rj|) , (3.25)

~ri y ~rj son las posiciones del i-ésimo y j-ésimo defecto topológico, respectivamente.
La ec. (3.25) implica una fuerza atractiva de magnitud ∝ 1/|~rV − ~rAV |,

|~FV -AV | = | − ∇EintA-AV
| ∝ 1/|~rV − ~rAV |, (3.26)

entre vórtice-anti-vórtice; y una fuerza repulsiva entre vórtice-vórtice. Esencial-
mente, se tiene un sistema similar a un gas de Coulomb bidimensional de part́ıculas
cargadas, razón por la cual el modelo funciona para aproximar el comportamiento
de los superfluidos en la transición λ [9, 10, 30, 31]. La analoǵıa entre la dinámica
de un gas de Coulomb y el efecto de los vórtices ha sido ampliamente estudiada
[34]. Una de las principales diferencias es que el número de vórtices y anti-vórtices
no es constante porque se pueden crear o aniquilar por pares, contrario al gas de
Coulomb donde el número de cargas śı me mantiene constante.

Se ha visto que el efecto energético que tiene un par vórtice-anti-vórtice depende
de manera logaŕıtmica de la distancia entre ellos. De la ec. (3.25) se tiene que la
enerǵıa de un par vórtice-anti-vórtices (qi = 1 y qj = −1) disminuye conforme
la distancia entre ellos disminuye. Un par está fuertemente ligado si su impacto
se reduce asintóticamente a cero, es decir, a largas distancias no hay efecto de la
presencia de vórtices y anti-vórtices. En el caso en que la distancia entre ellos tienda
a cero, el par se “aniquila”, es decir la vorticidad es cero para cualquier región en el
espacio. Conforme la distancia aumenta entre un par vórtice-anti-vórtice, el efecto
de la vorticidad del vórtice no se ve reducida por la presencia del anti-vórtice, ni
vicervesa. En consecuencia, la vorticidad del vórtice y del anti-vórtice es visible,
de manera que se puede considerar que están “libres”.

Como hemos visto, el modelo XY bidimensional no presenta magnetización es-
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pontánea para T > 0, como lo indica el teorema de Mermin-Wagner. Sin embargo,
la presencia de vórtices y anti-vórtices perturba la correlación a largas distancias y
da lugar a dos fases con distintas propiedades. En el régimen de altas temperaturas,
T > Tc, la función de correlación entre espines 〈~s~r1 · ~s~r2〉 decae exponencialmente
con la distancia, es decir, el sistema no exhibe orden de largo alcance. Sin em-
bargo, en el régimen de bajas temperaturas, T < Tc comúnmente referida como
fase cŕıtica, la función de correlación decae como una ley de potencias. Tomando
r = |~r|, tenemos que

〈~s~r · ~s~0〉 ∝ r−η, (3.27)

donde el exponente η = T/2πJ no es universal pues depende de T y J [33].
Dicho comportamiento es llamado orden de cuasi-largo alcance (quasi-long-range
order). Se puede interpretar que de manera local los espines están alineados con
sus vecinos, pero el ángulo relativo entre espines cambia lentamente de manera
que la correlación tiende a cero conforme aumenta la distancia.

En resumen, a bajas temperaturas se tienen pares fuertemente ligados de una
vorticidad total de cero, donde la correlación del sistema presenta una ley de
potencias con exponentes cŕıticos no universales. Conforme T → T−c , vórtices
y anti-vórtices aislados tienden a aparecer, de manera que se pueden “mover”
libremente. Esto perturba la correlación a largas distancias causando la transición
BTK.

3.3. Modulo de helicidad

El modulo de helicidad Υ(T ) cuantifica la reacción del sistema cuando se le
aplica una torsión a la dirección del parámetro de orden. Fue introducido en Ref.
[35] y ha sido estudiado extensamente en el modelo XY bidimensional [36–40].
Recibió atención debido a que Υ(T ) es proporcional a la densidad de helio en su
estado superfluido.

ρs(T ) = Υ(T )
(m
~

)2

, (3.28)

donde m es la masa de la molécula de helio.
El modelo XY bidimensional no presenta divergencia alguna del calor espećıfico,

tampoco magnetización espontánea, lo cual complica determinar la temperatura
cŕıtica Tc. Un indicador de Tc es el modulo de helicidad, pues en el limite termo-
dinámico Υ(T ) sufre una discontinuidad en T = Tc, también conocido como salto
universal del módulo de helicidad.

Para considerar la torsión en las simulaciones, suponemos un lattice sin condi-
ciones periódicas en una frontera. La torsión significa que rotamos en un ángulo α
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a los espines de la última columna del lattice denotados por ~sν , con ν = (L, y) y
y = 1, . . . , L. Para hacer esto, les aplicamos la matriz de rotación definida como

R(α) =

(
cos(α) sin(α)
− sin(α) cos(α)

)
∈ SO(2). (3.29)

De esta manera, a los espines ~sν =
(
s

(1)
ν , s

(2)
ν

)
los podemos expresar como

R(α)~sν =
(

cos(α)s(1)
ν + sin(α)s(2)

ν , cos(α)s(2)
ν − sin(α)s(1)

ν

)
. (3.30)

El modulo de helicidad cuantifica la reacción del sistema ante dicha torsión y
puede ser expresado de la siguiente forma

Υ(T ) =
∂2F

∂α2

∣∣∣∣
α=0

, (3.31)

con F la enerǵıa libre del sistema, F = −T log(Z) y Z la función de partición. Al
aplicar la regla de la cadena obtenemos

∂2 log(Z)

∂α2
=

1

Z

∂2Z

∂α2
− 1

Z2

(
∂Z

∂α

)2

. (3.32)

Por otro lado, al derivar la función de partición respecto a α se obtiene lo siguiente

∂Z

∂α
= −β

∫ L2∏
k=1

dθk
∂H

∂α
e−βH,

∂2Z

∂α2
= β2

∫ L2∏
k=1

dθk
(∂H
∂α

)2
e−βH − β

∫ L2∏
k=1

dθk
∂2H

∂α2
e−βH.

(3.33)

Sustituyendo los resultados de las ecs. (3.32) y (3.33) en (3.31), se llega a la si-
guiente expresión del modulo de helicidad

Υ(T ) =

[〈
∂2H

∂α2

〉
− 1

T

[〈(
∂H

∂α

)2
〉
−
〈
∂H

∂α

〉2 ]]∣∣∣∣
α=0

. (3.34)
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En ausencia de campo magnético externo, la función hamiltoniana (1.18) puede
ser reescrita como

H[~s, α] = −J


∑
〈ij〉

i,j 6=µ,ν

~si · ~sj

︸ ︷︷ ︸
A1

+
∑
µ

~sµ · ~sµ+2̂︸ ︷︷ ︸
A2

+
∑
µ

~sµ ·R(α)~sµ+1̂︸ ︷︷ ︸
A3

+
∑
ν

R(α)~sν ·R(α)~sν+2̂︸ ︷︷ ︸
A4

, (3.35)

donde
∑
µ

representa la suma sobre los espines de la penúltima columna y
∑
ν

la

suma sobre los espines de la última columna, es decir, µ = (L− 1, y) y ν = (L, y)
con y = 1, . . . , L.

A1 cuantifica el acoplamiento entre los espines que no sufrieron la rotación.

A2 representa el acoplamiento de los espines de la penúltima columna con
los espines vecinos en la dirección 2̂ del lattice, este término tampoco se ve
afectado por la rotación.

A3 cuantifica el acoplamiento entre los espines de la penúltima columna y
la última columna, en este caso śı hay cambios debido a la rotación.

A4 representa el acoplamiento de los espines de la última columna con los
espines vecinos en la dirección 2̂. Este término tampoco se ve afectado debido
a que ambos espines sufren la misma rotación.

De este modo, al derivar respecto a α, el único término que no se hace cero es A3.
A partir de la ec. (3.30) y derivando respecto a α podemos obtener

∂
(
~sµ ·R(α)~sµ+1̂

)
∂α

= s(1)
µ

[
− sin(α)s

(1)

µ+1̂
+ cos(α)s

(2)

µ+1̂

]
+ s(2)

µ

[
− cos(α)s

(1)

µ+1̂
− sin(α)s

(2)

µ+1̂

]
,

∂2
(
~sµ ·R(α)~sµ+1̂

)
∂α2

= s(1)
µ

[
− cos(α)s

(1)

µ+1̂
− sin(α)s

(2)

µ+1̂

]
+ s(2)

µ

[
sin(α)s

(1)

µ+1̂
− cos(α)s

(2)

µ+1̂

]
.

(3.36)

Como resultado, al derivar la función hamiltoniana (3.35) y evaluando en α = 0,
obtenemos lo siguiente

∂H

∂α

∣∣∣∣
α=0

= −J
∑
µ

[
s(1)
µ s

(2)

µ+1̂
− s(2)

µ s
(1)

µ+1̂

]
,

∂2H

∂α2

∣∣∣∣
α=0

= J
∑
µ

[
s(1)
µ s

(1)

µ+1̂
+ s(2)

µ s
(2)

µ+1̂

]
.

(3.37)
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En ausencia de un campo magnético externo, el término 〈s(1)
µ s

(2)

µ+1̂
− s(2)

µ s
(1)

µ+1̂
〉 =

〈sin(θµ+1̂ − θµ)〉 = 0, debido a que no hay ninguna dirección preferencial en el

sistema, por lo tanto el término
〈
∂H
∂α

〉
de la ec. (3.34), se desvanece.

Para las simulaciones no es necesario introducir el parámetro α pues basta con
sustituir las expresiones de la ec. (3.37) en la ec. (3.34). Por otra parte, podemos
realizar el mismo procedimiento para las demás columnas de espines en el lattice
y para obtener resultados adimensionales multiplicamos por β, de manera que
Ῡ = βΥ, donde Ῡ es la variable adimensional, queda de la siguiente forma

Ῡ = −β
2J2

L2

〈(∑
i

s
(1)
i s

(2)

i+1̂
− s (2)

i s
(1)

i+1̂

)2
〉

+
βJ

L2

〈∑
i

~si · ~si+1

〉
, (3.38)

donde
∑
i

indica la suma sobre todos los sitios del lattice.

El valor teórico de la altura del salto universal fue predicho como Ῡc = Ῡ(Tc) =
2/π y para T > Tc, Ῡ(T ) = 0 [41, 42]. Posteriormente, se mostró que se deb́ıa hacer
una serie de correcciones [43]. Con la corrección de mayor magnitud, el valor teórico
del salto resulto en

Ῡ(Tc)teórico =
2

π

(
1− 16e−4π

)
, (3.39)

por lo tanto,

ĺım
T→T−c

Ῡ(T ) =
2

π

(
1− 16e−4π

)
y ĺım

T→T+
c

Ῡ(T ) = 0. (3.40)

Para volumen finito, Ῡ es una función continua, entre mayor es el volumen del
sistema, el descenso es más pronunciado para T & Tc. En la Fig. 3.5 se muestra
Ῡ para distintos tamaños, conforme aumentamos el tamaño del sistema, la curva
tiende a descender más rápidamente. En el ĺımite termodinámico L→∞, el valor
de Ῡ cae abruptamente a 0 en T = Tc. De esta manera se puede determinar la
temperatura cŕıtica. Sin embargo, la convergencia es muy lenta, por lo que es d́ıficil
obtener una extrapolación a L→∞. Los resultados mostrados en Ref. [39] indican
un valor de βc = 1.1199 cuando se toma J = 1.
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3.3 Modulo de helicidad

Figura 3.4: Se muestra Υ en función de la temperatura. La cáıda de las curvas
tiende a ser más perceptible entre mayor es el valor de L. En el ĺımite termodinámico,
L→∞, la pendiente de la curva tiende a menos infinito para T = Tc.

Figura 3.5: Se muestra Ῡ en función de la temperatura. Por la forma en que está
definida Ῡ, su valor tiende a infinito conforme la temperatura tiende a cero. Confor-
me aumentamos el tamaño del sistema, los datos para T & Tc tienden a acercarse a
la ĺınea punteada, la cual representa el valor de Ῡ en el ĺımite termodinámico.
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3.4. Semi-vórtices

En esta sección introducimos el concepto de los semi-vórtices, la cual es una
nueva idea de asociar una semi-vorticidad a cada cluster del sistema [44]. Para
hacer más claro este esquema es necesario recordar la definición de link y explicar
los siguientes conceptos: frontera de un cluster y trayectoria alrededor de un cluster.

Un link es la conexión de un esṕın con uno de sus vecinos.

La frontera de un cluster consiste de todos los links que conectan un esṕın,
que pertenece al cluster, con un esṕın vecino que no pertenezca al cluster.

La trayectoria alrededor del cluster es un circuito que pasa a través de los
centros de todos los links, que pertenecen a la frontera del cluster, una sola
vez. La orientación es tal que un observador caminando sobre dicha trayec-
toria, siempre ve al cluster a su lado izquierdo (véase Fig. 3.6).

Figura 3.6: Los espines que pertenecen al cluster están señalados con puntos negros,
los puntos grises son los que no pertencen. Las uniones de color azul representan los
links y las de color rojo representan los bonds. El circuito alrededor del cluster y la
orientación está denotada por las flechas.

Teniendo en cuenta lo anterior, la forma de identificar los semi-vórtices de un
cluster es la siguiente:
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Supongamos un circulo unitario, el cual es dividido en dos por la ĺınea de
Wolff, lW , que se utiliza para la creación de los clusters. Existen dos puntos
donde la ĺınea de Wolff cruza el ćırculo, los cuales los vamos a denotar como
A y B (véase Fig. 3.7).

Consideremos dos links consecutivos en un circuito, respecto a la orientación
ya establecida. Si nos fijamos en el primer link, denotamos como ~s1in

al
esṕın que es parte del cluster y ~s1out al esṕın que no lo es. Consideramos que
tienen orientación opuesta, es decir, no se encuentran en el mismo semi-plano
determinado por lW . En caso de tener la misma orientación reflejamos ~s1out

respecto a lW . Procedemos de la misma manera para los espines del segundo
link, ~s2in

y ~s2out .

Debido a que los espines del primer link tienen orientación opuesta, el “arco
de conexión” mı́nimo entre ambos espines debe pasar por el punto A o B
(véase Fig. 3.8). De igual manera identificamos el punto por el que pasa la
conexión de los espines del segundo link.

Si ambos links pasan por A o ambos por B, los ignoramos. Si la conexión
del primer link pasa por A y la del segundo por B, entonces esta plaqueta
contiene un mortice 3; si el primero pasa por B y el segundo por A, enton-
ces contiene un anti-mortice. Tanto los mortices como los anti-mortices son
considerados semi-vortices.

Procedemos de la misma manera con el segundo y tercer link, de manera
consecutiva hasta completar el circuito alrededor del cluster.

Otra forma de identificar los semi-vórtices es a partir de una configuración
de referencia. Una vez que se tienen todos los clusters identificados, todos son
reflejados respecto a lW , de manera que todos los espines se encuentren en el
mismo semi-plano de Wolff, a lo cual lo llamamos una configuración de referencia.
Para identificar los semi-vórtices en la frontera de un cluster, reflejamos todos los
espines del cluster respecto a lW . Por lo tanto, todos los espines que no pertenezcan
al cluster están en un semi-plano de Wolff y los pertenecientes al cluster están en
el otro semi-plano. En esta configuración, revisamos la vorticidad de las plaquetas,
usando la ec. (3.2). Si una plaqueta tiene vorticidad qi = 1, la denotamos como un
mortice; si tiene vorticidad qi = −1, la denotamos como un anti-mortice.4 Cabe
resaltar que los mortices y anti-mortices siempre se encuentran en la frontera de

3El nombre es una referencia a los merones o también conocidos como medios instantones.
4La distinción entre mortices y anti-mortices no es importante debido a que depende del

semi-plano elegido para la configuración de referencia, es decir, los mortices se convierten en
anti-mortices, y viceversa, si todos los espines son reflejados respecto a la ĺınea de Wolff.
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los clusters. Dentro de un cluster no puede existir un semi-vórtice debido a que
todos los espines pertenecientes a un cluster se encuentran en el mismo semi-plano
y por ello la semi-vorticidad asociada a todas las plaquetas dentro del cluster es
cero. En la Fig. 3.9 se muestra un ejemplo del procedimiento para los tres primeros
clusters encontrados. Se procede de la misma manera con todos los clusters. Al final
se puede regresar a la configuración inicial, la cual vamos a llamar configuración
original.

Figura 3.7: La ĺınea de Wolff y el vector de Wolff son representados por lW y ~rW ,
respectivamente. lW corta al ćırculo unitario en los puntos A y B.

Figura 3.8: En la imagen izquierda se muestra el orden de los links respecto a la
trayectoria del cluster. ~s1in y ~s2in pertenecen al cluster que estamos considerando,
mientras que ~s1out y ~s2out pertenecen a otro cluster u otros clusters. En la imagen
derecha se muestra un ejemplo, donde el arco mı́nimo entre ~sxin y ~sxout pasa por el
punto A.
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3.4 Semi-vórtices

Figura 3.9: En la imagen superior-izquierda se muestra una configuración de re-
ferencia, en este caso el vector de Wolff está dado por ~rW = (0, 1). Por lo tanto, la
ĺınea de Wolff está en la dirección (1, 0), es por ello que todos los espines apuntan
a la parte superior del semi-plano. En la imagen superior-derecha se muestran los
semi-vórtices asociados al primer cluster; las plaquetas de color azul representan los
mortices y las de color rojo los anti-mortices . En las imágenes inferiores se muestran
los semi-vórtices para el segundo y tercer cluster, respectivamente.
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3.4.1. Pares ligados y semi-vórtices verdaderos

Para explicar lo que es un par ligado, supongamos que se tiene una configuración
con n clusters. Como se mencionó en la sección 2.2, existe un sub-ensamble de 2n

configuraciones que se obtiene al reflejar, respecto la ĺınea de Wolff, cada uno
de los n clusters de manera independiente. Consideramos que un par está ligado
si la presencia de vorticidad en dos plaquetas coincide para cada una de las 2n

configuraciones, es decir, dos semi-vórtices están ligados si la presencia de uno,
garantiza la presencia del otro. En caso de que la presencia de vorticidad en una
plaqueta no coincida con la presencia de vorticidad en alguna otra plaqueta, para
cada una de las 2n configuraciones, decimos que es un semi-vórtice libre.

La definición de semi-vórtices ligados y semi-vórtices libres no es idéntica a
la definición de vórtices ligados mostrada en la sección 3.2.2, pues no estamos
considerando interacción alguna que dependa de la distancia.

Para identificar los semi-vórtices ligados y libres consideremos un lattice de
L × L plaquetas 5, etiquetamos a cada plaqueta con Pi, donde i ∈ {1, 2, . . . , L2}.
Ahora, supongamos que se tienen n clusters, de manera que a cada cluster lo
etiquetamos con Cj, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Para un semi-vórtice, se puede identificar la
posición (etiqueta de la plaqueta) y uno de los clusters al que pertenece.

Si se encuentra un semi-vórtice del cluster Cj1 en la plaqueta Pi1 , se agrega a Pi1
la etiqueta j1. Se procede de la misma manera con todos los semi-vórtices de todos
los clusters. Cada plaqueta contiene dos indices o ninguno, es decir, Pi = {j1, j2}
o Pi = ∅. Esto sucede en todos los casos, sin excepción alguna.6

Si dos plaquetas contienen los mismos indices, Pi1 = {j1, j2} y Pi2 = {j1, j2},
decimos que las plaquetas Pi1 y Pi2 forman un par ligado. Las plaquetas que no
tengan otra plaqueta con indices iguales son consideradas libres.

En la Fig. 3.10 se muestra un ejemplo para identificar los pares ligados. El ı́ndice
inferior derecho de color rojo indica la etiqueta de plaqueta. Los números de color
azul indican la etiqueta del cluster. En la plaqueta 1 y 2, fueron encontrados semi-
vórtices del cluster 1 y 4. En este caso decimos que la plaqueta 1 y 2 forman un
par ligado. De igual manera para la plaqueta 9 y 14. Los indices de las plaquetas
4,6 y 11 no coinciden con alguna otra, por lo que estas plaquetas son consideradas
libres. En el resto de las plaquetas no fue encontrado algún semi-vórtice por lo que
son ignoradas.

5Recordemos que en todo este trabajo hemos usado un lattice cuadrangular, sin embargo, el
procedimiento es válido para cualquier lattice con condiciones periódicas sobre las fronteras.

6La explicación de esto se muestra en el apéndice C.
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Figura 3.10: Ejemplo de la identificación de semi-vórtices ligados, plaquetas libres
y plaquetas que no cargan semi-vórtices. Las plaquetas 1 y 2 tienen el mismo par
de indices por lo que forman un par ligado, de igual manera para las plaquetas 9 y
14. Las plaquetas 4, 6 y 11 no tiene una “pareja” con los mismos indices por lo que
son considerados semi-vórtices libres.

Recordemos que los semi-vórtices surgen al reflejar, respecto a la ĺınea de Wolff,
todos los espines pertenecientes a un cluster, partiendo de la configuración de
referencia. Definimos a los semi-vórtices verdaderos a aquellos semi-vórtices que
se encuentren en la posición de un vórtice de la configuración original. Asimismo,,
los semi-vórtices falsos son aquellos semi-vórtices que están situados en plaquetas
que no presentan vorticidad en la configuración original.

3.4.2. Vorticidad de un cluster

Definimos la vorticidad de un cluster C , denotada por QC , como

QC =
1

2

(
mortices + anti-mortices

)
, (3.41)

donde QC es el número total de semi-vórtices asociados al cluster C , cuyo valor
siempre es positivo.

Si se tiene una configuración de n clusters, definimos la vorticidad promedio
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por cluster Vc como

Vc =
1

n

n∑
i=1

Qi, (3.42)

donde Qi es la vorticidad del i-ésimo cluster. Definimos Vc 2 como

Vc 2 =
1

n

n∑
i=1

Q2
i , (3.43)

y la susceptibilidad de la vorticidad promedio denotada por χVc ,

χVc = 〈Vc 2〉 − 〈Vc〉2 . (3.44)

La ec. (3.44) cuantifica la dispersión del número de semi-vórtices encontrados
en la frontera. Estudiar esta cantidad nos da una noción de la dinámica de los semi-
vórtices en función de la temperatura y cómo éstos pueden proveer una refinada
interpretación de la transición BKT.

La implementación del algoritmo de Wolff en modelos (N − 1)-d O(N) ha sido
estudiada en Refs. [44, 45]. A cada cluster se le puede asignar una carga topológica
semi-entera. Esto permite dar un estimador mejorado que logra obtener valores
muy precisos de la susceptibilidad topológica.
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Caṕıtulo 4

Resultados

Recordemos que el modelo consiste de un lattice cuadrangular de L×L espines
con condiciones periódicas en las fronteras y la función hamiltoniana está dada
por la ec. (1.18). Para todas las simulaciones se fijó J = 1 y h = 0; por ende, no
estamos considerando la presencia de un campo magnético externo. Para asegurar
que las configuraciones segúıan la distribución de Boltzmann, se generaban 10,000
actualizaciones antes de comenzar a medir, correspondientes a la termalización del
sistema. El valor de β se estudió en el rango 0.1 ≤ β ≤ 1.4 y el tamaño del sistema
16 ≤ L ≤ 312.

Un elemento clave de este trabajo es el algoritmo Hoshen-Kopelman, pues per-
mite simular sistemas de gran tamaño en un tiempo de cómputo factible. Conforme
mayor es el tamaño del sistema, mayor es el tiempo de cómputo que le toma algo-
ritmo realizar una actualización. Por lo cual, no nos era viable generar el mismo
número de muestras para todos los tamaños del sistema. En la Tabla 4.1 se presen-
ta el número de mediciones hechas para distintos valores de L. Entre cada medición
se actualiza el sistema 10 veces sin hacer medición alguna con el fin de obtener
configuraciones estad́ısticamente independientes.

Un aspecto a resaltar es que el tiempo de cómputo que se requiere para actuali-
zar al sistema es independiente del tiempo de cómputo que se necesita para realizar
las mediciones en una configuración dada. A su vez, el tiempo que se requiere para
hacer una medición depende de la observable en cuestión. Por ejemplo, medir la
enerǵıa requiere menos tiempo de cómputo que medir el número de semi-vórtices.
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L Mediciones L Mediciones

16 300,000 128 30,000

24 300,000 168 15,000

32 200,000 192 10,000

48 200,000 216 10,000

64 100,000 264 5,000

96 50,000 312 3,000

Tabla 4.1: Se muestra el número de mediciones para distintos tamaños del sistema.
Entre cada medición se actualiza el sistema 10 veces sin hacer medición alguna para
obtener configuraciones estad́ısticamente independientes.

En la Tabla 4.2 se muestran los valores del modulo de helicidad adimensional
Ῡ y la susceptibilidad magnética χ para β = βc, obtenidos por Hasenbusch [39] y
los obtenidos en nuestras simulaciones, donde hemos usado el valor de βc que es
reportado por Hasenbusch. Los resultados son compatibles dentro del rango de los
errores obtenidos. Esto da certeza de que el modelo fue implementado de manera
correcta.

Hasenbusch Este trabajo

L Ῡ χ Ῡ χ

16 0.72536(7) 133.011(9) 0.7255(4) 132.98(3)

32 0.70883(7) 452.114(31) 0.7084(4) 452.0(1)

64 0.69785(7) 1536.58(11) 0.6985(6) 1536.9(7)

128 0.69001(7) 5220.99(36) 0.6913(8) 5520(3)

256 0.68400(7) 17729.9(12) 0.684(2) 17719(16)

Tabla 4.2: Resultados del modulo de helicidad adimensional Ῡ y la susceptibilidad
magnética χ para β = βc, reportados en Ref. [39] y los obtenidos en este trabajo.
Los resultados son compatibles dentro del rango de los errores obtenidos.

46



4.1 Variables macroscópicas

4.1. Variables macroscópicas

Ahora veremos el comportamiento de las variables macroscópicas mostradas
en la sección 1.2, especificadas para el modelo XY bidimensional. Tenemos a la
enerǵıa E,

E = 〈H〉 = 〈−J
∑
〈ij〉

~si · ~sj〉 . (4.1)

En este caso la enerǵıa es una variable extensiva por lo que converge asintótica-
mente a una constante cuando es dividida por el volumen del sistema, como se
muestra en la Fig. 4.1.

Figura 4.1: La gráfica principal muestra la densidad de enerǵıa del sistema para
distintos tamaños de L. Conforme β aumenta, los espines tienden más fuertemente a
alinearse con sus vecinos, lo que causa un decrecimiento en los valores de la enerǵıa.
Además, vemos que la densidad de enerǵıa no depende del valor de L.

El calor espećıfico CV , el cual cuantifica las fluctuaciones de la enerǵıa,

CV =
β2

L2

[
〈H2〉 − 〈H〉2

]
, (4.2)

se muestra en la Fig. 4.2. Presenta un máximo cerca de β ≈ 0.9, y la altura del
máximo es similar para los distintos tamaños del sistema. El modelo no presenta
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una divergencia en el calor espećıfico, a diferencia, por ejemplo, del modelo Ising
en d ≥ 2. Por lo que el calor especifico no es una observable que sea susceptible a
la transición BKT.

Figura 4.2: Se muestra el calor espećıfico para distintos tamaños de L. No tiene
una tendencia a divergir como lo seŕıa en una transición de segundo orden.

La susceptibilidad magnética “verdadera” dada por χ̃ = β
L2

(
〈 ~M2〉 − 〈 ~M〉

2
)

no

es completamente útil para sistemas finitos por la simetŕıa que presenta el sistema,
〈 ~M〉 = ~0. En las simulaciones lo que es de utilidad es la magnitud de ~M. Para tratar
de capturar el comportamiento, χ se expresa como

χ =
β

L2

(
〈 ~M2〉 − 〈| ~M|〉

2
)
. (4.3)

En la Fig. 4.3 se muestra la susceptibilidad magnética χ, a pesar de no ser
exactamente el comportamiento de la susceptibilidad “verdadera”, en el ĺımite
termodinámico produce los mismos resultados. La presencia del máximo se debe a
los efectos de tamaño finito. La altura del máximo aumenta conforme aumentamos
el tamaño del sistema. Además, el valor de β donde ocurre dicho máximo, tiene a
acercarse a βc. En el ĺımite termodinámico, χ→∞ para β ≥ βc.
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Figura 4.3: Se muestra la susceptibilidad χ en función de β para distintos tamaños
de L. La presencia del máximo se debe a los efectos de tamaño finito. La altura del
máximo aumenta conforme aumentamos el tamaño del sistema. Además, el valor de
β donde ocurre dicho máximo, tiene a acercarse a βc. En el ĺımite termodinámico,
χ→∞ para β ≥ βc.

4.2. Configuraciones t́ıpicas

En la Fig. 4.4 se muestra el número promedio de clusters por unidad de volu-
men. Para valores de β cercanos a cero, el número de clusters tiende a ser grande,
pues la probabilidad de formar un bond es baja, como se ve en la ec. (2.6), por
lo tanto, los clusters tienden a ser pequeños. Para β = 0 (temperatura infinita) la
probabilidad de formar un bond es cero, por lo que cada cluster es de tamaño uno.
Por lo tanto, conforme β → 0, 〈Nc〉 /L2 → 1. Conforme β aumenta, el número de
clusters tiende a reducirse. En el ĺımite β → ∞ (temperatura cero), la probabi-
lidad de formar un bond es uno, por lo que todos los espines forman un cluster.
Esto hace que 〈Nc〉 /L2 → 1/L2 conforme β →∞.
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Figura 4.4: Se muestra el número promedio de clusters por unidad de volumen en
función del inverso de la temperatura.

A continuación se muestran tres configuraciones de espines y los clusters iden-
tificados, las cuales ayudarán a describir algunos de los resultados que se explican
a lo largo de esta sección. Las plaquetas que cargan un vórtice están de color
azul, mientras que las plaquetas que cargan un anti-vórtice están de color rojo. El
número en cada esṕın hace referencia a la etiqueta del cluster a la que pertenece. A
pesar de que en las imágenes se muestran los vórtices y anti-vórtices, estos sirven
para dar una noción del comportamiento de los mortices y anti-mortices.
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4.2 Configuraciones t́ıpicas

En la Fig. 4.5 se muestra una configuración t́ıpica de espines para un lattice de
12×12, con β = 0.1. Hay 136 clusters, lo cual es un número grande si consideramos
que en el lattice sólo hay 144 espines. La mayoria de los clusters son de tamaño
uno. En estos casos, cada esṕın está rodeado por su “propia frontera”. En este
régimen es probable hallar múltiples vórtices y anti-vórtices alrededor de un esṕın,
por lo tanto, hay un mayor número de vórtices y anti-vórtices en la configuración
completa.

Figura 4.5: Se muestra una configuración t́ıpica de espines para un lattice de 12×12,
con β = 0.1. En esta configuración se formaron 136 clusters, 24 vórtices (azul) y 24
anti-vórtices (rojo).
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Conforme β aumenta, la frecuencia de clusters y de vórtices y anti-vórtices
empieza a disminuir. En la Fig. 4.6 se muestra una configuración t́ıpica de espines
para un lattice de 12 × 12, con β = 0.7. En este régimen, los clusters empiezan
a aumentar de tamaño (comparado con β = 0.1 mostrado en la Fig. 4.5) pero no
son lo suficientemente grandes como para abarcar la mayor parte del lattice.

Figura 4.6: Se muestra una configuración t́ıpica de espines para un lattice de
12×12, con β = 0.7. En esta configuración se formaron 48 clusters, 7 vórtices (azul)
y 7 anti-vórtices (rojo).
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En el régimen de bajas temperaturas, la aparición de vórtices y anti-vórtices
es poco frecuente. En la Fig. 4.7 se muestra una configuración t́ıpica de espines
para un lattice de 12× 12, con β = 1.4. En este régimen, la probabilidad de crear
un bond entre dos espines es cercana a uno, de manera que la mayoŕıa de los
espines pertenecen a un sólo cluster. A pesar de que el tamaño de un cluster sea
muy grande, no sucede lo mismo con la frontera del cluster debido a que estamos
considerando condiciones periódicas sobre las fronteras. Por ejemplo, si todos los
espines de un renglón pertenecen a un cluster, tenemos un cluster de tamaño L
y el tamaño de la frontera del cluster es 2L. De manera general, si los espines de
l renglones consecutivos, con 1 ≤ l < L, pertenecen a un cluster, el tamaño del
cluster es l × L, pero la frontera sigue siendo de tamaño 2L. En el caso en que
todos los espines pertenezcan a un sólo cluster, el tamaño del cluster es L2, sin
embargo, no tiene frontera.

Figura 4.7: Se muestra una configuración t́ıpica de espines para un lattice de 12×12,
con β = 1.4. En esta configuración se formaron 19 clusters y no se encuentra ningún
vórtice o anti-vórtice.
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4.3. Vórtices y semi-vórtices

Decimos que los clusters Ci y Cj tienen orientación opuesta, si los espines de
Ci están en un semi-plano de Wolff y los espines de Cj están en el otro semi-plano.
Asimismo, decimos que dos clusters tienen orientación igual si los espines de ambos
clusters se encuentran en el mismo semi-plano de Wolff.

Como mencionamos en la sección 3.4.1, los semi-vórtices falsos son semi-vórti-
ces que están situados en plaquetas que no presentan vorticidad en la configuración
original. Esto quiere decir que los clusters en la configuración original tienen orien-
tación similar por lo que las plaquetas situadas en la frontera entre dichos clusters
no presentan vorticidad. Sin embargo, al analizar la semi-vorticidad partiendo de
la configuración de referencia, donde aseguramos que los clusters van a tener orien-
tación opuesta, surgen los semi-vórtices que estamos denotando como falsos.

Los semi-vórtices verdaderos se encuentran en plaquetas que presentan vorti-
cidad en la configuración original. Esto quiere decir que en la configuración origi-
nal los clusters tienen orientación opuesta. Entonces, cuando analizamos la semi-
vorticidad partiendo de la configuración de referencia, los clusters siguen teniendo
orientación opuesta, por lo tanto, las plaquetas que presentaban vorticidad en la
configuración original, siguen presentando vorticidad. Por lo cual, los denotamos
como verdaderos.

Ahora, lo que estamos considerando como configuración original, no es más que
una de las 2n posibles configuraciones que se obtienen del sub-ensamble generado
por n clusters, las cuales son estad́ısticamente equivalentes. Entonces, podŕıamos
denotar como “nueva” configuración original a la configuración donde los semi-
vórtices falsos sean considerados verdaderos, y los verdaderos sean considerados
falsos. Ambas configuraciones son equivalentes, de manera que nada indica alguna
preferencia entre semi-vórtices verdaderos y falsos. Para comprobar lo anterior
mencionado, en la Fig. 4.8 se muestra el promedio de la razón de semi-vórtices
falsos sobre verdaderos. Dentro del error obtenido, la razón de semi-vórtices falsos
sobre verdaderos es igual a uno.
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4.3 Vórtices y semi-vórtices

Figura 4.8: Se muestra el promedio de la razón de semi-vórtices falsos sobre ver-
daderos. Dentro de los errores, obtenemos que la razón es igual a uno. Esto nos dice
que en promedio, cada configuración presenta la misma cantidad de semi-vortices
falsos y semi-vórtices verdaderos.

En la Fig. 4.9 se muestra la densidad promedio del número de vórtices y de semi-
vórtices para distintos tamaños del sistema. Como se aprecia, el comportamiento
es el mismo. De hecho, tenemos un factor de 4, es decir, la densidad promedio de
semi-vórtices es cuatro veces la densidad promedio de vórtices. Esto sucede por
dos razones:

Los semi-vórtices están asociados a dos clusters. Entonces, toda plaqueta que
contenga un vórtice o anti-vórtice genera dos semi-vórtices. Esto genera un
factor de dos.

Los semi-vórtices falsos también están asociados a dos clusters. Entonces,
cuando analizamos la semi-vorticidad, la plaqueta presenta vorticidad para
dos clusters, de manera que es contado doble, por lo que generan un factor
de dos.

Los resultados mostrados en la Fig. 4.8 muestran que los semi-vórtices falsos y
verdaderos surgen con la misma frecuencia. Por lo tanto, los dos puntos anteriores
generan el factor de cuatro antes mencionado.
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Figura 4.9: Las ĺıneas punteadas representan la densidad promedio de vórtices y
las ĺıneas sólidas representan la densidad promedio de semi-vórtices.

En la Fig. 4.10 se muestra la densidad promedio de los semi-vórtices libres
verdaderos. La sub-gráfica ilustra que la densidad converge asintóticamente a una
curva “maestra”, conforme aumentamos el tamaño del sistema. La curva decae
más rápidamente conforme menor es el tamaño del sistema porque el tamaño de
los clusters alcanza con mayor rapidez el tamaño del lattice.

El número de semi-vórtices libres verdaderos no puede ser considerado como
un parámetro de orden pues su valor es mayor que cero incluso para β > βc. Sin
embargo, notamos que cerca de βc su valor es cercano a cero, lo cual nos da la
información de que la aparición paulatina de semi-vórtices verdaderos libres es
sensible a la transición BKT.
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Figura 4.10: Se muestra la densidad de los semi-vórtices libres verdaderos en fun-
ción del inverso de la temperatura. El número de semi-vórtices libres verdaderos no
puede ser considerado como un parámetro de orden pues su valor es mayor que cero
incluso para β > βc. Sin embargo, notamos que cerca de βc su valor es cercano a
cero, lo cual nos da la información de que la aparición paulatina de semi-vórtices
verdaderos libres es sensible a la transición BKT.

En la Fig. 4.11 se muestra la densidad promedio de pares ligados en función
de β. La curva tiene un máximo cerca de β ≈ 0.5. Este efecto se lo asociamos al
tamaño de la frontera que comparten los clusters y al número de semi-vórtices.

Un par ligado son dos plaquetas cuya semi-vorticidad está asociada a los mismos
clusters, como se explicó en la sección 3.4.1. Entonces, entre mayor sea la frontera
que comparten dos clusters, es más probable encontrar un par ligado.

Conforme β aumenta, los clusters tienden a crecer, por consiguiente, también
lo hace la frontera que comparten dos clusters, generando que la probabilidad
de encontrar un par ligado incremente. Sin embargo, si aumenta β, el número de
semi-vórtices disminuye. Esto causa que la probabilidad de encontrar un par ligado
disminuya. El sistema pasa de un régimen como se muestra en la Fig. 4.5 a uno
como en la Fig. 4.6.

Por consiguiente, al aumentar β hasta β . 0.5, el efecto del incremento del
tamaño de los clusters domina sobre el efecto de la disminución de semi-vórtices.
Esto hace que la frecuencia de pares ligados aumente. Para β & 0.5, la disminución
de semi-vórtices tiene mayor impacto que el aumento del tamaño de los clusters,
causando que la curva decrezca. Además, si β sigue aumentando, pasamos a un
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régimen donde un sólo cluster tiende a cubrir todo el lattice, como se muestra en
la Fig. 4.7, por lo que encontrar un par ligado resulta imposible.

Figura 4.11: Se muestra la densidad de pares ligados en función de β para distintos
tamaños de sistema. La curva tiene un máximo debido a la relación entre los efectos
del aumento de tamaño de los clusters y la disminución de semi-vórtices.

4.4. Vorticidad promedio por cluster

Vc cuantifica el número promedio de semi-vórtices por cluster, como se expresa
en la ec. (3.42). En la Fig. 4.12 se muestra el valor promedio de Vc en función de
β. Como hemos mencionado anteriormente, la aparición de semi-vórtices decrece
conforme aumentamos β, esto causa que 〈Vc〉 decrezca. La relación entre los efectos
del aumento del tamaño de los clusters y la disminución de los semi-vórtices afecta
de maneras diferentes al valor de Vc y al número de pares ligados. En el caso de
los pares ligados notamos un máximo, pero el efecto es causado por la frontera
que comparten dos clusters, en cambio, Vc sólo nos da una noción del número de
semi-vórtices en la frontera de los clusters, sin importar la forma de éstos. Es por
ello que en el último caso, la curva sólo decrece y no presenta ningún máximo.

En la Fig. 4.13 se muestra Vc 2, dada por la ec. (3.43), en función de β. Se
observa que Vc 2 presenta un máximo y su altura aumenta conforme aumentamos
el tamaño del sistema. Además, el valor de β donde ocurre dicho máximo tiende
a acercarse a βc conforme aumentamos el tamaño del sistema.
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Figura 4.12: Se muestra el número promedio de semi-vórtices por cluster, en fun-
ción de β para distintos tamaños del sistema.

Figura 4.13: Se muestra el valor promedio de Vc 2, dada por la ec. (3.43), en función
de β para distintos tamaños del sistema. Notamos que el valor de Vc 2 presenta un
máximo e incrementa conforme aumentamos el tamaño del sistema. Además, el valor
de β donde ocurre dicho máximo tiende a recorrerse haćıa βc, como vamos a discutir
más adelante.
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En la Fig. 4.14 se muestra χVc , dada por la ec. (3.44), notamos que el efecto
de 〈Vc 2〉 no se ve afectado por 〈Vc〉2, debido a que es de dos ordenes de magnitud
menor.

Para valores de β . 0.8, las curvas para los distintos tamaños del sistema
convergen a una sola curva. Esto se debe a que χVc cuantifica la dispersión de la
vorticidad por cluster y, en general, ningún cluster se acerca al tamaño del sistema,
por lo que no hay ningún efecto de tamaño finito. Por lo tanto, el valor de χVc es
el mismo para los diferentes tamaños del sistema.

Conforme β aumenta, partiendo de valores de β pequeños, χVc crece hasta
llegar a un máximo, esto se debe a que conforme nos vamos acercando a βc, los
clusters tienden a crecer, generando más diversidad de tamaños, produciendo que
las fluctuaciones de la vorticidad por cluster aumente. Además, conforme aumen-
tamos el tamaño del sistema, los clusters tienen más “libertad” de crecer por lo
que la altura del máximo de la curva tiende a ser más grande. En el ĺımite termo-
dinámico, L→∞, se esperaŕıa que χVc tienda a infinito para β = βc, como vamos
a discutir a continuación. Notemos que χVc no diverge para todo el rango β > βc
debido a que la probabilidad de formar un bond entre dos espines tiende a uno.
Por lo tanto, el número de clusters tiende a convergir a uno, lo cual causa que χVc
tienda a cero para β →∞.

Figura 4.14: Se muestra el valor de χVc , el cual nos cuantifica las fluctuaciones de
la vorticidad por cluster. Conforme aumentamos el tamaño del sistema, el máximo
de la curva es más alto y más cercano a βc.
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Procedemos a hacer un ajuste polinomial de segundo grado para obtener los
valores estimados de β donde ocurren los máximos para las curvas correspondientes
a L ≥ 96 mostradas en la Fig. 4.14; y para L = 312 que no se muestra debido a
que sólo se obtuvieron datos para 1 < β < 1.15. Denotamos como βmáx al valor de
β donde ocurre el máximo y χVcmáx

= χVc(βmáx).
El primer aspecto a revisar es la altura del máximo. En este caso hacemos un

ajuste de la forma

χVcmáx
=

a
1
L2 + b

+ c, (4.4)

donde a, b y c son parámetros a ajustar.
Debido a que no existe algún antecedente teórico que nos indique el comporta-

miento que debe seguir χVcmáx
, la ec. (4.4) es una propuesta que nosotros conside-

ramos apropiada. Al realizar una prueba de bondad de ajuste χ2
ν/dof,1 obtenemos

un valor χ2
ν/dof ≈ 1.5, lo cual nos indica que el ajuste mostrado en la Fig. 4.15

logra capturar el comportamiento de los datos y por lo tanto puede ser considerado
válido.

La forma propuesta para el ajuste permite que en el ĺımite L → ∞, χVcmáx

pueda divergir o tomar un valor finito, dependiendo del valor de b. En nuestro
caso, obtuvimos un valor de b = 2.2(17)× 10−6, el cual difiere de cero por menos
de dos veces el error obtenido, lo cual no parece ser una coincidencia. Por lo tanto,
es compatible con una divergencia en el ĺımite termodinámico.

Figura 4.15: Los puntos rojos representan el valor máximo de χVc , en cada punto
está señalado el valor de 1

L2 . La ĺınea punteada azul representa el ajuste expresado
en la ec. (4.4). El ĺımite 1

L2 → 0, es compatible con χVcmáx
→∞.

1La definición de χ2
ν/dof se puede encontrar en el apéndice B.2
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En el ĺımite termodinámico se esperaŕıa que χVc tienda a infinito para β = βc.
Para poner a prueba dicha hipótesis, procedemos a hacer un ajuste de la forma

βmáx = a ln

(
b

L2
+ c

)
, (4.5)

donde a, b y c son parámetros a ajustar. De esta manera, es posible extrapolar los
datos y obtener un valor aproximado de βmáx para volumen infinito, el cual será
nuestro primer estimador de βc, denotado como β̂c1. En la figura 4.16 se muestra
el valor βmáx en función del inverso del tamaño del sistema. Los datos se muestran
en color rojo. La ĺınea punteada azul representa el ajuste hecho para el cual se
obtuvo un valor χ2

ν/dof ≈ 0.016 . En el ĺımite 1/L2 → 0, la curva intersecta el eje
vertical en β̂c1 = 1.081 ± 0.013. Si lo comparamos con el valor de βc = 1.1199(1)
reportado en Ref. [39], tenemos que (βc − β̂c1)/σ̂1 ≈ 2.9, donde σ̂1 = 0.013. De
igual manera que χVcmáx

, no tenemos un antecedente que nos indique el tipo de
convergencia que debeŕıa de tener βmáx → βc, por lo que el ajuste de la ec. (4.5)
sólo es una propuesta que nosotros consideramos adecuada.

Si bien el estimador β̂c1 no corresponde al valor reportado en Ref. [39], pode-
mos realizar el mismo ajuste, pero agregando el valor conocido de βc, es decir, al
momento de realizar el ajuste también consideramos el punto ( 1

L2 = 0, βmáx = βc).
En la Fig. 4.17 se muestra el resultado de dicho ajuste, donde se obtiene el esti-
mador β̂c2 = 1.111 ± 0.001. Al considerar βc estamos “forzando” al ajuste a que
el estimador β̂c2 sea similar a βc. La razón de considerar βc es para realizar una
prueba de bondad de ajuste χ2

ν/dof. Para los resultados mostrados en la Fig. 4.17
obtenemos un valor χ2

ν/dof ≈ 0.15, lo cual nos indica que el ajuste propuesto śı
logra capturar el comportamiento de los datos. Si bien β̂c1 = 1.081 6= βc, lo ante-
riormente mencionado nos deja abierta la posibilidad de que conforme se obtengan
datos para sistemas de mayor tamaño, las correcciones al estimador β̂c1 hagan que
éste converja al valor de βc.
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Figura 4.16: Los puntos rojos corresponden al valor de β donde ocurre el máximo
de χVc , en cada punto está señalado el valor de 1

L2 . La ĺınea punteada azul representa
el ajuste dado por la ec. (4.5) y el punto de color negro corresponde al estimador
β̂c1 = 1.081± 0.013. Además, se obtuvo un valor χ2

ν/dof ≈ 0.016.

Figura 4.17: Los puntos rojos corresponden al valor de β donde ocurre el máximo de
χVc , en cada punto está señalado el valor de 1

L2 . La ĺınea punteada azul representa
el ajuste dado por la ec. (4.5), cuando se considera el valor de βc reportado en
Ref. [39]. Se obtiene el estimador β̂c2 = 1.111 ± 0.001. Además, se obtuvo un valor
χ2
ν/dof ≈ 0.15.
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Caṕıtulo 5

Conclusiones

En este trabajo se presentó un estudio numérico del modelo XY bidimensional
usando simulaciones de Monte Carlo. Principalmente se estudió el papel que juega
la vorticidad en la transición BKT. Además, se introdujo la nueva idea de los
semi-vórtices y la forma de identificarlos.

En el capitulo 3 vimos que los vórtices que forman pares ligados no son per-
ceptibles a largas distancias y conforme aumenta la temperatura, los vórtices se
separan, de manera que son considerados “libres”, dando lugar a la transición
BKT. Una de las primeras expectativas fue que la aparición semi-vórtices libres
verdaderos sucediera en β = βc y que la frecuencia aumentara conforme β disminu-
yera. Esto no sucedió aśı, como se muestra en la Fig. 4.10, donde se observa que la
aparición es de manera paulatina y el valor de 〈Semi-vórtices libres verdaderos〉/L2

es ligeramente mayor que cero incluso para β ≥ βc, por lo que no puede ser con-
siderado un parámetro de orden que indique la transición BKT . A pesar de esto,
los resultados ayudan a comprender mejor la relación entre la semi-vorticidad y el
tamaño de los clusters, como se obtuvo del análisis de los resultados mostrados en
la Fig. 4.11.

La observable χVc presenta un máximo que parece ser divergente en el ĺımite
termodinámico. Esto indica que la vorticidad por cluster es sensible a la transición
BKT.

A partir de la información mostrada en la Fig. 4.14 fue posible obtener un
estimador de βc. En la Fig. 4.16 se muestra una extrapolación, a volumen infinito,
de los valores de β donde ocurre el máximo de χVc , obtenemos que (βc− β̂c1)/σ̂1 ≈
2.9. A pesar de que el resultado de β̂1 difiera de βc por casi 3 veces el error obtenido,
los resultados mostrados en la Fig. 4.17 nos dejan abierta la posibilidad de que
surjan correcciones al estimador β̂c1 si se estudian tamaños más grandes.

El análisis de la vorticidad por cluster nos ha dado bastante información sobre
el comportamiento del modelo XY bidimensional. Algunas de las posibilidades
para darle continuidad a este proyecto son:
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Optimizar el código para la medición de observables.

A pesar de haber implementado el algoritmo de Hoshen-Kopelman el cual es
el más eficiente para la identificación de clusters en el sistema, un aspecto que
toma bastante tiempo es la medición de observables. Por ejemplo, identificar
los semi-vórtices requiere mayor tiempo de cómputo debido a que se necesitan
generar la configuración de referencia y las configuraciones para cada cluster,
además del hecho de calcular la diferencia angular de espines para cada
plaqueta.

Estudiar sistemas de mayor tamaño.

El hecho de estudiar sistemas de mayor tamaño permite que los efectos de
tamaño finito afecten en menor medida. Esto permitiŕıa obtener un mayor
número de datos de χVc , de manera que las correcciones al estimador β̂c1
verifiquen si β̂c1 → βc.

Calcular la correlación vórtice-vórtice, es decir, 〈qi qj〉, donde qi y qj re-
presentan la vorticidad de las plaquetas identificadas con el indice i y j,
respectivamente, y ver si es un indicador de la transicion BKT.
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Apéndice A

Cadenas de Markov

En este apéndice se mostrará de manera más formal las propiedades que debe
cumplir la cadena de Markov para asegurar que converge a la distribución deseada.
Seguimos el esquema de Ref. [46]. Empezamos con la definición de la sección 2.1.

Sea X = {Xn}n≥1 un proceso estocástico, el cual vamos a suponer numerable.

Sea S el conjunto de posibles configuraciones del sistema.

Definición A.1 Decimos que se trata de una cadena de Markov si satisface

P
(
Xn+1 = xn+1 | Xn = xn, ..., X1 = x1

)
= P

(
Xn+1 = xn+1 | Xn = xn

)
,

tal que n ∈ N y xi ∈ S .

Definición A.2 Se define la matriz de transición P := {Pij}, donde Pij es la

probabilidad de ir de la configuración xi a la configuración xj,

Pij = P
(
Xn+1 = xj | Xn = xi

)
,

P
(m)
ij = P

(
Xn+m = xj | Xn = xi

)
.

Definición A.3 Sea X = {Xn}n≥1 una cadena de Markov. Decimos que es ho-

mogénea si ∀n ≥ 1 cumple que

P
(
Xn+1 = xj | Xn = xi

)
= P

(
X2 = xj | X1 = xi

)
.
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Lo anterior nos dice que las probabilidades de transición son invariantes en el
“tiempo” de la cadena.1

Definición A.4 Sea xi, xj ∈ S . Decimos que la configuración xi comunica a xj,

xi → xj, si existe m ∈ N, tal que

P
(
Xn+m = xj | Xn = xi

)
> 0.

Esto significa que es posible ir de la configuración xi a la configuración xj en una
cantidad finita de pasos.

Definición A.5 Sea X = {Xn}n≥1 una cadena de Markov. Decimos que es irreducible

si todas las configuraciones se comunican entre śı,

xi ↔ xj, ∀xi,xj ∈ S ,

lo cual nos dice que el sistema es ergódico.

Definición A.6 El peŕıodo de una configuración xi ∈ S se define como

d(xi) = M.C.D.{n ≥ 1 : P
(n)
ii > 0}.

Las iniciales M.C.D. hacen referencia al mı́nimo común divisor.

Definición A.7 Se dice que una cadena de Markov es aperiódica si ∀xi ∈ S

d(xi) = 1.

Teorema A.1 Sea X una cadena de Markov homogénea, irreducible y aperiódica,

con distribución estacionaria π

ĺım
n→∞

P (n)(i, j) = π(j).

1No nos referimos al tiempo f́ısico ni al tiempo euclidiano. El tiempo de la cadena es el tiempo
del algoritmo, es decir, el número de actualizaciones.
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A. CADENAS DE MARKOV

Dadas las hipótesis del teorema anterior, podemos asegurar que la cadena de Mar-
kov tiende a seguir una distribución espećıfica para n suficientemente grande. Para
mayor definiciones, ejemplos y la demostración del teorema véase Ref. [46].
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Apéndice B

Algoritmos

B.1. Algoritmo Hoshen-Kopelman

El algoritmo de Hoshen-Kopelman es la forma más eficiente conocida de iden-
tificar los clusters de una red, su eficiencia es proporcional al volumen del lattice.
Particularmente fue propuesto para la identificación de clusters para fenómenos
percolativos en lattices regulares [23]. Actualmente es un algoritmo muy usado in-
cluso para redes no regulares [47]. A continuación se da una breve explicación del
algoritmo, basado en que estamos trabajando con un lattice regular cuadrangular.

El algoritmo consiste en generar dos listas EtiquetaNodo y EtiquetaCluster.
EtiquetaCluster guarda las etiquetas de los clusters creados. El i-ésimo elemento
de EtiquetaNodo guarda la etiqueta del elemento que debe ser revisado en Etique-
taCluster, es decir, si EtiquetaNodo[i] = Ni y EtiquetaCluster[Ni] = C, entonces
el i-ésimo esṕın pertenece al cluster con la etiqueta C. Aśı, cuando dos clusters
con etiquetas diferentes “se unan”, no es necesario revisar los L2 espines e ir cam-
biando las etiquetas de los espines que pertenezcan a alguno de los dos clusters.
Sólo es necesario modificar la etiqueta de ambos clusters en EtiquetaCluster, la
cual siempre es una lista de tamaño menor a L2. Esto hace que sea más rápido
el proceso de identificar clusters. A continuación se da una explicación técnica del
procedimiento.

Empezamos creando las siguientes variables: Una lista
EtiquetaNodo = [0, 0, . . . , 0, 0] de tamaño L2; una lista vaćıa
EtiquetaCluster = []; y las variables nc = 0 y lc = 0. EtiquetaCluster
guarda las etiquetas de los clusters creados. El i-ésimo elemento de Eti-
quetaNodo guarda la etiqueta del elemento que debe ser revisado en Eti-
quetaCluster, es decir, si EtiquetaNodo[i] = Ni y EtiquetaCluster[Ni] =
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B. ALGORITMOS

C, entonces el i-ésimo esṕın pertenece al cluster con la etiqueta C. La
variable n nos ayuda a crear una nueva etiqueta cuando se forma un
nuevo cluster; y lc que es la longitud de la lista EtiquetaCluster.

Se revisa el i-ésimo esṕın y a sus vecinos cercanos conectados mediante
bonds, denotados por j{v}, por ejemplo, si el i-ésimo esṕın está conectado
a sus cuatro vecinos cercanos entonces j{v} = j{1,2,3,4}. Existen dos resul-
tados posibles que el i-ésimo esṕın no pertenezca a ningún cluster o que
ya pertenezca a un cluster, visto de otra forma, que EtiquetaNodo[i] = 0
o EtiquetaNodo[i] 6= 0. Y a su vez dos subcasos, que los vecinos ya
pertenezcan a algún cluster o que ninguno pertenezca, es decir, que
EtiquetaNodo[j{v}] = 0 o EtiquetaNodo[j{v}] 6= 0.

Si el i-ésimo esṕın no pertenece a ningún cluster, EtiquetaNodo[i] = 0.

� Si ninguno de sus vecinos pertenece a algún cluster,
EtiquetaNodo[j{v}] = 0.
- Entonces creamos la etiqueta para un nuevo cluster
nnew ← n + 1 y la agregamos a EtiquetaCluster, de manera
que EtiquetaCluster = [n1, n2, . . . , nnew]. Al agregar esta nueva
etiqueta, el tamaño de EtiquetaCluster aumenta de tamaño enton-
ces redefinimos lc ← lc + 1. Por último, modificamos las etiquetas
del i-ésimo esṕın y sus vecinos j, tal que EtiquetaNodo[i] = lc
y EtiquetaNodo[j{v}] = lc. De esta manera tenemos que el esṕın
i-ésimo y sus vecinos pertenecen al cluster con la etiqueta nnew.

� Si alguno de sus vecinos pertenece a algún cluster,
EtiquetaNodo[j{v}] 6= 0.
- Entonces buscamos el cluster con la etiqueta de menor valor. Si
EtiquetaNodo[j{v}] = Nj{v} y EtiquetaCluster[Nj{v} ] = Cj{v} , es
decir, el j1-ésimo esṕın pertenece al cluster Cj1 y aśı consecuti-
vamente. Entonces encontramos el mı́nimo Cmin = min{Cj{v}} y
cambiamos todas las etiquetas de los clusters por Cmin, es decir,
Ci ← Cmin y Cj{v} ← Cmin.

Si el i-ésimo esṕın pertenece a algún cluster, EtiquetaNodo[i] 6= 0.

� Si ninguno de sus vecinos pertenece a algún cluster,
EtiquetaNodo[j{v}] = 0.
- Debido a que EtiquetaNodo[i] 6= 0, supongamos que
EtiquetaNodo[i] = Ni y EtiquetaCluster[Ni] = Ci, es decir, el
i-ésimo esṕın pertenece al cluster Ci. Entonces modificamos la

70



B.1 Algoritmo Hoshen-Kopelman

etiquetas de sus vecinos de la forma EtiquetaNodo[j{v}] = Ni, de
esta manera los vecinos del i-ésimo esṕın, pertenecen al cluster con
la etiqueta Ci.

� Si alguno de sus vecinos pertenece a algún cluster,
EtiquetaNodo[j{v}] 6= 0.
- Supongamos EtiquetaNodo[i] = Ni y EtiquetaNodo[j{v}] = Nj{v} ;
EtiquetaCluster[Ni] = Ci y EtiquetaCluster[Nj{v} ] = Cj{v} , es decir,
el i-ésimo esṕın pertenece al cluster Ci, el j1-ésimo esṕın pertenece al
cluster Cj1 y aśı consecutivamente. Entonces Cmin = min{Ci, Cj{v}}
y todas se cambian por la etiqueta de menor valor, es decir,
Ci ← Cmin y Cj{v} ← Cmin.

A continuación se muestra una EtiquetaNodo y EtiquetaCluster para cada paso
del algoritmo Hoshen-Kopelman para el ejemplo mostrado en la Fig. B.1.

Paso EtiquetaNodo EtiquetaCluster

0 [0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0] [ ]

1 [1, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0] [1]

2 [1, 2, 2, 0, 0, 0, 1, 0, 0] [1, 2]

3 [1, 2, 2, 0, 0, 2, 1, 0, 0] [1, 2]

4 [1, 2, 2, 3, 3, 2, 1, 0, 0] [1, 2, 3]

5 [1, 2, 2, 3, 3, 2, 1, 3, 0] [1, 2, 2]

6 [1, 2, 2, 3, 3, 2, 1, 3, 0] [1, 2, 2]

7 [1, 2, 2, 3, 3, 2, 1, 3, 0] [1, 2, 2]

8 [1, 2, 2, 3, 3, 2, 1, 3, 0] [1, 2, 2]

9 [1, 2, 2, 3, 3, 2, 1, 3, 4] [1, 2, 2, 4]

10 [1, 2, 2, 3, 3, 2, 1, 3, 4] [1, 2, 2, 3]
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B. ALGORITMOS

Figura B.1: Se muestra un lattice de 9 espines, las ĺıneas representan los bonds. El
número representa el orden en el que los espines fueron revisados.

B.2. Bondad de ajuste

El valor de χ2
ν/dof es una manera de cuantificar que tan bien se ajusta el modelo

de predicción a los datos obtenidos y está dado por

χ2
ν/dof =

1

n−m

n∑
i=1

(
oi − ôi
σi

)2

, (B.1)

donde ôi es el estimador del i-ésimo dato, oi es el i-ésimo dato y σi su error asociado;
n − m son los grados de libertad (dof por sus siglas en inglés), con n el número
de datos y m el número de parámetros ajustados. Valores de χ2

ν/dof . 1 indica
que los valores estimados por el ajuste son similares a los datos obtenidos, por
lo que podemos considerar que el ajuste logra capturar el comportamiento de los
datos. Valores de χ2

ν/dof� 1 indican que los valores de predicción se alejan de los
datos obtenidos, por lo que no se puede asegurar que exista alguna relación entre
la función del ajuste y los datos obtenidos.
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B.3 Método jackknife

B.3. Método jackknife

El método Jackknife sirve para obtener un estimado del error estándar de un
conjunto de datos. Este método es sensible a errores de autocorrelación, además
de ser un método no paramétrico, por lo que no es necesaria hacer alguna asunción
de la distribución de los datos. En el caso M = n, el estimador del error, ec. (B.2),
es el error estándar.

Supongamos un conjunto de datos Odata = {O1,O2, ...,On} de una observable
O. El algoritmo es el siguiente

Calcula el promedio del conjunto de datos Odata, al cual denotaremos
〈O〉.

Divide Odata en M subconjuntos de igual tamaño, es decir, cada subcon-
junto debe tener n

M
elementos.

Calcula el promedio de Odata excluyendo los datos del subconjunto m, al
cual denotaremos como 〈O〉(m), para cada m = 1, 2, ...,M.

El estimado del error está dado por

δO =

√√√√M − 1

M

M∑
m=1

(
〈O〉(m) − 〈O〉

)2
. (B.2)
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Apéndice C

Plaqueta asociada a dos clusters

En este apéndice vamos a mostrar porque una plaqueta siempre está asociada
a dos clusters o a ninguno. Primero, tengamos en cuenta lo siguiente:

Como se explicó en la sección 3.4, un cluster tiene asociado un semi-vórtice
si al revisar la trayectoria alrededor de dicho cluster, encontramos que el arco
de conexión mı́nimo entre los espines de dos links consecutivos, respecto a la
trayectoria del cluster, pasa por puntos diferentes, es decir, A-B o B-A. En el
caso que obtenemos A-A o B-B, el cluster no tiene un semi-vórtice asociado
(véase Fig. C.1). Por lo tanto, una plaqueta sólo está asociada a los clusters
cuya trayectoria pasa por A-B o B-A. Además, recordemos que la orientación
del cluster es tal un observador caminando sobre dicha trayectoria, siempre
ve al cluster a su lado izquierdo.

Figura C.1: En la imagen izquierda se muestra el orden de los links respecto a la
trayectoria del cluster. ~s1in y ~s2in pertenecen al cluster que estamos considerando,
mientras que ~s1out y ~s2out pertenecen a otro cluster u otros clusters. En la imagen
derecha se muestra un ejemplo, donde el arco mı́nimo entre ~sxin y ~sxout pasa por el
punto A.
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B.1 Dos clusters

Para todos los ejemplos a continuación, ocuparemos el orden de los espines
mostrado en la Fig. C.2. El link que conecta al esṕın ~s1 con ~s2 lo denotamos
como L1; el link que conecta al esṕın ~s2 con ~s3 como L2; el link que conecta
al esṕın ~s3 con ~s4 como L3; y el link que conecta al esṕın ~s4 con ~s1 como L4.

Decimos que un link “pasa” por el punto A o B, si el arco de conexión mı́nimo
entre los espines del link, cruza por el punto A o B, respectivamente.

Figura C.2: El link que conecta al esṕın ~s1 con ~s2 lo denotamos como L1; el link
que conecta al esṕın ~s2 con ~s3 como L2; el link que conecta al esṕın ~s3 con ~s4 como
L3; y el link que conecta al esṕın ~s4 con ~s1 como L4.

B.1. Dos clusters

Para fines explicativos, consideraremos un caso en particular, sin embargo, la
idea es la misma para las demás configuraciones donde los espines de una plaqueta
pertenezcan a dos clusters.

Supongamos que ~s1 y ~s2 pertenecen a un cluster denotado por Ci; y los espines
~s3 y ~s4 pertenecen a un cluster denotado por Cj. Entonces, la trayectoria alrededor
del cluster Ci consiste de los links consecutivos L2-L4 (color rojo) y a trayectoria
alrededor del cluster Cj consiste de los links consecutivos L4-L2 (color azul), como
se muestra en la Fig. C.3.

La plaqueta sólo está asociada a los clusters cuya trayectoria pasa por A-B o
B-A. Si L2 y L4 pasan por puntos distintos, es decir, L2 pasa por A y L4 por B
o viceversa, entonces la plaqueta queda asociada a los dos clusters debido a que
estamos pasando por los mismos links sólo que en sentido contrario, esto descarta
la posibilidad de que la plaqueta pertenezca a un sólo cluster. En el caso donde
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C. PLAQUETA ASOCIADA A DOS CLUSTERS

L2 y L4 pasen por los mismos puntos, es decir, A-A o B-B, la plaqueta no está
asociada a ningún cluster.

Por lo tanto, en el caso de que los espines de una plaqueta pertenezcan a
dos clusters, la trayectoria alrededor de cada cluster es la misma sólo que en
sentido contrario, esto causa que las únicas posibilidades sean: que la plaqueta
esté asociada a dos clusters o a ninguno.

Figura C.3: Se muestra el caso donde los espines ~s1 y ~s2 pertenecen a un cluster y
los espines ~s3 y ~s4 a otro. Las flechas indican la dirección de la trayectoria alrededor
de cada cluster.

B.2. Tres clusters

Analicemos el caso donde los espines de una plaqueta pertenecen a tres clusters.
Para fines explicativos suponemos que ~s1 y ~s2 pertenecen a un cluster denotado
por Ci, y los espines ~s3 y ~s4 pertenecen a los clusters Cj y Ck, respectivamente.
Entonces, la trayectoria alrededor del cluster Ci son los links consecutivos L2-L4

(color rojo); la trayectoria alrededor del cluster Cj son los links consecutivos L3-L2

(color verde); y la trayectoria alrededor del cluster Ck son los links consecutivos
son L4-L3 (color azul), como se muestra en la Fig. C.4.

Primero, consideremos que la plaqueta está asociada al cluster Ci, esto indica
que los links L2 y L4 pasan por puntos distintos. En la Fig. C.4a se muestra el
ejemplo donde L2 pasa por A y L4 pasa por B; y el punto por el que pasa el link
L3 está denotado como X para considerar las dos posibilidades. Si el link L3 pasa
por A, entonces la trayectoria alrededor del cluster Cj (color verde) pasa por A-B,
y la trayectoria alrededor del cluster Ck (color azul) pasa por A-A, por lo que la
plaqueta queda asociada a los clusters Ci y Cj. En cambio, si L3 pasa por B, la
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B.2 Tres clusters

trayectoria alrededor del cluster Cj (color verde) pasa por B-B, y la trayectoria
alrededor del cluster Ck (color azul) pasa por A-B, entonces la plaqueta queda
asociada a los clusters Ci y Ck. En ambos casos, la plaqueta queda asociada a dos
clusters.

Ahora, supongamos que la plaqueta no está asociada al cluster Ci, esto indica
que el link L2 y el link L4 pasan por el mismo punto. En la Fig. C.4b se muestra
el caso donde ambos links pasan por A; y el punto por el que pasa el link L3 está
denotado como X para considerar los dos posibles casos. Si el link L3 pasa por A,
la plaqueta no está asociada a ningún cluster porque la trayectoria alrededor de
cada cluster pasa por A-A. En cambio, si L3 pasa por B, la trayectoria alrededor
del cluster Cj (color verde) pasa por B-A, y la trayectoria alrededor del cluster Ck

(color azul) pasa por A-B, por lo tanto, la plaqueta queda asociada a los clusters Cj

y Ck. De igual manera, la plaqueta sólo queda asociada a dos cluster o a ninguno,
según sea el caso.

En los dos ejemplos antes mencionados, el punto por el que pasa el link L3

determina cuales son los clusters asociados a la plaqueta, sin embargo, vemos que
siempre son dos o ninguno. A pesar de usar un ejemplo en particular, esto nos da
una noción de lo que sucede en las demás posibles configuraciones. Lo cual, nos
ayuda a descartar la posibilidad de que una plaqueta quede asociada a uno o tres
clusters.

(a) (b)

Figura C.4: Se muestra el caso donde los espines ~s1 y ~s2 pertenecen a un mismo
cluster y los espines ~s3 y ~s4 pertencen a distintos clusters. Las flechas de color indican
la trayectoria alrededor de cada cluster.
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B.3. Cuatro clusters

Ahora, analicemos el caso donde los cuatro espines de una plaqueta pertenecen
a cuatro clusters distintos. Para fines explicativos, decimos que los espines ~s1, ~s2,
~s3 y ~s4 pertenecen a los clusters Ci, Cj, Ck y Cl, respectivamente. Entonces, la
trayectoria alrededor del cluster Ci consiste de los links consecutivos L1-L4 (color
rojo); la trayectoria de Cj consiste de los links consecutivos L2-L1 (color magenta);
para Ck consiste de los links consecutivos L3-L2 (color verde); y para Cl consiste
de los links consecutivos L4-L3 (color azul), como se muestra en la Fig. C.5.

Si todos los links pasan por el mismo punto A o B, entonces la plaqueta no
está asociada a ningún cluster.

Recordemos que la plaqueta sólo está asociada a los clusters cuya trayectoria
pasa por A-B o B-A. Si tres links pasan por el mismo punto y el link restante pasa
por el punto contrario a los tres anteriores, como se muestra en la Fig. C.5a, enton-
ces la trayectoria alrededor de los clusters Ck y Cl cumplen lo antes mencionado.
De manera que la plaqueta queda asociada a estos dos clusters. Las trayectorias de
los clusters Ci y Cj (rojo y magenta), ambas pasan por A-A, por lo que la plaqueta
no se le puede asociar a estos clusters.

Si dos links pasan por A y los otros dos por B, como se muestra en la Fig.
C.5b, de igual manera la plaqueta sólo está asociada a dos clusters, en el ejemplo
mostrado, a los clusters Ci y Ck porque su trayectoria pasa por A-B (color rojo) y
B-A (color verde), respectivamente. La trayectoria de Cj (color magenta) pasa por
A-A y la trayectoria de Cl (color azul) pasa por B-B, por lo que ambos clusters
quedan descartados.

Para configuraciones similares a las mostradas en la Fig. C.5, es evidente que
la plaqueta siempre va a estar asociada a dos clusters y quedan descartados los
casos donde la plaqueta está asociada a uno o tres clusters.
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(a) (b)

Figura C.5: Se muestran dos ejemplos donde cada esṕın de la plaqueta pertenece
a un cluster distintos. Las flechas de color representan la dirección de la trayectoria
alrededor de cada cluster.

Ahora, veamos la configuración que se muestra en la Fig. C.6. En este caso,
aparentemente, la trayectoria para cada cluster pasa por A-B o B-A, según sea el
caso. Esto indica que dicha plaqueta está asociada a los cuatro clusters, lo cual es
contradictorio con todo lo antes mencionado. Sin embargo, dicha configuración no
es posible.

Figura C.6: Se muestra un ejemplo donde cada esṕın pertenece a un cluster distin-
to. Las flechas de color representan la dirección de la trayectoria alrededor de cada
cluster. Además, está señalado el punto por el que pasa cada link. Esta configura-
ción, aparentemente, causa que la plaqueta esté asociada a los cuatro clusters. Sin
embargo, dicha configuración no es posible.
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Para mostrar que la configuración de la Fig. C.6 no es posible, iremos “colo-
cando” los espines de manera que vayamos construyendo dicha configuración, para
que al final notemos una inconsistencia que causa que dicha configuración no se
pueda obtener.

Primero, coloquemos al esṕın ~s1 de manera arbitraŕıa, como se muestra en la
Fig. C.7a. Para que link L1 pase por B, necesariamente el esṕın ~s2 debe estar en
la región sombreada mostrada en la Fig. C.7b, ya que de otro modo el arco de
conexión mı́nimo entre estos dos espines, no pasaŕıa por B. Ahora, fijemos el esṕın
~s2, teniendo en cuenta la restricción antes mencionada. Para que el link L2 pase
por A, el esṕın ~s3 necesariamente debe estar en la región sombreada de la Fig.
C.7c, ya que de otro modo, el arco de conexión mı́nimo no pasaŕıa por A. De igual
manera, fijamos ~s3 con la restricción antes mencionada. Para que el link L3 pase
por B, necesitamos que ~s4 esté en la región sombreada de la Fig. C.7d, pero al
fijar ~s4 en esta región, causa que el arco de conexión mı́nimo entre el esṕın ~s1 y ~s4

pase forzosamente por B. Entonces, el link L4 no pasa por el punto A, como seŕıa
de esperase por la Fig. C.6. Por lo tanto, no es posible construir la configuración
mostrada en la Fig. C.6, lo cual descarta la posibilidad de que una plaqueta esté
asociada a cuatro clusters.
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(a) (b)

(c) (d)

Figura C.7: Se muestra una forma de tratar de crear una configuración que cumpla
que los links L1, L2, L3 y L4 pasen por los puntos B, A, B y A, respectivamente,
como se muestra en la Fig. C.6. Si fijamos el esṕın ~s1, para que el link L1 pase por
B, el esṕın ~s2 está restringido a estar en el área sombreada mostrada en (b). Una
vez, que hemos fijado los espines ~s1 y ~s2, para que el link L2 pase por A, el esṕın ~s3

debe estár en la región sombreada en (c). De igual manera, si queremos que el link
L3 pase por B, entonces el esṕın ~s4 debe estar en la región sombreada en (d). Sin
embargo, al hacer esto, notamos que el arco de conexión mı́nimo entre ~s4 y ~s1 pasa
forzosamente por B y no por A, como era de esperase. Lo que ayuda a concluir que
no es posible construir una configuración como la que se muestra en la Fig. C.6.
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