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Resumen

En este trabajo se presentan resultados numéricos del modelo XY bidimensio-
nal con el fin de analizar la transicién de fase de Berezinskii-Kosterlitz-Thouless
(BKT). Existe especial interés en la transiciéon de fase BKT porque la longitud
de correlacion tiende a infinito, sin embargo, no presenta ningin rompimiento de
simetria, como es demostrado por el teorema de Mermin-Wagner.

El algoritmo usado para la actualizacion de las configuraciones es el algorit-
mo de Wolff de multi-cluster. La formacién de clusters para la actualizacién del
sistema es de vital importancia porque sirve para introducir la nueva idea de los
semi-vortices. Explicamos la forma de identificar los semi-vortices, de manera que
le podemos asociar una semi-vorticidad a cada cluster. Esperamos que la semi-
vorticidad nos dé una nueva perspectiva de la dinamica del algoritmo y ademas
que sea un indicador de la transicion BKT.

Se presentan los resultados numéricos del estudio de la vorticidad, la semi-
vorticidad, el analisis y la interpretacion de los datos obtenidos. Por tltimo se
muestran las conclusiones hechas y la propuesta de los posibles caminos a seguir
para explorar la idea de semi-vorticidad.
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Capitulo 1

Introduccion

En este capitulo discutimos los conceptos fundamentales que conlleva al estudio
principal de este trabajo, el cual es la transicién de fase de Berezinskii-Kosterlitz-
Thouless (BKT).

Primero se introduce el concepto de transicion de fase y el papel que juega el
pardametro de orden, especialmente en sistemas ferromagnéticos. Posteriormente, se
presenta el modelo XY bidimensional y el teorema de Mermin-Wagner, senalando
por qué este modelo no presenta una transicién de fase asociada a un rompimiento
de simetria.

1.1. Transiciones de fase

Una fase es un estado de la materia donde la composicion quimica y las pro-
piedades fisicas de la sustancia, tales como la densidad o la conductividad, son
uniformes a escala macroscopica. La muestra debe ser suficientemente grande para
poder ignorar el efecto de las fluctuaciones.

Un fenémeno de interés es el proceso por el cual pasa el sistema, para ir de
una fase a otra denominado transicion de fase. Existe una gran variedad de tran-
siciones en sistemas distintos, por ejemplo: la transicion liquido-gas del agua a
vapor, la condensacién de Bose-Einstein, entre otros. En un esquema actual' pue-
den ser clasificados como: transicién de fase de primer orden? y transicion de fase
continua.

1Un esquema encontrado comtinmente en la literatura es el Esquema de Ehrenfest, en el cual
el orden de la transicién estd determinado por la derivada de la energia libre de menor orden que
presente una discontinuidad.

2También es conocida como una transicién discontinua.
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Las transiciones de fase de primer orden son las que presentan una disconti-
nuidad en la primera derivada de la energia libre. Un ejemplo tipico es del agua
al pasar de su fase sélida a su fase liquida, donde ocurre un cambio abrupto en
el volumen. Las transiciones de fase continuas son aquellas donde no hay calor
latente involucrado, es decir, el cambio de la entropia es continuo [1].

En la Fig. 1.1 se presenta el comportamiento cualitativo de diferentes cantida-
des fisicas: entropia S, energia E' y el calor especifico C'y. La entropia S se muestra
en dos situaciones diferentes: transicion de fase de primer orden (A) y transicion
de fase continua (C). En (A), S tiene una discontinuidad en la temperatura de
transicion Ty, mientras que en (C) sufre un cambio abrupto en el valor de la pen-
diente en la temperatura critica T.. En (B) se muestra la energia en funcién de
la temperatura. Al aumentar la temperatura, F da un “salto” en la temperatura
de transicién T;. Las transiciones de fase continuas se caracterizan por mostrar
una discontinuidad o divergencia en las derivadas de segundo orden, o mayor, de
la energia libre. En (D) se muestra que el calor especifico, que es una segunda
derivada de la energia libre, presenta una divergencia en T..

(A) (B)
i Liquido
s P AS E ,
AE
Sélido i
T: Temperatura T: Temperatura
©) (D)
S Cv
Te Temperatura Tc Temperatura

Figura 1.1: Ejemplo del comportamiento de distintas cantidades fisicas. Transi-
ciones de fase de primer orden se muestran en (A) y (B), donde se exhibe el com-
portamiento de la entropia y la energfa, respectivamente. En (C) y (D) se muestra
el comportamiento de la entropia S y el calor especifico Cy cuando se tiene una
transicién de fase continua.




1.1 Transiciones de fase

1.1.1. Parametro de orden

Para determinar cuando estamos en una fase u otra, existen distintas cantidades
fisicas caracteristicas del sistema que aportan dicha informacién. Unas cantidades
de gran importancia, para muchos procesos de transicion, son los pardmetros de
orden.

Los parametros de orden son distintos de cero en una fase y cero en otra fase.
Por ejemplo, en la transicién de fase gas-liquido®, la densidad de la fase liquida p;
es mayor que la densidad de la fase gaseosa p, y el pardmetro de orden se puede
definir como la diferencia de densidades p; — p, [1].

En sistemas ferromagnético como los que emula el modelo Ising, en dos o mas
dimensiones, existen dos fases definidas por la temperatura critica 7,.. El modelo
Ising bidimensional cuadrangular consiste en una malla o lattice* de L x L sitios.
Cada sitio del lattice carga un espin, cuyos valores son discretos y sélo pueden ser
s; = £1(1]). La funcién hamiltoniana para este sistema esta dada por

Hls] = —JZsisj - thi, (1.1)
(i) ¢

donde [s] es la configuracién completa de los espines, es decir, la orientacién de
cada espin en el lattice; el stmbolo (ij) indica la suma sobre los vecinos inmediatos;
> indica la suma sobre los L? espines; J > 0 es la constante de acoplamiento y h
uzn campo magnético externo.

El modelo Ising presenta transicion de fase para dos o mas dimensiones. A pe-
sar de la dificultad para obtener una expresién analitica de la funciéon de particion,
en el caso de dos dimensiones existe una solucién exacta que fue propuesta por On-
sager en 1994 [2]. Para dimensiones mayores a dos no existe una solucién analitica
conocida, sin embargo, existe una gran variedad de aproximaciones analiticas para
determinar las distintas propiedades del sistema, como la temperatura critica [3-5].
Otra forma de poder estudiar el sistema es mediante simulaciones computacionales,
de lo cual se hablara a detalle en el siguiente capitulo.

Para estudiar las propiedades colectivas del sistema es necesario tomar el pro-
medio pesado de todas las configuraciones posibles. Considerando que el sistema se
encuentra en equilibrio, las configuraciones siguen la distribucion de probabilidad

3Esto ocurre, por ejemplo, a presién constante y disminuyendo la temperatura.
4En todo el trabajo se ocupard el término lattice.
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de Boltzmann. La probabilidad de una configuracién [s] esta dada por

_exp(=BH]s])

p([s], B) = O (1.2)

donde 8 = kB#T, con T' la temperatura del sistema y kg la constante de Boltzmann
[6]. La funcion de particion Z(f3) se define como

Z(8) =Y exp(—=BIH[s]), (1.3)
[s]

la suma es sobre todas las posibles configuraciones del sistema.
El valor esperado térmico de una observable O se obtiene de la siguiente forma

(0) = 0([s]) p([s], ). (1.4)
[s]
De esta manera se puede obtener, por ejemplo, la energia promedio E del sistema

E=(H) = H(s])p([s], B). (1.5)
[s]
También se puede definir la entropia S,

S = % +kplog (Z(8)). (1.6)

La magnetizacion de una configuracién esta dada por
Ms] =) si. (1.7)

En presencia de un campo magnético externo h # 0, la magnetizacion promedio
del sistema estd dada por M = | (M) |. Si h = 0, el sistema presenta una simetria
Zs, por lo que es invariante al aplicar la transformacién s; — —s;, para todos los
sitios ¢ del lattice. En este caso, los espines tienen la misma probabilidad de estar
arriba (1) o abajo ({), lo que implica (M) = 0. En esta situacién la cantidad que
es de interés es

My = lim (M(T, h)). (1.8)

h—0t




1.1 Transiciones de fase

El limite por la derecha h — 0" permite asegurar que la magnetizacién del sistema
tenga un valor positivo.

Reducir el valor de h es muy pesado computacionalmente porque se necesitaria
alcanzar el equilibrio térmico para cada valor de h. Una alternativa para la ec.
(1.8), que trata de capturar el comportamiento, es

M = (!ZSZ-D = ([Ms]]) - (1.9)

En este caso, M puede ser considerada como el parametro de orden, el cual nos
cuantifica cuantos elementos estan “ordenados” de la misma manera. Nétese que en
la ec. (1.9) estamos considerando (|M[s]|) y no (M[s]) porque en sistemas finitos
(M[s]) = 0 para T" > 0 lo cual lleva a resultados incorrectos. Para evitar este
problema tomamos el valor absoluto de la magnetizacién como se senala en Ref.
[7].

En la fase desordenada o simétrica, es decir, cuando la temperatura 7' es mayor
que la temperatura critica (7" > T,), los espines apuntan en direcciones aleatorias
por lo que, en el limite termodinamico L — oo, M = 0. Para T' < T,, M es
distinta de cero, rompiendo la simetria del sistema, a lo que se llama: magnetizacion
espontdnea.

La temperatura critica puede cambiar de valor o puede dejar de haber transicién
de fase al variar los parametros del sistema. Tomando como ejemplo el modelo
[sing, en la presencia de un campo magnético externo no hay transicion de fase.

M M) — T<T.

Tc  Temperatura 0 Campo externo h

Figura 1.2: En la imagen de la izquierda se muestra, de manera simbdlica, M
como funcién de la temperatura, sin campo magnético externo. En la imagen de la
derecha se muestra (M) como funcién del campo magnético externo. Para T < T,
(M) es discontinua en h = 0, debido a que la presencia de h genera una direccién
preferencial para los espines, asi al reducir A por la derecha corresponde al caso de
la ec. (1.8).
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1.2. Variables termodinamicas

A partir de los potenciales termodinamicos de un sistema, es posible calcular
sus variables termodindmicas [1]. El potencial libre de Helmholtz tiene la forma

F=E-TS, (1.10)

donde E es la energia interna del sistema, T' la temperatura, S la entropia. Si
consideramos la primera ley de la termodinamica

dE = TdS + hdM, (1.11)

con h el campo magnético externo y M la magnetizacion del sistema. Entonces,
de las ecs. (1.10) y (1.11) se obtiene

dF = —SdT — M dh. (1.12)

En sistemas ferromagnéticos, unas variables que dan una nocién del compor-
tamiento del sistema son: la magnetizacién M, la susceptibilidad magnética y, la
energia F y el calor especifico Cy . En el caso del modelo Ising en dimension d > 2
sin campo magnético externo, en el limite termodindmico, Cy y x divergen en la
temperatura critica. Cabe resaltar que las transiciones de fase sélo ocurren cuando
el tamano del sistema tiende a infinito debido a la limitacién de las fluctuaciones
en sistemas finitos. En la practica no es posible estudiar sistemas infinitos, regular-
mente se estudia al sistema en distintos tamanos y posteriormente se extrapolan
los resultados, por lo que es conveniente obtener variables intensivas [7, 8]. A partir
de la ec. (1.12) podemos obtener las siguientes expresiones

1 (OF
m= i (_8h>T’ (1.13)
1 (9*F
= (), .
T (0*F




1.3 Modelos de espines clésicos

1.3. Modelos de espines clasicos

Los modelos de espines clédsicos estan formulados en un lattice d-dimensional.
En cada sitio i € Z¢, se coloca un espin cldsico. Un espin clsico es un vector N-
dimensional, §; € RV, regularmente se trabaja con espines normalizados |5;| = 1.
La funcién hamiltoniana del sistema esta dada por

HE =T &5 —h-> &, (1.16)
(ig) i

donde [§] es la configuracién completa de los espines. Como en la ec. (1.1), (ij)
indica la suma sobre los vecinos inmediatos; J es la constante de acoplamiento,
si J > 0 el sistema es ferromagnético debido a que la alineacién de los espines
minimiza la energia’; y h es el campo magnético externo.

Este tipo de modelos son conocidos como modelos o no lineales o modelos
O(N). En ausencia de un campo magnético externo, h= 6, los modelos presentan
una simetria global O(N),% es decir, la energia se mantiene invariante si todos los
espines sufren la misma rotacién. El valor esperado de la magnetizacién es cero
(M) = 0, donde M esté definido como una generalizacién de la ec. (1.7).

Los modelos més conocidos son:

N =1 | Modelo Ising | s; € {—1,1}
N =2 | Modelo XY S; = (cos(b;), sin(6;))
N =3 | Modelo de S; = (sin(¢;) cos(6;), sin(¢;) sin(6;), cos(¢;))

Heisenberg

Tabla 1.1: Modelos ¢ no lineales de 1,2 y 3 dimensiones.

A pesar de que el modelo Ising es muy simple, ha tenido mucho éxito en des-
cribir la fisica de los fenémenos criticos. El modelo de Heisenberg es la forma mas
eficaz de describir materiales ferromagnéticos. El modelo XY empezd a recibir
atencién debido a que es una representacion simple para estudiar la transicién de
fase de helio superfluido, también conocida como transicion A [9, 10]. Cuando el
helio-4 se encuentra a una presién menor a 25 atm y su temperatura se reduce

En el caso que J < 0 el comportamiento del sistema es anti-ferromagnético.
5En el caso del modelo Ising la simetria es Zs, como se mencioné en la seccién 1.1.
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por debajo de 2.18 K se convierte en un “superfluido” de viscosidad cero. De igual
manera, si el helio-3 se encuentra a una presién menor a 34 atm y su temperatura
es menor a 0.0025 K, entra en una fase de superfluidez.

S. Manabe, K. Hasselmann y G. Parisi han sido galardonados con el premio
Premio Nobel de Fisica 2021 [11]. Parte del trabajo de Parisi es el estudio de vidrios
de espines. Los vidrios de espines consisten de un lattice, similar al modelo Ising,
cuya constante de acoplamiento varia aleatoriamente entre los espines. Debido a
esto, los espines tienden a estar desordenados y el sistema no presenta orden de
largo alcance. A pesar de la falta de orden, Parisi encontré cierto tipo de “orden” en
el desorden [12-14]. Su trabajo ha permitido una mejor compresién de fenémenos
aleatorios, ademas sus ideas han sido abstraidas a muchos otros sistemas complejos.

1.3.1. Modelo XY bidimensional

El modelo XY bidimensional consiste de un lattice de L X Ly sitios, y en cada
sitio hay un espin cldsico bidimensional [15]. Por simplicidad, en este trabajo, se
elige Ly = Ly = L y con condiciones periddicas sobre las fronteras, esto es

N

(@,L+1) = 3(z,1) Vee{l,...,L},
(L+1y) = S(1y) Vye{l,...,L}.

—~

(1.17)

!

[V2)

Cada espin 5; € R? estd normalizado, |5;] = 1. Asi, se puede parametrizar s; con
un dngulo 6;, §; = (cos(6;), sin(f;)) como se muestra en la Tab. 1.1. Para cada
sitio i del lattice, donde el indice i = (x,y) con z,y € {1,2,...,L}.

Para el modelo XY bidimensional en presencia de un campo magnético externo
h = (h,0), la ec. (1.16) es reescrita como

H[s] = —JZCOS(& —0;) — hZcos(@i). (1.18)
(ig) g

En presencia de un campo magnético externo, el sistema pierde la simetria global
por lo que (M) # 0. Por la forma de h = (h,0) que estamos considerando, tendre-

—

mos que la magnetizacién del sistema va a estar determinada por M = | (M) | =

|5 (cos(6,) |




1.4 Teorema de Mermin-Wagner

ooy b ey
Ty A
¢‘(J'\ fﬂ.“(
‘x‘-\.‘.‘f\
A S N T
- e L WU . S

Figura 1.3: Representacion esquematica de una configuracion del modelo XY bi-
dimensional.

En todo el trabajo se usan unidades de temperatura que corresponden a kg = 1,
por ende 5 = 1/T es el inverso de la temperatura. La funcién de particién del
sistema esta dada por

27 21T L?
Z:/ / Hd@kexp {B(J
0 0 k=1

Debido a la complejidad de este término, no es posible obtener una expresion
completa que sea factible de manejar y logre obtener las distintas propiedades del
sistema, de manera analitica. Es por ello que en el siguiente capitulo estd dedicado
a explicar como obtener dichas propiedades de manera computacional.

> cos(0; — 0;) + h Z cos(ez-)ﬂ . (1.19)

(ih]

1.4. Teorema de Mermin-Wagner

Cuando se refiere a transiciones de fase, un aspecto importante es la dimensién
del sistema. Un modelo puede o no presentar transiciéon de fase dependiendo del
espacio donde esté formulado. Por ejemplo, el modelo Ising presenta magnetizacion
espontanea para dimensiones mayores a uno [2-5].

Conforme la dimension espacial d decrece, las fluctuaciones tienden a tener
un mayor alcance y aparecen a un bajo costo energético, lo cual implica que la
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estabilidad del estado ordenado se vea destruido. La relacion entre la dimensién de
sistemas y la existencia de transiciones de fase ha sido tema de multiples trabajos,
por ejemplo Refs. [16-18].

En 1966 N. D. Mermin y H. Wagner [16] publicaron su trabajo donde mos-
traban que no podia existir magnetizaciéon espontéanea para el modelo isotrépico
de Heisenberg unidimensional y bidimensional. Para el caso de espines clasicos, el
teorema sostiene que en sistemas con interacciones de corto alcance y con grados
de libertad continuos, la magnetizacion espontanea no tiene lugar a temperaturas
finitas en dimensiones d < 2 [4]. De manera mds general, el teorema establece la
existencia de una dimension critica donde el efecto de las fluctuaciones térmicas
no afecta la estabilidad del estado ordenado del sistema [17, 18].

Para mostrar que el modelo XY bidimensional no presenta magnetizacion es-
pontanea [5], nos apoyaremos en el modelo XY d-dimensional y en la desigualdad
de Cauchy-Schwarz,

| (AB*) |* < (AA*) (BB*) . (1.20)

El problema se resume a elegir las transformadas de Fourier A, B de manera que
(AB*) sea proporcional al pardmetro de orden y cuyo valor se tienda a cero con-
forme el campo magnético externo tienda a cero,

(1.21)

L% es el nimero total de espines en el lattice; ¢ es el angulo del espin con la
etiqueta j; 7 es el vector de la posicién del espin sj; ¢ el momento y H la funcién
hamiltoniana descrita en la ec. (1.18).

Primero veamos que

A (@)) = 77 30 3 e F <g_”9f sin<ej>> | (1.22)

j=1 I=1

Usando que
w0310

- 1.2
00, B 00, (1.23)

e

10



1.4 Teorema de Mermin-Wagner

e integrando por partes

De P Jsin(6;)
—BH
/ | Idﬁk 9 sin(f / | |d9ke a0,

l

podemos expresar el ltimo término de la ec. (1.22) de la siguiente forma

OH
<5_9l sin (6 > / H dOy e 8_(91 sm(@ )

_ é/gdeke—ﬂﬂw — 1 (cos(6))) 0y

00, 6]

Sustituyendo el resultado anterior en la ec. (1.22), obtenemos

(A(q)B*(7)) LQd Z cos(0r))

Recordando la definicion de la densidad de la magnetizacién:
m =M = | Z (cos(6;)) |, obtenemos

e 2 2

N\ ok o 1 m
[(A@)B* (@) |* = '—Mzd ;_lﬁ (cos(0)) | = R

Por otro lado,
rd rd

1 H OH 0K
B(7)B*(&)) = —iq-(7j—T )
(BB D) = 7 2 Y < 0 aa,>

Usando la ec. (1.23) e integrando por partes

De=PH ﬁfH 0?H
—BK
/ chek 0, / Hde’“e 06,00,

(1.24)

(1.25)

(1.26)

(1.27)

(1.28)

(1.29)

11
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podemos reescribir el ultimo término de la ec. (1.28) de la siguiente manera

7ﬁg_€ 82%

o3 IH\ 1 (& OH OH
= — 7ﬁf}{ 1
<ae ael> Z / H‘w’“ 06, 00,  BZ / H 860,00, (1.30)

2
Para el término 82—8% existen diferentes casos dependiendo de la relaciéon entre
los indices [ y j.

= Si /= j, entonces tenemos que

O*H O*H
= = 1.31
0.0, 702 JZCOS — 014,) + hcos(6)), (1.31)

donde > indica la suma es sobre los 2d vecinos inmediatos de .

v

= Sily 7 son indices vecinos

929K
96,00, = 26 [Jzujsm 0;4,) + hsin(0;)| = —Jcos(0; —6;). (1.32)
= En otro caso 00
(1.33)

960,00;

Sustituyendo los resultados de las ecs. (1.31) a (1.33) en (1.30), se llega a lo si-

guiente

%[JZ (cos(6; — b)) + h(cos(fy)) | sij=1,

osconc\ 7 - |
90, 06, | — _EJ (cos(8; — b)) si j y [ son vecinos,
0 en otro caso.

(1.34)
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1.4 Teorema de Mermin-Wagner

Sustituyendo la ec. (1.34) en (1.28), obtenemos

(B(7)B* BLM Z (JZ cos(y — 04)) + h <cos(91)>>

— BLQd Z eI (cos(6) — O14,)) -
(lv)

(1.35)

Debido a que > representa la suma sobre los vecinos inmediatos de [, tenemos
14

que Ze (=) = Z 2 cos(g;), donde ¢; representa la i-ésima componente de

q. A causa de la 1nvar1anza de traslacion que presenta el lattice con condiciones
periddicas en la frontera, el término > (cos(6; — 6;1,)) se puede expresar como

2d (cos(0; — 0,15)), donde | + © representa algin vecino de [. Dicho lo anterior,
podemos reescribir a (1.28) como

(B(7)B*(7)) = 5L2d Z (Qd 23 cos(qz)> (cos(b) — O45)) + Bfgd Zl: {cos(6))). (1.36)

=1

Teniendo en cuenta que 1 — cos(z) < 2?/2, Vx € R, podemos ver que

d d
2d — 2 cos(qi) < >°q¢2 =|¢|? Por lo tanto

(B(7)B*(q)) < ﬁ;d D 171 (cos(r — bu45)) + #Z«m(el». (1.37)

Teniendo en cuenta que cos(z) < 1, Va € R, se obtiene que

J|q|2+h

T (1.38)

B(B(@)B"(7)) <

A partir de la ec. (1.21) obtenemos que

D (A@)A(q)) = Z sin’ 1, (1.39)

q
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1. INTRODUCCION

donde hemos usado - " e T~ = 4.
q
Usando la ec. (1.20) tenemos que

S DRI < ¥ @@, (1.1)

q q

Sustituyendo los resultados de las ecs. (1.27), (1.38) y (1.39) en (1.40) se obtiene
la desigualdad

1, 1
— —— <1 1.41

En el limite termodindmico, LY — oo, se cumple la transformacién

Ldz /ddq (1.42)

donde la integral es sobre la zona de Brillouin, es decir, [ d‘¢= [--- [ dqi...dg,
BZ —7
[5]. Por lo tanto, la ec. (1.41) se puede reformular como

dd_’
1. 1.4
B/Qﬂdﬂq\?—l—h_ (1.43)

En ausencia de un campo magnético externo, h — 0, para d > 2 la desigualdad
esta bien definida para m finito. Sin embargo, para d < 2 la integral diverge si
h — 0, la desigualdad se cumple si m — 0 conforme h — 0, es decir, magnetizacion
esponténea no puede ocurrir en la ausencia de un campo externo [4, 5].

La ausencia de magnetizacion espontanea en el sistema no descarta la posibili-
dad de algtn tipo de transicion de fase, lo cual sera explicado en el tercer capitulo.
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Capitulo 2

Simulaciones Numéricas

En este capitulo se presenta el motivo de por qué usar simulaciones numeéri-
cas para describir el comportamiento de un modelo. Ademas, discutimos algunos
conceptos y resultados que son relevantes para que las simulaciones sean factibles
y logren el comportamiento deseado. En particular se mostrara la idea detras del
método de Monte Carlo.

Cuando se trata de problemas de fisica estadistica o al tratar de describir las
propiedades de un sistema con una gran cantidad de grados de libertad, en la
mayoria de los casos, resulta imposible obtener una soluciéon analitica que capture
todas las configuraciones, es por ello que regularmente se recurre a aproximaciones
o métodos computacionales. En este capitulo dejamos a un lado las aproximaciones
analiticas y nos enfocamos en los métodos computacionales para recabar los valo-
res esperados de las observables. Sin embargo, capturar todas las configuraciones
posibles, aun con la gran cantidad de recursos computacionales y el aumento en su
velocidad, puede llegar a tomar una cantidad inmensurable de tiempo de cémputo?
si no se desarrollan algoritmos inteligentes. El siguiente punto tiene la finalidad
de explicar el método de Monte Carlo, lo cual hace posible obtener resultados con
incertidumbre controlada.

2.1. Simulaciones de Monte Carlo

Al tratar de analizar un sistema, el objetivo es obtener los valores esperados de
las observables. En los calculos de tipo Monte Carlo se miden las propiedades del
sistema para un conjunto de configuraciones, por lo que se obtiene un muestreo

LEl tiempo no es viable para situaciones realistas. Por ejemplo, en el modelo Ising para un
volumen V = 48 x 48, se necesita sumar sobre ~ 10594 configuraciones para obtener la integral
funcional completa.
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2. SIMULACIONES NUMERICAS

de los valores de las observables del sistema, a partir del cual se pueden obtener
estimaciones estadisticas de dicha propiedad.

En los métodos de Monte Carlo se trabaja con un subconjunto de estados
{p1, pa, . . ., i } dados por una distribucién de probabilidad p,,,. La forma de ob-
tener un estimado de una observable O, dadas n configuraciones {1, fta, - - ., fin },
es

n
X e
<O> ~ On =

n BE
> pple
pi=1

, (2.1)

donde p,,, es la probabilidad de seleccionar la configuracion u;; O, es el valor de
la observable y E,, la energia en la configuracion y; [8].

Una forma de realizar este tipo de calculos seria crear configuraciones de manera
aleatoria, eligiendo p,, = %, repetidamente hasta tener la cantidad de muestreos

deseados. La ec. (2.1) se reescribe como

> Oy P
O, == (2.2)
Z e_ﬁEMj

pi=1

A pesar de que esta sea la forma mas directa de medir, para que sea precisa
se requiere que la cantidad de configuraciones generadas sea muy grande. En
consecuencia, queremos que las probabilidades p,, sigan la distribucién de Bol-
tzmann, es decir, que la probabilidad de una configuracion esté dada por la ec.
(1.2), py, = Zte PP por lo que se obtiene

_ 1 <
n Hi ( 3)

pi=1

Esta idea detras de los métodos de Monte Carlo es llamada muestreo por impor-
tancia [7, 8.

El problema se concentra en encontrar la forma de generar las configuracio-
nes con la distribucion de Boltzmann. Una manera ingeniosa de generar dichas
configuraciones es usando cadenas de Markov.?

Sea X = {X,,},,>1 un proceso estocdstico, el cual vamos a suponer numerable.

2Definiciones y propiedades se muestran en el Apéndice A.
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2.1 Simulaciones de Monte Carlo

Sea . el conjunto de posibles configuraciones del sistema.

Definicién 2.1.1 Decimos que es una cadena de Markov si satisface
P(Xn—l-l = Hn+1 ’ Xn = pny -+, X1 = Nl) = P(Xn—i-l = HUn+1 | X = Nn)a

tal quen € N y u; € 7.

Esta propiedad indica que la probabilidad para generar una nueva configuracion
no depende de la historia de las configuraciones anteriores, solo de la configuracion
actual. Dicha propiedad también es conocida como pérdida de memoria.

Para asegurar que la dinamica del modelo sea la deseada y siga la distribucién
de Boltzmann, la cadena de Markov debe cumplir con:

Ergodicidad

La condicion de ergodicidad nos asegura que de una configuracion es posible llegar
a otra en una cantidad finita de pasos. Esto es que todas las configuraciones sean
accesibles.

Balance detallado

Es la condicién que garantiza que el sistema tiende a convergir a una distribu-
cion estacionaria, es decir, la distribucién de probabilidad no depende del tiempo.
La cual se puede expresar como

PPl = v) = p,P(v = p), (2.4)

donde P(u — v) es la probabilidad de ir de la configuracién p a la configuracion
vy pu la probabilidad de estar en la configuraciéon p. En nuestro caso, queremos
que las probabilidades p,, tiendan a seguir la distribucién de Boltzmann. La con-
dicion de balance detallado se interpreta que el sistema, en promedio, pasa de la
configuracion p a v, tantas veces como de v a .

Existen diferentes tipos de algoritmos para la actualizacion de las configuracio-
nes. Unos de los algoritmos méas famosos de métodos de Monte Carlo son: algoritmo
Metropolis [19] introducido en 1953; el algoritmo Swendsen-Wang [20] introducido
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2. SIMULACIONES NUMERICAS

en 1987 para el modelo de Potts ?; el algoritmo de Wolff [21] publicado en 1989
para modelos O(n) y en particular para el modelo XY [22]; el algoritmo heat-bath
[7]. Para un explicacién detallada de estos algoritmos constiltese [7, 8.

En este trabajo, para la actualizacién de las configuraciones se usa el algoritmo
de Wolff de multi-cluster para el modelo XY, el cual, hasta donde hemos podido
estudiar, es el algoritmo mas eficiente conocido.

2.2. Algoritmo de multi-cluster

Este algoritmo implica la creacion de multiples clusters en el sistema de manera
que dichos clusters cubran todo el lattice. El objetivo es que la actualizacion de
todos los espines que pertenezcan a un cluster sea de manera colectiva [22].

El primer paso es generar un vector unitario 7y € R2?, de manera aleatoria,
para definir una linea de referencia en el sistema. El vector 7} se conoce como
vector de Wolff y la linea perpendicular a 7y, se conoce como linea de Wolff (lw).
Similar al modelo Ising, se puede decir que un espin s; se encuentra en la parte
“superior” o “inferior” respecto a ly .

= Siry - s; >0, decimos que el espin se encuentra en la parte “superior”.
= Si 7y - s; <0, decimos que se encuentra en la parte “inferior”.

En la Fig. 2.1 se muestra la parte superior de color azul y la parte inferior de color
rojo, definidas por Iy .

El segundo paso consiste en revisar los links del lattice y crear bonds entre
los espines. Un link es la conexién de un espin con uno de sus vecinos y un bond
conecta dos espines indicando que pertenecen al mismo cluster. Se revisa un espin
5; y dos de sus vecinos cercanos, es decir, 5;, y §; +Q,4 denotados por sj. Para un
lattice rectangular bidimensional, se excluyen 5, j y §,_5 para evitar que un link
sea revisado més de una vez. Si 5; y s; no se encuentran en el mismo semi-plano,
entonces no se crea un bond.

3El modelo de Potts consiste de un lattice y en cada sitio del lattice se coloca un espin
bidimensional cuyo valor angular puede tomar g posibles valores de manera uniforme sobre el
intervalo [0, 27), es decir, § = 27n/q con n =0,1,...,q — 1.

4Los vectores unitarios 1 y 2 indican las direcciones de los dos ejes del lattice. Ademés, las
condiciones periédicas en la frontera son consideradas.
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2.2 Algoritmo de multi-cluster

=2rw(s;i - rw)

Figura 2.1: El vector y la linea de Wolff denotados por 7y y Iy, respectivamente. Al
reflectar el vector §; (azul) respecto a lyy se obtiene §;’ (rojo), es decir, al actualizar
al espin §; se obtiene §;' = & — 27y (S; - Fw ).

Para determinar si 5; y s; se encuentran en el mismo semi-plano basta con
revisar el producto punto con 7. Si (§; - 7w) y (S - ¥w) tienen el mismo signo,
entonces se encuentran en el mismo semi-plano. Ahora, consideremos el cambio
de la energfa de acoplamiento entre s; y §;. Sea [ = —5;-5; y I' = —§;-5;', con
5;" =8 —27w(8; - Tw), es decir, §;’ es el resultado de reflejar s; respecto a la
linea de Wolff. El cambio de la energia esta dado por

AH =T — T =27y - ) (Fw - 5). (2.5)

Si AH > 0, ambos espines se encuentran en el mismo semi-plano. En este caso, se
crea un bond entre los espines con probabilidad P,

P=1—exp|[—BAH| =1—exp | —28(Fw - 5)(Fw - ;)| (2.6)

Se repite el paso anterior hasta que todos los links del lattice hayan sido revisados.
El orden no afecta la simulacion, sin embargo, en nuestras simulaciones, los espines
se revisan recorriendo el lattice en sentido lexicografico.

El cuarto paso consiste en identificar los clusters del sistema como se muestra
en la Fig. 2.2. Un cluster es un conjunto de espines que estan conectados mediante
los bonds, directamente o indirectamente. Para identificar, de manera eficiente, los
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2. SIMULACIONES NUMERICAS

clusters se usa el algoritmo Hoshen-Kopelman [23].° La complejidad del algoritmo
Hoshen-Kopelman es ~ O(L?), es decir, es lineal respecto al volumen del sistema.
Esto es un punto crucial para la eficiencia de las simulaciones, pues permite simular
sistemas de gran tamano en un tiempo de computo factible.

El siguiente paso consiste en la actualizacién de los espines. Cada cluster es
elegido para ser actualizado con probabilidad p = % En el caso que haya actualiza-
cion, todos los espines del cluster son modificados de la forma s; — §;—2 7y (7 - 57 ),
es decir, son reflejados respecto a la linea de Wolff como se muestra en la Fig. 2.1.
En el caso que no haya actualizacién, los espines no son modificados.

Una vez que todos los clusters hayan sido revisados, se miden las observables
de interés. Después, se genera otro vector unitario 7y, de manera aleatoria y se
hace todo el procedimiento nuevamente.

De esta manera, el algoritmo cumple ergodicidad y balance detallado como se

muestra en Refs. [21, 22].

(b)

Figura 2.2: Ejemplo de la formacién de clusters. Los nodos negros representan los
espines; las lineas azules los bonds. Para resaltar que las condiciones periddicas en
la frontera también son consideradas se muestra la linea azul punteada que tam-
bién representa un bond. Los colores hacen referencia a las etiquetas de los clusters
encontrados.

'LTH

5El procedimiento de este algoritmo se describe en el Apéndice B.1.
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2.2 Algoritmo de multi-cluster

Resumiendo los pasos anteriormente explicados, el procedimiento es el siguien-
te:

1. Se crea un vector aleatorio 7y € R? tal que |Fy| = 1, y la linea de Wolff
lw perpendicular a 7y .

2. Se elige un espin del lattice §; y se revisan los vecinos inmediatos §;, es
decir, 5,7 ¥ 5,5

—

- Si (Fw - s;) y (Tw - §;) son de signos diferentes, entonces no se crea el
bond.

- Si (7w - §;) y (Tw - 5;) son de signos iguales, se crea un bond entre los
espines con probabilidad P,

le—exp —25(77Wg;)(7?ws;) .

3. Se repite el paso anterior hasta que todos los links del lattice hayan sido
revisados.

4. Una vez establecidos todos los bonds del sistema, con el algoritmo Hoshen-
Kopelman, se identifican los clusters.

5. Cada cluster es elegido para ser actualizado con probabilidad p = % En el
caso que haya actualizacion, todos los espines del cluster son cambiados
de la forma $; — §; — 27 (T - $;). En el caso que no haya actualizacion,
los espines del cluster no son modificados.

6. Medicion de las observables de interés en caso de que sea requerido.

7. Repetir el proceso hasta obtener la estadistica deseada.

Este algoritmo puede modificar simultaneamente todos los espines de un clus-
ter, de manera que todos los clusters sean independientes entre si. Ademads, se
puede considerar tener un estimador mejorado (“improved estimator”). A partir
de una configuracion con n clusters se puede capturar un “sub-ensamble” de 2"
configuraciones. En algunas situaciones la observable de interés puede ser calculada
de cada una de estas 2" configuraciones sin tener que generarlas, lo cual incrementa
draméaticamente la estadistica sin la necesidad de generar nuevas configuraciones
explicitamente.
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2. SIMULACIONES NUMERICAS

2.2.1. Obtencion de datos

Para comenzar con la simulacién se genera una configuracion inicial [$)]. La
configuracion inicial es llamada hot-start si los angulos 6;, de todos los espines de la
configuracion, son seleccionados de manera aleatoria. Por el contrario, se denomina
cold-start si el valor de 6; es el mismo para todos los espines.

Como se mencioné anteriormente, la distribucién de las configuraciones tiende
a convergir a la distribucién de Boltzmann conforme se van actualizando las con-
figuraciones. Las configuraciones iniciales hot-start y cold-start no son generadas
con la distribucién deseada, por lo que se debe actualizar el sistema un nimero
Nier de veces hasta alcanzar el “equilibrio”. Cabe resaltar que el valor de N,
se determina de manera empirica y ademas depende de diversos factores, como
la temperatura o de la observable de interés. Este proceso es conocido como la
termalizacion del sistema. La analogia fisica es colocar al sistema en un “bano
térmico”. Una vez alcanzado el equilibrio se comienza a extraer los datos del sis-
tema (véase Fig. 2.3). Cabe resaltar que no siempre se puede asegurar se llegue
al equilibrio. En el caso de vidrios de espin el sistema queda atrapado en estados
metaestables. Esto se debe a que no existe orden de largo alcance y los efectos
de la geometria y/o interacciones entre espines dan lugar a que el sistema quede
“frustrado” causando que no se logre un estado ordenado para todos los espines
[7].

Entre cada medicion hecha se actualiza el sistema N;,q veces sin hacer medicién
alguna para obtener configuraciones que sean estadisticamente independientes. Se
sigue el mismo procedimiento hasta tener n mediciones que seran usadas para
obtener un valor estimado de las observables de interés.

1. Se genera la configuracion inicial [sg ], ya sea hot-start o cold-start.
2. Nier actualizaciones son realizadas hasta alcanzar el equilibrio.

3. Se mide la observable O de interés cada N;,q actualizaciones.

4. Se repite el paso 3 hasta obtener n mediciones {01, Oy,...,0,}.

5. Se obtiene el valor estimado O,, dado por la ec. (2.3) y se calcula el error
con el método de jackknife.b

6La explicacién del método jackknife puede consultarse en el Apéndice B.3.
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2.2 Algoritmo de multi-cluster

—— Hot start
—— Cold start

Termalizacion Equilibrio

O[s]

(O)

NUmero de actualizaciones

Figura 2.3: Se muestra dos ilustraciones del valor de la observable a partir de dos
configuraciones iniciales distintas. El eje vertical representa el valor de una observable
O y el eje horizontal el nimero de actualizaciones. Una vez que llega al equilibrio,

que es independiente de la configuracién inicial, medimos n veces, de manera que

obtenemos un conjunto {0y, 09, ...,0,} de datos para ser colocados en la ec. (2.3).
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Capitulo 3
Transicion de fase

Berezinskii-Kosterlitz-Thouless

En este capitulo se presenta el tema principal de este trabajo: la transicion de
fase de Berezinskii-Kosterlitz-Thouless (BKT). Se muestra la inconsistencia entre
distintos resultados que no podian ser explicados con los conocimientos que se
tenian en los anos sesenta y que dan lugar a buscar una nueva forma de describir
el fenémeno. Se introduce el concepto de transicion de fase topologica y vorticidad.

Por 1ltimo, se muestran las nuevas ideas que se abordan en este trabajo para
poder tener una forma de caracterizar la transicion de fase y tener una mejor
comprension del papel de la vorticidad en la transicion BTK.

3.1. Historia

En 1968, H. E. Stanley publicé un articulo que indicaba la posible existencia
de una transicién de fase para el modelo XY bidimensional [24]. La evidencia de
la transicién de fase fue principalmente derivada del comportamiento de la expan-
sion en serie de la susceptibilidad magnética en el régimen de altas temperaturas.
Otro trabajo similar hecho por M. A. Moore [25], enfocado en el régimen de altas
temperaturas, también indicaba la posible existencia de una temperatura critica
T, > 0 y confirmaba los resultados obtenidos por Stanley. Un articulo publicado
en 1967 por F. Wegner [15] mostraba que la susceptibilidad divergia en el régi-
men de bajas temperaturas, es decir, existe una fase “critica” para todo un rango
de temperaturas T' < T,. Por lo tanto, los resultados indicaban una fase de baja
temperatura con susceptibilidad magnética infinita y una fase de alta temperatura
con susceptibilidad finita, lo cual indicaba la posible existencia de una transicién

24



3.2 Vértices y anti-vortices

de fase. Por otro lado, el teorema de Mermin-Wagner muestra, en particular, que
para el modelo XY bidimensional no existe magnetizacion espontdnea. Ademsds,
el trabajo numérico de un sistema bidimensional de discos duros hecho por Alder
vy Wainwright, presentaba evidencia inconclusa de una transicion de fase entre el
estado sélido y gaseoso [26]. Ante ambas inconsistencia se debia de buscar una
explicacién que fuera congruente. La soluciéon fue introducir la idea de defectos
topoldgicos.

En el caso del modelo XY los defectos topologicos son mejor conocidos como
vortices. El primero en introducir el concepto de vorticidad fue V. L. Berezinskii en
sus trabajos [27, 28]. D. Thouless, M. Kosterlitz y D. Haldane' en el 2016 fueron
galardonados con el Premio Nobel de fisica por sus aportaciones a transiciones de
fase topoldgicas y fases topoldgicas de la materia [29-32].

3.2. Vortices y anti-voértices

Debido a que el concepto de largo alcance no es eficaz para el modelo XY, se
introduce la nocion de defectos topoldgicos. Un defecto topolégico se caracteriza
por alguna regién central donde el orden del sistema es destruido. Particularmente,
tienen un papel importante en las transiciones de fase de sistemas bidimensionales
con simetrias continuas [33]. En el caso del modelo XY, se denominan vdrtices y
anti-vdrtices [27-29).

Una plaqueta es un elemento definido por cuatro vértices i, i+1, i+2 y i+1+2,
donde estan localizados los espines 5;, 5,4, 5;,5 ¥ 5;,1,5, respectivamente (véase
Fig. 3.1). Definimos la diferencia angular entre dos espines $; y s;, parametrizados
por los angulos 0; y 0;, respectivamente, como

AQW = («9] — 91) mod 27 € (—77', 7T]. (31)
Asi, cada plaqueta tiene asociada una vorticidad dada por

1
¢ == <A9m~+i + A0 44100+ A0 445,00+ Mm,i) c{-1,0,1}. (3.2

:27r

El valor ¢; = 0 indica la ausencia de vorticidad en la plaqueta; para ¢; = 1 la pla-
queta carga un vortice; para ¢; = —1 representa un anti-vortice (véase Fig. 3.2).
En estos dos ultimos casos decimos que la plaqueta representa un defecto topologi-

LA pesar de que el trabajo de Haldane ha sido de gran importancia para el entendimiento de
estados topoldgicos, sus investigaciones no estan relacionadas al modelo XY.
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3. TRANSICION DE FASE BEREZINSKII-KOSTERLITZ-THOULESS

co. Notese que existe el caso donde el valor ¢; = 2, que es cuando la diferencia
angular de los cuatro pares de espines es m. Sin embargo, dichas configuraciones
no son probables de ocurrir de manera estocéastica, por lo que podemos ignorar
dicho caso.

En el caso continuo, la ec. 3.2 se puede expresar como

1 o 5
q= %%VQ(T) - dr, (3.3)

donde la integral es alrededor de un defecto topoldgico (vértice o anti-vértice) y
0(7) el campo angular.

5 Si+l Si+i+3
Ay T g
g=-10,1
E iS4 1
P S —
b}

Figura 3.1: Una plaqueta es un cuadrado unitario del lattice, donde estan localiza-
dos los espines §j, 5;_ 1, 5;,5 ¥ §;,1,5- Cada plaqueta tiene asociada una vorticidad
que puede tomar los valores {—1,0,1}. Considerando condiciones periddicas se tiene
que en un lattice de L x L, hay L? plaquetas.

El teorema de Stokes relaciona la integral de superficie del rotacional de un
campo vectorial con la integral de linea alrededor de la frontera de la superficie de

la siguiente forma
//(VxF-ﬁ)dS:/F-ds, (3.4)
S s

donde F es el campo vectorial, S representa la superficie, S la frontera y n el
vector normal a la superficie. En nuestro caso, estamos interesados por el gradiente
del campo angular VO(7). Ya que imponemos condiciones periédicas en la frontera,
el lattice representa un toroide de manera que el término derecho de la ec. (3.4)
es cero, lo cual indica que la contribuciéon de los vortices es cancelada por la
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3.2 Vértices y anti-vortices

contribucion de los anti-vértices. Esto implica que la suma de la vorticidad de
todas las plaquetas es igual a cero, »  ¢; = 0. Los vértices contribuyen con un +1,

(2
mientras que los anti-vortices con —1. Por lo tanto, el nimero de vortices es igual
al nimero de anti-vértices, ng = nay.

Vortice \Vortice Anti-vértice

Anti-vértice g=0 g=0

Figura 3.2: Ejemplos de la configuracién de los 4 espines de una plaqueta para
distintos casos de vorticidad.

3.2.1. Energia y entropia

Para ver los efectos que producen los vértices (anti-vértices) en el sistema,
vamos a considerar una regién donde se encuentre un sélo vértice. En el caso de
estar en el régimen de bajas temperaturas, se puede realizar una expansién del
término 6, — 6;, ignorando los términos mayores a segundo orden de la funcién
hamiltoniana, de manera que

H[F) = —T D cos(l; — 0;) = —JT (1 - w) (3.5)
(i)

(i)
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3. TRANSICION DE FASE BEREZINSKII-KOSTERLITZ-THOULESS

Asi, al considerar el caso continuo, se obtiene

> . S\\2
H[5] — Ey = 5/(1 r(VO(r))=, (3.6)

donde 6(7") representa el campo angular y Fy la energia de una configuracién con
todos los espines apuntando en la misma direccién.

Si consideramos una regién con un voértice como se muestra en Fig. 3.3 y
asumimos que el centro del vértice se encuentra en 7 = 0, tendremos que

\VG(F)\:%, r— |7, (3.7)
K N e = — N XN XX
¥ N x e - = N X XX
S 4 s o =~ N N N\
b4 4 o=~ N N
AEEEP 2 R
N A
VAN NN~ 7
NN NN~ m S
NN N N A
NN N N ey oA

Figura 3.3: Se muestra un sector del sistema completo, donde sélo esta la presencia
de un vortice.

Si la region de la Fig. 3.3 la aproximamos a un circulo de radio R, la integral
de la ec. (3.6) se simplifica

J 27 R 1
By~ 2 / i / Lar = Jrlog(R). (3.8)
2 Jo LT

A pesar de la notacién continua, R es un valor adimensional que esta expresado en
términos de unidades del espaciamiento del lattice. Debido a que el campo angular
no estd definido en el centro del vortice, se necesita hacer un “corte” en la integral.
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3.2 Vértices y anti-vortices

Por ende, al considerar unidades de espaciamiento del lattice, la integral comienza
en 1. De la ec. (3.8) se tiene que Ey o log(R), es decir, la energia requerida
para crear un vértice aumenta conforme aumentamos el tamano del sistema. Sin
embargo, la region donde se encuentra un vértice aislado no es vélida en el limite
R — oo debido a que Ey — .

La entropia esta dada por

S = kp log(Q), (3.9)

donde kg es la constante de Boltzmann y €2 es el nimero de posibles microestados.
Recordando que hemos elegido unidades de temperatura que corresponden a kg =
1. Para colocar un vértice hay L? posibles posiciones, su entropia es

S ~ log(L?). (3.10)
Ademas, recordemos que la energia libre F' esta dada por
F=FE-TS. (3.11)

Con los resultados de las ecs. (3.8) y (3.10), podemos calcular el cambio de la
energia libre que se requiere para crear un vortice

AF = (nJ —2T)log(L). (3.12)

La ec. (3.12) predice la existencia de una temperatura critica T, = %‘], para
T > T, la creacién del vortice causa que la energia libre decrezca. Esto sugiere que
a altas temperaturas, la densidad de vortices y anti-vortices aumenta. A pesar de
que T, = % es un valor estimado, da cierta nocién del efecto que tiene la presencia
de vértices en el sistema.

El siguiente punto tiene la finalidad de ver el efecto que produce la interaccion
entre vortices y anti-vértices.

3.2.2. Interaccion de vortices y anti-vortices

Si bien los resultados anteriores dan una nocion del efecto que tienen los vortices
en el sistema, no son véalidos pues la configuracién de un sélo vortice no existe.
Como se menciond anteriormente, en una configuracion existen el mismo nimero
de vortices que de anti-vortices, por consiguiente hay que considerar la interaccion
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3. TRANSICION DE FASE BEREZINSKII-KOSTERLITZ-THOULESS

entre multiples vértices y anti-vortices [30, 31].
Para estudiar la interaccién recordemos el campo angular 6(7) y la ec. (3.3).2
Si se examina una determinada regién tendremos que

jf VO(F) - dF = 2mq, (3.13)

donde la integral es sobre la frontera de la regién y ¢ es la vorticidad de dicha
regién. En el caso de presentar un vortice, la integral de contorno de VO(7") debe
ser 27 debido 6 “da” una vuelta completa. Multiples vortices y anti-vértices pueden
encontrarse en dicha regién por lo que ¢ € Z. En el caso ¢ = 0, existe la misma
cantidad de vortices que de anti-vortices; para ¢ > 0 indica un mayor nimero de
vortices que de anti-vortices y viceversa para g < 0. Si la integral es alrededor de
un solo defecto topolédgico, ¢ = +1 segin sea el caso.
Consideremos

O(7) = U () + 6(7), (3.14)

donde 0(7) define la distribucién angular del minimo local energético y W() las
desviaciones de dicho minimo. Tomando en cuenta el principio variacional respecto
al minimo local energético, obtenemos que la derivada funcional de la funciéon
hamiltoniana, ec. (3.6), 6H/50(7) = 0. De este modo, §(7) cumple la ecuacién de
Laplace excepto en los centros de los vortices,

V20(7) = 0. (3.15)

Si consideramos una configuracién con multiples vortices y anti-vortices, de la
ec. (3.13), tendremos que

(V x VO(7)), = 271'2 G0 (F — 73) = 2mp(7), (3.16)

donde se ha definido la densidad local de vdrtices

pli') = D @b = 7%), (3.17)

con ¢; y 7; la vorticidad y posicion del i-ésimo vortice o anti-vortice, respectiva-

2Estamos interesados en estudiar el comportamiento del sistema cerca de la temperatura
critica T.. Conforme nos acercamos a T, la longitud de correlacién tiende a infinito, donde la
aproximacién del espaciamiento del lattice al continuo es suficientemente precisa.
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3.2 Vértices y anti-vortices

mente [30].

Se introduce la funcién conjugada ' (7"), definida por f(z) = 0(7) + if'(¥) con
z=ux+1y,y 7= (r,y), donde podemos asegurar su existencia debido a que 8(7)
satisface la ecuacion de Laplace. Usando las ecuaciones de Cauchy-Riemann, se
tiene que

o0 oF
or oy’
_ _ 3.18
9 o (3.18)
oy  Ox
Usando las ecs. (3.16) y (3.18), obtenemos
= o (00 o (00 _
0F):. =7 | — 5 | == | = -V(). 3.19
Vi) =5 (5) - 5 (5) =-v@. G
De las ecs. (3.16) y (3.19), se tiene que
V2 (7) = —2mp(7). (3.20)
Para un lattice cuadrangular la solucién de la ec. (3.20) estd dada por
0() = ~2r [ &R p(f)g(r - ), (3.21)
donde ¢(7) es la funcién de Green del laplaciano en dos dimensiones [31],
g(7") ~log (|7]) . (3.22)
Usando la ec. (3.18) tenemos que
(VO(7))* = (VO (7)) (3.23)
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Finalmente, de la ec. (3.6) se obtiene

5|~ By [ Er(VUP -2 [ [ @rR pr)p(F)g( - )
— (3.24)
- %/‘F’? (VP)? — WJZ%QJ‘ log (|75 — 7j|) — 27N log (%) 7

i#]

donde v es la constante de Euler y NV es el niimero de vortices y anti-vértices en
el sistema [31].

El término que cuantifica la interaccién entre vortices y anti-vortices es la
energia

By = —WJZ q:q; log (|77 — 773]) , (3.25)
i#]

73 y T; son las posiciones del i-ésimo y j-ésimo defecto topolégico, respectivamente.
La ec. (3.25) implica una fuerza atractiva de magnitud oc 1/|7y — Fay|,

’ﬁV-AV| =| = VEnt, | x1/|Tv —Fay], (3.26)

entre vortice-anti-vértice; y una fuerza repulsiva entre voértice-vortice. Esencial-
mente, se tiene un sistema similar a un gas de Coulomb bidimensional de particulas
cargadas, razén por la cual el modelo funciona para aproximar el comportamiento
de los superfluidos en la transicién A [9, 10, 30, 31]. La analogia entre la dindmica
de un gas de Coulomb y el efecto de los vértices ha sido ampliamente estudiada
[34]. Una de las principales diferencias es que el niimero de vértices y anti-vortices
no es constante porque se pueden crear o aniquilar por pares, contrario al gas de
Coulomb donde el nimero de cargas si me mantiene constante.

Se ha visto que el efecto energético que tiene un par vértice-anti-vortice depende
de manera logaritmica de la distancia entre ellos. De la ec. (3.25) se tiene que la
energfa de un par vértice-anti-vértices (¢ = 1y ¢; = —1) disminuye conforme
la distancia entre ellos disminuye. Un par esta fuertemente ligado si su impacto
se reduce asintoticamente a cero, es decir, a largas distancias no hay efecto de la
presencia de vortices y anti-vértices. En el caso en que la distancia entre ellos tienda
a cero, el par se “aniquila”, es decir la vorticidad es cero para cualquier region en el
espacio. Conforme la distancia aumenta entre un par vértice-anti-vértice, el efecto
de la vorticidad del vértice no se ve reducida por la presencia del anti-vortice, ni
vicervesa. En consecuencia, la vorticidad del vortice y del anti-vortice es visible,
de manera que se puede considerar que estan “libres”.

Como hemos visto, el modelo XY bidimensional no presenta magnetizacién es-
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3.3 Modulo de helicidad

pontanea para T > 0, como lo indica el teorema de Mermin-Wagner. Sin embargo,
la presencia de vortices y anti-vértices perturba la correlacion a largas distancias y
da lugar a dos fases con distintas propiedades. En el régimen de altas temperaturas,
T > T, la funcién de correlacién entre espines (87 - Sz,) decae exponencialmente
con la distancia, es decir, el sistema no exhibe orden de largo alcance. Sin em-
bargo, en el régimen de bajas temperaturas, 7' < 7, cominmente referida como
fase critica, la funcién de correlacién decae como una ley de potencias. Tomando
r = |r], tenemos que

(57 55) o<, (3.27)

donde el exponente 7 = T/2wJ no es universal pues depende de T y J [33].
Dicho comportamiento es llamado orden de cuasi-largo alcance (quasi-long-range
order). Se puede interpretar que de manera local los espines estédn alineados con
sus vecinos, pero el angulo relativo entre espines cambia lentamente de manera
que la correlacién tiende a cero conforme aumenta la distancia.

En resumen, a bajas temperaturas se tienen pares fuertemente ligados de una
vorticidad total de cero, donde la correlacion del sistema presenta una ley de
potencias con exponentes criticos no universales. Conforme 7' — 7., vortices
y anti-vértices aislados tienden a aparecer, de manera que se pueden “mover”

libremente. Esto perturba la correlacion a largas distancias causando la transicion
BTK.

3.3. Modulo de helicidad

El modulo de helicidad Y(7') cuantifica la reaccién del sistema cuando se le
aplica una torsién a la direccién del parametro de orden. Fue introducido en Ref.
[35] y ha sido estudiado extensamente en el modelo XY bidimensional [36-40].
Recibi6 atencién debido a que Y(T') es proporcional a la densidad de helio en su
estado superfluido.

pu(m) =1(1) (5 (3.28)

donde m es la masa de la molécula de helio.

El modelo XY bidimensional no presenta divergencia alguna del calor especifico,
tampoco magnetizacion espontanea, lo cual complica determinar la temperatura
critica T,. Un indicador de T, es el modulo de helicidad, pues en el limite termo-
dindmico Y(7T) sufre una discontinuidad en 7' = T, también conocido como salto
universal del médulo de helicidad.

Para considerar la torsion en las simulaciones, suponemos un lattice sin condi-
ciones periddicas en una frontera. La torsion significa que rotamos en un angulo «
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a los espines de la tltima columna del lattice denotados por 3, con v = (L,y) y
y=1,..., L. Para hacer esto, les aplicamos la matriz de rotaciéon definida como

cos(ar) sin(a)
—sin(a) cos(«)

R(a) = < > € S0(2). (3.29)

. - ) (2
De esta manera, a los espines s, = (s(y ) , s ) los podemos expresar como

R(a)s, = (cos(a)s(yl) + sin(a)s'?, cos(a)s? — sin(oz)syl)). (3.30)
El modulo de helicidad cuantifica la reaccion del sistema ante dicha torsion y
puede ser expresado de la siguiente forma

_°F

T(T) =55

: (3.31)

a=0

con F' la energia libre del sistema, F' = —T'log(Z) y Z la funcién de particién. Al
aplicar la regla de la cadena obtenemos

(3.32)

Plog(Z) 10*Z 1 (8Z)2

da2  Z0a? 72\ da

Por otro lado, al derivar la funcién de particién respecto a a se obtiene lo siguiente

07 L 9%
9z _ 9 g3
Oa b / ]}_[1 b Oa ¢ ’

3.33
=g [T (e s / ] i, 2% eom ()
da? Pt "\ oa e P oa? '

Sustituyendo los resultados de las ecs. (3.32) y (3.33) en (3.31), se llega a la si-
guiente expresion del modulo de helicidad
PH\ 1 oH\*\  /03\’
0a? T Oa Ja

T(T) = (3.34)

a=0
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En ausencia de campo magnético externo, la funcién hamiltoniana (1.18) puede
ser reescrita como

Hgal = =T | D 855+ Y 8- Fuat Y 5 R W+ZR 5.5, (3.35)
ij I 1

LIF Y

A2 A3 A4
A1l

donde ) representa la suma sobre los espines de la peniltima columna y ) la
"
suma sobre los espines de la ultima columna, es decir, p = (L — 1,y) y v = (L, y)

cony=1,...,L.
= A1 cuantifica el acoplamiento entre los espines que no sufrieron la rotacion.

= A2 representa el acoplamiento de los espines de la pentltima columna con
los espines vecinos en la direccion 2 del lattice, este término tampoco se ve
afectado por la rotacion.

= A3 cuantifica el acoplamiento entre los espines de la pentultima columna y
la dltima columna, en este caso si hay cambios debido a la rotacion.

= A4 representa el acoplamiento de los espines de la tltima columna con los
espines vecinos en la direccion 2. Este término tampoco se ve afectado debido
a que ambos espines sufren la misma rotacion.

De este modo, al derivar respecto a «;, el inico término que no se hace cero es A3.
A partir de la ec. (3.30) y derivando respecto a a podemos obtener

9 (5, -R()5,.4) . .
% = 55}) { — Sm(o‘)sgi + cos(a) ;(21} + Su) { - COS(O‘)S;(,,lli — s1n((¥)5,(21] ’ (3 36)
(5, R(a)5,,.4) [~ cos(@)s®. — sin(@)s®. | 1 50 sin(a)s®.  cos(a)s? .
Oa? e ’ “pt+l i | " s} S pi |

Como resultado, al derivar la funcién hamiltoniana (3.35) y evaluando en o = 0,
obtenemos lo siguiente

OH _ (1) (2) 2 (1)
B, = 2 W )

« Iz

(3.37)
O*H (1) (1)
_ 52 (2)

o2 _O_JZ[S S,ti T Su u+1]

a= Iz
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. . P 1) (2 2) (1
En ausencia de un campo magnético externo, el término <s,3) si}ri — 5,8) siii) =

(sin(0,,1 — 0,)) = 0, debido a que no hay ninguna direccién preferencial en el

sistema, por lo tanto el término <%> de la ec. (3.34), se desvanece.

Para las simulaciones no es necesario introducir el parametro o pues basta con
sustituir las expresiones de la ec. (3.37) en la ec. (3.34). Por otra parte, podemos
realizar el mismo procedimiento para las demas columnas de espines en el lattice
y para obtener resultados adimensionales multiplicamos por [, de manera que
T = B7Y, donde T es la variable adimensional, queda de la siguiente forma

_ 52j2 @ @ O 2 8J o
=" ZS Sii % S )T Zsi-sm , (3.38)

(2

donde ) indica la suma sobre todos los sitios del lattice.

El valor teérico de la altura del salto universal fue predicho como Y, = T(T e) =

2/myparaT > T,., T(T) = 0 [41, 42]. Posteriormente, se mostré que se debfa hacer
una serie de correcciones [43]. Con la correccién de mayor magnitud, el valor teérico
del salto resulto en

- 2
T(Tc>tec’>rico = }(1 - 166_4”), (339)
por lo tanto,
_ 2 N
lim T(T)==(1—-16e"*") y lim T(T)=0. (3.40)
T—T, 4 T—T."

Para volumen finito, T es una funcién continua, entre mayor es el volumen del
sistema, el descenso es mas pronunciado para 7" 2 T.. En la Fig. 3.5 se muestra
T para distintos tamafios, conforme aumentamos el tamaifio del sistema, la curva
tiende a descender méas rapidamente. En el limite termodinamico L — oo, el valor
de T cae abruptamente a 0 en 7' = T.. De esta manera se puede determinar la
temperatura critica. Sin embargo, la convergencia es muy lenta, por lo que es dificil
obtener una extrapolacién a L — oo. Los resultados mostrados en Ref. [39] indican
un valor de 5, = 1.1199 cuando se toma J = 1.
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Y(T)

7. 095 1.0

02 0.4 0.6 08 1. 10 12 14
Temperatura
Figura 3.4: Se muestra T en funcién de la temperatura. La caida de las curvas

tiende a ser mas perceptible entre mayor es el valor de L. En el limite termodinamico,
L — oo, la pendiente de la curva tiende a menos infinito para T = T..

Temperatura

Figura 3.5: Se muestra Y en funcién de la temperatura. Por la forma en que estd
definida Y, su valor tiende a infinito conforme la temperatura tiende a cero. Confor-
me aumentamos el tamano del sistema, los datos para 7' 2 T, tienden a acercarse a
la linea punteada, la cual representa el valor de Y en el limite termodindmico.
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3.4. Semi-vortices

En esta seccion introducimos el concepto de los semi-vortices, la cual es una
nueva idea de asociar una semi-vorticidad a cada cluster del sistema [44]. Para
hacer mas claro este esquema es necesario recordar la definicién de link y explicar
los siguientes conceptos: frontera de un cluster y trayectoria alrededor de un cluster.

= Un link es la conexiéon de un espin con uno de sus vecinos.

» La frontera de un cluster consiste de todos los links que conectan un espin,
que pertenece al cluster, con un espin vecino que no pertenezca al cluster.

= La trayectoria alrededor del cluster es un circuito que pasa a través de los
centros de todos los links, que pertenecen a la frontera del cluster, una sola
vez. La orientacion es tal que un observador caminando sobre dicha trayec-
toria, siempre ve al cluster a su lado izquierdo (véase Fig. 3.6).

o ® ® T ® ®
-«
—1—o —9 l—o——o
0 &— o———=
0 e—1—o o———=
A 4
o @ & T @ o
O ® & l o ®

Figura 3.6: Los espines que pertenecen al cluster estan senalados con puntos negros,
los puntos grises son los que no pertencen. Las uniones de color azul representan los
links y las de color rojo representan los bonds. El circuito alrededor del cluster y la
orientacion estd denotada por las flechas.

Teniendo en cuenta lo anterior, la forma de identificar los semi-vortices de un
cluster es la siguiente:
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= Supongamos un circulo unitario, el cual es dividido en dos por la linea de
Wolft, Iy, que se utiliza para la creacién de los clusters. Existen dos puntos
donde la linea de Wolff cruza el circulo, los cuales los vamos a denotar como
Ay B (véase Fig. 3.7).

» Consideremos dos links consecutivos en un circuito, respecto a la orientacién
ya establecida. Si nos fijamos en el primer link, denotamos como s;, al
espin que es parte del cluster y §_,, al espin que no lo es. Consideramos que
tienen orientacion opuesta, es decir, no se encuentran en el mismo semi-plano
determinado por ly. En caso de tener la misma orientacién reflejamos 37,
respecto a ly. Procedemos de la misma manera para los espines del segundo
link, §2in y §20ut.

= Debido a que los espines del primer link tienen orientacion opuesta, el “arco
de conexiéon” minimo entre ambos espines debe pasar por el punto A o B
(véase Fig. 3.8). De igual manera identificamos el punto por el que pasa la
conexion de los espines del segundo link.

= Si ambos links pasan por A o ambos por B, los ignoramos. Si la conexién
del primer link pasa por A y la del segundo por B, entonces esta plaqueta
contiene un mortice 3; si el primero pasa por B y el segundo por A, enton-
ces contiene un anti-mortice. Tanto los mortices como los anti-mortices son
considerados semi-vortices.

= Procedemos de la misma manera con el segundo y tercer link, de manera
consecutiva hasta completar el circuito alrededor del cluster.

Otra forma de identificar los semi-vortices es a partir de una configuracion
de referencia. Una vez que se tienen todos los clusters identificados, todos son
reflejados respecto a ly, de manera que todos los espines se encuentren en el
mismo semi-plano de Wolff, a lo cual lo llamamos una configuracién de referencia.
Para identificar los semi-voértices en la frontera de un cluster, reflejamos todos los
espines del cluster respecto a ly . Por lo tanto, todos los espines que no pertenezcan
al cluster estan en un semi-plano de Wolff y los pertenecientes al cluster estan en
el otro semi-plano. En esta configuracion, revisamos la vorticidad de las plaquetas,
usando la ec. (3.2). Si una plaqueta tiene vorticidad ¢; = 1, la denotamos como un
mortice; si tiene vorticidad ¢; = —1, la denotamos como un anti-mortice.* Cabe
resaltar que los mortices y anti-mortices siempre se encuentran en la frontera de

3El nombre es una referencia a los merones o también conocidos como medios instantones.

4La distincién entre mortices y anti-mortices no es importante debido a que depende del
semi-plano elegido para la configuracién de referencia, es decir, los mortices se convierten en
anti-mortices, y viceversa, si todos los espines son reflejados respecto a la linea de Wollff.
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los clusters. Dentro de un cluster no puede existir un semi-vortice debido a que
todos los espines pertenecientes a un cluster se encuentran en el mismo semi-plano
y por ello la semi-vorticidad asociada a todas las plaquetas dentro del cluster es
cero. En la Fig. 3.9 se muestra un ejemplo del procedimiento para los tres primeros
clusters encontrados. Se procede de la misma manera con todos los clusters. Al final
se puede regresar a la configuracién inicial, la cual vamos a llamar configuracion
original.

Figura 3.7: La linea de Wolff y el vector de Wolff son representados por Iy v ™,
respectivamente. Iy corta al circulo unitario en los puntos A y B.

} A }

5'2 out

Link 2

‘ A
- B
S.]-in out
Link 1

Figura 3.8: En la imagen izquierda se muestra el orden de los links respecto a la
trayectoria del cluster. 51, y 89, pertenecen al cluster que estamos considerando,
mientras que S, V Sa2,, pertenecen a otro cluster u otros clusters. En la imagen
derecha se muestra un ejemplo, donde el arco minimo entre 5, y 5., pasa por el

o

punto A.
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Figura 3.9: En la imagen superior-izquierda se muestra una configuraciéon de re-
ferencia, en este caso el vector de Wolff estd dado por 7y = (0,1). Por lo tanto, la
linea de Wolff estd en la direccién (1,0), es por ello que todos los espines apuntan
a la parte superior del semi-plano. En la imagen superior-derecha se muestran los
semi-vortices asociados al primer cluster; las plaquetas de color azul representan los
mortices y las de color rojo los anti-mortices . En las imdgenes inferiores se muestran
los semi-vortices para el segundo y tercer cluster, respectivamente.
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3.4.1. Pares ligados y semi-vértices verdaderos

Para explicar lo que es un par ligado, supongamos que se tiene una configuracién
con n clusters. Como se menciono en la seccién 2.2, existe un sub-ensamble de 2"
configuraciones que se obtiene al reflejar, respecto la linea de Wolff, cada uno
de los n clusters de manera independiente. Consideramos que un par estd ligado
si la presencia de vorticidad en dos plaquetas coincide para cada una de las 2"
configuraciones, es decir, dos semi-vértices estan ligados si la presencia de uno,
garantiza la presencia del otro. En caso de que la presencia de vorticidad en una
plaqueta no coincida con la presencia de vorticidad en alguna otra plaqueta, para
cada una de las 2" configuraciones, decimos que es un semi-vortice libre.

La definicién de semi-vértices ligados y semi-vortices libres no es idéntica a
la definiciéon de vortices ligados mostrada en la seccién 3.2.2, pues no estamos
considerando interaccion alguna que dependa de la distancia.

Para identificar los semi-vortices ligados y libres consideremos un lattice de
L x L plaquetas °, etiquetamos a cada plaqueta con P;, donde i € {1,2,..., L?}.
Ahora, supongamos que se tienen n clusters, de manera que a cada cluster lo
etiquetamos con Cj, j € {1,2,...,n}. Para un semi-vértice, se puede identificar la
posicién (etiqueta de la plaqueta) y uno de los clusters al que pertenece.

Si se encuentra un semi-voértice del cluster C, en la plaqueta P, se agrega a P,
la etiqueta j;. Se procede de la misma manera con todos los semi-vértices de todos
los clusters. Cada plaqueta contiene dos indices o ninguno, es decir, P; = {ji, j2}
o P; = (). Esto sucede en todos los casos, sin excepcién alguna.®

Si dos plaquetas contienen los mismos indices, P, = {j1,72} v Pi, = {Jj1,J2},
decimos que las plaquetas P, y P;, forman un par ligado. Las plaquetas que no
tengan otra plaqueta con indices iguales son consideradas libres.

En la Fig. 3.10 se muestra un ejemplo para identificar los pares ligados. El indice
inferior derecho de color rojo indica la etiqueta de plaqueta. Los niimeros de color
azul indican la etiqueta del cluster. En la plaqueta 1 y 2, fueron encontrados semi-
vortices del cluster 1 y 4. En este caso decimos que la plaqueta 1 y 2 forman un
par ligado. De igual manera para la plaqueta 9 y 14. Los indices de las plaquetas
4,6 v 11 no coinciden con alguna otra, por lo que estas plaquetas son consideradas
libres. En el resto de las plaquetas no fue encontrado algiin semi-vortice por lo que
son ignoradas.

5Recordemos que en todo este trabajo hemos usado un lattice cuadrangular, sin embargo, el
procedimiento es valido para cualquier lattice con condiciones periddicas sobre las fronteras.
6La explicacién de esto se muestra en el apéndice C.
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1-4 1-4 6-7
1 2 3 4

3-6
5 6 7 8

2-5 3-7

9 10 11 12

2-5
13 14 15 16

Figura 3.10: Ejemplo de la identificacién de semi-vortices ligados, plaquetas libres
y plaquetas que no cargan semi-vortices. Las plaquetas 1 y 2 tienen el mismo par
de indices por lo que forman un par ligado, de igual manera para las plaquetas 9 y
14. Las plaquetas 4, 6 y 11 no tiene una “pareja” con los mismos indices por lo que
son considerados semi-vortices libres.

Recordemos que los semi-vértices surgen al reflejar, respecto a la linea de Wollff,
todos los espines pertenecientes a un cluster, partiendo de la configuracion de
referencia. Definimos a los semi-vdrtices verdaderos a aquellos semi-vértices que
se encuentren en la posicion de un vortice de la configuracion original. Asimismo,,
los semi-vortices falsos son aquellos semi-vortices que estan situados en plaquetas
que no presentan vorticidad en la configuracion original.

3.4.2. Vorticidad de un cluster

Definimos la vorticidad de un cluster %, denotada por (D¢, como

(mortices + anti-mortices), (3.41)

| —

Qv =

donde Q¢ es el numero total de semi-vortices asociados al cluster €, cuyo valor
siempre es positivo.
Si se tiene una configuracion de n clusters, definimos la vorticidad promedio
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por cluster V. como
1 n
Ve=— i 3.42
- Z:: Q (3.42)

donde Q); es la vorticidad del i-ésimo cluster. Definimos V5 como
VQZ,liéQZ (3.43)
’ e : .

y la susceptibilidad de la vorticidad promedio denotada por xy.,
xve = (Vez) — (Vo)*. (3.44)

La ec. (3.44) cuantifica la dispersién del nimero de semi-vértices encontrados
en la frontera. Estudiar esta cantidad nos da una nocién de la dinamica de los semi-
vortices en funcién de la temperatura y como éstos pueden proveer una refinada
interpretacién de la transicion BKT.

La implementacion del algoritmo de Wolff en modelos (N —1)-d O(N) ha sido
estudiada en Refs. [44, 45]. A cada cluster se le puede asignar una carga topoldgica
semi-entera. Esto permite dar un estimador mejorado que logra obtener valores
muy precisos de la susceptibilidad topoldgica.
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Capitulo 4

Resultados

Recordemos que el modelo consiste de un lattice cuadrangular de L x L espines
con condiciones periddicas en las fronteras y la funcién hamiltoniana esta dada
por la ec. (1.18). Para todas las simulaciones se fij6 J = 1 y h = 0; por ende, no
estamos considerando la presencia de un campo magnético externo. Para asegurar
que las configuraciones seguian la distribuciéon de Boltzmann, se generaban 10,000
actualizaciones antes de comenzar a medir, correspondientes a la termalizacion del
sistema. El valor de § se estudio en el rango 0.1 < § < 1.4 y el tamano del sistema
16 < L < 312.

Un elemento clave de este trabajo es el algoritmo Hoshen-Kopelman, pues per-
mite simular sistemas de gran tamano en un tiempo de cémputo factible. Conforme
mayor es el tamano del sistema, mayor es el tiempo de computo que le toma algo-
ritmo realizar una actualizacion. Por lo cual, no nos era viable generar el mismo
numero de muestras para todos los tamanos del sistema. En la Tabla 4.1 se presen-
ta el nimero de mediciones hechas para distintos valores de L. Entre cada medicién
se actualiza el sistema 10 veces sin hacer medicién alguna con el fin de obtener
configuraciones estadisticamente independientes.

Un aspecto a resaltar es que el tiempo de computo que se requiere para actuali-
zar al sistema es independiente del tiempo de computo que se necesita para realizar
las mediciones en una configuracién dada. A su vez, el tiempo que se requiere para
hacer una medicion depende de la observable en cuestion. Por ejemplo, medir la
energia requiere menos tiempo de computo que medir el nimero de semi-vortices.
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L Mediciones L Mediciones
16 300,000 128 30,000
24 300,000 168 15,000
32 200,000 192 10,000
48 200,000 216 10,000
64 100,000 264 5,000
96 50,000 312 3,000

Tabla 4.1: Se muestra el niimero de mediciones para distintos tamanos del sistema.
Entre cada medicién se actualiza el sistema 10 veces sin hacer medicién alguna para

obtener configuraciones estadisticamente independientes.

En la Tabla 4.2 se muestran los valores del modulo de helicidad adimensional
T y la susceptibilidad magnética x para 3 = 3., obtenidos por Hasenbusch [39] y
los obtenidos en nuestras simulaciones, donde hemos usado el valor de . que es
reportado por Hasenbusch. Los resultados son compatibles dentro del rango de los
errores obtenidos. Esto da certeza de que el modelo fue implementado de manera

correcta.
Hasenbusch Este trabajo
L T X T X
16 | 0.72536(7) | 133.011(9) | 0.7255(4) | 132.98(3)
32 | 0.70883(7) | 452.114(31) | 0.7084(4) | 452.0(1)
64 | 0.69785(7) | 1536.58(11) | 0.6985(6) | 1536.9(7)
128 | 0.69001(7) | 5220.99(36) | 0.6913(8) | 5520(3)
256 | 0.68400(7) | 17729.9(12) | 0.684(2) | 17719(16)

Tabla 4.2: Resultados del modulo de helicidad adimensional T y la susceptibilidad
magnética x para S = ., reportados en Ref. [39] y los obtenidos en este trabajo.
Los resultados son compatibles dentro del rango de los errores obtenidos.
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4.1 Variables macroscépicas

4.1. Variables macroscépicas

Ahora veremos el comportamiento de las variables macroscopicas mostradas
en la seccion 1.2, especificadas para el modelo XY bidimensional. Tenemos a la
energia F,

E=(H)=(-J) &-s;). (4.1)
(i)

En este caso la energia es una variable extensiva por lo que converge asintotica-
mente a una constante cuando es dividida por el volumen del sistema, como se
muestra en la Fig. 4.1.

0.0
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oy . —20000
—0.4 : N L 30000
Ty
Ny . —40000
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0.2 0.4 0.6 0.8 10 g, 12 1.4
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Figura 4.1: La gréafica principal muestra la densidad de energia del sistema para
distintos tamanos de L. Conforme 8 aumenta, los espines tienden més fuertemente a
alinearse con sus vecinos, lo que causa un decrecimiento en los valores de la energia.
Ademsds, vemos que la densidad de energia no depende del valor de L.

El calor especifico C'y, el cual cuantifica las fluctuaciones de la energia,

(4.2)

se muestra en la Fig. 4.2. Presenta un maximo cerca de § =~ 0.9, y la altura del
maximo es similar para los distintos tamanos del sistema. El modelo no presenta
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una divergencia en el calor especifico, a diferencia, por ejemplo, del modelo Ising
en d > 2. Por lo que el calor especifico no es una observable que sea susceptible a
la transicion BKT.

161 —+— L=24
L =48
141 4 L=64
Lo] —+ L=96
| <4 L=128
1.0{ —4— L =168
L =192
QG 0.8
0.6
0.4
0.2
0.0 :,=<,===“=:'=$:
0 0.2 0.4 0.6 0.8 10 g 12 1.4

B

Figura 4.2: Se muestra el calor especifico para distintos tamanos de L. No tiene
una tendencia a divergir como lo serfa en una transicién de segundo orden.

La susceptibilidad magnética “verdadera” dada por y = % <<J\7E2> - <J\7[>2) no
es completamente 1til para sistemas finitos por la simetria que presenta el sistema,
(M) = 0. En las simulaciones lo que es de utilidad es la magnitud de M. Para tratar
de capturar el comportamiento, y se expresa como

x = oo () — (o)) (13

En la Fig. 4.3 se muestra la susceptibilidad magnética x, a pesar de no ser
exactamente el comportamiento de la susceptibilidad “verdadera”, en el limite
termodinamico produce los mismos resultados. La presencia del maximo se debe a
los efectos de tamano finito. La altura del méaximo aumenta conforme aumentamos
el tamano del sistema. Ademas, el valor de 8 donde ocurre dicho maximo, tiene a
acercarse a (.. En el limite termodinamico, y — oo para 8 > ..
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Figura 4.3: Se muestra la susceptibilidad x en funcién de 8 para distintos tamanos
de L. La presencia del maximo se debe a los efectos de tamano finito. La altura del
maximo aumenta conforme aumentamos el tamano del sistema. Ademas, el valor de
[ donde ocurre dicho méximo, tiene a acercarse a .. En el limite termodindmico,
X — 00 para 3 > fe.

4.2. Configuraciones tipicas

En la Fig. 4.4 se muestra el nimero promedio de clusters por unidad de volu-
men. Para valores de  cercanos a cero, el nimero de clusters tiende a ser grande,
pues la probabilidad de formar un bond es baja, como se ve en la ec. (2.6), por
lo tanto, los clusters tienden a ser pequenos. Para = 0 (temperatura infinita) la
probabilidad de formar un bond es cero, por lo que cada cluster es de tamano uno.
Por lo tanto, conforme 8 — 0, (N.) /L? — 1. Conforme 8 aumenta, el nimero de
clusters tiende a reducirse. En el limite § — oo (temperatura cero), la probabi-
lidad de formar un bond es uno, por lo que todos los espines forman un cluster.
Esto hace que (N,) /L?> — 1/L? conforme 8 — co.
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Figura 4.4: Se muestra el niimero promedio de clusters por unidad de volumen en
funcién del inverso de la temperatura.

A continuacién se muestran tres configuraciones de espines y los clusters iden-
tificados, las cuales ayudaran a describir algunos de los resultados que se explican
a lo largo de esta seccién. Las plaquetas que cargan un voértice estan de color
azul, mientras que las plaquetas que cargan un anti-vortice estan de color rojo. El
niumero en cada espin hace referencia a la etiqueta del cluster a la que pertenece. A
pesar de que en las imédgenes se muestran los vértices y anti-vortices, estos sirven
para dar una nocion del comportamiento de los mortices y anti-mortices.
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4.2 Configuraciones tipicas

En la Fig. 4.5 se muestra una configuracién tipica de espines para un lattice de
12x12, con § = 0.1. Hay 136 clusters, lo cual es un niimero grande si consideramos
que en el lattice s6lo hay 144 espines. La mayoria de los clusters son de tamano
uno. En estos casos, cada espin esta rodeado por su “propia frontera”. En este
régimen es probable hallar multiples vortices y anti-vértices alrededor de un espin,
por lo tanto, hay un mayor nimero de vortices y anti-vortices en la configuracion
completa.

*.l".

Figura 4.5: Se muestra una configuracién tipica de espines para un lattice de 12x12,
con = 0.1. En esta configuracién se formaron 136 clusters, 24 vértices (azul) y 24
anti-vortices (rojo).
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Conforme [ aumenta, la frecuencia de clusters y de vértices y anti-vortices
empieza a disminuir. En la Fig. 4.6 se muestra una configuracion tipica de espines
para un lattice de 12 x 12, con f = 0.7. En este régimen, los clusters empiezan
a aumentar de tamano (comparado con 8 = 0.1 mostrado en la Fig. 4.5) pero no
son lo suficientemente grandes como para abarcar la mayor parte del lattice.
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@ @ @
® @ "® &
“®

e. @.

@ @
%wp ®® ©.0 .0
0.0 @@ ® ‘® 9 © 0,0
©P.000O© ©.0.0.0 @ O
© © .0 §-© 00 © <@
@ e 0eo.0 0 )
®. 0 6 @ 0 ® ¢ o @
® © ®<©-0 & g @ o
© 0 0.0 6© &b é.0

Figura 4.6: Se muestra una configuracion tipica de espines para un lattice de
12 x 12, con B = 0.7. En esta configuracién se formaron 48 clusters, 7 vortices (azul)
y 7 anti-vértices (rojo).
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En el régimen de bajas temperaturas, la aparicion de vortices y anti-vortices
es poco frecuente. En la Fig. 4.7 se muestra una configuracién tipica de espines
para un lattice de 12 x 12, con = 1.4. En este régimen, la probabilidad de crear
un bond entre dos espines es cercana a uno, de manera que la mayoria de los
espines pertenecen a un soélo cluster. A pesar de que el tamano de un cluster sea
muy grande, no sucede lo mismo con la frontera del cluster debido a que estamos
considerando condiciones periddicas sobre las fronteras. Por ejemplo, si todos los
espines de un renglén pertenecen a un cluster, tenemos un cluster de tamano L
y el tamano de la frontera del cluster es 2L. De manera general, si los espines de
[ renglones consecutivos, con 1 < [ < L, pertenecen a un cluster, el tamano del
cluster es | X L, pero la frontera sigue siendo de tamano 2L. En el caso en que
todos los espines pertenezcan a un sélo cluster, el tamano del cluster es L?, sin
embargo, no tiene frontera.
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Figura 4.7: Se muestra una configuracién tipica de espines para un lattice de 12x12,
con # = 1.4. En esta configuracion se formaron 19 clusters y no se encuentra ningtin
vortice o anti-vortice.
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4.3. Vortices y semi-vortices

Decimos que los clusters &; y ¢; tienen orientacién opuesta, si los espines de
¢; estdn en un semi-plano de Wolff y los espines de € estdn en el otro semi-plano.
Asimismo, decimos que dos clusters tienen orientacién igual si los espines de ambos
clusters se encuentran en el mismo semi-plano de Wolff.

Como mencionamos en la seccién 3.4.1, los semi-vortices falsos son semi-vérti-
ces que estan situados en plaquetas que no presentan vorticidad en la configuracion
original. Esto quiere decir que los clusters en la configuracién original tienen orien-
tacion similar por lo que las plaquetas situadas en la frontera entre dichos clusters
no presentan vorticidad. Sin embargo, al analizar la semi-vorticidad partiendo de
la configuracién de referencia, donde aseguramos que los clusters van a tener orien-
tacion opuesta, surgen los semi-vértices que estamos denotando como falsos.

Los semi-voértices verdaderos se encuentran en plaquetas que presentan vorti-
cidad en la configuracién original. Esto quiere decir que en la configuracién origi-
nal los clusters tienen orientacién opuesta. Entonces, cuando analizamos la semi-
vorticidad partiendo de la configuracién de referencia, los clusters siguen teniendo
orientacion opuesta, por lo tanto, las plaquetas que presentaban vorticidad en la
configuracion original, siguen presentando vorticidad. Por lo cual, los denotamos
como verdaderos.

Ahora, lo que estamos considerando como configuracion original, no es mas que
una de las 2" posibles configuraciones que se obtienen del sub-ensamble generado
por n clusters, las cuales son estadisticamente equivalentes. Entonces, podriamos
denotar como “nueva” configuracién original a la configuracién donde los semi-
vértices falsos sean considerados verdaderos, y los verdaderos sean considerados
falsos. Ambas configuraciones son equivalentes, de manera que nada indica alguna
preferencia entre semi-vortices verdaderos y falsos. Para comprobar lo anterior
mencionado, en la Fig. 4.8 se muestra el promedio de la razén de semi-vortices
falsos sobre verdaderos. Dentro del error obtenido, la razén de semi-vortices falsos
sobre verdaderos es igual a uno.
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Figura 4.8: Se muestra el promedio de la razén de semi-vértices falsos sobre ver-
daderos. Dentro de los errores, obtenemos que la razén es igual a uno. Esto nos dice
que en promedio, cada configuraciéon presenta la misma cantidad de semi-vortices
falsos y semi-vortices verdaderos.

En la Fig. 4.9 se muestra la densidad promedio del niimero de vortices y de semi-
vortices para distintos tamanos del sistema. Como se aprecia, el comportamiento
es el mismo. De hecho, tenemos un factor de 4, es decir, la densidad promedio de
semi-vortices es cuatro veces la densidad promedio de vortices. Esto sucede por
dos razones:

= Los semi-vortices estan asociados a dos clusters. Entonces, toda plaqueta que
contenga un vértice o anti-vortice genera dos semi-vortices. Esto genera un
factor de dos.

= Los semi-vortices falsos también estan asociados a dos clusters. Entonces,
cuando analizamos la semi-vorticidad, la plaqueta presenta vorticidad para
dos clusters, de manera que es contado doble, por lo que generan un factor

de dos.

Los resultados mostrados en la Fig. 4.8 muestran que los semi-vértices falsos y
verdaderos surgen con la misma frecuencia. Por lo tanto, los dos puntos anteriores
generan el factor de cuatro antes mencionado.
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Figura 4.9: Las lineas punteadas representan la densidad promedio de vértices y
las lineas sodlidas representan la densidad promedio de semi-vértices.

En la Fig. 4.10 se muestra la densidad promedio de los semi-vortices libres
verdaderos. La sub-grafica ilustra que la densidad converge asintéticamente a una
curva “maestra”’, conforme aumentamos el tamano del sistema. La curva decae
mas rapidamente conforme menor es el tamano del sistema porque el tamano de
los clusters alcanza con mayor rapidez el tamano del lattice.

El nimero de semi-vértices libres verdaderos no puede ser considerado como
un parametro de orden pues su valor es mayor que cero incluso para 3 > f.. Sin
embargo, notamos que cerca de . su valor es cercano a cero, lo cual nos da la
informacion de que la aparicién paulatina de semi-vortices verdaderos libres es
sensible a la transicién BKT.
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4.3 Vértices y semi-vértices
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Figura 4.10: Se muestra la densidad de los semi-vértices libres verdaderos en fun-
cién del inverso de la temperatura. El niimero de semi-vértices libres verdaderos no
puede ser considerado como un parametro de orden pues su valor es mayor que cero
incluso para 8 > (.. Sin embargo, notamos que cerca de [. su valor es cercano a
cero, lo cual nos da la informacién de que la aparicién paulatina de semi-vortices
verdaderos libres es sensible a la transicién BKT.

En la Fig. 4.11 se muestra la densidad promedio de pares ligados en funcién
de 5. La curva tiene un maximo cerca de § =~ 0.5. Este efecto se lo asociamos al
tamano de la frontera que comparten los clusters y al nimero de semi-vortices.

Un par ligado son dos plaquetas cuya semi-vorticidad esta asociada a los mismos
clusters, como se explicé en la seccién 3.4.1. Entonces, entre mayor sea la frontera
que comparten dos clusters, es mas probable encontrar un par ligado.

Conforme S aumenta, los clusters tienden a crecer, por consiguiente, también
lo hace la frontera que comparten dos clusters, generando que la probabilidad
de encontrar un par ligado incremente. Sin embargo, si aumenta (3, el niimero de
semi-vortices disminuye. Esto causa que la probabilidad de encontrar un par ligado
disminuya. El sistema pasa de un régimen como se muestra en la Fig. 4.5 a uno
como en la Fig. 4.6.

Por consiguiente, al aumentar § hasta § < 0.5, el efecto del incremento del
tamano de los clusters domina sobre el efecto de la disminucién de semi-vortices.
Esto hace que la frecuencia de pares ligados aumente. Para § = 0.5, la disminucién
de semi-vortices tiene mayor impacto que el aumento del tamano de los clusters,
causando que la curva decrezca. Ademas, si [ sigue aumentando, pasamos a un
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4. RESULTADOS

régimen donde un sélo cluster tiende a cubrir todo el lattice, como se muestra en
la Fig. 4.7, por lo que encontrar un par ligado resulta imposible.
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Figura 4.11: Se muestra la densidad de pares ligados en funcién de 3 para distintos
tamanos de sistema. La curva tiene un maximo debido a la relacién entre los efectos
del aumento de tamano de los clusters y la disminucién de semi-vortices.

4.4. Vorticidad promedio por cluster

V., cuantifica el nimero promedio de semi-vortices por cluster, como se expresa
en la ec. (3.42). En la Fig. 4.12 se muestra el valor promedio de V. en funcién de
[£. Como hemos mencionado anteriormente, la apariciéon de semi-vértices decrece
conforme aumentamos 3, esto causa que (V,) decrezca. La relacién entre los efectos
del aumento del tamano de los clusters y la disminucion de los semi-vortices afecta
de maneras diferentes al valor de V. y al nimero de pares ligados. En el caso de
los pares ligados notamos un maximo, pero el efecto es causado por la frontera
que comparten dos clusters, en cambio, V, sélo nos da una nocién del nimero de
semi-vortices en la frontera de los clusters, sin importar la forma de éstos. Es por
ello que en el dltimo caso, la curva sélo decrece y no presenta ningiin maximo.

En la Fig. 4.13 se muestra V.o, dada por la ec. (3.43), en funcién de (. Se
observa que V_., presenta un maximo y su altura aumenta conforme aumentamos
el tamano del sistema. Ademas, el valor de 8 donde ocurre dicho maximo tiende
a acercarse a (3. conforme aumentamos el tamano del sistema.
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4.4 Vorticidad promedio por cluster
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Figura 4.12: Se muestra el niimero promedio de semi-vortices por cluster, en fun-
cion de 8 para distintos tamanos del sistema.
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Figura 4.13: Se muestra el valor promedio de V.2, dada por la ec. (3.43), en funcién
de 8 para distintos tamanos del sistema. Notamos que el valor de V.o presenta un
maximo e incrementa conforme aumentamos el tamano del sistema. Ademas, el valor
de 8 donde ocurre dicho maximo tiende a recorrerse hacia (., como vamos a discutir
mas adelante.
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4. RESULTADOS

En la Fig. 4.14 se muestra yy,, dada por la ec. (3.44), notamos que el efecto
de (V,5) no se ve afectado por (V,)?, debido a que es de dos ordenes de magnitud
menor.

Para valores de § < 0.8, las curvas para los distintos tamanos del sistema
convergen a una sola curva. Esto se debe a que xy, cuantifica la dispersién de la
vorticidad por cluster y, en general, ningtin cluster se acerca al tamano del sistema,
por lo que no hay ningin efecto de tamano finito. Por lo tanto, el valor de yy, es
el mismo para los diferentes tamanos del sistema.

Conforme [ aumenta, partiendo de valores de [ pequenos, xy, crece hasta
llegar a un méximo, esto se debe a que conforme nos vamos acercando a (., los
clusters tienden a crecer, generando méas diversidad de tamanos, produciendo que
las fluctuaciones de la vorticidad por cluster aumente. Ademads, conforme aumen-
tamos el tamano del sistema, los clusters tienen més “libertad” de crecer por lo
que la altura del maximo de la curva tiende a ser més grande. En el limite termo-
dinamico, L — oo, se esperaria que Yy, tienda a infinito para § = 3., como vamos
a discutir a continuacién. Notemos que xy, no diverge para todo el rango 8 > .
debido a que la probabilidad de formar un bond entre dos espines tiende a uno.
Por lo tanto, el nimero de clusters tiende a convergir a uno, lo cual causa que xy,
tienda a cero para  — oo.

104 _y
_|_
8{ —t+
_|_
6
=~
=
4
——
2
0
0.8 0.9 1 118, 1.2 13
B

Figura 4.14: Se muestra el valor de xy., el cual nos cuantifica las fluctuaciones de
la vorticidad por cluster. Conforme aumentamos el tamano del sistema, el maximo
de la curva es més alto y méas cercano a f..
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4.4 Vorticidad promedio por cluster

Procedemos a hacer un ajuste polinomial de segundo grado para obtener los
valores estimados de 5 donde ocurren los maximos para las curvas correspondientes
a L > 96 mostradas en la Fig. 4.14; y para L = 312 que no se muestra debido a
que sélo se obtuvieron datos para 1 < # < 1.15. Denotamos como [,,4, al valor de
£ donde ocurre el maximo y xv.. . = Xv.(Bmax)-

El primer aspecto a revisar es la altura del maximo. En este caso hacemos un

ajuste de la forma
a
= + c, 4.4
X‘/cmax ﬁ + b ( )

donde a, b y ¢ son parametros a ajustar.

Debido a que no existe algiin antecedente tedrico que nos indique el comporta-
miento que debe seguir xy. ., la ec. (4.4) es una propuesta que nosotros conside-
ramos apropiada. Al realizar una prueba de bondad de ajuste x?/dof,! obtenemos
un valor x2/dof ~ 1.5, lo cual nos indica que el ajuste mostrado en la Fig. 4.15
logra capturar el comportamiento de los datos y por lo tanto puede ser considerado
valido.

La forma propuesta para el ajuste permite que en el limite L — oo, xv, ..
pueda divergir o tomar un valor finito, dependiendo del valor de b. En nuestro
caso, obtuvimos un valor de b = 2.2(17) x 1079, el cual difiere de cero por menos
de dos veces el error obtenido, lo cual no parece ser una coincidencia. Por lo tanto,
es compatible con una divergencia en el limite termodinamico.

T
) A Y Y A A= Ajuste

1

- k  Datos

\

12 \
|
l‘ 1
10 X ===7pa7
\
3 A
; 8 -
X TTmo2162
= L
X, ~mTm 1927
6 1
*oTTT1es?
e 1
, TTreszzz 126t so?
_______________ ;_____,_____,
2
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Figura 4.15: Los puntos rojos representan el valor maximo de yy,, en cada punto

estd senalado el valor de ? La linea punteada azul representa el ajuste expresado

en la ec. (4.4). El limite 5 — 0, es compatible con xv,, . — oo.

max

La definicién de x?2/dof se puede encontrar en el apéndice B.2
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4. RESULTADOS

En el limite termodinamico se esperaria que yy, tienda a infinito para g = f..
Para poner a prueba dicha hipétesis, procedemos a hacer un ajuste de la forma

Bmax = aln (% + c) : (4.5)

donde a, b y ¢ son parametros a ajustar. De esta manera, es posible extrapolar los
datos y obtener un valor aproximado de [,4« para volumen infinito, el cual sera
nuestro primer estimador de (3., denotado como Bd. En la figura 4.16 se muestra
el valor (4, en funcion del inverso del tamano del sistema. Los datos se muestran
en color rojo. La linea punteada azul representa el ajuste hecho para el cual se
obtuvo un valor x?2/dof & 0.016 . En el limite 1/L? — 0, la curva intersecta el eje
vertical en B, = 1.081 & 0.013. Si lo comparamos con el valor de 3, = 1.1199(1)
reportado en Ref. [39], tenemos que (8, — fu1)/61 ~ 2.9, donde 6, = 0.013. De
igual manera que xy, . , no tenemos un antecedente que nos indique el tipo de
convergencia que deberfa de tener Sus — Be, por lo que el ajuste de la ec. (4.5)
s6lo es una propuesta que nosotros consideramos adecuada.

Si bien el estimador 3,4 no corresponde al valor reportado en Ref. [39], pode-
mos realizar el mismo ajuste, pero agregando el valor conocido de ., es decir, al
momento de realizar el ajuste también consideramos el punto (ﬁ =0, Bmax = Be)-
En la Fig. 4.17 se muestra el resultado de dicho ajuste, donde se obtiene el esti-
mador Bcz = 1.111 £ 0.001. Al considerar (3. estamos “forzando” al ajuste a que
el estimador Bcg sea similar a (.. La razén de considerar 3. es para realizar una
prueba de bondad de ajuste x2/dof. Para los resultados mostrados en la Fig. 4.17
obtenemos un valor x?2/dof = 0.15, lo cual nos indica que el ajuste propuesto s
logra capturar el comportamiento de los datos. Si bien Bcl = 1.081 # S,, lo ante-
riormente mencionado nos deja abierta la posibilidad de que conforme se obtengan
datos para sistemas de mayor tamano, las correcciones al estimador Bd hagan que
éste converja al valor de f..
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4.4 Vorticidad promedio por cluster
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Figura 4.16: Los puntos rojos corresponden al valor de 8 donde ocurre el maximo
de xv,, en cada punto estd senalado el valor de % La linea punteada azul representa

el ajuste dado por la ec. (4.5) y el punto de color negro corresponde al estimador
Ber = 1.081 4 0.013. Ademsés, se obtuvo un valor x2/dof ~ 0.016.
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Figura 4.17: Los puntos rojos corresponden al valor de 8 donde ocurre el maximo de
Xv., en cada punto estd senalado el valor de ﬁ La linea punteada azul representa
el ajuste dado por la ec. (4.5), cuando se considera el valor de (. reportado en
Ref. [39]. Se obtiene el estimador B = 1.111 + 0.001. Ademés, se obtuvo un valor
X2 /dof ~ 0.15.
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Capitulo 5

Conclusiones

En este trabajo se presenté un estudio numérico del modelo XY bidimensional
usando simulaciones de Monte Carlo. Principalmente se estudié el papel que juega
la vorticidad en la transicion BKT. Ademas, se introdujo la nueva idea de los
semi-vortices y la forma de identificarlos.

En el capitulo 3 vimos que los vortices que forman pares ligados no son per-
ceptibles a largas distancias y conforme aumenta la temperatura, los vortices se
separan, de manera que son considerados “libres”, dando lugar a la transicion
BKT. Una de las primeras expectativas fue que la aparicion semi-vortices libres
verdaderos sucediera en 8 = f3. y que la frecuencia aumentara conforme  disminu-
yera. Esto no sucedi6 asi, como se muestra en la Fig. 4.10, donde se observa que la
aparicién es de manera paulatina y el valor de (Semi-vértices libres verdaderos)/L?
es ligeramente mayor que cero incluso para § > (., por lo que no puede ser con-
siderado un parametro de orden que indique la transicion BKT . A pesar de esto,
los resultados ayudan a comprender mejor la relacion entre la semi-vorticidad y el
tamano de los clusters, como se obtuvo del analisis de los resultados mostrados en
la Fig. 4.11.

La observable xy. presenta un maximo que parece ser divergente en el limite
termodinamico. Esto indica que la vorticidad por cluster es sensible a la transicion
BKT.

A partir de la informacion mostrada en la Fig. 4.14 fue posible obtener un
estimador de .. En la Fig. 4.16 se muestra una extrapolacién, a volumen infinito,
de los valores de  donde ocurre el maximo de yy., obtenemos que (5. — Bd) /o1 &~
2.9. A pesar de que el resultado de Bl difiera de f3. por casi 3 veces el error obtenido,
los resultados mostrados en la Fig. 4.17 nos dejan abierta la posibilidad de que
surjan correcciones al estimador ,5’01 si se estudian tamanos mas grandes.

El andlisis de la vorticidad por cluster nos ha dado bastante informacién sobre
el comportamiento del modelo XY bidimensional. Algunas de las posibilidades
para darle continuidad a este proyecto son:
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» Optimizar el codigo para la medicién de observables.

A pesar de haber implementado el algoritmo de Hoshen-Kopelman el cual es
el mas eficiente para la identificacién de clusters en el sistema, un aspecto que
toma bastante tiempo es la medicion de observables. Por ejemplo, identificar
los semi-vértices requiere mayor tiempo de computo debido a que se necesitan
generar la configuracion de referencia y las configuraciones para cada cluster,
ademas del hecho de calcular la diferencia angular de espines para cada
plaqueta.

= Estudiar sistemas de mayor tamano.

El hecho de estudiar sistemas de mayor tamano permite que los efectos de
tamano finito afecten en menor medida. Esto permitiria obtener un mayor
numero de datos de xy,, de manera que las correcciones al estimador Bcl
verifiquen si 5’61 — Be.

» Calcular la correlacién vértice-vértice, es decir, (g; ¢;), donde ¢; y ¢; re-
presentan la vorticidad de las plaquetas identificadas con el indice i y j,
respectivamente, y ver si es un indicador de la transicion BKT.
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Apéndice A

Cadenas de Markov

En este apéndice se mostrara de manera mas formal las propiedades que debe
cumplir la cadena de Markov para asegurar que converge a la distribucion deseada.
Seguimos el esquema de Ref. [46]. Empezamos con la definicién de la seccién 2.1.

Sea X = {X,,},>1 un proceso estocdstico, el cual vamos a suponer numerable.

Sea . el conjunto de posibles configuraciones del sistema.

Definicién A.1 Decimos que se trata de una cadena de Markov si satisface
P(Xps1 =Xnt1 | Xo = Xn, ... X1 =x1) = P(Xpt1 = Xnp1 | Xn = Xn),

tal quen € N y x; € 7.

Definicién A.2 Se define la matriz de transicion P := {P;;}, donde P;; es la

probabilidad de ir de la configuracion X; a la configuracion x;,
Py = P(Xns1 =% | X =x1),

P = P(Xpim = %5 | Xp = x3).

Definicién A.3 Sea X = {X, },>1 una cadena de Markov. Decimos que es ho-

mogénea st ¥n > 1 cumple que

P(Xn+1:Xj|XnIXi):P(X2:Xj’Xlzxi).
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Lo anterior nos dice que las probabilidades de transicién son invariantes en el
“tiempo” de la cadena.!

Definicién A.4 Sea x;, x5 € 7. Decimos que la configuracion X; comunica a X;j,

Xi — Xj, st eviste m € N, tal que

P(Xn+m = Xj | X, :Xi) > 0.

Esto significa que es posible ir de la configuracién x; a la configuracion x; en una
cantidad finita de pasos.

Definicién A.5 Sea X = {X,, },>1 una cadena de Markov. Decimos que es irreducible

si todas las configuraciones se comunican entre si,

Xj < Xj, VXi,Xj € .7,
lo cual nos dice que el sistema es ergddico.

Definicién A.6 El periodo de una configuracion x; € . se define como
d(x;) = M.C.D{n>1: P > 0}.

Las iniciales M.C.D. hacen referencia al minimo comin divisor.

Definiciéon A.7 Se dice que una cadena de Markov es aperiodica si Vx; € .

d(Xi) =1.

Teorema A.1 Sea X una cadena de Markov homogénea, irreducible y aperiodica,

con distribucion estacionaria m

lim P™ (i, j) = n(4).

n—0o0

I'No nos referimos al tiempo fisico ni al tiempo euclidiano. El tiempo de la cadena es el tiempo
del algoritmo, es decir, el nimero de actualizaciones.

67



A. CADENAS DE MARKOV

Dadas las hipétesis del teorema anterior, podemos asegurar que la cadena de Mar-
kov tiende a seguir una distribucion especifica para n suficientemente grande. Para
mayor definiciones, ejemplos y la demostracién del teorema véase Ref. [46].
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Apéndice B

Algoritmos

B.1. Algoritmo Hoshen-Kopelman

El algoritmo de Hoshen-Kopelman es la forma més eficiente conocida de iden-
tificar los clusters de una red, su eficiencia es proporcional al volumen del lattice.
Particularmente fue propuesto para la identificaciéon de clusters para fendémenos
percolativos en lattices regulares [23]. Actualmente es un algoritmo muy usado in-
cluso para redes no regulares [47]. A continuacién se da una breve explicacién del
algoritmo, basado en que estamos trabajando con un lattice regular cuadrangular.

El algoritmo consiste en generar dos listas EtiquetaNodo y EtiquetaCluster.
EtiquetaCluster guarda las etiquetas de los clusters creados. El i-ésimo elemento
de EtiquetaNodo guarda la etiqueta del elemento que debe ser revisado en Etique-
taCluster, es decir, si EtiquetaNodo[i] = N; y EtiquetaCluster|N;] = C, entonces
el i-ésimo espin pertenece al cluster con la etiqueta C'. Asi, cuando dos clusters
con etiquetas diferentes “se unan”, no es necesario revisar los L? espines e ir cam-
biando las etiquetas de los espines que pertenezcan a alguno de los dos clusters.
Solo es necesario modificar la etiqueta de ambos clusters en EtiquetaCluster, la
cual siempre es una lista de tamafio menor a L?. Esto hace que sea més rapido
el proceso de identificar clusters. A continuacién se da una explicacién técnica del
procedimiento.

» Empezamos creando las siguientes variables: Una lista
EtiquetaNodo = [0,0,...,0,0] de tamano L? una lista vacia
EtiquetaCluster = [|; y las variables n, = 0 y [, = 0. EtiquetaCluster
guarda las etiquetas de los clusters creados. El i-ésimo elemento de Eti-
quetaNodo guarda la etiqueta del elemento que debe ser revisado en Eti-
quetaCluster, es decir, si EtiquetaNodo[i] = N; y EtiquetaCluster|N;] =
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B. ALGORITMOS

C, entonces el i-ésimo espin pertenece al cluster con la etiqueta C. La
variable n nos ayuda a crear una nueva etiqueta cuando se forma un
nuevo cluster; y . que es la longitud de la lista EtiquetaCluster.

= Se revisa el i-ésimo espin y a sus vecinos cercanos conectados mediante
bonds, denotados por j,}, por ejemplo, si el i-ésimo espin esta conectado
a sus cuatro vecinos cercanos entonces ji,) = jq1,2,34}. Existen dos resul-
tados posibles que el i-ésimo espin no pertenezca a ningin cluster o que
ya pertenezca a un cluster, visto de otra forma, que EtiquetaNodo[i] = 0
o EtiquetaNodoli] # 0. Y a su vez dos subcasos, que los vecinos ya
pertenezcan a algin cluster o que ninguno pertenezca, es decir, que
EtiquetaNodo[j{,3] = 0 o EtiquetaNodo[jy] # 0.

= Si el i-ésimo espin no pertenece a ningin cluster, EtiquetaNodo[i] = 0.

e Si ninguno de sus vecinos pertenece a algin cluster,
EtiquetaNodo[j¢,] = 0.
- Entonces creamos la etiqueta para un nuevo cluster
Npew < N + 1 y la agregamos a EtiquetaCluster, de manera
que EtiquetaCluster = [ng,ng,...,Npew]- Al agregar esta nueva
etiqueta, el tamano de EtiquetaCluster aumenta de tamano enton-
ces redefinimos [. < [. + 1. Por 1ltimo, modificamos las etiquetas
del i-ésimo espin y sus vecinos j, tal que EtiquetaNodo[i] = I.
y EtiquetaNodo[j,] = l.. De esta manera tenemos que el espin
1-ésimo y sus vecinos pertenecen al cluster con la etiqueta npey-.

e Si alguno de sus vecinos pertenece a algin cluster,
EtiquetaNodo[j,}] # 0.
- Entonces buscamos el cluster con la etiqueta de menor valor. Si

EtiquetaNodo[jy] = Nj,, v EtiquetaCluster[N; ] = Cj,, es
decir, el ji;-ésimo espin pertenece al cluster C;, y asi consecuti-
vamente. Entonces encontramos el minimo Cp;, = min{Cj{v}} y

cambiamos todas las etiquetas de los clusters por Cn, es decir,

Ci < Cmin y Cj{v} — Cmin-

= Si el i-ésimo espin pertenece a algin cluster, EtiquetaNodoli] # 0.

e Si ninguno de sus vecinos pertenece a algin cluster,
EtiquetaNodo[j¢,] = 0.
- Debido a que EtiquetaNodoli] # 0, supongamos que
EtiquetaNodo[i] = N; y EtiquetaCluster[N;] = Cj, es decir, el
1-ésimo espin pertenece al cluster C;. Entonces modificamos la
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B.1 Algoritmo Hoshen-Kopelman

etiquetas de sus vecinos de la forma EtiquetaNodo[jg,y] = N;, de
esta manera los vecinos del ¢-ésimo espin, pertenecen al cluster con
la etiqueta Cj.

e Si alguno de sus vecinos pertenece a algin cluster,
EtiquetaNodo[j.y] # 0.
- Supongamos EtiquetaNodo[i] = N; y EtiquetaNodo[j,3] = Ny,
EtiquetaCluster[V;] = C; y EthuetaCluster[Nj{v}] = Cj,,,» es decir,
el i-ésimo espin pertenece al cluster C}, el j;-ésimo espin pertenece al
cluster C;, y asi consecutivamente. Entonces Ciy, = min{C}, Cj{v}}
y todas se cambian por la etiqueta de menor valor, es decir,

Ci — Cmin y C]{ } — len

A continuacion se muestra una EtiquetaNodo y EtiquetaCluster para cada paso
del algoritmo Hoshen-Kopelman para el ejemplo mostrado en la Fig. B.1.

Paso EtiquetalNodo EtiquetaCluster
[0,0,0,0,0,0,0,0,0]
[1,0,0,0,0,0,1,0,0]
[1,2,2,0,0,0,1,0,0]
[1,2,2,0,0,2,1,0,0]
1,2,2,3,3,2,1,0,0]
1,2,2,3,3,2,1,3,0]
[ |
1, |
1, |
1, ]
1, ]

o

1,2,2,3,3,2,1,3,0

2,2,3,3,2,1,3,0
1,2,2,3,3,2,1,3,0
1,2,2,3,3,2,1,3,4
1,2,2,3,3,2,1,3,4

© o0 N O Ot = W NN =

10
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B. ALGORITMOS

Figura B.1: Se muestra un lattice de 9 espines, las lineas representan los bonds. El
numero representa el orden en el que los espines fueron revisados.

B.2. Bondad de ajuste

El valor de x?2/dof es una manera de cuantificar que tan bien se ajusta el modelo
de prediccion a los datos obtenidos y esta dado por

>2, (B.1)

donde 0; es el estimador del i-ésimo dato, o; es el i-ésimo dato y o; su error asociado;
n — m son los grados de libertad (dof por sus siglas en inglés), con n el nimero
de datos y m el ntimero de pardmetros ajustados. Valores de x2/dof < 1 indica
que los valores estimados por el ajuste son similares a los datos obtenidos, por
lo que podemos considerar que el ajuste logra capturar el comportamiento de los
datos. Valores de x2/dof > 1 indican que los valores de prediccién se alejan de los
datos obtenidos, por lo que no se puede asegurar que exista alguna relacién entre
la funcion del ajuste y los datos obtenidos.

1 - 0; — 0;
2 7 1
d f——E:
X”/O n—mil( o;
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B.3 Método jackknife

B.3. Meétodo jackknife

El método Jackknife sirve para obtener un estimado del error estandar de un
conjunto de datos. Este método es sensible a errores de autocorrelacion, ademés
de ser un método no paramétrico, por lo que no es necesaria hacer alguna asunciéon
de la distribucién de los datos. En el caso M = n, el estimador del error, ec. (B.2),
es el error estandar.

Supongamos un conjunto de datos Ogata = {O1, 0o, ..., 0, } de una observable
0. El algoritmo es el siguiente

Calcula el promedio del conjunto de datos Ogaa, al cual denotaremos
(0).

Divide Ogata en M subconjuntos de igual tamano, es decir, cada subcon-

junto debe tener 17 elementos.

Calcula el promedio de Ogat, excluyendo los datos del subconjunto m, al
cual denotaremos como <O)(m), para cadam=1,2,..., M.

El estimado del error estda dado por

0 = \[ T35 22 (00 =~ (@) (5.2)

m=1
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Apéndice C

Plaqueta asociada a dos clusters

En este apéndice vamos a mostrar porque una plaqueta siempre esta asociada
a dos clusters o a ninguno. Primero, tengamos en cuenta lo siguiente:

= Como se explicé en la seccion 3.4, un cluster tiene asociado un semi-vortice
si al revisar la trayectoria alrededor de dicho cluster, encontramos que el arco
de conexién minimo entre los espines de dos links consecutivos, respecto a la
trayectoria del cluster, pasa por puntos diferentes, es decir, A-B o B-A. En el
caso que obtenemos A-A o B-B, el cluster no tiene un semi-vértice asociado
(véase Fig. C.1). Por lo tanto, una plaqueta sélo estd asociada a los clusters
cuya trayectoria pasa por A-B o B-A. Ademas, recordemos que la orientacion
del cluster es tal un observador caminando sobre dicha trayectoria, siempre
ve al cluster a su lado izquierdo.

A

S.zr'n S.zuut
Link 2
A

Slr’n S.luut
Link 1

Figura C.1: En la imagen izquierda se muestra el orden de los links respecto a la
trayectoria del cluster. 51, y S», pertenecen al cluster que estamos considerando,
mientras que §1,,, y S2,, DPertenecen a otro cluster u otros clusters. En la imagen
derecha se muestra un ejemplo, donde el arco minimo entre 5y, y 3., pasa por el
punto A.
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B.1 Dos clusters

= Para todos los ejemplos a continuacién, ocuparemos el orden de los espines
mostrado en la Fig. C.2. El link que conecta al espin §; con S, lo denotamos
como Lq; el link que conecta al espin S5 con §3 como Lo; el link que conecta
al espin §3 con s como Ls; y el link que conecta al espin §; con s7 como Ly.

= Decimos que un link “pasa” por el punto A o B, si el arco de conexién minimo
entre los espines del link, cruza por el punto A o B, respectivamente.

S 5
4 L5 3
L4 LZ

2 Ly 2

S1 S2

Figura C.2: El link que conecta al espin &, con §5 lo denotamos como Lq; el link
que conecta al espin Sy con §3 como Lo; el link que conecta al espin 53 con 54 como
Ls; y el link que conecta al espin §; con $1 como Ly.

B.1. Dos clusters

Para fines explicativos, consideraremos un caso en particular, sin embargo, la
idea es la misma para las demas configuraciones donde los espines de una plaqueta
pertenezcan a dos clusters.

Supongamos que §; y S5 pertenecen a un cluster denotado por %;; y los espines
53y 54 pertenecen a un cluster denotado por ;. Entonces, la trayectoria alrededor
del cluster ; consiste de los links consecutivos Lo-Ly (color rojo) y a trayectoria
alrededor del cluster € consiste de los links consecutivos Ls-Lo (color azul), como
se muestra en la Fig. C.3.

La plaqueta sélo esta asociada a los clusters cuya trayectoria pasa por A-B o
B-A. Si Ly y Ly pasan por puntos distintos, es decir, Ly pasa por A y Ly por B
o viceversa, entonces la plaqueta queda asociada a los dos clusters debido a que
estamos pasando por los mismos links s6lo que en sentido contrario, esto descarta
la posibilidad de que la plaqueta pertenezca a un sélo cluster. En el caso donde
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C. PLAQUETA ASOCIADA A DOS CLUSTERS

Lo y L4 pasen por los mismos puntos, es decir, A-A o B-B, la plaqueta no esté
asociada a ningun cluster.

Por lo tanto, en el caso de que los espines de una plaqueta pertenezcan a
dos clusters, la trayectoria alrededor de cada cluster es la misma sélo que en
sentido contrario, esto causa que las unicas posibilidades sean: que la plaqueta
esté asociada a dos clusters o a ninguno.

- -

Sy S3
L4 L2
s1 s>

Figura C.3: Se muestra el caso donde los espines §1 y S5 pertenecen a un cluster y
los espines 83 y 84 a otro. Las flechas indican la direccién de la trayectoria alrededor
de cada cluster.

B.2. Tres clusters

Analicemos el caso donde los espines de una plaqueta pertenecen a tres clusters.
Para fines explicativos suponemos que §; y Sy pertenecen a un cluster denotado
por ¢;, y los espines 53 y 5, pertenecen a los clusters €; y ¢}, respectivamente.
Entonces, la trayectoria alrededor del cluster %; son los links consecutivos Lo-Ly4
(color rojo); la trayectoria alrededor del cluster é; son los links consecutivos Lz-Loy
(color verde); y la trayectoria alrededor del cluster %} son los links consecutivos
son Ly-L3 (color azul), como se muestra en la Fig. C.4.

Primero, consideremos que la plaqueta estd asociada al cluster %;, esto indica
que los links L, v L4 pasan por puntos distintos. En la Fig. C.4a se muestra el
ejemplo donde Ly pasa por Ay Ly pasa por B; y el punto por el que pasa el link
L3 esta denotado como X para considerar las dos posibilidades. Si el link L3 pasa
por A, entonces la trayectoria alrededor del cluster € (color verde) pasa por A-B,
y la trayectoria alrededor del cluster % (color azul) pasa por A-A, por lo que la
plaqueta queda asociada a los clusters 4; y ¢;. En cambio, si L3 pasa por B, la
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B.2 Tres clusters

trayectoria alrededor del cluster & (color verde) pasa por B-B, y la trayectoria
alrededor del cluster % (color azul) pasa por A-B, entonces la plaqueta queda
asociada a los clusters %; y %,. En ambos casos, la plaqueta queda asociada a dos
clusters.

Ahora, supongamos que la plaqueta no esta asociada al cluster %;, esto indica
que el link Ly y el link Ly pasan por el mismo punto. En la Fig. C.4b se muestra
el caso donde ambos links pasan por A; y el punto por el que pasa el link L3 esta
denotado como X para considerar los dos posibles casos. Si el link L3 pasa por A,
la plaqueta no esté asociada a ningun cluster porque la trayectoria alrededor de
cada cluster pasa por A-A. En cambio, si L3 pasa por B, la trayectoria alrededor
del cluster 6 (color verde) pasa por B-A, y la trayectoria alrededor del cluster %}
(color azul) pasa por A-B, por lo tanto, la plaqueta queda asociada a los clusters ;
y %%. De igual manera, la plaqueta solo queda asociada a dos cluster o a ninguno,
segun sea el caso.

En los dos ejemplos antes mencionados, el punto por el que pasa el link Lg
determina cuales son los clusters asociados a la plaqueta, sin embargo, vemos que
siempre son dos o ninguno. A pesar de usar un ejemplo en particular, esto nos da
una nocion de lo que sucede en las demas posibles configuraciones. Lo cual, nos
ayuda a descartar la posibilidad de que una plaqueta quede asociada a uno o tres

clusters.
S4 S S5 Sa % S5
A B A A
§1 §2 §1 §2

(a) (b)

Figura C.4: Se muestra el caso donde los espines §; y §2 pertenecen a un mismo
cluster y los espines 3 y §4 pertencen a distintos clusters. Las flechas de color indican
la trayectoria alrededor de cada cluster.
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C. PLAQUETA ASOCIADA A DOS CLUSTERS

B.3. Cuatro clusters

Ahora, analicemos el caso donde los cuatro espines de una plaqueta pertenecen
a cuatro clusters distintos. Para fines explicativos, decimos que los espines 57, S,
53 y 54 pertenecen a los clusters €;, €;, €, y ¢, respectivamente. Entonces, la
trayectoria alrededor del cluster €; consiste de los links consecutivos Li-L4 (color
rojo); la trayectoria de é; consiste de los links consecutivos Lo-L; (color magenta);
para 6 consiste de los links consecutivos Ls-Ls (color verde); y para %; consiste
de los links consecutivos L4-L3 (color azul), como se muestra en la Fig. C.5.

Si todos los links pasan por el mismo punto A o B, entonces la plaqueta no
esta asociada a ningun cluster.

Recordemos que la plaqueta sélo esta asociada a los clusters cuya trayectoria
pasa por A-B o B-A. Si tres links pasan por el mismo punto y el link restante pasa
por el punto contrario a los tres anteriores, como se muestra en la Fig. C.5a, enton-
ces la trayectoria alrededor de los clusters %, vy %, cumplen lo antes mencionado.
De manera que la plaqueta queda asociada a estos dos clusters. Las trayectorias de
los clusters %; y €; (rojo y magenta), ambas pasan por A-A, por lo que la plaqueta
no se le puede asociar a estos clusters.

Si dos links pasan por A y los otros dos por B, como se muestra en la Fig.
C.5b, de igual manera la plaqueta sélo esta asociada a dos clusters, en el ejemplo
mostrado, a los clusters ; y % porque su trayectoria pasa por A-B (color rojo) y
B-A (color verde), respectivamente. La trayectoria de €; (color magenta) pasa por
A-A y la trayectoria de %, (color azul) pasa por B-B, por lo que ambos clusters
quedan descartados.

Para configuraciones similares a las mostradas en la Fig. C.5, es evidente que
la plaqueta siempre va a estar asociada a dos clusters y quedan descartados los
casos donde la plaqueta esta asociada a uno o tres clusters.
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B.3 Cuatro clusters

S S S S
4 B 3 4 B 3
A A B A

o A 5 . A 5

S1 52 S1 52

(a) (b)

Figura C.5: Se muestran dos ejemplos donde cada espin de la plaqueta pertenece
a un cluster distintos. Las flechas de color representan la direccion de la trayectoria
alrededor de cada cluster.

Ahora, veamos la configuracién que se muestra en la Fig. C.6. En este caso,
aparentemente, la trayectoria para cada cluster pasa por A-B o B-A, segin sea el
caso. Esto indica que dicha plaqueta estd asociada a los cuatro clusters, lo cual es
contradictorio con todo lo antes mencionado. Sin embargo, dicha configuracién no
es posible.

S S
4 B 3
A A

o B -

S1 52

Figura C.6: Se muestra un ejemplo donde cada espin pertenece a un cluster distin-
to. Las flechas de color representan la direccién de la trayectoria alrededor de cada
cluster. Ademas, estd senalado el punto por el que pasa cada link. Esta configura-
cién, aparentemente, causa que la plaqueta esté asociada a los cuatro clusters. Sin
embargo, dicha configuracién no es posible.
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C. PLAQUETA ASOCIADA A DOS CLUSTERS

Para mostrar que la configuracién de la Fig. C.6 no es posible, iremos “colo-
cando” los espines de manera que vayamos construyendo dicha configuracion, para
que al final notemos una inconsistencia que causa que dicha configuraciéon no se
pueda obtener.

Primero, coloquemos al espin §; de manera arbitraria, como se muestra en la
Fig. C.7a. Para que link L; pase por B, necesariamente el espin S, debe estar en
la regién sombreada mostrada en la Fig. C.7b, ya que de otro modo el arco de
conexion minimo entre estos dos espines, no pasaria por B. Ahora, fijemos el espin
S5, teniendo en cuenta la restriccion antes mencionada. Para que el link L, pase
por A, el espin s3 necesariamente debe estar en la regién sombreada de la Fig.
C.7c, ya que de otro modo, el arco de conexién minimo no pasaria por A. De igual
manera, fijamos S3 con la restriccién antes mencionada. Para que el link L3 pase
por B, necesitamos que §; esté en la region sombreada de la Fig. C.7d, pero al
fijar s, en esta region, causa que el arco de conexién minimo entre el espin s y S
pase forzosamente por B. Entonces, el link L4 no pasa por el punto A, como seria
de esperase por la Fig. C.6. Por lo tanto, no es posible construir la configuracion
mostrada en la Fig. C.6, lo cual descarta la posibilidad de que una plaqueta esté
asociada a cuatro clusters.
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A@B A.B

(a) (b)
§2 §2
A _ B A S B
§1 §1
(c) (d)

Figura C.7: Se muestra una forma de tratar de crear una configuracién que cumpla
que los links L1, Lo, Ly y L4 pasen por los puntos B, A, B y A, respectivamente,
como se muestra en la Fig. C.6. Si fijamos el espin §1, para que el link L1 pase por
B, el espin § estd restringido a estar en el area sombreada mostrada en (b). Una
vez, que hemos fijado los espines &) y S, para que el link Lo pase por A, el espin §3
debe estar en la regién sombreada en (c¢). De igual manera, si queremos que el link
L3 pase por B, entonces el espin §; debe estar en la regién sombreada en (d). Sin
embargo, al hacer esto, notamos que el arco de conexién minimo entre Sy y §; pasa
forzosamente por B y no por A, como era de esperase. Lo que ayuda a concluir que
no es posible construir una configuracién como la que se muestra en la Fig. C.6.
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