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Resumen

En el siguiente escrito se estudia la familia de mapeos logisticos f, ,(x) = 1—pul|z|?,
z > 1, desde una perspectiva mecanico-estadistica analizando la evolucién de sus den-
sidades invariantes. Aprovechamos que por un lado, existe la cascada de duplicaciéon
de periodos donde se encuentra la secuencia de puntos puntos siper estables y, por
otro lado, la divisién en bandas cadticas donde se encuentran los puntos Misiurewicz,
y que ambos convergen al atractor de Feigenbaum. También se hace la conexién en-
tre la densidad de probabilidad obtenida y la entropia de Shannon, que lleva a un
fendmeno conocido en fisica estadistica llamado transiciones de fase.
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Capitulo 1

Introduccion

Los mapeos logisticos son un ejemplo sencillo de que un sistema dindmico de com-
portamiento predecible se puede convertir en un sistema ca6tico cuya dinamica parece
aleatoria. Sin embargo, cuando se analiza desde una perspectiva estadistica este com-
portamiento cadtico comienza a mostrar caracteristicas que pueden ser comprendidas
con herramientas matematicas como el operador de Frobenius-Perron [1].

Al manejar el mapeo con la conocida teoria ergodica puede relacionarse con la entro-
pia de Shannon y el resultado es sorprendente porque las curvas obtenidas muestran
una transicion de fase de segundo orden |2, 3.

En el presente trabajo se extienden los resultados de publicaciones previas, no so-
lo tomando el mapeo logistico cuadratico f,(z) = 1 — p|z|? sino en principio tomando
cualquier valor de z > 1 en los mapeos f, ,(z) = 1 — u|z|*. Para eso en el capitulo 2 se
dan los conceptos preliminares como generalidades de sistemas dinamicos, asi después
se platica sobre el mapeo logistico, especificamente sobre dos sucesiones de puntos:
superciclos y puntos de Misiurewicz, que comparten el mismo punto de acumulaciéon
Il €l cual coincide con el atractor de Feigenbaum!. Luego para hacer la evolucién del
sistema de manera estadistica hay que construir el operador de Frobenius-Perron(F-
P), escribirlo en su forma discreta y de dimension finita, no sin antes hablar sobre
teoria de la medida y el teorema de ergodicidad de Birkoff. Por tltimo se obtiene la
entropia de Shannon y mencionamos su relacion con las transiciones de fase. Para el
capitulo 3 se estudian las densidades asintéticas e invariantes para un solo mapeo,
especificamente cuando z = 1.5, se utiliza el operador de F-P y el teorema de Birkoff
de manera "directa'para mostrar como cambia la dindmica en la densidad dentro del
atractor de Feigenbaum. Para el capitulo 4 se hace la conexion con las transiciones de
fase utilizando la entropia de Shannon y se discute la similaridad con una transicion
de segundo orden debida a la forma de la susceptibilidad. Al final se presentan las
conclusiones.

'En algunos textos se le nombra atractor de Feigenbaum al atractor que coincide con po, para el
mapeo de la ecuacién 2.5 con z = 2 en este texto se amplia a cualquier valor de z > 1



Capitulo 2

Antecedentes

2.1. Generalidades de los sistemas dinidmicos

Los sistemas dindmicos se utilizan para modelar comportamientos de fenémenos
en distintas ramas de la ciencia como la fisica, quimica, matemaéticas, o en otros
ambitos como la economia y matematicamente hablando estan conformados por un
vector x € R™ que dice el estado exacto del sistema y una funcion F : R™ — R™ que
definira el estado en tiempos posteriores al inicial [4]. Un sistema dindmico se puede
definir por medio de una ecuacién diferencial de primer orden

d
—x(t) = B(x(). (2.1)

La manera mas facil de relacionar (2.1) en una dimension con un mapeo iterativo es
discretizar el tiempo [5].

Sean tp >0, n e N

z((n+ 1)ty) — x(nto)
to

~ F(xz(nty))

= z((n+ 1)ty) = toF(x(nty)) + z(nty)

= Tpi1 = toF(z(nty)) + z(nty) = f(z,)

entonces, un mapeo iterativo es un sistema dindmico cuya evolucién temporal es
discreta y esta determinado por la ecuacion (2.2).

Tnt1 = [(2n) (2.2)

Ahora se veran algunas definiciones que involucran el resultado anterior. Si z’ esta
en el dominio de f y sucede que f(2') = 2’ entonces llamaremos a z’ punto fijo. Al
conjunto Oy = {xg, x1 = f(x0),x2 = f*(20),...} que resulta de iterar la funcion f en
un punto xy se le conoce como trayectoria u orbita de xy. Se dice que una oOrbita es



periodica de periodo 7, si dado un punto inicial z” la 6rbita Oy de 2" es finita de
cardinalidad 7 € N. Al punto z” se le llama punto peridédico. El ejemplo inmediato
de una oOrbita periddica es un punto fijo, porque forma una 6rbita de periodo 1.

El estudio de la estabilidad de puntos fijos (o periodicos) dice si la dindmica per-
manece o se modifica cuando se introducen pequenas perturbaciones en el sistema,
en este caso nos interesan perturbaciones de punto inicial en un vecindad [6].

Sean z, = 2’ + A, donde 2’ es punto fijo! y x, una 6rbita cercana a 2’. Aproxi-
mando la derivada de una manera numeérica

f/(x/) _ f(I/ + AAHZ — f(x/)

= o+ Dt = s = @+ D) = f(&) + F(2)A,

y usando f(z') = a2’ se obtiene

Appr = f/<x/)An

Si se define a f’(z') = A, es decir, un eigenvalor ahora que se ha linealizado, se puede
reescribir el tltimo resultado como

An+1 - )\An - /\n+1A0 (23)

Se ha obtenido una expresion para saber si las 6rbitas cercanas al punto fijo se alejan
o convergen a él, asimismo solo depende de la derivada, por ello con (2.3) podemos
concluir fundamentalmente 2 cosas:

1)Si |A] = |f'(2")] < 1 entonces A, — 0 cuando n — oo y el punto 2’ es linealmente
estable o atractor. En otras palabras, si evaluar la derivada en 2’ resulta menor en
valor absoluto que uno, entonces las trayectorias cercanas al punto fijo seran atraidas
hacia él, de ahi que se llame atractor.

2)Si |A] = |f'(2")] > 1 entonces A, — oo cuando n — oo y el punto 2z’ es lineal-
mente inestable o repulsor. Por lo tanto, si la derivada evaluada en z’ es mayor en
valor absoluto que uno, entonces la distancia de la perturbacion crecera con respecto
al punto fijo (no es que realmente tienda a infinito) cada vez que la iteracion aumente.

Algo que no menciona el andlisis anterior es lo que sucede cuando |A| = |f'(2/)| =0y
es muy interesante, porque a esta condicion se le conoce como stiper estabilidad pues
es un decaimiento de perturbacion mas rapido que el estable, ya que es de la forma
A, ~ A%". Notemos que utilizando la misma idea del calculo anterior

' N = Ty = f(l’/ +A,) = f(xl) + f/@/)An

Lf" denota a la derivada de f



sin embargo, ésta vez f'(z')A,, = 0, por lo cual

= 2+ Ay = (&)

Ahora, la condicién de super estabilidad es 2" (2') = 2, por lo tanto A, = A

Todo lo anterior sobre estabilidad se puede aplicar a los puntos periédicos utilizando
la regla de la cadena de la siguiente forma

T7—1
() () = F1OFT D@ (@) = @)Y (@) = [[ £ (24)
i=0
donde (f7)'(zf) es la derivada de la 7-ésima iteracion y z{ es un punto de periodico
de periodo 7. La expresion (2.4) es ttil porque existen sistemas dinamicos en los
que un punto linealmente estable (o super estable) también es periodico, un sistema
donde existen este tipo de puntos es el mapeo logistico y de ¢l se habla en la siguiente
seccion.

2.2. Mapeo logistico

El mapeo logistico es un sistema dinamico de tiempo discreto disipativo y su
evolucion corresponde a la ecuacion (2.2). Es importante para la teoria de sistemas
dindmicos no lineales por ser un sistema cadtico simple. El mapeo surge de distintas
maneras: para analizar ecuaciones diferenciales, como modelo de fenémenos naturales
(la dindmica de una poblacion) y también se ha logrado reproducir experimentalmen-
te (experimento de conveccion de Libchaber) parte de su comportamiento |7]. Existe
un conjunto de mapeos que es de interés para este trabajo y cumple con la siguiente
definicion.

Definicién: Decimos que un mapeo f es unimodal en [—1, 1] si cumple las siguientes
condiciones:

1) f es continua

2) f(0) =1
3)f es estrictamente decreciente en [0, 1] y estrictamente creciente en [—1, 0]

Notese que a pesar de que el tiempo es discreto, la funciéon del mapeo es continua en
el espacio fase [-1,1], la definicién puede parecer muy arbitraria por el dominio tan
especifico, sin embargo, se puede extender a cualquier intervalo de los ntimeros reales
asi que no hay perdida de generalidad [5]. Una vez aclarado lo anterior, en este escrito
se utilizaran especificamente los mapeos de la forma

fopld) =1—plz*, —-1<2<1, 0<pu<2, z>1 (2.5)



por cada z fijo se obtiene una infinidad de funciones dependientes de z, a decir verdad,
una funcion por cada valor del pardmetro 0 < p < 2, todas con maximo en x = 0. Tres
de éstas curvas se observan en la figura 2.1. Ahora es evidente que las variables z y x
estan restringidas por la definicion, pero u no, més adelante se discutird brevemente
por qué es necesario que esté acotada.

1.00

0.75

f(x)

0.50

0.25 |

0.00 . ' '

-1.0 -0.5 0.0 0.5
X

Figura 2.1: Mapeos generados con f,(z) =1 — p|z|"? con distintos valores de p. En
el mapeo verde se tomo p = 0.3, en el rojo u =1y para el rojo p = 1.3.

De los mapeos anteriores hay un objeto muy conocido que es el diagrama de bi-
furcaciones, donde p sigue interpretandose como el parametro de control y x pasa a
convertirse en una posiciéon que depende del tiempo, en este caso, discretamente. Por
cada valor de z se tiene un diagrama de bifurcaciones, si se deja fija z € R comienzan
a desprenderse algunas propiedades, por ejemplo, si f,(z) = 1—pu|z|"?, su representa-
cion grafica del diagrama es tinica y se forma al tomar una condicion inicial en [—1, 1]
evolucionarla en el tiempo para distintos valores del parametro de control. Ver Figura
2.2. También se observa que para valores menores a p =~ 1.23 hay un comportamiento
periddico, a partir de p = 0 en adelante comienza una trayectoria que dibuja una
curva, y para cierto valor de p se duplica debido a un repulsor, después para otro
mayor que el anterior cada 6rbita se vuelve a duplicar, el comportamiento se mantiene
infinitamente hasta llegar a un punto limite llamado atractor de Feigenbaum, al valor
de parametro que coincide con dicho atractor es denotado por p(2) y al dibujo de
estas Orbitas bien comportadas también se le conoce como cascada de duplicaciéon de

1.0



periodos y por cada duplicacion hay un punto llamado superciclo [4, 5, 7].
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Figura 2.2: Diagrama de bifurcaciones generado con el mapeo f,(x) =1 — plz|"3

Cuando p > pu =~ 1.23 el sistema se vuelve cadtico, eso se traduce en que al
tomar dos puntos iniciales tan cerca como se quiera las 6rbitas respectivas terminaran
divergiendo una de otra. En la parte cadtica hay lugares que son visitados por las
trayectorias mas frecuentemente que otros, formando patrones oscuros bien ubicados,
los cuales estan definidos por la familia de funciones {¢"(x) = f"(0) | f"(0) =
1—u|f"10)|** A n € N}. Tal vez el mayor atributo de esta familia es que marca
las fronteras del atractor cadtico. A esas curvas que se alcanzan a distinguir se les
conoce como curvas de sombra; hay dos formas en las que se intersectan éstas lineas,
tangencialmente y por cruce, las que son de mayor interés aqui son algunas de las que
se cruzan debido a que dividen en dos bandas (cadticas) al mapeo, y dan lugar a los
puntos de Misiurewicz, por cada division hay un punto Misiurewicz. La sucesion de
puntos creada por dichos puntos también converge a fi ().

2.2.1. Superciclos

De acuerdo con la secciéon 2.1 para poder analizar la estabilidad de los mapeos
(2.5) hay que conocer la derivada, entonces para z > 2

(1 — plx|?)
ox

= —zpz|z|*?



por otro lado, cuando 1 < z < 2
2T
_ ‘1”272
0 st =0

O(1 — pilal) si 40

ox

En ambos casos la derivada da cero si x = 0 lo que implica stuper estabilidad, y x =0
es un punto de periodo 2V por lo tanto la ecuacion (2.4) se reescribe como (2.6)

IT i@ =0 (2.6)

jin serd un parametro de control para el cual la stiper estabilidad se cumplird y con-
forme N vaya al infinito iy convergera al punto de acumulacion p(z), formando la
sucesion {fiy }yen. Por cada superciclo también se tendra un atractor, definiendo una
familia que finaliza con el atractor de Feigenbaum en el borde del caos.

Una manera alternativa y visual de mostrar los valores de parametro en los super-
ciclos es utilizar que el punto del dominio donde se tiene el méximo de la funcién
(2.5) en [-1,1] es x = 0 siempre pertenece al ciclo super estable [7], de ahi que la recta
horizontal x = 0 se interseca con el diagrama de bifurcaciones en los puntos de abscisa
iy N € N, correspondientes a los superciclos. (ver Fig 2.3), esta misma observacion
se concreta en la ecuacion (2.7).

2 (0)=0 (2.7)

Es facil ver que iy = 1 para cualquier z > 1.
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Figura 2.3: Diagrama de Bifurcaciones hecho con el mapeo f,(z) = 1—pulx|*® dibujado
junto a la funcién cero. La lineas verticales azules son auxiliares y sus abscisas 11, = 1,
Ty ~= 1.2171, 15 =~ 1.2746 y 1, ~ 1.2914 son también las de los superciclos de periodos
2, 4, 8 y 16, respectivamente.

2.2.2. Punto de acumulacion . (2)

Antes se hablé sobre la cascada de duplicacion de periodos y lo bien comportada
que resulta ser, pero lo que no se dijo es que puede ser descrita por factores de escala,
es decir, existen constantes que son independientes de los detalles de la cascada y
que pueden ser calculadas midiendo distancias de la misma debido a la universalidad.
Eso justamente fue lo que encontré Feigenbaum y a dichas constantes universales! se
les denota por «(z) y 0(2) [8]. Ambos factores y s (z) se pueden calcular utilizando
la ecuacion (2.7) definiendo los didmetros de los superciclos y utilizando la sucesion
{Iin } ven, sin embargo, la convergencia es lenta, el método no es eficiente para z cerca
de 1 ni para z tendiendo a infinito [9].

Por otro lado la teoria de grupo de renormalizacion demostrada por Collet and Eck-
mann? y utilizada por Feigenbaum funciona para ambos casos [5]. La idea funda-

!Las constantes se denotan por a y § pero en éste caso se pone su dependencia de z en referencia
a los mapeos (2.5). Cada z € R cambia los valores al igual que pasa con i (2)

2La demostracién esté hecha para funciones de la forma ¥(z) = f(|z|'™¢) donde € > 0 suficien-
temente pequeno.



mental de la renormalizacién tiene que ver con autosimilitud® que es la propiedad
de un objeto a ser igual o parcialmente igual a una de sus partes, esto se traduce
mateméticamente a la ecuacion de Feigenbaum-Cvitanovic (2.8).

k 2k x
_a 2-8
ot (o) (28)
El objetivo es usar (2.8) y obtener el valor del punto de acumulaciéon para cualquier
valor de z, asi que se puede continuar de varias formas para calcular p.,, en este caso
se utilizara el método de M. Lutzky que describe un algoritmo publicado previamente
[10, 11]. La idea es tomar gg+1(0) = gx(0), pues cuando k tiende a infinito esa igualdad
se cumple y repetir para k+1, es decir, gx12(0) = gx+1(0), eso resulta en las ecuaciones
—af20) = f2(0) y —af2(0) = £2°7(0) con estas dos expresiones se deduce la
ecuacion

gr(z)

FEH0)F2200) = (£ (0)2 =0 (2.9)

la cuél es una funcién que depende tnicamente de jio? y se puede utilizar el método
numérico de Newton para aproximar la raices.

2.2.3. Puntos de Misiurewicz

Las curvas de sombra que se esbozan en Figura 2.2, analiticamente se construyen
de la siguiente forma [12]

fu(()) =1
f7(0) =1 —pl1?

fa(0) =1 — p|1 — p|1]?|?

Fi(0) = 1= plfrH(O)f*

Las intersecciones de estas curvas dan lugar a los puntos de Misiurewicz (P-M) que
tienen la caracteristica de ser pre-periodicos, en consecuencia existen dos niimeros de
iteracion n,m € N distintos tales que f'(0) = f//(0). En la Figura 2.4 se muestran
4 curvas de las cuales se determinan 2 P-M, ahi mismo sucede la division en bandas
caoticas. Una de las cosas interesantes de estos valores de parametro de control es que
siguen una secuencia para cualquier z > 1 y convergen al punto de acumulacion o,

3La autosimilitud es propiedad de los fractales, el atractor de Feigenbaum es un multifractal
4El valor de i debe estar acotado entre cero y dos porque fuera de ese intervalo el atractor diverge,
y ésto claramente no es lo que se desea.

10



como lo hacen los superciclos, solo que del lado caético, es decir, forman una sucesiéon
{pn} Nen que es decreciente y converge a fioo.

Usando la condicién de punto preperiddico se encuentra la interseccién de las curvas,
pero no es tan trivial calcular los valores deseados porque no hay una regla como
(2.7) { qué intersecciones de todas las que suceden sirven para obtener estos para-
metros especificos? La respuesta a esta pregunta se contesta con la siguiente conjetura.

Para el primer punto de Misiurewicz, se nota que el nimero de iteracion cumple
4—3=2% en el segundo 7 —5 = 2! y en general Vn > m se tiene n —m = 2 donde
N € NU{0}, es decir, la resta de los niimeros de iteraciones tiene que dar una poten-
cia de dos. Notese que el niimero de iteracion es arbitrario, es decir, se construyeron
dos sucesiones tales que su resta dé una potencia de dos.

20 (0) = f,(0) =0

Ho Ho

4 (0) = f,(0)=0

75

2,(0) = 20 =0

H2

7(0) = £7,(0) = 0

UN uN

El valor del parametro p = 2 también es de interés para todos los mapeos de la
ecuacion (2.5) aunque no cumpla con la definicion de P-M se tomara como elemento
de este conjunto.

11
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Figura 2.4: Diagrama graficado a partir del mapeo f,(z) = 1 — p|z|'®. Se muestran
4 curvas de sombra en color rojo y las lineas verticales azules se encuentran en los
valores p; ~ 1.4896 v ps ~ 1.3452 que también corresponden a los valores los de
puntos de Misuirewicz . También se puede observar que hay zonas prohibidas una vez
que se intersectan las curvas.

2.3. Teoria de la medida

Los mapeos estan fuertemente involucrados con conceptos de medida de proba-
bilidad, especificamente con la teoria ergodica. Antes de presentar los teoremas de
ergodicidad se enunciaran algunos conceptos generales de teoria de la medida [1, 13].
Después ésta seccion termina con el operador de Frobenius-Perron [14, 15].

2.3.1. Fundamentos de teoria de la medida

Definicién: Dado un conjunto X, una coleccion S C P(X) es llamada o-algebra
si cumple con lo siguiente:

» 0, XES
» VA, BeS, (AUBeS) AN (B\Ae€S)
. v{Sn}neN C 87 (U?Lozlsn € 8)

12
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Definicion: Sea S una o-dlgebra de X. Si la funcién A : S — [0, co] cumple con
ser no negativa y o-aditiva, es decir,

» V{A,}hen C S tal que (A4; N A;) = 0 para todo i # j,
se cumple MU A =5 MA),

entonces A es llamada medida. A la triada (X, S, \) se le conoce como espacio de
medida.

Definicién: Sea un espacio de medida (X,S,\). Se dice que el espacio es o-finito
si X es la unién numerable de subconjuntos con medida finita, es decir, X = U° A,
con A, € S, \M(A,) <ocoyn=1,23,.. Ademas si la medida es finita (A\(X) < 00)
se le conoce como o-finita y si especificamente A\(X) = 1 entonces (X,S,\) es un
espacio de probabilidad.

Definicién: Sea (X,S,\) un espacio de medida. La funcion f : X — R se dice
que es medible si para todo A C R abierto, se cumple f~1(A) € S.
Note que f~! se refiere a la imagen inversa y no la funcién inversa, es decir, el con-

junto f7HA)={z € X | Ja€ A, [f(z)=a}

Definicién: Para cualquier espacio de medida (X,S,\) y 0 < p < oo, LP(X,S, ) :=
LP(X,S, A\, R) denota al conjunto de todas las funciones medibles en X tales que
J1fIPdX < 0o. Para 1 < p < oo sea ||f]|, :== ([ |f[Pd\ < 00)? y se llama norma LP

Definicién: Sean (X,S,)\) un espacio de medida donde A es o-finita y sea v otra
medida (solo finita) sobre ese mismo espacio. Se dice que v es absolutamente conti-
nua respecto a A (v"\) si v(A) = 0 para cada A € S tal que A(A) = 0.

Teorema de Radon-Nikodym: Sea (X,S, ) un espacio de medida tal que X es

una medida o-finita. Sea v una medida finita sobre el mismo espacio y absolutamente
continua respecto a A. Entonces existe una funcion f € £1(X, S, )\) tanica tal que

V(A):/Afd/\ VAES (2.10)

dv

(2.10) se puede escribir como f = %

2.3.2. Teoria Ergoédica

Una vez introducido el tema de medida podemos hablar de ergodicidad y el primer
paso para ello es definir las medidas invariantes.

Definicién: Sea (X,S,\) un espacio de medida o-finita. Se dice que 7" : X — X
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es una transformacion medible si para cada B € S sucede que T-!(B) € S. Ademas
T preserva la medida si A(T!(B)) = A(B) para todo B € S. Un conjunto Y es
llamado T-invariante si T-1(Y) =Y.

Se sabe que la imagen inversa de una funcion preserva las operaciones de conjuntos
union y resta asi que la coleccion de todos lo conjuntos invariantes es una o-algebra
y la interseccion de o-algebras es nuevamente una o-algebra, por lo tanto, es posible
definir la o-4lgebra de todos lo conjuntos invariantes de una transformacion medible.

Definicién: Sea (X, S, \) un espacio de probabilidad, donde S es la o-algebra de
todos los conjuntos T-invariantes. Sea una transformacion 7' : X — X que preser-
va medida. T es llamada ergodica si para cada Y € S sucede A(Y) =00 A(X\Y) =0

Definicién: Sea una 7' : X — X transformacion en un espacio medible (X,S, ). T
es un no singular si A(T7*(A)) = 0 para todo A € S tal que \(A) = 0.

Teorema:Sea (X, S, \) un espacio de probabilidad y sea T" una transformacion que
preserva medida. Entonces, T" es ergddica si y solo si
n—1

VA B €S lim = S A(TH(A) N B) = A(A)A(B)

n—oo 1

Teorema ergodico de Birkoff: Sea (X, S, \) un espacio de probabilidad y
T : X — X una transformacion T-invariante sobre X que preserva medida. Entonces
T es ergodica si y solo si para cada f € L1(X,S,\)

lfm lZf(Tk(g;)):/deA (2.11)

n—oo M
para casi todo z € X

Cololario: Si ademés de tener la hipotesis del teorema anterior f es la funcion ca-
racteristica de A € S entonces

1
lim —
n—oo N,

S XA(TH) = A(A) (212)

para casi todo x € X. Donde X4 es la funciéon caracteristica del conjunto A que se

define como
¥, — 1 si z€ A (2.13)
Y700 si o 2¢ A '
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2.3.3. Operador de Frobenius-Perron

En la secciones anteriores se han reunido los conceptos necesarios para construir
un objeto matematico que dictara la evolucion de la funcién de densidad de proba-
bilidad generada por un sistema determinista como el mapeo logistico, justo eso se
busca y concreta a continuacion.

Sean (X, S, \) un espacio de probabilidad, T': X — X una transformacion no singu-
lar y p € LYX,S,)\) tal que p > 0 y su norma sea 1. A la funcion p se le llamara
densidad. Con esta nueva funcion se define una medida

A\ (A) = /T_I(A) pd\ VAES

Notese que T1(A) es la imagen inversa de T sobre A, por otro lado, las hipotesis
con las que se forma A, son las necesarias para aplicar el teorema de Radon-Nikodym
pues A debe ser o-finita lo cual cumple porque es un espacio de probabilidad, A, es
absolutamente continua respecto a A ya que T es no singular (A(A) = 0 implica que
Ao(A) = 0) por lo tanto existe una tnica p € L1(X, S, \) tal que

AP(A):/Apd)\ VAES

a la funcion p se le denota como Lp. Finalmente se puede definir el operador.

Definicion: El operador de Frobenius-Perron (F-P) es una funcion L : £'(X, S, \) —
LY(X,8,)) tal que

/ Lpd) = / pdh VACS, Vpe L(X,S,N\) (2.14)
A S-1(4)

La ventaja que de haber usado el teorema de Radon-Nikodym es que (2.14) se puede
expresar de manera diferencial, por ejemplo, en una dimensioén para una transforma-
cién que va de [0, z] a [0, z].

d

Lp=—
dz [ s-1(10,41)

p(t)dt

Es importante decir que el operador tiene dimension infinita, es decir, existe al menos
una base en £! con ntiimero infinito de elementos.

En resumen se ha deducido con poderosos teoremas una herramienta auxiliar pa-
ra calcular lo mismo que el limite del teorema de Birkoff ;por qué? La explicacion es
sencilla, al querer manipular (2.11) numéricamente el error sisteméatico producido por
los decimales se vuelve tan dominante que no permite su aplicacién en algunos casos.
Por el contrario el operador de F-P vuelve despreciables esos errores, pero no es posi-
ble aplicar (2.14) de manera directa a las densidades generadas por los mapeos (2.5)
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para hacer un estudio estadistico de los sistemas deterministas discretos, porque al
ser de dimensi6n infinita el operador tendré infinito nimero de entradas en su forma
matricial eso numéricamente no es posible de manipular. Entonces, con lo antes dicho
en mente, existe al menos una forma de hacer que el operador en su forma matricial
tenga namero de entradas finito para usarlo numéricamente |14, 15].

Sean T : I — I una transformacion donde I C [—1,1] es finito®, una particion Q =
{—-1 =0, 21,..., xp_1,2, = 1} finita. Sea I,_y C [x;_1,2;] finito con i € {1,2,...,n},
y sea la medida® m([;) = |[;|. Se define L;; como la fraccion del intervalo I; que es
mapeada al intervalo I; por T’

’I’)’L(.[Z N Tﬁl(Ij))

L = 2.15
Luego hay que definir una densidad inicial
m(1;)
- 2.16
asi al evolucionar la densidad con el operador (2.15) nos queda que
m(L; N T7Y(L)) m(1;)
= Liip; = : I 9 2.17
o general si ¢ es el niimero de iteraciéon (tiempo) y p° una densidad inicial.
pt =L’ (2.18)

ahora se puede tomar especificamente algiin mapeo para definir L en [—1,1] y p°
con cierto nimero de condiciones iniciales en el mismo intervalo. Como el objetivo
es hacer un estudio mecanico-estadistico, es necesario ir al campo de la fisica en la
siguiente seccion.

2.4. Mecanica Estadistica

En termodindmica se definen de una manera apropiada las cantidades que descri-
ben al estado de una sistema macroscopicamente hablando, por ejemplo, P, V y T,
que indican presion, volumen y temperatura respectivamente. El objetivo o uno de
ellos es encontrar relacion entre los cambios de estado, sobre todo los que se encuen-
tran en equilibrio. Y en el camino se construyen las leyes de la termodinidmica que
tienen validez independientemente del sistema que se analice [16, 17]. Sin embargo la
termodinamica no puede hacer afirmaciones ni interpretaciones a un nivel microsco-
pico, para ello se utiliza el formalismo de la mecénica estadistica que da explicaciones

®Note que se exige que el conjunto sea finito, esto no es necesario, sin embargo para construir
numéricamente al operador si se toman conjuntos finitos en el intervalo.

6|I;] y |I| denotan a las cardinalidades de los conjunto I; e I respectivamente y son ndmeros
naturales o cero, si es cero entonces L;; = 0.

16



de propiedades de la materia en base al comportamiento dindmico de sus constitu-
yentes microscopicos. Las cantidades de estado (termodinadmico) macroscopicas son
el resultado de tomar promedios de valores (que corresponden a las particulas mi-
croscopicas) o, como comunmente se les llama, valores esperados. La conexion entre
ambas teorias no es trivial y el inicio histérico podria ser con la teoria cinética de los
gases, pero lo que si es seguro es que la clave para esta conexion son los estudios de
Botlzmann sobre la entropia [18].

2.4.1. Entropia de Boltzmann y Shannon

La base microscopica de la entropia termodindmica es la hipdtesis de Boltzmann,
la cual dice que la entropia de un sistema esta relacionada con la probabilidad de su
estado [19].

Si la forma de derivar la entropia es por medio de la estadistica, entonces se debe
considerar un sistema con un nimero n grande y fijo de particulas que cominmente
es del orden de 10%3. Ademaés el sistema tiene asignado un V volumen y E energia
que también son fijas. Ahora cada particula tiene una energia, posicion, momento y
se quiere conocer el valor exacto correspondiente. Evidentemente es imposible hacer
mediciones de cada particula que se encuentra en este sistema, asi que a cada parti-
cula se le asigna una probabilidad clésica del estado en el que se encuentra [19].

Un ensamble de sistemas, es una coleccién de sistemas que tienen el mismo ntimero
de particulas, energia y volumen. Cada uno de estos sistemas puede tener configura-
ciones distintas, por ejemplo, tenemos 10 particulas y cada una tiene una unidad de
energia pero también puede suceder que 5 de ellas tengan 1.5 unidades de energia y
las demés 0.5, idealmente hablando. Si un sistema de éstos es el total de microestados,
se denota al total de los microestados como  [18].

Dicho lo anterior se encuentra que S (la entropia) seré igual a una funcion dependiente
de Q2

5 =0(Q)

donde ¢(£2) es una funciéon desconocida y para determinarla se consideran dos sistemas
termodinamicos A y B, de entropias

Sa=0o() vy
Sp = ¢(§2p)
Cada sistema tiene una entropia asociada pero también se puede considerar al sistema,
completo Sap = ¢(Qap). Se sabe que la entropia de cada sistema es independiente,
por lo cual la igualdad S g = S4 + Sp es valida, més atin el niimero total de estados

de cada sistema también es independiente, eso quiere decir que Q45 = Q45 por lo
tanto

¢(Qap) = ¢(Qa8p) = ¢(Qa) + ¢(25)

17



la soluciéon que satisface la expresion anterior es ¢(Q2) = kpIn(€2) donde kp es la
constante de Boltzmann. La entropia de Boltzmann queda como

S = kpIn(Q) (2.19)

note que €2 no es una probabilidad, la probabilidad se hace cuando p = é

Si bien, la motivacion de esta seccion es ver de que forma se relaciona la entropia
de Boltzmann con la entropia de Shannon, se inicia con la de Boltzmann porque es
méas comin encontrarnos con ella. Con lo antes dicho en mente, se cuentan el nu-
mero total de microestados del sistema €(A,,), con A, = {Ny, Ny, ..., N,,} donde N
sera el numero de particulas que pueden estar en n estados de energia (E; donde
i=1,2,....,n). Este sistema se considera aislado, ademas los valores de la energia
y particulas son fijos, en otras palabras, > | N; = N y >  E;N; = E. Luego
entonces, como hay N particulas distinguibles

N!
= n
Hi:1 Ni!
como se estd suponiendo que n es un nimero muy grande se puede usar la aproxi-

maciéon de Stirling que establece In(n!) ~ nln(n) — n y utilizando la ecuaciéon de la
entropia (2.19)

Q(A,) (2.20)

N!
SZ“”“(W):

= kg lln(N!) —1In (ﬁ Ni!)] >

= kp {m(NN) - zn: [In (NY)] } =

=1

no NN
:—kgln —szl L =
[[iy N7
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"\ N; N;
= —kBN; ~ (ﬁ)

= —kpN Y piln(p:)

i=1

se define a la probabilidad como p; = % y se ha llegado a una nueva expresion de
S, asimismo se ha demostrado que la entropia de Boltzmann es proporcional a la
entropia de Shannon

S = —Zpi In (p;) (2.21)

Esta nueva expresion es mas que solo una igualdad matemaética que se cumple a partir
de una aproximacién, porque la entropia no solo tiene interpretacion termodinamica
también se usa en la teoria de la informacion, propuesta por Claude Shannon en 1948.
La forma mas sencilla de conectar ambas entropias es interpretar los microestados y
su probabilidad asociada como datos [20].

2.4.2. Termodinamica: Transiciones de fase

Existen fenomenos dentro de la termodinamica y la mecanica estadistica que son
modelados con funciones bien comportadas, en otras palabras, la mayoria son diferen-
ciables y sus derivadas son continuas, el costo por tener ecuaciones con caracteristicas
de este tipo es muy bajo porque la idea fundamental sigue estando en las ecuacio-
nes mismas, por ejemplo, quitar la interaccion entre particulas cuando se escribe la
ecuacion de los gases, porque aun asi se puede entender cualitativamente un gas real.
Sin embargo hay otro tipo de fenémenos donde no sucede esto, pues las ecuaciones
tendran discontinuidades analiticas o singularidades, debido que no hay un modelo
simple en el que se puedan despreciar las interacciones entre particulas. Las transi-
ciones de fase se caracterizan por ésto [18].

El reordenamiento de la estructura de un sistema es una de las caracteristicas mas
importantes de las transiciones, por ejemplo, en el caso del agua liquida, cuando se
baja la temperatura cerca de los 0 grados Celsius se convierte en solido, por otro
lado cuando se aumenta aproximadamente a 100 grados Celsius se evapora, pero al
aumentar la presion por los 300 MPa se convierte en algo denominado “ice I que es
diferente del hielo por su estructura y sus propiedades termodinamicas, asimismo se
ha llegado a observar que cerca del punto critico de temperatura el cambio de estado
puede ser repentino [21]. Eso es evidencia de que las transiciones de fase son més
complicadas de lo que parecen.

Es posible demostrar que los cambios en la estructura de las transiciones de fase

pueden ser descritas por un parametro de orden que es el encargado de medir el gra-
do de simetria de una fase y otra, este parametro se denota por ¥. Y en términos
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de variables termodinamicas se exhibe que los cambios de estructura se traducen en
discontinuidades abruptas o puntos no analiticos’. Para conocer dichas variables se
utiliza la entalpia libre de Gibbs [17].

La entalpia libre de Gibbs G(N, T, P, H, E) es una funcién dependiente (en este caso)
de campos de variables intensivas como la presion (P), campo magnético (H), campo
eléctrico(E), etc., por son cantidades que se pueden medir. Usando la entalpia libre
es posible deducir cantidades extensivas como la entropia, volumen, dipolo eléctrico
y magnético por medio de sus derivadas como se muestra en (2.22)

oG
U=+— 2.22
5 (2.22)
h es un campo de los que antes se han mencionado. Se representa con la misma
notacion que el parametro de orden al valor de la derivada porque estan relacionados

[17]. La entropia y volumen se calculan de la siguiente forma:

oG, _9G

=~ V=op

(2.23)
En la clasificacion de Ehrenfest el orden de una transicion es el orden de la derivada
que deja de ser continua. Si la primera derivada de la entalpia es discontinua entonces
la transicion es de primer orden, por otro lado si es continua y la segunda derivada
es discontinua entonces es de segundo orden y asi sucesivamente. Por ejemplo, el
calor especifico (2.24) resulta de derivar dos veces la entalpia libre respecto a la
temperatura, pero es lo mismo que derivar una vez a la entropfa. Entonces, si hay
discontinuidad en el calor especifico se trata de una transicion de fase de segundo
orden.
0*G oS

Cp, = TW = Tﬁ (2.24)
Es bien sabido que la entalpia libre es una representacion de la funcion fundamental
expresada en variables termodinamicas intensivas. Por ello es posible pasar a una
representacion energética U del mismo sistema en términos de otras variables ter-
modindmicas, por medio de una transformaciéon de Legendre sin perder informacion.
Con cualquiera de éstas representaciones se puede obtener informacion y un analisis
cualitativo a partir de graficar dos variables termodinamicas en el espacio euclidiano,
regresando al ejemplo del agua, si se grafica P — T se obtiene la Fig. 2.5 que indica
las lineas de coexistencia y el punto triple.

"Los puntos no analiticos son aquellos en los que no se puede hacer una expansiéon en serie de
potencias, como la expansiéon de Taylor.
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Solido Liquido
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Critico

(GGas

Temperatura

Figura 2.5: Diagrama de fases para el agua, se muestran las lineas de coexistencia,
las tres fases (mas conocidas) del agua y el punto triple.

El cambio de liquido a gas es una transicion de primer orden, la cual es descrita
kT

de manera precisa por la ecuacion de van der Waals P(V) = =k =+ Usando
esta funcion se obtiene el diagrama de la figura 2.6. Como se observa hay tres curvas
isotermas, una para 1" < T, otra para T = T, y por ultimo una para 7" > T, donde T,
denota la temperatura critica. Debido a que V es de tercer grado, entonces maximo
se tienen tres raices y se toman en cuenta solo las reales porque son las interesantes
para la interpretacion fisica. En las zonas donde (2—5) < 0 indican estabilidad, por lo
tanto, en las zonas donde esto no se cumple hay una transiciéon de gas a liquido y a
medida que T se aproxima a 7T, las raices se vuelven una y las pendientes positivas
van desapareciendo, ahi es donde se encuentra un punto critico, en otras palabras, se

genera estabilidad termodinamica y tanto gas como liquido coexiste. [22].

d b
Figura 2.6: Tres curvas Isotermas graficadas a partir de la ecuacion de van der Waals,
donde T, hace referencia a la temperatura critica.
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Hasta ahora se ha introducido el tema de transiciones de fase por medio de la
entapia libre, sin embargo, hay caracteristicas fundamentales méas generales de una
transicion de fase en fisica; simetria, escala y nimero de elementos dentro del sistema
[18, 22]. El nimero de elementos que conformen al sistema debe ser considerablemente
grande, como antes se mencion6 debe ser del orden de 10%. La simetria se define a
partir del material que se este analizando, por ejemplo, en un sélido las particulas se
encuentran ordenadas y juntas, entonces se puede suponer que las distancias permane-
cen constantes (invariantes bajo rotaciones o traslaciones), mientras que en el estado
liquido de ese mismo material se deja de conservar esa propiedad, eso quiere decir que
hay un rompimiento en la simetria permitiendo caracterizar a una transicion de fase.
Para el caso de la escala se desarroll6 una técnica llamada grupo de renormalizacion,
la idea es que si se tiene un numero de interacciones entre las particulas del material
entonces al aplicar esta técnica se simplificard las expresiones que resulten de dichas
interacciones, uno de los ejemplos mas conocidos es la aproximaciéon de campo medio
que se utiliza para el modelo de Ising.

De acuerdo con algunos estudios [2, 3| las transiciones de fase pueden presentarse
en otros fendmenos que no son puramente fisicos, siempre y cuando se cumplan los
requisitos fundamentales antes enunciados. En el siguiente capitulo se utilizan estas
ideas.
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Capitulo 3

Evolucion de la densidad generada
por el mapeo.

La teoria ergddica es el tema que estudia el comportamiento de las medidas de
probabilidad inducidas por los sistemas dinamicos deterministas. Especificamente en
los mapeos logisticos (2.5) la ergodicidad entra en juego al dejar fijo un z > 1 porque
se obtienen densidades invariantes, entonces se pueden utilizar medidas invariantes
bajo transformaciones. Cada densidad invariante se forma evolucionando con el ope-
rador de Frobenius-Perron ¢ veces una p inicial constituida por k£ condiciones iniciales
en [—1,1], cabe mencionar que el valor de parametro de control se escoge de entre
las sucesiones {uy} nen, {fin}ven ¥ €l punto de acumulacion p,. Para los valores del
tiempo y ntmero de condiciones inciales se debe cumplir que k"1 y t71.

Un detalle sutil pero importante de mencionar es que se han manejado dos escalas
de tiempo; la primera 2V que ayuda a definir los valores del parametro que coinciden
con la familia de atractores y que también se utiliza para encontrar a los puntos de
Misiurewicz, la segunda escala corresponde al valor de la iteracion cuando se aplica
el operador de F-P denotada por t.

En la seccion 2.1 se dijo que la trayectoria de un mapeo logistico esta determinada
por un valor inicial x(, pero si se quiere crear una densidad p° para hacer un estu-
dio estadistico de la dindmica de (2.5) se necesitan k valores iniciales aleatoriamente
distribuidos en [—1, 1]

1 2 3 4 5 k
R - SO - 7 (3.1)
luego, para poder formar la aproximacion finita de la densidad invariante

m(1; N T~1(1;)) m(I;)
m(I;) m(I)

/
p; = Lijp; =
se requiere establecer cudles son los conjuntos con los que se construye. Se toma

I={x}, 2% 23 xf, 25, .2k} v sea Q = {—1 = yo, 1, .., Yr_1, ¥, = 1} una particion de
[—1, 1] tal que r < k, conviene que el nimero de trayectorias sean mucho mayor que el
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ntmero de subintervalos I;_; = [y;_1,y;] hechos por la particién. Con eso es suficiente
para saber quienes son p; y p°. En cuanto al operador de F-P, solo falta decir que la
transformacion es la ecuacion de los mapeos (2.5). Por lo tanto la evolucion temporal
esta dada por

pt — Ltpo

En este capitulo se analizard un tnico mapeo para mostrar el funcionamiento del
operador, cuando z = 1.5, es decir, se usara f,(x) = 1 — plx|*". Los valores que toma
el parametro de control p son: los correspondientes a los superciclos, el punto de acu-
mulacion p, y los puntos de Misuirewicz. Como las sucesiones del primer y tltimo
conjunto son infinitas, se restringirdn a los primeros valores de cada una, que son
suficientes para entender el comportamiento general de la dindmica estadisticamente.

3.1. Evoluciéon de la densidad: superciclos y puntos
Misiurewicz.

Para los primeros dos valores de parametro en los superciclos la dindmica es simple,
ver figura 3.1, al componer consigo mismo el operador L y aplicarlo a la densidad
inicial como lo dicta

pt — Ltpo

se ve que conforme el tiempo t es mayor el sistema tendrd mayor probabilidad de
caer en los puntos donde hay stper estabilidad, ya se vio que en el primer superciclo
i1 = 1y en la figura 2.3 la linea vertical que corresponde a ese valor intersecta exac-
tamente donde se acumulan las trayectorias en el panel A, es decir, en cero. Lo mismo
sucede con el panel B, la dindmica convergera a los puntos donde hay stuper estabi-
lidad. Aparecen mas lugares por la duplicacién de periodos, entonces para el tercer
valor del superciclo tendrian que formarse 8 lugares donde se acumulen las trayec-
torias. Eiste comportamiento se debe a que la dindmica sucede dentro de cada atractor.

Cuando gt = ji existe un nimero infinito de puntos donde se acumulan las tra-
yectorias. Por supuesto eso solo pasa matematicamente, numéricamente es imposible,
eso se observa con claridad en la figura 3.2 pues a pesar de que en los paneles A y
B se muestran dos densidades casi iguales, sus respectivos superciclos son distintos,
esto sucede por dos motivos, uno de ellos tiene que ver con la precisiéon que antes se
mencion6. Otro ejemplo de lo mismo es el mapeo logistico f,(z) = 1 — plz|"3, hay
un momento en el que las duplicaciones se dejan de apreciar aunque en teoria son
infinitas. La segunda razon es que la convergencia del operador es muy lenta[15].
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Figura 3.1: Densidades correspondientes a los dos primeros valores de superciclos
para el mapeo f,(z) = 1 — p|z|"®, los valores de parametro utilizados son ji; = 1
para el panel A y jio &~ 1.233 para el panel B. El conjunto de trayectorias se acumula
alrededor de los valores que son stiper estables.
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Figura 3.2: Densidades correspondientes a los valores ji3 ~ 1.279 para el panel A y
fis =~ 1.291 para el panel B del superciclo para el mapeo f,(z) = 1 — u|z|'®. Para
estos casos es un poco menos evidente que los valores a los que tienden las 6rbitas
son los stper estables porque el cambio es tan pequeno que no se aprecia.

Lo que sigue es examinar los P-M, pero antes de ello hay que aclarar un detalle.
Cuando se introdujeron estos puntos se dijo que el célculo se hace a partir de una
conjetura ya que no existe teoria analoga como la técnica de renormalizacién para
extraerlos jcomo se asegura que los puntos calculados son los correctos si no hay
demostracion? pues se recurre nuevamente a una grafica, en la figura 3.3 se observa
la parte cadtica del mapeo en escala logaritmica, en ella se dibujan algunas curvas de
sombra en color rojo junto con los valores que se obtuvieron a partir del algoritmo
propuesto, nétese que los P-M estan en lineas rectas verticales y nuevamente estan
en ubicados en la intersecciéon de las curvas de sombra, atin mas la brechas blancas
horizontales son las zonas prohibidas una vez que ha sucedido la interseccién, con
ésto se confirma que los valores calculados son correctos. En principio ese patron tan
particular que se ve, se reproduce infinitamente, como el nimero de puntos es finito
hacen que se vea difuminado hasta desaparecer.
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Figura 3.3: Lado cadtico del mapeo logistico f,(z) = 1— pu|z|'® en escala logaritmica,
dibujado junto con 6 curvas de sombra (en color rojo) y puntos de Misiurewicz (en
color azul). Las brechas horizontales son las zonas prohibidas delimitadas por las
mismas curvas.

Densidades formadas por los P-M tienen algunas caracteristicas similares a las
anteriores formadas por superciclos, por ejemplo, en la figura 3.4 se grafican dos den-
sidades con los dos primeros valores de P-M en el panel A se logran ver 3 puntos
donde se acumula la probabilidad de que caigan las trayectorias, asimismo confor-
me evolucione el sistema cada vez habra mayor posibilidad de encontrarlas ahi, la
diferencia es que no se puede hablar de convergencia como el caso anterior que es
determinada por puntos siper estables, en vez de eso solo se dice que existe un lugar
donde caeran con mayor frecuencia puntos de las 6rbitas, esas partes son las curvas
de sombra. Una prueba de que no hay convergencia es la cantidad de area bajo las
curvas, a pesar de que el tiempo es el mismo que en las densidades de superciclos.

Dos de los puntos en la Fig.3.4A donde se acumulan puntos de las trayectorias corres-
ponderan a los bordes del atractor, mientras que el punto central que se encuentra
muy cerca de 0.5 en X corresponde al punto de Misiurewicz (ver figura 2.3. Algo pare-
cido sucede con B2 solo que la dindmica adquiere méas complejidad, pues se tienen dos
columnas una por cada banda caotica, pero nuevamente hay 3 puntos por columna y
una vez mas los centrales corresponden a los P-M (ver figura 2.3).
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Figura 3.4: En las densidades de los paneles A y B se utilizaron los valores de
parametro de control pu; ~ 1.489 y us =~ 1.345 respectivamente para el mapeo

fulz) =1 = plz]'.

En el siguiente par de puntos de Misiurewicz sus densidades se muestran en la
figura 3.5, se observa que cuando los valores de pardmetro se van acercando por la
derecha a la ubicacion del atractor de Feigenbaum las densidades seran muy parecida
a la de los superciclos, el panel A comienza a dar indicios de esto, la densidad es
muy similar a la Fig.3.2A. Aunque la dindmica cambia en la Fig.3.5B con respecto
al panel adyacente, no se logra observar por la lenta convergencia que proporciona el
operador de F-P. Donde si se logra notar el cambio es de la Fig.3.4B a la Fig.3.5B,
pues las columnas de probabilidad ahora son 4 y no 2 como antes.

28



0.05
0.025
0.04
0.020
003 r
0.015
Q Q
0.02 0.010 |
001 ¢ 0.005 |
0.00 -| 1 I 1 LJ1 0.000 -I I 1 L 1
-1.0 -05 0.0 0.5 1.0 -10 -0.5 0.0 05 1.0
X X

Figura 3.5: En las densidades de los paneles A y B se utilizaron los valores de
parametro de control pus ~ 1.308 y us =~ 1.298 respectivamente para el mapeo

fula) =1 — pla|™.

3.2. Evolucién de la densidad: po y p = 2.

Hasta ahora se ha visto que los puntos S-P y P-M generan densidades que cam-
bian con el nimero de iteracion (tiempo) pero que en el infinito o para un nimero
suficientemente grande se convierte en un conjunto invariante. Existe un punto mas
del que solo se hizo mencién en la seccion 2.1. Este punto, cuando p = 2 es especial-
mente interesante porque posee una densidad invariante con expresion analitica, es
decir, sin necesidad de aplicar el operador F-P (nimericamente) un nimero grande
de veces, ademés no importa que valor de z > 1 sea, siempre existe. Probablemente
la mas conocida sea z = 2 pues recibe el nombre de mapeo de Ulamp, pero también
la tiene para z > 1 distinta de 2 y es [23].

plx) = % (1;) [p [(1;;1;)1/1 +p [(_1;;5)1/2” (3.2)

Este valor 2 del pardmetro de control es relevante porque se puede considerar a la
densidad que determina como una funcién propia o eigenfunciéon del operador de F-P.
También tiene las caracteristicas de que la densidad que genera no tiene medida cero
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en el sentido de Lebesgue y la invarianza de este tipo aparece en toda la familia de
mapeos, por ello serd importante dentro de este trabajo. El grafico 3.6 muestra dos
densidades que corresponden a z = 1.5 en azul y z = 2.5 en rojo, son muy similares
y para cada valor de z aparecerian otras muy parecidas donde la mayor probabilidad
de encontrar las trayectorias esta en los extremos —1 y 1, también notese que estas
densidades son anédlogas a un punto fijo para un sistema dinamico, solo que en este
caso la densidad es fija para el operador de F-P, y por lo tanto para el teorema de
Birkoff.
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Figura 3.6: Densidades invariantes (u = 2) de los mapeos f,(z) = 1 — p|z|"® en azul

y fu(x) =1 — p|z|*® en rojo. Estas densidades no cambiaran aunque se les aplique el
operador de F-P.

Hasta el ahora se han estudiado las densidades en superciclos, en puntos Misiu-
rewicz y en u = 2. Es momento de ver como se comporta la densidad en el atractor
de Feigenbaum, pero existe un impedimento que se discutioé previamente. La conver-
gencia lenta del operador. Para solucionar este problema se aplica el mapeo (2.5) con
z = 2.5 como funcién al conjunto de condiciones inciales (3.1). Si bien se dijo que es
posible que se altere la convergencia a la densidad invariante al no aplicar el operador
F-P, lo que no se modifica es los puntos en los que converge, es decir, la frecuencia
de acumulaciéon puede cambiar pero los puntos no, debido a que la dindmica sucede
dentro del atractor de Feigenbaum, es decir, cuando el sistema se encuentra en el
borde del caos ubicado en p,, entonces se ha llegado a el limite que el sistema venia
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diciendo que existia por medio de los superciclos y puntos de Misiurewicz, por lo
tanto cuando se evolucione el sistema en ese punto la densidad no podré acumularse
en puntos distintos. Eso es suficiente para estudiar el comportamiento. Aplicando lo
antes dicho se obtienen £ primeros elementos de las 6rbitas independientes entre si

flwo)s  flxg), flxa), [flxg), fla5), - . . fla)

noétese que se puede representar de la manera a la siguiente segin lo establecido por
(2.2)

1 2 3 4 5 k

si se aplica esta misma operacion t veces, resulta el conjunto {x}, 22, 23 22, ..., 2%}
y usando la ecuacion 2.16 se obtiene una densidad p' que a diferencia de lo antes
hecho no se us6 el operador de F-P para construir una densidad en un tiempo t.

En la figura 3.7 se muestra la densidad generada con el mapeo f,(z) = 1 — plz|*?
utilizando el parametro ., ~ 1.4705499. Se puede ver que la diferencia de la conver-
gencia a la densidad invariante entre un método y otro es considerable a pesar que
es en el mismo tiempo ( misma cantidad de iteraciones). También se puede decir que
todos los mapeos tendran un comportamiento similar dentro sus atractores, las den-
sidades generadas se veran de una forma similar al igual que los puntos Misiurewicz,
pero la distribuciéon dependera de cada caso.
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Figura 3.7: Densidad del mapeo f,(z) =1 — u|z|*® donde se usa como parametro el
punto de acumulacion pi, ~ 1.4705499. Se logra ver de forma més clara la dindmica
dentro del atractor de Feigenbaum porque la convergencia es mas rapida con el mapeo
aplicado al conjunto de puntos iniciales en comparacion con el operador de Frobenius-
Perron aplicado ¢ veces a una densidad inicial.
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Capitulo 4

Transicion de fase

Con base en [3, 2] se busca relacionar de una manera general las densidades re-
sultantes de cualquier z > 1 con la entropia de Shannon

8§=-— sz‘ln (pi)
i=1

En estos estudios previos se encontrd que al calcular las entropias correspondientes a
las densidades hechas con el mapeo logistico con z = 2 y graficarlas junto con el pa-
rametro de control, ocurre lo que parece ser una transicion de fase de segundo orden,
atribuyendo la discontinuidad a una susceptibilidad que resulta de derivar la entropia
respecto al parametro de control p. La primera senal de ello es que la grafica de la
entropia tiene un punto no analitico, dicho punto se obtiene de evaluar la densidad
generada por el mapeo usando el valor del punto de acumulacién ., correspondiente
en la entropia de Shannon. Cuando los valores de superciclos y puntos Misiurewicz se
acercan al atractor los valores de la entropia adquieren una pendiente cada vez mas
grande, en otras palabras, el atractor de Feigenbaum no solo marca la transicion del
caos al comportamiento peridédico sino que también divide a dos fases en términos
estadisticos.

La pregunta que forma la base de este trabajo es ;qué pasa con los valores de la
entropia cuando z # 2 en los mapeos f, ,(x) = 1 —p|z|*? En la figura 4.1 se muestran
3 curvas que corresponden a z = 1.5 en azul, z = 2.0 en rojo y z = 2.5 en verde. Cada
punto representa un valor de la entropia calculada con la ecuacion (2.21) que esta en
funcion de sus respectivos valores de parametro p ya sea superciclo o P-M. Algunas
cosas interesantes que vale la pena mencionar son: conforme aumenta el valor de z
los valores de la entropia en = 1 y 4 = 2 van disminuyendo, asi que en ningin
momento se intersectan las curvas. Para los valores de la entropia en u = 2 es mas
notoria la observacion debido a la densidad invariante (3.2), entonces cuanto mayor
sea la diferencia de dos valores de z también serd mayor la distancia de las entropias
en ese valor del pardmetro.
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Figura 4.1: La entropia de Shannon, 8, como funcién del pardmetro de control p. Cada
una de las curvas corresponde a un valor de z distinto en el mapeo f, ,(z) = 1 — p|z|?;
z=1.5enazul, z = 2.0 en rojoy z = 2.5 en verde. Los puntos representan los valores
de la entropia calculados, mientras que la linea es la aproximacién continua.

Si las tres curvas describen una transicion de fase en términos de la entropia, e
interpretando el parametro de control en el papel de una variable intensiva, entonces
debe observarse la correspondiente divergencia de la susceptibilidad [2]|. Al calcular la
derivada numérica de las curvas continuas y suaves ajustadas en Fig. 4.1, se obtiene
una transicion de segundo orden [17].

En la figura 4.2 se observan tres funciones que corresponden a xy = g—i de las en-
tropias antes mostradas y se mantiene el mismo cédigo de colores z = 1.5 en azul,
z = 2.0 en rojo y z = 2.5 en verde. Lo primero que se nota es el recorrido hacia
la derecha mientras mayor es el valor de z, la razén tiene que ver con la definicion
de los mapeos pues se exige que z > 1 porque para valores z < 1 no existe el com-
portamiento de duplicacion de periodos [9]. Asi el recorrido horizontal es debido a
que el valor de z es mayor estricto que 1 y que la ubicaciéon del atractor depende de
z. Otra observacion es que debido a la resoluciéon numérica usada para calcular las
entropias, las curvas ajustadas presentan pendientes mas pronunciadas cuando el va-
lor de z aumenta, por ello, cuando z = 2.5 la grafica es mas alta que las dos anteriores.

El punto no analitico hace que se genere un pico que tedricamente tiende a infini-
to. Estos puntos no analiticos corresponden a los valores de parametro del punto
de acumulaciéon; para z = 1.5 se ubica en pu,, = 1.2955099731, para z = 2.0 en
Moo = 1.4011551890, para z = 2.5 en i, = 1.4705499152.
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Figura 4.2: Susceptibilidad y = g—i. Las tres curvas corresponden a un valor de z
distinto en el mapeo f, ,(z) =1—p|z|*; 2 = 1.5 en azul, z =2.0 enrojoy z = 2.5 en
verde. La divergencia se debe a una transicion de segundo orden.

Debido a la universalidad de los escenarios dinamicos estudiados para estos ma-
peos, el comportamiento estadistico de todos los mapeos unimodales del intervalo
[—1,1] seran similar al estudiado aqui. La ventaja de nuestro analisis es que permite
construir otro recurso como el diagrama de fases pues es similar a mover un para-
metro que se identifique con un campo externo fisico, como se hace en termodinamica.

Ahora, si cada valor de z genera una curva de transicion, entonces al graficar a cada
valor de z en funcion de pu., se estaria obteniendo el diagrama de fases (ver figura
4.3) y como se habia comentado es un recurso para analizar transiciones. Los puntos
indican los valores calculados y la linea que los une es la aproximacion a la funciéon
continua, cuando u., tiende a 2, z tiende a infinito, evidenciando un comportamiento
asintotico. Ahora mismo es dificil (o imposible) asociar un sistema fisico especifico y
decir a cuales dos fases divide, aunque dindmicamente es claro que divide al movi-
miento cadtico del periddico. Sin embargo, es interesante pensar que cada punto de
acumulacion p., puede ser andlogo a un valor critico de la temperatura T. Por otra
parte, z se puede ver como la presion P. Al aumentar ambas , ps vy 2z (T y P) nos
recorremos en la linea de coexistencia de fases hasta alcanzar el punto critico, cuando
X = g—i diverge.
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Figura 4.3: El valor de 2z en funcion de los atractores de su correspondiente mapeo,
cada punto es un valor calculado y la linea es la aproximaciéon continua. Esta grafica
respresenta el equivalente a un diagrama de fases.
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Capitulo 5

Discusion y conclusiones

Se ha estudiado la familia de mapeos logisticos f,,(x) = 1 — p|z|* de manera
estadistica usando teoremas y proposiciones de ergodicidad en su forma numérica, tal
es el caso del operador de Frobenius-Perron de dimension finita. Se logro reproducir
resultados previos [2| y extender a méas mapeos el célculo de densidades invariantes
con superciclos, puntos Misiurewicz y punto de acumulaciéon pi,; también hay una
propuesta de un algoritmo (no demostrada) para calcular P-M sin importar el valor
de z. La consistencia de los resultados es consecuencia de la propiedad de universali-
dad manifestada en la familia de mapeos.

La entropia de Shannon que esta relacionada directamente con la teoria de la in-
formacion, también puede entenderse desde la fisica. Asi que al utilizar esta entropia
en un contexto distinto como es el de los sistemas dinamico discretos, especificamente
los mapeos, es posible conectar con las transiciones de fase. En gran medida esto es
posible a que la familia de mapeos cumplen con las caracteristicas necesarias para
construir una trasicion de fase, por su puesto, apoyado en la teoria ergodica [22]. En
la figura 4.2 se pueden ver los tres casos estudiados. Se observa como afecta el valor
de z, pues debido a este valor cambiara la ubicacién de la discontinuidad, que en este
caso es un pico. Por otro lado, mientras més cerca se encuentre del limite inferior de
definicion para z el pico se verd méas pequeno por la resoluciéon numérica.

Resulta inquietante que un fenémeno como las transiciones de fase aparezca en un
lugar aparentemente sin relacién, sin embargo, puede tener sentido si se analiza de
una manera correcta [22]. Antes ya se dijo que las caracteristicas fundamentales para
que exista una transicion de fase son: la escala, ruptura de simetria y nimero de
constituyentes en el sistema que se analiza. Estos tres conceptos se encuentran estre-
chamente relacionados con el mapeo, la ruptura de simetria puede asociarse al cambio
de comportamiento periddico a cadtico donde atractor de Feigenbaum separa ambos
movimientos. Y aunque en los mapeos la ruptura esta sujeta a un parametro discreto,
al usar entropia de Shannon junto a la teoria ergodica le da la solidez a la idea, que
al final resulta en las curvas de la Fig.4.1.

El segundo ingrediente esté en la cascada de duplicaciéon de periodos y en las bandas
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cadticas pues debido al comportamiento universal dentro de la familia de mapeos,
se tiene una propiedad general de autosimilitud que deriva en ecuaciones como la de
Feigenbaum-Cvitanovic, que ademas tiene como antecedente las constantes de Fei-
genbaum y el punto de acumulaciéon p.,. La misma propiedad es precursora de la
conjetura propuesta para encontrar los puntos de Misiurewicz.

A todo lo anterior hay que sumarle que el sistema debe tener una cantidad de condi-
ciones iniciales considerablemente grande de tal forma que la dindmica pueda estudiar
estadisticamente. Con lo anterior dicho ya no es tan extrafio encontrar este tipo de
comportamiento en el analisis ergodico de sistemas discretos deterministas como los
mapeos.
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