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Introduccion

El Problema de la Coloracién de Graficas es de suma importancia. Lamenta-
blemente, este problema no se ha podido solucionar de manera eficiente, es decir, no
existe hasta ahora un algoritmo de tiempo polinomial que lo resuelva; ya que el Pro-
blema de la Coloracién de Graficas es un problema NP-Completo y, como sabemos,
no se ha dado respuesta a la pregunta ;P = NP? A pesar de que no existen méto-
dos exactos y eficientes para resolver este problema, no se ha abandonado, ya que se
ha optado por atacarlo a través de métodos de aproximacién: ya sea con algoritmos
de aproximacién, con desempeno computacional garantizado; como con heuristicas, las
cuales, en general, construyen una buena solucién de forma rapida .

Dada una grafica simple G = (V, E), de tamano n, el mejor algoritmo de aproxima-
cién que se conoce para el Problema de la Coloracién de Graficas devuelve, en tiempo
polinomial, una coloracién vélida, con a lo mas

n(log(log(n)))
(log(n))?

colores. Sin embargo, se sabe que, a menos que P = NP, no puede existir un algoritmo
de aproximacién que devuelva, en tiempo polinomial, una coloracién valida para G con
a lo mas n('/=¢x(@Q), para todo € > 0. Dado que para el Problema de la Coloracién
de Graficas los algoritmos de aproximacién no son muy prometedores, muchos de los
trabajos actuales se han concentrado en el disenio de heuristicas para atacar el problema,
como lo son las Metaheuristicas Basadas en Colonia de Hormigas.

Este trabajo tiene por objetivo principal analizar y comparar la calidad de las solu-
ciones producidas por tres diferentes Metaheuristicas Basadas en Colonia de Hormigas
para el Problema de la Coloracion de Gréficas. Para llevar a cabo este objetivo, se
realizaron las siguientes tareas:

X(G)

1. Exponer el marco tedrico de las Metaheuristicas Basadas en Colonia de Hormigas,
formalmente llamado Optimizacién por Colonia de Hormigas.

2. Explicar e implementar tres diferentes versiones de Metaheuristicas Basadas en
Colonia de Hormigas, bajo una misma representacién para las graficas.

Ver Apéndice B Complejidad Computacional
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3. Analizar el desempeno computacional de cada una de las heuristicas descritas
sobre un conjunto dado de gréficas a través de una serie de ejecuciones. Asi como
analizar el impacto del uso de feromonas en la calidad de la solucién construida
por cada una de éstas.

4. Comparar los resultados obtenidos.

Estructura de la tesis

e Capitulo 1 Optimizacion por Colonia de Hormigas. Se da una breve des-
cripcién del marco tedrico de este esquema metaheuristico y mencionan algunas
de sus aplicaciones més importantes.

e Capitulo 2 El Problema de la Coloracién de Graficas. Se describe formal-
mente este problema de optimizacion, su versién de decisiéon y su naturaleza co-
mo problema NP-Completo. Ademads, se proporcionan algunas cotas del niimero
cromatico de una grafica.

e Capitulo 3 La Metaheuristica ANTCOL. Se dan los detalles de esta me-
taheuristica; esto es, su estrategia general, sus parametros, asi como las funciones
complementarias y auxiliares que utiliza.

e Capitulo 4 La Metaheuristica D-ANTCOL. Se dan las caracteristicas de esta
metaheuristica; es decir, su estrategia general, sus pardmetros y las funciones
complementarias y auxiliares que utiliza.

e Capitulo 5 La Metaheuristica ABAC'. Se dan los detalles de esta metaheuristi-
ca; esto es, su estrategia general, sus parametros, ademas de las funciones com-
plementarias y auxiliares que utiliza.

e Capitulo 6 Experimentos y Resultados. Se describen los detalles de los expe-
rimento realizados: los ejemplares y su codificacion, los detalles de la implemen-
tacion de las metaheuristicas y los resultados obtenidos.

e Apéndice A Teoria de Graficas. Se exponen las definiciones bésicas sobre la
Teoria de Gréficas, para establecer la notacion usada en este trabajo.

e Apéndice B Complejidad Computacional. Se presentan los conceptos y re-
sultados béasicos de la Complejidad Computacional que le dan sustento a este
trabajo.

e Apéndice C Métodos Constructivos para Coloracién de Graficas. Se des-
criben las principales caracteristicas de los algoritmo polinomiales conocidos que
construyen una g-coloracién valida, para una gréafica dada.

e Apéndice D Aplicaciones de la ACO. Se proporcionan las referencias mas
relevantes de las principales aplicaciones de la metaheuristica ACO a lo largo del
tiempo.
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e Apéndice E Construccion de ejemplares. Se dan los detalles de la construccién
de cada uno de los tipos de ejemplares utilizados en los experimentos.







Capitulo 1

Optimizacion por Colonia de Hormigas

A metaheuristic refers to a master strategy that guides and modifies other heuristics to pro-
duce solutions beyond those that are normally generated in a quest for local optimality.
—Tabu Search, Fred Glover & Manuel Laguna, 1998

De acuerdo con Coello [1], la abundancia de problemas de optimizacién de alto grado
de dificultad, en el mundo real, ha sido una de las principales causas por la que en
los tiltimos afios se ha desarrollado un ntimero considerable de técnicas heuristicas?
(técnicas de aproximacién adaptables), que permiten obtener al menos un resultado
subdéptimo en un periodo de tiempo relativamente corto en problemas que resultaria
impréactico resolver mediante fuerza bruta; es decir, enumerando todas las posibles so-
luciones para escoger de entre ellas a la mejor. Las heuristicas mas conocidas hoy en dia
no hacen mas que adaptar ideas conocidas desde hace mucho tiempo en otras discipli-
nas. Por ejemplo, los Algoritmos Genéticos emulan los mecanismos de la evolucién; los
métodos de Flujo en Redes se fundamentan en ideas de la electricidad y la hidraulica;
por otro lado, el Recocido (o Templado) Simulado se basa en un proceso fisico de la
industria metalurgica. Similarmente, la técnica conocida como Optimizacién por Co-
lonia de Hormigas, ACO?, se basa en el comportamiento de las colonias de hormigas
para buscar alimento y se utiliza como una metaheuristica (técnica heuristica de alto
nivel) para resolver problemas de optimizacién combinatoria. Esto significa que la técni-
ca tiene que combinarse con un mecanismo de busqueda y lo que hace, basicamente, es
evitar que dicho mecanismo quede atrapado en un éptimo local.

El material expuesto en las siguientes secciones de este capitulo, estd basado en el
libro “Ant Colony Optimization” de Dorigo y Stiitzle [6].

2Comtinmente llamadas simplemente heuristicas.
3Siglas en inglés de Ant Colony Optimization. En adelante se utilizard el acrénimo ACO para
referirse a esta metaheuristica.




1. OPTIMIZACION POR COLONIA DE HORMIGAS

1.1. Antecedentes

La primera implementacién de la ACO fue presentada por Marco Dorigo en su
tesis doctoral [3], él la llamé Sistema de Hormigas, AS*, y fue el resultado de una
investigacién acerca del enfoque que se le podia dar a la Optimizacién Combinatoria
a través de la Inteligencia Artificial que Dorigo realizé en el Politécnico de Milano en
colaboracion con Alberto Colorni y Vittorio Maniezzo. El AS se aplicé inicialmente al
Problema del Agente Viajero y al Problema de la Asignacién Cuadratica.

En 1999, la ACO fue definida formalmente por Dorigo, Di Caro y Gambardella,
[4, 5], lo que derivé en el estudio formal de las metaheuristicas basadas en colonia de
hormigas, siendo la ACO su marco teérico. Desde entonces, este campo se enfoca en
el estudio de modelos derivados de la observacion del comportamiento de las hormi-
gas reales y utiliza estos modelos como fuente de inspiracién para el disefio de nuevas
metaheuristicas para la solucién de problemas de optimizacién combinatoria y proble-
mas de control distribuido. La idea principal es que los principios de autoorganizacién
que permiten el comportamiento altamente coordinado de las hormigas reales pueden
explotarse para coordinar poblaciones de agentes artificiales (hormigas artificiales) que
colaboren para resolver problemas computacionales.

Varios de los diferentes aspectos del comportamiento de las colonias de hormigas han
inspirado diferentes tipos de metaheuristicas. Por ejemplo: la bisqueda de alimento, la
division del trabajo en el nido, la clasificaciéon de las crias y el transporte cooperativo. En
todos estos ejemplos, las hormigas coordinan sus actividades a través de estigmergia®.
Por ejemplo, una hormiga buscadora de alimento deposita una sustancia quimica en
el suelo que aumenta la probabilidad de que otras hormigas sigan el mismo camino
que ésta. Los bidlogos han demostrado que el comportamiento de muchas sociedades
de insectos se puede explicar a través de modelos bastante simples en los que sélo
estd presente la comunicacién de tipo estigmergia. En otras palabras, los bidlogos han
demostrado que a menudo es suficiente considerar la comunicacion de tipo estigmergia
para explicar cémo los insectos sociales pueden lograr la autoorganizacién. La idea
detras de las metaheuristicas basadas en colonia de hormigas es utilizar una forma de
estigmergia artificial para coordinar sociedades de agentes artificiales.

1.2. Comportamiento alimentario de las hormigas

Las colonias de hormigas, y en general los insectos que forman sociedades, son
sistemas distribuidos que, a pesar de la simplicidad de sus individuos, presentan una
organizacion social altamente estructurada. Como resultado de esta organizacién, las
colonias de hormigas pueden realizar tareas complejas que, en algunos casos, superan

Siglas en inglés de Ant System. En adelante se utilizard el acrénimo AS para referirse a esta
implementacién.

5Una forma de comunicacién indirecta entre agentes, donde el rastro dejado en el ambiente por una
accion de un agente estimula el funcionamiento de una accién subsecuente por parte de otro agente
igual o uno diferente.




1.2 Comportamiento alimentario de las hormigas

con creces las capacidades individuales de una sola hormiga.

La facultad de percepciéon visual de muchas especies de hormigas es muy rudimenta-
ria e, incluso, hay especies de hormigas que estdn completamente ciegas. Por lo que un
hallazgo de suma importancia en las primeras investigacién sobre el comportamiento de
las hormigas fue que la mayor parte de la comunicacion entre individuos de la colonia,
o entre la colonia y su medio ambiente, estd basada en el uso de sustancias quimicas
producidas por las hormigas. Estas sustancias son llamadas feromonas. Existe un ti-
po particular de feromona que es de gran importancia para la vida social de algunas
especies de hormigas, la feromona de rastro. La feromona de rastro es utilizada por
algunas especies de hormigas, como la Lasius niger o la hormiga argentina Iridomyr-
mex humilis, para marcar caminos en el suelo, por ejemplo, caminos desde las fuentes
de alimento al nido. Al detectar estas feromonas, las hormigas recolectoras pueden se-
guir el camino hacia las fuentes de alimientos descubiertas por otras hormigas. Este
comportamiento colectivo de tendimiento de rastros y seguimiento de rastros por el
cual una hormiga se ve influenciada por el rastro quimico dejado por otras hormigas
corresponde a una comunicacién de tipo estigmergia (la Figura 1.1 muestra este hecho)
y es la fuente de inspiracién de la ACO.

(1) (2) (3)

Figura 1.1: Proceso de estigmergia en las hormigas: (1) Inicio de la bisqueda de alimento.
(2) Tendido de la feromona de rastro por parte de las hormigas buscadoras. (3) Seguimiento
del rastro de feromonas por parte de la hormigas recolectoras.




1. OPTIMIZACION POR COLONIA DE HORMIGAS

1.3. La metaheuristica ACO

Los problemas de optimizacién combinatoria son intrigantes porque a menudo son
faciles de definir pero muy dificiles de resolver. Esto se debe principalmente a que
muchos de estos problemas son NP-Completos; esto es, se cree firmemente que no se
pueden resolver de manera Optima en tiempo polinomial. Por lo que, para resolver ejem-
plares complejos, se usan a menudo técnicas de aproximaciéon que devuelvan soluciones
subdéptimas en un tiempo relativamente corto, utilizando algtiin conocimiento especifico
del problema para construir o mejorar soluciones (adaptacién). A este tipo de técnicas
se les llama heuristicas.

Desde la ultima década del siglo XX, muchos investigadores centraron su atencién
en una nueva clase de heuristicas, las metaheuristicas o heuristicas de alto nivel.
Una metaheuristica es una heuristica que utiliza conceptos algoritmicos para guiar y
modificar a otras heuristicas con el objetivo de evitar que dichas heuristicas queden
atrapadas en Optimos locales. El uso de metaheuristicas ha aumentado significativa-
mente la capacidad de encontrar soluciones de muy alta calidad para problemas de
optimizacion combinatoria NP-Completos de gran relevancia en un tiempo razonable.

Una metaheuristica particularmente exitosa es la ACO. Comenzando con AS (su
primera implementacién), se desarrollaron varias metaheuristicas basadas en la ACO
que se aplicaron con un éxito considerable a una gran variedad de problemas de op-
timizacién combinatoria, tanto académicos como reales. La ACO es una heuristica de
alto nivel en la que una colonia de hormigas artificiales es encaminada a buscar y en-
contrar buenas soluciones a problemas de optimizacién combinatoria que se sabe son
NP-Completos. La cooperacién es un componente de diseno clave en la ACO: Lo conve-
niente es asignar los recursos computacionales a un conjunto de agentes relativamente
simples (hormigas artificiales) dotados de una comunicacién de tipo estigmergia, donde
se espera que las buenas soluciones encontradas sean una propiedad emergente de la
interaccion cooperativa de los agentes.

Lo anterior implicé dos hechos importantes:

1. La ACO se convirti6 en el marco tedrico (o marco metaheuristico) de todas las
Metaheuristicas Basadas en Colonia de Hormigas.

2. Todas las Metaheuristicas Basadas en Colonia de Hormigas pasaron a ser im-
plementaciones particulares de la ACO. De hecho, abusando del lenguaje, fueron
bautizadas como Algoritmos ACOS.

1.4. ;Doénde se ha aplicado la ACO?

La Tabla 1.1 es un resumen de la Tabla C.1 del Apéndice D, presentada por Dorigo
y Stiitzle en [6], que muestra la cronologia de las aplicaciones mds importantes de la
ACO.

5Un nombre contradictorio, pues, en estricto sentido, ninguna heurfstica es un algoritmo.




1.4 ;Dénde se ha aplicado la ACO?

Tabla 1.1: Aplicaciones de la ACO (resumen) [6]

Tipo de problema Nombre del problema

Agente Viajero
Enrutamiento Enrutamiento Vehicular

Ordenamiento Secuencial

Asignacién Cuadratica

Coloracién de Gréficas
Asignacién Asignacién Generalizada

Asignacién de Canales

Asignacién de Horarios

Sistemas de produccién Job Shop

Sistemas de produccién Open Shop

Sistemas de produccién Flow Shop
Calendarizacion Tardanza Total

Tardanza Total Ponderada

Calendarizacién de Proyectos

Sistemas de produccién Group Shop

Mochila Multiple

Conjunto Independiente
Subconjunto Asignacién de Redundancia

Cubierta de Conjuntos

Clan

Subsecuencia Comun M&s Larga
Satisfaccién de Restricciones
Plegado de Proteinas 2D-HP
Empaquetamiento en cajas

Otro

Reglas de clasificacién
Aprendizaje Automdatico Redes Bayesianas

Sistemas Difusos

Enrutamiento en Redes Orientadas a la Conexién
Enrutamiento en Redes Enrutamiento en Redes No Orientadas a la Conexién

Enrutamiento en Redes Opticas







Capitulo 2

El Problema de la Coloracion de
Graficas

The Four Color Conjecture. The regions of every map can be colored with four or fewer
colors in such a way that every two regions sharing a common boundary are colored differently.
—Francis Guthrie, 1852

En ese capitulo se expondra el Problema de la Coloracién de Graficas y se demostrara
su naturaleza como un problema NP-Completo.

2.1. Terminologia basica

En la presente seccién damos las definiciones basicas sobre Coloracién de Graficas.
El marco tedrico que da sustento a estas definiciones estd expuesto en el Apéndice A.

En el resto de esta seccion, en las siguientes secciones de este capitulo y en el resto
de capitulos, trabajaremos unicamente con graficas simples. Por lo que usaremos los
términos grafica simple y grafica indistintamente.

Definicién 2.1 Sea G = (V, E) una grafica. Una coloracién de G es una funcién
¢ : G.V — C C Z*. En este caso, el conjunto C es llamado gama de colores y sus
elementos son llamados colores.

Definicién 2.2 Sean G = (V, E') una grafica y W un subconjunto propio de G.V. Una
coloracién parcial de G es una funcién ¢ : W — C C Z%. De manera ansloga,
a la Definicién 2.1, el conjunto C es llamado gama de colores y sus elementos son
llamados colores. Para cada v € G.V, diremos que v es un vértice coloreado por %,
si v € W. En caso contrario, diremos que v es un vértice no coloreado por %.

Definicién 2.3 Sean G = (V, E) una gréfica, ¢ una coloracién parcial de G y v un
vértice de GG no coloreado por . El grado de saturacién de v bajo %, denotado por

11



2. EL PROBLEMA DE LA COLORACION DE GRAFICAS

dsaty(v), es el nimero de colores distintos asignados a los vértices de N, donde N es
el conjunto { u € Adjg(v) | u es un vértice coloreado por € }.

Definicién 2.4 Sean G = (V, F) una grafica y ¢ un entero positivo tal que ¢ < |G.V|.
Una g-coloracién de G es una funcién ¢ : G.V — {1,2,..., q} suprayectiva. El entero
g es llamado niimero de colores de €.

Definicién 2.5 Sean G = (V, E) una gréfica, ¢ una g-coloraciénde Gei € {1,2,...,q}
un color. El conjunto { v € G.V | €(v) = ¢ } es llamado clase de color y se denota
como V' (i), para cada i € {1,2,...,q}.

Definicién 2.6 Sean G = (V, F) una grafica y € una g-coloracién de G. Decimos que
¢ es valida (o propia) si y solo si, para cada uv € G.E, € (u) # € (v).

Definicién 2.7 Sea G = (V, E') una grafica. Diremos que G es g-coloreable si admite
una g-coloracién vélida.

Definicién 2.8 Sea G = (V, F) una gréfica. El minimo entero ¢ € Z* para el cual G
es g-coloreable es llamado niimero cromético de G y se denota por x(G).

Definicién 2.9 Sea G = (V, F) una grafica. Cualquier g-coloracién propia de G tal
que ¢ = x(G), es llamada coloracién éptima de G.

Los siguientes enunciados son consecuencia inmediata de las definiciones:
Resultado 2.1 Para toda grafica G = (V, E) de orden n, se tiene que:

e Toda g-coloracién de G es una coloracion de G.

e Toda coloracién parcial de G puede extenderse a una coloracién de G. En par-
ticular, si G tiene una coloracién parcial suprayectiva y con gama de colores
{1,2,...,p}, ésta puede extenderse a una g-coloracién de G, con p < g.

e Toda coloracién de GG que utilice exactamente ¢ colores, puede transformarse en
una g-coloracién de G al renombrar sus colores con la gama de colores {1, 2, ..., q}.

e X(G) siempre existe y estd acotado, trivialmente, de la siguiente manera:
I<x(@)<n
pues si G = K, entonces x(G) =n; y si G = (K,)¢, entonces x(G) = 1.

e Si G es g-coloreable, entonces x(G) < ¢ < n. Es decir, el nimero de colores de
cualquier coloracién vélida de G es una cota superior de x(G).

e Para todo W C G.V, W es un conjunto independiente si y sélo si W es un
conjunto estable.

12



2.2 El Problema del Numero Cromatico

e Si G es g-coloreable, entonces para todo i € {1,2,...,q}, V(i) es un conjunto
independiente. Lo que implica, para todo i € {1,2,...,q}, V(i) es un conjunto
estable.

e Si G es g-coloreable, entonces { V(i) | i € {1,2,...,q} } es una particién de
G.V en ¢ conjuntos estables. Por otro lado, si existe una particién de G.V en ¢
conjuntos estables, entonces G es g-coloreable y los ¢ conjuntos de la particién
son las ¢ clases de color correspondientes. Por lo tanto, G es g-coloreable si y s6lo
si existe una particiéon de G.V en ¢ conjuntos estables.

e Si% : W C GV — {1,2,...,p} es una coloracién parcial y suprayectiva de G
tal que ningun par de vértices adyacentes en W tienen el mismo color, € induce
una particion de W en p conjuntos estables. Esta particion de W en p conjuntos
independientes se puede extender a una particién de G.V en g conjuntos estables,
con p < q. A este tipo de coloracién parcial la llamaremos coloraciéon parcial
valida.

2.2. El Problema del Numero Cromatico

En esta seccién se describe el Problema del Numero Cromatico, la versién de decisién
del Problema de la Coloracion de Graficas, y se demuestra que es un problema NP-
Completo.

El Problema de la Coloraciéon de Graficas es el problema de optimizacién
combinatoria definido por:

1. EJEMPLAR GENERICO: Una grifica G = (V, E) de orden n.

2. ENUNCIADO DE OPTIMIZACION: Determinar el minimo ¢ € Z* para el cual G
tiene una g-coloracién vélida, es decir, determinar x(G).

La version de decisién de este problema es llamado Problema del Numero
Cromitico, CN”, y se define de la siguiente manera:

1. EJEMPLAR GENERICO: Una grifica G = (V, E) de orden n y un entero positivo
B tal que 2 < B < n.

2. PREGUNTA DE DECISION: (Existe una coloracién valida de G con a lo mas B
colores?

A continuacién, mostraremos que el problema CN es NP-Completo mediante una
reduccién (transformacién) del problema 3SAT a éste. La definicién formal del proble-
ma 8SAT es la siguiente:

"Siglas en inglés de Cromatic Number. En adelante se utilizara el acrénimo CN para referirse a este
problema.
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2. EL PROBLEMA DE LA COLORACION DE GRAFICAS

1. EJEMPLAR GENERICO: Un conjunto U = {1, x2, ..., x,} de variables y una colec-
ciéon C = {cy, ¢, ..., cs} de clausulas, sobre U, tal que para cada i € {1,2,...,s},
|Ci‘ = 3.

2. PREGUNTA DE DECISION: ;Existe una asignacién de verdad 7 : U — {0,1} tal
que para cada i € {1,2,...,s}, 7(¢;) = 17

Teorema 2.1 El problema CN es NP-Completo.

Demostracion.
Por demostrar: (i) CNe NP.
(i1) Existe un problema II NP-Completo tal que II ¢, CN.

(i) Por demostrar que existe un algoritmo no-deterministico polinomial para CN.

El algoritmo Check-CN mostrado en el Pseudocddico 2.1 es un algoritmo no-deterministico
para CN. La fase adivinadora toma tiempo O(n), pues las lineas 2, 4 y 5 requieren tiempo
constante. Por otro lado, la fase verificadora, en el peor caso, toma tiempo O(n?). Lo que
implica, Check-CN toma tiempo O(n?). Lo que indica que Check-CN es polinomial.

Por lo tanto, Check-CN es un algoritmo no-deterministico polinomial para CN.

Por lo tanto, CNe NP.

Pseudocdédigo 2.1 Algoritmo Check-CN

Entrada: Un ejemplar I de CN, es decir, una grafica G = (V, E), con G.V = {v1,v2,...,v,}, y un
entero positivo B tal que 2 < B < n.

Salida: YES, si G tiene una coloracién vélida con a lo mas B colores. NO, en otro caso.

1: /* Fase adivinadora */

Sea colouring un arreglo de tamano n

for i <~ 1ton do
Sea face el resultado de lanzar un dado equilibrado de B caras
colouringli] < face

end for

/* Fase verificadora */
9: for each e € G.F do
10: Sean i,j € {1,2,...,n} tales que e = v;v;

11: if ( colouringli] == colouring[j] ) then
12: return NO

13: end if

14: end for

15: return YES

(#i) Proponemos I = 3SAT
Por demostrar: Existe .% : 3SAT — CN tal que:
(a) & puede ser computada en tiempo polinomial.
(b) Para cada I = (U,C) € 3SAT, existe una asignacién de verdad 7 : U — {0, 1}
tal que 7(¢;) =1, para toda i € {1,2,...,s},siy sélosien #(I)=(G,B), G
es B-coloreable.
Proponemos .% : 3SAT — CN definida de la siguiente manera:
Sea I = (U,C) € 3SAT, entonces .#(I) = (G, B) es el ejemplar de CN donde:
e GV ={x1,20,...,2.} U{T1,To,...,Tr} U{y1,¥2,...,ur} U {c1,co,...,cs}
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2.2 El Problema del Nimero Cromatico

.G.E:{xifi|i€{1,2,...,T}}U
{yiy; |4, 5€{1,2,...,r} Ni#j} U
{wyizj|i,7€{1,2,...;r} Ni#j}U
{yiTj ‘i,je{l,?,...,T} A Z#j}u
{@:Cj |ie{l,2,....,7r} Nje{l,2,...;s} Na; ¢C;} U
{EZC]» |i€{1,2,...,7‘} N jE{l,Q,...,S} A fzgéCj}

e B=7r+1.

La Figura 2.1 muestra un ejemplo de esta transformacién.

(a) De la definicién de & se sigue que: la grafica G tiene 3r + s vértices y a lo més

(;) +2r% —r 4 5(2r — 1)

aristas, y B es construido en tiempo constante. Lo que implica que tanto G como B pueden ser
construidos en tiempo polinomial. Entonces, % (I) puede ser construida en tiempo polinomial,
para toda I € 3SAT.

Por lo tanto, .% puede ser computada en tiempo polinomial.

(b) Sea I € 3SAT.

=] Supongamos que existe una asignacién de verdad 7 : U — {0, 1} tal que 7(¢;) = 1, para
toda i € {1,2,...,s}.

Por demostrar: en .Z(I) = (G, B), G es B-coloreable.

Como 7 es una asignacion de verdad que satisface todas las clatdsulas en C, para cada
i€ {1,2,...,s} existe i; € {1,2,...,7} tal que la literal z;, (donde z;; es x;; o T;;) de la
clatsula ¢; tiene valor de verdad T'. Lo que implica, dada la construccién de G, que la coloracién
obtenida de la siguiente manera:

e Para toda i € {1,2,...,s}, colorear los vértices ¢; y z;; con el color ij, el vértice Z;; con
el color r+1 y cualquier par de vértices x;, T;, que no han sido coloreados, con los colores
1y r 4+ 1 respectivamente.

e Para toda j € {1,2,...,r}, colorear el vértice y; con el color j.

es una (r + 1)-coloracién vélida de G. Lo que implica que G es (r 4+ 1)-coloreable.
Por lo tanto, como B =r+ 1, en #(I) = (G, B), G es B-coloreable.

<] Supongamos que en .# (I) = (G, B), G es B-coloreable.

Por demostrar: existe una asignacién de verdad 7 : U — {0, 1} tal que 7(¢;) = 1, para toda
ie{1,2,...,s}.

Notese que si 7 < 4, la afirmacion es trivialmente cierta, pues sélo serd necesario analizar
las 16 posibles asignaciones de verdad para U para determinar si todas las clatsulas en C son
satisfacibles. Por lo tanto, podemos suponer que r > 4.

Como G es B-coloreable, entonces G tiene una B-coloracién valida. Lo que implica que
G tiene una (r 4+ 1)-coloracién valida, pues B = r + 1. Por otro lado, podemos suponer que
bajo esta coloracién, el vértice y; ha sido coloreado con el color 4, para toda ¢ € {1,2,...,r},
pues la subgréfica inducida por {y1,y2, ..., y.} es completa. Ademds, dado que el vértice y; es
adyacente al par de vértices {z;,7;}, para toda i,j € {1,2,...,r} tal que 7 # j, se sigue que,
bajo esta coloracién, uno y sélo uno de los vértices del par {z;,Z;} debe recibir el color r + 1.

Ahora, de la construccion de G y dado que cada claisula en C tiene exactamente tres
literales y 7 > 4, se sigue que el vértice ¢; es adyacente a los vértices x; y ;, para cada
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2. EL PROBLEMA DE LA COLORACION DE GRAFICAS

j € {1,2,...,s} y para algin [ € {1,2,...,r}. Entonces, dado que uno y sélo uno de los
vértices del par {z;,%;} debe recibir el color r + 1, el vértice ¢; no puede ser coloreado con el
color r + 1. Luego, cada vértice c¢; debe ser coloreado con uno de los colores {1,2,...,r}. Lo
que implica que la asignacién de verdad 7: U — {0, 1} tal que,

o 7(x;) = F, si el vértice x; del par {z;,Z;} estd coloreado con el color r + 1; y
o 7(x;) =T, siel vértice T; del par {x;,T;} estd coloreado con el color r + 1,

satisface a todas las clatsulas en C, para toda i con 1 < ¢ < r. Esto es cierto, ya que cada
vértice c; debe estar coloreado con el mismo color de algin vértice correspondiente a una literal
contenida en la clatsula c; y esa literal tiene valor de verdad T'.

De esta manera, existe una asignacién de verdad 7 : U — {0,1} tal que 7(¢;) = 1, para
toda i € {1,2,...,s}.

Entonces, para cada I = (U,C) € 3SAT, existe una asignacién de verdad 7 : U — {0,1} tal
que 7(¢;) = 1, para toda i € {1,2,...,s},si y sélosi en Z(I) = (G, B), G es B-coloreable.

Por lo tanto, existe # : 8SAT — CN tal que:
(a) & puede ser computada en tiempo polinomial.
(b) Para cada I = (U, C) € 3SAT, existe una asignacién de verdad 7 : U — {0, 1}
tal que 7(¢;) =1, para toda i € {1,2,...,s},siy sélosien #(I) = (G, B), G
es B-coloreable.
Por lo tanto, existe un problema II NP-Completo tal que II o, CN.

Ergo, por (i) y (i), CN es NP-Completo.

Z(I) = (G, B) donde:

I =(U,C) donde:

o U = {z1,72,23}

o C = {c1 = {x1, 22,23}, c0 = {T1,T2,T3}}

1) ()

Figura 2.1: Transformacién de un ejemplar de 3SAT en un ejemplar de CN: (1) Ejemplar
de 3SAT. (2) Ejemplar de CN correspondiente bajo %.
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2.3 Cotas no triviales del Ntimero Cromaético

2.3. Cotas no triviales del Niimero Cromatico

Dado que determinar el nimero cromdtico de cualquier gréifica G = (V, E') dada resulta una
tarea bastante dificil, es conveniente conocer, al menos, algunas cotas para este nimero.

Teorema 2.2 Para cualesquiera graficas G = (V, E) y H = (W, F), si H es subgrafica de G,
entonces

X(H) < x(G).

Demostracién.

Sean G = (V,E)y H = (W, F) dos graficas. Supongamos que H es subgréfica de G.

Por demostrar: x(H) < x(G).

Supongamos que x(G) = ¢, entonces existe una g-coloracién vélida ¢ de G. Dado que €
asigna colores distintos a cada par de vértices adyacentes de G, también asigna colores distintos
a cada par de vértices adyacentes de H, pues H es subgréfica de G. Lo que implica que H es
p-coloreable, con p < ¢. Lo que implica que x(H) < p < ¢ = x(G).

Por lo tanto, x(H) < x(G).

Ergo, para cualesquiera graficas G y H, si H es subgréfica de G, entonces

Teorema 2.3 Para toda grifica G = (V, E) de orden n,

ﬁ <X(G) <n—a(G) + 1.
Demostracion.
Sea G = (V, E) una gréfica de orden n.
Por demostrar: n/a(G) < x(G) < n— a(G) + 1.
Supongamos que x(G) = ¢, entonces G tiene una g-coloracién vélida con clases de color
V(1),V(2),...,V(q). Luego, dado que

k
n=|GV|=> V()| <k aG),
i=1

se sigue que

Ahora, sea W un conjunto independiente méximo de G (es decir, un conjunto independiente
de cardinalidad «(G)) y supongamos que G.V \ W = {uy, us,...,u}, donde [ = |G.V \ W|. Si
se asigna el color 1 a cada vértice de W y el color i + 1 al vértice u;, para todo i € {1,2,...,1},
se produce una (! 4 1)-coloracién vilida de G. Lo que implica que

XG)<I+1=|GV\W|+1=n-aG)+1.

17



2. EL PROBLEMA DE LA COLORACION DE GRAFICAS

Por lo tanto, n/a(G) < x(G) < n — a(G) + 1.
Ergo, para toda grafica G = (V, E) de orden n,

n
—— < x(G) < n—alG) + 1.
Q. E.D
Teorema 2.4 Para toda gréifica G = (V, E) de orden n,
X(G) < 14+ A(G).
Demostracién.

Sea G = (V, E) una gréfica de orden n.

Por demostrar: x(G) < 1+ A(G).

Supongamos que G.V = {v1,vs,...,v,} vy coloreamos los vértices de la siguiente manera:

1. Asignar el color 1 al vértice vy.

2. Una vez que los vértices vy, v2,...,v; han sido coloreados, asignar al vértice v, el
color més pequeinio que no haya sido utilizado para colorear a ningin vecino de v;,1 que
pertenezca al conjunto {v1,ve,...,v;}, para toda j € {1,2,...,n —1}.

Entonces, por construccion, ésta es una coloracién valida de G tal que: al vértice vy le asigna
el color 1 y, para cada i € {2,3,...,n}, asigna al vértice v; el color 1 o el color k + 1, donde &
es el entero mds grande para el cual todos los colores de la gama {1,2,...,k} son usados para
colorear a los vecinos de v; en el conjunto S = {v1,va,...,v;—1}. Dado que a los més degg(v;)

vecinos de v; pertenecen a S, el valor mds grande que puede tomar & es degg (v;). Lo que implica
que el color asignado a v; es a lo mas 1 + degg(v;).
Por lo tanto,

X(G) < méx{ 1+ dege(v;) |i € {1,2,...,n} } =1+ A(G).
Ergo, para toda grifica G = (V, E) de orden n,
X(G) <1+ A(G).
Q. E. D.

Teorema 2.5 Para cualquier grafica G = (V, E) de orden n > 2 se cumple que, G es k-partita
si y sélo si G es k-coloreable.

Demostracion.

Sea G = (V, E) una gréfica de orden n > 2.

=] Supongamos que G es k-partita.

Por demostrar: G es k-coloreable.

Como G es k-partita, existe una particiéon de G.V en k conjuntos partitos Vi, Vs, ..., Vi tal
que para toda e € G.F exiten 4,5 € {1,2,...,k}, con i # j, tales que e une un vértice de V; y
un vértice de V;. Entonces, para toda i € {1,2,...,k}, G[V;] no tiene aristas. Lo que implica,
{V1,Va,...,Vi} es una particién de G.V en k conjuntos independientes. Por tanto, existe una
particiéon de G.V en k conjuntos estables.

Por lo tanto, como existe una particién de G.V en k conjuntos estables, G es k-coloreable.
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<] Supongamos que G es k-coloreable.

Por demostrar: G es k-partita.

Como G es k-coloreable, existe una particién de G.V en k conjuntos estables Vi, V5, ..., Vi.
Lo que implica, {V1, Va, ..., Vi } es una particién de G.V en k conjuntos independientes. Por tan-
to, {V1,Va,..., Vi} es una particién de G.V tal que para toda e € G.F exiten 4,j € {1,2,...,k},
con i # j, tales que e une un vértice de V; y un vértice de V.

Por lo tanto, G es k-partita.

Ergo, para cualquier grafica G = (V, E) de orden n > 2 se cumple que, G es k-partita si y
sblo si G es k-coloreable.

Q. E. D.
Los siguientes corolarios se siguen del teorema anterior:
Corolario 2.2 G es k-partita si y sé6lo si x(G) < k.
Corolario 2.3 G es bipartita si y sélo si x(G) = 2.
Corolario 2.4 Paratoda k> 2, G =Ky, n,,..n

siy sblo si x(G) = k.

k
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Capitulo 3

La Metaheuristica ANTCOL

I am lost! Where is the line?!
—A Bug’s Life, Walt Disney, 1998

En este capitulo se expone el primer algoritmo ACO creado para atacar el Problema de la
Coloraciéon de Graficas. Se trata de la metaheuristica, llamada ANTCOL, presentada por
Costa y Hertz en el articulo “Ants Can Colour Graphs” [9)].

La mayoria de los problemas de optimizaciéon combinatoria que han surgido en el mundo
real, y que resultan ser NP-Completos, son problemas que pueden formularse como Problemas
de Asignacién, ATPs8. Cualquier ATP consiste de n objetos (o articulos) y m recursos, y
tiene por objetivo determinar una asignacién de los n objetos a los m recursos que minimice
una funcién objetivo dada y, al mismo tiempo, satisfaga un conjunto de restricciones impuestas.
Formalmente, un ATP se define como sigue:

1. EJEMPLAR GENERICO:  Un conjunto O = {o01,02,...,0,} de objetos y un conjunto
R={ri,ra,...,rm} de recursos.
2. ENUNCIADO DE OPTIMIZACION: Minimizar la funcién f : . — R, sujeta a las restriccio-
nes:
(1) Z x;; =1, para toda ¢ € {1,2,...,n}.
JjEJ;
(2) Ri(X) <0, para toda k € {1,2,...,K}.
(3) z;j =001, paratodai € {1,2,...,n} y para toda j € J.
(4) Para cada i € {1,2,...,n}, J; C {1,2,...,m} es el conjunto de indices de los
recursos admisibles para el objeto o;.

Donde:

e f esla funcidon objetivo dada. También llamada funcién de costo.

8Siglas en inglés de Assignment Type Problems. En adelante se utilizard el acrénimo ATPs para
referirse a este tipo de problemas, usando ATP para el singular.
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3. LA METAHEURISTICA ANTCOL

e ¥ es el espacio de soluciones candidatas y es el conjunto de todas las matrices
Booleanas X = (x;;) de tamano n x m tales que:

S 1 siel objeto o; es asignado al recurso 7
t 0 en otro caso,

para toda i € {1,2,...,n} y para toda j € {1,2,...,m}.

Las restricciones (1), (3) y (4) fuerzan a que el objeto o; sea asignado a exactamente un
recurso ;. Una solucién X € . que satisface las restricciones (1)-(4) es llamada solucién fac-
tible. El conjunto .% = { X € . | X es solucién factible } es llamado conjunto de soluciones
factibles. Un solucién X* € & tal que f(X*) < f(X), para toda X € #, es llamada solucién
6ptima global o simplemente solucién éptima. Sea {61,6s,...,0,_1} C {1,2,...,n}, con
1 < k < n. Una solucién X € . en la que cada objeto de {o0g,,0¢,,...,00,_,} € O ya ha
sido asignado a un recurso y que satisface todas la restricciones, es llamada soluciéon parcial
y se denota como X[k — 1]. La funcién objetivo f, as{ como las restricciones de tipo (2), son
particulares para cada problema de estudio. Varios problemas bien conocidos son ejemplares de
los AT Ps. Por ejemplo, El Problema de la Asignaciéon de Recursos, El Problema de la Asig-
nacién Cuadratica, El Problema del Agente Viajero, El Problema de la Coloracion de Gréficas
y El Problema de Cubierta de Conjuntos. La complejidad de estos problemas esté relacionada
con la naturaleza de su funcién objetivo y las restricciones que se le impongan al espacio de
soluciones. Con excepcién del Problema de Asignacién de Recursos, todos los problemas AT Ps
mencionados anteriormente son NP-Completos.

De aqui en adelante, y como es habitual en Computacion, al describir tanto algoritmos como
heuristicas todas las matrices seran codificadas como arreglos bidimensionales. En particular,
cada elemento de . es codificado a través de un arreglo bidimensional de tamano n x m. De
manera que, para cada ¢ € {1,2,...,n} y para toda j € {1,2,...,m}, la componente x;; de
X € . corresponde al elemento si][j] del arreglo bidimensional s que codifica a X. Por otro
lado, si X es una solucién parcial y s el arreglo bidimensional que la codifica, denotaremos a X
por s[k —1].

3.1. Metaheuristica ANT-Generic

Sea II un problema de tipo ATP. Una implementacién de la metaheuristica ACO para
atacar IT es un proceso constructivo en donde:

e La colonia de hormigas siempre construye soluciones factibles. Cada solucién factible
es creada por la colonia de manera probabilista tomando como base el conocimiento
obtenido de la construccién de la solucién anterior.

e La nocién de rastro de feromonas se utiliza para medir el grado de conveniencia de asignar
un objeto a un recurso.

e En cada etapa k del proceso constructivo, 1 < k£ < n, una hormiga elige un objeto no
asignado o; con la méxima probabilidad p;(k,¢) y un recurso r;, factible para o;, con la
méxima probabilidad py..(k,1,j). Dada una solucién parcial s[k — 1] y dados un objeto
no asignado o; y un recurso admisible r; para o;, las probabilidades p;(k, 1) y pre(k,1,7)
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3.1 Metaheuristica ANT-Generic

se definen de la siguiente manera:

71 (s[k — 1], 0) - m (s[k — 1], 0;)"

pit(k,i) =
S Gl 1.0 mslh - 11,0)°
00\ {00, 100gsees00y,_1 }
pre(k,i,j): TQ(S[[k 1ﬂ7017r]) 772(8[]? ]_]]’0“7’])

N (sl — 11, 06,7)% - 2k — 11, 01,71)°

led;

donde 7i(s[k — 1],0;) v m2(s[k — 1], 0;,7;) miden, respectivamente, la intensidad del
rastro de feromonas dejado en el objeto o; y en el recurso admisible r; para el objeto o;;
m(s[k —1],0:) v n2(s[k — 1], 0;, ;) miden, respectivamente, la deseabilidad del objeto o;
y del recurso admisible 7; para el objeto 0;; @ y 3 son exponentes positivos que controlan
la importancia entre el rastro de feromonas y la deseabilidad.

El Pseudocédico 3.1 presenta una aplicacion genérica de la metaheuristica ACO, llamada
ANT-Generic, para atacar los ATPs.

3.1.1. Parametros

A continuacién se dard una breve descripcién de cada uno de los pardmetros utilizados por
ANT-Generic.

e n: es el nimero de objetos.

e m: es el numero de recursos.

e nCycles: es el nimero total de ciclos llevados a cabo por la metaheuristica.
e nAnts: es el nimero de hormigas en la colonia.

e « y (: exponentes positivos para controlar la importancia entre el rastro de feromonas y
la deseabilidad en p;t y pre-

e c: es el factor de evaporacion del rastro de feromonas.

e pheromoneltem: guarda la informacién del rastro de feromonas 77. Para cualesquiera
i,k €{1,2,...,n}, el valor de pheromoneltem]|k][i] es el valor de 71 (s[k — 1], 0;).

e pheromoneResource: guarda la informacion del rastro de feromonas 75. Para cualesquiera
i,k € {1,2,...,n} y para cualquier j € J;, el valor de pheromoneResource[k][i][j] es el
valor de 7o (s[k — 1], 0;,75).

e desirabilityltem: guarda la informacién de la deseabilidad 7, . Para cada i,k € {1,2,...,n},
el valor de desirabilityItem[k][i] es el valor de n;(s[k — 1], 0;).

e desirabilityResource: guarda la informacién de la deseabilidad 7,. Para cada i,k €
{1,2,...,n} y para toda j € J;, el valor de desirabilityResource[k][i][j] es el valor de

UQ(S[[k - 1H7 04, Tj)'
e bestSolution: es la mejor solucion factible construida por la colonia de hormigas.

e bestCost: es el costo de bestSolution.

e assignedltems: guardara, para cada hormiga, los objetos ya asignados a un recurso.
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3. LA METAHEURISTICA ANTCOL

Pseudocddigo 3.1 Metaheuristica ANT-Generic

Entrada: Un ejemplar I de un problema II, de tipo ATP; es decir, un conjunto O = {01,02,...,0n}

de objetos y un conjunto R = {r1,r2,...,7m} de recursos.

Salida: Un arreglo bidimensional de tamano nm X m que contiene una solucién factible para II muy

48:
49:

cercana a cualquier solucién 6ptima de II.

/* Parametros */

n <+ |O|

m < |R|

nCycles < 0

nAnts < 0

a+0;8+0

€+ 0.0

Sean pheromoneltem y desirabilityltem dos arreglos bidimensionales de tamafio n X n

Sean pheromoneResource y desirability Resource dos arreglos tridimensionales de tamano nxnxm

: Sea bestSolution un arreglo bidimensional de tamano n X m
: bestCost <+ oo

1 assignedltems < &

: candidates <— &

: stoppingCriterion < false

: INICIALIZARCOLONIA()

: /* Rastro de feromonas y deseabilidad */
: INICIALIZARRASTRO1()

: INICIALIZARRASTRO2()

: INICIALIZARDESEABILIDAD1()

: INICIALIZARDESEABILIDAD2()

: /* Proceso constructivo */
: while ( stoppingCriterion | = false ) do

nCycles < nCycles + 1
for id < 1 to nAnts do
Sea s;q un arreglo bidimensional de tamafio n x m
for k< 1 ton do
1 < ELEGIROBJETO(k)
j + ELEGIRRECURsO(k, )
ASIGNAROBIETO(S;d, @, J)
09, < 04
assignedItems < assignedItems U {og, }
end for
assignedltems < @
candidates < candidates U {s;q}

end for
bestCandidate < arg min { CALCULARCOSTO(s) | s € candidates }
if ( CALCULARCOSTO(bestCandidate) < bestCost ) then
bestSolution < bestCandidate
bestCost < CALCULARCOSTO(bestSolution)
end if
candidates < &
ACTUALIZARRASTRO1()
ACTUALIZARRASTRO2()
ACTUALIZARDESEABILIDAD1()
ACTUALIZARDESEABILIDAD2()

end while
return bestSolution
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3.1 Metaheuristica ANT-Generic

e candidates: guardard, en cada iteracion, las soluciones factibles construidas por la colonia.

e stoppingCriterion: es una condiciéon Booleana que establece la terminacién de la ejecu-
cién de la metaheuristica.

3.1.2. Manipulacion de objetos y recursos

La metaheuristica ANT-Generic cuenta con las siguientes funciones para manipular los
objetos y los recursos de 1I:

e ELEGIROBJETO(k): selecciona un indice i € {1,2,...,n} \ {01,602,...,0,_1} tal que el
objeto o; € O tiene la méxima probabilidad p;:(k,4) cuando la solucién parcial s[k — 1]
ya ha sido construida. Devuelve el indice i. La especificacién de esta funcién se muestra
en el Pseudocédigo 3.2.

e ELEGIRRECURSOADMISIBLE(k, i): selecciona un indice j € J; tal que el recurso r; € R,
admisible para el objeto o;, tiene la mdxima probabilidad py.(k,,j) cuando la solucién
parcial s[k — 1] ya ha sido construida. Devuelve el indice j. La especificacién de esta
funcién se muestra en el Pseudocédigo 3.3.

e ASIGNAROBJETO(s, %, j): asigna el objeto o; al recurso r; en la solucién s. La especifi-
cacion de esta funcién se muestra en el Pseudocédigo 3.4.

e CALCULARCOSTO(s): calcula y devuelve el costo de la solucién s.

Pseudocédigo 3.2 Funcion ELEGIROBJETO

Entrada: Un entero positivo k < n tal que la solucién parcial s[k — 1] ya fue construida.
Salida: Un indice i € {1,2,...,n} \ {61,02,...,0k_1} tal que el objeto o, € O tiene la méixima
probabilidad p;¢(k, ).
1: T+ {1,2,...,n}\{91,92,.,.,9k_1}
2: i+ arg max { pi(k,0) |l eI}
3: return ¢

Pseudocdédigo 3.3 Funcion ELEGIRRECURSOADMISIBLE

Entrada: Un entero positivo ¢ < n y un entero positivo k < n tal que la solucién parcial s[k — 1] ya
fue construida.
Salida: Un indice j € J; tal que el recurso r; € R tiene la maxima probabilidad pre(k, 1, ).
1: j + arg max { pr(k,i,0) |l € J; }
2: return )

Pseudocdédigo 3.4 Funcién ASIGNAROBJETO

Entrada: Un arreglo bidimensional s de tamano n X m, un entero positivo ¢ < n y un entero positivo
j<m.
Salida: La asignacién del objeto o; al recurso r; en la solucién s.
sl 1
: for [ < 1 tom do
if (1!=j) then
sli][l] < 0
end if
end for

ST e
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3. LA METAHEURISTICA ANTCOL

3.1.3. Funciones complementarias

En esta subseccion se da una breve descripcién de cada una de las funciones complementarias
utilizadas por la metaheuristica ANT-Generic.

3.2.

INICIALIZARCOLONIA(): establece el valor mds adecuado para nAnts, o, 5y € segin la
definicién particular del problema II.

INICIALIZARRASTRO1(): establece el valor inicial del rastro de feromonas 71 a 1, pues las
hormigas no tienen ningin conocimiento del problema a resolver.

INICIALIZARRASTRO2(): asigna al rastro de feromonas 7 el valor inicial 1, pues las hor-
migas no tienen ningin conocimiento del problema a resolver.

INICIALIZARDESEABILIDAD1(): establece el valor inicial de la deseabilidad 7y a 1, pues
las hormigas no tienen ningin conocimiento del problema a resolver.

INICIALIZARDESEABILIDAD2(): asigna a la deseabilidad 7y el valor inicial 1, pues las
hormigas no tienen ningin conocimiento del problema a resolver.

AcCTUALIZARRASTRO1(): actualiza el rastro de feromonas 7 segin la definicién particular
del problema II y el factor de evaporacién e.

AcTUALIZARRASTRO2(): modifica el rastro de feromonas 72 segiin la definicién particular
deIlye.

ACTUALIZARDESEABILIDAD1(): actualiza la deseabilidad 77 segtn la definicién particular
del problema II y el factor de evaporacién e.

ACTUALIZARDESEABILIDAD2(): modifica la deseabilidad 72 segin la definicién particular
deIlye.

Metaheuristica ANTCOL

El Problema de la Coloracién de Graficas es un ejemplar de AT P porque se puede tomar
al conjunto de vértices, de la grafica de entrada, como el conjunto de objetos y a la gama de
colores como el conjunto de recursos. Ademads, dado que siempre es posible colorear cualquier
grafica de orden n con la gama de colores {1,2,...,n}, se establece m = n. La definicién formal
del Problema de la Coloracién de Graficas como un AT P es la siguiente:

1.

EJEMPLAR GENERICO: Una grafica G = (V, E), con G.V = {vy,vs,...,v,}, y la gama
de colores {1,2,...,n}.

ENUNCIADO DE OPTIMIZACION: Minimizar la funcién f : . — Z definida por:

f(X) = Z]"(S(Zﬂ?ij),

sujeta a las restricciones:
(1) Z x;; =1, para toda i € {1,2,...,n}.
Jj€Ji

(2) R;(X) = Z x5 - Tk < 0, para toda j € {1,2,...,n}.

Vv EE
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3.2 Metaheuristica ANTCOL

(3) z;j =001, paratodaie€ {1,2,...,n} y para cada j € J;.

(4) Paracadai€ {1,2,...,n}, J; ={1,2,...,n} es la gama de colores disponible para
colorear el vértice v;.

Donde:

e .7 es el conjunto de todas las matrices Booleanas cuadradas X = (x;;) de tamano
n tales que:

R 1 si v; tiene asignado el color j
t 0 en otro caso,

para cada i,j € {1,2,...,n}.
e §:7Z1"U{0} — Z definida por:

5(2){ 1 siz>1

0 en otro caso.

Cada elemento X € . es una posible coloracién de G. Las restricciones (1), (3) y (4)
garantizan que a cada vértice se le asigna exactamente un color y la restriccién (2) evita que
las aristas tengan puntos extremos con el mismo color. De manera que, bajo las restriciones
impuestas, cualquier elemento de .# es una g-coloracién vélida de G. La funcién objetivo f
suma los colores utilizados en la coloracion X. Por lo que si X es una g-coloracién propia de
G, f(X) = >{ ,4; y por tanto, si es una solucién éptima, utiliza necesariamente todos los
colores de la gama de colores {1,2,...,x(G)}. Ademds, nétese que una solucién parcial, bajo
este problema, corresponde a una coloracion parcial valida de G.

La metaheuristica ANTCOL es un caso particular de ANT-Generic para atacar el Pro-
blema de la Coloracién de Graficas. En esta implementacién, cada solucién factible construida
por la colonia de hormigas es una particién s = {V1, Vs, ..., V,} de G.V en ¢ conjuntos estables,
para alguna q € Z™. Recordemos que G es g-coloreable si y sélo si existe una particién de G.V
en g-conjuntos estables. El esquema completo de ANTCOL se muestra en el Pseudocédigo
3.5. En las siguientes subsecciones se daran los detalles particulares de ANTCOL.

3.2.1. Estrategia general

Sea G = (V, E) la grafica de entrada, con G.V = {v1,vs,...,0,} vy G.E = {e1,ea,...,em}.
La metaheuristica procede a ejecutar una serie de ciclos. En cada iteracion, el rol de cada
hormiga consiste en colorear G, con la gama de colores {1,2,...,n}, utilizando uno de los
dos MCCG? que tiene disponibles para obtener una g-coloracién valida de G. La eleccién del
método la determina el parametro de entrada auxiliar method. El rastro de feromonas y la
deseabilidad juegan un papel fundamental en estos métodos constructivos de coloracién utili-
zados por las hormigas como veremos mas adelante. A continuacién, se elije la coloraciéon que
tenga el menor nimero de colores y se establece como la mejor coloracién propia encontrada
hasta el momento. Este proceso se repite hasta alcanzar el nimero limite de iteraciones estable-
cido. La experiencia adquirida por la colonia en cada etapa de la construccién es almacenada
en una matriz cuadrada de tamano n, llamada trail M atriz, que es actualizada periédicamente.
trial Matrixz simula el terreno donde las hormigas buscan su alimento tendiendo y siguiendo
rastros de feromonas.

9Ver Apéndice C Métodos Constructivos para la Coloracién de Gréficas
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3. LA METAHEURISTICA ANTCOL

Pseudocdédigo 3.5 Metaheuristica ANTCOL

Entrada: Una grifica G = (V, E), con G.V = {v1,v2,...,0.} y G.E = {e1,e2,...,en}, y un entero

method € {1,2}.

Salida: Una particién {Vi,Va,...,V,} de G.V en g conjuntos estables, la cual corresponde a una

45:
46:
47:
48:
49:

g-coloracién propia de G, donde para cada i € {1,2,...,q}, Vi =V (i).

/* Parametros */

n « |G.V|

nCycles < 0; nAnts <+ 0

a+0;8+0

e+ 0.0

Sean pheromoneVertex y desirabilityV erter dos arreglos bidimensionales de tamano n X n
Sean pheromoneColor y desirabilityColor dos arreglos tridimensionales de tamano n X n X n
bestColouring < @

best NumColours <— oo

: Sean trialMatrixz y updateMatriz dos arreglos bidimensionales de tamafio n X n
: INICIALIZARCOLONIA()

: /* Rastro de feromonas */
: INICIALIZARRASTROS()

: /* Deseabilidad */
: INICIALIZARDESEABILIDADES()

: /* Coloracién construida por las hormigas */
: for cycle < 1 to nCycle do

for i < 1 ton do
for j < 1 ton do
updateM atriz[i|[j] < O
end for
end for
for id <+ 1 to nAnts do
Sid — D
Ty < pheromoneVertex
T> < pheromoneColor
D1 < desirabilityVertex
Do + desirabilityColor
if ( method ==1) then
a2
sia «— ANT-RLF(G, trialMatriz, Ty, T>, D1, o, 8,2,1)
end if
if ( method == 2 ) then
a<+1
sia «— ANT-DSATUR(G, trial Matriz, Ti,T>, D1, D2, o, 8,1)
end if
q < |sid|
if ( ¢ < bestNumColours ) then
bestColouring < Siq
best NumColours < q
end if
DEJARRASTRO(sid, q)

end for

ACTUALIZARMATRIZR ASTROS()
end for
return bestColouring
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3.2 Metaheuristica ANTCOL

3.2.2. Parametros

A continuacién se describen las particularidades de cada uno de los parametros utilizados
por la metaheuristica ANTCOL, asi como los valores recomendados para éstos con base en
los experimentos de los autores.

n: es el nimero de vértices de G y la cardinalidad de la gama de colores {1,2,...,n}.

nCycles: es el numero de ciclos en todo el proceso de coloracién y su valor se establece
en 50.

nAnts: es el nimero de hormigas en la colonia y se establece en 100.

a 'y fB: exponentes positivos para controlar la importancia entre el rastro de feromonas
y la deseabilidad en p;; y pre. El valor de « se estable en 2, si el valor del pardmetro de
entrada method es 1; en caso contrario, el valor de « se establece en 1. El valor de 3 se
establece en 4.

e: es el factor de evaporacion del rastro de feromonas y su valor se establece en 0.5.

pheromoneVertexr: guarda la informacion del rastro de feromonas 7;. Para cada vértice
v; ¥ solucién parcial s[k — 1], con i,k € {1,2,...,n}, el valor de pheromoneVertex|[k][i]
es el valor de 71 (s[k — 1], v;).

pheromoneColor: guarda la informacion del rastro de feromonas 72. Para cada vértice
v; y solucién parcial s[k — 1], con i,k € {1,2,...,n}, y para todo color j, con j € J;, el
valor de pheromoneColor[k][i][J] es el valor de 7 (s[k — 1], v;, ).

desirabilityVertex: guarda la informacién de la deseabilidad 7;. Para cada vértice v; y
solucién parcial s[k— 1], con i,k € {1,2,...,n}, el valor de desirabilityVertex[k][i] es el
valor de ny (s[k — 1], v;).

desirabilityColor: guarda la informacion de la deseabilidad 7y. Para cada vértice v; y
solucién parcial s[k — 1], con 4,k € {1,2,...,n}, y para todo color j, con j € J;, el valor
de desirabilityColor[k][i][j] es el valor de n2(s[k — 1], vi, 7).

bestColouring: es la mejor g-coloracion propia de G construida por la colonia de hormigas.
Se trata de una particién de G.V en ¢ conjuntos estables.

best NumColours: es el nimero de colores de bestColouring.

trial M atriz: dados cualesquiera dos vértices no adyacentes v; y v;, el valor de la entrada
trailMatriz[i][j] corresponde al rastro de feromonas existente entre v; y v;. Este valor
es proporcional a la calidad de la coloracién obtenida al colorear con el mismo color a los
vértices v; y v;. Por lo tanto, trialMatriz ayuda a mantener informacién acerca de lo
conveniente que resulta agregar un vértice no coloreado a la clase de color actual para que
siga siendo un conjunto independiente. Inicialmente, todas las entradas de trialMatrix
quedan establecidas en 1, para todo par de vértices no adyacentes. El factor de evapora-
cién € se utiliza para que el rastro de feromonas almacenado en trial Matriz se evapore

progresivamente en cada ciclo realizado por la metaheuristica. Sean si, 8o, ..., SpAnts
las coloraciones validas construidas por la colonia al final de una iteracién cualquiera
y sea S;; el conjunto de todas las coloraciones de {81,82,. .., Snants} en las cuales v;
y v; tienen el mismo color. Finalmente, sea g, el nimero de colores de s,, para toda
a €{1,2,...,nAnts}. El valor de trial Matriz[i][j] se actualiza de la siguiente manera:
trial Matrixz(i)[j] = € - trial M atrix[i][j] + Z w
54 €854 @
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3. LA METAHEURISTICA ANTCOL

para todas 4,5 € {1,2,...,n} tales que v;v; ¢ G.E.

o updateMatriz: es una matriz cuadrada de tamano n que ayuda a actualizar los valores
de trialMatriz. Inicialmente, todos las entradas de updateMatrix se establecen en 0.

3.2.3. Funciones complementarias

Las particularidades de las funciones complementarias utilizadas por la metaheuristica

ANTCOL se describen a continuacion:

e INICIALIZARCOLONIA(): establece el valor indicado para los pardmetros nCycles, nAnts,
By €. Ademas, inicializa los valores de las entradas de trial Matriz. La especificacién de
esta funcién se muestra en el Pseudocédigo 3.6.

e INICIALIZARRASTRO1(): asigna el valor inicial 1 a las entradas de pheromoneVertex. La
especificacion de esta funcion se muestra en el Pseudocédigo 3.7.

e INICIALIZARRASTRO2(): inicializa el valor de las entradas de pheromoneColor a 1. La
especificacion de esta funcién se muestra en el Pseudocédigo 3.8.

o INICIALIZARDESEABILIDAD1(): da el valor inicial 1 a las entradas de desirabilityVertex
a 1. La especificacion de esta funcién se muestra en el Pseudocédigo 3.9.

e INICIALIZARDESEABILIDAD2(): inicializa el valor de las entradas de desirabilityColor a
1. La especificacién de esta funcion se muestra en el Pseudocddigo 3.10.

e INICIALIZARRASTROS(): invoca a las funciones que inicializan los rastros de feromonas.
La especificacién de esta funcién se muestra en el Pseudocédigo 3.11.

e INICIALIZARDESEABILIDADES(): manda llamar a las funciones que inicializan las desea-
bilidades. La especificacién de esta funcién se muestra en el Pseudocodigo 3.12.

e DEJARRASTRO(s;q4, q): regista en updateMatriz el rastro de feromonas dejado por la
hormiga actual, entre cada par de vértices no adyacentes, en cada una de las ¢ clases de
color de la g-coloracion viélida s;q de G que construyd. La especificacién de esta funcién
se muestra en el Pseudocodigo 3.13.

o ACTUALIZARMATRIZRASTROS(): Actualiza los valores de trialMatriz con ayuda de los
valores de updateM atriz. La especificacion de esta funcién se muestra en el Pseudocddigo
3.14.

Pseudocdédigo 3.6 Funcion INICIALIZARCOLONIA

Entrada: Los valores recomendados para los pardmetros nCycles, nAnts, 8y €.
Salida: FEl establecimiento de los valores de los pardmetros nCycles, nAnts, 8y €. Ademds, la inicia-

—_

R XTI

lizacién de los valores de la matriz de rastros de feromonas.
nCycle + 50
nAnts < 100
B+ 4
e+ 0.5
for i < 1 ton do
for j < 1ton do
if (viv; ¢ G.E ) then
trial Matriz[i][j] + 1
end if
end for

: end for
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Pseudocédigo 3.7 Funcion INICIALIZARRASTRO1

Entrada: El valor inicial para el rastro de feromonas 7.

Salida: La inicializacién del valor de las entradas de pheromoneVertex.
1: for i + 1 ton do

2: for j « 1tondo

3: pheromoneVertex[i][j] < 1
4: end for
5: end for

Pseudocdédigo 3.8 Funcién INICIALIZARRASTRO2

Entrada: El valor inicial para el rastro de feromonas 7.
Salida: La inicializacion del valor de las entradas de pheromoneColor.
1: for i + 1 to n do
2: for j < 1tondo
for £+ 1tondo
pheromoneColor[i][j][k] + 1

3
4:
5: end for
6
7:

end for
end for

Pseudocédigo 3.9 Funcién INICIALIZARDESEABILIDAD1

Entrada: El valor inicial para la deseabilidad 7;.
Salida: La inicializacién del valor de las entradas de desirabilityVertex.
1: for i < 1 ton do

2: for j < 1tondo

3: desirabilityVertex[i][j] + 1
4: end for

5: end for

Pseudocddigo 3.10 Funcién INICIALIZARDESEABILIDAD2

Entrada: El valor inicial para la deseabilidad 7..

Salida: La inicializacién del valor de las entradas de desirabilityColor.
1: for i + 1 to n do

2: for j < 1tondo

3: for k< 1 ton do

4: desirabilityColor[i][j][k] + 1
5: end for

6: end for

7: end for

Pseudocddigo 3.11 Funcién INICIALIZARRASTROS

Entrada: Las funciones que inicializan los rastros de feromonas.
Salida: La inicializacién de los rastros de feromonas

1: INICIALIZARRASTRO1()

2: INICIALIZARRASTRO2()
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Pseudocdédigo 3.12 Funcion INICIALIZARDESEABILIDADES

Entrada: Las funciones que inicializan las deseabilidades.
Salida: La inicializacién de las deseabilidades.

1: INICIALIZARDESEABILIDAD1()

2: INICIALIZARDESEABILIDAD2()

Pseudocddigo 3.13 Funcién DEJARRASTRO

Entrada: La g-coloracién vélida s;q de G construida por la hormiga actual id.
Salida: El rastro de feromonas dejado por la hormiga actual entre cada par de vértices no adyacentes
en cada una de las ¢ clases de color de esta g-coloracién valida de G que construyd.
1: for i <+ 1 to q do
2 for each u € s;4.V; do
3 Sea j € {1,2,...,n} el indice de u en G.V
4: for each v € s;4.V; do
5: Sea k € {1,2,...,n} el indice de v en G.V
6: update M atriz[j][k] < update M atriz[j][k] + 1/q
7 end for
8 end for
9: end for

Pseudocddigo 3.14 Funcién ACTUALIZARMATRIZRASTROS

Entrada: La matriz de rastros de feromonas.

Salida: La actualizacién de la matriz de rastros de feromonas.
1: for i <+ 1 ton do

2: for j + 1 tondo

3: if (viv; ¢ G.E ) then

4: trial M atriz[i][j] < € * trial M atriz[i][j] + update M atriz[i][j]
5: end if

6: end for

7: end for

3.2.4. Meétodos constructivos para ANTCOL

La columna vertebral de la metaheuristica ANTCOL esta conformada por dos MCCG:
ANT-RLF y ANT-DSATUR. Evidentementeme, la estrategia utilizada por el algoritmo
ANT-RLF es RLF y la utilizada por el algoritmo ANT-DSATUR es DSATUR. La razén
por la cual ANTCOL utiliza estas dos estrategias se debe a que RLF y DSATUR tienen un
desemperio significativamente mejor que las estrategias RANDOM, LF y SL.

El algoritmo ANT-RLF tiene dos caracteristicas particulares:

1. Su pardmetro de entrada firstVertexr define dos maneras de elegir el primer vértice que
serd agregado al conjunto estable actual.

2. Su parametro de entrada desirability define tres formas de actualizar el valor de la
deseabilidad 7 (s[k — 1], v;) para terminar de construir el conjunto estable actual.

La especificaciéon de ANT-RLF se muestra en el Pseudocédigo 3.15. Para evitar la pérdida de
legibilidad, debido a las multiples opciones del algoritmo, se utilizaron las funciones auxiliares
presentadas en los Pseudocédigos 3.16-3.22.
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3.2 Metaheuristica ANTCOL

Pseudocdédigo 3.15 Algoritmo ANT-RLF

Entrada: Una grifica G = (V,E), con G.V = {v1,v2,...,v,}; la matriz de rastros trialMatrixz

asociada a G un arreglo bidimensional pheromoneVertex, de tamafio n X n, con la informacién
del rastro de feromonas 71; un arreglo tridimensional pheromoneColor, de tamano n X n X n, con
la informacién del rastro de feromonas 72; un arreglo bidimensional desirabilityV ertex, de tamafio
n X n, con la informacién de la deseabilidad 7;; los exponentes positivos a y 3, que controlan la
importancia entre el rastro de feromonas y la deseabilidad en pi:; un entero firstVertex € {1,2};
y finalmente, un entero desirability € {1,2,3}.

Salida: Una particién {Vi,Va,...,V,} de G.V en ¢ conjuntos estables, la cual corresponde a una
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g-coloracién propia de G, donde para cada i € {1,2,...,q}, Vi = V(7).

: /* Pardmetros */
: partition < &; uncolouredVertices < G.V; colouredV ertices < @

numColouredV ertices < 0; ¢ + 0

. currentVerter < NULL

/* Proceso constructivo de la coloracién */
while (uncolouredVertices | = @ ) do
if ( firstVertex ==1) then
currentVertex <— EJECUTARSELECCION1()
end if
if ( firstVertex ==2 ) then
currentVertex < EJECUTARSELECCION2()
end if
Sea i€ {1,2,...,n} el indice de currentVertex en G.V
g<q+1
Vg < {vi}
Insertar V; en partition, como elemento
colouredVertices +— colouredVertices U {v; }
numColouredV ertices <— numColouredV ertices + 1
W {w € uncolouredVertices | w ¢ Adjgluncolouredvertices)(Vi)} \ {vi}
B + {w € uncolouredVertices | w € AdjgluncolouredVertices] (Vi) }
while (W != o ) do
numColouredVertices <— numColouredV ertices + 1
I+ {ie{1,2,...,n} | v; ¢ colouredVertices}
ACTUALIZARRASTROS(I)
if ( desirability ==1 ) then
ACTUALIZARDESEABILIDAD1-OPCION1([)
end if
if ( desirability == 2 ) then
ACTUALIZARDESEABILIDAD1-OPCION2([)
end if
if ( desirability == 3 ) then
ACTUALIZARDESEABILIDAD1-OPCION3([)
end if
j < ELEGIRVERTICE(/, W)
partition.Vy + partition.Vy U {v;}
colouredVertices < colouredVertices U {v;}
B+ BU Adjg[w] ('Uj)
W« W\ (Adjgw)(v;) U {v;})
end while
uncolouredVertices < uncolouredVertices \ partition.Vy

end while
return partition
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3. LA METAHEURISTICA ANTCOL

Pseudocédigo 3.16 Funcién EJECUTARSELECCION1

Entrada: El conjunto de vértices no coloreados uncolouredV ertices.
Salida: Un vértice v € uncoloredV ertices.

1: v < arg max { degguncolouredvertices) (1) | u € uncolouredVertices }
2: return v

Pseudocdédigo 3.17 Funcién EJECUTARSELECCION2

Entrada: El conjunto de vértices no coloreados uncolouredV ertices.
Salida: Un vértice v € uncoloredV ertices.

1: p < 1/|uncolouredV ertices|

2: Seleccionar de manera aleatoria, con probabilidad 1/p, un vértice v € uncolouredVertices
3: return v

Pseudocddigo 3.18 Funcién ACTUALIZARRASTROS

Entrada: El conjunto de indices I de los vértices no coloreados.
Salida: Actualizacién del valor de los rastros de feromonas 71 y 72 para los vértices correspondientes
al.

1: for each i € I do

2 for j + 1 to q do

3 trialSum <+ 0

4: for each v € partition.V; do

5: Sea k € {1,2,...,n} el indice de v en G.V

6: trialSum < trialSum + trial M atriz[k][i]

7 end for

8 pheromoneColor[numColouredV ertices|[i][] < trialSum/|partition.V}]

9: end for

10: end for

11: for each ¢ € I do

12: pheromoneV ertex[numColouredV ertices|[i] < pheromoneColor[numColouredV ertices][t][q]

13: end for

Pseudocddigo 3.19 Funcién ACTUALIZARDESEABILIDAD1-OPCION1

Entrada: El conjunto de indices I de los vértices no coloreados.
Salida: Actualizacién del valor de la deseabilidad 7; para los vértices correspondientes a I.
1: for each i € I do

2: desirabilityV ertex[numColouredV ertices][i] « degqg)(vi)

3: end for

Pseudocdédigo 3.20 Funcién ACTUALIZARDESEABILIDAD1-OPCION2

Entrada: El conjunto de indices I de los vértices no coloreados.
Salida: Actualizacién del valor de la deseabilidad 7; para los vértices correspondientes a I.
1: for each i € I do

2: desirabilityV ertex[numColouredV ertices][i] < |W| — deggiwi(vi)

3: end for
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Pseudocédigo 3.21 Funcién ACTUALIZARDESEABILIDAD1-OPCION3

Entrada: El conjunto de indices I de los vértices no coloreados.

Salida: Actualizacién del valor de la deseabilidad 71 para los vértices correspondientes a I.
1: for each i € I do

2: desirabilityVertex[numColouredV ertices][i] < degarwun)(vi)

3: end for

Pseudocdédigo 3.22 Funcién ELEGIRVERTICE

Entrada: El conjunto de indices I de los vértices no coloreados y el conjunto W de vértices no
coloreados que pueden ser agregados al conjunto estable actual.

Salida: Un indice §j € I tal que el vértice v; € W tiene la maxima probabilidad
pit(numColouredVertices, j).

1: J{iel|v, e W}

2: j < arg max { py(numColouredVertices,l) |l € J }

3: return j

Por su parte, el algoritmo ANT-DSATUR tiene las siguientes particularidades:

1. El valor de la deseabilidad n;(s[k — 1], v;) de un vértice no coloreado v;, corresponde a
su grado de saturacién.

2. Su pardmetro de entrada nextVertexr define dos formas de elegir el siguiente vértice a
ser coloreado, asi como el color que se le asignara. En la segunda forma, cuando el valor
de nextVertex vale 2, el vértice v; a ser coloreado no recibe necesariamente el color
Cmin(v;); donde ¢pmin(v;) es el color més pequeiio, de la gama de colores {1,2,...,n}, que
se le puede asignar a v; para mantener la factibilidad de la coloracién parcial construida
hasta el momento. El color ¢ € {1,2,...,n} que se le asignard a v; serd elegido tomando
en cuenta el rastro mo(s[k — 1], v;, ¢) tal que ¢pin(vi) < ¢ < ¢, donde ¢ es el nimero de
colores ya utilizados.

La especificacion de ANT-DSATUR se muestra en el Pseudocédigo 3.23. Nuevamente, para
evitar la pérdida de legibilidad, debido a las multiples opciones del algoritmo, se utilizaron las
funciones auxiliares presentadas en los Pseudocddigos 3.24-3.27.

Dada una coloracién parcial vélida s[k — 1] = {V4,V,...,V,}, un vértice no coloreado
v; y un color j con el que es factible colorear v;, el rastro de feromonas 7o(s[k — 1], v;,7) es
actualizado, tanto por ANT-RLF como por ANT-DSATUR, de la siguiente manera:

1 siV; =0
Z trial M atriz|l][i]

ra(sle = o) = 2

en otro caso.

Vil
Este rastro indica la calidad de la coloracién parcial valida obtenida si se colorea el vértice v;
con el color j.

Por otro lado, los valores recomendados para los parametros «, 3, firstVertex y desirability
con los que ANTCOL debe invocar a ANT-RLF son: 2, 4, 2 y 1 respectivamente. Mientras
que los valores recomendados para los pardmetros «, 8 y nextVertex con los que ANTCOL
debe invocar a ANT-DSATUR son: 1, 4 y 1 respectivamente. Estos valores recomendados
para llamar a los algoritmos ANT-RLF y ANT-DSATUR son resultado de los experimentos
realizados por los autores y corresponden a los que produjeron los mejores resultados.
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Pseudocdédigo 3.23 Algoritmo ANT-DSATUR

Entrada: Una gréifica G = (V, E), con G.V = {v1,v2,...,vn}; la matriz de rastros trialMatrixz
asociada a G; un arreglo bidimensional pheromoneVertex, de tamafio n X n, con la informacién
del rastro de feromonas 71; un arreglo tridimensional pheromoneColor, de tamano n X n X n, con
la informacién del rastro de feromonas 72; un arreglo bidimensional desirabilityV ertex, de tamafio
n X n, con la informacién de la deseabilidad 7;; un arreglo tridimensional desirabilityColor, de
tamano n X n X n, con la informacién de la deseabilidad 72; los exponentes positivos o y 5, que
controlan la importancia entre el rastro de feromonas y la deseabilidad en p;t+ y pre; y finalmente,
un entero nextVertexr € {1,2}.

Salida: Una particién {Vi,Va,...,V,} de G.V en g conjuntos estables, la cual corresponde a una

g-coloracién propia de G, donde para cada i € {1,2,...,q}, Vi = V(7).

: /* Pardmetros */

: partition <— @; partial < ; uncolouredVertices <— G.V'; colouredV ertices <— @

numColouredVertices < 1; ¢ + 1

index < 0; currentColor < 0

/* Proceso constructivo de la coloracién */
for i < 1 ton do
Cmin (U’L) — 1; dsatcolouredVertices (vz) <~ 05 Vi—o
Insertar V; en partial, como elemento

PN Wy

—
o @

: end for

: v < arg max { degguncolouredvertices](¥) | u € uncolouredVertices }
: partial Vi < partial V1 U {v}

: colouredVertices + colouredVertices U {v}

—
W N =

14: for j <— 2 ton do

15: numColouredVertices <— numColouredV ertices + 1

16: for each u S Ade[uncolouredVartices] (’U) do

17: Actualizar el valor de cmin(u) y dsatcolouredVertices ()
18: end for

19: uncolouredVertices < uncolouredVertices \ {v}

20: I—{ie{1,2,...,n} | v; € uncolouredVertices}

21: ACTUALIZARDESEABILIDAD1(T)

22: if ( nextVertex ==1) then

23: ACTUALIZARRASTRO2(])

24: ACTUALIZARRASTRO1-OPCION1([])

25: index < arg max { p;:(numColouredVertices,l) |l €T }
26: currentColor < cmin(Vindes )

27: end if

28: if ( nextVertex ==2) then

29: ACTUALIZARRASTRO1-OPCION2(T)

30: index + arg max { pi:(numColouredVertices,l) | L €1 }
31: C + {cmin(Vindex), - - -, MaxX(Cmin (Vindez), q) }

32: currentColor <— arg max { pr.(numColouredVertices, indezx,c) | c € C }
33: end if

34: partial~vcur7‘ent0()lor — partial-‘/cu'rv‘entc’olo'r (@] {vindez}
35: colouredV ertices < colouredVertices U {Vindes }

36: V 4 Vindex

37 if ( currentColor == g+ 1) then

38: qg+—q+1

39: end if

40: end for

41: for i + 1 to g do

42: Insertar partial.V; en partition, como elemento

43: end for

44: return partition
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Pseudocdédigo 3.24 Funcién ACTUALIZARRASTRO1-OPCION]

Entrada: El conjunto de indices I de los vértices no coloreados.
Salida: Actualizacién del valor del rastro de feromonas 71 para los vértices correspondientes a I.

1: for each i € I do

2 t + pheromoneColor[numColouredV ertices||i][cmin (vi)]
3: pheromoneV ertex[numColouredV ertices|[i] + t

4: end for

Pseudocdédigo 3.25 Funcién ACTUALIZARRASTRO1-OPCION2

Entrada: El conjunto de indices I de los vértices no coloreados.
Salida: Actualizacién del valor del rastro de feromonas 71 para los vértices correspondientes a I.
1: for each i € I do

2: pheromoneVertex[numColouredV ertices][i] « 1

3: end for

Pseudocddigo 3.26 Funcién ACTUALIZARRASTRO2

Entrada: El conjunto de indices I de los vértices no coloreados.
Salida: Actualizacién del valor del rastro de feromonas 72 para los vértices correspondientes a 1.
1: for each i € I do

2: for j <+ 1to qdo

3: trialSum < 0

4 for each v € partial.V; do

5 Sea k € {1,2,...,n} el indice de v en G.V

6: trial Sum <+ trial Sum + trial M atriz[k][i]

T end for

8 pheromoneColor[numColouredV ertices|[i][j] < trialSum/|partial.V}|
9 end for
10: end for

Pseudocddigo 3.27 Funcién ACTUALIZARDESEABILIDAD1

Entrada: El conjunto de indices I de los vértices no coloreados.

Salida: Actualizacién del valor de la deseabilidad 71 para los vértices correspondientes a I.
1: for each i € I do

2: desirabilityVertex[numColouredV ertices|[i] < dsatcoiouredvertices (Vi)

3: end for

Nétese que ANTCOL no conoce, en absoluto, el funcionamiento de sus métodos cons-
tructivos (MCCG). Adem4s, es de suma importancia mencionar que uno de los resultados més
interesantes obtenidos de los experimentos realizados por el equipo de trabajo de Costa y Hertz
(v que tendra gran relevancia en el siguiente capitulo), es el hecho de que la metaheuristica
ANTCOL bajo el MCCG ANT-RLF es mucho mas eficiente que bajo el MCCG ANT-
DSATUR. Por lo que para los fines de este trabajo, los experimentos que se realizaran con
la metaheuristica ANTCOL seran utilizando exclusivamente el algoritmo ANT-RLF con los
valores recomendados.
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Capitulo 4

La Metaheuristica D-ANTCOL

Ants have the most complicated social organization on earth next to humans.

—The Ants, E. O. Wilson, 1991

En este capitulo se expone una revisién de la metaheuristica ANTCOL, llamada D-ANTCOL,
presentada por Dowsland y Thompson en el articulo “An improved ant colony optimisation heu-
ristic for graph colouring” [10].

La metaheuristica D-ANTCOL es una mejora de ANTCOL que deja a un lado la uti-
lizacion del algoritmo ANT-DSATUR y se concentra en las caracteristicas particulares del
MCCG ANT-RLF para atacar el Problema da la Coloracion de Gréficas. ;jPor qué es una
mejora de ANTCOL? Como se mencioné en el capitulo anterior, los experimentos de Costa y
Hertz mostraron que ANTCOL basada exclusivamente en el algoritmo ANT-RLF es superior
a la basada en el algoritmo ANT-DSATUR.

Lo que hace D-ANTCOL es integrar la definicion de ANT-RLF a la de ANTCOL, con
ligeras modificaciones, pero importantes, eliminando por completo la utilizacién del algoritmo
ANT-DSATUR.

4.1. Metaheuristica D-ANTCOL

Recordemos que el Problema de la Coloracién de Gréficas es un problema de tipo ATP
definido de la siguiente manera:

1. EJEMPLAR GENERICO: Una grifica G = (V, E), con G.V = {vy,v2,...,v,}, y la gama
de colores {1,2,...,n}.

2. ENUNCIADO DE OPTIMIZACION: Minimizar la funcién f : ¥ — Z definida por:

n n
FX) =560 ai),
j=1 i=1
sujeta a las restricciones:

(1) Z x;; =1, para toda ¢ € {1,2,...,n}.
Jjedi
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4. LA METAHEURISTICA D-ANTCOL

(2) R;(X) = Z xi; - xp; < 0, para toda j € {1,2,...,n}.
Vv EE
(3) z;; =001, para toda i € {1,2,...,n} y para cada j € J;.
(4) Paracadai € {1,2,...,n}, J; ={1,2,...,n} es la gama de colores disponible para
colorear el vértice v;.

Donde:

o .7 es el conjunto de todas las matrices légicas cuadradas X = (z;;) de tamaifio n
tales que:
R { 1 si v; tiene asignado el color j
71 0 en otro caso,

para cada i,j € {1,2,...,n}.
e §:Z7U{0} — Z definida por:

5(,2)—{1 siz>1

0 en otro caso.

Por otro lado, la metaheuristica ANTCOL, bajo el uso de los métodos constructivos
ANT-RLF y ANT-DSATUR, define un proceso constructivo que genera una particién
{V1,Va,...,V4} de G.V en ¢ conjuntos estables, con g probablemente muy cerca de x(G). Cada
hormiga de la colonia ejecuta este proceso constructivo, donde en cada etapa k, con 1 < k < n,
la hormiga actual elige un vértice no coloreado v; que tenga la maxima probabilidad p;:(k,7) y
lo colorea con un color j, factible para v;, que tenga la méxima probabilidad p,.(k, 7, 7). En este
caso, dada una coloracién parcial vélida de G, s[k — 1], en la que los vértices vy, , va,, - . -, Vo, _,
ya han sido coloreados; y dado un vértice no coloreado v; y un color j con el que es factible
colorear v;, las probabilidades p;(k,7) y pre(k, i, ) se definen de la siguiente manera:

11 (s[k — 1], v) - m (s[k — 1], v;)?

pit(kai) = 7
Z 7'1(5[[]6—1]],1})0‘-771(3[]@_1]]’@)[3
vEG.V\{vo, ,v05,....v0, 1 }
prellenis ) = 200k = 1 vis ) - ma(sfk = 1], vi, )

> mlslk = 1,05, 1) - (s[k — 1], 05, 1)7

led;

donde 71 (s[k — 1], v;) ¥ T2(s[k — 1], v;,j) miden, respectivamente, la intensidad del rastro de
feromonas dejado en el vértice v; y en el color j, con el que es factible colorear al vértice v;;
m(s[k —1],v:) vy n2(s[k — 1], vs, j) miden, respectivamente, la deseabilidad del vértice v; y del
color 7, con el que es factible colorear al vértice v;; y finalmente, a y 8 son exponentes positivos
que controlan la importancia entre el rastro de feromonas y la deseabilidad. En particular,
cuando la metaheuristica ANTCOL utiliza el algoritmo ANT-RLF, las clases de color son
construidas de manera secuencial como conjuntos independientes maximales. En todo el proceso
de coloracién llevado a cabo por ANT-RLF, las tinicas decisiones que debe tomar son:

1. Cual de los vértices no coloreados es el primero que debe ser insertado en la clase de color
actual.

2. Cual de los vértices que siguen sin ser coloreados debe ser insertado en la clase de color
actual.
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4.1 Metaheuristica D-ANTCOL

La primera decisién es tomada por ANT-RLF a través de su pardmetro de entrada
firstVertex, donde:

e si el valor de firstVertex es 1, el primer vértice en ser insertado en la clase de color
actual, es un vértice v € uncolouredVertices que tenga el maximo grado en la grafica
GluncolouredVertices]; y

e si el valor de firstVertex es 2, el primer vértice en ser insertado en la clase de color ac-
tual, es un vértice v € uncolouredVertices elegido de manera aleatoria con probabilidad
uniforme.

D-ANTCOL optara por integrar la segunda forma de elegir el primer vértice que sera agregado
a la clase de color actual.

En el caso de la segunda decision, ésta depende exclusivamente de la probabilidad p;. Al
mismo tiempo, p;; depende exclusivamente de los valores de 7 y de 77 para los vértices en
G.V\ {vg,, oy, ...,v0,_, }, €l conjunto de vértices no coloreados; pues los valores de a y 8 son
fijados previamente. El valor de 71(s[k — 1], v;) es actualizado por ANT-RLF de la siguiente
manera:

T1(s[k — 1], v;) = 7=2(s[k — 1], vi, q),

donde ¢ es el nimero de colores ya utilizados en la coloracién parcial vélida sk — 1] y el valor
de 1o (s[k — 1], v4, j) estd dado por:

1 siV; =g,

To(s[k — 1], v;, ) = Z trial Matriz|l][7]
v €V

en otro caso,

Vil
D-ANTCOL mantendra esta manera de actualizar los valores de los rastros de feromo-
nas 71(s[k — 1],v;) y m2(s[k — 1], v;, 7). Por otro lado, a través de su pardmetro de entrada

desirability, el algori?mo ANT-RLF define tres formas de actualizar el valor de la deseabili-
dad m (s[k — 1], v;). Estas son:

o ni(s[k —1],v;) = deggp)(vi), si el valor de desirability es igual a 1;
o ni(s[k —1],v;) = [W|\ deggwi(vi), si el valor de desirability es igual a 2; y
o ni(s[k —1],v;) = deggpuw)(vi), si el valor de desirability es igual a 3,

donde W es el conjunto de todos los vértices no coloreados que pueden ser insertados en la
clase de color actual y B es el conjunto de todos los vértices no coloreados que no pueden
ser agregados a la clase de color actual. D-ANTCOL utilizara estas tres formas de actualizar
m (s[k—1],v;), pero modificando la manera de seleccionarlas: en lugar de que la eleccién sea fija,
sera aleatoria. Finalmente, D-ANTCOL calculara el valor de la probabilidad p;; considerando
el conjunto de vértices W en lugar del conjunto de vértices G.V '\ {vg,, va,,...,vq,_, }, es decir,

Tl(s[[k - 1]]71)1')& i nl(s[[k - H]vvi)ﬁ )
Z Tl(s[[k - 1]}71})04 '771(8[[7“ - 1]]’1})5

veW

pit(k7 ’L) =

El esquema completo de la metaheuristica D-ANTCOL se muestra en el Pseudocddigo
4.1. En las siguientes subsecciones se daran los detalles particulares de D-ANTCOL.
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Pseudocddigo 4.1 Metaheuristica D-ANTCOL

Entrada: Una griafica G = (V, E), con G.V = {v1,v2,...,vn} y G.E ={e1,e2,...,em}.
Salida: Una particién {Vi,Va,...,V,} de G.V en g conjuntos estables, la cual corresponde a una
g-coloracién propia de G, donde para cada i € {1,2,...,q}, Vi = V(7).

/* Parametros */

n <« |G.V|

nCycles < 0

nAnts < 0

a<+0

B+ 0

e+ 0.0

Sean pheromoneVertex y desirabilityV ertexr dos arreglos bidimensionales de tamafnio n X n
Sea pheromoneColor un arreglo tridimensional de tamano n X n X n

: bestColouring + @

: bestNumColours <— oo

: Sean trialMatrix y updateMatriz dos arreglos bidimensionales de tamano n X n

: uncolouredVertices «+ G.V

: colouredVertices < @

: numColouredV ertices < 0

: INICIALIZARCOLONIA()

[ o T e S S O e T
WX TDU S WN R~ O®

: /* Rastros de feromonas */
: INICIALIZARRASTRO1()
: INICIALIZARRASTRO2()

NN DN -

: /* Deseabilidad */
: INICIALIZARDESEABILIDAD1()

NN N
StR

: /* Coloracién construida por las hormigas */

26: for cycle <~ 1 to nCycle do

27: for i <~ 1 ton do

28: for j + 1 ton do

29: update M atriz[i][j] < 0
30: end for

31: end for
32: for id + 1 to nAnts do

33: Sid < O

34: g+ 0

35: Ty < pheromoneVertex
36: T> < pheromoneColor

37: D1 < desirabilityVertex
38: COLOREAR(S;i4, q)

39: if (g < bestNumColours ) then
40: bestColouring < Siq

41: best NumColours < q
42: end if

43: DEJARRASTRO(Sid, q)

44: uncolouredV ertices + G.V
45: colouredV ertices < &

46: numColouredV ertices < 0
47: end for

48: ACTUALIZARMATRIZR ASTROS()
49: end for

50: return bestColouring
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4.1.1. Estrategia general

Sea G = (V, E) la grafica de entrada, con G.V = {vy,vq,...,0,} vy G.E = {e1,ea,...,em}.
La estrategia de D-ANTCOL es, esencialmente, la misma que la de ANTCOL: procede a
ejecutar una serie de ciclos. En cada iteracién, el rol de cada hormiga de la colonia consiste en
crear una g-coloracién propia de G. En seguida, se elije la coloracién que tenga el menor niimero
de colores y se establece como la mejor coloracion vélida encontrada hasta el momento. Este
proceso se repite hasta alcanzar el nimero méximo de iteraciones establecido. Analogamente
a ANTCOL, la experiencia adquirida por la colonia en cada etapa de la construccién es
almacenada en una matriz cuadrada de tamano n, llamada trailMatriz, que es actualizada
periddicamente. D-ANTCOL actualiza trialMatriz de la misma manera que ANTCOL.
Recordemos que trial M atrixz simula el terreno donde las hormigas buscan su alimento tendiendo
y siguiendo rastros de feromonas.

4.1.2. Parametros

A continuacién se describen los detalles de cada uno de los pardmetros utilizados por la
metaheuristica D-ANTCOL, asi como los valores recomendados para éstos en base a los
experimentos reportados por los autores.

e n: es el numero de vértices de G y la cardinalidad de la gama de colores {1,2,...,n}.

e nCycles: es el numero total de ciclos que llevard a cabo la metaheuristica y su valor se
establece en 50.

e nAnts: es el nimero total de hormigas en la colonia y se establece en 100.

e « y (: exponentes positivos para controlar la importancia entre el rastro de feromonas y
la deseabilidad en p;;. El valor de « se establece en 2 y el valor de 8 se establece en 4.

e c: es el factor de evaporacion del rastro de feromonas y su valor se establece en 0.5.

e pheromoneVertexr: guarda la informacion del rastro de feromonas 7;. Para cada vértice
v; ¥ solucién parcial s[k — 1], con i,k € {1,2,...,n}, el valor de pheromoneVertex|[k][i]
es el valor de 71 (s[k — 1], v;).

e pheromoneColor: guarda la informacién del rastro de feromonas 75. Para cada vértice
v; y solucién parcial s[k — 1], con 4,k € {1,2,...,n}, y para todo color j, con j € J;, el
valor de pheromoneColor[k][i][j] es el valor de 7o (s[k — 1], v;, 7).

o desirabilityVertex: guarda la informacién de la deseabilidad 7;. Para cada vértice v; y
solucién parcial s[k — 1], con i,k € {1,2,...,n}, el valor de desirabilityVertex[k][i] es el
valor de n (s[k — 1], v;).

e bestColouring: es la mejor g-coloracién propia de G construida por la colonia de hormigas.
Se trata de una particién de G.V en ¢ conjuntos estables.

e bestNumColours: es el nimero de colores de bestColouring

o trialMatriz: dados cualesquiera dos vértices no adyacentes v; y v, el valor de la entrada
trail M atrix[i][j] corresponde al rastro de feromonas existente entre v; y v,. Este valor es
proporcional a la calidad de la coloracién obtenida de colorear con el mismo color a los
vértices v; y vj. Por lo tanto, trialMatriz ayuda a mantener informacién acerca de lo
conveniente que resulta agregar un vértice no coloreado a la clase de color actual para que
siga siendo un conjunto independiente. Inicialmente, todos las entradas de trialMatriz,
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correspondientes a vértices no adyacentes, quedan establecidas en 1. El factor de evapo-
racién € se utiliza para que el rastro de feromonas almacenado en trial Matrixz se evapore
progresivamente en cada ciclo realizado por la metaheuristica. Sean si,s2,..., SpAnts
las coloraciones validas construidas por la colonia al final de una iteracién cualquiera
y sea S;; el conjunto de todas las coloraciones de {81,82,-.+,SnAnts} en las cuales v;
y v; tienen el mismo color. Finalmente, sea ¢, el nimero de colores de s,, para toda
a €{1,2,...,nAnts}. El valor de trial Matriz[i][j] se actualiza de la siguiente manera:

1
trial Matriz[i][j] = ¢ - trial M atriz[i)[j] + Z —,

84 €85ij Qa

para todas i,j € {1,2,...,n}.

update M atriz: es una matriz cuadrada de tamano n que ayuda a actualizar los valores
de trial M atriz. Inicialmente, todos las entradas de updateM atrixz se establecen en 0.

uncolouredV ertices: guarda el conjunto de todos los vértices no coloreados para la hor-
miga actual. Inicialmente uncolouredVertices es igual a G.V.

colouredVertices: guarda el conjunto de vértices ya coloreados por la hormiga actual.
Inicialmente es vacio.

numColouredV ertices: guarda el nimero de vértices ya coloreados por la hormiga actual.
Su valor inicial es 0.

4.1.3. Funciones complementarias

Las funciones complementarias utilizadas por la metaheuristica D-ANTCOL se describen
a continuacién:

INICIALIZARCOLONIA(): establece el valor indicado para los pardametros nCycles, nAnts,
a, By €. Ademas, inicializa los valores de las entradas de trialMatriz. La especificacion
de esta funcién se muestra en el Pseudocodigo 4.2.

INICIALIZARRASTRO1(): asigna el valor inicial 1 a las entradas de pheromoneVertex. La
especificacion de esta funcion se muestra en el Pseudocddigo 4.3.

INICIALIZARRASTRO2(): inicializa el valor de las entradas de pheromoneColor a 1. La
especificacion de esta funcién se muestra en el Pseudocddigo 4.4.

INICIALIZARDESEABILIDAD1(): da el valor inicial 1 a las entradas de desirabilityVertex
a 1. La especificacion de esta funcion se muestra en el Pseudocédigo 4.5.

COLOREAR(s;4, ¢): hace que la hormiga actual id cree una particién {V4,Va,...,V,} de
G.V en ¢ conjuntos estables y la guarde en s;4. La especificaciéon de esta funcién se
muestra en el Pseudocédigo 4.6.

DEJARRASTRO(s;4, ¢): regista en updateMatriz el rastro de feromonas dejado por la
hormiga actual, entre cada par de vértices no adyacentes, en cada una de las ¢ clases de
color de la g-coloracion vélida s;q de G que construyd. La especificacién de esta funcién
se muestra en el Pseudocddigo 4.7.

ACTUALIZARMATRIZRASTROS(): Actualiza los valores de trialMatriz con ayuda de los
valores de update M atrix. La especificacién de esta funcion se muestra en el Pseudocédigo
4.8.
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Pseudocdédigo 4.2 Funcion INICIALIZARCOLONIA

Entrada: Los valores recomendados para los pardmetros nCycles, nAnts, a, By €.
Salida: El establecimiento de los valores de los pardmetros nCycles, nAnts, «, 8 y €. Ademés, la
inicializacién de los valores de la matriz de rastros de feromonas.
nCycle < 50
nAnts < 100
a2, B+ 4;e+ 0.5
for i < 1 ton do
for j < 1tondo
if (wviv; ¢ G.E ) then
trial Matriz[i][j] + 1
end if
end for
: end for

—_

Pseudocédigo 4.3 Funciéon INICIALIZARRASTRO1

Entrada: El valor inicial para el rastro de feromonas 7.

Salida: La inicializacién del valor de las entradas de pheromoneVertex.
1: for i + 1 to n do

2: for j < 1tondo

3: pheromoneVertex[i][j] < 1
4: end for
5: end for

Pseudocddigo 4.4 Funcién INICIALIZARRASTRO2

Entrada: El valor inicial para el rastro de feromonas 72.

Salida: La inicializacién del valor de las entradas de pheromoneColor.
1: for i + 1 ton do

2: for j < 1tondo

3: for k < 1 ton do

4: pheromoneColor[i][j][k] + 1
5: end for

6: end for

7: end for

Pseudocddigo 4.5 Funcién INICIALIZARDESEABILIDAD 1

Entrada: El valor inicial para la deseabilidad 7;.

Salida: La inicializacién del valor de las entradas de desirabilityVertex.
1: for i + 1 to n do

2: for j < 1ton do

3: desirabilityVertex[i][j] + 1
4: end for
5: end for
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Pseudocédigo 4.6 Funcion COLOREAR

Entrada: El conjunto s;q y el entero q.
Salida: Una particién s;q = {Vi1, Va,...,V,} de G.V en ¢ conjuntos estables.
1: while ( uncolouredVertices | = @ ) do
p < 1/|uncolouredVertices|
3 Seleccionar de manera aleatoria, con probabilidad 1/p, un vértice v € uncolouredVertices
4 Sea i€ {1,2,...,n} el indice de v en G.V
5: q+ q+1; Vg + {v;}; Insertar V, en s;q, como elemento
6: colouredVertices < colouredVertices U {v;}
7.
8

numColouredV ertices < numColouredV ertices + 1
W« {w € uncolouredVertices | w ¢ AdjGuncotouredvertices)(Vi)} \ {vi}

9: B « {w € uncolouredVertices | w € AdjGuncolouredvertices] (Vi) }
10: while (W ! =@ ) do
11: numColouredVertices <— numColouredV ertices + 1
12: I+ {ie{1,2,...,n} | v ¢ colouredVertices}
13: for each ¢ € I do
14: for j « 1to q do
15: trialSum < 0
16: for each v € 5;4.V; do
17: Sea k € {1,2,...,n} el indice de v en G.V
18: trialSum < trialSum + trial M atriz[k][i]
19: end for
20: pheromoneColornumColouredV ertices|[i][j] < trialSum/|s;qa.V;|
21: end for
22: end for
23: for each i € I do
24: t < pheromoneColornumColouredV ertices][i][q]
25: pheromoneVertex[numColouredV ertices][i] « t
26: end for
27: Seleccionar de manera aleatoria, con probabilidad 1/3, un elemento desirability € {1,2,3}
28: if ( desirability == 1) then
29: for each i € I do
30: desirabilityV ertex[numColouredV ertices][i] < degqp) (vi)
31: end for
32: end if
33: if ( desirability == 2 ) then
34: for each ¢ € I do
35: desirabilityV ertex[numColouredV ertices|[i] + |W|\ degaiwi(vi)
36: end for
37: end if
38: if ( desirability == 3 ) then
39: for each i € I do
40: desirabilityV ertex[numColouredV ertices][i] < degapwup)(vi)
41: end for
42: end if
43: J—{iel|v,eW}
44: J < arg max { pit(numColouredVertices,l) |l € J }
45: Sia-Vy ¢ 8ia.Vq U {Uj}
46: colouredVertices < colouredV ertices U {v;}
47: B+ BU Adjg[w] (Uj)
48: W« W\ (Adjerwi(vs) U {vs})
49: end while
50: uncolouredV ertices < uncolouredVertices \ siq.Vy

51: end while
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Pseudocédigo 4.7 Funcion DEJARRASTRO

Entrada: La g-coloracién valida s;4 de G construida por la hormiga actual id.

Salida: El rastro de feromonas dejado por la hormiga actual entre cada par de vértices no adyacentes

en cada una de las ¢ clases de color de esta g-coloracién valida de G que construyd.

1: for i <+ 1 to q do

2 for each u € s;4.V; do

3 Sea j € {1,2,...,n} el indice de u en G.V

4: for each v € 5;4.V; do

5: Sea k € {1,2,...,n} el indice de v en G.V

6: update M atriz[j][k] < update M atriz[j][k] + 1/q

7 end for
8 end for
9: end for

Pseudocdédigo 4.8 Funcién ACTUALIZARMATRIZRASTROS

Entrada: La matriz de rastros de feromonas.
Salida: La actualizacién de la matriz de rastros de feromonas.
1: for i + 1 ton do
2: for j « 1 tondo
if ( ViVj ¢ G.E ) then
trial Matriz[i][j] « € * trial Matriz[i][j] + update M atriz[i][7]
end if
end for
end for
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Capitulo 5

La Metaheuristica ABAC

Ants are good citizens, they place group interests first.

—This Simian World, Clarence Day, 1920

En este capitulo se expondrs la metaheuristica, llamada ABAC'?, presentada por Bui et al.
en el articulo “An ant-based algorithm for coloring graphs” para el Problema de la Coloracién
de Gréficas. Aunque los autores refieren que ABAC' es una metaheuristica basada en colonia
de hormigas, no es un algoritmo ACO, pues:

e A diferencia de los verdaderos algoritmos A CO para colorear graficas, donde cada hormiga
colorea la gréfica completa, cada hormiga en ABAC colorea sélo una parte de la gréfica
usando unicamente informacion local. Estas coloraciones locales hechas por las hormigas
de ABAC forman una coloracién completa para la gréafica.

e Sus hormigas no poseen estigmergia (a través de feromonas), en su lugar, utilizan una
estructura tabu para evitar quedar atrapadas en la misma parte de la grafica.

A pesar de esto, los autores indican que la metaheuristica tuvo un buen desempenio en
el conjunto de 119 gréficas que tomaron para sus pruebas, indicando que la metaheuristica
produjo resultados muy consistentes, teniendo desviaciones estandar muy pequenas en més de
50 ejecuciones para cada gréfica del conjunto [11].

5.1. Metaheuristica ABAC

La idea principal de ABAC consiste en distribuir aleatoriamente un conjunto de hormigas
en los vérices de una grafica simple, tomada como entrada, para que la coloreen. Cada hormiga
sigue el mismo conjunto de reglas para colorear los vértices de la grafica. A diferencia de las
hormigas de los algoritmos ACO para el Problema de la Coloracién de Graficas, las hormigas
de ABAC no encuentra una solucién completa al problema. En su lugar, cada hormiga de
ABAC colorea sélo una parte de la grafica. De esta manera, ABAC es mas susceptible a una
implementacion distribuida. Sin embargo, no se presentard tal implementacién en este trabajo.
Otra diferencia que distingue a ABAC de un auténtico algoritmo ACO es que sus hormigas

108iglas en inglés de Ant-Based Algorithm for Coloring Graphs. En adelante se utilizard el acrénimo
ABAC para referirse a esta metaheuristica.
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no tienen capacidad de tendido y seguimiento de rastro de feromonas. Los autores indican que
esto es muy util para ABAC, pues ayuda a reducir su tiempo de ejecucion y, en experimentos
limitados, esta ausencia de estigmergia no mostré un efecto visible o significativo en la calidad
de las soluciones producidas. El esquema completo de ABAC se muestra en el Pseudocédico
5.1. En las siguientes subsecciones se describird a detalle las diversas partes de la metaheuristica.

5.1.1. Estrategia general

Sea G = (V, E) la grafica de entrada, con G.V = {vy,vq,...,0,} vy G.E = {e1,ea,...,em}.
Primero se obtiene una k-coloracién vélida para G, con conjunto de colores {1,2, ..., k}. Nétese
que k es una cota superior del ntimero cromético de G, es decir, k¥ > x(G). En seguida, una
ki-coloracion para GG, con k1 < k y que puede no ser una coloraciéon valida, se deriva de esta
k-coloracién valida; esta serd la coloracion inicial. A continuacién, una colonia de hormigas
es distribuida de manera aleatoria en los vértices de G. La metaheuristica procede entonces a
ejecutar una serie de ciclos. En cada iteracién, cada hormiga de la colonia intenta colorear la
parte de la grafica mas cercana a su ubicacién usando tnicamente el conjunto actual de colores
que se tiene disponible. Al final de un ciclo, si el conflicto total de G es 0 (esto es, si la coloracién
actual es vélida), el niimero actual de colores disponibles se reduce en uno y comienza otro ciclo.
En otro caso, el nimero actual de colores disponibles se aumenta en uno antes de iniciar otra
iteracién. La metaheuristica también podria tomar otras acciones para sacar a la colonia de un
potencial 6ptimo local antes de que comience otro ciclo. Las condiciones de paro se describen
con detalle en la seccion 5.1.5.

5.1.2. Parametros

A continuacién se dard una breve descripcién de cada uno de los pardmetros utilizados por
la metaheuristica ABAC, asi como los valores recomendados para estos por los autores con
base en sus experimentos.

e 1: es el numero de vértices de G.

e antColony: es la colonia de hormigas que serd distribuida en G. Cada hormiga tiene los
siguientes atributos:

s antld: su identificador.

= currentVertex: el vértice actual donde se encuentra.

= recentlyVisited: la lista tabi que contiene aquellos vértices recientemente visitados
por la hormiga que se volveran prohibidos, esto es, vértices que la hormiga evitara
volver a visitar en proximas iteraciones. Esta lista tabu ayudard a evitar que la
hormiga se quede atrapada en la misma area de la grafica coloreando los mismos
vértices una y otra vez, permitiendo una exploracién mas diversa de la gréfica.

= sizeLimit: es la longitud méxima de recentlyVisited y su valor serd establecido en
[nMoves/3].
Por otro lado, ABAC cuenta con las siguientes funciones para manipular a la colonia:
» CREARHORMIGA(id, s): crea una hormiga con identificador id y con longitud de
lista tabu s. La especificacién de esta funcion se muestra en el Pseudocddigo 5.2.

» ASIGNARVERTICE(id, v): asigna a la hormiga con identificador id el vértice v. La
especificacion de esta funcion se muestra en el Pseudocédigo 5.3.
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Pseudocédigo 5.1 Metaheuristica ABAC

Entrada: Una grafica G = (V, E) con G.V = {v1,v2,...,un} y G.E ={e1,e2,...,em}.
Salida: Un arreglo de tamano m que contiene una g-coloracién para G, tal que para cada i €
{1,2,...,n}, el valor de su i-ésimo elemento es el color de v;.

/* Parametros */

n+ |G.V|

antColony < @

nCycles <+ 0; nAnts < 0; nMoves < 0

a<+ 0.8; 8+ 0.5, v« 0.7

Sean currentColouring y bestColouring dos arreglos de tamano n
availableColours < 0; best NumColours < 0

MXRLFclassLimit < 0

Sea vertexCon flict un arreglo de tamano n

: totalConflict + 0

: nChangeCycles < 0

: nJoltCycles < 0

: nBreakCycles + 0

: CALCULARPARAMETROS()

— o e e
DUA WD~ O ©

: /* Coloracién inicial */

: CREARCOLORACIONINICIAL()
: CALCULARCONFLICTOS()

: CALCULARCONFLICTOTOTAL()

N DD = =
— O © 00 =

: /* Coloracién construida por las hormigas */
: DISTRIBUIRHORMIGAS()

: for cycle +— 1 to nCycles do

24: for id <~ 1 to nAnts do

NN
W N

25: for move < 1 to nMoves do

26: COLOREARVERTICE(id)

27: ACTUALIZARCONFLICTOLOCAL(id)

28: ACTUALIZARLISTATABU(id)

29: MoVERALONGITUDDOS(id)

30: end for

31: end for

32: CALCULARCONFLICTOTOTAL()

33: if ( totalConflict == 0 and best NumColours > availableColours ) then
34: bestColouring <— currentColouring

35: best NumColours < availableColours

36: avatlableColours < availableColours — 1

37: end if

38:

39: /* Perturbacién y condicién de paro */

40: if ( availableColours no ha mejorado en nChangeCycles ) then
41: availableColours < availableColours + 1

42: end if

43: if ( availableColours no ha mejorado en nJoltCycles ) then
44: REALIZAROPERACIONJOLT()

45: end if

46: if ( best NumColours no ha mejorado en nBreakCycles ) then
47: break

48: end if

49: end for

50: return bestColouring
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COLOREARVERTICE(id): la hormiga con identificador id, que se encuentra en G, co-
lorea su vértice actual con un color del conjunto de colores {1,2, ..., availableColours}
que reduce al maximo su conflicto actual bajo currentColouring. La especificacién
de esta funcién se muestra en el Pseudocddigo 5.4.

» ACTUALIZARCONFLICTOLOCAL(id): la hormiga con identificador id, que se en-
cuentra en G, actualiza el conflicto de su vértice actual y el de sus vecinos bajo
currentColouring. La especificacién de esta funcién se muestra en el Pseudocédigo
5.5.

s ACTUALIZARLISTATABU(id): la hormiga, que se encuentra en G, con identificador
id agrega su vértice actual a su lista tabt, siempre que la longitud maxima no sea
excedida. La especificacién de esta funcion se muestra en el Pseudocddigo 5.6.

MOVERALONGITUDDOS(id): la hormiga con identificador id, que se encuentra en
G, se mueve de su vértice actual a otro vértice usando un camino de longitud 2.
La primera arista del camino es seleccionada de manera aleatoria por la hormiga
de entre todas las aristas en G que tienen a su vértice actual como vértice inicial.
La segunda arista seleccionada por la hormiga tiene como vértice inicial al vértice
final de la primera arista seleccionada y como vértice final aquel vértice de entre
todos los vértices adyacentes a su vértice inicial, y que no pertenecen a la lista tabu
de la hormiga, con el mayor conflicto segiin vertexCon flict. La especificacién de
esta funcién se muestra en el Pseudocddigo 5.7. Es importante mencionar que, la
seleccién de u en la linea 2 puede realizarse de manera aleatoria bajo una distribu-
cién uniforme considerando el nimero de vecinos del vértice actual de la hormiga
o, simplemente, puede ser tomando cualquiera, en particular el primero. Ademsés.
otro punto a resaltar es que el vértice w, de la linea 5, es el vértice a distancia dos
del vértice actual de la hormiga en cuestion.

Pseudocdédigo 5.2 Funcion CREARHORMIGA

Entrada: Dos enteros positivos id y s.

Salida: Una hormiga con identificador id y longitud de lista tabu s.
: Sea ant una hormiga

ant.antld < id

ant.recentlyVisited < &

ant.sizeLimit < s

return ant

Pseudocédigo 5.3 Funcién ASIGNARVERTICE

Entrada: Un entero positivo id y un vértice v.

Salida: El vértice actual de la hormiga con identificador id es v.
1: Sea ant la hormiga con identificador id
2: ant.currentVertex < v

e nCycles: es el numero de ciclos en todo el proceso de coloracién y su valor serd establecido
en min{6n,4000}.

e nAnts: es el nimero de hormigas en la colonia y serd establecido en 20 % del niimero de
vértices de G. Por razones de eficiencia, nAnts no deberd exceder 100.
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Pseudocdédigo 5.4 Funcion COLOREARVERTICE

Entrada: Un entero positivo id
Salida: La hormiga con identificador id colored su vértice actual con un color que minimiza su conflicto.

Sea ant, la hormiga en GG, con identificador id.

Sea i € {1,2,...,n} el indice de ant.currentVertex en G.V
A+ {1,2,...,availableColours}

M + {a € A | a minimiza el conflicto de ant.currentVertex}
Seleccionar de manera aleatoria, con probabilida 1/|M]|, ¢ € M
currentColouring[i] + ¢

Pseudocdédigo 5.5 Funcion ACTUALIZARCONFLICTOLOCAL

Entrada: Un entero positivo id.
Salida: La hormiga con identificador id actualizé el conflicto de su vértice actual.

1:
2:
3:

Sea ant, la hormiga en G, con identificador id
Sea i € {1,2,...,n} el indice de ant.currentVertex en G.V
Sea c el numero de vértices en Adjg(ant.currentVertex) con el mismo color que ant.currentVertex
bajo currentColouring
vertexCon flict[i] < ¢
for each v € Adjg(ant.currentVertex) do
Sea j € {1,2,...,n} el indice de v en G.V
Sea d el nimero de vértices en Adje(v) con el mismo color que v bajo currentColouring
vertexCon flict[j] + d

end for

P

seudocddigo 5.6 Funcién ACTUALIZARLISTATABU

Entrada: Un entero positivo id.
Salida: La hormiga con identificador id agregd a su lista tabu su vértice actual.

1
2
3:
4

: Sea ant, la hormiga en G, con identificador id
: if ( |ant.recentlyVisited| + 1 < ant.sizeLimit ) then
ant.recentlyVisited < recentlyVisited U {ant.currentVertex}

: end if

P

seudocdédigo 5.7 Funcién MOVERALONGITUDDOS

Entrada: Un entero positivo id.
Salida: La hormiga con identificador id se movié de su vértice actual a otro vértice usando un camino

=

O L XPAD I W

de longitud 2.
: Sea ant, la hormiga en G, con identificador id
. t + |Adjg(ant.currentVertex)|
if (t!=0) then
Seleccionar de manera aleatoria, con probabilidad 1/t, u € Adja(ant.currentVertex)
F + {v € Adjc(u) | v ¢ ant.recentlyVisited}
if (F!= o) then
w <+ arg max { conflicto de v en vertexConflict | v € F }
ant.currentVertex < w
end if
end if
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e nMoves: es el nimero de vértices que una hormiga puede visitar antes de que se detenga.
nMoves serd establecido de la siguiente manera:

Y o /4] si nAnts < 100,
NATOVES =19 90 4 [n/nAnts] en otro caso.

e «: es el porcentaje de colores producidos por MXRLF que estara disponible para que
las hormigas lo utilicen inicialmente. Su valor se establece en 0.8.

e [(3: es el porcentaje de colores producidos por MXRLF que se ocupard para crear una
coloracion inicial para G antes de distribuir la colonia en ésta. Su valor se establece en
0.5.

e ~: es el porcentaje de colores producidos por MXRLEF que se usaré para colorear aquellos
vértices cuyo color no pertenezca al conjunto de colores {1,2,...,[8k]} cuando se cree
la coloracién inicial para GG. Su valor se establece en 0.7.

o currentColouring: es la coloracién actual de G, construida por la colonia de hormigas.
Para cada ¢ € {1,2,...,n}, currentColouringl[i] es el color del vértice v;. El valor ini-
cial de currentColouring sera establecido por MXRLF, por lo que el valor inicial de
currentColouring serd una k-coloracion valida de G.

o bestColouring: es la mejor l-coloracion actual de G, construida por la colonia de hormigas.
Para cada i € {1,2,...,n}, bestColouringli] es el color del vértice v;. El valor inicial de
bestColouring seré el valor inicial de currentColouring.

o availableColours: es el nimero de colores del conjunto actual de colores disponibles
que utiliza la colonia de hormigas para construir la coloracién currentColouring. Fl
valor inicial de availableColours serd [ak] y el conjunto actual de colores disponibles
inicial serd {1,2,...,[ak]}. En cada iteracién de ABAC, el conjunto actual de colores
disponibles serd {1,2, ..., availableColours}.

o best NumColours: es el niimero de colores (de clases de color) de la coloracién bestColouring.
La gama de colores de bestColouring siempre serd {1,2,... best NumColours}. El valor
inicial de best NumColour sera k, esto es, el numero de clases de color de bestColouring
en su estado inicial.

o MXRLFclassLimit: es el tamano maximo que pueden tener las clases de color produ-
cidas por MXRLF. Su valor serd establecido en [0.7n].

o vertexCon flict: contiene el conflicto actual, bajo currentColouring, de cada vértice de
G. Para cada i € {1,2,...,n}, vertexConflict[i] es el conflicto del vértice v;.

e totalConflict: es el conflicto total de G bajo currentColouring.

e nChangeCycles: es el nimero de ciclos consecutivos permitidos por ABAC, durante los
cuales la colonia de hormigas no ha mejorado el nimero de colores del conjunto actual
de colores disponibles, antes de que incremente en uno el valor de availableColours. El
valor de nChangeCycles se establecera en 20.

o nJoltCycles: es el ntmero de ciclos consecutivos permitidos por ABAC, durante los
cuales la colonia de hormigas no ha mejorado el nimero de colores del conjunto actual
de colores disponibles, antes de que le aplique una operaciéon jolt a la coloracién ac-
tual para perturbarla. Una operacién jolt selecciona todos aquellos vértices en G.V con
conflicto actual, bajo currentColouring, mayor al 10 % de totalConflict y vuelve a co-
lorear, de manera aleatoria, a los vecinos de estos vértices utilizando el 80 % del conjunto
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actual de colores disponibles. Para aplicar una operacién jolt a currentColouring, la
metaheuristica ABAC utiliza la funcién REALIZAROPERACIONJOLT(); la especificacion
de ésta se muestra en el Pseudocédigo 5.8. El valor de nChangeCycles se establecera en
méx{[n/2],600}.

e nBreakCycles: es el numero de ciclos consecutivos permitidos por ABAC, durante los
cuales la colonia de hormigas no ha mejorado el valor de best NumColours y, por tan-
to, el de la coloracién best NumColours, antes de terminar su ejecucion. El valor de
nChangeCycles se establecerd en max{[5n/2],1600}.

Pseudocdédigo 5.8 Funcién REALIZAROPERCIONJOLT

Entrada: La coloracién actual de G, currentColouring.
Salida: La coloracién currentColouring fue perturbada a través de una operacién jolt.
1: P+ @
: for i <~ 1 ton do
if (vertexConflict[i] > totalConflict/10 ) then
P+ PU {1)1}
end if
end for
d < [0.8 * availableColours]|
D+ {1,2,...,d}
9: for each v € P do
10: for each w € Adjg(u) do

11: Sea i€ {1,2,...,n} el indice de w en G.V

12: Seleccionar de manera aleatoria, con probabilidad 1/d, ¢ € D
13: currentColouring[i] < ¢

14: end for

15: end for

El célculo y establecimiento del valor (inicial o fijo) de cada pardmetro descrito anteriormen-
te (excepto los pardmetros currentColouring, bestColouring, best NumColours y availableColours),
serd realizado por la funcién CALCULARPARAMETROS(), cuya especificaciéon se muestra en el
Pseudocédigo 5.9.

5.1.3. Coloracién inicial

El primer objetivo de ABAC es encontrar una cota superior para el nimero cromatico
de G. Para este propdsito, ABAC utiliza el algoritmo MXRLF, cuya definicién se detalla en
el Apéndice C, haciendo una invocacién de éste con los siguientes pardmetros: MXRLF (G,
currentColouring, 1, MXRLFclassLimit). Lo que implica que currentColouring contiene
una k-coloracién vdlida para G, con gama de colores {1,2,...,k}. Lo que implica que esta
k-coloracién vélida es la mejor coloracién valida para G encontrada inicialmente. Por lo tanto,
el valor inicial de la coloracion bestColouring es esta k-coloracion valida y el valor inicial de
best NumColours es k.

El segundo objetivo de ABAC es derivar una coloracién inicial para la colonia de hormi-
gas, a partir de la coloracién currentColouring. Para este propdsito, ABAC procede de la
siguiente manera: borra el color de los vértices cuyo color actual no pertenezca a la gama de co-
lores {1,2,...,[Bk]}. Luego, colorea estos vértices usando, de manera aleatoria, los colores del
conjunto {1,2,..., [vk]}. De esta manera, ABAC ha creado una [yk]-coloracién, no necesaria-
mente véalida, para G a partir de currentColouring. Esta coloracion sera usada, entonces, por la
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5. LA METAHEURISTICA ABAC

Pseudocédigo 5.9 Funcion CALCULARPARAMETROS

Entrada: El ntimero de vértices de G, n.

Salida: El establecimiento de los valores de los pardametros.
1: nCycles < min {6 % n, 400}

2: nAnts < [0.2 xn|

3: if ( nAnts < 100 ) then

4: nMoves + [n/4]

5: else

6: nMoves < 20 + [n/nAnts]

7: end if

8: M XRLFclassLimit < [0.7 x n]

9: for i < 1 to nAnts do

10: ant < CREARHORMIGA(Z, [nMoves/3])
11: antColony < antColony U {ant}
12: end for

13: currentColouring < MXRLF (G, G.V, currentColouring, 1, M X RLF classLimit)
14: Sea k el niimero de colores de currentColouring

15: bestColouring < currentColouring

16: best NumColours < k

17: availableColours + [a * k|

18: nChangesCycles < 20

19: nJoltCycles + max {[n/2],600}

20: nBreakCycles + max {[(5*n)/2],1600}

colonia de hormigas como punto de partida. Nétese que, {1,2,...,[Bk]|} C {1,2,...,[~vk]} C
{1,2,...,[ak]}, pues 0 < 8 < v < a < 1. Ademds, recordemos que {1,2,...,[ak]} es el
conjunto actual de colores disponibles inicial.

La metaheuristica ABAC utilizara la funcién CREARCOLORACIONINICIAL() para realizar
estos dos objetivos, la especificacion de esta funcidon se muestra en el Pseudocodigo 5.10

Finalmente, ABAC utilizard la funcién CALCULARCONFLICTOS() y la funcién CALCU-
LARCONFLICTOTOTAL() para calcular, respectivamente, el conflicto de cada vértice de G y el
conflicto total de G bajo esta coloracién inicial. Los Pseudocédigos 5.11 y 5.12 presentan una
implementacién de las mismas, respectivamente.

5.1.4. ;Como colorean las hormigas?

La metaheuristica usa la funcién DISTRIBUIRHORMIGAS(), presentada en el Pseudocddigo
5.13, para distribuir, de manera aleatoria, las nAnts hormigas de la colonia en los vértices de G.
A continuacién, ABAC ejecuta una serie de ciclos. En cada una de estas iteraciones, las hormi-
gas son activadas por ABAC una a la vez. Cuando una hormiga es activada, colorea inicamente
un area local de G, pues sélo conoce la informacién de su vértice actual y la de sus vecinos, usan-
do el conjunto actual de colores disponibles, es decir, el conjunto {1,2,..., availableColours}.
El objetivo de la hormiga activada es colorear (o recolorear) su vértice actual para que su con-
flicto sea cero. Si esto no es posible, la hormiga seleccionard, de manera aleatoria, un color en
{1,2,...,availableColours} que minimice el conflicto de su vértice actual. Para llevar a cabo
esta tarea de coloracién por parte de la hormiga activada, ABAC utiliza la funcion CoOLO-
REARVERTICE(). En seguida, ABAC utiliza la funcién ACTUALIZARCONFLICTOLOCAL() para
que la hormiga activada actualice el conflicto de su vértice actual.

Después de que una hormiga activada termina de colorear su vértice actual y actualizar el
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5.1 Metaheuristica ABAC

Pseudocédigo 5.10 Funcién CREARCOLORACIONINICIAL

Entrada: Los pardmetros necesarios para crear la coloracién inicial.
Salida: La coloracién inicial para la colonia de hormigas.

: B« {1,2,...,[B*k]|}

2: O« {1,2,...,[v*k|}

3 P+o

4: for i<+ 1tondo

5: if ( currentColouring(i] ¢ B ) then

6.

7

8

—_

P+ PU {’Ul}
end if
: end for
9: for each v € P do
10: Sea j € {1,2,...,n} el indice de v en G.V

11: Seleccionar de manera aleatoria, con probabilidad 1/[v * k], c € C
12: currentColouring[j] + c
13: end for

Pseudocédigo 5.11 Funcién CALCULARCONFLICTOS

Entrada: La coloracién actual de G, currentColouring.
Salida: El célculo del conflicto de cada vértice de G.

1: for i <+ 1 to n do

2 Sea c el numero de vértices en Adje(v;) con el mismo color que v; bajo currentColouring
3: vertexCon flict[i] + ¢

4: end for

Pseudocédigo 5.12 Funcién CALCULARCONFLICTOTOTAL

Entrada: La coloracién actual de G, currentColouring.
Salida: El célculo del conflicto total de G.

1: t<0

2: for i < 1 ton do

3: t + t 4 vertexCon flict[i]

4: end for

5: totalConflict < t/2

Pseudocddigo 5.13 Funcién DISTRIBUIRHORMIGAS

Entrada: El nimero de hormigas de la colonia, nAnts.

Salida: Las hormigas de la colonia han sido distribuidas, de manera aleatoria, en los vértices de G.
: T+ {1,2,...,n}

: for i < 1 to nAnts do

Seleccionar de manera aleatoria, con probabilidad 1/|I|, j € I

ASIGNARVERTICE(%, ;)

I+ I'\{j}
end for

S T W
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5. LA METAHEURISTICA ABAC

conflicto de este vértice, ABAC le ordena a la hormiga, usando la funcion ACTUALIZARLIS-
TATABU(), que agregue a su lista tabi su vértice actual. Después, le ordena, usando la funcién
MOVERADISTANCIADOS(), que se mueve a otro vértice, utilizando un camino de longitud dos,
e intente colorearlo bajo las mismas reglas antes mencionadas. Cada hormiga hard nMoves de
estos movimientos antes de detenerse.

5.1.5. Perturbacion y condicién de paro

Cuando todas las hormigas han terminado su tarea de colorear, bajo las reglas impuestas
por ABAC, al final de un ciclo, tenemos una coloracién de G. Entonces, ABAC procede a
calcular el conflicto total de G bajo esta coloracion, llamada currentColouring. Si el conflicto
total de G bajo currentColouring es cero, se ha encontrado una mejor coloraciéon valida que
la almacenada en bestColouring y, por tanto, ABAC procede a realizar las actualizaciones
pertinentes sobre los pardmetros bestColouring, best NumColours y availableColours; en par-
ticular, reduce en 1 el valor de awvailableColours. Por otro lado, ABAC incrementard en 1
el valor de availableColours, si el valor de availableColours no ha mejorado en los tltimos
nChangeCycles. Ademds, ABAC mantiene la mejor coloracién encontrada hasta el momento,
es decir, los valores de bestColouring y best NumColours no cambian.

Para ayudar a las hormigas a escapar de 6ptimos locales, ABAC perturbard el valor de
la coloracion actual, currentColouring, aplicindole una operacién jolt, utilizando la funcién
REALIZAROPERACIONJOLT(). Especificamente, ABAC aplicard una operacién jolt a la colo-
racion actual creada por las hormigas, si el niimero de colores del conjunto actual de colores
disponibles no se ha reducido en los ultimos nJoltC'ycles ciclos. La idea de la operacion jolt es
inyectar la suficiente perturbacién a la coloracién actual para moverla fuera del éptimo local en
el que se encuentra atrapada, pero no la suficiente como para destruir, totalmente, la coloracién
que ha creado la colonia de hormigas hasta el momento.

La metaheuristica terminara su ejecucion después de que se hayan efectuado el nimero de ci-
clos preestablecido, nCycles, o bien, si no se ha mejorado en los iltimos nBreakCycles el nime-
ro de clases de color de la mejor coloracién encontrada, es decir, el valor de best NumColours.
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Capitulo 6

Experimentos y Resultados

It is only when you watch the dense mass of thousands of ants, crowded together around
the Hill, blackening the ground, that you begin to see the whole beast, and now you observe it
thinking, planning, calculating. It is an intelligence, a kind of live computer, with crawling bits
for its wits.

—Lewis Thomas, 1974

En este capitulo se presentan los detalles de los experimento realizados: el objetivo, los ejem-
plares y su codificacién, los detalles de la implementacion de las metaheuristicas; asi como los
resultados obtenidos.

6.1. Objetivo

Analizar el desemperio de cada una de las metaheuristicas descritas sobre un conjunto dado
de graficas (conjunto de ejemplares) a través de una serie de ejecuciones. Asi como analizar el
impacto del uso de feromonas en la calidad de la solucién construida por cada una de éstas, y
comparar los resultados obtenidos.

6.2. Detalles de la implementacién

Cabe mencionar que cada una de las tres metaheuristicas expuestas en este trabajo fue
implementada en el lenguaje de programacién Java 11.0.10. Las tres implementaciones se
realizaron bajo una misma representacion para las gréficas de entrada, a saber, matriz de
adyacencias.

6.3. Conjunto de ejemplares

Dado que la manera elegida para representar gréaficas en la implementacién de las me-
taheuristicas es matriz de adyacencias, cada uno de los ejemplares considerados para nuestros
experimentos fueron codificados a través de su matriz de adyacencias correspondiente. A con-
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6. EXPERIMENTOS Y RESULTADOS

tinuacion, se describe brevemente el tipo de gréficas utilizadas (los detalles de la construccién
se dan en el Apéndice E):

e Se trabajé con mallas bidimensionales (Dyxs,,) y tridimensionales (D sx¢,,) de 6rdenes
50, 70, 100, 120 150, 170, 200, 220, 250, 270 y 300, a las que se agregaron diagonales
con probabilidad p = 0.25, evitando el mayor niimero de cruces de aristas posible. En el
caso de las mallas bidimensionales, nunca hubo cruces. Las Figuras 6.1 y 6.2 muestran
un ejemplo sencillo de este tipo de mallas. Ademas, por construccion, estas dos clases de
graficas son, en el peor caso, 4-coloreables.

Figura 6.2: Malla tridimensional de orden 3 x 3 x 2 con diagonales.

o Se trabajé con gréficas bipartitas r-regulares de orden 2t y saltos de s unidades (B; s ),
conr =57 11, 13, 17, 19, 23, 31, 37, 41; s = 7, 11, 13, 17, 19, 23, 31, 37, 41, 43; y
t = 25, 35, 50, 60, 75, 85, 100, 110, 125, 135, 150. La Figura 6.3 muestra un ejemplo
sencillo de tipo de gréaficas. Dado que todos estos ejemplares son gréficas bipartitas, por
el Corolario 2.3, tienen nimero cromatico igual a 2.

e Se trabaj6 con grificas k-partitas completas de orden n y tamano maximo (K,q.(n,k)),
con n = 50, 70, 100, 120, 150, 170, 200, 220, 250, 270, 300; y k£ = 5, 7, 11, 13, 17, 19,
23, 31, 37, 41, 43. La Figura 6.4 muestra un ejemplo simple de clase de graficas. Como
se trata de graficas k-partitas completas, con k > 2, se sigue del Corolario 2.4 que todos
estos ejemplares tienen nimero cromatico igual a k.
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e Se trabajé con gréficas aleatorias de orden n y probabilidad p (denotadas G(n, p)), con
n = 50, 70, 100, 120, 150, 170, 200, 220, 250, 270 300; v p = 0.2, 0.4, 0.6, 0.8. La Figura
6.5 muestra un ejemplo simple de clase de gréaficas.

Figura 6.5: Ejemplo de gréfica aleatoria de orden 9 y probabilidad 0.5.
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La Tabla 6.1 presenta el conjunto completo de ejemplares construidos. En ésta se describen
los principales datos de cada grafica de entrada: su ntimero de vértices, es decir, su orden; su
tamano, o sea, su nimero de aristas; su densidad; su niimero cromatico, si es que se conoce; el
valor de k para el cual se satisface el Corolario A.4, siempre que tal valor exista; y la mejor cota
p que se conoce de su numero cromatico. El valor D significa “Desconocido” y NE “No Existe”.

Tabla 6.1: Conjunto de ejemplares construidos

Ejemplar Orden Tamano Densidad No. Cromatico Corolario A.4 Mejor cota

n m p(G) x(G) x(G) >k x(G) <p
D2y 25.0.25 50 79 0.064 D NE 4
Ds5x10,0.25 50 96 0.078 D NE 4
D3x35,0.25 70 108 0.045 D NE 4
D7x10,0.25 70 133 0.055 D NE 4
Dyx25,0.25 100 207 0.042 D NE 4
D10x10,0.25 100 227 0.046 D NE 4
D4x30,0.25 120 231 0.032 D NE 4
Diox12,0.25 120 242 0.034 D NE 4
D3x50,0.25 150 309 0.028 D NE 4
Diox15,0.25 150 337 0.030 D NE 4
Doyg5,0.25 170 281 0.019 D NE 4
Diox17,0.25 170 348 0.024 D NE 4
D4x50,0.25 200 419 0.021 D NE 4
D10x20,0.25 200 449 0.023 D NE 4
Dyxs5,0.25 220 412 0.017 D NE 4
D1ox22,0.25 220 470 0.019 D NE 4
Dsx125,0.25 250 433 0.014 D NE 4
D1ox25,0.25 250 577 0.019 D NE 4
D3%90,0.25 270 496 0.014 D NE 4
Diox27,0.25 270 558 0.015 D NE 4
Dex50,0.25 300 670 0.015 D NE 4
D10x30,0.25 300 694 0.015 D NE 4
Daxsx5,0.25 50 114 0.093 D NE 4
Dsx5x2,0.25 50 121 0.099 D NE 4
Dax5x7,0.25 70 172 0.071 D NE 4
D7x5x2,0.25 70 175 0.072 D NE 4
Doy5x10,0.25 100 240 0.048 D NE 4
Dyxsx5,0.25 100 272 0.055 D NE 4
Dsyx6x4,0.25 120 329 0.046 D NE 4
Dsx2x12,0.25 120 289 0.040 D NE 4
D3yx2x25,0.25 150 348 0.031 D NE 4
Dex5x5,0.25 150 421 0.038 D NE 4
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Tabla 6.1 (Continuacion)

Ejemplar Orden Tamano Densidad No. Cromatico Corolario A.4 Mejor cota

n m p(G) x(G) x(G) >k x(G)<p
Days5x17,0.25 170 419 0.029 D NE 4
Di7x5x2,0.25 170 450 0.031 D NE 4
Dayax25,0.25 200 478 0.024 D NE 4
Dsx5x5,0.25 200 566 0.028 D NE 4
Day5x22,0.25 220 540 0.022 D NE 4
Dsxs5x11,0.25 220 606 0.025 D NE 4
Dy 5%25,0.25 250 620 0.020 D NE 4
D1ox5x5,0.25 250 716 0.023 D NE 4
D3yx3%30,0.25 270 682 0.019 D NE 4
D3x9x10,0.25 270 740 0.020 D NE 4
D3y 6x25,0.25 300 754 0.017 D NE 4
Dyx15x5,0.25 300 847 0.019 D NE 4
Bs,7,25 50 125 0.102 2 NE 2
Br,11,35 70 245 0.101 2 NE 2
Bi1,13,50 100 550 0.111 2 NE 2
B3, 17,60 120 780 0.109 2 NE 2
Bi7,19,75 150 1275 0.114 2 NE 2
B19,23,85 170 1615 0.112 2 NE 2
Ba3,29,100 200 2300 0.116 2 NE 2
Ba9,31,110 220 3190 0.132 2 NE 2
B31,37,125 250 3875 0.124 2 NE 2
B37,41,135 270 4995 0.138 2 NE 2
Ba1,43,150 300 6150 0.137 2 NE 2
Kmaz(50,5) 50 1000 0.816 5 4 5
Kmaz(50,47) 50 1222 0.998 47 22 47
K42 (70,7) 70 2100 0.869 7 5 7
Kmaz(70,43) 70 2388 0.989 43 22 43
Kmaz (100, 11) 100 4545 0.918 11 9 11
Kmax(100,41) 100 4873 0.984 41 24 41
Kmaz(120,13) 120 6645 0.931 13 10 13
Kmaz(120,37) 120 7002 0.981 37 24 37
Kinaz(150,17) 150 10587 0.947 17 14 17
Kmaz (150, 31) 150 10885 0.974 31 22 31
Kmax(170,19) 170 13689 0.953 19 15 19
Kmax(170,23) 170 13819 0.962 23 19 23
Kmaz(200,23) 200 19128 0.961 23 18 23
Kimaz(200,19) 200 18945 0.952 19 17 19
Kimaz(220,31) 220 23418 0.972 31 24 31
Kimaz(220,17) 220 22776 0.945 17 14 17
Kmax (250, 37) 250 30402 0.977 37 29 37
Kmaz(250,13) 250 28845 0.927 13 11 13
Kimaz(270,41) 270 35556 0.979 41 32 41
Kinmaz(270,11) 270 33135 0.912 11 10 11
Kmaz (300, 43) 300 43953 0.980 43 34 43
Kmaz(300,7) 300 38571 0.860 7 6 7
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Tabla 6.1 (Continuacion)

Ejemplar Orden Tamano Densidad No. Cromatico Corolario A.4 Mejor cota

n m p(G) x(G) x(G) > k x(G) <p
G1(50,0.3) 50 351 0.287 D NE 23
G2(50,0.5) 50 597 0.487 D NE 33
G3(50,0.7) 50 882 0.720 D 3 43
G4(50,0.9) 50 1094 0.893 D 6 48
G1(70,0.3) 70 762 0.316 D NE 32
G2(70,0.5) 70 1224 0.507 D NE 44
G3(70,0.7) 70 1701 0.704 D 3 57
G4(70,0.9) 70 2169 0.898 D 7 68
G1(100,0.3) 100 1482 0.299 D NE 46
G2(100,0.5) 100 2518 0.509 D NE 63
G3(100,0.7) 100 3471 0.701 D 3 79
G4(100,0.9) 100 4435 0.896 D 7 95
G1(120,0.3) 120 2225 0.321 D NE 50
G2(120,0.5) 120 3577 0.501 D NE 74
G3(120,0.7) 120 4998 0.700 D 3 98
G4(120,0.9) 120 6404 0.897 D 7 116
G1(150,0.3) 150 3333 0.298 D NE 62
G2(150,0.5) 150 5583 0.499 D NE 92
G3(150,0.7) 150 7882 0.705 D 3 123
G4(150,0.9) 150 10097 0.904 D 8 143
G1(170,0.3) 170 4391 0.306 D NE 73
G2(170,0.5) 170 7104 0.494 D NE 99
G3(170,0.7) 170 9937 0.692 D 3 135
G4(170,0.9) 170 12938 0.901 D 8 162
(G1(200,0.3) 200 6024 0.303 D NE 75
G2(200,0.5) 200 10000 0.503 D NE 118
G3(200,0.7) 200 13922 0.699 D 3 154
(G4(200,0.9) 200 17891 0.899 D 9 192
G1(220,0.3) 220 7256 0.301 D NE 84
G2(220,0.5) 220 12091 0.502 D NE 126
G3(220,0.7) 220 16910 0.702 D 3 174
G4(220,0.9) 220 21800 0.905 D 9 209
G1(250,0.3) 250 9396 0.302 D NE 93
G2(250,0.5) 250 15493 0.498 D NE 143
G3(250,0.7) 250 21664 0.696 D 3 193
G4(250,0.9) 250 28022 0.900 D 9 237
G1(270,0.3) 270 11239 0.309 D NE 104
G2(270,0.5) 270 18615 0.513 D NE 166
G3(270,0.7) 270 25868 0.712 D 3 213
G4(270,0.9) 270 33100 0.911 D 10 260
G1(300,0.3) 300 13943 0.311 D NE 125
G2(300,0.5) 300 22999 0.512 D NE 175
G3(300,0.7) 300 31816 0.709 D 3 240
G4(300,0.9) 300 40734 0.908 D 9 285
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6.4 Detalles de la ejecuciéon

6.4. Detalles de la ejecucién

Cada metaheuristica fue ejecutada, sobre cada uno de los ejemplares construido, 25 veces.
Las ejecuciones se llevaron a cabo en un equipo portatil con las siguientes caracteristicas:

e Procesador: Intel Core i5 2.4 Ghz

e Memoria RAM: 8 GB

e HDD: 500 GB

e Sistema Operativo: Ubuntu 20.04.2.0

6.5. Resultados

En esta seccién se presentan los resultados obtenidos de aplicar los tres métodos a las
graficas antes descritas.

6.5.1. Mallas con diagonales

La Tabla 6.2 muestra el desempeno computacional de las tres metaheuristicas sobre el
conjunto de mallas bidimensionales y tridimensionales con diagonales. En cada una de las
columnas se indica el numero de colores de la mejor g-coloracién valida encontrada por la
colonia de hormigas, asi como el tiempo de ejecucion ¢, en segundos, correspondiente.

Tabla 6.2: Desempefio de las metaheuristicas 1

Ejemplar ANTCOL D-ANTCOL ABAC

q t(seg.) | q t(seg) | ¢ t (seg.)
D2y25,0.25 3 25.578 | 3 16.255 6 0.437
Dsx10,0.25 3 23.309 | 3 15.812 6 0.326
D2y35,0.25 3 62.591 | 3 48.749 6 0.933
D7x10,0.25 4 65.100 | 3 38.981 6 1.005
Dyx25,0.25 4 157.956 | 4 109.496 7 2.218
Diox10,025 | 4 168.668 | 4 116.289 5 1.920
D3540,0.25 4 287.698 | 4 200.151 8 3.391
Diox12,025 | 4 299.431 | 4 237.243 7 3.853
D3x50,0.25 4 470.373 | 4 376.213 9 6.373
Dioxi15,025 | 4 555.257 | 4 350.270 8 6.336
D2ys5,0.25 4 907.756 | 4 623.332 | 11 8.611
Dioxi17,025 | 4 845.384 | 4 529.922 8 9.316
D4x50,0.25 4 1386.105 | 4 1020.378 9 13.087
Diox20,025 | 4 1491.974 | 4 1045.222 | 11 12.763
Dyxs5,0.25 4 1952.104 | 4 1398.283 | 11 19.606
Diox22,025 | 4 1985.015 | 4 1342.028 | 11 15.807
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Tabla 6.2 (Continuacion)

Ejemplar ANTCOL D-ANTCOL ABAC

q t(seg.) | ¢ t(seg) | ¢ t (seg.)
Dax12s025 | 4 2630.414 | 4 2135.469 | 15 25.939
Dioxas02s | 4 3247.108 | 4 2262.143 | 12 27.866
Dsxo0,0.25 | 4 3272.097 | 4 2351.431 | 15 28.703
Diox27025 | 4 4269.282 | 4 3103.420 | 13 32.675
Dexso02s | 4 4929.838 | 4 3463.669 | 15 46.332
Diox30025 | 4 5008.165 | 4 3412272 | 14 42.982
Daxsxso2s | 3 21.948 | 3 13.608 | 5 0.343
Dsxsx2,02s | 4 19.599 | 4 13.444 | 5 0.325
Daxsx7025 | 4 59.719 | 4 39.212 | 6 0.806
Dirxsx2025 | 4 60.510 | 4 45.599 | 6 0.993
Daxsx10,025 | 4 191.418 | 4 126.799 | 6 1.783
Dixsxs02s5 | 4 194.422 | 4 127.546 | 7 1.730
Dsxexa025 | 4 354.316 | 4 236.096 | 7 3.401
Dsxax12,025 | 4 387.559 | 4 264.174 | 7 4.536
Dsxoxa5.025 | 4 713.788 | 4 468.144 | 8 6.065
Dexsxs02s | 4 641.614 | 4 451.494 | 10 9.293
Daxsxi7,025 | 4 965.714 | 4 663.840 | 8 14.670
Dirxsxa,0.25 | 4 857.697 | 4 645.504 | 9 16.692
Daxaxas,025 | 4 1568.099 | 4 1122.586 | 9 14.993
Dsxsxs025 | 4 1571.040 | 4 1107.324 | 11 17.227
Doxsx22.025 | 4 2128.577 | 4 1540.469 | 11 16.507
Daxsxi1,025 | 4 2026.727 | 4 1363.675 | 13 17.669
Doxsxas,025 | 4 3185.786 | 4 2247.128 | 12 30.028
Dioxsxs,025 | 4 2706.984 | 4 1904.681 | 10 29.128
Dsx3x30025 | 4 3945.495 | 4 2665.117 | 13 31.487
Dsxox10025 | 4 3982.463 | 4 2670.117 | 12 34.956
Doxex25,0.25 | 4 5786.360 | 4 4087.751 | 11 48.312
Dixisxs,025 | 4 4942.943 | 4 3561.361 | 15 48.025

Podemos observar, de la Tabla 6.2, que para cada ejemplar Dy, , ¥ Drxsxt,p considerados,
el nimero de colores de la mejor g-coloraciéon valida encontrada tanto por ANTCOL como
por D-ANTCOL nunca excede la mejor cota conocida del nimero cromético del ejemplar; es
decir, ¢ < p. Mientras que el nimero de colores de la mejor g-coloracién véalida construida por
ABAC siempre es menor que 4p; esto es, ¢ < 4p. En todos los casos, el tiempo de ejecucién es
directamente proporcional al niimero de vértices. Sin embargo, los desempenos computacionales
de ANTCOL y D-ANTCOL comparados con el de ABAC, son ineficientes; pues en general,
el tiempo de ejecucién de ABAC corresponde a lo sumo al 1.3 % del tiempo de ejecucién de
ANTCOL y a lo més al 1.7 % del tiempo de ejecucién de D-ANTCOL.

Notemos el marcado contraste entre la calidad de las coloraciones validas construidas por las
hormigas de ANTCOL y D-ANTCOL, y lo eficiente que resulta el desempeno computacional
de ABAC. Por otro lado, aunque los comportamientos de ANTCOL y D-ANTCOL son muy
similares, D-ANTCOL es superior. Ademaés, se puede observar que ninguno de estos ejemplares
tiene densidad superior a 0.1.
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6.5.2. Graficas bipartitas

La Tabla 6.3 corresponde al desempeno computacional de las tres metaheuristicas sobre
el conjunto de ejemplares B, ;. Bajo este escenario, las metaheuristicas ANTCOL y D-
ANTCOL construyeron, en todos los casos, una coloracién éptima; es decir, una 2-coloracién
valida. Por su parte, el niimero de colores de la mejor g-coloracién valida construida por ABAC,
en cada caso, es a lo mds 3.5 el dptimo; esto es, ¢ < 3.5x(Bys.¢). Por otro lado, nuevamente
ocurre que tanto el desempeno computacional de ANTCOL como el de D-ANTCOL es
ineficiente comparado con el de ABAC. En este caso, tenemos que el tiempo de ejecucién de
ABAC corresponde a lo més al 8.1% del tiempo de ejecuciéon de ANTCOL y a lo sumo al
10.1 % del tiempo de ejecucién de D-ANTCOL. Puede notarse que este comportamiento por
parte de las tres metaheuristicas sobre el conjunto de ejemplares B, s ;, considerados, es similar
al escenario de las mallas con diagonales. Més atn, se observa nuevamente que el tiempo de
ejecucién es directamente proporcional al nimero de vértice y se tiene graficas poco densas,
pues cada gréfica B, s construida tiene densidad 0.1 < p(B, ;) < 0.139. Otra vez, es evidente
la superioridad de D-ANTCOL sobre ANTCOL.

Tabla 6.3: Desempeno de las metaheuristicas I1

Ejemplar ANTCOL D-ANTCOL ABAC

g ‘ (sem) | g (sem) | g ¢ (seg)
Bs 7,25 2 18.224 | 2 13.923 | 5 0.268
Bri1.3s 2 42.804 | 2 36.380 | 5 0.845
Bi1,13,50 2 102.919 | 2 86.152 | 6 2.725
Bi3,17,60 2 170.784 | 2 141.468 | 6 4.827
Bi7,19,75 2 329.372 | 2 275.302 | 7 13.432
B9 23,85 2 481.381 | 2 362.527 | 7 27.310
B23,29,100 2 704.773 | 2 603.368 | 6 36.901
Boag,31,110 2 835.126 | 2 716.876 | 6 54.364
B31,37,125 2 1197.671 | 2 1008.846 | 7 87.629
Bs7,41,135 2 1505.320 | 2 1214.277 | 6 122.324
Ba1 43,150 2 2167.775 | 2 1825.859 | 7 172.823

6.5.3. Graficas k-partitas

Cada ejemplar del conjunto de graficas k-partitas completas de tamano méximo construidas,
tiene una alta densidad, a saber, 0.860 < p(Kmaz(n,k)) < 0.998. Ademds, sabemos que el
nimero cromatico de este tipo de gréficas es igual a k. Los resultados mostrados en la Tabla
6.4 pertenecen a este conjunto de ejemplares altamente densos. De manera andloga al escenario
anterior, las metaheuristicas ANTCOL y D-ANTCOL construyeron una coloracion éptima
en todos los casos, o sea, una k-coloracion valida. En el caso de la metaheuristica ABAC, el
ntmero de colores de la mejor g-coloracién valida construida, para cada ejemplar, esta acotada
de la siguiente manera: k < ¢ < k—+1. Esto significa que ABAC mejoré notablemente la calidad
de las coloraciones validas generadas por su colonia de hormigas en comparacién con los dos
escenarios anteriores. No obstante, este incremento en la calidad, implicé sacrificar tiempo
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de ejecucion; pues tanto ANTCOL como D-ANTCOL tienen mejores tiempos de ejecucién
que ABAC, excepto para el ejemplar K,,,.(50,5). Por otro lado, es evidente, de nuevo, el
comportamiento sobresaliente de la metaheuristica D-ANTCOL.

Tabla 6.4: Desempeno de las metaheuristicas I11

Ejemplar ANTCOL D-ANTCOL ABAC

q t(seg.) | ¢ t(seg.) | « t (seg.)
Komaz(50,5) 5 7190 | 5 5371 | 5 1.717
Komaz(50,47) | 47 1.814 | 47 1.772 | 47 3.682
Komaz(70,7) 7 11.980 | 7 9.912 | 8 13.170
Komax(70,43) | 43 5.517 | 43 5.272 | 44 13.815
Komaz(100,11) | 11 25.778 | 11 24.119 | 11 30.093
Komax(100,41) | 41 19.488 | 41 17.646 | 42 44.754
Komaz(120,13) | 13 42.431 | 13 42.261 | 14 59.576
Komax(120,37) | 37 34.278 | 37 31.985 | 37 80.596
Komaz(150,17) | 17 90.353 | 17 80.204 | 18 159.947
Komaz(150,31) | 31 73.218 | 31 93.697 | 31 182.653
Komaz(170,19) | 19 115.606 | 19 103.054 | 19 273.453
Komax(170,23) | 23 116.483 | 23 113.734 | 24 289.904
Komaz(200,23) | 23 269.093 | 23 248.485 | 24 647.570
Komaz(200,19) | 19 236.236 | 19 223.954 | 20 671.535
Komax(220,31) | 31 273.949 | 31 255.958 | 32 913.309
Komaz(220,17) | 17 258.893 | 17 226.755 | 18 745.117
Komax(250,37) | 37 404.865 | 37 389.444 | 38 1435.719
Komaz(250,13) | 13 454.361 | 13 404.513 | 14 1747.516
Komaz(270,41) | 41 490.054 | 41 450.571 | 42 2041.441
Komaz(270,11) | 11 573.600 | 11 512.611 | 12 1795.856
Komaz(300,43) | 43 754.043 | 43 659.574 | 44 3049.174
Kmas(300,7) | 7 1499.309 | 7 1256.147 | 7 2467.395

6.5.4. Graficas aleatorias

Hasta este punto hemos analizado el comportamiento de ANTCOL, D-ANTCOL y
ABAC en ejemplares que tienen una estructura regular. Ahora, analicemos el comportamien-
to de las tres metaheuristicas sobre el conjunto de ejemplares G(n, k) construidos, donde es
altamente probable tener vértices aislados y una estructura irregular.

La densidad de cada ejemplar del conjunto de graficas G, , generadas para los experimentos,
estd acotada por abajo por 0.287 y por arriba por 0.911. Los resultados de los experimentos
realizados sobre este conjunto de ejemplares se muestran en la Tabla 6.5. Para cada gréfica,
ANTCOL mejoré, en promedio, la mejor cota conocida p'! un 68.2 %; D-ANTCOL la mejord,
en promedio, un 70.1 %; y ABAC la mejord, en promedio, un 69.9 %. Por otra parte, aunque el

"En este caso, el valor de p corresponde a A(G;(n,k)) + 1.
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tiempo de ejecucién de las tres metaheuristicas crece en relacion al nimero de vértices, para toda
n € {50, 70,100, 120, 150, 170, 200, 220, 250, 270, 300}, los tiempos de ejecucién de ANTCOL y
D-ANTCOL sobre el conjunto {G1(n,0.3), G2(n,0.5), G5(n,0.7), G4(n,0.9)} son inversamente
proporcionales a la densidad de los elementos; mientras que el tiempo de ejecucién de ABAC
es directamente proporcional. Esto significa, una mejora continua de las complejidades de las
metaheuristicas ANTCOL y D-ANTCOL; y el empeoramiento de la complejidad de ABAC.
Sin embargo, el nimero de colores de la mejor g-coloracién vélida construida por ABAC
siempre es menor que el nimero de colores de la mejor g-coloracién vélida construida por
ANTCOL y siempre es menor o igual que nimero de colores de la mejor g-coloracién vélida
construida por D-ANTCOL, para todo ejemplar G;(n, k) tal que n > 170.

Tabla 6.5: Desempeno de las metaheuristicas IV

Ejemplar ANTCOL D-ANTCOL ABAC

q t(seg) | g t(seg) | a t (seg.)
G1(50,03) | 7 10332 | 7 8704 | 8 0.641
G2(50,0.5) | 10 8.356 | 10 6.468 | 11 1.129
G3(50,0.7) | 15 5.584 | 15 4.932 | 16 1.801
G4(50,0.9) | 22 4.062 | 22 3.951 | 23 1.783
G1(70,03) | 9 26.915 | 9 22.353 | 10 3.532
G2(70,0.5) | 14 17.824 | 13 14.837 | 14 5.760
G3(70,0.7) | 20 14.252 | 19 12,650 | 21 7.645
G4(70,0.9) | 30 11.234 | 28 9.179 | 30 10.602
G41(100,0.3) | 12 63.191 | 11 52.125 | 12 11.084
G2(100,0.5) | 19 51.963 | 17 42.722 | 18 25.159
G3(100,0.7) | 26 36.126 | 24 40.752 | 26 34.758
G4(100,0.9) | 41 25.619 | 37 22.355 | 37 30.292
G1(120,0.3) | 14 98.187 | 13 82.647 | 16 23.801
G2(120,0.5) | 21 80.151 | 20 69.010 | 21 47.452
G3(120,0.7) | 31 64.286 | 28 50.583 | 29 58.106
G4(120,0.9) | 48 34.418 | 45 32.724 | 45 93.487
G1(150,0.3) | 16 173.619 | 15 143.350 | 16 57.923
G»(150,0.5) | 25 144.093 | 23 119.734 | 24 92.235
G3(150,0.7) | 37 103.365 | 34 90.959 | 35 144.421
G4(150,0.9) | 59 65.722 | 54 63.485 | 54 205.339
G1(170,0.3) | 18 309.688 | 17 256.486 | 17 93.089
G2(170,0.5) | 28 221.524 | 26 196.955 | 26 162.189
G3(170,0.7) | 42 194.816 | 37 179.104 | 36 305.767
G4(170,0.9) | 66 147.733 | 62 135.951 | 61 453.876
G1(200,0.3) | 21 528.981 | 19 372.191 | 19 142.990
G2(200,0.5) | 32 409.209 | 30 301.432 | 28 317.602
G3(200,0.7) | 47 251.511 | 43 211.777 | 42 467.007
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Tabla 6.5 (Continuacion)

Ejemplar ANTCOL D-ANTCOL ABAC

q t (seg.) q t (seg.) q t (seg.)
G4(200,0.9) | 76 158.287 | 68 147.959 | 67 637.374
G1(220,0.3) | 22 535.624 | 21 433.963 | 21 236.359
G2(220,0.5) | 35 481.087 | 32 378.996 | 30 447.924
G3(220,0.7) | 52 385.278 | 47 302.838 | 45 751.582
G4(220,0.9) | 82 283.642 | 76 262.288 | 74 1019.933
G1(250,0.3) | 24 734.884 | 23 691.795 | 21 452.765
G2(250,0.5) | 38 682.628 | 36 621.346 | 33 1100.105
G3(250,0.7) | 57 575.908 | 52 552.357 | 50 1369.663
G4(250,0.9) | 90 339.53 | 86 301.239 | 83 1571.800
G1(270,0.3) | 26 917.002 | 25 748.179 | 23 531.431
G2(270,0.5) | 42 830.085 | 39 758.54 | 36 996.937
G3(270,0.7) | 63 575.052 | 58 552.630 | 55 1803.897
G4(270,0.9) | 104 529.856 | 96 445.921 | 93 2530.265
G1(300,0.3) | 29 1235.937 | 27 1045.028 | 25 810.982
G2(300,0.5) | 47 1346.789 | 45 1141.012 | 43 1907.870
G3(300,0.7) | 68 842.113 | 63 748.380 | 58 2309.632
G4(300,0.9) | 110 642.544 | 103 529.180 | 100 3552.869
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Conclusiones

A pesar de las impresionantes capacidades de las computadoras actuales, todavia existen
muchos problemas de optimizacién combinatoria que requieren un enfoque heuristico para ata-
car el caso general. El Problema de la Coloracién de Gréficas es uno de estos problemas.

En este trabajo mostramos cémo la forma en que las hormigas coordinan sus actividades
de buisqueda de alimento se puede utilizar para abordar la coloracién de gréaficas. Nuestra
experiencia con las tres metaheuristicas descritas en este trabajo nos lleva a los siguientes
comentarios generales:

1. Los resultados obtenidos de las metaheuristicas ANTCOL y D-ANTCOL son unifor-
mes; es decir, en todos los casos, el nimero de colores de la mejor coloracién construida
por la colonia nunca excedié la mejor cota conocida del nimero cromético correspon-
diente. Por otro lado, aunque los resultados obtenidos de la metaheuristica ABAC son
irregulares, son estables, esto es: tanto para el conjunto de las mallas con diagonales co-
mo para el conjunto de graficas bipartitas, el nimero de colores de la mejor coloracién
construida por las hormigas es a lo mas cuatro veces la mejor cota conocida del ntimero
cromatico correspondiente; para el conjunto de gréaficas k- partitas de tamano méximo,
el numero de colores de la mejor coloracion construida por la colonia es a lo mas el valor
del ntimero cromatico correspondiente mas una unidad; y para el conjunto de gréficas
aleatorias, el numero de colores de la mejor coloracién construida por la colonia nunca
excedié la mejor cota conocida del nimero cromético correspondiente.

2. Cada hormiga de la colonia utilizada por la metaheuristica ANTCOL, asi como la
utilizada por la metaheuristica D-ANTCOL, es un agente simple en el sentido de que
no necesita ir descubriendo su entorno, pues conoce toda la informacién de la gréfica de
entrada desde el inicio. Aunque esencialmente el mecanismo usado por cualquier hormiga
de ANTCOL y D-ANTCOL consiste en elegir un vértice no coloreado con el mayor
grado para agregarlo a la clase de color actual y después descartar los vecinos de este
vértice para repetir este proceso en la grafica generada por los vértices no coloreados
restantes, este mecanismo no es estatico. Las feromonas y la deseabilidad con las que
ANTCOL y D-ANTCOL dotan a sus hormigas, permiten elegir no soélo un vértice
sin colorear de mayor grado, sino aquel que permita a las hormigas agregar la mayor
cantidad de vértices sin colorear a la clase de color actual, logrando asi una alta calidad
en la coloracién valida final construida por la colonia. Mientras que ANTCOL tiene
una Unica manera de usar el rastro de feromonas y la deseabilidad para que la hormiga
actual seleccione y agregue a la clase de color actual el primer vértice, D-ANTCOL
tiene tres opciones distintas que elige de manera aleatoria. Lo que resulta en una mayor
diversificacion en la busqueda por parte de la colonia de hormigas de D-ANTCOL. Esto
es consistente con los resultados obtenidos, en donde en todo los casos, D-ANTCOL es
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superior a ANTCOL.

A pesar de estas cualidades y ventajas dadas por las feromonas y la deseabilidad a las
hormigas de ANTCOL y D-ANTCOL, su poder no es absoluto, pues cuando la grafica
de entrada es poco densa, el nimero de vértices no coloreados que pueden ser agregados
a la clase de color actual es muy grande. Lo que implica un incremento notable en el
numero de iteraciones que debe hacer cada hormiga cuando sea su turno de construir
una coloracién vélida para la gréfica de entrada. Lo que implica un tiempo de ejecucién
altamente ineficiente. De aqui que se haya observado en los resultados obtenido que
tanto el tiempo de ejecucion de ANTCOL como el de D-ANTCOL son inversamente
proporcionales a la densidad de la grafica de entrada.

Otra desventaja que se observa de los resultados obtenidos sobre ANTCOL y D-
ANTCOL ocurre cuando la grafica de entrada es aleatoria, ya que por construccién
es altamente probable que existan vértices aislados que seran coloreados con el mismo
color y al ir eliminado vértices en el proceso de coloracién llevado a cabo por la colonia, la
grafica generada resultante tiende a tener una estructura “regular” que hace que ANT-
COL y D-ANTCOL alcancen el mejor resultado obtenido mucho antes de terminar su
ejecucion.

3. Cada una de las hormigas distribuidas por ABAC en los vértices de la grafica de entrada
es un agente con la capacidad de ir descubriendo su entorno a través de los vecinos de
su vértice actual, construir con alta probabilidad una coloraciéon valida para la regién
descubierta y memorizar, a corto plazo, cada uno de los vértices que ha visitado; pues el
objetivo de la colonia de hormigas de ABAC es generar una coloracién valida, con un
menor numero de colores, a partir de una coloracién véalida inicial, usando bisqueda local.
Aunque estas cualidades de las hormigas las convierten en agentes complejos, se observa
un comportamiento contrastante. Cuando la gréfica de entrada tiene una densidad muy
baja, el niimero de vecinos del vértice actual de cada hormiga es bastante pequefo. Lo
que implica un tiempo de ejecucion altamente eficiente. Sin embargo, la extensién de la
regién de la grafica de entrada descubierta serd también pequena. Lo que provocara que
en cierto punto de la ejecucion, las hormigas visiten una y otra vez los mismos vértices sin
ninguna mejora. Lo que implica una mala calidad de la coloracién final producida por la
colonia. Esto es consistente con los resultados obtenidos, donde se observa una relacion de
proporcionalidad directa entre la calidad de la coloracién véalida producida por la colonia
de ABAC y la densidad de la grafica de entrada, y una relacién de proporcionalidad
inversa entre la densidad de la grafica de entrada y el tiempo de ejecucién de ABAC.

Por otro lado, este comportamiento distribuido de las hormigas de ABAC, le permiten a
la colonia encontrar peores soluciones que le permitan salir de 6ptimos locales, sobre todo
cuando la gréafica de entrada es altamente densa. De aqui que ABAC produzca mejores
coloraciones vélidas para gréficas aleatorias que ANTCOL y D-ANTCOL.

4. El analisis y comparacion de las tres metaheuristicas muestran que el poder de las feromo-
nas estd supeditado a la regularidad y densidad de la grafica de entrada, y que no usarlas
tampoco trae enormes desventajas. Por lo que pensar en una estrategia que se enfoque
en revisar la densidad y la estructura de las aristas de la grafica de entrada en primera
instancia, para a continuacién decidir cuédl de estas metaheuristicas aplicar, permitiria
explotar sus ventajas y minimizar las desventajas de aplicar una de éstas directamente.
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Apéndice A

Teoria de Graficas

En el presente apéndice se exponen las definiciones bésicas sobre la Teoria de Gréficas, asi
como de los términos, resultados y notacién usados en los capitulos anteriores.

A.1. Conceptos basicos

Definicién A.1 Una grafica no dirigida G es un conjunto no vacio V' de objetos llamados
vértices junto con un conjunto E de subconjuntos de cardinalidad 2 de V' llamados aristas.
Cada arista {u,v} € E es denotada como uv o vu. Si e = uv, decimos que e une a v y v. En
una grafica no dirigida G, el niimero de vértices es el orden de GG y el nimero de aristas es
el tamano de G. Para indicar que una gréfica no dirigida G tiene conjunto de vértices V' y
conjunto de aristas E, escribimos G = (V, E). Para enfatizar que V es el conjunto de vértices de
una grafica no dirigida G, escribimos G.V. Andlogamente, para el conjunto de aristas escribimos
G.E. En este documento sélo se consideran conjuntos finitos tanto de vértices como de aristas.

Definicién A.2 Sea G = (V, E) una gréfica no dirigida. Decimos que una gréfica no dirigida
H = (W, F) es una subgréfica de G siy solosi HW CG.V y HF CG.E.

Definicién A.3 Sea G = (V, E) una grifica no dirigida y S un subconjunto no vacio de G.V.
La grafica inducida por S, denotada por G[S], es la subgréfica de G que tiene a S como
conjunto de vértices y para cualesquiera u,v € S, uv es una arista de G[S] si y solo si uv es
una arista de G.

Definicién A.4 Sea G = (V, E) una gréfica no dirigida. Si existen u,v € V tales que estdn
unidos por un numero finito de aristas, decimos que G tiene una multiarista.

Definicién A.5 Sea G = (V, F) una gréfica no dirigida. Si existe v € V tal que vv € E; es
decir, si existe una arista en F que una a un vértice consigo mismo, decimos que G tiene una
lazo.

Definicién A.6 Sea G = (V, E) una grafica no dirigida. Decimos que G es una gréafica simple
si y s6lo si G no tiene lazos ni multiaristas.

Definicién A.7 Sea G = (V, E) una grafica. Si e = uv es una arista de G, diremos que u y v
son vértices adyacentes y que e incide en u y en v. Dos vértices adyacentes se denominan
vecinos uno del otro.
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Definicién A.8 Sean G = (V, E) una grifica y v un vértice de G. El conjunto { u € G.V | u
es vecino de v } es llamado vecindad de v en G y se denota por Adjg(v).

Definicién A.9 Sean G = (V, E) una gréfica y v un vértice de G. El grado de v en G es el
nimero de vértices en Adje(v) v se denota por dega(v).

Definicién A.10 Sea G = (V, E) una grifica. El grado minimo de G, denotado por 6(G), se
define como:
0(G) = min{ degg(v) |v e GV }

Definicién A.11 Sea G = (V, E) una grifica. El grado méaximo de G, denotado por A(G),
se define como:

A(G) = méx{ degg(v) |[v € G.V }

Definicién A.12 Sea G = (V, E) una gréfica. Un camino en G es una sucesién de sus vértices
y aristas C = (vo, €q, v1,€1,...,€n_1,0y,), donde para cada i € {1,2,...,n — 1}, ¢; = v;v;41.

Definicién A.13 Sean G = (V, E) una grifica y u y v dos vértices de G. Un uv-camino es
un camino en G de u a v.

Definiciéon A.14 Sean G = (V, E) una gréfica y C un uv-camino en G. La longitud de C' en
G es igual al ntimero de aristas que posee tal camino y se denota por I (C).

Definicién A.15 Sea G = (V, E) una gréfica. Diremos que G es conexa si y solo si para
cualquier par de vértices u,v € G.V, existe un uv-camino en G.

Definicién A.16 Sea G = (V, E) una grifica de orden n. Diremos que G es completa si y

solo si para todo par de vértices u,v € G.V, con u # v, uv € G.E. Tal grifica se denota por

n) _ n(nfl).

K, y su tamano es (2 5

Definicién A.17 Sea G = (V, E) una gréfica. El complemento de G, denotado por G¢, es
la grafica tal que: G¢.V = G.V y para todo par de vértices u,v € G°.V, con u # v, uv es una
arista de G° si y solo si uv no es una arista de G.

Definicién A.18 Sea G = (V, E) una gréfica de orden n > 2 y sea k un entero positivo tal que
2 < k < n. Decimos que G es k-partita si y s6lo si existe una particién de G.V en k conjuntos
Vi, Va,..., Vi, con |V;| = n;, tal que para toda e € G.E existen i,j € {1,2,...,k}, con i # j,
tales que e une un vértice de V; y un vértice de V;. Cada conjunto V; de la particién es llamado
conjunto partito y Zle n; = n. Ademds, si k = 2, decimos que G es una gréfica bipartita.

Definicién A.19 Sea G = (V, E) una grifica k-partita. Decimos que G es k-partita comple-

ta, y escribimos Ky, n,....n., 81y sblo si para todas i,5 € {1,2,...,k}, coni # j, cada vértice de
k n;(n;—1)

Vi es adyacente a todo vértice de V;. El tamano de Ky, p,.... n, €sigual a @ —Zizl 5

Definicién A.20 Sea G = (V, E) una grafica de orden n y r un entero tal que 0 <r < n — 1.
Decimos que G es r-regular si y solo si degg(v) = r, para todo v € G.V.
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Definicién A.21 Sea G = (V, E) una grafica de orden n > 4. Decimos que G es una malla
bidimensional si y solo si existen enteros r,s > 2 tales que n = r X s y G tiene la siguiente
estructura:

o
ofe
>
9

13
e

ﬁ b5

oW YoNGYo

Figura A.1: Estructura de una malla bidimensional: etiquetado de los vértices.

Definicién A.22 Sea G = (V, E) una gréfica de orden n > 8. Decimos que G es una malla
tridimensional si y solo si existen enteros r, s,t > 2 tales que n = r x s Xt y G esta conformada
por t mallas bidimensionales de orden r X s tales que para toda k € {1,2,...,t}, el vértice ijk
es adyacente al vértice ijk + 1, para toda ¢ € {1,2,...,r} y para toda j € {1,2,...,s}. La
figura A.2 muestra la estructura de una malla tridimensional.

Definicién A.23 Sean G = (V, E) una gréfica y W un subconjunto no vacio de G.V. Decimos
que W es un conjunto estable si y sélo si sus elementos son no adyacentes por pares.

Definicién A.24 Sean G = (V, E) una gréfica y W un subconjunto no vacio de G.V. Decimos
que W es un conjunto independiente si y solo si para todos u,v € W, uv ¢ G.E. El mximo
| € Z* para el cudl G tiene un conjunto independiente de cardinalidad [ es llamado ntimero
de independencia de G y se denota por «(G).

Definicién A.25 Sea G = (V, E) una graficay H = (W, F) una subgréfica de G. Decimos que
H es un clan de G si y solo si H es por s{ misma una grafica completa. El maximo [ € ZT para
el cudl G tiene un clan de orden [ es llamado nimero de clan de G y se denota por w(G).

Definicién A.26 Sea G = (V, E) una grafica de orden n y tamaio m. La densidad de G,
denotado por p(G), se define como el cociente entre el nimero de aristas de G y el nimero de
aristas de la grafica completa K, esto es:

m 2m
“nn—=1) nm-1)
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Figura A.2: Estructura de una malla tridimensional: etiquetado de los vértices.

A.2. Relevancia de las graficas k-partitas

Sea G = (V, E) una grafica de orden n > 2. Si G es bipartita, sabemos que existe una
particiéon de G.V en dos conjuntos partitos V1 y V5 tales que cada una de las aristas de G.E une
un vértice de V; con un vértice de V5. Sean ny y ns las cardinalidades de V; y V5 respectivamente,
entonces ni,ny = 1y n = nj + ne. Por tanto, una gréfica bipartita completa tiene un nimero
de aristas igual a ny(n—ny), donde 1 < n; < n—1. De manera que, el valor de n; que méximiza
ni(n —ny) es: ng =n/2,sinespar;y n; = (n—1)/2, si n es impar. Por lo tanto, si se define
Mmaz (N, 2) como el nimero méximo de aristas que puede tener una grafica bipartita de orden
n > 2, se tiene que:

n\ 2 .
(5) si n es par

mmaz(na 2) = (A].)

n—1 n—+1 . .
si n es impar
2 2

Por otro lado, dado que

se deduce el siguiente:
Resultado A.1 Toda grifica G = (V, E) de orden n > 2 y tamafio m > (n/2)? no es bipartita.

El resultado anterior puede traducirse en términos de la densidad de G. Segun la definicién
de p(@), el tamano de G puede escribirse como:

nin —1)

m = p(G)——

(A.2)
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De modo que, toda grifica G = (V, E) de orden n > 2 y densidad p(G) tales que

o (5

no es bipartita. Por tanto, si despejamos p(G), obtenemos el siguiente:

Resultado A.2 Toda grifica G = (V, E) de orden n > 2 y densidad p(G) tales que

n

p(G) > m=1)

no es bipartita.
Ahora, generalicemos la ecuacién A.1 para graficas k-partitas. Definamos my,q.(n, k) como

el nimero maximo de aristas que puede tener una grafica k-partita de orden n > 2. Considere-
mos as{ una gréfica G = (V, E) k-partita de orden n > 2. Entonces existe una particién de G.V

en k conjuntos partitos Vi, Va, ..., Vi, con |V;| = ny, tal que para toda arista e € G.E existen
i,j € {1,2,...,k}, con i # j, tales que e une un vértice de V; y un vértice de V;. Ademss,
sabemos que
k
Sn=n
i=1

y que para toda i € {1,2,...,k}, n; > 1.

Notemos que si G es k-partita completa, contiene las n(n — 1)/2 aristas de la grafica K,
menos todas las aristas correspondientes a vértices de un mismo conjunto partito V;, para toda
1€ {1,2,...,k}. De esta forma, el niumero total de aristas de una gréfica k-partita completa de
orden n > 2 es:

n(n—1) Z ni(n; — 1)
2 , 2 '
i=1
A continuacion, debemos determinar los valores de nq,no,...,n; que maximizan esta fun-
cién. Dado que el primer término de la funcién solo depende de mn, minimizaremos el segundo

término. Lo que da como resultado el siguiente problema de programacion lineal:

Minimi zk:ni(ni—l)
inimizar _
, 2
i=1
k
Sujeto a Z n;,=n
i=1
n; €L i=1,2,...,k
n; > 1 i=1,2,...,k
Es f4cil verificar que la particién {Vi,Va,...,Vi} que optimiza el programa anterior debe ser
tal que todos los conjuntos partitos V; tengan el mismo orden o a lo sumo érdenes separados
por una unidad. De esta forma, para cada i € {1,2,...,k}, el valor éptimo de n; es:
n . )
LEJ sil<i<k-—(nmodk)

n; =

{%Jqu sik+1—(nmodk)<i<k

7



A. TEORIA DE GRAFICAS

Ejemplo A.1 Si quisieramos definir la grifica G = (V, E) 6-partita de orden 100 y tamafio
maximo, deberiamos particionar G.V en dos conjuntos partitos de cardinalidad 16 y cuatro
conjuntos partitos de cardinalidad 17; pues en este caso tenemos que: [n/k] = |100/6] = 16 y
n mod k = 100 mod 6 = 4. Ademas, esta es la tnca particién de G.V tal que ningin par de
conjuntos partitos tienen cardinalidades de diferencia mayor a uno.

Una vez conocida la particién éptima de G.V, puede calacularse el valor de my,qq(n, k).
Con el objetivo de simplificar las operaciones hacemos ¢ = |n/k| y r = n mod k. Asi, tenemos:

k
Mmaz (N, k) = M _ Z M

2 =1 2 ; opt
k—r k
_ n(n; 1) % <Zq(q -0+ > qlg+ 1))
i—1 i=k—r+1
k—r k
:n(”;l)_g< -+ > (q+1)>
i—1 i=k—r+1
=D L (g - 1) + g+ 1)
— n(n; i 7g(kqfk*TQ+T+TQ+T)
:w_g(kq—kwr)
_ @_g(k(q—l)ﬁﬁ

Finalmente, considerando los valores de ¢ y r, se obtiene la expresion:

Mimas(n, k) = @ - % L%J (k Q%J - 1) +2(n mod k;)) (A.3)

Ademas, se puede observar que si sustituimos en esta ecuacién k = 2, obtenemos los valores
calculados en la ecuaciéon A.1.
El analisis anterior nos permite establecer los siguientes teorema y corolario:

Teorema A.1 Para cualquier grafica G = (V, E) de orden n > 2 y tamafo m, si existe un
entero positivo £ > 2 tal que m cumple la desigualdad

m > Mypaz(n, k)
entonces G no es k-partita.
Corolario A.1 Toda grifica G = (V, E) k-partita de orden n > 2 y tamano m tal que
m = Mypaz(n, k)
es una grafica k-partita completa. Mas aun, dada cualquier particién de G en k conjuntos

estables, ningin conjunto partito puede superar en més de una unidad la cardinalidad de otro
conjunto partito.
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Los corolarios siguientes son consecuencia del Teorema 2.5 y sus corolarios, asi como de los
dos resultados anteriores.

Corolario A.2 Para cualquier grifica G = (V, E) de orden n > 2 y tamafo m, si existe un
entero positivo £ > 2 tal que m cumple la desigualdad

m > Mypaq(n, k)

entonces x(G) > k, es decir, G no es k-coloreable.

Corolario A.3 Toda griafica G = (V, E) k-partita de orden n > 2 y tamafio m tal que
m = Muaz(n, k)

tiene ndmero cromdtico x(G) = k. Mds aun, dada cualquier k-coloracién de G, ninguna clase
de color puede superar en mas de una unidad la cardinalidad de otra clase de color.

Ejemplo A.2 Sea G = (V, E) una grafica de orden 100 tal que quiere colorearse con un ntimero
de colores igual a 5. Dado que m,4, (100, 5) = 4000, si el tamafio de G es mayor a 4000, entonces
G no es 5-coloreable.

De manera andloga al Resultado A.2, el Colorario A.2 puede expresarse en términos de la
densidad de G. De modo que se pueda obtener el valor de p(G) a partir del cual G no puede
ser k-coloreable. Para lograr esto, sutituyamos la ecuaciéon A.2 en la desigualdad del Colorario

A2:
M ) 18] (2] ) o).

Lo que implica,

L%J (k ({%J - 1) + 2(n mod k)) >n(n—1)(1 - p(Q@)) (A4)

Por otro lado, dado que

entonces [%J (k ([%J _ 1) +2(n mod k)) > (% _ 1) k (% - 2) (A.5)

Luego, de las desigualdades A.4 y A.5, se tiene que

(% _ 1) k (% — 2) > n(n—1)1 - p(Q)).

De esta manera, al retomar lo dicho por el Corolario A.2, tendremos que si G satisface la
desigualdad

(% _ 1) k (% - 2) >n(n—1)(1 - p(G)),

entonces tendrd un nimero cromdtico superior a k. Por lo tanto, despejando p(G) se obtiene el
siguiente corolario:
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Corolario A.4 Para toda grafica G = (V, E) de orden n > 2, si existe un entero positivo k > 2
tal que
k n n
o1 () (3
P(G) n(n—1) \k k
entonces x(G) > k, es decir, G no es k-coloreable.

Ejemplo A.3 Toda gréfica G = (V, E) de orden 200 y densidad superior a 0.68 tiene ntimero
cromatico superior a k = 3.

A.3. Notacion para graficas

A continuacién, se presenta una tabla con la notacién que usada durante el desarrollo de
esta tesis.

Tabla A.1: Notacion para graficas

Notacién Significado

GV Conjunto de vértices de G

G.E Conjunto de aristas de G

G[S] Subgréfica de G inducida por S
Adja(v) Vecindad del vértice v en G
degc(v) Grado del vértice v en G

0(G) Grado minimo de G

A(G) Grado maximo de G

la(C) Longitud de C en G

K, Gréfica completa de orden n
G° Complemento de G
Knino,...,n,, ~ Gréfica k-partita completa
o(G) Nimero de independencia de G
w(@) Nimero de clan de G

o(GQ) Densidad de G

dsat< (v) Grado de saturacién de v bajo ¢
V(3) Clase de color i

x(G) Nimero cromético de G
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Apéndice B

Complejidad Computacional

En el presente apéndice se exponen las definiciones basicas sobre Complejidad Computacio-
nal.

Definicién B.1 Un problema es una pregunta general a responder y estd descrito por los
siguientes componentes:

1. Una descripcién de cada uno de sus pardmetros y las restricciones de éstos.

2. Un enunciado que especifique qué propiedades debe satisfacer la respuesta o solucién.

Definicién B.2 Sea II un problema. Un ejemplar de II se obtiene especificando valores par-
ticulares para todos los parametros de II. El conjunto de todos los ejemplares de un problema
II se denota Dry.

Definicién B.3 Sea IT un problema. Decimos que II es un problema de decisidn si y solo si
el conjunto de respuestas de II es {YES, NO}. El conjunto de todos los ejemplares de II para
los cuales la solucién es YES, se denota por Y.

Definiciéon B.4 Sea II un problema de decisiéon. Un algoritmo no determinista para II
consiste de dos fases separadas, la primera llamada fase adivinadora y la segunda fase veri-
ficadora. Dado un ejemplar E de II, la fase adivinadora se encarga de “adivinar” un candidato
a solucién S para F. A continuacién, tanto F como S son pasados como entradas a la fase
verificadora, que procede a computar de manera determinista si S es o no solucién de F; es
decir, determina si F satisface las condiciones del problema II. En caso afirmativo, el algoritmo
termina su ejecucién y la salida es Y ES. En caso contrario, el algoritmo termina su ejecucion
y la salida es NO, o bien, el algoritmo nunca termina su ejecucion.

Definicién B.5 Sea 7 un algoritmo no determinista. &/ es de tiempo polinomial si y sélo
si tanto su fase adivinadora como su fase verificadora estan acotadas por un polinomia con
respecto al tamano de la entrada E € Dry.

Definicién B.6 Sean II; y I, dos problemas de decisiéon. Una transformaciéon polinomial
del problema II; al problema II5 es una funcién f : Dy, — D, que satisface las siguientes dos
condiciones:

1. f es computable por un algortimo de tiempo polinomial.
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2. Para todo ejemplar E € Dy, E € Y, si y solo si f(E) € Yr,.

Si existe una transformacién polinomial de II; a IIs, escribimos II; ocp, Il y decimos que II; es
polinomialmente reducible a II.

Lema B.1 Sean II;, II; y I3 tres problemas de decisién. Si II; o, Iy y I o, I3, entonces
Hl Xp H3.

Demostracion.

Sean IIy, IIy y I3 tres problemas de decisién.

Supongamos que II; o, Iz y I o, II3.

Por demostrar: II; o, II3; esto es, existe una transformacién polinomial de II; a II3.

Como II; o, I, existe una transformacién polinomial f; de II; a II. Andlogamente, existe
una transformaciéon polinomial f, de IIy a II3, dado que Iy oc, I13.

Notemos que f> o fi es una transformacion polinomial de II; a IIs. Asi, IT; oc, I1s.

Ergo, si Iy ocp, IIo y IIp o, I3, entonces Iy oc, II3, para cualesquiera problemas de decisién
H17 HQ y Hg.

Q. E. D.

Definicién B.7 Sea II un problema de decisién. II pertenece a la clase de complejidad P si y
sélo si existe un algoritno determinista de tiempo polinomial que resuelve II.

Definicién B.8 Sea II un problema de decision. I pertenece a la clase de complejidad NP si
y solo si existe un algoritmo no determinista de tiempo polinomial para II.

Definicién B.9 Sea II un problema de decisién. Decimos que II es NP-Completo si y sélo
si Il € NP; y para todo II' € NP, I ,, II.

Lema B.2 Sea II; un problema de decision. Si II; € NP y existe un problema de decisién I,
NP-Completo tal que IIy o, II;, entonces II; es NP-Completo.

Demostracion.

Sea II; un problema de decisién.

Supongamos que II; € NP y que existe un problema de decisiéon II; NP-Completo tal
que Iy oc;, 115

Por demostrar: II; es NP-Completo.

II; € NP por hipétesis.

Ahora, dado que II; es NP-Completo, se tiene que II' , II,, para todo II' € NP. Lo que
implica, para todo II" € NP, II' , IIs y II5 o, II;. Entonces, para todo II' € NP, II' ,, IIs;
por Lema B.1.

Por lo tanto, II; es NP-Completo.

Ergo, para todo problema de decisién 115, si ocurre que II; € NP y existe un problema de
decisién 11, NP-Completo tal que Il; o, I1;, entonces II; es NP-Completo.

Q. E. D.
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Apéndice C

Métodos Constructivos para la
Coloracion de Graficas

Dada una grifica G = (V, A) de orden n, sabemos que no existe, hasta el momento, un
algoritmo eficiente que determine x(G). Sin embargo, determinar cotas superiores de x(G) de
manera eficiente a partir de la creacién de coloraciones vélidas de G si es posible. Dentro de los
muchos algoritmos para obtener una g-coloracion valida de G hay un conjunto de algoritmos
polinomiales llamados Métodos Constructivos para la Coloracién de Graficas!'2.

La estrategia general de estos algoritmos consiste en construir una g-coloracién valida de G
a partir de extender una coloracion parcial vélida de G al ir coloreando un vértice a la vez con
el color més pequeno posible. La calidad de la coloracién resultante depende fuertemente del
orden en que fueron tomados los vértices para ser coloreados. Esta ultima, es la caracteristica
maés importante de los MCCG.

Hay cinco estrategias distintas para ordenar y colorear los vértices de una grafica G por
parte de los MCCG: RANDOM, LF (Largest First), SL (Smallest Last), DSATUR (Degree of
Saturation) y RLF (Recursive Largest First). Estas cinco estrategias corresponden a las cinco
clases en que se divide este conjunto de algoritmos. El ordenamiento de los vértices puede
ser estatico o dinamico. Un ordenamiento de los vértices es llamado estatico si puede ser
completamente determinado antes de asignar cualquier color. Un ordenamiento de los vértices
es llamado dinamico si la eleccién del proximo vértice a colorear se basa en las asignaciones
de color anteriores.

La Tabla C.1 describe la mecanica de cada estrategia, donde U es el conjunto de todos los
vértices no coloreados. La complejidad de todas las estrategias es O(n?) excepto la de RLF, la
cual tiene complejidad O(n?®). En contraste, en la préctica, el ranking de las cinco estrategias
con respecto a la calidad de la coloracién construida es: RLF, DSATUR, LF, SL y RANDOM.
Por lo que ambos criterios deben ser considerados a la hora de seleccionar uno de estos métodos.
Aunque en general, la eleccién de un MCCG debe hacerse de acuerdo con el tiempo disponible
para construir una solucién y los recursos computacionales con los que se cuenta.

Los MCCG ofrecen una forma rapida de producir cotas superiores de x(G). En particular,
los MCCG son ttiles para inicializar heuristicas cuyo objetivo es encontrar:

e una ¢-coloracién de G, con alta probabilidad de ser vdlida y ¢ muy cercana a x(G),
cuando no se conoce x(G); o bien

12Usaremos las siglas MCCG para el singular y el plural.
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e una g-coloracién vélida de G, con x(G) < ¢, cuando ya se conoce el valor de x(G) o se
conoce una cota no trivial de x(G).

Tabla C.1: Métodos Constructivos para la Coloracién de Gréaficas

Tipo de ordenamiento Estrategia Descripcién

Estéatico RANDOM  Los vértices son organizados de manera aleatoria.
Después, son elegidos en el orden establecido para ser
coloreados.

LF Los vértices son organizados de manera decreciente con

respecto a sus grados en G. Si hay més de un vértice con
el mismo grado, estos se organizan de manera aleatoria.
Los vértices son elegidos en el orden establecido para ser
coloreados.

SL Los vértices son organizados de la siguiente manera:
V1,02, ...,0, tal que para cada i € {1,2,...,n}, el vérti-
ce v; tiene el grado més pequefio en la subgrafica de G
inducida por vi,va,...,v;. Si hay mas de un vértice con
el mismo grado, estos se ordenan de manera arbitraria.
Los vértices serdn coloreados en este orden.

Dindmico DSATUR Los vértices son ordenados eligiendo, en cada paso de la
coloracién, el vértice v € U con el maximo grado de satu-
racién bajo la coloracién parcial actual. Si v no es unico,
se da preferencia al vértice v para el cual deggu)(v) es
minimo.

RLF Las clases de color son construidas de manera secuencial.
Para construir la primera clase de color, los vértices de U
son ordenados de manera decreciente con respecto a sus
grados en G[U] y, en seguida, son coloreados en el orden
establecido con el primer color disponible, siempre que el
vértice actual no sea adyacente a alguno anterior ya colo-
reado. Después, los vértices coloreados, y sus respectivas
aristas, son eliminados de G y se procede a construir la
siguiente clase de color, de manera recursiva, usando la
grafica resultante de esta eliminacién y el siguiente color
disponible. Este proceso recursivo se lleva a cabo hasta
que todos los vértices sean coloreados. Las clases de co-
lor producidas tienen la particularidad de ser conjuntos
independientes maximales.

En la siguiente seccién se presenta un ejemplo de una implementacién especifica de un
Método Constructivo para la Coloracién de Gréficas, se trata del algoritmo MXRLF [14, 15]
utilizado por la metaheuristica ABAC. El algoritmo MXRLF es usado por ABAC para
obtener una cota inicial del nimero cromaético de la grafica de entrada.
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C.1 Algoritmo MXRLF

C.1. Algoritmo MXRLF

El algoritmo MXRLF es un MCCG que utiliza la estrategia RLF' y tiene la particularidad
de limitar el tamano de las clases de color construidas a través de su parametro de entrada
MX RLFclassLimit. La especificacién de este algoritmo se muestra en el Pseudocédigo C.1.

Pseudocédigo C.1 Algoritmo MXRLF

Entrada: Una grifica G = (V, A), con G.V = {v1,v2,...,0n}; el conjunto de todos los vértices no
coloreados de G, uncolouredV ertices; un arreglo colouring de tamaifio n; un entero positivo colour;
y finalmente, un entero positivo M X RLFclassLimit.

Salida: Un arreglo de tamano n que contiene una g-coloraciéon valida para G, tal que para cada
i€ {1,2,...,n}, el valor de su i-ésimo elemento es el color de v;.

1: /* Parametros */
2: colouredVertices <— @&
3:
4: /* Proceso constructivo de la coloracién */
5: if ((uncolouredVertices | = @ ) then
6: v < arg max { degcuncolouredvertices] (1) | u € uncolouredVertices }
7: Sea i € {1,2,...,n} el indice de v en G.V
8: colouring[i] < colour
9: colouredVertices < colouredVertices U {v}
10: P — {u € uncolouredVertices | u ¢ Adjcluncotoureavertices)(V)} \ {v}
11: R + {u € uncolouredVertices | u € Adjcluncolouredvertices] (V) }
12: if (P!= o) then
13: while (P !=2 ) do
14: u<+0
15: U + { arg max { degg[ru{u)(w) | w € RU{u} } |[ue P}
16: W<+ PNU
17: if (W ==2 ) then
18: u 4 arg min { deggpj(w) |we P }
19: else
20: u  arg min { deggpj(w) |we W }
21: end if
22: Sea j € {1,2,...,n} el indice de u en G.V
23: colouring(j] < colour
24: R+ RU Adjg[p] (u)
25: P« P\ (Adjgip)(u) U {u})
26: colouredVertices < colouredVertices U {u}
27: if ( |colouredVertices| +1 > MXRLFclassLimit ) then
28: P+—o
29: end if
30: end while
31: end if
32: uncolouredVertices < uncolouredVertices \ colouredV ertices
33: if ( uncolouredVertices | = @ ) then
34: colour < colour + 1
35: MXRLF(G, uncolouredV ertices, colouring, colour, M X RLFclassLimit)
36: end if
37: else
38: return colouring
39: end if
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Apéndice D

Aplicaciones de la ACO

La Tabla D.1, presentada por Dorigo y Stiitzle en [6], muestra las referencias mds relevantes
de las principales aplicaciones de la metaheuritica ACO a lo largo del tiempo.

Tabla D.1: Aplicaciones de la ACO

Tipo de problema Nombre del problema Referencias principales

Dorigo, Maniezzo & Colorni (1991, 1996)

Dorigo (1992)

Gambardella & Dorigo (1995)
Enrutamiento Agente Viajero Dorigo & Gambardella (1997)

Stiitzle & Hoos (1997, 2000)

Bullnheimer, Hartl & Strauss (1999)

Cordén, de Viana, Herrera & Morena (2000)

Bullnheimer, Hartl & Strauss (1999)

Enrutamiento . ]
. Gambardella, Taillard & Agazzi (1999)
Vehicular )
Reimann, Stummer & Doerner (2002)
Ordenamiento .
. Gambardella & Dorigo (1997, 2000)
Secuencial
Maniezzo, Colorni, & Dorigo (1994)
. » Stiitzle (1997)
Asignacién

Asignacién . Maniezzo & Colorni (1999)
Cuadratica .
Maniezzo (1999)
Stiitzle & Hoos (2000)

Coloracién de
i Costa & Hertz (1997)
Gréficas
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D. APLICACIONES DE LA ACO

Tabla D.1 (Continuacion)

Tipo de problema

Nombre del problema

Referencias principales

. . Asignacién
Asignacién Generalizada Lourenco & Serra (1998, 2002)
Asi i6n d
Sienacion e Maniezzo & Carbonaro (2000)
Canales
Asignacién de Socha, Knowles & Sampels (2002)
Horarios Socha, Sampels & Manfrin (2003)
ist de Produccié
Calendarizacién Sistema de Produccién Colorni, Dorigo, Maniezzo & Trubian (1994)
Job Shop
Sistema de Produccién
Pfahri 1
Open Shop ahringer (1996)
Sistema de Produccién .
Flow Shop Stiitzle (1998)
Tardanza Total Bauer, Bullnheimer, Hartl & Strauss (2000)
den Besten, Stiitzle & Dorigo (2000)
T Total
Pziﬁzza ota Merkle & Middendorf (2000, 2003)
Gagné, Price & Gravel (2002)
lendarizacion d
Calendarizacién de Merkle, Middendorf & Schmeck (2000, 2002)
Proyectos
Sistema de Produccién
Bl 2002, 2003
Group Shop um ( ’ )
. Mochila . , . .
Subconjunto Multiple Leguizamén & Michalewicz (1999)
Conjunto Independiente  Leguizamén & Michalewicz (2000)
Asignacién de . .
Redundancia Liang & Smith (1999)
Cubierta Leguizamén & Michalewicz (2000)
Hadji, Rahoual, Talbi & Bachelet (2000)
Clan Fenet & Solnon (2003)
Otro Subsecuencia Comiin Michel & Middendorf (1998, 1999)

Msés Larga

Satisfaccion de
Restricciones

Solnon (2000, 2002)

Plegado de Proteinas
2D-HP

Shmygelska, Aguirre-Herndndez & Hoos (2002)

Empaquetamiento
en Cajas

Levine & Ducatelle (2003)
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Tabla D.1 (Continuacién)

Tipo de problema

Nombre del problema

Referencias principales

Aprendizaje
Automadtico

1 1

Reglas de Parpinelli, Lopes & Freitas (2002)
Clasificacién

d
Re es' de Campos, Gdmez, & Puerta (2002)
Bayesianas
Sistemas . .

. Casillas, Cordén & Herrera (2000)
Difusos

Enrutamiento en
Redes (ER)

ER Orientadas a la
Conexién

Schoonderwoerd, Holland, Bruten &
Rothkrantz (1996)

Schoonderwoerd, Holland & Bruten (1997)
White, Pagurek & Oppacher (1998)

Di Caro & Dorigo (1998)

Bonabeau, Henavy, Guérin, Snyers, Kuntz &
Theraulaz (1998)

ER No Orientadas a la
Conexién

Di Caro & Dorigo (1997, 1998)
Subramanian, Druschel & Chen (1997)
Heusse, Snyers, Guérin & Kuntz (1998)
van der Put (1998)

ER Opticas

Navarro Varela & Sinclair (1999)

89






Apéndice E

Construccion de Ejemplares

En el presente apéndice se describen los detalles de la construccién de las graficas que
conforman el conjunto de ejemplares utilizado en los experimentos.

E.1. Malla bidimensional con probabilidad p de tener dia-
gonales

Este tipo de gréfica es una malla bidimensional (ver Apéndice A) con la siguiente modifi-
cacion es su estructura: la probabilidad de que exista la arista que une los vértices i —1j — 1 e
ij o la arista que une los vértices i — 15 e ij — 1, pero no ambas, es p; para toda i € {2,3,...r}
y para toda j € {2,3,...s}. Se decidié denotar a esta clase de gréfica por D,y ,. El algoritmo
presentado en el Pseudocédigo E.1 permite construir este tipo de gréficas.

E.2. Malla tridimensional con probabilidad p de tener dia-
gonales

Este tipo de gréfica es una malla tridimensional (ver Apéndice A) con la siguiente mo-
dificaciéon en su estructura: la probabilidad de que contengan la arista que une los vértices
i — 15 — 1k e ijk o la arista que une los vértices ¢ — 1jk e ij — 1k, pero no ambas, es p; para
toda i € {2,3,...r}, para toda j € {2,3,...s} y para toda s € {1,2,...,t}. Se decidi6 denotar
a esta clase de grafica por D;xsx¢ . El algoritmo presentado en el Pseudocédigo E.2 fue usado
en la construcciéon de mallas trimensionales con diagonales.

E.3. Grafica bipartita r-regular de orden 2t y saltos de s
unidades

Este tipo de ejemplar corresponde a una grifica G = (V, E) bipartita de orden 2¢, con
t > 1, que tiene las siguientes caracteristicas: conjuntos partitos V4 = {vq,va,..., 0} y Vo =
{wy,wa,...,w;} tales que para toda i € {1,2,...,t},

Adja(vi) = {w(((i=1)4js) mod )41 | § €{0,1,...,7 = 1}},
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E. CONSTRUCCION DE EJEMPLARES

Pseudocdédigo E.1 Algoritmo BIDIMESH-DIAGONAL

Entrada: Dos enteros r y s tales que r,s > 2; y un real positivo p tal que 0 < p < 1.
Salida: La matriz de adyacencias de una malla bidimensional con diagonales.
l:n<rxs

2: Sea adjacenciesMatriz un arreglo bidimensional de tamafio n X n
: for i <~ 1tondo

for j + 1 ton do

adjacenciesM atriz[i][j] < O

end for

end for

Ne]

: /* Malla bidimensional */
10: for i < 1 to s do
11: for j«< 0tor—1do

12: if (j—1>0) then

13: adjacenciesMatrixz[j s +i|[(j — 1) *s+i] 1
14: end if

15: if (i—1>0) then

16: adjacenciesMatriz[j s +i][j*xs+ (i —1)] + 1
17: end if

18: if (j+1<r)then

19: adjacenciesMatriz[j s +i|[(j + 1) x s +1i] + 1
20: end if

21: if (i+1<s) then

22: adjacenciesMatriz[j s +i|[j*xs+ (1 +1)] «+ 1
23: end if

24: end for

25: end for

26:

27: /* Diagonales */
28: for i <+ 2 to s do
29: for j«< 1tor—1do

30: a < random(0, 1)

31: if (a<p) then

32: Seleccionar de manera aleatoria, con probabilidad 0.5, 8 € {0,1}
33: if (==0) then

34: adjacenciesMatriz[(j — 1) x s+ (1 — 1)][fjxs+1i] «+ 1
35: adjacenciesMatriz[j« s +i|[(j — 1) xs+ (1 —1)] «+ 1
36: end if

37: if (f==1) then

38: adjacenciesMatriz|[(j — 1) x s +i][jx s+ (i — 1)] « 1
39: adjacenciesMatriz[j«s+ (i — D][(j — 1) *s+1i] «+ 1
40: end if

41: end if

42: end for

43: end for
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E.3 Grafica bipartita r-regular de orden 2t y saltos de s unidades

Pseudocdédigo E.2 Algoritmo TRIDIMESH-DIAGONAL

Entrada: Tres enteros r, s y t tales que r,s,t > 2; ; y un real positivo p tal que 0 < p < 1.
Salida: La matriz de adyacencias de una malla tridimensional con diagonales.

1:

11:
12:
13:

I B A

1 Q4 T*s

end for

n<r*xsxt

: Sea adjacenciesM atrixz un arreglo bidimensional de tamano n x n
: for i <~ 1 tondo
for j « 1 tondo

adjacenciesM atriz[i][j] < 0

end for

:for k< 0tot—1do

14:
15:

16:
17:
18:
19:
20:
21:
22:
23:
24:
25:
26:
27:
28:

29:

30:
31:

32:

33:
34:
35:

36:
37:
38:
39:
40:
41:
42:
43:
44:
45:

46:
47:

48:
49:
50:

/* Malla tridimensional */
for i < 1 to s do
for j< O0tor—1do

if (j—1>0) then
adjacenciesMatriz[jxs+i+k*ql[(j —1)xs+i+kx*xqg] <1
end if
if (i—1>0) then
adjacenciesMatriz[j«s+i+ kxq][j*xs+ (i —1)+kxq <1
end if
if (j+1<r)then
adjacenciesMatriz[jxs+i+k*q[(j+1)xs+i+kx*xqg] <1
end if
if (i+1<s)then
adjacenciesMatriz[jxs+i+k*ql[jxs+ (i+1)+kx*xq] < 1
end if
if (k+1<t)then
adjacenciesMatriz[j«s+i+ kxq][jxs+i+(k+1)xq + 1
adjacenciesMatriz[jxs+i+ (k+1)*q][jxs+i+kx*q] < 1
end if

end for
end for

/* Diagonales */
for i < 2 to s do
for j«< 1tor—1do

a < random(0, 1)
if (a<p) then
Seleccionar de manera aleatoria, con probabilidad 0.5, 8 € {0,1}
if (#==0) then
adjacenciesMatriz[(j — 1) xs+ (1 — 1)+ kxq|[jxs+i+kx*xq] <1
adjacenciesMatriz[jxs+i+k*q[(j —1)xs+(i—1)+kx*xq] <1
end if
if (f==1) then

adjacenciesMatriz[(j — 1) xs+i+k*qljxs+ (i —1)+kx*xq] 1
adjacenciesMatriz[jxs+ (i— 1)+ k*xq][(j — 1) xs+i+kx*xqg] 1
end if
end if
end for
end for
end for
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E. CONSTRUCCION DE EJEMPLARES

donde 7 y s son dos enteros positivos, fijados previamente, tales que r < t y degg(v;) = r. Se
decidi6 denotar a esta clase de gréfica por B, , ;. El algoritmo mostrado en el Pseudocédigo E.3
permite construir la matriz de adyacencias de este tipo de ejemplar.

Pseudocédigo E.3 Algoritmo BIPARTITE-REGULAR

Entrada: Tres enteros positivos 7, s y t tales que r < ¢t y para toda i € {1,2,...,¢}, |A| = r; donde
A={((i—1)+js)modt)+1]j€{0,1,...,7r—1}}.
Salida: La matriz de adyacencias de una gréfica bipartita r-regular de orden 2¢ y saltos de s unidades.
1: n+2xt
: Sea adjacenciesMatrixz un arreglo bidimensional de tamano n X n
: for i < 1 ton do
for j < 1 ton do
adjacenciesMatriz[i][j] < O
end for
end for

L A

: /* Biparticién */
10: for i + 1 to t do
11: for j < 0tor—1do

Ne]

12: adjacenciesMatriz[i][(((i —1)+j*s) mod ¢t)+1+¢] «+ 1
13: adjacenciesMatriz[(((i — 1) + j * s) mod ¢) + 1+ ¢][i] + 1
14: end for

15: end for

E.4. Grafica k-partita completa de tamano maximo

Por el Corolario A.1, una gréfica k-partita completa, de orden n > 2, tiene tamafio maximo
si y solo si la particién de G.V estd conformada por k — r conjuntos partitos de cardinalidad
g y r conjuntos partitos de cardinalidad ¢ + 1; donde ¢, y r son el cociente y residuo de n/k
respectivamente. A este tipo de ejemplares se les denoté Kq.(n, k). El algoritmo presentado
en el Pseudocédigo E.4 construye la matriz de adyacencias de esta clase de graficas k-partitas
completas.

E.5. Grafica aleatoria de orden n y probabilidad p

Una gréfica aleatorio de orden n y probabilidad p, denotada como G(n, p), es una grafica
de orden n tal que existe una arista con probabilidad p entre cualquier par de vértices, indepen-
dientemente de la existencia o no existencia de cualquier otra arista. Esta familia de gréficas
ha sido de profundamente estudiada con respecto al Problema de la Coloracién de Graéficas,
especialmente para p = 0.5.
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E.5 Grafica aleatoria de orden n y probabilidad p

Pseudocédigo E.4 Algoritmo k-PARTITE-COMPLETE-MAX

Entrada: Un entero positivo n > 2 y un entero positivo k tal que 2 < k < n.
Salida: La matriz de adyacencias de una gréfica k-partita completa de orden n y tamafio maximo.
2 g+ |n/k|
r < n mod k
: partition <— &
: Sea adjacenciesMatriz un arreglo bidimensional de tamano n X n
: for i<+ 1tondo
for j < 1tondo
adjacenciesM atriz[i][j] < 0

[y

I B Al >

end for
9: end for

11: /* Construccién de conjuntos partitos */
12: T+ {1,2,...,n}

13: for s« 1to k—1r do

14: Vs — &

15: for i + 1 to g do

16: Seleccionar de manera aleatoria, con probabilidad 1/|I|, index € I
17: Vs « Vs U {index}

18: I« I\ {index}

19: end for

20: Insertar Vs en partition como elemento

21: end for

22: fort < 1 tor do

23: kath — J

24: fori+ 1tog+1do

25: Seleccionar de manera aleatoria, con probabilidad 1/|I|, index € I
26: Vier+t < Vie—ryt U {zndew}

27: I« I\ {index}

28: end for

29: Insertar Vi_,4++ en partition como elemento

30: end for

31:

32: /* Adyacencias */
33: for each U € partition do
34: for each W € partition do

35: if (U!=W) then

36: for each i € U do

37: for each j € W do

38: adjacenciesMatriz[i][j] < 1
39: end if

40: end for

41: end if

42: end for

43: end for
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E. CONSTRUCCION DE EJEMPLARES

Pseudocédigo E.5 Algoritmo RANDOM-GRAPH

Entrada: Un entero positivo n y un real positivo p tal que 0 < p < 1.
Salida: La matriz de adyacencias de una gréfica aleatoria de orden n y probabilidad p.

1: Sea adjacenciesMatriz un arreglo bidimensional de tamafio n X n
2: for i< 1ton do

3: for j + 1 tondo

4: adjacenciesM atriz[i][j] < O

5: end for

6: end for

7

8:

/* Adyacencias aleatorias */
9: for i < 1ton do
10: for j < i+ 1tondo

11: a < random(0, 1)

12: if (a<p) then

13: adjacenciesMatriz[i][j] + 1
14: adjacenciesMatriz[j][i] < 1
15: end if

16: end for

17: end for
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