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Introduccion

El objetivo de esta tesis es estudiar la diseminacion cultural en la sociedad partiendo
del modelo basado en agentes hecho por Axelrod en 1997. Dicha modelaciéon consiste en
representar la sociedad con una matriz y definir entre sus individuos reglas de interaccion,
de modo que la dindmica resultante sea consecuencia de la suma de las acciones de cada
uno de sus integrantes; esto con el objetivo de responder cuestionamientos sobre la manera
en que se comportara la civilizacion a largo plazo, donde dichas preguntas las plantea el
mismo autor.

Tras realizar algunas simulaciones con el algoritmo de Axelrod, comparé las ideas sobre
las cuales esté fundado y los resultados a los que lleva contra algunas caracteristicas de la
sociedad actual. Esto me hizo notar una gran diferencia entre el modelo en cuestion y la
actualidad, por lo que consideré necesario hacer modificaciones a su algoritmo, intentando
en primer instancia alterarlo lo menos posible.

De nuevo llevé a cabo algunas simulaciones con el algoritmo modificado, obteniendo
resultados cualitativamente diferentes. Buscando una manera cuantitativa de estudiar el
fenémeno, noté que tanto el modelo original de Axelrod como las modificaciones realizadas
por mi corresponden a una cadena de Markov, por lo cual prosegui a calcular las matrices
de transicion asociadas a ambos procesos para asi poder hacer estimaciones a largo plazo de
las sociedades y contestar a las preguntas que Axelrod plante6. Las matrices de transicién
conseguidas me permitieron afirmar que efectivamente estaba tratando con un compor-
tamiento diferente. Sin embargo, esto a su vez me llevé a la resolucién de que no podria
obtener un modelo satisfactorio para la sociedad si continuaba con esta metodologia.

Intentando expresar matematicamente el comportamiento humano y tener mas libertad
de modelaciéon que la ofrecida por el modelo axelrodiano, recurri a los axiomas de von
Neumann y Morgenstern para las loterias para asi otorgarle una funciéon de pago a los
individuos de mi nuevo modelo. Para asegurar la consistencia y computabilidad de este,
probé que dichos axiomas son una propiedad que el espacio de las loterias adquiere al
momento de asignar sobre ellas un orden como con el que von Neumann y Morgenstern
trabajan. Como consecuencia de esto, logré dotar al espacio de las opiniones sociales y las
loterias una topologia que me aseguraba su computabilidad.

Con estas herramientas, disené un nuevo modelo tal que me permite no sélo incluir
caracteristicas primordiales de las sociedades actuales y recrear comportamientos recono-
cibles de ellas, sino que encajé el espacio que representa la cultura de esta simulacion en
una superficie y verifiqué estadisticamente la posibilidad de estudiar su dindmica median-
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te los nameros de Betti de la 2-variedad en cuestion, permitiendo asi la utilizacién de los
teoremas de variedades en el estudio de este modelo. Como resultado de esto, fui capaz de
definir subgrupos sociales dentro de la misma civilizacién y discernir si estos prevaleceran
o se desintegraran con el tiempo, asi como estimar la cantidad méaxima de individuos que
los conformarén.

Por ultimo me gustaria agregar que es posible que no haya utilizado los términos
sociolégicos correctos, por lo cual pido al lector ser indulgente con este aspecto. Para
remediar este punto, en el mismo texto defino todo concepto que vaya a utilizar, esperando
que esto compense los errores de terminologia que pudieran encontrarse.
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Capitulo 1

Estudio de la diseminacion cultural
segiin Axelrod

En el articulo The dissemination of culture - A model with local convergence and global
polarization [1], Axelrod define la Cultura como el conjunto de atributos individuales
susceptibles de ser modificados por interaccion social y se plantea las siguientes preguntas:
Si mediante interacciones sociales la gente tiende a parecerse mas en cuanto a creencias,
actitudes y comportamiento ;Por qué no desaparecen las diferencias en cuanto a estos
temas? ;jEs posible que lo tinico que se requiera para esto sea mas tiempo?

Para contestar esta pregunta, modela una sociedad como una matriz con determinadas
reglas de actualizacion y en palabras de ¢l mismo, las ideas pilares que guian su modelo
son las siguientes:

= Se tomara explicitamente el hecho de que las caracteristicas culturales de un in-
dividuo dependen de la presencia o ausencia de las caracteristicas culturales de la
sociedad.

= Se tomara en consideracion que entre més opiniones compartan dos individuos sobre
diversos temas , serd mas probable que estos interactien.

= La interaccién entre individuos tiende a incrementar la cantidad de opiniones que
comparten.

= Los mecanismos que cambian las caracteristicas culturales de un individuo son especi-
ficados para actores locales, de modo que las consecuencias de dichos mecanismos son
examinados para descubrir propiedades emergentes del sistema ante la interaccion
de varios actores. Asi mismo, no se considerara la existencia de ninguna autoridad
central que coordine la dinamica social, permitiendo que las reglas de interacciéon
individuales y las caracteristicas especificas de cada individuo sean quienes definan
el comportamiento del sistema global. De un modelo que tenga esta caracteristica,
se dird que esta basado en agentes.
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= Los individuos siguen reglas simples a la hora de influir o ser influenciados por otros.
Dichas reglas no se siguen de ningtin principio de calculo racional basado en costo o
beneficio ni siguiendo una estrategia en el sentido de teoria de juegos.

La simplicidad y elegancia de este planteamiento le ganaron a Axelrod el interés de
varios investigadores como Castellano, Fortunato y Loreto en [2] donde usaron sus resul-
tados para estudiar los procesos electorales de algunos paises europeos durante el siglo XX
o como Gonzéles-Avella, Cosenza y Tucci en [4], quienes incluyen el efecto de los medios
masivos de comunicacion en el modelo en cuestion.

El principal resultado que el mismo autor reconoce es que su sociedad llega a una pola-
rizacion global mediante convergencia local. Esto quiere decir que mediante su algoritmo,
se es capaz de llegar a la aparicion de conjuntos disjuntos de individuos tales que todos
sus elementos tengan la misma opinién sobre cada uno de los temas existentes y difiera
con todos los agentes sociales que pertenecen a otra zona estable al menos en su opiniéon
sobre algin tema, donde llamaré zona estable a cada uno de los conjuntos disjuntos y dira
que convergio de manera local cuando estas aparezcan. Por otro lado, al decir que la socie-
dad puede presentar una polarizacion global, se refiere a la posibilidad de que el conjunto
de individuos que conforman una zona estable puede estar contenido propiamente en el
conjunto de individuos de la sociedad.

Para dar claridad a lo dicho anteriormente y facilitar la comprension del modelo de
Axelrod, sera tutil tener las siguientes definiciones.

Definicién: Sociedad de Axelrod

Diré que X es una sociedad de Azelrod si X € My, (Fgre) v llamaré individuo a
cada una de las entradas de X, expresadas por un vector de dimensién k y donde
Fy :={f : R > Y|f es una variable aleatoria }. A su vez, si X = (X;;)(i j)e{1,...n}x{1,...m}
correspondiente al evaluar todas las funciones que tiene X como entradas en el r—ésimo
momento.

Asi mismo diré que una sociedad es plana si dado un individuo con entradas (i, j),
sus vecinos, en caso de existir, se definen como algunos de los siguientes individuos:
(i-1,7),@+1,7),G,j—1)y (i,j +1). Cabe mencionar que en caso de que no haya
ambigiiedades, a una sociedad de Axelrod la llamaré simplemente sociedad.

Definicién: Tema

Dado un individuo de una sociedad de Axelrod X € M, (Fgx), llamaré tema a
cada una de las entradas del vector que representa a dicho individuo.
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Definicién: Opinién

Dada una sociedad de Axelrod X € M,x, (Fgk), y denotando x; como el i-ésimo valor
de x entrada de X, diré que las opiniones de los individuos sobre el tema i son los
elementos de {x; : x es entrada de X}.

Definicién: Similitud

Dados dos individuos a y b en una sociedad de Axelrod con p temas, defino la
funcion de similitud entre a y b sobre el tema i como

si(a,b):{o si a; # b;

1 sia,-:b,-

P
y diré que la similitud entre a y b serd }; s;(a,b)/p.
i=1

Las reglas de interacciéon entre individuos que actualizan sus estados, o equivalente-
mente que actualizan el conjunto de valores de las opiniones sobre cada tema, son:

1. Seleccionar aleatoriamente y con distribucién uniforme alguno de los individuos de
la sociedad y uno de sus vecinos, los cuales son definidos como se desee.

2. Con probabilidad igual a su similitud, ambos agentes interactuaran. Una interaccion
consiste en seleccionar de manera aleatoria un tema en el cual ambos sujetos difieran
(en caso de existir) y cambiar la opinion del individuo seleccionado por la de su
vecino respecto a este tema.

3. Se repite 1 y 2 tantas veces sea requerido.

Usando este algoritmo, redacto el pseudocoddigo 1.
#PSEUDOCODIGO 1

#Pseudocodigo que implementa las reglas de interaccion de Axelrod (1997)
para modelar la diseminacion de la cultura usando un modelo matricial

opiniones =[1,...,k] #valores numericos que representan las diferentes
opiniones que pueden tomar los individuos sobre los diferentes temas

A #Matriz de nxm con listas aleatorias de longitud p como entradas.
Representa una sociedad de nxm individuos donde existen p temas

def vecinos(A,i,j): #definimos los vecinos del individuo [i,j] de la
sociedad A
v=|]
posiciones =[[0,1],[0,—1],[1,0],[—1,0]]
for q in posiciones:
if [i,j]+q in {1,...,n}x{1,... m}:
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v.append (A[[i,]]+q])
return (v)

for q in numero deseado de iteraciones:
[i,j] = valor aleatorio en {1,...,n}x{1,...,m}
v = valor aleatorio de vecinos(A,i,j) #un vecino de [i,j] tomado
aleatoriamente con distribucion uniforme
u= valor aleatorio en [0,1] generado de manera uniforme
similitud = 0
for 1 in {1,...,p}:
if Ali,j,l]l==v[]l]:
similitud+4+=1

similitud=similitud /p #es la similitud entre A[i,j] y v

if similitud >=u: #interactuan con una probabilidad proporcional a la
similitud entre A[i,j] y v
k = valor aleatorio en la lista de opiniones diferentes.

Ali,j,k]=A[v[0],v[1],k] #la opinion del individuo [i,j]| sobre el tema
p se iguala a la de su vecino v.

En la tabla 1.1 muestro una secuencia de imagenes correspondientes a una sociedad
plana de Axelrod en distintas configuraciones generadas por el algoritmo del pseudocodigo
1, es decir, cada una de las siguientes imagenes representa la misma sociedad en una
iteracion diferente; donde dicha sociedad consta de 400 individuos organizados en una
matriz de 20 X 20 con 10 temas presentes sobre los cuales cada sujeto puede escoger entre
10 opiniones diferentes por cada tema.

En dichas imégenes se tiene que cada pequeno cuadrado es un individuo de la sociedad
al cual le asigno un tono en funcién de la similitud de opiniones que tiene con sus vecinos.
Si 0 representa el negro y 1 el blanco, entonces a un individuo de la sociedad le asignaré
el tono equivalente a la razéon entre la suma de las similitudes del individuo y sus vecinos
y la cantidad de vecinos que tiene.
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Tabla 1.1: Ejemplos de iteraciones generados mediante el algoritmo de Axelrod de [1].
a)lteracion 0, b)lteracion 100, c¢) Iteracion 1000, d)Iteracion 3000, e) Iteracion 5000, f)
Iteracion 80000.

Si bien es cierto que el modelo de Axelrod fue muy citado en su momento e impulso
en gran medida el interés por la modelaciéon de fenémenos sociales, en la tabla 1.1 y en el
pseudocodigo anterior se muestran varias caracteristicas del modelo en cuestion, las cuales
no corresponden a situaciones observables en las sociedades reales. Enlisto algunos de estos
puntos a continuacion:

= Alcance comunicativo: Todos los individuos tienen el mismo alcance comunicativo
en todo momento, lo cual resulta obsoleto en un mundo como el nuestro donde existen
cuentas de Youtube con mas de 100 millones de seguidores [6]. Esta restriccion se
menciona en el articulo de Axelrod y se aplica de modo que los vecinos de un individuo
posicionado en (i, j) son los sujetos localizados en (i—1, j), (i+1, j), (i, j=1) y (i, j+1)
en los casos en los que existan.

= Imposibilidad de movilidad: Para justificar la falta de movilidad de los integrantes
de su modelo, Axelrod propone entenderlos como ciudades, de modo que le asigna un
tinico conjunto de opiniones a todos los integrantes de cada ciudad. Es facil notar que
este sistema tiene el mismo principio que el Colegio Electoral estadounidense, el cual
ha sido ampliamente criticado por no ser un sistema que represente correctamente
las opiniones de la poblaciéon con fenomenos como el gerrymandering |7] o la victoria
del ano 2000 de Bush sobre Al Gore, pese a que este tltimo tenia una mayor cantidad
de votos [9].

Considero provechoso ahondar un poco en la manera a la que me refiero que el
gerrymandering puede entrar en el modelo de Axelrod. Ya que en este contexto en-
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tenderemos los atomos del modelo como ciudades y que cada sociedad sélo tiene un
conjunto de opiniones, todas las personas que habitan en la sociedad deben entrar en
un proceso de representacion para poder expresar su opinion. De este modo, la capa-
cidad de este modelo para describir la diseminacién cultural dentro de una sociedad
esta limitado por la eficacia del sistema representativo de cada ciudad; sin embargo,
se habia observado que este sistema tiene el mismo principio que el Colegio Electoral
estadounidense, por lo cual es susceptible a sus mismas fallas, dentro de las cuales
se encuentra el fenémeno conocido como gerrymandering. Este fené6meno, expuesto
por primera vez hacia 1812, consiste en “la manipulaciéon de las circunscripciones
electorales de un territorio, uniéndolas, dividiéndolas o asociandolas, con el objeti-
vo de producir un efecto determinado sobre los resultados electorales”|8], de modo
que podrian encontrarse cambios en la opiniéon de una ciudad por el simple hecho de
cambiar las circunscripciones electorales de la misma, sin que se lleve a cabo ninguna
interaccion con alguno de sus vecinos, siendo esto un fallo en el modelo a acuerdo de
sus propios objetivos.

Nula generaciéon intelectual: Los integrantes de la sociedad son incapaces de
dialogar o de negociar sino que en caso de interactuar, aceptarén la opiniéon del otro
sin objecion alguna. Esto lleva a que no se generen nuevas ideas y que por el contrario,
la evolucién de la cantidad de opiniones sobre determinado tema sea monétonamente
decreciente. En mi opinién, una caracteristica social que va en contra de esta esta
fenémeno es que el promedio de solicitudes de patente para inventos presentadas
ante el Instituto Mexicano de la Propiedad Industrial supera las 13000 solicitudes
anuales [10], denotando asi la capacidad creativa de la sociedad.

Inmortalidad de los sujetos: Este modelo no contempla la muerte de sus indivi-
duos, independientemente de la cantidad de iteraciones acumuladas, hecho eviden-
temente ajeno a la realidad.

No interaccion con ideologias diferentes: Como se muestra en las figuras e) y
f) de la tabla 1.1, se llega a un punto en que la sociedad permanece inmutable ya
que se cumple que para cada individuo de la misma y dado uno de sus vecinos, la
similitud entre ellos es nula o unitaria. Una vez mas, esta caracteristica va en contra
de la realidad ya que como se muestra en la figura 1.1 generada por [11] y respaldada
por [12], la cantidad de citas a otras ciencias tanto en ciencias naturales como en
ciencias sociales va en aumento, mostrando la capacidad de los integrantes de la
sociedad a colaborar aunque sus opiniones sobre cada uno de los temas disponibles
sean diferentes.
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Natural sciences and engineering

References (%)

Social sciences
60

References (%)

1950 2010

References within same speciality
—— References to other specialties in same discipline
— References to other disciplines

Figura 1.1: Tendencias multidisciplinarias en las ciencias segin [11]

Ahondando en el punto referente a la fobia de los integrantes de la sociedad hacia
la interacciéon con ideologias diferentes dentro de la sociedad de Axelrod, propongo la
siguiente definicion.

Definiciéon: Zona estable

Dada una sociedad de Axelrod evaluada en el momento ¢ representada por una
matriz en M,,x,(R), diré que los individuos con entradas A C {1,...,m} x {1,...,n}
conforman una zona estable si dado cualquier par de ellos cumplen que su similitud
es la maxima posible y es maximal respecto a esta propiedad bajo la contenciéon de
conjuntos.

De ahora en adelante, cada que mencione el espacio de individuos me referiré a dicho
espacio dotado con la métrica del taxistal

Notemos que las figuras e) y f) de la tabla 1.1 muestran que la sociedad ha llegado a
estar compuesta integramente por zonas estables pues todos los individuos cumplen que
dado uno de ellos, la probabilidad de que interacttie con alguno de sus vecinos es cero
o uno. Esto me conduce de manera natural a cuestionarme si toda sociedad convergera
eventualmente, siendo esta duda de tal importancia que es la pregunta que lleva a Axelrod
a iniciar su trabajo. La respuesta a esto es una negaciéon como se muestra en el siguiente
Lema.

n
'La meétrica del taxista entre los elementos p, ¢ de un espacio vectorial encajado en R" es Y |p;i — qil.
i=1
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Lema: Si X es una sociedad de Axelrod con geometria plana tal que existen dos
individuos que no son vecinos entre si, X no llegaré necesariamente a estar compuesta
de zonas estables tinicamente. En caso de que X estuviera tinicamente compuesta de
zonas estables, diremos que X convergio.

Demostracion. Sean a y b dos individuos de la sociedad tales que no son vecinos entre si.
Luego tenemos que si V, es el conjunto que contiene a a y a sus vecinos, entonces V, # X.
Ya que queremos demostrar que X no necesariamente converge, podemos suponer que V,
no es una zona estable.

Asi, la probabilidad de que en una iteracion dada el individuo escogido para actualizar

D X\V,

sus opiniones no pertenezca a V, es | |§(|"|, la cual no es nula pues V, ¢ X. Por lo tanto
la probabilidad de que ninguno de los individuos de V, actualice sus opiniones en t € N
: : 1 X\Val\? b . . .
iteraciones es ( ] )", lo cual es distinto de cero para todo nimero natural; i.e. es posible
que no se actualicen las opiniones de ningtn elemento de V, para ninguna cantidad natural

de iteraciones.

Leyendo el algoritmo expresado en el Pseudocodigo 1 tenemos que lo anterior implica
que V, no podra convertirse en una zona estable, llegando asi a la conclusiéon buscada. 0O

Cabe mencionar que en el método que planteo en la demostracién anterior para obtener
una sociedad no convergente, la probabilidad de que se cumpla tiende a cero conforme la
cantidad de iteraciones realizadas tiende a infinito. Esto no es una objecién a la demos-
tracion del enunciado en cuestion pues el objetivo de esta so6lo es probar que es posible.

Esto es a su vez una explicacion de que no haya observado este fenémeno en las simula-
ciones numéricas, pues por definicion de limite tengo que si € > 0, AN € N tal quesit > N,
entonces 0 < (|X|\TV|"|)’ < € . Asi, si quisiera recrear este fenémeno dentro de la simulacién,
necesitaria que la computadora fuera capaz de generar valores infinitamente pequenos, lo
cual no ocurre. Es debido a esto que pese a que mateméticamente este fenémeno es posible,

numéricamente siempre observé que las sociedades convergian.

Ahora que sé que pese a las suposiciones de Axelrod no necesariamente llegaremos a la
convergencia de la sociedad, pondré atenciéon en que las sociedades que elija inicialmente
para los calculos numéricos sean sociedades convergentes.

Siguiendo con el analisis de las caracteristicas de las sociedades, me pregunto, al igual
que Axelrod, por el tamano que las zonas estables pueden tener en caso de existir, por lo
que planteo la siguiente observacion, la cual cobrara relevancia en el siguiente capitulo al
comparar el comportamiento de esta sociedad vs. la sociedad modificada que propongo.

Observacion: Las sociedades de Axelrod pueden tener zonas estables de més de un
elemento y que no son la sociedad entera.

Demostracion. Sea una sociedad de Axelrod de nxm individuos con p temas y k opiniones
por cada uno. Denotando con a := [a,...,a] a un individuo cuya opinién es a para todos
los temas, notemos que debido a que el estado inicial de la sociedad se escoge con una
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distribucion aleatoria uniforme, la probabilidad de que un individuo inicie con esta confi-
guracion de opiniones es k™7, mientras que la probabilidad de que todos los individuos de
un subconjunto de la sociedad con r sujetos tengan @ como configuracion inicial de opi-
niones es 1/(rk?), correspondiente al inverso del numero de configuraciones de opiniones
posibles, por lo que la probabilidad de que el estado inicial de una sociedad sea

ol =
ol =i

(@)
[a)

es igual a 1/(nmk?), lo cual no es nulo.

Evidentemente esta matriz esta compuesta por las zonas estables correspondientes a
los individuos con posiciones {(0,0),...(0,k)} v {(a,b)|1 <a <n A0 <b < m}, las cuales
tienen mas de un elemento.

O

Continuando con este analisis sobre el comportamiento de las zonas estables, la siguien-
te pregunta natural que encuentro es ;Cuéntas zonas estables puede tener una sociedad
que ha llegado a la convergencia? Para dar una cota minima, planteo la siguiente afirma-
cion para sociedades con geometria plana pues son en las que Axelrod se enfocd. Cabe
mencionar que Axelrod no aborda esta pregunta y él se concentra en la cantidad promedio
de zonas estables de una sociedad bajo la variaciéon de parametros como la cantidad de
individuos en la misma, ademéas de que él enfrenta el problema numéricamente.

Afirmacion: Entiéndase por configuracion de opiniones de un individuo de una so-
ciedad de Azelrod al vector que tiene por entradas las opiniones sobre cada uno de los
temas de dicho individuo. Asi, si una sociedad con geometria plana tiene al menos 5
configuraciones de opiniones tales que la similitud entre ellas sea nula, entonces dicha
sociedad puede tener tantas zonas estables como individuos.

Demostracion. Notemos que se puede crear una grafica a partir de una sociedad de Axelrod
tomando como vértices a los individuos y creando aristas entre los individuos a y b si y
solo si a y b son vecinos.

Es facil observar que esta es una gréafica plana pues ya que identificamos a los indivi-
duos como entradas de una matriz, podemos encajar la sociedad en N X N y las aristas
corresponderian a los pares no ordenados de los individuos y sus vecinos.

Ya que por hipotesis tenemos 5 configuraciones de opiniones diferentes, podemos asig-
narla a cada una de ellas un color y por el teorema de los 5 colores tenemos que toda
grafica plana es 5-coloreable, de modo que podemos asignarle a cada uno de los individuos
de la sociedad una configuraciéon de opiniones de tal forma que ningtin par de vecinos tenga
similitud no nula, i.e. tal que se llegue a la estabilidad social con cada individuo opinando
de manera diferente a todos sus vecinos.
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Es de resaltar que en la prueba anterior se us6 el teorema de los 5 colores para que la
demostracion se mantuviera integramente matematica, pero que en caso de que se estuviera
dispuesto a aceptar demostraciones computacionales, también se podria recurrir al teorema
de los 4 colores y la prueba se mantendria igual.

Debido a la gran cantidad de desarrollo computacional que ha habido desde la pu-
blicacion del articulo en el cual me estoy basando y al rol tan importante que juega la
simulacion en el trabajo del autor de dicho articulo, compararé mis resultados con los del
propio Axelrod.

Axelrod precisa haber realizado sus simulaciones con una Macintosh Quadra 700 usando
un codigo escrito en Pascal. Por otro lado yo usé una Asus con procesador Intel Core i5-
8250U y un programa escrito en Python 3.7.4. En la tabla 1.2 muestro una comparaciéon
entre los valores obtenidos por Axelrod y los que yo obtuve del nimero promedio de zonas
estables que se obtienen de una sociedad de 10 por 10 individuos cuando se variaba la
cantidad de temas y de opiniones, usando 10 simulaciones distintas para cada caso.

Valores obtenidos | Valores obtenidos
Namero de temas | Ntimero de opiniones por Axelrod por mi

) 5 1 2.1
5 10 3.2 12.3
5 15 20 28.2
10 5 1 2

10 10 1 2.5
10 15 1.4 4.5
15 5 1 2.01
15 10 1 2.08
15 15 1.2 2.58

Tabla 1.2: Cantidad promedio de zonas estables obtenidas por Axelrod y por mi para una
sociedad de 10 por 10 individuos en la que se corrié 10 veces en cada caso.

Asi mismo en la a) de la tabla 1.3 se muestra la cantidad promedio de regiones estables
variando el Tamano del territorio, lo cual es equivalente a la cantidad de individuos en cada
lado de la sociedad cuadrada que utilizamos. En todos los casos, la sociedad tenia 5 temas
y 15 opiniones disponibles para cada uno y se corrieron 25 simulaciones para cada tamano
de territorio. En la figura b) de la misma tabla se presentan los resultados obtenidos por
Axelrod usando sociedades de 5 temas y 15 opiniones, realizando 40 simulaciones para
cada uno de los tamanos de territorio, salvo para 50 y 100, en cuyo caso sélo hizo 10
simulaciones.
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Tabla 1.3: a) Cantidad promedio de zonas estables variando el tamano del territorio para
sociedades cuadradas con 5 temas y 15 opiniones por cada uno. Para cada caso se corrieron
25 simulaciones. b)figura 2 de [1]. Axelrod us6 sociedades con 5 temas y 15 opiniones,
corriendo 40 simulaciones para todos los tamanos de territorio salvo para 50 y 100, en
cuyo caso realizo 10 simulaciones.

De la tabla 1.2 y la tabla 1.3 concluyo que cualitativamente se presenta el mismo
comportamiento obtenido con el codigo escrito por Axelrod que con el codigo escrito por
mi, pero que también es notorio el hecho de que en todos los casos obtuve valores mayores.

A continuacién, enlisto algunos puntos en los que los resultados de Axelrod y los mios
coinciden:

= El valor mayor de la tabla 1.2 se encuentra para 5 temas y 15 opiniones.
= El segundo valor méas grande de la tabla 1.2 se encuentra para 5 temas y 10 opiniones.

» Los valores de la tabla 1.2 correspondientes a 5 opiniones y 5,10 y 15 temas perma-
necen casi constantes.

» En ambas figuras de la tabla 1.3 existe un maximo global.

» El méximo de las figuras de la tabla 1.3 se encuentra en tamanos de territorio entre
10 y 20.

= El comportamiento para valores de tamano de territorio menores al valor en que se
encuentra el maximo es similar a una recta y es creciente.

= El comportamiento para valores de tamano de territorio mayores al valor en que se
encuentra el maximo es similar a una exponencial y es decreciente.

Continuando la comparacion, menciono algunos puntos en los que mis resultados y los de

Axelrod difieren.

= En la entrada correspondiente a 10 temas y 15 opiniones de la tabla 1.2, Axelrod
observa un aumento mucho menor al que yo observo respecto a la moda de los valores
en cuestion.

11
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= En ninguno de los experimentos reportados en la tabla 1.2 obtuve que la cantidad
promedio de zonas estables es uno, mientras que Axelrod lo hizo para mas de la
mitad de los casos.

= El maximo que obtuve en las simulaciones de la tabla 1.3 es mas de 10 unidades
mayor que el que obtuvo Axelrod.

= El minimo que obtuve en las simulaciones de la tabla 1.3 es el doble del que encontré
Axelrod.

= La velocidad con la que decrecen los valores de Axelrod en la tabla 1.3 es dos veces
mayor a la que yo encontré.

Tras esta comparacion, procedi a buscar una explicaciéon para esta diferencia cuantitati-
va y similitud cualitativa, llegando a la siguiente hipoétesis: la fuente de las diferencias entre
los resultados de Axelrod y los mios se deben a la procedencia de los nimeros aleatorios
involucrados en el algoritmo.

Como mencioné anteriormente, el lenguaje de programacion que utilicé para hacer las
simulaciones con las cuales obtuve los resultados de las tablas 1.2 y 1.3 fue Python 3.7.4,
asi que para probar mi hipotesis utilicé Excel 365 como generador de ntimeros aleatorios.
Lo que hice fue generar suficientes nimeros aleatorios en Excel y usarlos en lugar de los
originalmente creados con la libreria Numpy de Python, conservando el resto del codigo
intacto. Lo anterior lo repeti para todos los tamanos de territorio que exploré en la figura
a) de la tabla 1.3, repitiendo el experimento 5 veces por cada uno de los tamanos. Lo que
obtuve en todos los casos fue que la sociedad no presentaba polarizacion global sino que
siempre se llegaba a una sola zona estable.

Esto demuestra que la cantidad de zonas estables es altamente susceptible a variaciones
en la aleatoriedad de los ntimeros usados, por lo cual los resultados obtenidos mediante
este algoritmo deben entenderse como algo meramente cualitativo, mientras que por otro
lado corrobora que el origen de las diferencias mencionadas anteriormente se deben a los
lenguajes de programacion usados.

Pese a los inconvenientes enlistados anteriormente y susceptibilidad que tiene hacia
las variaciones numéricas, el modelo de Axelrod rescata una caracteristica vital de lo
que definimos como cultura: es transmisible. Es debido a esto que buscaré modificar su
algoritmo y revisar si con esto logro una representacion maés realista de la sociedad. Como
mencioné previamente, una de las principales criticas que le encontré al modelo de Axelrod
es su nula generacion intelectual. Esta seré la primera modificacion que buscaré hacer y se
explorara en el capitulo siguiente.

12



Capitulo 2

Sociedad modificada de Axelrod

En este capitulo trataré las modificaciones que hice al algoritmo de Axelrod para con-
trarrestar la nula generacion intelectual pues esta caracteristica es una de las objeciones al
algoritmo de [1] que enlisto en el capitulo anterior. Para esto tomaré el algoritmo original
y le agregaré mecanismos que intenten simular la capacidad humana de generar nuevas
opiniones basadas en las preexistentes. A las sociedades que siguen el algoritmo expresado
en el Pseudocodigo 2 las llamaremos sociedades de Azelrod modificadas.

Es importante mencionar que al hacer esto estoy respetando la metodologia basada
en agentes del trabajo original y que de igual manera los resultados se estudiaran como
consecuencias del conjunto de interacciones de los individuos. Lo que haré sera dotar a los
individuos no con la habilidad de tener opiniones totalmente originales sino que sélo sean
capaces de sintetizar las opiniones ya existentes en una nueva mediante el promedio de sus
opiniones. El algoritmo que usaré sera iterativo y a continuacion describo una iteracion,
donde cada que se menciona que se realizaré alguna acciéon de manera aleatoria, se estara
usando una distribuciéon uniforme a menos que se especifique lo contrario:

1. Seleccionar aleatoriamente alguno de los individuos de la sociedad y uno de sus
vecinos.

2. Con probabilidad igual a su similitud, ambos agentes interactuaran. Una interaccion
consiste en seleccionar de manera aleatoria un tema en el cual ambos sujetos difieran
(en caso de existir) y cambiar la opinién del individuo seleccionado por la de su
vecino respecto a este tema.

3. Seleccionar aleatoriamente un individuo x de la sociedad al cual se denominara co-
mo pensante y tomar un ntmero aleatorio x1 escogido con una distribucién normal
centrada en 0.75 con desviacion estandar de 0.25. Posteriormente aplicar
y = max{0, min{1,x;}} € [0, 1] al cual se le llamara receptividad.

4. Usando la métrica del taxista en el espacio de los individuos, tomar la bola abierta
centrada en el pensante tal que tenga el mayor radio posible que cumpla que los
individuos dentro de ella tengan una similitud promedio con el pensante mayor o
igual a la receptividad. Se denotara dicha bola como By sx(x).

13
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5. Generar un nimero aleatorio z con una distribuciéon normal centrada en 0.75 con
desviacion estandar de 0.25. Calcular w = max{0, min{1, z}} € [0, 1], valor que se
llamara creatividad.

6. En caso de que la razoén entre la cardinalidad de B sx(x) y el total de individuos
en la sociedad sea mayor o igual a la creatividad, tomar aleatoriamente un tema y
sustituir la opinion del pensante para dicho tema por la suma de la opinién promedio
de los individuos dentro de la bola méas dos veces la opinién original del pensante,
no sin antes dividir dicha suma entre tres.

Escribo el algoritmo anterior en el pseudocodigo 2.
#PSEUDOCODIGO 2

#Modificaciones al pseudocodigo propuesto por Axelrod hechas para simular
capacidad de creacion de nuevas ideas

opiniones =[1,...,k] #valores numericos que representan las diferentes
opiniones que pueden tomar los individuos sobre los diferentes temas

A=Matriz de nxm con listas aleatorias de longitud p como entradas #
representa la una sociedad de Axelrod de nxm individuos donde existen p
temas

def vecinos(A,i,j): #definimos los vecinos del individuo [i,j] de la

sociedad A
v-1]

posiciones =[[0,1],[0, —1],[1,0],[—1,0]]

for q in posiciones:

if [i,j]+q in {1,...,n}x{1,... m}:
v.append (A[[i,]]+q])
return (v)

def B(A,i,j,r): #definimos la bola de radio r en la sociedad A, centrada en
el individuo A[i,j]
return ({[a,b]: sqrt((a—1i)**2+(b—j)*x2)<r and a in {1,...,n} and b in
{1,...,m}}) #bola abierta euclidiana restringida al encajamiento de la

sociedad en \mathbb{R} 2

for q in numero deseado de iteraciones:
[i,j] = valor aleatorio de {1,...,n}x{1,...,m}
v = valor aleatorio de vecinos(A,i,j) #un vecino de [i,j]| tomado
aleatoriamente con distribucion uniforme
u= valor aleatorio en [0,1] generado de manera uniforme
similitud = 0
for 1 in {1,...,p}:
if Ali,j,l]l==v[]]:
similitud+=1

similitud=similitud /p #es la similitud entre A[i,j] y v

14
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if similitud >=u: #interactuan con una probabilidad proporcional a la
similitud entre A[i,j] y v
k = valor aleatorio en {1,...,p} #seleccionamos un tema en la
sociedad con una distribuci n aleatoria uniforme
Ali,j,k]=A[v][0],v[1],k] #la opinion del individuo [i,j] sobre el tema
p se iguala a la de su vecino v

pensante = entradas en la sociedad de individuo aleatorio de la sociedad
L = similitud entre cada individuos de la sociedad y el sujeto pensante
receptividad = valor en [0,1] generado aleatoriamente #se uso una
distribucion normal centrada en 0.75 con desviaci n est ndar de 0.25

r=0
B=B(A, pensante [0] , pensante [1],1)

sim = promedio de los valores de L con entradas en B

while sim > receptividad:

r+=1
B=B(A, pensante [0] , pensante[1],r)
sim = promedio de los valores de L con entradas en B

B max = B(A, pensante [0] , pensante [1],r—1) #bola centrada en el sujeto
pensante de radio maximo que cumple que sus individuos tienen una
similitud promedio con el pensante mayor que la receptividad

creatividad = valor ent [0,1] generado aleatoriamente #se uso una
distribucion normal centrada en 0.75 con desviaci n est ndar de 0.25

if |B_max|/(nm) >creatividad:

tema seleccionado = tema aleatorio de la sociedad seleccionado de
manera uniforme
opinion publica = opini n promedio sobre el tema tema seleccionado

de los individuos en A con entradas en B max

A|pensante [0] , pensante [1],tema seleccionado|= funci n de
actualizacion f tal que f=f(A[pensante|[0], pensante[1l],tema seleccionado],
opinion publica) #se uso f(A[pensante[0],pensante[l],tema seleccionado],
opinion publica)=(2A[pensante [0] , pensante[1],tema seleccionado]+
opinion publica)/3

Cabe resaltar que las modificaciones hechas al algoritmo original no implican que se

rompera la estabilidad social de una manera artificial. Si tomamos el caso limite en que
todos los integrantes de la sociedad tienen la misma opinién sobre todos los temas, esta
seguira siendo incapaz de romper la estabilidad pues la opinién piiblica es la misma que
la opinién del individuo, resultando asi en que la nueva opinién del sujeto sera la misma
con la que inicio.

Por otro lado vale la pena observar que con estos cambios seguimos conservando la idea

de Axelrod en que la probabilidad de que dos individuos interactiien es proporcional a la
similitud que tienen.

Asi mismo es digno de mencion el hecho de que la razoén por la cual la receptividad y
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la creatividad son generadas con una distribuciéon normal es debido a la simetria que esta
presenta respecto su media y a que nos permite computar de manera sencilla el intervalo
en que se encontraran la mayoria de estos valores, es decir que nos permite simular que
encontrar personas creativas y tener nuevas ideas en nuestra sociedad tenga la probabilidad
que se desee.

Del mismo modo, me gustaria hacer notar que se hicieron dos principales modificaciones
en al algoritmo original: una consistié en hacer que las opiniones de los individuos puedan
tomar valores en todo el [0, 1] y la segunda se refiere a la introducciéon de los conceptos
de receptividad y creatividad.

Hegselmann y Krause ya hicieron la primera modificacion referente a los valores que
pueden tomar las opiniones en [3], encontrando un comportamiento muy similar al hallado
por Axelrod siendo esta la mayor diferencia que el encontrado por estos autores, las opinio-
nes podian converger a cualquier subconjunto finito de elementos en el [0, 1]; sin embargo
esto no presenta una verdadera diferencia respecto al trabajo original pues recordemos que
dijimos que las etiquetas que representan las opiniones no tienen significado mas alla de
diferenciarlas entre si mismas. Debido a esto, afirmo que los cambios en la dindmica se
deben a la introduccion de los conceptos de receptividad y de creatividad, por lo que me
enfocaré en el impacto que estos tienen en el comportamiento de la sociedad.

Con tan s6lo analizar el pseudocodigo 2 ya podemos notar que estamos frente a un
comportamiento diferente al que presentan las sociedades de Axelrod no sélo a nivel in-
dividuo sino que también a nivel sociedad. Esta diferencia la expresamos en la siguiente
afirmacion.

Lema:(Clasificacion de zonas estables en sociedades modificadas)

Las zonas estables generadas de las sociedades de Axelrod modificadas, en caso de
existir, son iguales a la sociedad entera o al escenario en que cada uno de los individuos
tiene una similitud nula con todos sus vecinos.

Demostracion. El caso en que la sociedad entera X es una zona estable s6lo se da cuando
todos sus individuos opinan lo mismo para todos los temas, situacion en la cual no hay
nada que decir.

De este modo, vamos a suponer que X no es una zona estable y notemos que podemos
clasificar el resto de los escenarios posibles de acuerdo si poseen o no la siguiente propiedad:
Vx € X, Bpax(x) = B1(x) = {x} para todo valor de receptividad y creatividad.

Ya que la receptividad y la creatividad, por definicion pueden tomar todos los valores en
el [0, 1], una sociedad posee la propiedad anterior sélo cuando cumple que la similitud entre
x y cualquiera de sus vecinos es nula, con lo cual llegamos a la conclusion de enunciado.

El caso en que la sociedad no posea la propiedad en cuestion se da cuando existe un
individuo x tal que B1(x) € Bjax(x), de modo que si A es una zona estable que no es toda
la sociedad entonces podemos tomar y ¢ A tal que la distancia entre ellos sea 1, i.e. tales
que sean vecinos.

De esta forma, y € Ba(x) C B,,ux(x) v por definicidn existe un tema i tal que la opinion
de x y y sobre i no es la misma. Asi tenemos que Vn € N, y € B,(x) por lo cual la opinién
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publica de los individuos en la bola de radio méximo sobre el tema i no seréa la de x, de
modo que si se tomara a x como el sujeto pensante, su opinioén sobre el tema i cambiaria.

Asi, notemos que la probabilidad de que esto ocurra es el producto de que x sea tomado
como sujeto pensante por la probabilidad de que se escoja el tema i por la probabilidad
de que la creatividad sea menor a la proporciéon de individuos en la bola de radio maximo
centrada en x para una receptividad dada y observemos que ninguno de esos factores es
nulo, por lo cual la probabilidad de que esto ocurra es mayor a cero; asi por definicion, A
no es una zona estable, llegando asi a una contradiccion.

O

El lema anterior genera varios corolarios los cuales son de gran ayuda para entender la
dindmica de las sociedades de Axelrod modificadas y compararla con el comportamiento
que tratamos en el capitulo 1.

Corolario: Las sociedades de Axelrod modificadas no necesariamente convergen.

Demostracion. Sila sociedad de Axelrod modificada X tiene dos individuos culturalmente
diferentes y dos individuos culturalmente iguales, la sociedad no ha convergido. Notemos
que, en caso de que esta situacion se cumpla, podemos tomar 3 individuos de esta y ya que
s6lo buscamos probar que X no necesariamente converge, supongamos que son vecinos.

Asi mismo la probabilidad de que en una iteracién dada no se seleccione ninguno de

estos 3 individuos es (|X|_3)2 , de modo que la probabilidad de que no se seleccionen en

|X]
|X|—3)2t

una cantidad ¢t € N de iteraciones es (W lo cual no es nulo, i.e. es posible.

De este modo, es posible jamés seleccionar estos tres individuos preservando el tener
un par de vecinos que son culturalmente iguales y donde uno de ellos tiene un vecino al
cual es culturalmente diferente.

Asi, por el lema anterior, esto no seréa una sociedad convergente.

O

El siguiente corolario permite distinguir de manera muy sencilla si un conjunto puede
o no ser una zona estable de una sociedad de Axelrod modificada.

Corolario: Si A es una zona estable de una sociedad de Axelrod modificada X, en-
tonces |A| =10 |A| = |X]|.

Demostracion. Ya que una zona de una sociedad de Axelrod modificada sélo es estable si
es la sociedad entera o es un sé6lo individuo, la conclusion es trivial.

O

El enunciado siguiente es una parafraseo del lema anterior y la definicion de zona
estable, por lo que la demostracion es inmediata.
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Corolario: A menos que la sociedad entera sea una zona estable o que todos sus
individuos tengan similitud nula con sus vecinos, no existen conjuntos en el espacio de
individuos que cumplan que la probabilidad de que cambien su opinién sobre algtn
tema sea nula.

Notemos que el fendmeno que estan describiendo la afirmacion y el corolario anterior es
el de la emergencia de nuevas ideas y la inestabilidad que esto genera en las zonas estables
de las sociedades de Axelrod modificadas a tal grado que las destruye en casi todos los
casos y es facil de ver, siguiendo la prueba de la ultima afirmacion, que todos los agentes
son capaces de generar nuevas ideas.

Del mismo anélisis podemos concluir que la propagacion (o eliminaciéon) de una opinién
nueva se comportard del mismo modo que como se comportan las opiniones originales,
siendo esto de vecino a vecino.

En la tabla 2.1 muestro algunas iteraciones para una sociedad de 15X 15 individuos con
10 temas y 10 opiniones por tema, la cual tiene la capacidad de generar nuevas opiniones
de acuerdo al algoritmo descrito en el pseudocodigo 2. El codigo de tonos es mismo que el
usado para las figuras de la tabla 1.1.
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Tabla 2.1: Naumero de iteracion: a) Iteracion 0, b) Iteracion 100, c) Iteracion 1000, d)
Iteracion 3000, e) Iteracion 5600, f) Iteracion 5900, g) Iteracion 6100, h) Iteracion 6200, i)
Iteracion 6400

En las figuras de la a) a la e) de la tabla 2.1 se muestra un comportamiento similar al
presentado en la tabla 1.1, sin embargo el fen6meno mostrado de las figuras f) a la i) de la
tabla 2.1 en el que se rompe la zona estable de pensamiento seria imposible en el modelo
propuesto por Axelrod puesto que en dicho modelo los entes sociales s6lo pueden adquirir
las ideas que tienen sus vecinos y para la iteracion 5600, como lo muestra la figura e) de
la tabla 2.1, la zona estable de pensamiento abarcaba toda la sociedad salvo 4 individuos.

De los enunciados demostrados en este capitulo es facil ver que no tiene sentido repli-
car el trabajo mostrado en la tabla 1.3 para las sociedades de Axelrod modificadas pues
los casos en que estas convergen comprenden un tipo muy particular de sociedades. En
su lugar, haré un analisis cualitativo de los nuevos fenémenos que este tipo de sistemas
presentan, para lo cual propongo la siguiente definicién y presento las imagenes de tabla
2.2.
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Definiciéon: Tiempo de vida de una opinion.

Dada X € M, (Frr) una sociedad de Axelrod modificada, T € {1, ..., k} un tema,
p una opinién sobre el tema T y denotando tg, := min{r € N : 3(i, j) € {1,...,n} X
{1,...,m} tal que Xl.Tj(T) =p& Xl.Tj+1(T) # pV(i,j) € {1,...n} x{1,...,m}} y tin :=
min{r € N : 3(, /) € {1,...,n} x {1,...,m} tal que X(T) = p & X7N(T) # pV(i,j) €
{1,...,n} x{1,...,m}} diré que el tiempo de vida de la opinion p sobre el tema T es
Ifin — fin-

Notese que el tiempo de vida de una opinién no siempre esta definida y eso se da
en los casos en que no exista tz;, o t;,. En caso de que p sea una opinion para el tema
T tal que no se pueda definir ¢, diré que su tiempo de vida es 0 y si es posible calcular
tin, Pero no se puede definir 7;,, entonces diré que su tiempo de vida es infinito.

. ) . Tiempo de vida de las opiniones nuevas
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Tabla 2.2: Histogramas de resultados de una simulaciéon de una sociedad de 15 x 15 indivi-
duos, 10 temas, 10 opiniones por tema y realizando 100,000 iteraciones del tiempo de vida,
usando el pseudocodigo 2 con receptividad y creatividad de 0.75 y de desviacion estandar
de 0.25. La figura b) es el histograma de los datos de la figura a) cuyo tiempo de vida es
mayor a 1000 iteraciones.

Las figuras de la tabla 2.2 no sélo reflejan la efectividad del algoritmo del pseudocédigo
2 a la hora de crear nuevas ideas sino que también refleja que el tiempo de vida de estas
no es constante sino que tiene una gran variabilidad.

Teniendo en mente la perspectiva basada en agentes presentada por Axelrod, considero
interesante variar los parametros usados en las simulaciones para estudiar su impacto
en la dinamica social. Para esto realizo 15 simulaciones de 5000 iteraciones cada una,
mostrando los resultados en las graficas de la tabla 2.2. Para esto, la manera en que medi la
cantidad de ideas generadas fue mediante guardar todas las opiniones que algtin individuo
de la sociedad tuvo en algiin momento sobre algtin tema y una vez que se terminaron las
iteraciones, quitar los elementos repetidos y contar la cantidad de opiniones diferentes a
las que se tenfan antes de iniciar las iteraciones. Asi mismo, el tiempo de vida promedio se
calcula sobre todos los temas posibles en la sociedad.

20



Capitulo 2. Sociedad modificada de Axelrod

Cantidad de ideas generadas

2500

2000

1500 .

1000

500

10 i 20 =
Cantidad de individuos

Desviacion de tiempos de vida

1000

800

600

200

[ ] g L]
L = L
o 1000
@ 400 . 3
£ - .
g 2 poo
o a
s 001 o £ .
= a .
= :, 600 .
% 200 ° E=] L]
[ ] = [ ]
b= ° G 400
o M S
E 100 o ©
2 => L] -
L
= . o e g 0 .
5 10 5 0 = e s00 1000 1500 2000 2500
[C)] Cantidad de individuos [d)] Cantidad de ideas generadas
* 0 g [ ]
= E .
h=! 1000 .
@ 400 ° 2
£ ot *
o 9 o
o a
o 00 . = L]
k=] @ .
> ; 600 .
2 a0 . o© )
9 . S a0 °
=% . S
g 100 o ©
o > e
= oo ” g woq g
O

le)]

500

1000 1500 2000

2500

Cantidad de ideas generadas

)]

100 200 300 100
Tiempo de vida promedio

Tabla 2.3: a) Cantidad de individuos vs cantidad de ideas generadas, b) Cantidad de
individuos vs desviacion estandar en tiempos de vida, ¢) Cantidad de individuos vs tiempo
de vida promedio, d) Cantidad de ideas generadas vs desviacion estandar en tiempos de
vida, e) Cantidad de ideas generadas vs tiempo de vida promedio, f) Tiempo de vida
promedio vs desviacion estandar en tiempos de vida

Se observa que en la figuras b) y ¢) de la tabla 2.3 se presenta un maximo y un
comportamiento asintotico hacia un valor no nulo, lo cual quiere decir que conforme se
incrementa la cantidad de individuos de la sociedad, el tiempo de vida promedio que las
nuevas ideas presentes en dicha sociedad tendera a estabilizarse, asi como la desviacion
estandar de dichos datos. Esto me permite asegurar que no es necesario aumentar la
cantidad de individuos en nuestra sociedad pasado cierto umbral.

En la figura a) de la tabla 2.3 se nota un comportamiento mondétonamente creciente
cuando la cantidad de individuos en la sociedad es baja, pero conforme se aumenta dicho
pardmetro, la cantidad de nuevas ideas se estabiliza, permitiéndome llegar a la misma
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conclusion que en el parrafo anterior.

La figura d) de la tabla 2.3 no presenta, para cantidades grandes de ideas generadas,
una relacion reconocible entre la cantidad de nuevas ideas generadas por la sociedad y la
desviacion estandar en los tiempos de vida de dichas ideas. Sin embargo notemos que si
la sociedad genera una baja cantidad de ideas, la cantidad de tiempo que esta es capaz
de retenerlas se distribuye con una relativamente baja desviacion estandar, es decir que
la sociedad que no tiene una prolifera actividad intelectual se comportara de tal forma
que sus nuevas ideas seran tomadas por ella misma a lo mas como modas pasajeras. Esto
contrasta cuando la producciéon de ideas aumenta un poco, pues en este caso la sociedad
toma tiempos muy diferentes para el anélisis de las ideas emergentes y esto se refleja en el
aumento de la desviacion estandar de los tiempos de vida.

Por otro lado, la figura e) de la tabla 2.3, pese a no ser funcion, revela que el tiempo
de vida promedio de las nuevas ideas decrece conforme la cantidad de estas aumenta.
Esto se interpreta como que esta sociedad no es capaz de albergar muchas ideas y en
caso de que se presente un incremento notable en la generacion de estas, lo que esta hara
serd olvidarlas. Notemos también que si la produccion de ideas de la sociedad es baja,
la sociedad las dejara de lado pronto, como si el hecho de que la sociedad se dedicara a
actividades no intelectuales o no creativas la predispusiera a no poder retener tampoco
la limitada cantidad de propiedad intelectual. Contrariamente observamos que existe un
intervalo en el cual la generacién de ideas es tal que no satura a la sociedad y de esta
manera le permite conservarlas y analizarlas durante un mayor periodo de tiempo.

La figura f) de la tabla 2.3 muestra una relaciéon creciente entre el tiempo de vida
promedio de las ideas y la desviacion estandar de estos datos.

Siguiendo esta idea de variar los parametros de las simulaciones, a continuacién modifico
la cantidad de iteraciones realizadas sobre una sociedad de 15x15 individuos con 10 temas
y 10 opiniones para cada uno. Corri 15 ciclos para cada una de las cantidades de iteraciones
elegidas y grafico los resultados en la tabla 2.4.

g
&
L]

1000 .
00

Cantidad de ideas generadas

2
8

]
g

&
3

=
8

©

2000

4000

6000

8000

10000

g 8 B B

Tiempo de vida promedio
&

2000

4000

6000

8000

10000

Desviacion de tiempos de vida

500

400

300

00

2000

4000

6000

8000

10000

NUmero de iteraciones Numeroe de iteraciones Namero de iteraciones

—_—
o

~

—

[a)] [b)]

Tabla 2.4: a)Cantidad de ideas generadas vs. nimero de iteraciones, b) Tiempo de vida
promedio de las nuevas ideas generadas vs. nimero de iteraciones, ¢) Desviacion estandar
de los tiempos de vida de las nuevas opiniones generadas vs. Numero de iteraciones.

Las figuras de la tabla 2.4 muestran una relacion monétonamente creciente respecto
a la cantidad de iteraciones que se realizan en el sistema. Esto es una muestra numérica
del hecho de que la integraciéon en la sociedad de la capacidad individual de la genera-
cion de opiniones nuevas vuelve inestable la presencia de zonas estables de pensamiento,
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coincidiendo con el Lema de clasficacién de zonas establesen sociedades modificadas.

Asi mismo, las figuras de la tabla 2.4 muestran una relaciéon lineal a partir de las 4000
iteraciones, por lo que se puede concluir que el comportamiento de las figuras de la tabla
2.3 para 5000 iteraciones proporciona una buena idea sobre las relaciones que guardan
la cantidad de ideas generadas, el tiempo de vida promedio y la desviacion estandar de
tiempos de vida.

2.1. Estudio estocastico de las sociedades

Luis Rincon inicia su libro Introduccion a los procesos estocdsticos |25] con el texto
siguiente:

Considere un sistema que pueda caracterizarse por estar en cualquiera de un
conjunto de estados previamente especificado. Suponga que el sistema evolu-
ciona o cambia de un estado a otro a lo largo del tiempo de acuerdo con una
cierta ley de movimiento, y sea X; el estado del sistema al tiempo 7. Si se con-
sidera que la forma en la que el sistema evoluciona no es determinista, sino
provocada por algiin mecanismo azaroso, entonces puede considerarse que X;
es una variable aleatoria para cada valor del indice ¢. Esta coleccién de varia-
bles aleatorias es la definiciéon de un proceso estocastico, y sirve como modelo
para representar la evolucion aleatoria de un sistema a lo largo del tiempo.

Y la definicién formal que el mismo autor da a los procesos estocasticos la presento a
continuacion.

Definicién: Proceso estocastico.

Un proceso estocéstico es una coleccion de variables aleatorias {X; : t € T} parame-
trizada por un conjunto 7', llamado espacio parametral, en donde las variables toman
valores en un conjunto S llamado espacio de estados.

La afirmacién sobre el comportamiento estocéstica de las sociedades de Axelrod asi
como de sus versiones modificadas es natural después de leer la cita de Rincon y su defi-
nicién de proceso estocastico. Més aiin, examinemos la siguiente definicion de Cadena de
Markov.

Definicion: Cadena de Markov

Una Cadena de Markov es un proceso estocéstico a tiempo discreto, i.e. con espacio
parametral discreto, {X, : n € N}, con espacio de estados discreto, y que satisface la
propiedad de Markov, esto es, para cualquier entero n > 0, y para cualesquiera estados
X0, ..., Xp41 se cumple

P(Xus11Xo0, ... Xn) = IP(Xn+1|Xn)-
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Dandole una interpretacion a la condiciéon anterior, si pensamos que X,;; es un estado
futuro, X, es el estado presente y Xy, ..., X,—1 son los estados pasados; entonces la propiedad
de Markov implica que el futuro inmediato s6lo depende del presente, siendo independiente
del pasado. Asi llego a la siguiente observacion.

Observacion: Las sociedades de Axelrod y las sociedades de Axelrod modificadas son
cadenas de Markov.

Demostracion. Por los pseudocodigos 1 y 2 tenemos por definicion que ambos tipos de
sociedades son procesos estocasticos a tiempo discreto, pues su espacio parametral es el
nimero de iteraciones hechas.

A su vez, su espacio de estados puede ser descrita de diferentes maneras, por ejemplo
por el conjunto de todas las posibles configuraciones de opiniones o simplemente como el
conjunto de estados {estdtico, dindmico} donde el primero corresponde al caso en que en
la iteracion en cuestion, el individuo seleccionado no modificara su opiniéon y el segundo
representa el caso en que dicho sujeto si actualizé alguna de sus opiniones; es decir, si X es
un sociedad de Axelrod o una sociedad de Axelrod modificada, entonces para una iteracion
t, se tendra que la sociedad se encuentra en estado estdtico si X! = X' y pertenecera al
estado dindmico si X' # X'*1. Para fines de la prueba, es indiferente cual de los dos sea su
espacio de estados pues solo es necesario poderle asociarle uno.

De este modo, de nuevo por los pseudocddigos 1 y 2 tenemos que las probabilidades
de que el sistema tome algtin valor del espacio de estados depende tnicamente del estado
actual, por lo que cumple la propiedad de Markov.

O

Esto es de gran relevancia, pues hasta ahora la mayoria de los resultados a los que
he llegado hablan de los posibles finales que puede tener alguna sociedad, sin embargo
no he dicho nada sobre la evolucién que tendran los sistemas para llegar a dichos estados
finales. Habiendo visto que por definiciéon se pueden modelar las sociedades originales y
modificadas de Axelrod como cadenas de Markov, utilizaré este formalismo para estudiar
su dinamica, pero para esto necesito la siguiente definicion.

Definicién: Matriz de Transicion.

Dada una cadena de Markov X con un conjunto de estados finitos S = {1, ..., k},
n € N y representando p;; = P(Xpe1 = i|X, = j), llamaré matriz de transicion a la
matriz M tal que

M = (pij)ijics-

Se puede observar que la propiedad de Markov implica que la dindmica de una cadena
de Markov esté descrita por su matriz de transicion. Asi, si se representa un estado como
un vector normalizado v, al cual llamaremos vector de estado, la manera en la cual puedo
obtener una estimacion del estado del sistema después de n iteraciones, lo inico que hace
falta es calcular M"v y normalizarlo, donde la i-ésima entrada del vector resultado de dicho
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producto tendréa por interpretacion la probabilidad de que el sistema se encuentre en el
i-ésimo estado para la n-ésima iteracion.

De este modo, calcularé las matrices de transiciéon para los sistemas obtenidos de los
pseudocoddigos 1 y 2, iniciando con las sociedades de Axelrod. Para esto, tomaré como
espacio de estados al conjunto {estdtico,dindmico}, donde el primer elemento significa que
el individuo seleccionado en la iteracién en cuestion no cambid su opinién, mientras que el
segundo significa que si lo hizo de acuerdo a las reglas de actualizacion del pseudocodigo 1.
Quiero aclarar que sé que el escoger este espacio de estados imprime grandes limitaciones
sobre el estudio que estoy haciendo, sin embargo quiero explorar el tipo de dindmica que
se puede esperar con estas condiciones para posteriormente tratar el caso general.

Debido a la complejidad del algoritmo en cuestion, estimé la matriz de transicion
numéricamente, para lo cual realicé 10 simulaciones de 30000 iteraciones cada una, usando
siempre sociedades de 15x15 individuos con 10 temas por individuo y 10 opiniones iniciales
por tema. Para la k-ésima simulacion, conté la cantidad de iteraciones en que la sociedad
se encontraba en un estado i y que cambiaba al estado j, lo dividi entre la cantidad
total de iteraciones de dicha simulaciéon y eso lo consideré como la entrada (i,j) de la
matriz asociada a la k—ésima simulaciéon. Finalmente consegui la siguiente matriz como
aquella que tiene por valor en la entrada (i, j) el promedio de las entradas (i, j) de las 10
simulaciones hechas.

estatico dinamico
M, = ostatico (9.99x1070  2.62x107
" dindmico |12.09 %1073 9.97 %107t/

Haciendo lo propio para las sociedades de Axelrod modificadas de manera analoga al
tratamiento anterior obtuve una estimacion para la matriz de transiciéon para este tipo de
sistemas que muestro a continuacion

estatico dinamico
M,y = estatico (9.9966 107! 8.0336 « 1072
" dinamico \3.8324 %1072 9.6167 x 1071

Comparando ambas matrices, noto que las modificaciones hechas en el pseudocodigo 2
tienen tal efecto en la dindmica de las sociedades que las matrices de transicién cambian
sustancialmente pues las entradas correspondientes a cambios de estado del sistema para
la matriz My, son hasta dos érdenes de magnitud mayores que los valores anélogos para
My.

De los resultados obtenidos antes de esta subseccion, ya podia afirmar que los estados
hacia los cuales tienden las sociedades de Axelrod modificadas y las no modificadas son
distintos. Sin embargo con este nuevo resultado puedo sostener también que sera distinta la
manera en que dichos modelos se comportaran para llegar a sus estados de convergencia,
en caso de que lo hagan y hace atin mas evidente que estamos tratando con sistemas
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diferentes.

Naturalmente, la existencia de estas matrices aunado al hecho de haberlas obtenido
como la descripcion de las probabilidades de transicion de una cadena de Markov genera
varias preguntas dentro de las cuales destacan las siguientes: ; Cuales son las distribuciones
de opiniones en la sociedad que permanecen constantes?, ;Esto puede ser usado para
caracterizar un cierto nivel de equilibrio para las zonas que podrian llegar a ser estables de
las sociedades de Axelrod modificadas? o j Existen distribuciones de opiniones absorbentes?

Ya que la segunda pregunta depende de la primera, me enfocaré en esta primero y
afirmo que su respuesta seré la solucion de las ecuaciones Myv =v y Myv = v, las cuales
pueden ser generalizadas a un problema de valores propios para las matrices de transicion.

Antes de hacer los célculos necesarios para obtener dichos vectores propios, vale la pena
hablar sobre las interpretaciones que se les podrian dar para entender la relevancia de esta
cuestion. Por construccion, un vector propio para una matriz estocastica de 2 X 2 se puede
pensar como un estado del sistema que no cambiara a lo largo del tiempo y un ejemplo de
sistemas que podriamos expresar con una cadena de Markov como la que estamos tratando
es el caso en que la matriz de transiciéon represente la probabilidad de cambiar de un estado
a otro de un individuo cualquiera; asi, la interpretacion que se le podria dar a las entradas
de un vector propio de dicha matriz es la proporciéon de individuos que estdn en uno u
otro de los estados de la sociedad y su implicacion serfa que dicha proporcion de opiniones
permaneceria constante a lo largo del tiempo.

Con esta motivacion, obtengo que los valores y vectores propios normalizados para M4
son
(1.107796, —0.107796) con valor propio 1y

(0.414789, 0.58521) con valor propio 0.9963,

mientras que los valores y vectores propios para My, son
(1.55691954, 2.55691954) con valor propio 1y
(0.5607128,0.4392872) con valor propio 0.8813.

Teniendo ambos pares de valores y vectores propios es posible notar algunas similitudes
entre los resultados, como el hecho de que en ambos casos existe un valor propio unitario
y el otro es estrictamente menor a la unidad; por otro lado para cada uno de los pares
de vectores propios, existe uno con entradas cercanas a 1/2, mientras que el otro siempre
tiene una entrada negativa.

Esto me dice, a priori, que uno de los vectores propios no tendra un significado en el
problema que estoy tratando pues es necesario recordar que la interpretacion que le estoy
dando a las entradas de los vectores propios es de la probabilidad de que un individuo de
la sociedad se encuentre en el estado correspondiente a dicha entrada. Sin embargo para
dar una mejor respuesta, haré los siguientes calculos.

Tomaré una cadena de Markov con espacio de estados de dos elementos, lo cual implica

@ l-a ) donde {a,b} c [0,1]

que su matriz de transicion sera de la forma M = ( 1—b b

representan probabilidades.
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Asi, buscando calcular sus valores y vectores propios obtengo la ecuacion
(a-ADb-)-(1-a)(1-b)=0

la cual tiene por soluciones

/l:a+bi\/((a+b)—2)2

2
Ya que {a,b} C [0,1], [a+b —-2|=2—a - b, con lo cual llego a

Ae{l,a+b-1}.

Ahora buscaré los vectores propios asociados mediante la solucién de la ecuacion

[ ) =)

de donde distingo dos casos: a = b 6 a # b. Primero trabajaré el caso en que a # b de
donde obtengo que los vectores propios para A =1y A = a+b—1 cumplen respectivamente

C)el3)

mientras que si a = b, los vectores propios para 4 =1y A = 2a — 1 son respectivamente

) ()

Asi termino con una demostraciéon que me permite enunciar la siguiente afirmacion, la
cual ya empieza a dar informaciéon sobre el comportamiento de los vectores propios y de
esta forma ya comienza a dar una explicacion sobre el fen6meno observado numéricamente
para May My.

Afirmacion: Toda matriz de transicion de una cadena de Markov que sea de la forma
1- : . .

M = 1 il b b “ ) tiene valores y vectores propios en R y en R2 respectivamente.

Ademés uno de los valores propios siempre sera la unidad mientras que el otro estaré

contenido en el [—1, 1]. Por otro lado, para los vectores propios tendremos que el vector

(1,1) siempre seré vector propio y el otro siempre cumplird que el producto de sus

entradas seré negativo.

Antes de darle una interpretacion a los resultados numéricos que encontramos para las
matrices My y My, presento la siguiente afirmaciéon que habla sobre las distribuciones de
probabilidad absorbentes de este tipo de sistemas.
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Afirmaciéon: Si D = (x, 1 —x) es una distribuciéon de probabilidad que describe algin

estado de una Cadena de Markov con matriz de transicion de la forma
1- .
M = “ %1 donde no se cumple que a = b =1 ni que a = b =0. Entonces D

1-b b
tendera a (1/2,1/2) una vez que se normalice.

Demostracion. Ya que por hipotesis no se cumple que a = b = 1 ni que a = b = 0, entonces
por la demostracion de la afirmacion anterior se tiene que A :=a+b—1 € (-1,1), de modo
que lim A" = 0.

n—oo

Ahora, teniendo en mente que para obtener la distribuciéon después de n pasos basta
con calcular M" D, busco calcular M", para lo cual construyo A la matriz diagonal asociada

a M, la cual es de la forma A = ( (1) 2 ) por lo demostrado anteriormente.

Denotando por P a la matriz que tiene por vectores columna los vectores propios de
M y calculando, tenemos que

M":PA"P—1:(1/2 1—a)(1 0 )

1 b-1 a-1)\ _
1/2 b-1 0 A" 172;14_% -1/2 1/2 |

1 (b—l—/ln(l—a) a—1+/l”(l—a))

a+b-2\b-1-2"(b-1) a-1+2"(b-1)
por lo que
i n 1 b-1 a-1
Mm.—r}grc}OM _a+b—2(b—1 a—l)

. B b-1 a-1 X 3 x(b-1D)+(1-x)(a-1)
Ast, M°°D‘a+l+—2(b—1 a—l)( 1—x)‘a+l+—2(x(b—1)+(1—x)(a—1) ) lo-cual
1

visto como distribuciéon de probabilidad corresponde a ? :
2

O

Teniendo estos dos resultados, puedo empezar a responder las preguntas que surgieron
antes y a analizar este comportamiento en el contexto del modelo de Axelrod.

La primera observacion que puedo hacer es que no se le puede dar una interpretacion a
los vectores propios de las matrices de transiciéon que tienen entradas con signos distintos
pues no tiene sentido pensar en probabilidades negativas. Sin embargo, estos resultados
también me permiten afirmar que esto no constituye ninguna pérdida de informacion
pues siempre se tendra el vector propio con entradas iguales y sera él la distribuciéon de
probabilidad hacia la que tiendan los estados de las sociedades.

Por otro lado, el hecho de tener que el vector (1/2,1/2) siempre serd vector pro-
pio de las matrices de transicion para cadenas de Markov cuyo espacio de estados es
{estdtico,dindmico} reafirma el hecho planteado anteriormente en que afirmaba que ni las
sociedades de Axelrod ni sus versiones modificadas convergen necesariamente. Mas ain,
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esto implica que no existen condiciones iniciales que se le puedan imponer a la sociedad
de modo que garanticen que esta converja o no.

Asi mismo considero que el hecho de que no importa cuél sea la matriz de transicion
pues el estado absorbente de distribucion de opiniones dentro de la sociedad sera siempre
el mismo como una caracteristica indeseable en un modelo de este tipo, pues quiere decir
que no importa cuéntas modificaciones se hagan al algoritmo original de Axelrod ya que
siempre nos conducird a una dindmica similar y tendiente al mismo final. Lo mas que
se pondra obtener es un comportamiento distinto referente a las zonas estables; pero en
cuanto a dindmica, no se tendran fenémenos muy distintos.

Si bien es cierto que esto lo hice para una cadena de Markov con un espacio de estados
de dos elementos, también es verdadero que toda cadena de este tipo se puede llevar
a dicha condicion al tratar con estados estéaticos y dindamicos. Sin embargo, atn se me
podria objetar, y con justa razoén, que el hecho de estar considerando espacios de estados
de dos elementos puede ser el origen de estos resultados y que cabe la posibilidad de que
para espacios con una mayor cantidad de elementos, estos resultados dejen de ser validos.
Para responder a esto, enuncio el siguiente resultado.

Lema: Una sociedad X de i temas con j opiniones por tema puede ser expresada como
una sociedad X’ con ij temas y 2 opiniones por cada uno, siempre que compartan la
cantidad de individuos y sus conjuntos de vecinos.

Demostracion. El significado de este enunciado es que se puede obtener la dinamica de la
sociedad inicial con la sociedad reinterpretada. Ya que todas las elecciones que incluyen los
pseudocodigos 1y 2 son aleatorias, lo iinico que hace falta corroborar es que la probabilidad
con que interacttan dos individuos dados es la misma.

Asi las cosas, se tomaran las opiniones posibles para los temas de X’ como elementos
en {0, 1} y el conjunto de opiniones del individuo x en X que se le asignard en X’ sera tal
que su opinién para el tema (m,n)—ésimo serd 1 si x opina n para el tema m y 0 en otro
caso.

Asi, ya que la funcién de probabilidad de que dos individuos interactien toma como
argumento la similitud entre dichos individuos, lo tnico que se debe hacer es cambiar el
argumento de dicha funciéon por la diferencia entre la unidad y la cantidad de temas de X’
en los cuales opinan de manera diferente dividido entre 2i.

De este modo, todos los parametros de ambas sociedades son los mismos y esto implica,
dentro de los parametros estocasticos, que ambas sociedades son iguales. Cabe mencionar
que en esta demostracién no es necesario el calculo de la matriz de transicién ni de otro
elemento de la cadena de Markov ya que la prueba consiste en una manera de modificar el
algoritmo que describe al sistema de modo que los resultados de ambos casos sean iguales.
Afirmo que debido a eso no es necesario ningun célculo estocéstico puesto que estos se
deberian hacer partiendo del algoritmo, de modo que si los algoritmos son equivalentes, el
aparato matematico subsecuente también debe serlo.
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Con este resultado, puedo afirmar que el anélisis que hice es valido para sociedades con
cualquier espacio de estados pues bastaria con hacer una matriz de transiciéon para cada
uno de los temas para tener la dinamica del sistema completo.

2.2. Conclusiones del estudio estocastico

En este momento vale la pena retomar las preguntas originales de Axelrod sobre la
diseminacion cultural: ;La sociedad se pondré de acuerdo con suficiente tiempo? Y, en
caso de que la razén por la cual las sociedades no se pongan de acuerdo no sea la falta de
tiempo, ;Cual es entonces?

Tratando de contestar esta pregunta es que dicho autor disen6é su modelo y realizo
simulaciones numéricas. Sin embargo con el trabajo que he presentado en las péginas
anteriores puedo considerar este modelo como una mala forma de estudiar la sociedad y
resumiré el trabajo que hasta ahora he hecho para sustentar esta afirmacion.

Inicié con la pregunta fundamental de Axelrod y realicé algunas simulaciones numé-
ricas para observar algunos ejemplos del comportamiento practico al que nos llevaba su
algoritmo.

Posteriormente hice un anélisis de dicho algoritmo buscando las limitaciones que éste
tenfa y comparandolas con algunos fenémenos sociales. Esto nos llevo a una lista de impor-
tantes refutaciones que son posibles hacer al trabajo de Axelrod, asi que decidi explorar la
posibilidad de modificar su modelo de modo que se resolvieran estos problemas sin alterar
la base tensorial del mismo.

Con este espiritu, modifiqué el modelo de Axelrod para permitir que los individuos fue-
ran capaces de generar nuevas opiniones, problema fundamental encontrado en el modelo
original. Una vez hecho esto, estudié el comportamiento de este nuevo tipo de socieda-
des, notando que existia una gran cantidad de diferencias respecto al trabajo inicial y
evidenciando la gran flexibilidad que la base del modelo en cuestion tiene.

Sin embargo, antes de seguir haciendo modificaciones para corregir las inconsistencias
que encontré respecto a la sociedad actual, me pregunté si existia algtin aparato matemético
con el cual pudiera estudiar la dindmica del sistema.

Tras un breve anélisis, demostré que las sociedades de Axelrod siempre corresponderéin
a una cadena de Markov, sin importar cuantas modificaciones se le hagan debido a que
son sus reglas de actualizacion las que lo hacen entrar en esta clasificacion y alterar dichas
reglas significaria cambiar la base del modelo.

Es ahora cuando cobra relevancia la pregunta hecha por Axelrod con la que inici6 esta
subseccion, pues para responderla es necesario no sélo saber si las sociedades se pondran
de acuerdo o no, sino también hablar de la dinamica de la sociedad. Sin embargo, después
demostré que sin importar con qué sociedad iniciara, la cadena de Markov que describe
la sociedad en cuestion seria indistinguible, a partir de cierto momento, a cualquier otra
y que pese a existir escenarios en los cuales la sociedad no converge, son las limitaciones
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computacionales las que llevan a la convergencia las simulaciones realizadas. En otras
palabras, los resultados de esta seccién afirman que el modelo que propone Axelrod no es
capaz de responder las interrogantes planteadas por él mismo.

Ya que un modelo es bueno en tanto que abstrae y permite estudiar las caracteristicas
principales del sistema que se esté considerando y responde las preguntas que motivan la
investigacion, considero que, para responder las preguntas planteadas por Axelrod, debo
abandonar su modelo. De este modo, en las siguientes secciones estudiaré la posibilidad
de crear un nuevo modelo de la sociedad y estudiar su comportamiento, esperando poder
contestar las interrogantes que generaron todo este anélisis.
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Construccion de una sociedad de
particulas

En esta seccion hablaré sobre la posibilidad de crear un nuevo modelo de la sociedad
que nos de informaciéon sobre la manera en que la cultura se disemina dentro de ella y asi
poder responder las preguntas planteadas por Axelrod.

Pese a las criticas que le he hecho al trabajo en el cual me estoy basando para hacer esta
tesis, hay algunas ideas que valen la pena ser rescatadas, las cuales enlisto a continuacion:

» Las caracteristicas culturales dependen de la presencia o ausencia de otras caracte-
risticas culturales.

= Los individuos tienden a interactuar més con aquellos sujetos con los que comparten
intereses.

» La interaccion entre individuos puede incrementar la cantidad de opiniones que com-
parten.

» La sociedad es un modelo basado en agentes.

Analizando la construcciéon de la sociedad de Axelrod, es facil observar que este autor
define una sociedad y deriva el resto de los conceptos como partes de ella; por ejemplo, un
individuo es una entrada de la matriz que la representa.

Contrario a este formalismo, adoptaré una corriente opuesta: buscaré una definicién
para individuo, lo convertiré en el fundamento de mi sistema y todo concepto se derivara
de las interacciones entre los sujetos; por ejemplo, definiré una sociedad como una colecciéon
de individuos y los fenémenos que emergen de sus comportamientos individuales.

Teniendo esto en mente, anadiré una caracteristica que considero esencial a la lista que
recuperamos anteriormente: las personas no son sélo seres culturales, sino que su actuar
trasciende la cultura. Con lo anterior me refiero a que las personas no somos seres que
se dedican tnicamente a intercambiar ideas, como lo sugeriria el modelo de Axelrod, sino
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que somos entes tanto bioldgicos como sociales los cuales tenemos diferentes necesidades,
obligaciones y aspiraciones que conducen a responsabilidades como comer, dormir, generar
ingresos econémicos o sentarse solo durante largas horas a escribir una tesis.

Cabe mencionar que esto es una forma totalmente opuesta de entender la sociedad a
como lo hacia Axelrod, pues una de sus ideas pilares, establecida explicitamente, es que los
individuos no tienen ningun principio de calculo racional ni una estrategia. De este modo
sus individuos, al carecer de impedimentos para ser seres Unicamente culturales, pueden
permanecer eternamente intercambiando ideas con sus vecinos.

Para recrear este comportamiento extra-cultural al que me refiero, haré uso de la teoria
de juegos, lo cual a su vez me permitiré estudiar directamente los motores de la dinamica
social. Con esto en mente, comienzo con la definicién de individuo.

Definiciéon: Individuo, gustos, opiniones, condiciones y funciéon de pago

Un individuo sera una particula descrita por y : R* — R? U {{@}} la cual tendra
asociadas n opiniones y p gustos representados por una funcion w, : R* — [0, 1]"*7,
donde la i-ésima entrada serd una funcion interpretada como la afinidad de y hacia
el i-ésimo tema con la unidad siendo el grado maximo de afinidad y m condiciones
las cuales describiremos con «, : R* — CI donde Cl es la clase de los conjuntos y la
J-ésima entrada le asignara un conjunto a la condiciéon correspondiente de tal forma

qUe Kyj = Kyj(Wy, Kyls s Ky jo1, Ky jals eoos Kym)-

La interpretacion que daré a las opiniones sera la parte de la personalidad del individuo
sobre la que él tiene control, por ejemplo, qué tan frecuentemente duerme ocho horas al
dia; los gustos serdn su postura sobre determinados temas, como puede ser, cual es la
mejor cancion de Oasis y las condiciones seran escenarios resultado del ambiente en que
esta inmerso el individuo y sobre las cuales este no tiene un control directo, sino que estan
determinadas en ocasiones por el azar, otras veces como producto de sus opiniones y en
otras como hechos dados e inmutables, por ejemplo su edad o el tiempo que tardara en
aparecer una vacuna contra determinada enfermedad.

Puede que estas definiciones puedan parecer algo turbias por el momento, pero a lo
largo del texto iran adquiriendo significado y sentido.

Ademas la funcion de pago sera una funciéon a modo de Teoria de juegos que le asignara
un valor real a la situacion del individuo, es decir, sus gustos, opiniones y condiciones.
Ademas quiero poder interpretar dicho real como la satisfaccion del individuo, pero ;Esto
es posible? Y si no, ;Es posible bajo algunas hipotesis? Exploraré esto en la siguiente
subseccion.
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3.1. Teoria de la utilidad de von Neumann y Morgens-
tern

Como dije anteriormente, buscaré dotar a mis individuos de la capacidad de tener gustos
y poder distinguir entre las diferentes circunstancias que se les presenten. Consideré natural
voltear a ver la teorfa de juegos, ya que mi objetivo es la premisa que le da fundamento a
dicha area.

Llevado por este pensamiento, pronto deduje que, en caso de que la solucion fuera un
juego, este deberia ser extensivo, por lo cual recordamos brevemente la definiciéon hecha
por von Neumann, Morgenstern y Kuhn. [17][18][13]

Definicion: Juego extensivo

Un juego extensivo con conjunto de jugadores N consta de:

1. Un conjunto de N jugadores.

2. Un arbol con raiz (I, U), tal que para cada vértice v, su conjunto de alternativas
tiene mas de un elemento o esta vacio.

3. Una particion de los vértices no finales en una coleccién de subconjuntos S°,
{57} jeN, de tal manera que existe una biyeccion entre dicha coleccién de subcon-
juntos y el conjunto N U {0}, donde el conjunto S/ es el conjunto de vértices del
jugador j en N y 8% es el conjunto del jugador de azar.

4. Para cada vértice v de S°, una distribuciéon de probabilidad definida en su con-
junto de alternativas, a la cual denotaremos por P(|v).

5. Para j # 0, una particiéon de §/ en una colecciéon de subconjuntos {Sf} tales que:

a) Si Alt(v) es el conjunto de alternativas de v, entonces para Si existe I,{ y

para todo v € Si existe una biyeccion i : Alt(v) — II{.

b) Si{v,z} C Sj, entonces v no es mayor que z y z no es mayor que v. A los

conjuntos S{; se les llama conjuntos de informacion del jugador j

6. Para cada j € N, una funciéon de pago x; definida del conjunto de partidas en R.
Al conjunto de partidas de I se le denota como T y es un conjunto de n-eadas
en que se estipula el orden de los jugadores.

Dada la posible complejidad para comprender la definiciéon anterior, en la figura 3.1 pre-
sento un ejemplo de un juego extensivo para claridad de los conceptos.
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(0,0)

(1,0) (0,2) (2,2)

Figura 3.1: Ejemplo de un juego extensivo. Se muestra un arbol con raiz en 0, jugadores 0,
X v Y donde 0 es el azar. Las fracciones en las aristas representan probabilidades de que
el jugador azar tome cierta decision y las letras, posibles opciones para los jugadores en
turno. Los pares ordenados en los nodos terminales del arbol representan los pagos para los

jugadores, siendo la primera entrada la correspondiente a X y la segunda correspondiente
ay.

Ahora realizaré un anélisis algo somero de qué tan fttil resulta esta definicion para el
trabajo que me propongo hacer. Cabe mencionar que la razén por la que no ahondaré en
la demostracion de si puedo representar una sociedad de esta manera es porque atun estoy
analizando si esta estructura logra abstraer las caracteristicas que mencioné anteriormente
que quiero que cumpla el modelo y en caso de que asi sea, ahondaré en la demostracion
posteriormente.

Si quiero modelar una sociedad como un juego extensivo, lo primero que necesito es
un conjunto de N jugadores, lo cual es trivial de obtener pues los jugadores seran los
individuos de la sociedad, satisfaciendo asi el punto 1).

El arbol (I',U) en cuestion lo puedo construir discretizando los momentos en los que
los jugadores tomaran decisiones y colocando en cada vértice todas las opciones que los
jugadores podran tomar, incluyendo al jugador de azar. De este modo, basta con definir U
como el momento en que comenzaré a estudiar la sociedad dada una configuracion inicial
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de los individuos. Notese que esto satisface los puntos 2) y 3) de la definicion de juego
extensivo de manera inmediata.

En lo referente al punto 4), puedo asignarle diferentes opciones de actuar a cada in-
dividuo para cada momento y dotar a cada una de esas opciones con una distribuciéon de
probabilidad.

Continuando, el punto 5) es satisfecho con la manera en que le asignarfamos gustos
y opiniones a los individuos y la forma en que estas cualidades serian ponderadas por la
funciéon de pago.

Finalmente, el punto 6) es aquel al que me referia con la funcién de pago que se le
asignaria a cada jugador. Ya que no se piden mayores especificaciones a dicha funcion,
salvo que exista una para cada jugador, basta con asignar un pago para cada accién que
cada jugador tome en todo momento del juego. Esto no significa que le podré dar la
interpretacion mencionada a la hora de definir al individuo, pues hasta ahora so6lo sé que
le puedo asignar una funcién de pago genérica.

De este modo, tengo que es factible pensar la sociedad como un juego extensivo, lo cual
trae beneficios como que las decisiones de cada individuo son independientes de las que
tome cualquier otro jugador, lo cual da la ventaja de que més de un sujeto puede actuar
al mismo tiempo, lo cual no es posible en el modelo axelrodiano.

Por otro lado, este formalismo me permite entender y modelar a los individuos mas alla
de la dimension cultural, lo cual dije que seria una de las ideas base en mi concepciéon de
sociedad. Todo esto sin mencionar que ya existe toda una teorfa de estos juegos [19][20],
lo cual se traduce en que, de usar este formalismo, contaria de inmediato con un aparato
matematico bastante desarrollado.

Sin embargo, Paloma Zapata presenta una situacion facilmente modelada con un juego
extensivo [14]:

Un jugador tiene que decidir entre participar en una loteria que le permite
ganar un millén de pesos con probabilidad de un medio, y no ganar nada con
probabilidad también de un medio, o que le entreguen, de forma segura, medio
millén de pesos.

El escenario anterior puede ser representado por el diagrama de flujo de la figura 3.2.
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Participa
en loteria

12 12
medio millén millén de Cero pesos
de pesos pesos

Figura 3.2: Representacion del juego extensivo planteado por Paloma Zapata. En caso
de que el arista muestre un ntmero, corresponde a la probabilidad con que ocurrira esa
opcidn; en caso contrario, la probabilidad es igual a la unidad o es decision del jugador.

El juego presentado por Paloma Zapata en la figura 3.2 representa un juego en el que a
los jugadores les seria indistinguible el participar en la loteria o no puesto que la ganancia
esperada en ambas situaciones es la misma; sin embargo es irreal pensar que a la mayoria
de las personas les resulte igual participar en ella o no. Es claro que en la practica, a muy
pocas personas les daria igual participar o no en ella.

Asi, con este ejemplo, resulta evidente que no basta con quedarme en los juegos exten-
sivos sino que falta dotar a los individuos con una verdadera capacidad de decision que
corresponda con su personalidad, para lo cual es necesario extender el espacio de eventos de
teoria de probabilidad al espacio de las loterias y desarrollar una teoria de la utilidad que
permita a los jugadores tomar decisiones mas apegadas a sus convicciones. Para mi suerte,
Morgenstern y von Neumann ya desarrollaron esta teorfa, la cual analizaré a continuacion.

Antes de proseguir, considero importante expresar mi motivacién para dotar a los
individuos de capacidad de decidir que corresponda con su personalidad puesto que podria
no ser clara la obstinaciéon por agregar esta caracteristica al modelo social si el objetivo
es estudiar la diseminacién cultural. Como lo mencioné anteriormente, la principal adicion
que hice a las ideas base de Axelrod es que considero que es necesario entender a los sujetos
como entes integrales y no solamente como entes culturales.

De este modo, mientras en la estructura axelrodiana eran las decisiones (respecto a si
interactuar o no con un vecino dado) lo que afectaba la cultura, quiero que en mi modelo
también exista la posibilidad de que sea la personalidad del individuo, en palabras de
Axelrod, su cultura, quien altere las decisiones que este toma; es decir que el conjunto de
opiniones del individuo tenga un efecto en sus elecciones. Asi, habiendo explicado mi motor
actual, comienzo el estudio de la teoria de la utilidad de von Neumann y Morgenstern.
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3.2. Sobre la existencia de la funcién de pago

A partir de ahora, tomaré como base para el modelo que todo ser humano obrara de
manera libre y basandose tnicamente en sus preferencias dadas las circunstancias en las
que se encuentra.

Sin embargo, a la hora de enfrentarnos ante varias alternativas para una decisién, no
les asignamos un valor en los ntimeros reales para después elegir, sino que las evaluamos
y las ordenamos por la mayor afinidad que estas tienen con nuestros ideales y deseos. A
continuacion presento la definicion de Morgenstern y von Neumann que permite abstraer
esta situacion.

Definicién: Preferencia de un individuo dados 2 acontecimientos.|14]

Representaré las condiciones A y B como conjuntos y en caso de que el individuo
o jugador j prefiera A al B o le sea indiferente, lo denotaré como A </ B. Cuando a
j no le es indiferente A y B, i.e. cuando se da A </ B pero no B </ A, denotaré esta
condicién por A </ B. Si se cumple A </ By B </ A, diré que A y B son indiferentes
para j v lo representaré con A ~/ B.

En este caso, a la relacion </ la llamaré relacion de preferencia y si esta permite

comparar entre cualesquiera dos estados en que puede habitar un individuo, diré que
la relacion de preferencia es total.

Para cuando no haya lugar para ambigiiedades sobre el jugador al que me estoy
refiriendo, me limitaré a expresar <.

Observacion: Toda relacion de preferencia total es tricotomica, es decir que si A y B
son dos eventos comparables, entonces A < B, B<A 6 A ~ B.

Definiciéon: Jugador racional

Si W es la clase de las condiciones en que puede habitar un individuo de la sociedad
y existe a una relacion de preferencia para el jugador j, </, diré que j es un jugador
racional bajo =</ sila relacion de preferencia es total, reflexiva y transitiva en el sentido
de orden.

Notese que estoy diciendo clase puesto que atin no sé si W es un conjunto en general o
si existen premisas no triviales bajo las cuales se pueda afirmar que lo es.

De ahora en adelante me referiré a W como la clase de condiciones en que puede habitar
un indiwiduo o como la clase de resultados de un juego, ya que como he dicho, se estudiara
el sistema desde la perspectiva de teoria de juegos.

Observacion:

Dado un juego I' y un jugador racional j, la relacion ~/ es una relaciéon de equiva-
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lencia sobre la clase W de resultados del juego.

Ahora puedo proponer la definicién de lo que entenderé como funcién de pago y después
exploraré un poco sobre las caracteristicas que esta tiene y las implicaciones que esta
imprime sobre el resto del modelo.

Definicién: Funcién de pago que representa a </.[14]

Si W es la clase de todos las condiciones posibles en que un individuo puede habitar
y existe una relacion de preferencia total </ para el jugador j, diremos que la funcién
u; : W — R representa a </ si V{A, B} C W tales que A </ B entonces u;j(A) <uj(B).

Asi mismo, a la tercia ordenada (W, </, u ;) la llamaré representacion del jugador

De este modo, la funcién de pago constituye una traduccion entre los escenarios posibles
de las condiciones del individuo y los reales, lo cual amplia en gran medida las operaciones
y comparaciones que se pueden hacer en el modelo que estoy construyendo.

Ya se muestra como estas representaciones estan tomando cierta estructura, por lo cual
propongo la siguiente definicién para poderla comparar.

Definicion: Resultados de juego equivalentes y relaciones de preferencia equivalentes.
Sea un juego I' y un jugador j al cual se pueden asociar dos clases para los resultados
del juego A y B, las cuales tienen las respectivas relaciones de preferencia <, y =<
representadas por las funciones de pago u, : A — R y up : B — R respectivamente.

Diré que A, <, vy u, son equivalentes a B, <, y up respectivamente si existen
¢ : A — B epimorfismo continuo y una constante k € R* tal que ku, = upo¢ o si existen
¢1 : B — A epimorfismo continuo y una constante k; € R* tal que kyup = u, o ¢1.

En caso de que no haya lugar a confusion, diré tinicamente que las representaciones
del jugador (A, <4,u,) y (B, <p,up) son equivalentes.

En lugar de discutir sobre el significado de esta definiciéon para resultados de juego y
relaciones de preferencia equivalentes, propongo el siguiente ejemplo en el cual muestro
dos escenarios no equivalentes pues considero que esto serd més ilustrativo.

Ejemplo: Existen dos resultados de juego con dos relaciones de preferencia que no
son equivalentes.

Demostracion. Consideremos A =R y B = R representaciones para los resultados de algin
juego y un jugador j que tiene relaciones de preferencia <4 y <p que son la relaciéon de
orden en los reales.

Asi mismo, tomemos las funciones de pago us,up : R — R tales que ug(x) = x y
upg(x) = 0. Es facil notar que uy es una funciéon de pago que representa a <y con Y € {A, B}
ya que si {x,z} CY tales que x <y z, se cumple que uy(x) < uy(z) por definicion.
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Sin embargo, si tomamos un epimorfismo ¢ : R — R entonces |ug o ¢[R]| = 1 por la
definicion de upg y de funcion, pero |us[R]| = |R|, por lo que ug # ug o ¢.

Anéalogamente, si tomamos ug o ¢ = up, entonces |¢[R]| = |R| pues ¢ es suprayectiva,
mientras que |ug[R]| =1, de modo que upg # ua o ¢.

o (A, =4,us) v (B, <p,up) no son equivalentes.

O

Equipado con estas definiciones, retomo una interrogante que habia quedado sin res-
puesta: jExisten premisas no triviales bajo las cuales la clase de resultados de un juego
sea un conjunto? Cabe mencionar que una de las razones por las cuales vale la pena hacer
esta pregunta es para empezar a explorar cuél es el alcance que tiene el hecho de contar
con una funciéon de pago ademéas de que el hecho de que se tenga un conjunto por clase
de resultados de juego, otorga una naturaleza més difundida a la estructura que se esta
construyendo. Presento ahora una propuesta bajo las cuales esto es cierto.

Proposicion: El que una relacion de preferencia pueda ser expresada mediante una
funcion de pago, permite asociarle al individuo un conjunto como clase de resultados
del juego que genera una representacion equivalente para el jugador en cuestion. Es
decir, sea un juego I y un jugador racional j con una representacion (W, <, u), entonces
existe una representacion equivalente (W’, <q,v) tal que W’ es un conjunto y bajo la
cual j sigue siendo racional.

Demostracion. Sea W’ la clase cociente W/~ donde ~ es la relacion de equivalencia generada
por la relaciéon de preferencia de j.

De este modo, definamos <1 tal que si {[A], [B]} € W y A < B, entonces [A] <1 [B]
y observemos que esté bien definida.

Sean x € [A] yz€ [B] >x~Ayz~B. Yaque A < B, tenemos que x < z pues j es
jugador racional bajo <, por lo cual la relaciéon esté bien definida pues no depende de los
representantes.

<1 es relacion de preferencia para W'.

Antes de proseguir, notemos que ya que <i es relaciéon de preferencia, entonces es
tricotémica como lo habiamos visto antes. Debido a esto y por la definicién de <q, si es
falso que [A] <1 [B], entonces [B] <1 [A], por lo cual B < A; es decir, si [B] <1 [A],
entonces B < A.

Para probar que j es racional bajo <1, notemos que si [X] € W’, entonces
X ~ X = [X] =1 [X], por lo que es reflexiva.

Ahora tomemos {[X], [Y], [Z]} € W’ tales que [X] =<
y Y < Z y como j es racional bajo <, entonces X < Z
transitiva.

1 [Y] v [Y] =1 [Z]. Luego X <Y
= [X] =1 [Z], de modo que es

Por dltimo, tomemos {[X], [Y]} € W’. Como < es total, X y Y son comparables; sin
pérdida de generalidad supongamos que X <Y = [X] =1 [Y], por lo que < es total.

40



Capitulo 3. Construccién de una sociedad de particulas

.. J es un jugador racional bajo <.

Ahora definamos v : W — R tal que v([A]) = u(A). Para mostrar que v esta bien
definida, tomemos {x,y} C [A] > x ~A ~y = x <y Ay < x, de modo que ya que u es
funcion de pago, u(x) < u(y) y u(y) < u(x) = wu(x) = u(y), por lo cual v no depende de
los representantes.

Por otro lado, también tenemos que si {[A], [B]} € W’ tales que [A] <1 [B], entonces
v([A]) = u(A) y v([B]) = u(B). Pero como [A] <1 [B], entonces
A < B = u(A) <u(B) = v([A]) < v(]B)).

. v es funcién de pago y representa a <.

De este modo, para mostrar que W, < y u son equivalentes a W/, <y y v, tenemos de
manera evidente que si 7 : W — W’ es la proyeccion, entonces u = v o1 y 1 es continua
por ser proyeccion.

- W, <y u son equivalentes a W’, <1 y v respectivamente.

Solo resta probar que W’ es un conjunto. Para esto, tomemos {[A], [B]} € W’ tales
que v([A]) =v([B]) = u(A) =u(B) > A< ByB<A=A~B= [A] =[B],ie ves
inyectiva.

Debido a esto, podemos identificar a todo elemento de W’ con un niimero real, de modo
que por el esquema de comprension de teoria de conjuntos, W’ es un conjunto.

.. W es un conjunto.

O

En este punto ya es visible la gran diferencia que implica el que una relacién de prefe-
rencia tenga una funciéon de pago o no. Debido a su relevancia, continuaré con el analisis
de las caracteristicas de las funciones de pago y sobre la estructura que le imprime a los
individuos.

Prosiguiendo, quiero hacer notar que proponer una relacion de preferencia que cumpla
con tener una funciéon de pago que la represente es muy sencillo, por ejemplo si
W={A,B,C},; A<B<Cyu:W — R cumple que u(A) =1, u(B) =2 y u(C) = 3. De
este modo aseguro que la definicion tiene sentido al no ser vacio el conjunto de relaciones
de preferencia que pueden ser representadas por una funcion de pago.

En este punto ya tengo una definiciéon formal sobre lo que entenderé por la funciéon de
pago a la que me referfa a la hora de hablar sobre las caracteristicas que deberan tener los
individuos y ya mostré que existen para algunos casos. Sin embargo, ;Siempre existen estas
funciones? Para responder esto, probaré el siguiente lema para tener algo de informacion
sobre su comportamiento.

Lema: Si tanto W como R tienen la topologia del orden y u : W — R es la funciéon
de pago que representa a una relacion de preferencia total < sobre W, entonces u es
continua.

Demostracion. Ya que R tiene la topologia de orden, sabemos que una subbase para esta
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topologia es {(a, o)|a € R}U{(—o0,a)|a € R} y que basta demostrar que la imagen inversa
de los subbasicos bajo u es abierta para poder asegurar que u es continua gracias a las
propiedades de la imagen inversa de funciones. Asi, sea a € R tal que (a, ) Nu[W] # @
pues en caso contrario la demostracion estaria terminada.

Notemos que u[W] N (a, o) es acotado inferiormente y dijimos que es no vacio
= Ja :=inf(a,o) Nu[W] y por definicién de infimo tenemos que Ye > 0, Iw, € W tal
que u(we) € [a,a +¢€).

De este modo, sea w,, € W tal que u(w,) € [a,a + %) y notemos que
(@,0)= U [a+i,00)= U (@+i ).
neN*

neN*

Ahora calculando, u™'[(u(w,), )] = {x € W]u(x) € (u(w,), )} v como u representa
a <, u(w,) <u(x) © w, < x por lo que u ' [(u(w,), )] = {x € Wlw, < x} que es abierto
en W por definiciéon de la topologia de orden.

Asi, u™ ' [(a,00)] =u! [ U (@+1, 00)] = U u' [(@+1,00)] lo cual también es abier-

neN+t neN+
to en W por ser unién de abiertos.

.. u es continua.

O

Sabiendo esto, puedo responder si siempre existen las funciones de pago para cualquier
relacion de preferencia y se veré que la respuesta es negativa.

Afirmacion: Si W = [0, 1] X [0, 1] es el conjunto de todos los estados en que puede ha-
bitar una persona en la sociedad y la relacion de preferencia < es el orden lexicografico,
entonces no existe una funciéon de pago que la represente.

Demostracion. Se demostrard por contradiccion, para lo cual supondremos que existe u :
W — R tal que representa a <.

Ahora sea (x,1) € W tal que x # 1 y tomemos {x,},en sucesion de reales decreciente

tal que lim x, =x y que Vn € N, (x,,,0) e W y x, # x .
n—>oo

Asi notamos que como x,, > x, (x,1) < (x,,0)Vn €e N = Vn € N, u(x,1) < u(x,,0). Por
el lema anterior tenemos que u es continua, de modo que tenemos que
u(x,1) = lim u(x,1) < lim u(x,,0) = u(x,0).
n—>o0o n—>oo

Por otro lado, de nuevo por la continuidad de u tenemos que
lim u(x,,0) = u(x,0) < u(x,1) pues u representa a < y con el orden lexicografico
n—oo

(x,0) < (x,1).
Por lo tanto u(x,0) < u(x,1) < u(x,0) = u(x,0) < u(x,0), lo cual es una contradiccion.

.. No existe una representacion de pago que represente al orden lexicografico.
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Vale la pena resaltar que la relevancia de la afirmaciéon anterior radica en que es posible
generar un escenario en que un jugador tiene a [0, 1] X [0, 1] como resultados de juego y
al orden lexicografico como relacion de preferencia. Por ejemplo, podemos pensar que el
par (x,y) representa el escenario en que el jugador tiene una cantidad de dinero x y una
cantidad y de avance en un trabajo escrito. De este modo, al tomar otro punto del cuadrado
lexicogréafico (w, z) tal que x = w, es decir un escenario en que tuviera la misma cantidad
de dinero, el jugador preferiria avanzar en el trabajo en cuestion, pero si por otro lado
x < w, el jugador preferira conseguir méas dinero independientemente de qué tan avanzado
esté su escrito.

Ya que tenemos una idea del comportamiento de las estructuras que se estdn consi-
derando, proseguiré con mas definiciones para llegar al teorema de Morgenstern y von
Neumann referente a la existencia de las funciones de pago.

Definiciéon: Loteria|15]

Si un juego tiene como resultados posibles A y B y r € [0, 1], llamaremos loteria
entre A y B con probabilidades de ocurrencia r y 1 —r al evento consistente en que A
ocurra con probabilidad r y B con probabilidad 1 —r.

A dicha loteria la denotaremos como las sumas y productos formales rA+(1-r)B, lo cual a
su vez conduce a que se le asignen algunos axiomas a las loterias para que las operaciones
comiencen a cobrar sentido.

Axiomas de las loterias|15] Si A, B y C son parte de una loteria, entonces se cumple
lo siguiente.

1. Si A < B, entonces para toda r € [0, 1] y cualquier evento C, se cumple que
rA+(1-r)C<rB+(1-r)C.

2. Si A ~ B, entonces para toda r € [0, 1] y cualquier evento C, se cumple que
rA+(1-r)C~rB+(1-r)C.

3. Continuidad. Si A, B y C son eventos tales que A < C < B, entonces existe
re(0,1) tal querA+ (1 -r)B~C.

El tercer axioma de las loterfas lleva a que se diga que una relaciéon de preferencia < es
continua si se satisface dicho axioma con la relaciéon de preferencia en cuestion.

Analizando los axiomas de las loterias es natural notar cierta similitud entre los pri-
meros dos y el comportamiento de la relaciéon de orden en R, mientras que el axioma de
continuidad se asemeja al resultado del teorema del valor intermedio. Para sustentar esta
intuicion, probaré la siguiente proposicion.

Proposicion: Si A,B y C son eventos tales que A < C < ByrA+(1-r)B ~ C,
entonces r € (0,1) y es tnica [16].
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Demostracion. Notemos que si r € {0, 1}, entonces B ~ C 6 A ~ C respectivamente, por
lo tanto r € (0, 1).

Supongamos que existe s € (0,1) tal que sA + (1 —s)B ~ C, por lo tanto
sA+(1-s)B~rA+(1-r)B.
Supongamos que s < r, entonces por el primer axioma de las loterias tenemos que
r—s 1-r r—s 1-r

A B < B+
1-ys 1-ys

+ B~B
11—+ 1-ys

Ademaés notemos que

rA+(1-r)B=rA+sA-sA+(1-r)B
=sA+((r—-s)A+(1-r)B)

:sA+1—:z((r—s)A+(1—r)B)
1-s({(r—=s 1-r
:SA+1—S((1—S)A+(1—SB))'

Asi por el axioma 1, tenemos que

(l—s)((;:i)A+(F)B)+sA<(1—s)B+sA

Porloque C~rA+(1-r)B < (1-s)B+sA ~ C, lo cual es una contradiccion.

.. r es unica. O

De este modo, esa aparente similitud que habia mencionado entre las loterias y los
nimeros reales se acrecenta pues tenemos que la aplicaciéon que toma tres eventos A, By C
tales que A < C < By alos cuales les asigna un r € (0, 1) que cumpla que C ~ rA+(1-r)B,
efectivamente es una funciéon ya que dicha r es tnica. Debido a esto, es comprensible cémo
fue que von Neumann y Morgenstern llegaron al siguiente teorema.
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Teorema de existencia de la funciéon de pago de von Neumann y Morgens-
tern[17|

Si W es un espacio de eventos con una relacién de preferencia < que satisface los
axiomas de las loterias, entonces existe una funciéon de pago u : W — R tal que para
cualesquiera dos eventos A y B en W y para cualquier g € [0, 1] se cumple que:

1. u(A) <u(B) & A<B

2. u(qC+ (1-q)D) = qu(C) + (1 - q)u(D)

Demostracion. Supongamos que existe {A, B} C W tal que A < B pues si todos los eventos
en W son indiferentes, la demostracion es trivial.

Definamos u(A) := 0 y u(B) := 1. Cabe mencionar que si {X,Y} C W tal que X ~ Y,
entonces definiremos u(X) = u(Y).

Ahora tomemos C € W tal que A < C < B porlo que 3!lr € (0,1) tal que rA+(1-r)B ~ C
y definiremos u(C) =1 —r, lo cual esta bien definido pues r es tnica.

Si ahora C < A, tenemos que C < A < B= 3ls € (0,1) tal que sC+(1—-s)B ~ A. Para
que cumpla la segunda condicién, necesitamos que
u(sC+(1-s)B) =su(C)+ (1 —s)u(B) =u(A) =0= u(C) = % < 0.

Si por el contrario B < C, tenemos que A < B < C de modo que existe un tnico
t €(0,1) tal que tA + (1 —¢t)C ~ B y por la segunda propiedad,
uA+(1-1)C)=tu(A)+ (1 -u(C) =u(B)=1= (1 -u(C) =1 =u(C) = ﬁ > 1.

Para terminar la prueba, verifiquemos que u(C) < u(D) & C =< D y para esto su-
pongamos que C < D y notemos que tenemos 3 casos que atin no hemos demostrado:
C<D<A A<C<D<ByB<C<D,pues el resto de los casos quedan demostrados

trivialmente.

Caso 1: C <D <A <B.

Sean {r,s} c (0,1) tales que rC+(1-r)B~ Ay sD+(1-s)B ~ A, por lo que tenemos
u(C) = % y u(D) = %

Ademas como C < D < A, existe p € (0,1) tal que pC + (1 - p)A ~ D, lo cual junto
con lo anterior tenemos que A ~ spC + s(1 — p)A + (1 — s)B que al aplicar la funciéon de
pago 0 =u(A) = spu(C)+s(1 - p)u(A) + (1 - s)u(B) = sp% +1 -5 y al despejar el valor

buscado tenemos que r = s (ﬁ).

Ahora observemos que ﬁ <lep<l+sp-s o p(l-s)<1-s, locual se
cumple pues p € (0,1) y de este modo tenemos que r < s y con algunos céalculos llegamos
r—1

s
a que —/ > =—.

S u(C) <u(D).
Caso 2: A<C <D <B.
Anéalogamente a lo hecho antes llegamos a que rA+ (1 -r)B~C ,sA+(1-s)B~Dy
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pA+ (1—p)D ~ C para algun {p,r,s} C (0,1). Uniendo esto llegamos a que
C~pA+s(1-p)A+(1-p)(1-s)B y una vez que le aplicamos la funcién de pago tenemos
que l—-r=1-=-p)(1-s)=>r=p+s(l-p).

Resolviendo la desigualdad r > s tenemos que r > s & 0 < p(1 —s) lo cual es cierto
pues {p,s} c (0,1), de modo que llegamos a 1 —r <1 —s.

S u(C) <u(D).
Caso 3: A< B<C<D.

Analogamente tenemos que rB+ (1 —r)D ~C, sA+(1-s)C~BytA+(1-t)D ~B
para algun {r,s,t} c (0,1) y uniendo las relaciones llegamos a que B ~ sA+r(1—s)B+(1—

-1 ‘. _ r(1=s)(1-t)+(1=s)(1-r) _
s)(1 —r)D y al utilizar la funciéon de pago obtenemos 1 = = =>t=15

1 1
>1porloquet>s= 1= > 1.

1

Notemos que ya que {r, s} c (0, 1) tenemos que 1-—

S u(C) <u(D).

O

Esta prueba devela algunas caracteristicas importantes sobre la funcién de pago; por
ejemplo, hace evidente la falta de significado para sus imagenes pues la demostracion hace
evidente que esta se puede construir de una manera totalmente arbitraria.

Es por esto que en su lugar, la funcién de pago debe ser interpretada de la misma
manera que las fuciones de potencial de los sistemas fisicos, es decir que bien podemos
definir para {A, B} ¢ W que u(A) = 5 sin que esto tenga signficado hasta que definimos
u(B) = 3 pues entonces tenemos que u(A) — u(B) = 2, lo cual en este ejemplo denotaria
una inclinaciéon del individuo a tender al estado A si se encuentra en el estado B.

A su vez, esto indica que si se pretende que los individuos guien sus decisiones basandose
en los valores de su funcién de pago, basta con que el evento preferible tenga una imagen
bajo la funcién de pago mayor que la del evento menos preferible, lo cual siempre se cumple
por definicién de funcién de pago. De este modo se tiene que, siguiendo la analogia de los
potenciales fisicos, esta funcion de pago genera fuerzas sociales que guian a los individuos
hacia determinados eventos o a tomar ciertas decisiones y los llevan a evitar otros.

Siempre con la premisa en mente y no olvidando la interpretacion y funcionalidad que
se le quiere dar a la funcion de pago, me detengo a hacer un anéalisis de las implicaciones que
tendria forzar a los individuos a un comportamiento que siempre maximizara su funciéon de
pago, con lo cual llego al siguiente ejemplo. Supongamos que tenemos un juego I' en el cual
se cumple que todo individuo tiene por objetivo comer, socializar, dormir y reproducirse;
donde ademas los sujetos estan confinados a un lugar en donde hay suficiente espacio,
comida y parejas para todos. Dadas estas hipotesis, la clase de resultados de juego es igual
para todos los jugadores y no es dificil ver que las funciones de pago para cualquier par de
jugadores serian equivalentes.

En este caso, si supusiéramos que los individuos tomarén acciones de modo que ma-
ximicen sus funciones de pago, se llegaria a que cada uno de los jugadores se dedicaria
a comer, socializar, dormir y reproducirse tanto como pudieran. Si bien uno se sentiria
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inclinado a decir que esto seria lo que se deberia esperar en esta utopfia, el etélogo Calhoun
realiz6 este experimento en ratas, publicando sus resultados en su Population density and
social pathology. En su experimento, Calhoun crea estas utopias de ratas, las cuales con-
sistian en espacios cerrados donde las ratas tenian acceso ilimitado a comida, agua y no
habia restricciones en el crecimiento de la poblacién. A continuacién, me permito traducir
un fragmento de sus resultados [21]:

Muchas [ratas hembras| fueron incapaces de llevar su embarazo a término o so-
brevivir al parto de sus crias en caso de que estas lo hubieran hecho. Un niimero
incluso mayor, después de haber parido, se quedo6 corta en sus funciones ma-
ternas. Entre los machos, las alteraciones en el comportamiento variaban desde
desviacion sexual hasta canibalismo y desde hiperactividad frenética hasta una
abstinencia patologica en la cual los individuos emergerian para comer, tomar
agua y moverse s6lo cuando el resto de los miembros de la comunidad estuvieran
dormidos. La organizacion social de los animales también sufrié alteraciones.

(...) La fuente en comun de estas alteraciones se hizo dramaticamente mas
aparente en las sociedades de las primeras series de tres experimentos, en las
cuales observamos el desarrollo de lo que llamamos sumzidero conductual. Los
animales se concentraban en mayor niimero en uno de los cuatro corrales in-
terconectados en los que se mantenia la colonia. Hasta 60 de las 80 ratas en
cada sociedad experimental se conglomeraria en uno de los corrales durante los
periodos en que comian. Era muy raro que ratas individuales comieran si no
era en compania de otras ratas. Como resultado, se desarrollaron densidades
de poblacion extremas en el corral seleccionado para comer, dejando el resto
con poblaciones escasas.

(...) En los experimentos en los cuales se desarrolld el sumidero conductual,
la mortalidad infantil se elevd hasta 96 por ciento dentro de los grupos més
desorientados de la sociedad.

Estos abrumadores resultados son un claro contraejemplo para la suposicion que habia
hecho originalmente sobre la manera en que los jugadores toman sus decisiones. Esto me
lleva a descartar la opcion determinista de toma de decisiones y a buscar una manera
probabilistica en que la funciéon de pago guie el actuar de los jugadores, para lo cual
propongo la siguiente definicion.

Definicion: Sea un juego I' con un jugador j, el cual tiene una representacion (W, <, u)
que lo hace racional. Dado un conjunto finito A € W, definimos la funcion de toma de
decisiones py : A — [0, 1] como

eu(x)

Z et (2)

Z€EA

pa(x) =
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Afirmacion: La funcion de toma de decisiones esta bien definida y es una funciéon de
probabilidad sobre A C W finito.

Demostracion. Como ua se define sobre un A conjunto finito y u : W — R, entonces

> e*d) e R*, por lo cual uy(x) € [0,1] puesto que la funcion exponencial es positiva.
Z€EA

— et 1 _
Por otro lado, Y, pa(x) = ST = e 3 oot = 1,
X€eA XEA [Eu ZeA X€EA

Por dltimo, notemos que como la exponencial es positiva en R, si {x,y} C A, entonces
pa(x) < pa(x) + pa(y).
. 14 es una funcion de probabilidad para A.

O

Naturalmente, es deseable que las funciones de pago equivalentes tengan una funciéon de
toma de decisiones equivalente de modo que la interpretacion dada tenga algtn significado,
por lo cual probaremos la siguiente afirmacion.

Proposicion: Dos funciones de pago equivalentes que sean capaces de inducir funcio-
nes de toma de decisiones, induciran funciones de toma de decisiones equivalentes.

Demostracion. Sean (U, <y, fu)y (W, Zw, fw) representaciones equivalentes de un jugador
J bajo las cuales es racional. Ademas sea A C W finito y uw : A — [0, 1] la funcién de
toma de decisiones inducida por fy.

Ya que son equivalentes, sin pérdida de generalidad existe un epimorfismo ¢ : W — U
tal que fiy = fy o ¢. Entonces, tenemos que ¢|4 : A — ¢[A] es epimorfismo.

Asi, si uy es la funcion de toma de decisiones generada por fy sobre ¢[A] , entonces
podemos calcular lo siguiente

efW ()C) er O¢(x) er

(x) = = = o ¢(x) =

Hw T @ Y oot Y efuod
Z€EA Z€EA Z€EA

> efuld Y v

2€p]A] elv €[ A]
=S et s e W) TS et MU ° W)
Z€EA zeP[A] Z€EA
Yy U@
S Uw Y My son equivalentes pues % e R*. O

Z€EA

La siguiente afirmacion muestra que la funcién de toma de decisiones respeta las prefe-
rencias del jugador, lo cual es muy bueno pues implica que si los jugadores usan la funcion
de toma de decisiones como distribuciéon de probabilidad para escoger entre escenarios,
entonces dicho jugador escogera de acuerdo a sus preferencias.
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Proposicion: Si (W, <, u) es una representacion para el jugador j que lo hace racional
y {A,B} € W son dos eventos tales que A < B, entonces u la funciéon de toma de
decisiones sobre {A, B} es tal que u(A) < u(B).

Demostracion. Como A < B, entonces u(A) < u(B) por ser funcién de pago. Luego, ya

que la funcién exponencial es creciente, entonces
u(A u(B _ (4 e(B) —
e < B = p(A) = A i B = u(A) 1ou(B) = p(B).

O

Asi, concluyo que la funcién de toma de decisiones permite sustituir las decisiones
deterministas por funciones probabilistas, liberando asi al sistema del contraejemplo con-
sistente del experimento de Calhoun. Al decir esto, me refiero a que antes de la funcion
de toma de decisiones, era posible entender a los sujetos como una forma de maximizar la
funciéon de pago y las elecciones que tomarfan estarian seleccionadas de manera univoca
desde antes que el individuo necesitara hacerlo; por el contrario, una vez que se cuenta con
la funcién de toma de decisiones, los individuos no seleccionarédn una opcién sino hasta
que se encuentren en el escenario correspondiente y realicen la accién de escoger usando
dicha funcién como una distribucién de probabilidad. Comparando esta idea con lo dicho
al inicio de este capitulo sobre la carencia de un obrar estratégico en el modelo de Axelrod,
me gustaria hacer notar que lo anteriormente expuesto implica que los individuos ahora
podran dirigir sus acciones de modo que correspondan con sus preferencias, pero de una
manera que no lo predisponga deterministicamente.

Para proseguir, regresaré a estudiar las loterias y sus axiomas, haciendo especial énfasis
en el axioma de la continuidad para intentar dar algin significado a los coeficientes que se
le colocan a los eventos y dar una interpretacion de las combinaciones lineales de eventos.
Ademas, haré este anéalisis buscando propiedades que garanticen la existencia de una fun-
cion de pago pues pese a que he hecho notar lo 1til que esta resulta para el problema a
resolver, no tengo aun condiciones que aseguren que existe.

Como se dijo anteriormente, es evidente que el axioma de continuidad de las loterias
busca recuperar la propiedad de las funciones continuas expresada en el teorema del valor
intermedio, pero pensando en el espacio de eventos, ;qué implicaciones topolégicas genera
el axioma de continuidad sobre dicho espacio?

Es decir, es facil de notar que para un juego I' y un jugador j representado por (W, <, u)
tal que haga al jugador racional, W adquiere automéaticamente la topologia del orden indu-
cido por <, pero {No existe alguna otra propiedad suficiente o necesaria dados los axiomas
de las loterias de von Neumann y Morgenstern que permita decir algo sobre la funciéon de
pago o sobre la misma relacion de preferencia? La importancia de esta pregunta es inme-
diata, pues hasta ahora no tenemos una forma de determinar los coeficientes planteados
por el axioma de continuidad, ademés de que la prueba de que una relacion de preferencia
dada lo cumple, puede resultar bastante complicada.

Por otro lado se vio con el ejemplo del cuadrado lexicografico que no todas las relaciones
de preferencia totales garantizan la existencia de una funciéon de pago y ya que evidente-
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mente este tipo de relaciones son 6rdenes lineales y que se sabe que las topologias de orden
total son hereditariamente normales, esto hace notar que atn esta riqueza topologica no
basta para asegurar la existencia de la funcién de pago buscada.

Resumiendo, la siguiente pregunta a contestar es: ; Existe alguna propiedad topologica
del espacio de resultados del juego que nos garantice la existencia de una funcién como la
expresada en el teorema de von Neumann Morgenstern sin recurrir a los axiomas de las
loterias? Es facil notar que de contestar esta pregunta, se obtendria un puente entre la
topologia y la teoria de la utilidad que no fue visualizado en su momento por von Neumann
ni Morgenstern y esto proporcionaria a modo de corolario una gran cantidad de ejemplos
bastante estudiados de los espacios que se estan tratando. Para responderla, planteo el
siguiente teorema.

Teorema de existencia de la funcién de pago

Sea X el conjunto de resultados de un juego para un jugador j con una relaciéon
de preferencia < de tal forma que (X, <) es un espacio linealmente ordenado y (X, 7<)
con la topologia de orden es separable. Si {A, B,C} C X tales que A < C < B, entonces
existe r € [0, 1] tal que se puede escribir C ~ rA+(1—r)B y ademaés existe una funciéon
u : X — R continua tal que:

1. u(A) <u(B) & A < B.

2. u(C) =ru(A)+ (1 —r)u(B).

Demostracion. Primero buscaremos construir una funciéon F : X — R continua que pre-
serve el orden de X.

Como X es separable, 3D c X denso numerable, al cual podemos pedir que, en caso
de existir sup X o inf X, se cumpla que {sup X, inf X} c D.

Por otro lado tomemos {D;};c; a las componentes conexas de D, donde notamos que
|I| < Ny ya que D es numerable.

Tomemos para algini € I y {a, b} C D; tales que a < b y supongamos que
[a,b] ={a,b} = {(«,b)ND;, (a,—)ND;} es una disconexiéon de D;, i.e. D; no es conexo,
lo cual es una contradiccion pues habiamos dicho que es una componente conexa.

.. Si{a,b} C D; con a y b puntos distintos tales que a < b, entonces ¢ € D; tal que
a <c <b,ie. D; tiene un orden denso.

.. Si D; es una componente conexa de D, entonces D; es un singulete o tiene un orden
denso.

Ademés como D; es componente conexa, es cerrada en D, de modo que D; puede sbélo
puede ser unioén finita de elementos de la forma X, [a;, b;], [a;, =) 6 (<, b;] para algin
{ai, b;} € D. Esto nos permite reordenar / de modo que méxD; <minD; & i < j.

Por Cantor [22] sabemos que si ¥ es un conjunto totalmente ordenado, numerable y
tiene un orden denso, entonces existe B C Q tal que Y es isomorfo a B.
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De este modo, como D; es totalmente ordenado, numerable, con orden denso y puede
ser union finita de elementos en X de la forma X, [a;, b;], [ai,—) 0 (<, b;] , entonces D;
es isomorfo a una unioén finita de elementos en Q de la forma Q, [p;, gi], [pi» —) 6 (<, q;]
donde {p;,q;} € Q, donde denotaremos al isomorfismo como f; : D; — B; C Q, el cual
preserva el orden.

Asi definimos f : D — Q tal que Vi € I, f|p, = fi notando que f es continua puesto que
es continua en cada componente conexa de D y estas son disconexas. Ademas, f preserva
el orden pues cuando la imagen de D; es acotada, podemos hacer que
f(méx D;) < f(minD;) & maxD; < min D; mediante homotecias, recordando que las
homotecias en R son continuas.

Ahora buscamos definir F : X — R de modo que F|p = f, para lo cual proponemos
F(x) = f{f(y)ly € [x,>) N D}.
Para probar que F esta bien definida, notemos que como D # @ entonces

{f(»)|y € D} # @ y ya que en caso de existir, inf X € D, entonces F(inf X) = f(inf X),
por lo que en este caso esta bien definido.

Ademas notemos que si x # inf X, Iz € D tal que z < x pues D es denso y en caso de
existir, inf X € D. Luego {f(y)|y € [x,—) N D} esta acotado inferiormente por f(z), de
modo que gracias al axioma del infimo en R podemos afirmar que F esté bien definida.

Mas aun, si {x,y} C X tal que x < y, como f preserva el orden entonces
inf{f(2)lz € [x,—) N D} <inf{f(2)lz € [y,—) N D}.

.. F esta bien definida y preserva el orden.

Por dltimo, tomemos (r, o) C R y calculemos
FH(r,0)] = {x € X|r < if{f(y)ly € [x,—) N D}}.

Para probar que esta imagen inversa es un abierto, tomemos
x € F Y (r,00)] = r <inf{f(y)|y € (x,>) N D}.

Como D esdensoen Xy f: D — Q es continua, f[D] es denso en Q = f[D] es denso
en R = 3s e D tal que r < f(s) <inf{f(y)|y € [x,=)ND} = x € (s,—) C F[(r, )],
i.e. F71[(r, 00)] es abierto.

.. I es continua.
.. dF : X — R continua que preserva el orden de X.

Si ahora tomamos {a, b} C R distintos y definimos
gab ¢ 10,1] — R tal que g,5(x) = ax + b(1 — x) observamos que g, es continua, que
8a.r(0) =D, que g,»(1) =a y que g, es inyectiva.

Asf las cosas, tomemos {A,B,C} C X talessque A<C <By
gra).FB) - [0,1] > R = F(C) € [F(A), F(B)] pues F preserva el orden de X. Luego por
el teorema de valor intermedio existe r € [0, 1] tal que F(C) =rF(A)+ (1 —-r)F(B) y ya
que gr(a),F(B) €s inyectiva, dicha r es tnica.

De este modo podemos definir via F una combinacion lineal de C respecto a A y B de
tal forma que C ~ rA+(1—r)B y por construccion tenemos que F(C) =rF(A)+(1-r)F(B),
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con lo cual queda demostrado nuestro teorema.

Cabe mencionar que esta prueba también demuestra que esta combinacién lineal no es
L F(C)-F(A .
Unica y depende de F pues r = %, pero que igual que en el caso de von Neumann y
Morgenstern, esta permanece invariante bajo transformaciones afines pues si F’ : X —» R

tal que F’(x) = aF(x) + b para algin {a,b} C R donde a # 0, entonces
_ F(O)-F(A) _ F'(C)-F'(A)

"= FA)-F(B) — F(A)-F(B) o

El teorema anterior muestra que los axiomas de las loterias propuestas por von Neu-
mann y Morgenstern son en realidad propiedades que surgen de la topologia del espacio
de eventos, las cuales son infundidas por la relaciéon de preferencia.

Por otro lado, ahora se tiene una forma de expresar eventos como combinacién lineal
de otros y es evidente que dicha expresion sélo tiene un verdadero significado en tanto que
se conozca la funcion de pago.

Recordando que el objetivo de todo este desarrollo que he hecho es el de responder
algunos cuestionamientos sobre la dinamica social, se debe tener en mente que a la hora
practica seré necesario poder hacer un modelo computacional que represente lo que se ha
dicho. Es aqui donde el teorema anterior adquiere su relevancia, ya que las limitaciones
computacionales nos mantendran en juegos finitos con espacios de resultados finitos, lo
cual los convierte en espacios separables, por lo que puedo afirmar que siempre podré
asociarles una funciéon de pago a todos mis individuos y que de ella se desprendera una
funcion de toma de decisiones. Sin embargo no puedo avanzar sin antes preguntarme por
el reciproco del teorema anterior. ;Es cierto? Muestro el siguiente resultado a modo de
reciproco parcial.

Reciproco parcial del teorema de existencia de la funciéon de pago

Sea un juego I', un jugador j y (W, <, w) una representaciéon que hace a j racional.
Entonces existe una representacion (U, <,u) de j equivalente a (W, <,w) tal que U
puede ser encajado en R.

Demostracion. Podemos suponer que W es un conjunto puesto que w es una funciéon de
pago asociada a <.

Ademés, ya que < hace a j racional, < es total, i.e. W es un conjunto totalmente
ordenado. Luego, por la completacion de Dedekind-MacNeille, existe un espacio (W, <)
completo y totalmente ordenado tal que W € W, y si {a,b} C W, entoncesa <b & a < b

y tal que W se puede encajar en W de manera densa.

Recordemos que como W es completo, tiene maximo y minimo y definamos
w:W — RU{-0c0, 0} tal que

w(x) sixeW
_ sup  w(y) sixeW\Wyx#min(W)
W(x) =) yeWn(e—,x) . .
inf w(y) six =min W
ew
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SixeW\W yx # min(W), entonces 3a € W tal que a < x = (a,x) € W y es no vacio.
Ademas, w : W — R, por lo que {w(y)ly € W & y < x} esta acotado superiormente en
R U {—0c0, o0}, i.e. W esta bien definida para x.

Analogamente, W esta bien definida para el minimo de W pues W # @ yw : W - R
estd acotada inferiormente en R U {—o0, co}.

. W esta bien definida.
Ademés notemos que si {x, y} € W tal que x < y, entonces w(x) < w(y) por definicion.

Ahora sea (a,b) C R tal que (a,b) NW[W] # @. Luego w '[(a,b)] # @ y como W es
completo, por definiciéon de completez, todo subconjunto no vacio tiene supremo e infimo.
Entonces w1 [(a, b)] tiene supremo B e infimo a, por lo cual w'[(a, b)] C (a, B).

Por otro lado, sea y € (a,8) = w(y) > w(a) y w(y) < w(B), pero como a y 8 son el
infimo y el supremo de w'[(a, b)] respectivamente, entonces w(a) < a y
w(B) = b=w(y) € (a,b).

- w '[(a,b)] es abierto en W.
Notemos que el caso para (a,oo] y [—o0,a) con a € R es analogo.
.. W es extension continua de w.

Claramente existe un epimorfismo ¢ : W — W, por lo cual (W, <,w) es equivalente a
(W, <, w).
Por 1ltimo, denotemos por [A] := {B € W[w(A) = w(B)} y definamos U = {[A]|A €

W}, i.e. el espacio cociente de W.

Entonces, si ¢ : W — U es la proyeccién, ¢ es un epimorfismo por ser suprayectiva
y podemos tomar u : U — R la funcién inducida por w, por lo cual u es continua. Mas
aun, por construccion, u es inyectiva y preserva el orden. Para terminar la representacion
del jugador, notemos que ¢ induce un orden total <; sobre U para el cual u es funciéon de
pago por construccion.

Ya que (W, <) es completo, (W, 7<) es compacto y como ¢ es la proyeccion, es continua,
de modo que U es compacto.

Asi, tenemos que u es una funcién inyectiva y continua con dominio compacto y con-
tradominio Hausdorff.

.U €es encaje.

Como W es conjunto y U es un cociente de la completacion de W, existe una inclusion
entre W y U y su direccion dependera de w.

o (W, 5, w) es equivalente a (U, <1,u) y U puede ser encajado en R.

O
Esto implica que las loterias de von Neumann y Morgenstern se pueden pensar como

subespacios de R con algtin orden inducido por ella, lo cual da bastante claridad sobre este
tema y permite caracterizarlas.
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Con todo esto, concluyo que he construido el formalismo matemético necesario para
generar simulaciones computacionales y que tengo suficiente entendimiento de dichas es-
tructuras para ser capaz de interpretar los resultados e intentar responder las preguntar
de Axelrod. Esto lo haré en el siguiente capitulo.
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Capitulo 4

Ejemplo de la construccion de una
socledad

Como se dijo anteriormente, con las herramientas actuales ya puedo definir un ejemplo
de sociedad para examinar como se comportan las estructuras estudiadas en la practica y
saber si sirven para responder las preguntas planteadas por Axelrod al inicio de su trabajo.

Para esto, tomaré a un individuo y : R* — R?2 U {{@}} al cual le asignaré 6 opiniones
y 10 gustos que seran descritas por la funcién w, : R* — [0, 116 donde las primeras seis
entradas del vector imagen de w, serd el siguiente (simpatia, tenacidad, atencion, habilidad
adaptativa, habilidad comunicativa, habitos de salud). No daré interpretacién definida a
los gustos, pues posteriormente explicaré que estos solo sirven para que los individuos
interacttien entre si. Sin embargo algunos ejemplos de gustos que se podrian elegir son 10
colores o las tltimas 10 canciones del album (What’s the story) Morning glory?.

Si se denota por wy(t); a la i-ésima entrada del vector generado por w, en ¢, la inter-
pretacion que se le daré sera la afinidad de y respecto a i en el tiempo ¢, tomando cero
como nula afinidad y 1 como totalmente afin.

Para terminar de definir a los individuos, les asignaré una funcién de condiciones tales
que ky : R" — R? donde las entradas tendran un significado tal que ky = (edad, cantidad
y calidad de relaciones humanas, dinero disponible, salud).

Cuando defini las condiciones de los individuos, dije que estas dependerian de sus gus-
tos, opiniones y del resto de las condiciones. Representando k,; como la i-ésima entrada de
la funciéon y recordando que estas son formulaciones que yo creé para tratar de representar
el fenémeno de la manera en la que yo lo percibo, propongo las siguientes relaciones:

» Fdad= Ky

Tomaré simplemente «,1(t) = t. Lo que busco expresar con esta funcién es simple-
mente el hecho de que la edad es una acumulacién lineal de tiempo.

» Cantidad y calidad de relaciones humanas= k2
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Para definir esta entrada, debo aclarar que a la hora de programar la simulacion, usé
la hora como unidad de tiempo.

Asi, contaré la cantidad de veces que vy interactué con otro individuo § de la socie-
dad I' durante las dltimas 24 horas, lo cual denotaré por c;ys. Por tltimo, definiré
- 2¢tys

Ky2(t) =1—e oer . Analizando esta expresion es facil notar que seran més valio-
sas las interacciones repetidas con un mismo sujeto para recrear la importancia de
las relaciones cercanas en la vida de las personas, aunque los encuentros esporadicos
también servirdn en el incremento de la suma que involucra ky2; continuando con el
anéalisis, hace falta notar que la exponencial es decreciente respecto a dicha suma y
por lo tanto el valor de k,2 aumentara, es decir que entre més interacciones tenga
un sujeto con sus personas cercanas, mayor sera su segunda condicion.

Dinero disponible= k3

, ., dkys g d
Para esta entrada adoptaré la ecuacion —= = Z-Ingresos — J-Egresos y a su vez

supondremos que Ingresos = Ingresos(capacidad, suerte, habilidad, edad, w4) mien-
tras que Egresos = Egresos(poder de ahorro, ky2, salud).

Esto vuelve necesario definir estas nuevas relaciones, lo cual haré de la siguiente
manera dejando la definicion de salud para después.

o Capacidad= In(ky3+tan(w2%)). Esto busca representar que las personas pueden
aumentar el dinero que poseen con tenacidad, aunque también la cantidad de
dinero que se posee en la actualidad sirve como factor, por ejemplo a modo de
una inversion inicial en un negocio o para estudiar un grado.

e Suerte~ N(1/2,1/2). Existe gente que juega loteria o que eventualmente reciben
herencias de familiares lejanos, por lo cual consideré importante agregar este
aspecto.

e Habilidad sera una constante h. Esto busca representar la habilidad comunica-
tiva, intuicion, etc. que permite a algunas personas conseguir buenos trabajos
o hacer buenos negocios.

e Poder de ahorro= cte + 0%3 Esto busca tomar en cuenta el hecho de que hay
algunas actitudes en las personas, que en este caso llamaré atencion, las cuales
favorecen un ahorro econémico.

e Salario que es una cantidad que recibe mensualmente dependiendo de su empleo
actual.

Asi si se supone que la funcion es la suma de los parametros, llegamos a que

dkys _ d d 1 1
= = Z(In(kyz +tan(w25)) + N(1/2,1/2) + h+wy — k1) — 5 (cte + o5 Th2 ¥ a). Lo
que busco representar con esta ecuacion es una dependencia lineal entre los aspectos
que antes estableci y suponer que dichos aspectos tienen una influencia positiva o

negativa en la cantidad de dinero disponible para las personas.
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w Salud= k4

De modo que esta pardmetro conserve su aleatoriedad, tomaré una cantidad nume-
rable de valores aleatorios {e] } e generados con una distribucién Poisson Poi(100)

para después definir e, = }; e/. Ademas consideraré {min{1, |a,|}},en donde a, es
i<n
generado con una distribucion normal N(u = 0,0 = 0.1). Luego defino E : R* - R

tal que E(x) = ) a,, la cual corresponde a la funcién que representara los mo-
ep<x

mentos e, en que el individuo se enfermaré y la intensidad a, que tendran dichas
enfermedades.

Ya que he definido E puedo establecer que la funcién de salud tendré la forma

1- w6(t)
1 + eXy3(D-E(1)=ky1(2) )

Kys(t) =1~

Esta expresion busca reflejar que: buenos habitos de salud tienden a hacer que la
salud de la persona mejore, que las enfermedades precedentes dejan antecedentes y
pueden empeorar la salud general de la persona y que la edad tiende a hacer mas
fragil la salud de los individuos. Asi mismo utilizo la exponencial en esta funcion
para denotar el cardcter asintético de ciertos fenémenos, como el hecho de que si
bien es cierto que la cantidad de dinero que alguien tiene puede ayudarle a conseguir
un mejor tratamiento médico, también es cierto que dichos tratamientos tienen sus
limitaciones.

Ahora que los individuos estan descritos, es necesario definir sus reglas de convivencia
para terminar de construir la sociedad. Sin embargo cabe mencionar antes de esto que
en capitulos anteriores no se habl6 sobre las reglas de convivencia ya que las funciones
de pago y de toma de decisiones se formaron de manera independiente a ellas, asi que se
tiene la certeza de que la dindmica de los individuos sera descrita por sus prioridades y las
reglas de interaccion entre ellos s6lo seran el mecanismo que ponga a dichos sujetos ante
los diferentes escenarios en que deban decidir.

Habiendo dicho esto, distinguiré entre normas impuestas por la naturaleza y la sociedad
y entre aquellas que son generadas por los individuos. Iniciando por las normas naturales
y civiles y recordando que la premisa que adopté que dice que las personas no son soélo
seres culturales, quiero traer a la discusion algo muy humano que debe incluir el modelo:
los individuos mueren. Ademas es facil extraer de la historia hechos que muestren que esta
no es una mera cuestion biologica sin repercusiones sobre la cultura. Por ejemplo, la Ley
para la Reforma Politica de 1977 impulsada por el rey de Espana Juan Carlos I que marco
el inicio de la transicion democratica de dicho pais sélo se pudo dar hasta que el principe
designado por Franco, Juan Carlos de Borbén, fuera coronado rey; sin embargo esto no
pudo pasar sino hasta que Franco muri6|27].

Una vez evidenciada la importancia de este fenémeno biologico dentro de la cultura,
propongo definir a cada individuo una fecha de muerte generada de manera aleatoria
mediante una distribucién Poisson con media en la esperanza de vida actual mexicana,
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la cual de acuerdo a la INEGI|23] es de 77.8 afios para las mujeres y 72.6 anos para los
hombres.

Ya que la manera en la que representaré a los individuos serd mediante una funciéon
y : R* — R?U {{@}}, la manera en que denotaremos la muerte del integrante y en
el momento ¢ serd de tal forma que y(x) = {@} Vx > t. Pese a que cada individuo tenga
definida su fecha de muerte desde su creacion, esta informacién no la conoceré en el sentido
de que ninguna de sus decisiones sera influenciada por este dato ya que las funciones de

pago y de toma de decisiones solo dependen de las prioridades de los individuos.

Atun asi, me gustaria recalcar que es la fecha de muerte la que no afecta las decisiones
del individuo y no el concepto de muerte. Al definir las condiciones de los sujetos dije que
los individuos estaran conscientes de su salud y para guardar correspondencia con la vida
real, se consideraré que un individuo se muere si llega su fecha de muerte o si su salud se
anula debido a sus acciones. A su vez, sera el jugador quien le asigne una importancia a
seguir viviendo dentro de su clase de condiciones posibles, lo cual implicara que su funciéon
de pago y su funciéon de toma de decisiones lo lleve a elegir de modo que siga viviendo o
no, dependiendo de lo que él considere mejor para si mismo.

Al incluir dicho fenémeno en la sociedad, es necesario contemplar el nacimiento de
nuevos individuos para que esta perdure. Esto se simulara asignando la cantidad de hijos
que un individuo, sin importar el sexo, tendra en su vida mediante una distribuciéon Poisson
con media igual a 1, pues segun [24] la fecundidad en México es de 2.3 hijos por mujer.
Aunado a esto, se elegirdn los momentos en que la persona tendra un hijo mediante una
distribucion normal centrada en 27 afios y desviacion estandar de 2 anos, pues segtin [26]
esta es la principal edad en que las personas generan descendencia.

Representaré el nacimiento del hijo de y en el momento ¢ con un nueva funcién, por
ejemplo 6 : R* — R2 U {{@}}, donde Vx < t 6(x) = {@}. Asi mismo supondré que las
condiciones iniciales de ¢ seran las mismas que las que y posee en el momento en cuestion,
mientras que las opiniones y gustos del vastago seran las mismas que las del progenitor
multiplicadas por una variable aleatoria uniforme entre 0 y 2, aplicando un méaximo y un
minimo adecuado de modo que el resultado siempre quede en el intervalo [0, 1]. Esto se
haré para simular el hecho de que los hijos son capaces de generar su propia personalidad,
pero que esta siempre es influenciada por la forma de ser de las personas que lo criaron.

La tltima norma que introduciré sera una de tipo civil y serd su gobierno. Asumiré
que la sociedad tiene un gobierno democratico cuyo regente cambia cada ano y tiene la
capacidad de reelegirse. Dicho regente sera elegido de entre los integrantes de la sociedad
y se escogera de manera aleatoria tomando como distribucion la similitud que tiene cada
individuo con el resto de los actores sociales.

Ya que busco estudiar la difusion de cultura dentro de las poblaciones, no le otorgaré
al gobierno otra capacidad que la mediatica y para esto lo pensaré como un integrante
mas de la sociedad el cual estd inmoévil, no es influenciado directamente por el resto de los
individuos, tiene los mismos gustos que la persona que encarga al regente en turno, no tiene
opiniones y solo tiene la condiciéon de popularidad, la cual sera calculada como la fraccion
de individuos cuyo vector de gustos tiene una distancia euclidiana a los del regente menor
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a 4/p/2, con p la cantidad de gustos contemplados en la sociedad. El gobierno tendra
la capacidad de influir en los gustos de todos los individuos de modo que genera una
tendencia social hacia los del regente con una intensidad proporcional a su popularidad y
a su afinidad con el individuo al que busca influir.

A su vez, el regente cambiara su funciéon de pago a la suma de las funciones de pago de
todos los agentes sociales, con lo cual pretendo representar que el objetivo del regente es que
la sociedad mejore su satisfaccion personal en promedio, donde mediré dicha satisfaccion
para cada individuo como el promedio de los valores de las tltimas 24 horas de la funcién
de pago del mismo.

Afirmo que el usar la funcién de pago como método para medir numéricamente la
satisfaccion personal de los individuos es coherente con lo que busco puesto que entre
mayor sea el valor que se obtiene de la funcién de pago, esto implica que las decisiones que
pudo tomar el individuo fueron mas satisfactorias para él. Es claro que para esto se necesita
que las funciones de pago estén estandarizadas puesto que de otro modo, podriamos hacer
que una funcién de pago fuera mayor al real que quisiéramos sin que esto implicara que
dicho jugador fuera extremadamente feliz todo el tiempo. Esta estandarizacion la haré de
modo que todas las funciones de pago tengan por contradominio el (0, 1), lo cual se puede
hacer de manera continua con arctan : R — (=7, 5).

Dejando atras las normas de convivencia y al gobierno, proseguiré a describir el com-
portamiento de las funciones que representan a los individuos en el plano pues ya que estoy
definiendo a los individuos como particulas que se mueven en él, hace falta asignarles una
trayectoria.

Una primera opcién seria suponer que las trayectorias son aleatorias, sin embargo esto
es bastante alejado de la realidad pues la gente suele tener trabajos o asistir a la escuela que
los hace ir al mismo lugar la mayoria de los dias de la semana. Inspirado por este fenémeno,
asignaré diferentes puntos en el plano como trabajos y como centros recreativos. Asi mismo
cada individuo tendra un punto que interpretaré como su casa y su trayectoria dependera
del dia y de las condiciones que posee en ese momento.

Todo individuo debera tener un trabajo en todo momento y por él recibira un salario
mensual. Cada 30 dias, la persona podra cambiar de trabajo si este no le satisface y
debera elegir otro como funciéon tanto de la afinidad entre sus gustos y los ideales del
trabajo como del sueldo ofrecido. Los trabajos no negaran la admision de las personas,
pero el sueldo ofrecido sera inversamente proporcional a la cantidad de gente que en ellos
labora, esto con el fin de evitar un comportamiento poblacional maltusiano y poner un
limite en la cantidad de recursos. Asi mismo, dentro del poblado habran centros recreativos
a los cuales las personas podran ir después de sus horarios laborales o en fines de semana
y por los cuales deberan pagar una cantidad aleatoria por cada vez que vayan a ellos.

Tanto los trabajos como los centros recreativos tendran la misma cantidad de gustos
que las personas y estos seran fijos. De este modo, a la hora en que una persona escoge
algin trabajo o centro recreativo, puede tomar en cuenta su afinidad con el lugar del mismo
modo en que lo haria con otro sujeto.

Para finalizar esta descripcion de los individuos, solo falta especificar la manera en
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que decidiran con quien convivir y explicar en qué consistira una interaccion. Comenzaré
tomando un individuo y y generando una lista A con tantas entradas como personas
distintas a y dentro de la sociedad y donde cada entrada consistird en la suma de la
distancia euclidiana entre y y la posicion del individuo que representa dicha entrada mas
3 veces la distancia euclidiana entre los gustos de y y del mismo individuo. Posteriormente
definiré una distribucién de probabilidad como una lista B donde su entrada i-ésima B;
serd proporcional a He—%m — 1. Luego utilizaré a B para escoger un individuo j y generaré
una variable aleatoria k como el valor absoluto de una distribucién normal con centro en
cero y con desviacion estandar 1/4. En caso de que k < Bj, seleccionaré el gusto d de
manera uniformemente aleatoria y generaré una nueva variable aleatoria i como el minimo
entre 1 y el valor absoluto de un valor generado con una distribuciéon normal centrada
en cero con desviacion de 1/2 y si G[i][d] denota el gusto d de i, entonces actualizaré

Glylld] = Gylld] +i(G[jl[d] = G[y][d]).

A manera de resumen y para precisar algunos puntos, se presentan el pseudocodigo
utilizado en la simulacion de la sociedad descrita, asi como el diagrama de flujo de la figura
4.1 en el que se describe el algoritmo de la sociedad con menor detalle que el pseudocodigo.
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Para cada persona, Para cada persona, Se crea una distribucion de Siinteracta, se usa la misma
se calcula la se calcula la probabilidad como la suma de los distribucién para decidir con quién. Se
Si—p| gistancia euclidiana ] distancia euclidiana [—®| dos valores antes calculadosy [—#=| guarda el individuo con quien interacttia
entre ellay cada entre sus gustos y con ella se decide si la persona y se modifica alglin gusto de la persona
individuo los de cada individuo interactuara con alguien o no debido a esta interaccion

El regente envia
La gente va a sus un mensaje al
lugares de trabajo pueblo y afecta
sus gustos
No,
Se rvodlﬁcan las Se calcula la popularidad Se genera un valor Cada gusto y cada
. ’ CTndICI;'neds de todos del rege‘nle se ac(ualhzan p a(leg\lon,o k canaI es mayor que opinién del individuo es
- " agente sevaa os individuos y se sus gustos y se iguala su istribucion norm: 5 . i
=0 (mod 24] Si—p —» 5 R - personal porun
¢ ) su casa calcula la satisfaccion personal al centrada en 0y con o un individuo valor aleatorio uniforme
satisfaccion personal promedio de las desviacion estandar de entre 0y 2
de toda persona satisfacciones personales 3
No
v
Los gustos y
opiniones del
individuo
permanecen igual
o
Los individuos
cuya fecha de
(=1 (mod 24) Si—»| muerta haya
pasado, son
eliminados
o No,

El hijo tendra los_gustos y
El hijo tendra la las opiniones del padre
Si—ppl LosindViduoS | g mitad del dinero [—=| muliplicados por valores
ienen a sus hijos
del padre aleatorios uniformes entre 0
y2

Los individuos salen a algin

t=18 (mod 24), centro de recreacién con una En caso de salir, gastan
int(t/24)!=6 (mod 7) y Si il iente de la dinero. Sino salen, se van a f——
int(t/24)!=0 (mod 7) cantidad de dinero disponible y sus casas

de su estado emocional

Los individuos salen a algin

=20 (mod 24), centro de recreacién con una En caso de salir, gastan
int(t/24)=6 (mod 7) y i jente de la dinero. Si no salen, se van a |—
int(t/24)=0 (mod 7) cantidad de dinero disponible y sus casas

de su estado emocional

Las personas deciden si
cambian de trabajo como Las personas deciden si se
- " Atodos se les funcién de su afinidad con la mudan como funcién de su Se actualizan salarios y
124.=0 (mod 30) Si—  paga su salario personalidad de su traajo afinidad con sus vecinos [ hogares
actualy del salario que actuales
reciben

~ Se calculala Se toma el anterior Se elige regente y se
rcomusendN, | dswecwie | | cotocomona || ™ s
no hay regente . caracteristicas del
y el resto de los probabilidad de ser gobierno
individuos elegido regente

Figura 4.1: Diagrama de flujo del algoritmo usado para simular la dindmica social
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#PSEUDOCODIGO 3

#Definiendo la estructura social

T = posiciones de lugares de trabajo

R = lugares de recreacion

P = Salario que ofrece cada trabajo

CR = Costo por estancia en centro de recreacion

PT = Personalidades de los trabajos (los trabajos tienen gustos igual que

las personas)
PR = personalidad de centros de recreacion (los centros de recreacion tienen
gustos igual que las personas)

#Definiendo las condiciones iniciales de los individuos

5 C=[] #condiciones
; O=[] #opiniones
r G=[] #gustos

L=|[] #localizacion del individuo

EN=[] #encuentros del dia de cada individuo
H=[] #casa

Enf=[] #momento de enfermedad

I=[] #intensidad de enfermedad

3 M=[] #fecha de muerte

N=[] #nacimientos de hijos

s LT=[] #lugar de trabajo
; ST=[| #salario trabajo

NT=[] #numero de trabajo

F=[] #funcion de pago

SP=np.random . uniform (0,1 ,numero_habitantes) #satisfaccion personal
regente g=[] #gustos del regente

gobierno=np. zeros (numero_habitantes) #indica cual indiviuo es el regente
gob pop=0 #popularidad del gobernante

gob_num=0 #numero del gobernante

s for 1 in range(numero habitantes):

G .append(vector de variables aleatorias uniformes en [0,1])

O.append (vector de variables aleatorias uniformes en [0,1])

C.append ([N(3 decadas, 1 decada) (edad), U(0,1) (condiciones sociales),
Poi(10000) (cantidad disponible de dinero), U(0,1) (salud) |

M. append (Poi(esperanza de vida))

N.append (vector de valores aleatorios normales con cantidad de entradas
igual a valor aleatorio possion con media en 1)

Enf.append(vector de valores monotonamente crecientes cuyas distancias
son aleatorias y tienen distribucion normal)

I.append(vector de tantas entradas como el ultimo valor de Enf con
valores aleatorios uniformes en [0,1])

H.append(valor aleatorio uniforme en [0,1]x[0,1])

F.append(funci n tal que (x,y,z,w)—>1/(1+e"(—k(axtby+tcz+dw) donde a,b,c
y d son valores aleatorios representando las preferencias de la persona
y k es un factor para disminuir la velocidad de la sigmoide)

L.append (H[—1])

LT.append(trabajo escogido de manera aleatoria uniforme)
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a7 ST.append (Salario que da el trabajo escogido)
48 NT. append (Numero para designar trabajo escogido)

50 #Definiendo el modo en que los individuos evolucionaran dia a dia
5
52 #La unidad de tiempo es la hora

52 for t in range(numero horas):

55 if t =9 (mod 24) and int(t/24) != 6 (mod 7) and int(t/24)!= 0 (mod 7):
56 #en caso de que sean las 9 a.m. y que no sea sabado ni domingo
57 L = LT #las personas se van a trabajar

58 W= ]

59 for i in range(len(G)): #Por cada uno de los individuos

60 b = distancia euclidiana entre G[i| y gobierno g

61 a = (—D)xxmin(1,int (2b/sqrt (len (G[i])))) #valor que es
62 #positivo si la distancia de opiniones de la persona

63 #y del gobierno es en promedio menor a 1/4 para cada

64 #entrada y negativo en caso contrario

65 ¢ = N(ab,1/gob_pop)

66 W. append (G[i]+gob_pop*cx(gobierno g-G[i])

67 G = W #poder mediatico del regente

68

69 if t=0 (mod 24):

L = H #la gente se va a sus casas a media noche

C se actualiza de acuerdo a lo dicho en la subseccion 4.1.2
for i in range(len(F)):

N

73 EN[i]|=][] #se borran los encuentros del dia

74 SP[i] = F[i](C[i])

75 #La satisfaccion personal de los individuos es recalculada con

76 #sus condiciones actuales

7 k =|N(0,1/3) |

78 if k> SP[i]:

79 #Dependiendo de la satisfaccion personal del individuo, este

80 #cambia sus gustos y opiniones

81 G[i] = np.multiply (G[i], vector aleatorio uniforme con
entradas en [0,2])

82 O[i] = np.multiply (O[i], vector aleatorio uniforme con
entradas en [0,2])

83 SP[gob num| = promedio de satisfaccion personal de los ciudadanos

84 gobierno g = G[gob_num| #se actualizan los gustos del gobernante

85 gob pop = cantidad de personas cuya distancia promedio por entrada
entre sus gustos y los que tiene el gobernante es menor a 1/2, divida por
cantidad de ciudadanos

86

87 if t=1 (mod 24): #Muertes

88 for i in range(len(M)):

89 if M[i]>=t: #Si ya paso su fecha de muerte

90 Se elimina su entrada de todos los vectores

91

92 if t=2 (mod 24): #Nacimientos

93 for 1 in range(len(N)):

94 for j in range(len(N[i])):

95 if N[i][j]<=t: #Si ya llego la hora del nacimiento
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Cl[i][2]=C[i][2]/2 #el progenitor pierde la mitad del
dinero y se dan al hijo

C.append ([¢-N[i][§],C[1][1],C[i][2] ,C[i][3]]

O.append (2xO[ i ]*np.random.rand (len (O[i])))

G.apppend (2+G[i]*np.random.rand (len (O[i]))

L.append (L[i])

EN.append ([]) #sin ecuentros actuales

H.append (H[1]) #Misma casa que la del padre

Enf.append(fechas de enfermedad)

I.apend(intensidades de enfermedad)

M. append (~ Poi(esperanza de vida))

N.append (fechas de nacimiento de hijos)

LT.append(se asigna trabajo al azar)

ST.append(salario de trabajo seleccionado)

NT. append (numero de trabajo seleccionado)

F.append(funcion de pago como la de los individuos
originales)

SP.append (™ U(0,1)) #satisfaccion personal aleatoria

gobierno .append (0) #no es regente

if t=18 (mod 24) and int(t/24)!=6 (mod 7) and int(t/24)!=0 (mod 7):
# Si son las 6 p.m. y es dia laboral
W= ]
for i in range(len(C)):
W1 = distancia euclidiana entre G[i] y cada una de PR
a ~ U(0,1)
if a<(2/(14+e~(—arctan(C[i][2])+C[1][1]/2))—1)«C[i][2]/10000:
W.append (centro de recreacion escogida aleatoriamente con W1
como distribucion)
Cli][2]=C[i][2] —CR|centro de recreacion escogido]
#El individuo pierde dinero por haber salido
else:
W.append (H[1]) #se queda en su casa
L =W #actualizacion de lugares actuales

if t=20 (mod 24) and int(t/24)=6 (mod 7) and int(t/24)=0 (mod 7):
£ Si son las 8 p.m. y no es dia laboral
W= ]
for i in range(len(C)):
W1 = distancia euclidiana entre G[i] y cada una de PR
a ~ U((0,1)
if a<(2/(1+e~(—arctan(C[i][2])+C[i][1]))—1)*C[i][2]/10000:
W.append (centro de recreacion escogida aleatoriamente con W1
como distribucion)
Cl[i][2]=C[i][2] —CR[centro de recreacion escogido]
#El individuo pierde dinero por haber salido
else:
W.append (H[1]) #se queda en su casa
L =W #actualizacion de lugares actuales

if t (mod 24) >T:
for i in range(len(C)):
A = 3 veces la distancia euclidiana entre G[i] y cada entrada de G
mas la distancia euclidiana entre L[i] y cada entrada de L
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A[i] = max(A) #Se evitan autointeracciones

A=1/(1+e~(—-1/A))

A=A/np.sum(A) #Normalizacion de A

j = entrada de A escogida aleatoriamente usando a A como
distribucion

k = |N(0,abs(np.cos((np.pi/2)*(C[1][0] —25%365%24)/(100%x365%24)))) |

#La sociabilidad de la gente depende de su edad
if k<A[j]:
EN[i].append(j) #Se guarda la interaccion
d = tema aleatorio uniforme
k 7 min(1,|N(0,1/3)])
Gli][d] = G[i][d]+k«(G[]j][d]-G[i][d])

#Cambio de opinion sobre el tema d

if t/24 = 0 (mod 30): #Cada mes
C = C transpuesta
C[2] = C[2] + ST #Los individuos reciben su salario
C = C transpuesta
for i in range(len(C)):

g = salario que el trabajo da al individuo por la distancia
euclidiana entre G[i] y las personalidades de los trabajos
a ~ U(0,1)

if a < 2/(1+e~(—g/len(T)))—1:

El individuo cambia de trabajo y se actualiza NT[i], LT[i]

y ST[i] con la nueva informacion
En el ejemplo que seguimos, ST[i] = P[trabajo
seleccionado] + max(0,k_3(0O[i],C[1i])
D1 = distancia euclidiana H[i]| y cada entrada de H
Gl = distancia euclidiana entre G[i] y cada entrada de G
D2 = np.multiply (G1,D1<1/4)
D2 = np.sum(D2) /np.sum(D1<1/4)
Apromedio de distancia en gustos del individuo con sus
vecinos
a ~ U(0,1)
if a < 1/(14+np.exp(—1/D2)):
El individuo se muda eligiendo su nueva casa con una
distribucion normal centrada en su trabajo.

for i in range(len(ST)):
ST[i1]=ST[i]|/max(1l,np.sum(NI=NT[i])) #El salario que recibe
el individuo se divide entre el total de personas en la misma empresa

if (t/24)=0 (mod 365) or np.sum(gobierno)==0:
#Cada 356 dias o en caso de que no haya regente

gobierno = vector de ceros con tantas entradas como individuos
W= ]
for i in range(len(C)):

a = distancia euclidiana entre G[i] y cada entrada de G

a=np.sum(a)/len (a)
W.append (1/a)
Se escoge un gobiernante usando a W como distribucion .

gobierno [regente| = 1
regente g = G[regente |
gob _num = regente
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Se agregan algunas graficas del comportamiento mostrado por los cien individuos que
comenzaron en esta sociedad. Es necesario mencionar que en estas iteraciones, los centros
de trabajo se encuentran en {(x,y) = (%, %) A{i,j} < {0,1,2,3,4,5}} mientras que los diez
centros de recreacion se colocaron de manera aleatoria dentro de [0, 1] x [0, 1]; por otro
lado, los pardmetros iniciales para definir las funciones de pago para los individuos fueron
seleccionados de manera uniformemente aleatoria. Debido a la disposicion de sus trabajos,
a esta sociedad la llamaré sociedad rectangular.
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Tabla 4.1: Comportamiento de una sociedad rectangular para un individuo seleccionado 7.
En caso de haber més de un color en las graficas, cada uno corresponde a un gusto fijo. a)
Estado emocional de y vs. tiempo, b) Dinero disponible de y vs. tiempo, ¢) Salud de y vs.
tiempo, d) Valor promedio de los gustos de la sociedad vs. tiempo, e) Valor de los gustos
del regente vs. tiempo, f) Nivel de satisfaccion personal de y vs. tiempo, g) Popularidad
de regente vs. tiempo,h) Gustos del regente vs. gustos promedio de la sociedad.
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En las figuras de la tabla 4.1 se muestra un gran dinamismo en la sociedad construida,
asi como una gran complejidad en sus opiniones.

La figura a) senala que el estado emocional de los individuos es fluctuante y no tiene
un patron definido a simple vista.

La figura b) expone que las personas no solo son capaces de ahorrar sino que lo pre-
fieren, aunque no lo hagan compulsivamente sino que alcanzan una cantidad de dinero
disponible en la cual tienden a permanecer. Cabe mencionar que los incrementos disconti-
nuos corresponden al pago del salario mensual, mientras que las pequenas disminuciones
corresponden a eventos como visitas a centros de recreacion.

Con la figura c) se ve que la salud del individuo mejora y empeora conforme pasa el
tiempo y en caso de enfermedades, la disminucion de la salud tiene valores aleatorios en
intensidad y en tiempo, justo como lo especificamos en el pseudocoddigo.

La figura d) denota la tendencia de los sujetos a alcanzar un punto a partir del cual
los individuos opinan casi igual, sin que esto signifique que permaneceran con una opiniéon
inmutable sino que todos seguirdn cambiando sus opiniones de manera unénime.

La figura e) manifiesta una relacion entre los gustos del regente y los de la sociedad, lo
cudl serd motivo para analizar la figura h) de esta tabla.

En la figura f) se refleja que los sujetos cambian su nivel de satisfaccion personal
conforme el tiempo y se nota una fuerte influencia del estado de la figura a).

La figura g) presenta una clara tendencia de la popularidad del regente, lo cual no es de
extranarse ya que como se ha explicado hasta el momento, la popularidad del gobernante
depende de la cantidad de personas que tienen gustos similares a los de él y en la figura d)
se observa que los gustos sociales convergieron con el tiempo, incluyendo esto al regente.

Con la figura h) se confirma lo dicho anteriormente: los gustos del regente y los gustos
promedio de los ciudadanos estan fuertemente relacionados de modo que un aumento en
el valor de cierto gusto del regente implica una tendencia social para acrecentar el valor
de dicho gusto por parte de los sujetos, siendo esto analogo para cuando el valor de cierto
gusto del regente disminuye.

Estos resultados generan algunas preguntas tales como: ;Qué tan grande es la desvia-
cion entre los gustos de los individuos y los gustos promedio? o ;Cémo influye la localizacion
de los trabajos en el comportamiento de la sociedad? El origen de estos cuestionamientos
no solo se encuentra en la voluntad de modificar pardmetros y con esto estudiar el nuevo
comportamiento obtenido sino que surge al observar que la convergencia de los gustos de
todos los individuos es algo es improbable y fue una de motivaciéon para abandonar la
propuesta de Axelrod.

La primera de estas preguntas se contesta con la figura 4.2, pues en ella se muestra que
el valor promedio puede estar lejos de 0.5 y a la vez existir individuos con valores radicales
y opuestos.
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Figura 4.2: Valor del gusto 1 para 2 individuos y para el promedio de la sociedad vs.
tiempo.

Para contestar la pregunta referente a la influencia de la ubicacion de los empleos sobre
el comportamiento de la sociedad se corrié una simulaciéon analoga a la anterior, pero con
la diferencia de que esta vez los trabajos se encontraban en
{(sin(2kx/10), cos(2kn/10)) : k € {0,1,...,9}} mientras que los centros de recreacion se
localizaban en {%(Sin(Qkﬂ/lO),COS(Qkﬂ/lo)) :k €{0,1,...,9}} v los cien individuos origi-
nales tenian inicialmente una posiciéon aleatoria en [0, 1] x [0, 1]. Debido al lugar de los
trabajos, llamaré a esta sociedad "sociedad circular". A modo de comparacion, se agrega la
tabla 4.2 con las mediciones hechas para esta simulaciéon. Cabe mencionar que este cambio
aparentemente inocente de s6lo mover la posicion de los centros de trabajo podria usarse
para un estudio acerca de los cinturones de miseria, pero por el momento me limitaré a
hablar de manera abstracta sobre la dinamica de las sociedades.
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Tabla 4.2: Comportamiento de una sociedad circular, en el que tomamos un individuo y. a)
Estado emocional de y vs. tiempo, b) Dinero disponible de y vs. tiempo, ¢) Salud de y vs.
tiempo, d) Valor promedio de los gustos de la sociedad vs. tiempo, e) Valor de los gustos
del regente vs. tiempo, f) Nivel de satisfaccion personal de y vs. tiempo, g) Popularidad
de regente vs. tiempo,h) Gustos del regente vs. gustos promedio de la sociedad.
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Es de recalcar la diferencia entre la figura d) de la tabla 4.2 y su homologa en la tabla
4.1 pues en el caso de la sociedad circular se aprecia como el promedio de los valores de
los gustos sociales tiende a divergir, contrario al caso de la sociedad rectangular, siendo el
mismo fenémeno el que se observa en las figuras e¢) de ambas tablas. Esto explica los bajos
valores presentados en la figura g) de la tabla 4.2 en comparacion con su analogo de la tabla
4.1. Asi mismo es importante notar que pese a estas diferencias entre ambos fenémenos,
el comportamiento reflejado en la figura h) de ambos tablas es similar, implicando que la
influencia del regente sobre los ciudadanos es parecido para la sociedad rectangular y la
circular. Con esto queda claro que la localizaciéon de los centros de trabajo influye sobre
el comportamiento de la sociedad como colectivo, pero que la dindmica personal de los
individuos sigue siendo similar a la de la tabla 4.1.

Buscando dar una explicacion a esta diferencia, analizaré cuél es la dinamica que im-
pone sobre los individuos la manera en que estos interactian entre si, enfocaindome sobre
todo en el comportamiento de la popularidad del regente. Por definicion de la distribuciéon
de probabilidad con la que los individuos seleccionan con quién interactuaran, la distancia
entre sus posiciones conforma un cuarto de esta. Asi mismo, por la manera en que la selec-
cion de trabajos y hogares esta descrita, se tiene que el lugar esperado al que los individuos
van a mudarse dentro de la sociedad rectangular sera el punto (1/2,1/2) y efectivamente se
observara una concentracion demografica alrededor de dicho punto. Por el contrario, para
la sociedad circular, pese a tener un punto esperado al que los individuos se mudaran,
es muy improbable que se genere una concentracion demografica como para la sociedad
rectangular, ya que los individuos buscaran reducir la distancia entre sus trabajos y sus
hogares.

Estas dos condiciones provocan que para la sociedad rectangular, al regente le baste
con mudarse cerca del punto (1/2,1/2) para estar cercano a la mayoria de los habitantes de
la sociedad y asi aumentar sus probabilidades de interaccién con cada uno de ellos; entre
més interacciones de este tipo existan, mayor es la probabilidad de que los individuos y el
regente compartan gustos y por tanto, que su popularidad aumente. En contraposiciéon a
este caso, dentro de la sociedad circular no existe esta posibilidad por lo dicho anterior-
mente, de modo que la mejor estrategia que podria seguir el regente seria mudarse cerca
del empleo mas concurrido, pero sin que esto asemeje del todo el escenario de la sociedad
rectangular, haciéndole mas dificil interactuar con el resto de los habitantes y por tanto,
siendo mas complicado tener un indice alto de popularidad.

4.1. Estudio de los grupos sociales

Dejando a un lado el estudio del comportamiento de los individuos, volteo a ver el
comportamiento de los grupos sociales que forman las personas basadas en sus gustos y
opiniones. Para esto usaré el método de clustering llamado Mean Shift, cuya convergencia
fue demostrada en [5] por Li, Hu y Wu. Hace falta recordar que este método de cluste-
ring consiste en tomar n puntos repartidos en el espacio muestral e iterativamente se va
asignando una nueva posiciéon a cada punto como el centro de masa de los registros que
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existen en la bola de radio r centrada en el punto en cuestiéon. A su vez, este radio r es
escogido como el minimo radio a partir del cual la cantidad de clusters formados se vuel-
ve constante, asegurando asi que se ha obtenido persistencia en la agrupacion alcanzada.
Teniendo este algoritmo, definiré como grupo social a los individuos que sean agrupados
dentro de un mismo cluster por Mean Shift.

La razon por la cual elegi esta metodologia es por su tendencia a buscar puntos cerca
de los cuales los registros de nuestro espacio muestral se concentran, lo cual en este caso
se puede interpretar como el conjunto de opiniones predominante en un grupo social. Por
otro lado, este algoritmo tiene la ventaja de que no es necesario asignar la cantidad de
clusters a formar, sino que es determinada por el niimero de puntos de convergencia. Esto
también ofrece una libertad que vale la pena rescatar de la sociedad, pues la cantidad de
grupos sociales dependera tinicamente de las opiniones de sus individuos.

La pregunta que se busca responder aqui es: jEs posible, partiendo de que tengamos
un grupo social, estimar su comportamiento a futuro? Y maés especificamente, si es posible
saber si un grupo social se disolverda y en caso de prevalecer, cuél sera la cantidad de
individuos que permanezcan adheridos a él. Es sencillo observar que al contestar estas
preguntas, también quedaré resuelta una de los principales cuestionamientos de Axelrod:
si la sociedad alcanzaré la convergencia en su cultura con suficiente tiempo o si permanecera
en constante cambio.

Realizando 100 simulaciones se observo que si G es un grupo social, la proximidad
promedio de los gustos y opiniones entre los individuos de G y la proporcién de personas de
la sociedad que pertenecen a dicho grupo guardan una relaciéon cuadratica. Para hacer este
analisis y tomando p como la proximidad entre los individuos de G y N la cantidad total
de integrantes de la sociedad, se buscaron coeficientes a y b tales que |G|/N = a+bp — p>.
El minimo valor de correlacion R? entre esta funcién y los resultados de la simulacion que
se encontrd en todas las simulaciones fue mayor a 0.9999.

La pregunta sobre el significado que podrian tener los coeficientes a y b en la expresion
anterior para |G|/N surge de manera natural y para esto iniciaremos tomando el limite
h’r% |G|/N. Por la manera en la que definimos a la variable p, este limite representa el
p—)

momento en el que los gustos de los individuos pertenecientes al grupo social G se vuelven

tan parecidos que se vuelvan indistinguibles y por la expresion encontrada empiricamente,

tenemos que h'rr(l) |G|/N = a, es decir que a representa la proporcion de la sociedad a la que
p—)

el grupo social G tendera a contener conforme todos sus individuos vayan teniendo gustos
muy parecidos entre si.

Para el caso de b, no parece que los limites vayan a darnos una interpretaciéon puesto
que h’n% |G|/N tiene un resultado independiente de b y si calcularamos lim |G|/N, esto
p— p—eo

implicarfa que estamos suponiendo que los miembros de G son totalmente diferentes, lo
cual harfa que seguir llamando a G un “grupo social” carezca de significado. Es entonces
que se puede notar que su significado radica mas bien en medir la capacidad de este grupo
social para conservar a sus integrantes y atraer nuevos, lo cual pasaré con mayor facilidad
entre b sea mas grande.
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Figura 4.3: Puntos (a,b) para aproximar |G|/N = a +bp — p? donde G es un grupo social,
N es la cantidad de personas en la sociedad y p es la proximidad entre integrantes de G.

En la figura 4.3 se muestra un grafica de los puntos (a, b) para las simulaciones ante-
riores y se observa que no existe una funciéon que describa estos dos parametros. Asi mismo
grafiqué las relaciones entre los pardmetros a, b y la proximidad inicial entre los individuos
de una sociedad, lo cual presento en las figuras 4.4 y 4.5. En estas figuras observamos que
tampoco se presenta un comportamiento propio de una funciéon.

Una duda que puede salir al observar estas figuras es si este sistema es sensible a
condiciones iniciales. Es decir, ;gustos y funciones de pago iniciales similares llevan a
valores a y b similares? Para contestar esto, tomemos le siguiente caso particular.

Supongamos que tenemos una sociedad de cuatro individuos g1, g2, ¢3, ¢4 con solo un
gusto y dos trabajos T1, T> y que las condiciones iniciales son que ¢ se encuentra en (0, 0)
y opina 0, g2 esta en (1/3,0) y opina 1/3, g3 esta en (2/3,0) y opina 2/3 y g4 se localiza
en (1,0) y opina 1; por otro lado, T esta en (0,0) y opina 0, mientras que T se encuentra
en (1,0) y opina 1. Dadas estas condiciones, supongamos que en la primera iteracion,
q1 interacttia con g2, g2 con g1y ¢3, g3 con g2 y q4 'y q4 s6lo con g3. Ahora podemos
distinguir dos situaciones: en la primera, la interaccién entre g y g2, asi como la de g3 y
g3 es muy relevante, de modo que los tres individuos quedan con opiniones muy cercanas
a 0, mientras que en la segunda opcién, las interacciones entre g4 y g3 v la de g3 y ¢2
son mucho més significativas que la que existio entre g1 y g2, de modo que al final de esta
iteracion, las opiniones de g2,¢q3 y g4 quedan muy cerca de 1. Esto hard que en futuras
iteraciones, sea més probable que g1, g2 y g3 interactiien en el primer escenario y que g2, g3
vy g4 lo hagan en el segundo; en otras palabras, esto dice que el primer escenario conduce
a que los grupos sociales generados sean {q1, g2,¢93} v {g4}, mientras que en el segundo,
aparezcan {q1} y {g2,43,q4}, lo cual prueba que incluso con condiciones iniciales iguales,
el papel que las variables aleatorias juegan en el resultado del calculo de a y b sea muy
relevante.
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Figura 4.4: Término independiente de la aproximacion de la figura 4.3 vs. proximidad
inicial entre individuos de G.
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Figura 4.5: Término lineal de la aproximacion de la figura 4.3 vs. proximidad inicial entre
individuos de G.

A pesar de no encontrar una relaciéon funcional entre estos parametros, si es de notarse
que el hecho de que exista una relaciéon con indice de correlaciéon tan elevado, indica que
desde los primeros momentos se puede saber cual serd la cantidad maxima de integrantes
dentro de un grupo social determinado, asi como si prevalecera o se disolvera pues en
aquellos que no guardaban la relacion descrita en la figura 4.3, terminaban separandose.

Con lo que se ha visto hasta el momento sobre la dinamica de las subsociedades surge la
pregunta de como distinguir una sociedad de otra, la cual a su vez genera el cuestionamiento
de como caracterizar a una sociedad. Es decir, si se tiene una sociedad circular cuyos centros
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de trabajo estan distribuidos en S!, este conjunto de datos seria diferente de otra cuyos
puntos laborales presentaran una homotecia para que ahora se encontraran en

{0.9(sin 6, cos 0)|6 € [0, 27]}, sin embargo intuitivamente se estaria hablando de la misma
sociedad.

Para esto voy a pensar a los individuos como una nube de puntos X en R", donde n es
el ntimero de gustos que tienen. Después los agruparé en clusters mediante Mean Shift [5]
y, con el objetivo de formar una grafica, trazaré un arista entre dos individuos {x, y} si y
s6lo si:

1. {x,y} € C , con C un cluster de X.

2. [lx = yll < min{min{||x —z[| : z € X \ C}, min{|ly - z|| : z € X\ C}}

notando que esta relacion esta bien definida.

Esto lo haré ya que la relacion anterior implica que la persona con quien es mas probable
que interactiie se encuentra en su cluster, de modo que esta relacion representa el conjunto
de sujetos dentro de la subsociedad determinada por el cluster que tenderan a permanecer
dentro de ella.

Puesto que toda grafica finita se puede encajar en R3, interpretaré sus vértices y aristas
como partes de un 2-simplejo de modo que estaré recreando una superficie en la cual habré
encajado, por construccion, la subsociedad en cuestion. Al tener esta estructura, es natural
preguntarse cuales son sus nameros de Betti, lo cual genera interés por 2 razones: la primera
es que la idea detras del n-ésimo ntumero de Betti es la cantidad de cortes que se le deberian
hacer a la superficie para separarla en n-ciclos, lo cual se traduciria en una medida de la
cohesion social entre sus habitantes; por su parte, la segunda razon es que sabemos que
los ntmeros de Betti ayudan a reconocer una superficie, lo que a su vez estaria generando
una caracterizacion del grupo social en cuestion.

Teniendo como objetivo tratar con los ntimero de Betti, comenzaré hablando de los
n-simplejos, pero no sin antes agregar que desde la siguiente definicion hasta la demostra-
cion del teorema que garantiza la computabilidad de los grupos de homologia de complejos
finitos se encuentran en [28] y lo que yo hice fue traducirlos y completar algunas demos-
traciones dejadas al lector.

Definiciéon: Independencia geométrica y n-simplejo

Sea {ai,...,a,} € R™ conjunto de puntos linealmente independientes en el sentido
de algebra lineal, entonces diré que {ay, ..., a,} es independiente geométricamente si
{as — ay, ...,a, — a1} es linealmente independiente segiin el algebra lineal.

Ademas diré que o es un n-simplejo que abarca a {a,...,a,} si {ay,...,a,} es un

n n

conjunto geométricamente independiente y o = { ) t;a; : X, t; = 1}.
i=1 i=1

Rapidamente se pueden identificar diferentes partes de un n-simplejo, por lo cual se pre-
sentan las siguientes definiciones.
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Definicién: Vértices y caras de un n-simplejo.

Si o es un n-simplejo que abarca a A := {ay, ..., a,} entonces llamaré vértices de o
a A y me referiré con el nombre de cara a todo simplejo que abarque a un subconjunto
de A, mientras que a los simplejos que abarquen subconjuntos propios de A los llamaré
caras propias de o .

Definicién: n-simplejo complejo

Un simplejo complejo K en R” es una coleccion de simplejos en R” tales que:

1. Toda cara de K estéd en K.

2. La interseccion no vacia de cualesquiera dos simplejos de K es una cara de ambos.

Para empezar a trabajar con los grupos de homologia, antes hablaré sobre la orientacion
que puede tener un simplejo y para esto probaré la siguiente afirmacion.

Afirmacion: Sean dos listas ordenadas a = (ay,...,a,) y b = (b1, ..., b,), donde
{ai,...ay} ={b1,....,b,} = {1,...,n}. Entonces es posible pasar de a a b mediante per-
mutaciones y la cantidad de transposiciones necesarias para hacerlo esta bien definida
modulo 2.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, pasemos de a a b. Para esto, ya que
{ai,...an} = {b1,...,b,}, existe iy € {1,...,n} tal que a;, = b1 y podemos pasar de a a
(aj,,a,...,a,) = (b1, as, ..., a,) mediante transposiciones, siendo posible llegar de manera
iterativa a b con una cantidad finita de permutaciones repitiendo el mismo paso hasta
terminar con toda la lista.

Ahora consideremos el grupo S, de las permutaciones de n elementos y sea {e;}ie(1,...n}
la base estandar de R". Ya que las permutaciones son biyectivas, podemos representar
con M, a la matriz de cambio de base que manda la base estandar a la lista ordenada
(eq(1) --» €o(n)) ¥ de esta manera definir la funciéon ¢ : S, — GL,(Z) tal que ¢(0) = M,
donde GL,(Z) es el grupo de las matrices invertibles de n X n con entradas en los enteros.

Notemos que la imagen de ¢ estd contenida en su contradominio ya que {e;}ie(1,. 1)
es la base estandar y que ¢ esta bien definida puesto que los cambios de base estan bien
definidos. Asi mismo, por dlgebra lineal sabemos que la composicion de transformaciones
lineales es equivalente a la multiplicacion de las matrices que las representan, por lo cual
tenemos que ¢(0 o 7T) = Myor = MaM; = ¢(0) o ¢(7). Mas atn, si ¢(0) = ¢(7) entonces
My = M, lo cual implica que e, (;) = e;(;) para toda i € {1,...,n}, de modo que o (i) = 7(i)
para toda i € {1,...,n}, llegando asi a que o = 7.

.. ¢ es un homomorfismo de grupos y es inyectivo.
. ¢[S;] es un subgrupo de GL,(Z).

Por otro lado consideremos al determinante como un homomorfismo de grupos
det : ¢[S,] — {-1,1}, donde {-1, 1} es un grupo bajo la multiplicacién usual. Recordemos
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que el determinante esté bien definido para todas las matrices con entradas reales y que
ya que el determinante abre las multiplicaciones, tenemos que si {A, B} € GL,(Z) tales
que

AB =id = det(A) det(B) = det(AB) = det(id) = 1. De este modo tenemos que

{det(A) det(B)} C Z y son unidades, por lo cual det(X) € {-1, 1} para toda X € GL,(Z).
De esta manera, la forma en que definimos el determinante tiene un contradominio correcto.

Asi las cosas, consideremos el homomorfismo deto¢ : S,, — {—1,1}. Por élgebra lineal
sabemos que intercambiar el orden de dos elementos de la base cambia el signo del deter-
minante, i.e. si T € S, es una transposicion, entonces det o¢p(7) = —1. Luego si tomamos
o € §,, por teoria de grupos podemos descomponerla en una cantidad finita transposi-
ciones de modo que existe m € N tal que o = 11 0 ... o T, con 7; transposiciéon para toda
i €{l,...,n}y asi tenemos que det ogp(c) = det opp(t110...07,) = det(ry)...det (1) = (-1)™,
lo que esta bien definido médulo 2 sobre m.

O

Usando la afirmacion anterior puedo proponer la siguiente definicion, teniendo en mente
que esto genera una clase de equivalencia entre los ordenamientos de los vértices y dicha

clase de equivalencia so6lo tiene 2 elementos. Esto se sabe por ser las propiedades modulares
de ZQ

Definicién: orientaciéon de un simplejo.

Si o es un simplejo con méas de un vértice, entonces llamaré orientacion a cada una
de las clases de equivalencia que la afirmacién anterior define sobre el ordenamiento de
los vértices de o. De este modo, un simplejo con méas de un vértice inicamente tiene
2 orientaciones posibles.

En caso de que o abarque a {ay,...,a,}, también se denotard a o como aj...a,,
mientras que escribiré [ai,...,a,] para denotar al simplejo a;...a, cuya orientaciéon
pertenece a la clase de equivalencia de (ay, ..., a,).

Para seguir con la construcciéon, definiré las p-cadenas, pero antes probaré la siguiente
afirmacion.

Afirmacion: Siendo K un simplejo complejo y p € N, sea G el conjunto de las fun-
ciones que van del conjunto de los p-simplejos orientados de K a Z tales que cumplen
que si f € G y o es un simplejo orientado entonces —f (o) = f(—0) y que f es nula
salvo en una cantidad finita de elementos.

Entonces G es un grupo al usar la suma de funciones como la suma de sus imégenes.

Demostracion. Sean f y g funciones como en las hipdtesis y o un simplejo orientado.
Entonces —(f +g)(0) = —f(0) —g(o) = f(—0) +g(—0) = f + g(—0) y sera nula salvo en
una cantidad finita de complejos orientados pues f y g lo son. Por lo tanto, f+g € G.

Asi mismo la suma seré asociativa pues sabemos que la suma en los enteros es asociativa
y sabemos que el elemento neutro seré la funcién constante cero.
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Por tultimo sabemos que —f sera el elemento inverso de f.

.. G es grupo.

Definicién: p-cadena

Sea p € Z y K un simplejo complejo. Llamaré p-cadena sobre K y la denotaremos
como C,(K) al grupo de funciones del conjunto de p-simplejos ordenados a Z tales
que cumplen:

1. —f(o) = f(=0o) con f funcién y o simplejo ordenado.

2. f(o) =0 salvo por una cantidad finita de simplejos ordenados.

En caso de que p sea negativo o que p < dim K, entonces C,(K) es el grupo trivial.

Definicién: Operador frontera

Defino el operador frontera como 9, : C,(K) — Cp_1(K) tal que

p
[0, - vpl = Do (1) [0, s D1y V]
i=0

donde V; significa que se omite el vértice v; del arreglo.

Veamos la primer caracteristica importante del operador frontera.

Lema: El operador frontera es un homomorfismo.

Demostracion. Notemos que el operador frontera esté bien definido pues si vy...v, € C,(K)
y tomamos dos ordenamientos de sus vértices tales que generen la misma orientacion
[Vigs -+ i, ] ¥ [Vjgs s vj,], entonces

p
IpWigs oo Vi) = D (DK [Vigy cers i o0V,
k=0

p
k N
ap [v].O’ oo vjp] = Z(—l) [ij’ ceey ij, ceey Vjp].
k=0

Como [vig, ..., vi,] ¥ [Vjgs > v, ] tienen la misma orientacion, existe una cantidad par
de permutaciones {fi};_, tal que [vg,...,vi,] = fr o ... 0 fo([vj4, ..., vj,]). De esta forma
tenemos que

78



Capitulo 4. Ejemplo de la construcciéon de una sociedad

Op[Vigs s Vi, ] = 0pr oo fo([vjgs vy, D) =

p
DD 0 0 o[ s, ]) =

k=0

p
DD W oo Vs v, 1 = B[V s, ]

pues r es par y por lo tanto ambos simplejos forman parte de la misma clase de
equivalencia.

~. 0p esté bien definido.

Definiendo una suma formal sobre los simplejos ordenados, tenemos que si
{[vo, ..., vpl, [wo, ..., wp]} € C,(K), entonces

)4
Z( D [vos .. D) ...,v,,]+Z(—1)’<[w0,...,wk,...,w,,]:a,,[vo,...,v,,]+a,,[w0,...,w,,]
k=0

k=0

.. 0p es un homomorfismo. m|

Una vez que sabemos que la frontera es un operador bien definido, podemos probar el
siguiente lema que nos permitiré definir finalmente los grupos de homologia.

Lema: Dado K un simplejo complejo, d,-1 0 8, = 0.

Demostracion. Calculando con la definicién tenemos que

6,, 100 V(),..., Zap 1 VO,..., iy eees ]=
Z(—1)"(—1)f[...,ﬁ,-,..., +Z( 1)/ (=1) [eons Dty eens D] =
J<i J>i

Z(—1)"(—1)J'[...,9,-, Vi ] = Z(—1)"(—1)J’[...,ﬁj, iy ] =0

Jj<i Jj<i

pues al permutar el orden de v; y v; cambia el signo de la orientacion.

79



Capitulo 4. Ejemplo de la construcciéon de una sociedad

Con lo anterior podemos establecer la siguiente definicion.

Definiciéon: p-ésimo grupo de homologia, p-ciclos y p-fronteras.

Llamaré p-ciclos a los elementos del kernel de 8, : C,(K) — Cp-1(K) y lo denotaré
por Z,(K), mientras que llamaré p-fronteras a los elementos de B, (K) = 3d,[Cp4+1].

Por el lema anterior se sabe que B,(K) € Z,(K) y definimos
Hp(K) = Zp(K)/BP(K)

y lo llamaré p-ésimo grupo de homologia de K.

Ahora verifiquemos la definicién anterior.

Observaciéon: Los grupos de homologia estan bien definidos

Demostracion. Ya que Z,(K) es el kernel de un homomorfismo, es un grupo, mientras que
el hecho de que B,(K) sea la imagen de un homomorfismo también implica que sea un

grupo.

Ademas notamos que por la definicién de la operacion en el grupo tenemos que C,(K)
es abeliano para toda ¢, por lo que B,(K) es subgrupo normal de Z,(K).

.. Los grupos de homologia estan bien definidos. O

La siguiente definicién nos ayudara posteriormente para la demostracion de la compu-
tabilidad de los niimeros de Betti.

Definiciéon: subgrupo de torsion

Sean G un grupo y g € G. Diré que g tiene orden finito si existe n € Z* tal que
ng = 0 y llamaré subgrupo de torsion de G a T(G) := {g € G|g tiene orden finito}.

Si T es el grupo trivial, diré que G es un grupo libre de torsion y si |T| € N, diremos
que |T| es el orden de T.

Esta definiciéon contiene algunas afirmaciones que hace falta probar.

Observacion: T(G) es un subgrupo de G y esta univocamente determinado por G.

Demostracion. Evidentemente T(G) € G y 0 € T(G).

Por otro lado si {a,b} C T(G), existe {n,m} C Z* tal que na = mb = 0. Ahora si
tomamos p = nm, entonces pa = nma = m(na) =m0 =0y pb = nmb = n(mb) =n0 =0
por lo que a + b € T(G).

El hecho de que esta univocamente determinado por G se debe a que T'(G) fue definido
como un conjunto y el axioma de comprension asegura su unicidad.

- T(G) es un subgrupo de G y estd univocamente determinado por G.
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Afirmacién: Todo grupo abeliano libre es libre de torsion.

Demostracion. Sea G un grupo abeliano libre, entonces existe {bo,...,b,} base de G de
n

modo que para todo g € G, I{ay, ...,a,} € Z tal que g = 3, a;b;.
i=0

n
Asi las cosas, sea g € G con orden finito, entonces Ip € Z* tal que pg = 3, pa;b; =0,
i=0
pero tenfamos que los coeficientes de esta suma son tnicos para cada elemento de G, por

lo tanto pa; =0Viy como p #0,a; =0Vi = g=0=T(G) = {0}.

.. G es libre de torsion.

Proposicion: Sea S un conjunto. El conjunto de las funciones

G ={f:S — Z|f(x) # 0 para una cantidad finita de S} donde la suma de las
funciones es la suma de sus valores es un grupo abeliano libre. A G lo llamaremos
grupo generado por S.

Demostracion. Evidentemente G es un grupo pues si {f, g} € G, entonces existen A C S
y B C S finitos tales que f(x) =0Vx e S\ Ay g(x) =0Vx € §\ B. Luego

f+g(x)=0Vx e S\ (AUB) donde A U B es finito. El resto de las propiedades necesarias
para probar que sea un grupo se garantizan pues Z es un grupo y la suma se definié como
la suma de las imagenes.

Por otro lado, sabemos que G es un grupo abeliano pues si {f,g} C G y x € S,
(f+2)(x) = f(x)+g(x) = g(x)+f(x) = (g+f)(x) donde la conmutatividad de las imagenes
se tiene por la conmutatividad de Z.

Por ultimo, para demostrar que G es libre demostraremos que B := {¢y }res €s una base

de G donde ¢.(z) = { (1) :i i ;);

que B genera, tomamos f € G y notamos que f = ), f(x)¢@, por definicion.
xeS

, de modo que es evidente que B C G. Para demostrar

Asi mismo para demostrar que los coeficientes de la suma anterior son tinicos, notamos
que si ) axgy = 2, bypy y tomamos y € S, entonces ay = Y g ax@x(y) = Dyies bxdr(y) =

xeS xeS
by, por lo que sus coeficientes estdn univocamente determinados.

.. G es un grupo abeliano libre.

Presento algunas afirmaciones ttiles.

Afirmacién: Sean G grupo abeliano tal que G = G1 ® Go y H; y Hy subgrupos de
G1 y Go respectivamente. Entonces G/, e Hy) = (G1/H,) @® (2/Hs,)
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Demostracion. Sea a € G, entonces existen a; € Gy as € Go tales que a = aj +as. Luego
por definicién

Cl+(H1€BH2):{a+h1+h2|h1 EHl,/’lQ EHQ}:
{(a1 + h1) + (a2 + h2)|h1 € Hi, hy € Ha} = (a1 + H1) ® (a2 + H>).

2 Gy e Hy) = (G /Hy) @ (G2/H,).

Afirmaciéon: Sea G un grupo, T(G) su subgrupo de torsion y f : G — H un homo-
morfismo. Entonces f[T(G)] es subgrupo del subgrupo de torsion de H. Ademas si f
es inyectiva y z € f[G] N f[T(G)] se cumple que Ix € T(G) tal que f(x) =z

Demostracion. Sea x € T(G), entonces dn € Z* tal que nx = 0. Luego nf(x) = f(nx) =
f(0) =0 por lo que f(x) pertenece al subgrupo de torsion de H.

Por otro lado si z € f[G] N f[T(G)] tenemos que existe n € Z* tal que nz = 0 pues
z pertenece al subgrupo de torsion de H mientras que como z € f[G] entonces Ix € G
tal que f(x) = z de modo que 0 = nz = nf(x) = f(nx) y si f es inyectiva tenemos que
nx=0=xeT(G).

Corolario: Si f : G — H es un isomorfismo y T es el subgrupo de torsiéon de G,
entonces f[T(G)] es el subgrupo de torsion de H.

Demostracion. Sea x € T, entonces por la afirmacion anterior f(x) esta en el subgrupo de
torsion de H, i.e. f[T] esta contenido en el subgrupo de torsion de H.

Por otro lado, si x pertenece al subgrupo de torsion de H entonces 3z € T tal que
f(z) = x pues al f ser isomorfismo en particular es suprayectivo y f[G] = H. Asi tenemos
que el subgrupo de torsion de H esta contenido en f[T].

Lema: Sea A un grupo abeliano libre de rango n. Si B es un subgrupo de A, entonces
B es un grupo abeliano libre de rango r < n.

Demostracion. Omitiremos la prueba de que B es abeliano, pues dicha propiedad es here-
ditaria de manera trivial.

Ya que A es grupo abeliano libre, tenemos que es un grupo libre de torsiéon y gene-
rado por n elementos, de modo que tenemos que es homomorfo a Z", modo en el cual lo
pensaremos sin pérdida de generalidad.

Sea m; : Z" — Z la proyeccion de la i-ésima coordenada, la cual sabemos que es un
homomorfismo y sea también B, := {x € B|n;(x) =0Vie {m+1,...,n}}.
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Notemos que m,,[B,;] define un subgrupo en Z, por lo cual es ciclico desde que los
enteros lo son. Asi, sea x,, € B, tal que m,,(x,,) genere a m,,[B;,] y construyamos de esta
manera a 8 := {x;|x; # 0Ai € {1,...,n}}. Ahora afirmamos que B es base para B.

Por construcciéon tenemos que m1(x1) genera a m1[B1], por lo que x; genera a By, de
modo que para todo b € Bi, existe @ € Z tal que b = axy. Ahora como hipdtesis de
induccién supongamos que {xi, ..., x,,—1} genera a B,,_1 y tomemos x € B,,.

Por los mismos argumentos que antes tenemos que 3a,, € Z tal que m,,(x) = @y (Xm),
por lo cual se sigue que 7, (x — @ux,) =0, i.e. X — @pXxy, € By-1.

Asi por hipétesis de induccion tenemos que existe {aq, ..., au-1} C Z tal que
X — @y = @1X] + ... + @p_1Xm-1, concluyendo entonces que {x1,...,x,} genera a B,,.

.. B genera a B pues B, = B.

Usaremos de nuevo la induccién para demostrar que los elementos de 8 son indepen-
dientes, notando que es trivial mostrar que Ax; =0 = 1 =0.

Como paso de inducciéon supongamos que {xi,...,x,—1} es un conjunto de elementos
independientes y consideremos la ecuacion Aijxy + ... + Ayx;, = 0.

A esta ecuacion le aplicamos 7, y tenemos que A, 7, (x;;,) = 0. Por construcciéon tenemos
que 7, (x;;) genera a m, [B;,], por lo que tenemos dos opciones: 7, [B,] = {0} o no.

Si 7, [Bn] = {0}, entonces x,, = 0, en cuyo caso tenemos que
0=Ax1+ ...+ Ayxy, = Aix1 + .o + Ay—1Xm—1 de modo que terminamos por hipodtesis de
induccion.

Si 7, [Bn] # {0}, entonces m,,(x,,) # 0 pues por construcciéon lo genera. Luego
ATt (X)) =0 = A, =0, de modo que de nuevo tenemos
0=A1x1+ ... + Xy, = A1x1 + ... + Ay—1Xm—1, con lo cual terminariamos por hipotesis de
induccién.

.. B es base para B.

.. B es grupo abeliano libre.

Definicion: Sean G y G’ grupos abelianos libres y {a1, ..., a,} y {d}, ..., a,,} sus bases
respectivamente y sea f : G — G’ homomorfismo, entonces existen coeficientes tinicos
{Aij}izn,j<m tales que

flaj) =) Aya;
i=1

A la matriz (4;;) la llamaremos matriz de f relativa a las bases dadas para G y G.

Notamos que la matriz de f estd bien definida ya que sus entradas estan bien definidas
puesto que f(a;) € G’ y G’ es un grupo abeliano libre.
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Afirmacién: Sean G un grupo abeliano libre y {ay,...,a,} una base. Considerando
tres operaciones basicas:

1. Intercambiar a; por a;.
2. Cambiar a; por —a;.

3. Sustituir a; por a; +qga;coni # jyq€e€Z

y aplicando cualquier combinacion finita de estas operaciones a {ay, ..., a,}, el resultado
seguiré siendo una base.

Demostracion. Notemos que basta con probar que cada una de estas operaciones manda
la base en una base, por lo que sera lo que hagamos a continuacion.

Sea g € G, entonces ya que {ay, ..., a,} es base, existen {4y, ..., 4, } Gnicos tales que g =

n

2, Aray. Asi si intercambiamos a; por a;, simplemente cambia el orden de los sumandos,
k=1 '
pero ya que G es abeliano, se preserva la igualdad, por lo que seguimos teniendo una base.

Si ahora cambiamos a; por —a;, tenemos que g = », Axay — A;a;, de modo que de nuevo
k#i

es una base. Por ultimo notemos que 3 Agax + A;(a; + qa;) + (A; — qd;)a; = i Aray,
k#i,k#j k=1

lo cual equivale a la tercer operacion y donde notamos que A; — gd; es tnico dada la

unicidad de los coeficientes originales. De este modo, volvemos a obtener una base con

esta operacion. m|

Teorema: (definiciéon de la matriz en forma normal).

Sean G y G’ grupos abelianos libres de rangos n y m respectivamentey f : G — G’ un
homomorfismo. Entonces existen bases para G y G’ tales que, relativo a dichas bases,
la matriz de f es de la forma

[ by 0

donde b; > 1y by|bs|...|b;.

Esta matriz estd univocamente determinada por f pese a que las bases no y se le
llama la forma normal de la matriz de f.

Demostracion. Tomemos bases para G y G’, las cuales sabemos que existen pues son
grupos abelianos libres y sea A = (a;;) la matriz de f relativa a estas bases.

84



Capitulo 4. Ejemplo de la construcciéon de una sociedad

Notemos que si aplicamos las operaciones de la afirmaciéon anterior, la manera en la
que se reflejarfan en A es:

1. Intercambiar la fila (columna) i por la fila (columna) j.
2. Multiplicar la fila (columna) i por -1.

3. Reemplazar la fila (columna) i por (fila i)+q (fila j) ((columna i)+qcolumna j).

Ahora supongamos que A # 0 y sea @(A) el menor elemento no nulo de {|a;;||a;; es
entrada de A}. Llamaremos a a;; la entrada minimal de A si |a;;| = a(A).

A continuacion se presentara el algoritmo de reduccion, con el cual obtendremos la
matriz deseada.

Paso 1 Buscamos reducir el valor de la entrada minimal de la matriz en cuestion.

Para este paso probaremos lo siguiente: Si @(A) no divide alguna entrada de A, entonces
es posible disminuir el valor de @(A) mediante las operaciones bésicas antes descritas
aplicadas a A.

Para probar esto, supongamos que a;; es la entrada minima de A, la cual no divide
alguna entrada de A. Supongamos como primer caso que dicha entrada no divide a ay;.
Luego por el algoritmo de la division tenemos que ay; = ga;; +r, donde 0 < |r| < |a;;].

De este modo, sustituyendo fila k de A por fila k-qfila i, tenemos que la nueva entrada
minimal de A es a lo més |r| = |ax; — ga;;|. El resultado es andlogo en caso de que a;; no
divida alguna entrada de su fila.

Por dltimo supongamos que a;; divide todas las entradas de su columna y su fila, pero
no divide a ay tal que s #1 y t # j. Luego consideremos las entradas de A

Ya que a;; divide a ay;, entonces mediante operaciones basicas podemos hacer

ajj - it

0 ast+lal’t

para alguna [ € Z.

Por lo que mediante operaciones basicas llegamos a una matriz que tiene por entradas

ajj -+ aip+dag+lag

0 ast+la,~t
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donde a;; no divide a a;; + ay + la;; pues a;; no divide a ag pero si divide al resto de
los sumandos. De este modo, mediante operaciones bésicas llegamos a que a;; no divide a
todos los elementos de su columna y su fila, lo cual es una contradiccion.

.. Si @(A) no divide alguna entrada de A, entonces es posible disminuir el valor de
a(A) mediante operaciones basicas.

Paso 2 Supongamos que el valor minimal de A divide a cada una de sus entradas.

Notemos que mediante operaciones bésicas podemos colocar una entrada minimal de A
en la esquina superior izquierda y hacerla positiva. De igual forma, ya que divide a todos
los valores de su columna y fila, podemos aplicar operaciones béasicas para anular el resto
de las entradas de su fila y columna.

Una vez hecho esto, podemos repetir el paso 1 sobre la matriz que obtenemos al omitir
la columna y fila en cuestion.

Notemos que esto terminard ya que G y G’ son finitamente generados.

Paso 3 El algoritmo termina cuando la matriz resultado del paso 2 es la matriz 0 o
desaparece, en cuyo caso la matriz resultante estara en su forma normal. Mas atn, notemos
que b1|...|b; por construccion.

Ahora probaremos que {b1, ..., b;} estan univocamente determinados por el homomor-
fismo f. Notemos que para esto es necesario probar que {b1, ..., b;} no dependen de la base
en cuestion.

Para esto observemos que si @ y y son bases de G, B es base de G’ y A es la matriz
asociada a f para @ y B en su forma normal, entonces la matriz de f asociada a y y 8 es
la matriz de f o g donde donde g : G — G es un isomorfismo tal que g(y;) = @;. Ademas
por algebra lineal sabemos que la composicién de transformaciones lineales puede ser vista
como multiplicacién de matrices, por lo que buscaremos la matriz de g en su forma normal.

Sin embargo ya que y es base de G y @ € G tenemos que existen coeficientes

{AijYi<nj<n C Z tales que a; = 3, A;;y;, suma que notamos que se puede obtener mediante
j<n

operaciones basicas. De este modo tenemos que la matriz en forma normal de g respecto a

a y 7y es la identidad, por lo que la matriz de fog es A-id = A, notando que este resultado

es analogo si consideramos diferentes bases para G’.
.. La matriz en forma normal de f esta bien definida.

O

Ahora enunciaremos y demostraremos dos teoremas importantes de los grupos abelia-
nos finitamente generados, los cuales nos permitiran llegar a la definiciéon de los niimero
de Betti.

El primer teorema en realidad es un corolario de los que acabamos de demostrar.
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Corolario: Sea F un grupo abeliano libre. Si R es un subgrupo de F, entonces R
también es grupo abeliano libre. Si F tiene rango n, entonces R tiene rango r < n; mas
alin existe una base {eq,...,e,} de F y enteros {t1,...,t,} mayores o iguales a 1 tales
que

1. {tieq,...,tye,} es base para R.

2. ti|ta]...|t,, i.e. t; divide a t;41 para toda i.

Ademés {t1,...,t,} estan determinados por F y R independientemente de la base
{e1,...,en}.

Demostracion. Ya que R es subgrupo de un grupo abeliano, es abeliano y ya que F es
libre, R también es libre por el teorema de Nielsen-Schreier. Més atn, como R es subgrupo
de F, su rango debe ser menor o igual que el de F, por lo que r < n con r y n los rangos
de R y de F respectivamente.

Ahora sean {ay,...,a,}y B :={b1, ..., b, } bases para R y F respectivamente y tomemos
C :={c1,...,cn} como los elementos de {by,...,b,} tal que no pueden ser expresados en
términos de {ai,...,a,}, es decir que x € {by,....,b,} \ {c1,....cn} = FH{s1,....,8.} C Z
r r
tal que x = Y s;a; v x € {c1,...,cm} = B{s1,...,s,} tales que x = Y s;a;. Afirmo que
i=1 i=1
{ai,...,a,,c1,...,cy,} es una base para F.

n
Seax € F = 3l{s1,...,s,} C Z tales que x = ). s;b; pues B es base de F lo cual, después
i=1
de reindexar los coeficientes con los elementos de B en lugar de con niimeros naturales,
podemos escribir comox = ), spb+ Y, spb. Por lo dicho antes, a su vez podemos escribir
beB\C beC
-
b = ) tpa; para todo b € B\ C para algin tnico {tp1, ..., 5} C Z pues {ay,...,a,} es base
i=1

p

de R; de este modo tenemos que x = Y, spb+ >, spb = Y, sp D, tpiai+ D, scc, es decir que
beB\C beC beB =1 ceC

pudimos expresar a x en términos de {ai,...,a,,c1,...,c,} y la unicidad de los coeficientes

usados esté garantizada por la correcta definicién de la multiplicacion y suma en los enteros
y por la unicidad de {s1,...,s,} v de {tp1, ..., } para toda b € B\ C.
~Aay,...,ar,c1,...,cm} es base para F.
Ahora definamos A = {ay,...,a,,c1,....,cm} ya ¢ : F — R tal que si expresamos a x € F
como X = D, Sq@ con {Sq}{eea} C Z, entonces ¢(x) := Er: s;a;. Notemos que ¢ esté bien
definida plLIg:to que la suma en el grupo esté bien deﬁrlli:éa ysi {2 sqa, D tea} CF

a€A a€A
entonces

¢ (Z Sa+ ) taa) =¢ (Z(sa + ta)a) _

a€A a€A a€A
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r

r r
Z(si +1t)a; = Z s;a; + Z tia; = ¢ Z Sqa |+ ¢ Z to
i=1 i=1

i=1 a€A a€A

. ¢ es un homomorfismo.

Entonces, por el teorema de la definiciéon de la matriz en forma normal, tenemos que
existen bases {f1,..., fu} v {e1,...,e;} de F y de R respectivamente tales que la matriz en
forma normal de ¢ es

donde t; > 1 para toda i, t1|te...|ty ¥ ademés {t1,...,1x} estan determinados por F y R.
Esto quiere decir, por definicién de la matriz de un homomorfismo relativa a bases dadas,

que respecto a {fi,..., fu} v {e1,...,e,}, ¢ cumple que ¢( f;) = t;e; para toda i.
r m
Ahora tomemos x € F tal que x = ), s;a; + Y, s,;¢; para algin {si, ..., Sy+m} C Z Gnico
i=1 i=1
ya que teniamos que {ai,...,d,,C1,...,Cn} €s base de F. Notemos que
r m m

r m

> sia; = Y S+ D) SpyiCi— 2 Sp4iCi = X — 2. Sp4iCi, de modo que otra forma de describir a
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

¢ es

m

¢(x) =x - Z Sr+iCi,

i=1
por lo cual podemos calcular

r r

¢(x) = ¢ Z sia; + i Sr+iCi| = Z sia,
i=1

i=1 i=1

pero como {eq,...,e,} es base de R, para toda i existe un unico {u;1,...,u;;} C Z tal que
r
a; = Z u;je;, de modo que podemos substituir y obtener
j=1
m r r
X = Z Sr+iCi = @(x) = Z S Z ujje;
i=1 i=1 ]:1
por lo que
r r m
X = s,-Zu,-jej +Zsr+,~c,-
i=1 j:1 i=1

donde recordemos que {s1, ..., Sy+m} v los {u;1,...,u;} son nicos por ser coeficientes para
expresar elementos de un grupo en términos de bases.
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- A{e1,...,erC1,...,cp} €8 base de F.

Ahora sea z € R = z € F y por lo tanto 3wy, ...,w,} C Z tal que

z = iwifi = ¢(z) = ¢(§] wifi) = i wid(f;) = Zr: w;(t;e;) pues ¢ es homomorfismo.
i=1 i=1 i=1 '

i=1

.
Ademas, como z € R, existe un tnico {uy, ..., u,} € Z tal que z = Y y;a; y por definicion

i=1

de ¢, ¢(2) = ¢ (é ,Uiai) = i wia; = z de modo que
i=1 -

i=1
.
z= Z wi(tie;)
i=1

donde {w1,...,w,} era tnico.
- {tieq,...,tre,} es base de R.

Asi, definiendo a e,; := ¢; para toda i, tenemos que {eq, ..., e,} es base de F, {t1, ..., 1}
es un conjunto de ntmeros enteros mayores o iguales a 1 determinados por F y R tales
que tilt2]...|tx v {tie1,...,t,e;} es base para R, terminando asi de demostrar todas las
afirmaciones del corolario.

Como corolario del teorema anterior tenemos el siguiente teorema.

Teorema: Teorema fundamental de los grupos abelianos finitamente generados.

Sea G un grupo abeliano y T su subgrupo de torsion. Entonces:

1. Existe un subgrupo abeliano finitamente generado H de G con rango S tal que
G=HeoT.

2. Existe una cantidad finita de grupos ciclicos Ti, ..., Ty tales que si t; es el orden
de T;, entonces es mayor a 1, ti|ta|...|tx yT =T1 & ... ® T.

3. Los ntmeros 8 y t1, ..., tx estan determinados por G.

Demostracion. Como G es finitamente generado, tenemos que existe S := {g;}ie; conjunto
generador de G con [ finito y sea F el grupo abeliano libre generado por §.

Notemos que el mapeo que manda a cada g; a si mismo se puede extender a un ho-
momorfismo de F en G. Tomando R como el kernel de dicho homomorfismo tenemos que
F[/r ~ G por el primer teorema de isomorfismos de grupos.

Ahora tomando bases para F y para R como en el teorema anterior tenemos que
F=F&..®F, donde F; es el grupo generado por ¢;, el cual sabemos que es infinito pues
anteriormente demostramos que los grupos abelianos libres son libres de torsiéon por lo que
Vn € Z*, ne; # 0.
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Por otro lado, por la eleccion de bases tenemos que R =t F1®...® 1, Fr ®Fr1®...® F;.
Asf mismo por una afirmaciéon demostrada anteriormente tenemos que

F/R ~ (Fl/t1F1 ®..D Fk/thk) &b (Fk+]_ ®..oD F}’l)

notando que F1/nr & ... ® Fr /i ke es el subgrupo de torsion de F/r.

Observemos que ya que F; es ciclico infinito, entonces F; ~ Z donde el isomorfismo
asociado se obtiene al extender el mapeo que manda e; a 1.

Ya que F/r ~ G, existe un isomorfismo f : F/r — G por lo que si T es el grupo de
torsion de G, entonces T =~ 2/, & ... ® Z/y.. Por otro lado, definiendo H := f[Fy41 @ ... ® F,]
hemos probado los puntos 1 y 2 del teorema.

Para probar el tercer punto, definamos ¢ : G — H tal que si escribimos g € G como
n n
g = ), a;je; entonces ¢p(g) = Y, a;e;. Notemos que ¢ esté bien definido pues los coeficientes

i=1 i=k+1
de la suma estan univocamente definidos desde que G es un grupo abeliano libre.

n n
Ademés tomemos {a,b} C G tales que a = ), a;e; vy b = ), b;e;. Entonces
i=1 i=1

¢a+b) = ¢(Zn: ae; + Zn: bie;) = ¢(an(ai +bi)e;) = Zn: (aj +bi)e;
i=1 i=1 i=1

i=k+1
= Zn: ae; + Zn: bie; = ¢( Zn: aie;) + ¢( Zn: bie;) = ¢(a) + ¢(b)
i=k+1 i=k+1 i=k+1 i=k+1

por lo que ¢ es un homomorfismo.

k
Calculando para g € T, entonces g = ), a;e; para algunos coeficientes. Luego
i=1

o(g) = ¢(§ aie;) =0, i.e. Ker¢ =T.
i=1

n
Por ultimo si g € H, entonces existen coeficientes tales que g = ), a;e; de modo que
i=k+1
n

n
su imagen bajo ¢ es ¢(g) = ¢( >, aje;) = 2 aje;, por lo que Im¢ = H.
i=k+1 i=k+1

.. G/r ~ H por el primer teorema de isomorfismos de grupos.

Ya que dado G un grupo abeliano libre estd univocamente determinado su subgrupo
de torsion y el grupo cociente esta bien determinado, concluimos que H esté univocamente
determinado por G. De este modo, ya que el rango de un grupo estad bien determinado,
tenemos que el rango de H estd univocamente determinado por G.

Por ltimo, por el teorema anterior tenemos que {f1, ..., t,} estan determinados por G
y por T, pero desde que T esta determinado univocamente por G, los nimeros {t1,...,%,}
también lo estan, demostrando asi el punto 3 del teorema.
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Observacion: § es el rango del grupo abeliano libre G/T ~ H. Ademas el rango de H
y los ordenes de T; estan univocamente determinados, pero los subgrupos no.

Definicion: Numeros de Betti y coeficientes de torsion de un grupo.

Llamaremos a 8 el nimero de Betti de G y nos referiremos a los nimeros t1, ..., fx
como coeficientes de torsion de G.

Ya que tenemos estos dos teoremas, nos podemos preguntar por la computabilidad de los
numeros de Betti, para lo cual proponemos la siguiente definicion.

Definicion: Cadena compleja

Una cadena compleja T" es una secuencia

P+l 14
e Cp+1 m— Cp — Cp_l...

de grupos abelianos C; y homomorfismos 9; indexados por enteros tales que 8,00,+1 =0
para toda p.

Asi mismo definiremos el p-ésimo grupo de homologia de I" como
Hy (L) = K0 fima

Si Hp(T') es finitamente generado, su ntimero de Betti y sus coeficientes de torsion
seran llamados el niumero de Betti y los coeficientes de torsion de I' de dimension p.

Teorema: Existencia de bases estandar para cadenas complejas libres.

Sea {C,, d,} una cadena compleja donde cada C, es un grupo libre de rango finito.
Entonces para toda p existen subgrupos U,,V,, W, tales que

donde 9,(U,) € W,_1, 0,(V,) =0y 0,(W,) = 0. Méas atn, existen bases para U, y
W,_1 respecto a las cuales la matriz de 8, : U, — W,_1 tiene una matriz de la forma

by 0
0 by

donde b; > 1y b1|bs|...|b; y a estas bases se les llamaran bases estdndar para cadenas
complejas libres.

Demostracion. Sean Z, = Kerd,, B, = Imd,41 y
W,={x€CplFz€Ztal que z# 0y zx € B, }.
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Notemos que W, es un subgrupo de C, pues 9, es un homomorfismo y que ademas
B, c W, € Z, C Cp,. Llamaremos a W, subgrupo de fronteras débiles y demostraremos
que es un sumando directo en Z,,.

Consideremos la siguiente proyecciéon

Z, EN H, () 5 #:0/r,m)
donde T,(I') es el subgrupo de torsiéon de H,(I'). Evidentemente es un homomorfimo y
ahora buscaremos su kernel.

Sea x € W), entonces existe z € Z tal que zx € B),, por lo que
2f(x) = f(zx) =0 =>x € T,(I') = g o f(x) = 0. Por otro lado, si x ¢ W, entonces
Vz € Z\{0} zx ¢ B, = zf(x) = f(zx) # 0 = go f(x) # 0. Asi tenemos que Kergo f =W,.

S 2w, ~ Helr,

Ya que C), es libre y libre de torsion, Hr/r, es libre. De este modo tenemos que #»/w, es
libre. De igual modo tenemos que W), es libre por ser subgrupo de C,,.

Sean {c1+W,, ...,cx+W,} y {d1, ..., d;} bases para ?»/w, y W, respectivamente. Entonces
tenemos que {c1, ..., ¢k, d1, ..., d;} es base para Z,, por lo que Z, =V, ®W, con V), el grupo
generado por {c1, ..., Ck}.

Ahora sean {e1, ...,e,} y {€], ..., e;,} bases para C), y Cp_1 respectivamente tales que la
matriz de 0, : C,, — C,_; tiene la forma normal

er e €4l €n
¢ [by 0 0 0]
3 0 0
e/ |0 bi 0 0
el |0 0 0 0
tolo 0 0 0
e L0 0 0 0]

donde b; > 1y bq|bs|...|b;. Ahora probaremos lo siguiente:

1. ej41, ..., e, es una base para Z,.

2. €},...,e; es una base para W_1.

3. bief, ..., ble; es una base para B,_1.

n )
Para esto tomemos ¢, = Y a;e;, cuya frontera es d,¢, = > a;b;e’ por la matriz anterior.
p i€i, pCp iDi€;

i=1 i=
Para probar el punto 1 basta notar que desde que b; # 0Vi entonces una p-cadena ¢, es
un ciclo si y sélo si a; = 0Vi € {1, ...,1}. Para probar el punto 3, notemos que de la matriz
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anterior tenemos que una p — 1 frontera d,c, es generada por bie, ..., bie}, los cuales a su
vez son independientes pues b; # 0Vi y e’l, e e; es base.

Finalmente para probar el punto 2 notamos que por la forma en que se tomaron las

m
/7 ’ ’ 3 3 — ’
bases, e; = dpe; por lo que {e],...,e;} € W,_;1. De igual manera si tomamos c¢,-1 = 21 d;e;
1=
una p — 1 cadena y suponemos que c,-1 € W,_1, entonces existe 1 € Z \ {0} tal que

l
Acp_1 = 0pcp = 21 aibie.
1=

Luego Ad; = 0Vi > | = d; = OVi > I. Asi llegamos a que {e},...,e}} es una base para
W,_1.

En este punto ya podemos probar el teorema en cuestion. Tomemos bases para C, y
Cp-1 como en los parrafos anteriores y sea U, el grupo generado por {e1, ..., e;}, entonces

De igual manera tenemos que existe V,, grupo tal que Z, =V, @ W,,. Asi llegamos a la
descomposicion buscada tal que 8,(V,) =0y 9,(W,) = 0, donde las bases para U, y W,_1
son las que acabamos de elegir.

O

Finalmente enunciaremos y demostraremos un teorema que nos asegure que podremos
calcular los nimeros de Betti que estamos buscando, a lo cual nos referiremos con computar
dichos nimeros.

Teorema: Todo grupo de homologia de un complejo finito K es computable.

Demostracion. Por el teorema anterior tenemos que Cp(K) = U, &V, ® W, donde Z, =
V, ® W), es el grupo de p-ciclos y W), es el grupo de las p-fronteras débiles. Luego

Hy(K) =%[s, = Vp & (Vv /8,) = (*r/w,) ® (Vr/B,).

Notemos que por pruebas anteriores tenemos que %»/w, es libre y que Wr/s, es un grupo de
torsion por construccion. Asi, computar H,(K) se reduce a computar estos dos grupos.

Escojamos bases para los grupos de la cadena C,(K) orientando los simplejos de K
y consideremos la matriz del operador frontera 8, : C,(K) — C,_1(K) relativa a esta
eleccion de bases y transformémosla a su forma normal mediante el algoritmo de reduccion
que vimos antes.

De la prueba del teorema anterior tenemos las siguientes afirmaciones:

1. El rango de Z, es el nimero de columnas nulas de la matriz.
2. El rango de W,_; es la cantidad de filas no nulas.

3. Se tiene el isomorfismo Wr-1/, , ~ Z/b, @ ... ® Z/p,.
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De esta manera, la forma normal de la matriz de d,, : C, — Cp,_1 nos da los coeficientes
de torsion de K de dimensiéon p — 1 como sus entradas mayores a 1, ademas del rango
de Z,. Por otro lado, la forma normal de 0,41 : Cpy1 — C, nos da el rango de W), y la
diferencia de estos dos ultimos valores nos da el rango de 4»/w, que es el nimero de Betti
de K de dimension p.

O

Notese que ya que se esta trabajando con una cantidad finita de puntos, todo simplejo
complejo que generemos sera finito, por lo cual se tiene la seguridad de que tendra un
grupo de homologia computable dado que asi lo afirma el teorema anterior.

Con esto en mente, realicé simulaciones de una sociedad usando 100 individuos e ite-
rando 4000 veces para posteriormente tomar algin subgrupo social obtenido mediante la
separacion en clusters y calculando sus niimeros de Betti.

Después obtuve las rectas descritas en la figura 4.3 para estos subgrupos sociales y
comparé su ordenada al origen contra el nimero de Betti de dicho subgrupo dividido
entre el nimero de Betti que tendria una sociedad de 100 individuos tal que todos ellos
pertenecieran al mismo subgrupo, a cuyo valor llamé numero de Betti relativo. Con esto
obtuve la figura 4.5, de la cual se puede observar que dichos valores no son correctamente
descritos por una recta, sin embargo si guardan alguna relacion lineal.

- e datos numericos . ® L]
E 09 aproximacion [ .

g o%e.0°t"
= . . .

B 08 [ ]

i I T

v L] [TLH '.

L} L]

u ° H

= 07 e o ]

uc"\ - L s ¥ o
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s ¢ gatfoaw
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0.z 0.3 04 05 0.6 07 0.8 09
Namero de Betti relativo

Figura 4.6: Numero de Betti relativo vs. ordenada al origen de recta calculada. R = 0.7012
y aproximacion f(x) = 0.4542x + 0.4706.

Convencido de que habia una mejor relaciéon entre estos dos fenémenos, hice una par-
ticion uniforme del [0, 1] y luego tomé el maximo de los valores en cada subintervalo,
buscando asi aproximar una funcién que fuera cota superior de los datos obtenidos, con lo
cual obtuve la figura 4.7.
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Figura 4.7: Numero de Betti relativo vs. ordenada al origen de recta calculada en las figuras
4.3, 4.4y 4.5. R? =0.9589 y aproximacion f(x) = 0.6806 + 1.2491x0-3101,

Para hablar un poco sobre la figura 4.7, tratemos la interpretacion del ntimero relativo
de Betti. Anteriormente dijimos que entenderiamos estos ntimeros como una medida de la
cohesion entre los individuos de un subgrupo social, por lo cual el nimero de Betti relativo
es un valor en [0, 1] que se puede pensar como la razéon entre la cohesion de dicho grupo
social y la cohesion que tendria la misma sociedad si todos sus individuos pertenecieran a
este; es decir, este namero relativo de Betti se podria pensar como qué tantas modificaciones
podrian sufrir los gustos de los integrantes del grupo social en cuestion de modo que el
grupo siguiera estando unido y sin perder miembros.

Por otro lado, de la figura 4.7 se puede concluir que el nimero de Betti que posee
el subgrupo social esté relacionado con la méxima cantidad de individuos que este va a
poder obtener con el paso del tiempo, implicando asi que este tipo de sociedades pueden
ser estudiadas como superficies, lo cual es relevante ya que existe una gran cantidad de
trabajo hecho sobre el tema mientras que, como se mencion6 anteriormente, esta es una
nueva forma de estudiar las sociedades e incluso para métodos més antiguos como el modelo
de Axelrod no existe mucho trabajo matemético hecho.

Antes de finalizar y dadas las caracteristicas numéricas y computacionales de este
trabajo, mencionaré algunas posibles aplicaciones de este en la vida no académica. Ante-
riormente se menciond que otros investigadores usaron el modelo de Axelrod en diversas
aplicaciones como estudiar el efecto de los medios masivos de comunicaciéon o el recono-
cimiento de comportamientos que indicaran la existencia de fraude electoral dentro de
alguna votacion.

En dichos trabajos, se tomo6 como base el modelo axelrodiano y se realizaron pequenas
modificaciones para adecuarlo al fenémeno a estudiar. Si bien es cierto que yo realicé
modificaciones por lo menos substanciales, también es cierto que conservé los pilares usados
por Axelrod para realizar su trabajo salvo por la modificacion de otorgarle a mis individuos
la capacidad de elegir sus acciones basandose en sus preferencias. Debido a esto, yo afirmo
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no solamente que se podria usar mi modelo para realizar trabajos como los de [29] o [30]
en donde se estudiara la posible aparicion de fraude electoral o el efecto de los medios
de comunicaciéon respectivamente, si no que el hecho de que en mi trabajo se presenten
fend6menos como la aparicion de subgrupos sociales hace que dicho analisis se pudiera hacer
de manera més detallada y profunda pues permite la libre conglomeracion de los individuos
basada en sus propias decisiones, caracteristica fundamental en ambos escenarios de estudio
propuestos.
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Conclusiones

Las respuestas que se pueden dar a interrogantes sobre el comportamiento social usando
el acercamiento de Axelrod son limitados ya que sigue una dinamica que se puede reducir a
una cadena de Markov, la cual propicia que se vaya perdiendo la habilidad predictiva con-
forme incrementa la cantidad de iteraciones realizadas, asi como la capacidad de distinguir
entre diferentes tipos de sociedades con diferentes reglas de convivencia. Por otro lado,
comparado con el modelo social de Axelrod, entender las sociedades como un sistema ba-
sado en agentes al cual se le asignan algunas caracteristicas para guiar sus decisiones ofrece
la posibilidad de recrear comportamientos mucho més complejos y de incluir instrumentos
matematicos méas robustos para comprender su dindmica y por tanto, la sociedad.

Uno de los constructos matemaéaticos que se pueden incluir en el sistema de modelacion
propuesto en esta tesis es la teoria de la utilidad de von Neumann y Morgenstern, con
lo cual se puede recrear la capacidad humana de dotar a los sujetos de una toma de
decisiones aleatoria basada en sus gustos. Al hacer esto y siempre que la loteria generada
por los individuos los haga racionales, se puede pensar que el sistema de preferencias de
estos es un conjunto encajado en R donde el encaje preserva el orden, lo cual permite tener
un mejor entendimiento de la manera en que las decisiones de los individuos seran guiadas
por sus gustos y preferencias.

Otra ventaja que se obtiene del modelo propuesto en esta tesis es que los individuos
pueden formar subgrupos sociales tanto de gustos como de los lugares en los que habitaran,
siendo este un fendémeno sui gemeris. Més atun, en esta tesis se encontré un mecanismo
para poder estimar si un determinado grupo social prevalecera o se desintegrara y en caso
de que permanezca unido, qué tantos individuos llegara a tener como miembros suyos,
ligando esta cantidad méaxima al numero relativo de Betti que tiene dicho subgrupo social
e interpretandolo como un parametro para la cohesiéon social entre él.

De este modo, ahora contestaré las preguntas de Axelrod mediante los resultados de este
modelo, aclarando que no son afirmaciones desde la sociologia sino desde los resultados
matematicos y numéricos del presente trabajo. Ante el cuestionamiento de por que no
hemos visto desaparecer las diferencias de opiniones entre los integrantes de una sociedad,
mi modelo proporciona varios datos que conllevan a una respuesta: el primero de ellos es
que los individuos prefieren cambiar su residencia fisica a sus opiniones, de modo que la
idea de que una sociedad es un conjunto de individuos que habitan en una regién geogréfica
determinada no la refleja correctamente; otro resultado proporcionado por el modelo es
que los individuos no van a interactuar con toda la sociedad sino que van a seleccionar
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aquellos sujetos con quienes comparten opiniones similares y serda con ellos con quienes
tiendan a intercambiar ideas, por lo que es poco probable que personas con personalidades
opuestas se pongan a conversar, lo cual lleva a la conformacién de grupos sociales que casi
nunca interactiian, generando una relacion inversa entre la cantidad de individuos de la
sociedad y la probabilidad de que ocurra la homogeneizacién de opiniones, contestando asi
a Axelrod.

La otra pregunta propuesta por dicho autor referente a que si lo inico que necesita la
sociedad para alcanzar una convergencia de todas las maneras de opinar fue contestada
al resolver el cuestionamiento anterior, pues el hecho de que se generen grupos sociales
estables con probabilidades casi nulas de interactuar, hace muy improbable que baste con
el paso del tiempo para alcanzar una homogeneizacion social. La tinica esperanza en este
sentido serfa que murieran los integrantes de todos los grupos sociales antipodales o que
estos fueran teniendo un poder mediatico cada vez menor, de modo que la sociedad fuera
teniendo opiniones cada vez mas neutras o centrales y aumentaran asi sus probabilidades
de interaccién; sin embargo, estas son condiciones muy especificas y que no se dan de
manera natural, respondiendo asi a Axelrod que no basta solo con el paso del tiempo para
alcanzar dicha situacion.

Maés atin, una conclusiéon que no se usé de manera directa para responder los cuestiona-
mientos de Axelrod pero que es digna de ser mencionada por el gran poder de facilitar el
entendimiento del tema, es que los axiomas de las loterias de von Neumann y Morgenstern
se pueden entender como consecuencias de las propiedades topologicas de la relacion de
preferencia que tiene el espacio de los posibles resultados de la loteria en cuestion.

Para finalizar, vale la pena pensar en el futuro que este trabajo pudiera tener. Como
se vio a lo largo de este texto, uno de los logros que alcancé fue el poder distinguir entre
dos sociedades dadas al encajarlas en superficies y usar los numeros de Betti como un
invariante topologico asociado; sin embargo sigo sin ser capaz de afirmar que dos sociedades
son equivalentes o de si quiera decir qué es lo significaria que dos de ellas lo fueran.
De este modo, un posible camino a seguir seria proponer una definicién de equivalencia
entre sociedades que implique que estas tendrian dinamicas y resultados similares, lo cual
permitiria alcanzar una mayor abstraccién del fenémeno y, potencialmente, dar lugar a
resultados que amplien el estudio hecho en esta tesis.
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