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1. Introduccién

Siguiendo el articulo [I0], en esta tesis explicaremos el método de la varie-
dad de Nehari aplicado al caso de una no linealidad de potencia supercuadra-
da y subcritica. Probaremos a detalle resultados de existencia de soluciones
de energia minima de ecuaciones elipticas no lineales y modificaremos nues-
tros argumentos para asegurar existencia de soluciones que cambian de signo.
Al final mencionaremos brevemente algunas hipdtesis que permiten ampliar
el método a no linealidades méas generales.

Para ser mds precisos, sea < RY un dominio (un conjunto abierto y

2

conexo) acotado, N = 3, A € R, 2* = N—J_V2, p € (2,2%) y consideremos el

problema

—Au—Mu = |[uff7u  en Q,
(1.1)
u=0 sobre oS

Podemos estudiar esta ecuacién dentro del entorno de métodos variaciona-
les recurriendo a la idea de solucién débil. Para explicar mejor este concepto
hacemos la siguiente observacién: si una funcién u : 2 — R es solucion de
y ¢ es una funcién infinitamente diferenciable y de soporte compac-
to sobre €2 (al espacio de todas las funciones de esta forma lo denotaremos
C*()), entonces multiplicando por ¢, integrando de ambos lados y

aplicando el teorema de la divergencia, obtenemos

L [ulP2ug = L(—Auqﬁ — \ug) = L VuVeo — A L uQ.

Con este procedimiento hemos conseguido una expresion que es consecuen-

cia de ([1.1]) y solamente involucra derivadas de primer orden de u (Vu =

1



(Ugyy oeey Uzy ). A una funcién w débilmente diferenciable que satisface

J [uP~2ug = f VuVe — )\J up  para ¢ € CF(Q), (1.2)
Q Q Q

la llamaremos solucion débil de . Nuestro objetivo es encontrar un plan-
teamiento dentro del marco del analisis funcional o un planteamiento varia-
ctonal que nos permita interpretar las soluciones débiles a como puntos
criticos de un funcional definido sobre un espacio adecuado.

Denotamos por H'(Q) al espacio de las funciones u € L*() que son
débilmente diferenciable sobre {2 y cumplen que cada derivada parcial débil
D € L*(Q),i = 1,2,...,n. Es sencillo notar que cualquier funcién dife-
renciable en el sentido usual también es débilmente diferenciable y que sus
derivadas usuales coinciden con sus derivadas débiles. Dotemos a H'() de

la norma | - | dada por

lulla = (L(\VU\Q + IUIQ)dm) -

Entonces nos interesaremos en el subespacio de H'(Q) que consiste de todas

las funciones que se pueden ver como limites de funciones en C(€2) segin
la norma | - | . En otras palabras HJ () es la cerradura de C°(Q2) en H'(2)

con respecto a la norma || - | g, la cual denotamos por

H(Q) = C2(Q).

C

El funcional que nos conviene considerar, conocido usualmente como el

funcional de energia, es

O H— R, du) — %(L Vuf? — n2) — ]1) L . (1.3)



Esta eleccion queda justificada por el hecho de que ® es dos veces continua-

mente diferenciable y que
' (u)v = L(VuVU — \uv) — L lulP"2uv, VYu,ve H.
Por densidad (el espacio C(2) es denso en H), y
JQ(VUVU — \uv) = JQ lulP"?v,  Vu,ve H, (1.4)

son equivalentes, asi que las soluciones débiles de se corresponden bi-
univocamente con los puntos criticos de .

Dado que ® no estd acotado (ni por abajo ni por arriba) en H -lo cual hace
imposible buscar minimos o maximos globales-, necesitaremos restringirnos

a un subconjunto de H més adecuado conocido como la variedad de Nehari,
N = {ue H\{0} : &' (u)u = 0}. (1.5)

Sea Ay > 0 el primer valor propio del laplaciano en 2 con condiciones de
frontera de Dirichlet y consideremos A > \;. Como veremos mds adelante, N
es una variedad diferenciable y contiene todos los puntos criticos no triviales
de ®. Ademads, demostraremos que ®|5 (la restriccion de ® a N') estd acotada
por abajo y que N es una restriccién natural para @, es decir, los puntos
criticos de ®|y se corresponden biunivocamente con los puntos criticos no
triviales de ®. Lo sorprendente es que podremos caracterizar a cierta clase
especial de soluciones débiles de como minimos de ® sobre N.
Siguiendo los resultados del articulo [I0], en esta tesis se utiliza el método
de la variedad de Nehari y sus generalizaciones para estudiar existencia de

soluciones de los siguientes problemas.



(1) Emistencia de soluciones de energia minima para la ecuacion para
todo A € R. Este problema es particularmente delicado cuando A > Ay,
ya que en este caso el operador diferencial ® no esta directamente vin-
culado a una norma equivalente (como es el caso cuando A < \;). Este
tipo de problemas se conocen como indeterminados. Para utilizar el
método de la variedad de Nehari en este caso, tendremos que servir-
nos de una descomposicién del espacio H disenado para representar al

operador diferencial —A — A\ como una norma en ese espacio.

(1) Existencia de soluciones de energia minima que cambian de signo para
(1.1) con A < A;. Aqui utilizaremos teoremas de punto fijo y un con-
junto de Nehari especial que sélo consiste de funciones que cambian de

signo.

Los resultados principales de esta tesis son los siguientes. Recordemos que

el funcional ® estd definido en (]1.3)).

Teorema 1.1. Sean N = 3, Q = RY un dominio suave y acotado, X < A\ y
p € (2,2%). Entonces la ecuacion (1.1)) tiene un estado fundamental u € H,

es decir,
©(u) = inf &(v),

donde N es la variedad de Nehari dada por (1.5). Ademds, u es una solucion
(débil) de energia minima no negativa de (|1.1)).

Teorema 1.2. Sean N = 3, Q < RN un dominio suave y acotado, X = \; y

p € (2,2%). Entonces la ecuacion (L.1)) tiene un estado fundamental u € H,



es decir,

©(u) = inf O(v),

donde M es la variedad de Nehari generalizada dada por (4.4). Ademds, u

es una solucion (débil) de energia minima de (1.1)).

La construccion detallada de la variedad de Nehari generalizada se puede
encontrar en la Seccion [4] e involucra al espacio generado por las funciones
propias del laplaciano con condiciones de frontera de Dirichlet y cuyo valor
propio asociado es menor o igual que \. Esta definicién también complica el
trabajo de determinar si las soluciones de energia minima encontradas en la
variedad de Nehari generalizada sean no negativas.

El siguiente resultado asegura la existencia de soluciones que cambian de
signo con energia minima. Denotamos por vt y u~ a la parte positiva y la

parte negativa de u respectivamente.

Teorema 1.3. Sean N = 3, Q < RN un dominio suave y acotado, X < \; ¥
p € (2,2%). Entonces la ecuacion (1.1)) tiene un solucidn débil que cambia de

signo u € H tal que

D(u) = inf B(v),

donde

Nie :={ue H\{0} : v",u” e N}

Este conjunto incluye a todas las soluciones que cambian de signo, y por lo

tanto u es la solucion que cambia de signo de energia minima.



La principal complicacién en la demostracion del Teorema [1.3| es que
el conjunto N, no es una variedad diferenciable (ya que u — ut no es
diferenciable) y por tanto se necesitan herramientas diferentes a las utilizadas
en el TeoremalI.1] en particular haremos uso de un resultado de deformacién

y de teoremas de punto fijo.

Como se menciona en [I0], el método de la variedad de Nehari puede
ampliarse a no linealidades f(x,u) mucho més generales siempre y cuando se
cumplan ciertas restricciones en su crecimiento (crecimiento subcritico). En
este caso necesitaremos que el funcional asociado a la no linealidad f, el cual
surge del planteamiento variacional, tenga un cierto perfil asintético y cumpla
propiedades que nos permitan obtener una forma de encaje de Sobolev. Otra
cuestién complicada es que A podria dejar de ser una variedad de clase C*,
lo cual nos impide definir definir el gradiente y el flujo gradiente sobre ella.
Todo esto se describe a detalle en [10], asi que nosotros nos limitares a citar
los resultados que sean analogos a los que elaboraremos a precision en este
trabajo.

Por ultimo notamos dos aplicaciones de este método al contexto de las
ciencias experimentales, la ecuacién aparece en diversas aplicaciones.

Tomando A = 0 y N = 3 obtenemos la ecuacion

1d(.,d

—— —0 | =-6° 6(0)=1, #(0)=0 1.6

i (80) =0 00 -1 #0) =0 (1.6
donde 6 > 0, la cual es importante en astrofisica. En este contexto, la presion
P y la densidad p = k6#° satisfacen una relacion no lineal P = cp%l. A una

solucién 6 de (|1.6) cominmente se le conoce como politropo, y contiene

informacion fisica importante del sistema, tal como el radio de la esfera, la



masa total, la presién, y para un gas ideal, ocurre que la temperatura es
proporcional a 6. Este modelo puede encontrarse en [I].

La ecuacién también aparece en biologia matemdtica al momento
de estudiar soluciones estacionarias del modelo de Gierer y Meinhardt. Este
consiste en un sistema de ecuaciones parabdlicas vinculadas al estudio de la

ecuacion
—eAu+u = |[uff?u  en Q.

Aqui u denota una sustancia activadora y, conforme ¢ — 0, se obtiene la
concentracién de dicha sustancia. Para més detalles consulte [5].

Los resultados contenidos en esta tesis se pueden encontrar esencialmente
en el articulo [10]. En este trabajo escribimos las pruebas con mas detalles y,
en algunos casos, simplificamos los argumentos. Por ejemplo, el Teorema (1.3
estd basado en [10, Theorem 3.11], el cual se demuestra utilizando herramien-
tas avanzadas como el grado topolégico. La prueba que aqui presentamos se
basa en el teorema de punto fijo de Brower, el cual es una herramienta més

estéandar.

2. Preliminares

2.1. Propiedades del espacio H{ ()

En este capitulo enunciamos algunas propiedades fundamentales sobre el
espacio H}(€) que nos ayudaran en toda clase de argumentos sobre conver-
gencia, siendo el Teorema de Encaje de Rellich-Kondrashov uno de los mas

importantes. Sea 2 un subconjunto abierto y acotado de RY y denotemos



por D;u a la i-ésima derivada débil de una funcién débilmente diferenciable

u. Definimos

H'(Q) := {ue L2(Q) : Due L3(Q)},
H = HY(Q) = CF(9),

donde C'*(£2) denota la cerradura del conjunto de funciones suaves con so-

porte compacto sobre {2 respecto a la norma

e == (L(IWIQ + u2)dﬂ:>é ,

expresion conocida como la norma usual de Sobolev para H'((2).

Ocuparemos la siguiente notacién

= ([ |u|p)’1’, we I2(9), pe [1,5),

|Vuls = (J Vu|2dx> , ue H.
"

Por la desigualdad de Poincaré, |V - |5 es una norma equivalente a | - ||y en

Hy (92).

NI

A continuacién enunciamos el teorema de Rellich-Kondrashov.

Teorema 2.1. (De Rellich-Kondrashov) Sean N = 3, Q un subconjunto

abierto y acotado, y p € [1,2*), donde 2* := ]\2,—% es el exponente critico
de Sobolev. Entonces la inclusion H < LP(Q)) es compacta, es decir, toda

sucesion acotada de H contiene una subsucesion convergente en LP(S).
Demostracion. Véase [2, Teorema 17.12]. O

Finalizamos este capitulo con un lema de convergencia para los espacios

de Lebesgue LP(§2) con 1 < p < co.



Lema 2.2. Si (f,) es una sucesion en LP(Q2) que converge a una funcion
f e LP(QY), entonces existen una subsucesion (fn,) de (fn) y una funcion

g € LP(Q) tales que

| fr ()] < |g(x)]  para casi toda x € Q,

fo, (@) = f(x) para casi toda x € €.

Demostracion. Véase [2, Lema 14.28]. O

2.2. Teoria espectral del laplaciano

Sean N > 3 y  un subconjunto abierto y acotado de RY con frontera
suave. Ahora introduciremos la teoria basica sobre las funciones y valores
propios del laplaciano con condiciones de Dirichlet, es decir, las soluciones
débiles al problema

Au = Xu en €,
(2.1)

u =0 sobre oS
con \ € R.
Llamaremos solucién débil de (2.1)) a una pareja (u, A), donde u € H :=
H}(Q) y X € R satisfacen

f VuVudr = )\J uww Vv e H. (2.2)
Q Q

Si (u, \) es solucién débil de (2.1]), diremos que u es una funcién propia
de A con valor propio A. De hecho, la coleccién de funciones propias de A
forma una base ortonormal para H y sus correspondientes valores propios

estan ordenados de forma creciente.



Proposicién 2.3. Eziste un conjunto B = {e,|n € N} con las siguientes

propiedades:
(a) Cada e, € B es una funcion propia de —A en H con valor propio \,,.
(b) {en,empr2) =0 sin £ m y e, emirzq =1 sin=m.
(c) 0< M <Xl<..<\ <. y im0\, =00
(d) B es una base de Hilbert de L*(Q) y una base ortogonal de H.

Para una prueba de este resultado, véase [2, Teorema 17.18]. También
tenemos la siguiente caracterizacion de los valores propios de A.
Vul|?
A 1= |Ve,|3 = inf [Vuls

weH\{0} |ul %
§q uerdr=0,1<k<n

(2.3)

Los cocientes que determinan a los A, son conocidos como los cocientes de
Rayleigh. Para tener una idea de cémo se encuentran estos valores propios

por medio de minimizacién consulte [3, Pégina 399].

2.3. Normas equivalentes

Sean ) = RY un dominio suave y acotado, N > 3, p € (2,2*) y conside-

remos el problema

—Au—Mu = |ufP?u en Q, ue H = H} ),
u =0 sobre (2,
donde A < Ay y A\; es el primer valor propio del laplaciano para el problema

de Dirichlet. Una consecuencia inmediata de la definicién de los cocientes de

10



Rayleigh es que la expresién |[Vu|? — M es no negativa para toda u € H. De

lu] = <L |Vul* — )\uZ); : (2.4)

determinara una norma en H equivalente a la norma usual de Sobolev.

hecho la expresion

Proposicién 2.4. ||| define una norma en H equivalente a la norma usual
de Sobolev.
Demostracion. 1. Que define una norma se sigue de que
{u, vy = J VuVv — Auv (2.5)
Q

es un producto interno en H. La bilinealidad y simetria son claras, asi
que solo veamos que es una forma definida positiva. De la definicién del
cociente de Rayleigh para el primer valor propio del laplaciano tenemos

2
o= i VU

weH\{0} |ul3

asi que A|ul3 < A\jful3 < |Vul3 si u £ 0, y por tanto |u]? = |Vul3 —

Auld >0siu+0yescerosiu=0.

2. Para probar que | - || y |V - |2 son equivalentes basta encontrar C' > 0

tal que

C ™l < Jlull < Cllulls.

Claramente

|ul? = L(Wu]z — M?)dr < méx{1, —\} L(|Vu|2 + u?)dx,

11



asi que solo falta probar la otra desigualdad.

Notemos

Jul* = C72|ulfy = [Vulz = Ajulz = C72Vul; — C7%|ul;
= (1= C7)Vulz = (C7% + Nlul;
> (1= C7)Mfulz = (C7% + Nlul3
= (A=A =C2 A +1)uls=0

: —2 A1—A z A1+1
si 0% < 329, Tomando C' > méx{1,, /5155

, —A} llegamos a

C Ml < Jlull < Cllulls.

Cuando tratemos el caso A > \; veremos que la forma cuadrética

| (v =2y

no es definida positiva sobre un espacio de dimensién finita de H.

3. Estados fundamentales

Sean 2 = RY un dominio suave y acotado con N = 3, p e (2,2*) y A < Ay,
donde A; el primer valor propio del laplaciano para el problema de Dirichlet.
En esta seccion desarrollaremos un método variacional para garantizar la
existencia de una solucion débil particular de

—Au—M = |uffu en Q,

u =0, sobre 0f).

12



3.1. El funcional de energia

Definimos el funcional de energia ® : H — R como

®u) = 5 | (V0P =xt) = [ pup

Para probar que ® es de clase C? usaremos el concepto de derivada de

Gateaux.

Definicién 3.1. Decimos que un funcional F' : LP()) — R es Gateauz-

diferenciable si para cada u € LP(Q) el limite

. F(u+tv) — F(u)
t—0 t

existe y el funcional definido en LP(2) como

G[F](u)v := lim Flu +tv) - Fu)

t—0 t

es lineal y continuo. Diremos que G[F'|(u) es la derivada de Gateaux de F'

en el punto wu.

Un resultado utilizado recurrentemente en la literatura que relaciona la
derivada (de Fréchet) con la derivada de Géateaux, y que no probaremos
en este trabajo, afirma que, si F' : LP(2) — R es un funcional Gateaux-
diferenciable con derivada de Gateaux continua, entonces F' es diferenciable
en el sentido usual (de Fréchet) y se cumple que F’ = G[F|. Para una refe-
rencia de este resultado consulte [2, Teorema 9.21].

Mas adelante requeriremos una forma alternativa de interpretar la deriva-

da de Fréchet de un funcional F' : H — R de clase C!, asf que la introducimos

13



en este momento. Sabemos que para cada u € H el funcional F'(u) : H — R
es lineal y continuo, asi que, por el teorema de representacion de Fréchet-Riesz
(consulte [2, Teorema 15.19]), se sigue que existe un inico VF'(u) € H tal que
F'(u)v = (VF(u),v), donde {-,-) denota el producto interno de H. VF(u)
se conoce como el gradiente de F' en u.

Es sencillo determinar la derivada de cualquier forma cuadrética definida

sobre H.

Lema 3.1. Sea B : H x H — R una forma bilineal simétrica. Si F : H - R
es la forma cuadrdtica asociada a B (es decir, F(u) := B(u,u)), entonces F

es de clase C? y
F'(u)v = 2B(u,v), F"(u)[v,w] =2B(v,w).

Demostracion. Calculando la derivada de Gateaux obtenemos.

F(u+tv) — F(u) B(u + tv,u + tv) — B(u, u)

GLF|(w)o = lim ! =i "
2
_ h’mt B(v,v) + 2tB(u,v)
t—0 t
= 2B(u,v).

Claramente G[F'](u) es lineal y continua. Ademds, G[F'| es una forma bilineal
simétrica, asi que también es lineal y continua como funcion de u. Eso quiere

decir que G[F](u) = F'(u) y por tanto
F'(u)v = F'(v)v = 2B(u,v).

Como F” es lineal y continua, su derivada es constante: F"(u) = F', y

por tanto diferenciable también.

14



El siguiente lema indica la forma que tienen las derivadas de la parte no

lineal de ®.

Lema 3.2.
Definiendo el funcional I : LP(Q2) — R como I(u) := %SQ lu(z)Pdx = %]u\g
tenemos que I es de clase C? y

(a) I(uv = §, [uf v,
(b) I"(u)[v,w] = (p = 1) §, [ul""vw,
con u,v,w € LP(Q).
Demostracion.  (a) Sean s,r € R fijos y consideremos la funcién
t— |r+ts|?, te|0,1].

Es facil ver que esta funcién es diferenciable en [0, 1], salvo cuando
r = —ts, y que su derivada estd dada por la funcién t — p|r +ts[P~2s.

Por el teorema del valor medio existe una £ € (0,1) tal que

[l + sl = [r[P| = plr + &5~ s |t

< p(Ir] + [s)P s][¢].

Para u,v € LP(), con p € (2,0), tenemos (|u| + |[v])P7t|v| € LY(Q).

Luego,

uz) + to(z) P — fu(z)]”
t

[lu(z) + to(x)|” — fu(z)|"]
1

— plu(@) P 2u(x)v(z) sit—0VreQ,

15
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y del teorema de convergencia dominada de Lebesgue se sigue que

GI(w)v = Tim I(u + tv) — I(u)

t—0 t
1 tolP — [uf?
=11’m—f uttoff = u”
:J |u|P~2uvda.
Q

De la desigualdad de Holder se sigue que
J ulPPuvde < [ultHol,,
Q

y por tanto que G[I](u) es Lipschitz continua con u fija. Como la linea-
lidad de G[I](u) es evidente, concluimos que I es Gateaux diferenciable

y que su derivada de Gateaux esta dada por

I'(u)v = f |ulP~2uvdz.
Q

También tenemos que G[I] es continua como funcién de u. En efecto,
sea (u,) < LP(£2) una sucesién tal que u,, — u. Del Lema [2.2| se sigue

que existen una subsucesién de u,, y una funcién h € LP(Q) tales que
up(z) = u(z), |un(x)] < h(z), pct.zel).
Se sigue

|t (2) P20, (2) — |u(z) P 2u(z), p.ct. e,

lu, ()P < |R(z)[P7Y,  pet. e Q.

Como |u,[P~%u, € L?/p — 1(Q) para toda n € N, el teorema de conver-

gencia dominada de Lebesgue nos garantiza que

[un|P~2u, — |u[P~2u  en LPP7H(Q).

16



Luego

§o, ([un[P~2u, — [uP~?u)vda
G (un) = G ()| czryr) =  sup Lo |
vELP(Q),v+0 |v]p

< Hun’p_Zun - ’u’p_Qu‘p/pfl —0

cuando n — o0, donde L(LP(€2),R) denota el espacio de los operadores
lineales y continous que van de L?(2) a R. Concluimos entonces que [

es diferenciable y que I’ = G[I].

Para calcular la segunda derivada de I haremos un analisis parecido.
Primero sacaremos la derivada de Gateaux utilizando el teorema de

convergencia dominada de Lebesgue:

Notamos que

u(z) + to(@)[P* (u(z) + to(@))w(z) — Ju(z)P~2w(@)v(z)
t

converge a
(p — Dlu(z)P?v(z)w(z) pctzeQ conformet — 0,

y que

lu(z) + to(@)|P~*(u(z) + to(x))w (@) — |u(@)["*w ()]
iz

(p = D(Ju(@)| + o(@) )P~ *|v(@)[Jw(z)].

<

donde (p — 1)(Ju| + |v])P72|v||w| € L*(2). Luego,
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I'(u +vt)w — I'(u)w

GlI'(u)[v, w] = lim

t—0 t
Y lu + tv[P~2(u + tv)w — |ulP?uw
= L t dx
=J lu[P~?vwdz.
Q

De la desigualdad de Holder y de que p/2 < p se sigue
| ulr-2owdal < ulg 2ol < fuf 2ol sfule
< Clufy? vl wly,

donde C' > 0 es un constante que depende de Q. Luego G[I'](u) es
Lipschitz continua, y como también es lineal en el argumento v, I’ es
Gateaux-diferenciable. La continuidad de G[I'] se prueba de forma pa-

recida a como se hizo en en el inciso anterior, asi que I’ es diferenciable

y I" = G[I').

De estos dos resultados concluimos que ® es de clase C? y que
O (u)v = J VuVudr — Auvdx — f lu|P~2uvde,
Q Q

de modo que los puntos criticos de ® se corresponden biunivocamente con
las soluciones débiles a .

Para estudiar estos puntos criticos resulta ttil analizar la grafica de ®
de la siguiente manera. Fijemos u € H\{0} y definamos ®,(t) := ®(tu) con
t > 0. Luego

t? t*

Dy (u) = 5\\“\\2 - E\U\%

18



Figura 1: Gréfica de la funcién f(t) = 3t* — 2¢3

y la grafica de ®,,(t) tiene la forma que muestra la Figura 1, donde se observa
que @, (t) alcanza un maximo en un tiempo positivo. Claramente este maximo
no tiene porqué ser punto critico de ® en un sentido global, pero es mejor
candidato que cualquier otro punto sobre el rayo {tu : t > 0}. Es por
esto que parece razonable buscar los puntos criticos de ® sobre el conjunto

{ue H\{0} : sup,., ®(tu) = ®(u)}.

3.2. La Variedad de Nehari

Definimos la variedad de Nehari como
N :={ue H\{0} : ®'(u)u = 0}. (3.2)
En el Lema 3.3 probaremos que la siguiente igualdad es cierta
fue H\{0} + sup @(tu) = O(u)} = {u e H\{0} : &(u)u =0},

pero partir de la definicién ([3.2)) nos facilitard la tarea de probar que N

es una subvariedad de Hilbert de clase C? de H. Para ello notemos que
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' (u)u = [[ul|* — |ufp, asi que podemos reescribir N como
N ={ue H\{0} : |ul* = [ul}}.

Sea S := {u € H : |u| = 1}. Las siguientes propiedades sobre N son

fundamentales.

Lema 3.3. (a) Existe una constante dy > 0 tal que |u| = dy para toda

ueN.
(b) N es una subvariedad de Hilbert de clase C* de H.

(c) N es una restriccidn natural para ®, es decir, u € N es punto critico

no trivial de ® si y solo si u es un punto critico de D|ur.

(d) Para cada w e H\{0} existe un unico t, € (0,0) tal que t,u € N'. Mds
atn, t, es el unico punto en (0,00) para el que se cumple
ix O = :
méx (tu) (tyu)
Demostracién. (a) Seau € N. Por la desigualdad de Poincaré sabemos que

existe C' > 0 independiente de u tal que
Jul? = |ufp < Cllul?,
asi que

1/C772 < ul.

(b) Sea © : H — R el funcional dado por ©(u) = |u|? — |ufb. Es ficil notar

que O es de clase C? y que su derivada en cada u € H es

O (u)v = 2{u,v)y — pL lu(z) P 2u(z)v(z)de, ve H.

20



Para cada u € N tenemos
O'(wu = 2,0y~ p | [u()Pds = 2Aal’ ~plaly (33
Q
= 2~ p)lul* +0. (3.4

lo cual es equivalente a decir que ©(u) : H — R es un funcional
suprayectivo. Se sigue que 0 es un valor regular de ©, y como N es
cerrada debido a que N = {ue H : ' (u)u=0}n{ue H : |ju] = do},

concluimos que A es una subvariedad de Hilbert de clase C? de H.

(c) Siwue N esun punto critico de ®|, entonces por definicién
P (u)v =0 YveTN, (3.5)

donde TN := ker®'(u) = {v e H : VO(u)-v = 0} denota el
espacio tangente a N en u. De tenemos u ¢ ker©’(u), asi que el
funcional definido sobre T,N' x R por la asignacién (v,t) —> v + tu es
un isomorfismo sobre H[} Se sigue que para w € H existen v € ker®'(u)

y t € R tales que w = v + tu. Luego
P (uw)w = &' (u)(v + tu) = ' (u)v + tP'(u)u = 0,
y concluimos que u es un punto critico de ¢ sobre H.

(d) Para cada u € H\{0} definamos la funcién ®, : (0,00) — R como
O, (t) = O(tu). Es facil notar que ®,, es diferenciable y su derivada estd

dada por

®,(t) = ¥ (tu)u = tlul* — " ulf = t(|ul® = ul}).

'La inyectividad de esta asignacién es clara. Para probar la suprayectividad tome w €

H\T, N y note que &' (u)w =+ 0. Luego w = w—muH— mw con w—mw e T N.
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Despejando llegamos a que @/ (¢) = 0 si

1

-
)

(1) = Jull® = (p = D" July

Dado que

implica
@y(ty) = (2= p)ul* <0,

concluimos que t, es el inico maximo global de ®,. Ademds, 0 =
O (t,) = ' (t,u)u = ' (t,u)t,u, asi que t,u e N.
m

Ahora indagamos sobre la topologia de la variedad de Nehari. El Lema

3.3 nos arroja mucha luz al respecto, pues de él es sencillo concluir que el

funcional
m=mls:S—>N, mu):=tu,

es en un homeomorfismo, hecho que probamos rigurosamente en la siguiente

proposicion.
Proposicion 3.4. El funcional
m:S—N dado por m:=m|s,

es un homeomorfismo y su inversa estd dada por m™(u) = .

1l
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Demostracion. Ya sabemos que tanto m como m™?

son continuas, asi que
solo falta verificar que son inversas una de la otra. Evaluando para u € S

obtenemos

m~ (tyu) = o 4
[wul [l

Del Lema (C) se sigue que t « = |ul| para u € N, y por tanto,

K

[

Este resultado es mas desafortunado de lo que parece, pues muestra que
N no es compacta (ninguna esfera en un espacio de Banach de dimensién
infinita lo es). Una herramienta que nos ayudara a lidiar con esta dificultad

es el concepto de sucesiones de Palais-Smale.

Definicién 3.2. 1. Una sucesion (u,) en H es una sucesion de Palais-

Smale para ® si (P(u,)) estd acotada y VO (u,) — 0 en H.

2. ® satisface la condicion de Palais-Smale si toda sucesién de Palais-

Smale para ® contiene una subsucesion convergente en H.

Definicién 3.3. Una sucesién (u,) en N es una sucesion de Palais-Smale

para ® sobre N si (®(u,,)) estd acotada y V|y®(u,) — 0, donde

(V&(u), VO(u))

V() i= Vo) = ——Ga

VO (u). (3.6)

A su vez, decimos que ® satisface la condicién de Palais-Smale sobre N

si toda sucesién de Palais-Smale en N contiene una subsucesién convergente

en H.
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Ahora queremos ver que ® satisface la condicion de Palais-Smale sobre

N. Para ello probamos el siguiente lema.

Lema 3.5. Si (u,) € N es una sucesion tal que ®(u,) — ¢ y Va®(u,) — 0,

entonces V& (u,) — 0.
Demostracion. Notemos que
p—2

W““nHQ = ®(u,) —> ¢ cuando n — 0.

Luego la sucesion (u,) estd acotada en H y
(V@ (uy), tny — 0.
De se sigue
VO (u,) = Vy®(u,) + t,VO(uy,).
Como u,, € N, tenemos
0 =<{VP(up), uny = (VaP®(u,), tuny + t,{VO(uy), tup),
y por , llegamos a
tn{VO(up), uny — 0.

Del Lemma [3.3] se sigue que

(3.7)

(VO (Un), )l = 1O (un)tin| = [2]un]* = plualp] = (p = 2)[un]* = ¢ > 0,

debido a que cada u, € N, y de (3.9) se sigue ¢, — 0.

24
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De la desigualdad de Holder es sencillo notar

I ()| = l J P~

. f o] < 2o,
< Clufp™

< Clulp ol wwveH — (3.11)

Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz y (3.11]) obtenemos

O (u)v 2|<u, )| + plI'(u)v
e o sy 1O 20l il
veH\{0} |v] veH\{0} (el

< 2ful + Cplulp ™,

donde L£(H,R) denota el espacio de funciones continuas y lineales que van

de H en R. Asi llegamos a que existe una constante cs > 0 tal que
VO (un)| = [0 (W)l eiry < 2[unl + pClunlh™ < ca.

Luego (VO(u,)) estd acotada en H y, dado que Va®(u,) - 0y t, — 0,
de la identidad (3.8)) se sigue V®(u,,) — 0. O

Proposicién 3.6. ® satisface la condicion de Palais-Smale sobre N .

Demostracién. Sea (u,) = N una sucesion tal que ®(u,) — ¢y Va®(u,) —
0. Por el Lema se sigue V®(u,) — 0.

Ademas, (u,) debe estar acotada en H, pues (®(u,)) converge y

p—2
d(uy,) = WH%HZ

debido a que u,, € N. Del Teorema de Rellich-Kondrashov (Teorema y

del Lema se sigue entonces la existencia de una subsucesion de (u,) (que
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denotaremos igual) tal que

U, > u en H,

u, — u en LP(Q).
Aplicando nuevamente la desigualdad (3.11)) llegamos a

(VI (), 1 = w)| < funfy ™t — ul,

< Cluy, — ulp, — 0.
Luego

0 = 1m{VP(uy,), u, —uy = lim (uy, u, —uy — Mm (VI (uy,), u, — u)y
n—aoo n—o0

n—0o0

= lm (tp, uy — u) = Hm |Ju,|? — Hm (up, u) = Hm |u,|? — [ul®.
n—o0 n—o0 n—a0 n—aoo0

En otras palabras, hay convergencia en norma, asi que
u, —>u en H,

y por tanto ® satisface la condicién de Palais-Smale sobre . O]

Ya estamos en condiciones de probar el Teorema [1.1] el cual asegura la

existencia de un estado fundamental no negativo para ® cuando \ < ;.

Demostracidén del Teorema [l 1. Sea (u,) una sucesiéon en N tal que ®(u,,) —

co := infyepn ®(u). Como u, € N,

—2 -2
Bun) = 5o = = 5=l

Luego (uy) estd acotada en H, y del teorema de Rellich-Kondrashov (Teorema

2.1]) se sigue la existencia de una subsucesion de (u,,) (que denotaremos igual)
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tal que
U, — u débilmente en H,
u, — u fuertemente en LP((2).
Tenemos que u #+ 0 debido a

2p
> ()
_260 )

ulf = i =

as{ que sélo falta probar que u € N. Sea t, € (0,0) tal que t,u € N. Como
u, € N, Lemma ¢) implica que ®(t,u,) < ®(u,), y tenemos la siguiente

cadena de desigualdades:
-2 1 1
0 < co < 2o tyul® = (tyu) = 5 |twul® — ~ltuul?
2p 2 p P
< Ui inf( [y |?) — L (St [7)
< Hminf(Stuun ") = lim CCltuunf;

= lim ®(t,u,)

n—00
—9
< lfm ®(un) = 22 lim un|? = co.
n—aoo 2p n—aoo

Luego ||u,| — [tyul, y como w, — w en LP(Q2), se sigue que |u,| — |u].

Concluimos entonces
u, —>u en H.

Como N es cerrada, u € N. Ademds, ®(u) = ¢o. Finalmente, notemos que

ul € H\{0} y [V]ul| = |Vul [6]. Luego
0 = ul® = Julp = [ull* = [ullp,
y por tanto |u| € N. Ademas,
-2
Tyl = @) = B(ju)) = fuf @(v)
por lo que |u| es un estado fundamental no negativo. [
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3.3. Una solucion de energia minima que cambia de
signo

Ahora nos ocuparemos en encontrar una solucién de (3.1)) de energia
minima que cambie de signo. Para ello consideramos el conjunto de Nehari

con cambio de signo
Ny ={ueH : v u e N}

Es importante mencionar N, no tiene por qué ser una variedad, lo cual nos
impide aplicar las mismas estrategias de la seccién anterior para minimizar
® en N,..

Primero mostraremos el teorema de Poincaré-Miranda [7, Theorem 4]. Se
dard aqui una prueba sencilla utilizando el teorema del punto fijo de Brouwer

[7, Theorem 1].

Teorema 3.7. (Del punto fijo de Brouwer). Si Br denota la bola cerrada
en RN de radio R > 0 centrada en el origen y f : Br — Bpr es una funcion

continua, entonces existe al menos un x* € B tal que f(z*) = z*.

Procedemos a probar el teorema de Poincaré-Miranda. Para ello sean
n € Ny para cada 1 <i < n, R; > 0. También definamos P := [— Ry, R] x

. X [=Rp, Ry).

Teorema 3.8. (De Poincaré-Miranda). Para cadal <i < n sea f; : P — R"
una funcion continua tal que fi(x) <0 six; = —R; y fi(x) =0 si x; = R;.

Si f = (f1,..., fn), entonces f tiene al menos un cero en P.
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n

Demostracion. Sea ™ = (py, ..., pn) : R — R"™ dada por

-

—Rl si xT; € (—OO, —Rl),

pi(x) =< a; size [—R;, Ri],

Ri six; € (Rl, OO)

\

Luego 7(z) = x para toda x € P, y como

llegamos a que m(R™) < P.
Sea g : R" — R dada por ¢ = p — 7 o p. Notemos que para toda x € R"

se cumple
9(@)] < [m(@)] + | f(p(2))] < 4/ R} + mix | f ()]

Sea Ry = /X Ry + méax,ep | f(r)]. Luego g(R") < Bg,, y por tanto,
g(Bgr,) < Bg,. Entonces el teorema del punto fijo de Brouwer nos asegura la
existencia de un punto x* € Bp, tal que g(z*) = 7(2*) — (f o m)(x*) = x*.

Notemos que z* € P, y por lo tanto, w(z*) = z*. Procediendo por con-
tradiccion, si * ¢ P, entonces existe un indice ¢ tal que 27 < —R; o 2} > R;.

En el primer caso tendriamos que

—R; >z} = pi(z¥) — filpi(2¥)) = —Ri — fi(p(z¥))) = — R,

pues f;(pi(z*)) < 0. Esto es absurdo.

En el segundo caso tendriamos
R; <z} = pi(z*) — filpi(2™)) = R; — fi(pi(x™)) < Ry,
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pues fi(m(xz*)) = 0. Como esto también es absurdo, se sigue que z* € P,y
entonces, g(z*) = w(z*) — (f om)(a*) = 2* — f(2*) = 2*. En conclusidn,

f(z*)=0. O

Antes de probar la existencia de un minimizador de ® en N,. necesitare-

mos los siguientes lemas.

Lema 3.9. (De deformacion cuantitativo) Sean X un espacio de Banach,
pe CHX,R), Lc X,ceR, ¢ &> 0 tales que para toda v € ¢ *([c —
2¢,c+42€]) () Bas(L) se cumpla ||¢(u)| = 8e/d. Luego existe una deformacion
ne C([0,1] x X, X) tal que

(a) n(t,u) =usit=0o0siud¢ o [c—2¢c+ 2| Bas(L).

(b) ¢(n(1,v)) < c— € para toda v € L tal que ¢p(v) < ¢ +e.

(c) |n(t,u) —u| <& para toda u e X y para toda t € [0,1].

(d) ¢(n(-,u)) es no creciente para toda u e X.

(e) &(n(t,u)) < ¢ para todaw € Bs(L) tal que p(u) < ¢y para todat € [0, 1].

Consulte [4, Theorem 2.2]

Recordemos que v* := max{v,0} y v~ := min{0, v}.

Lema 3.10. Sean Q un dominio acotado, u,v € H* () y supongamos que

+

vt # 0. Si ut = 0 entonces existe § > 0 que depende de Q0 y v tal que

|u—wv| > 0.

Demostracion. Como vt # 0 existe n > 0 tal que A := {z € Qv(z) > n}

tiene medida positiva. Como u™ = 0, entonces u < 0 en A y por lo tanto
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lu—v| = v—u>mnen A Ademds, por la desigualdad de Sobolev, existe

C > 0 que depende de €2 tal que
\u—vH>CJ lu — v >Cf lu—v| > ClAn=:6> 0.
Q A
]

Estamos listos para probar el Teorema (sobre la existencia de una

solucién de energia minima que cambia de signo).
Demostracién del Teoremall.3. La prueba se dividird en tres partes.

(1) Primero recordemos que para toda v € N se cumple

1 1 p—2
0(v) = ol - ~fols = =,
p P

Sean ¢ =: Infyepn,, P(v) y (uy,) una sucesion en N, tal que ®(u,) —

Cse. Como

p—2

5 JuZ|? = ®(ul) = ¢ > 0 debido a que u: € N,
P

-2
o(uy) = S~ | <

p—2 p—2
2p 2p
= O(uy,) + P(u,) = P(uy),

sy |* + |

+

entonces (|u,.|) son sucesiones acotadas lejos del cero.

Por este hecho y el Lema existen dos subsucesiones de (u}), que
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denotaremos igual, tales que

w' —wu +0 enH,
u, —ug +£0 en H,
+

u, (r) > ui(x) casi dondequiera en €2,

u,, (r) — uz(x) casi dondequiera en €.
Asi llegamos a

un(x) = uy(z) + uz(z) y wui(x)uz(xz) =0 casi dondequiera en (.

Notemos que u := t,,u; + ty,us = ut +u” € N, pues t,,u; = ut y
tu, Uz = u~ son ortogonales en H y pertenecen a N
u serd el candidato a solucién de energia minima de ® en N,..
Como
max ¢(tv) = ®(t,v) para toda v e H\{0}, (3.12)

t=0

para i € {1,2} se sigue

1 1
(I)<tuzul) = §Htuzul“2 - Z—J%Uz\g

1 9 9 1
— 5 | (9t = M)
1 1
= 5 | S (Ve = M) - 5] T

1 1
<h’minf(§J(\Vt UE = A(tuud)?) — lim = [t ul]?
Q

T—>00 TN 1N TL—>OOp 1 NP

= liminf ®(t,u’) < lim ®(u)).

n—oo n—oo
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por la semi-continuidad inferior de la norma | - |. Luego

O(u) = D(tywr) + Pltaus) < lim O(u,)) + lm O(uy,) = Cyen
n—0o0

n—0oo
Concluimos que ®(u) = cs.
Ya vimos que ® alcanza un minimo u sobre N.. Ahora falta ver que este

minimo es un punto critico de ® (algo que ya se seguia inmediatamente

en el caso de NV pero que no es directo para N.).

De (3.12) también se puede deducir que, para s,t > 0 con al menos

uno distinto de 1,

O(su™ +tu") =P(su) + P(tu”) < P(u”) + P(u”) = . (3.13)

Procediendo por contradiccién, supongamos que ®'(u) 4 0. Entonces

existen 0 > 0 y pu > 0 tales que

[u—v| <35 siempre que |P'(v)]| = u.

Sean

13 13
[2,2] X [2,2] y g(s,t):=su" +tu

De (3.13) se sigue que ®(g(s,t)) = cse si y sblosit = s = 1y

®(g(s,t)) < cse en otro caso. Luego

B = I%%X(@ 0 g) < Cse-

Aplicando el lema cuantitativo de deformacién para € := min{ C“jﬁ , %5}

y L := g(D) obtenemos una deformacion 7 : [0,1] x H — H tal que
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(111)

a) n(1,v) =vsivé¢ @ ([ese — 2€, coc + 2€]) () Bas(g(D)).

b) ®(n(1,v)) < ¢se — € para todo v € H tal que ®(v) < ¢, + €.

¢) |n(t,v) —v| < 0 para todave H, te[0,1] .

d) ®(n(l,v)) < ®(v) para toda v e H.

e) ®(n(t,v)) < cs para toda v € Bs(L) tal que ®(v) < ¢, y para
toda ¢ € [0, 1].

Primero notemos que

max ®(n(1,g(s,t))) < Cse- (3.14)

(s,t)eD

De lo contrario, maxsyep ®(n(1, g(s,t))) = cse. Por continuidad, exis-

tirfan s, to tales que

(H;)fg) P(n(1,9(s,1))) = 2(n(1, g(s0,t0)))- (3.15)

Por d),
Cse = q)(n(lag(‘sOytO)) < Cb(g('sO)tO)) = (I)(SOU+ + tOU_) < Csc- (316)

Luego ®(g(so,t0)) = ¢se, lo cual ocurre si y sélo si sg = tg = 1. Pero

por b),

Cse = D(g(s0,t0)) = ©(n(1,9(s0,%0)) = P(n(L, u)) < coc —€,  (3.17)
lo cual es una contradiccién y (3.14)) se cumple.

Ahora mostraremos 1(1, g(D)) (Nse + &, lo cual serfa una contradic-

cién a la definicién de ¢, ya que el nivel n(1, g(D)) tiene energia menor

que Cs¢, por (3.14)).
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Para ello definamos h(s,t) := n(1,g(s,t)). Notemos que, por la pro-
piedad ¢) y el Lema (haciendo 0 mds pequena si fuera necesario),
h(s,t) siempre tiene sus partes positiva y negativa distintas de cero.

Definamos

Uy (5.8) = (20 (h (s, )W (s, 1), %@/(h—(s,t))h—(s,t)).

S

Tomando

Filsot) i= W (R (s, )" (s,0) ¥ fols,0) = @ (0 (5,0 (5,8)

S

llegamos a

i) = 207 (5, >>h+<1 V=¥ <1

=L<v<; IVt - f| P

= 5| = A fr o
1 1
= (=

2 -1

P -
—)[u"f >0, yaqu62>2p_1.

% — % _1)]u+\g < 0 debido a que
1
2

S, )>OYf2(S’%)<0

También se tiene que fi(2,t) = (

% < %p - Andlogamente se prueba fo(

Luego el Teorema de Poincaré-Miranda nos asegura la existencia de un

(s0,t0) € D tal que fi(so,to) = fa(S0,%0) = 0, lo cual implica que
D' (h* (s0,t0))h™ (S0, t0) = D' (L™ (s0,t0)) ™ (s0,t0) = 0.
Por lo tanto, h*(sg, %), h™ (S0, to) € Ny entonces
h(so,to) = h™(s0,t0) + h™(s0,t0) € N
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Pero

®(h(s0,10)) = ®(n(1,9(50,%0)) < méx &(n(1,9(s,1))) < cse = (u)

(s,t)eD
contradiciendo el hecho de que u es de energia minima.

Concluimos ¢’(u) = 0 y por tanto u es una solucién de energia minima

que cambia de signo.

4. La variedad de Nehari generalizada

4.1. Planteamiento

Como ya vimos, el método descrito en el Capitulo 2 funciona para resolver
el problema cuando A < A;. En este caso, | - | define una norma en H
equivalente a la norma usual de Sobolev, algo que no ocurre si A > A;. Sin
embargo podremos adaptar el método de la variedad de Nehari para estudiar

existencia de soluciones al problema

—Au—Au = |[ulP"?u  enQ,

(4.1)
u =0 sobre 052,

cuando A = \q.

Sea B := {e; : k€ N} como en el Lema [2.3] es decir,
1. e € B es una funcién propia de —A en H con valor propio Ag.
2. Sﬂekem =0sik+m.
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3. 0< )\ < )\2 < ... < )\k < ... y h'mk,_,oo >\k = Q0.
4. B es una base de Hilbert de L?(Q).

Como A > A, tenemos dos casos, que A = )\, para algin m € N o bien
A # A\, para todo m € N.

Si existe m € N tal que
M oS <M= =An=A<A\p1 < ..
entonces definimos los siguientes subespacios de H
E = spanfei,...,e}, E°:= span{eji1,...,em}, F:=E®E, L:=F"
En particular, por ortogonalidad,
H=F®FE ®L.
Por otro lado, si Ay, = A1 = ... = Ay < A < A1, entonces definimos
E := spaniey,...,e;}, E°:={0}, F:=E®FE, L:=F"*
Y también se cumple que
H=FE®FE,&®L.

Dada u € H podemos escribir u = ¥ + 4 + u* con u” € E,u’ € E°,ul € L.
También denotamos ST :={ue L : |ul\ = 1}.
Ahoras justificamos la eleccion de estos subespacios de H. Recordemos la

caracterizacion de los valores propios del laplaciano dada por los cocientes

de Rayleigh:

2
O -

{u,ej)=0,1<j<m

(4.2)
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Como A\ < A\,41, para u € H\F se sigue que
Aulz < Anilulz < [Vul3,
y por tanto
Vul3 — AMul3 >0 paraue F*.
Si ahora tomamos v = ¥¥_,a;e; € E\{0}, entonces
V|3 — Avfz = J (V| — \? = f (Av)v — \?
Q Q
= J P aiel( A — A) = S jaf(\ — A) < 0.
Q
Para v = X", . a;e; € E° tenemos
J [Voul? — \v? = 0.
Q
Con estos calculos resultara sencillo probar la siguiente proposicion.

Proposicion 4.1. Sean X € R tal que A\, < X\ < A\pyq1 yue H. Entonces

u=uE+u0+uL€E®EO®L

1
lullx == ([Vur[5 = Aju®5 = [Vu®[5 + Mu®* + [Vul[)?
define una norma equivalente en H = Hg ().

Demostracion. Para probar que || - |5 es una norma en H basta notar que lo
es si la restringimos a E. Sean a; € R tales que u” = > | a;e; e integremos

por partes para obtener

k

—|VuP |3 + A\u®|? = Z()\ — AZ-)J

k
ajel = > (A= N\)a; >0 (4.3)
i=1 Q i=1
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si u¥ + 0. Usando y argumentos similares a los de la Proposicién
obtenemos que |-||, es una norma en H. Ahora veamos que |-| es equivalente
a |V -l

Por y por ortogonalidad,

k
Jul < Vb3 + YA = N)a} + Va3
=1
A=\ u
< méx {1,—( - )} <|VuL§+2/\ia?+ |Vu® 3) = C|Vul3.
! i=1

i=1,...,k

Para la otra desigualdad notemos que de (4.2)) se sigue

A
Vel = Al
y entonces
A\ k
Jul = (1 - )\—+1> Va3 4> (A= N)a? + | Vul[3
m i=1

, A (A=) :
> min {1 Eb WY } <|VuL 2+ ;)\ia? + |[Vu° 3) = c|Vul3.

i=1,...,k m+1

]

Observacién 4.2. Notemos que | - |\ estd inducida por un proucto escalar.

En efecto, este producto escalar es
{u,vyy 1= f (Vul Vot — Aubol)dz + f (=VuP Vo + uPoP)dx + f Vu'Vldz,
Q Q Q

con u,v € H. La bilinealidad y la simetria de {-,-)x son claras. Que es una
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forma definida positiva se debe a que

|Vul? — Au*)?dx > 0
it

r

[S—

—|VuP|? + Au)2dz > 0

—
2

|Vul[*dz > 0
Q

[S—

Luf u® £ 0, es decir, (-, )\ es definida positiva restringida a

siempre que u
E,E° y L. Concluimos entonces que lo es en todo H y por tanto (H,{-,-))

es un espacio de Hilbert.

4.2. El funcional de energia

Introducimos el funcional de energia en términos de nuestra nueva norma

1

(]
p

Es sencillo verificar que ® es de clase C? escribiéndola como composicién de
funcionales de clase C?. Para empezar tenemos las proyecciones ortogonales

o H— L, () =ur,

™ H—E, %) =4,
las cuales son de clase C'® por ser lineales y continuas. Ademas, del Lema
se sigue que los funcionales definidos por u — |[uX|3 y v — |uf|3 son
de clase C?, asf que ® es de clase C?.

Para entender mejor este funcional estudiemos su grafica. Sea u = u® +

u® +u¥ € H y consideremos la funcién @, : R — R dada por ®,(t) := ®(tu).

De la expresién que define al funcional se sigue que

1 1 1
Pu(t) = LG} = IR - 25IU\§)-
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Figura 2: Gréafica de la funcién Figura 3: Grafica de la funcién

ft) = —t* — 2t f(t) =32 — 243
Cuando u” = 0 (es decir, u € F), tenemos
1 1
P, (t) = t2(—=|[uf|? — 2722 |ulP),
(8) = (=5 [u” X 1)

y la grafica alcanza su méximo en cero como lo muestra la Figura 3. Luego
el tnico punto critico de ®,, es el cero y, por tanto, la tinica soluciéon débil al
problema encontrada en la recta {tu : t € R} es la trivial.

En cambio, si u¥ = 0, entonces ®,,(t) = t*(3 |u”|? —tp*2%|u|£) y la grafica
de &, es de la forma que muestra la Figura 3 y que ya habiamos visto en el
Capitulo 2. Buscaremos entonces minimizar ¢ en un subconjunto de H\F'.

Definimos la variedad de Nehari generalizada?] como

M :={ue H\F : ®'(u)u =0y ®'(u)v =0 para toda v € F} (4.4)

= {ue H\F : [u"|} — [} — [u]Z = 0y ®'(u)v = 0 para toda v e F}.
Para cada w € H\F ponemos

Hw):=Ru'@®F, Hw):=Rw'®F,

2Notemos que M podria no ser una variedad de Hilbert. Sin embargo, atin en este caso,

le lamaremos variedad de Nehari generalizada, siguiendo [10].
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donde R* := (0, 00).
En contraste a lo que teniamos en el segundo capitulo, ahora buscamos
probar que ®|z,, (en vez de ®[g+,) tiene un inico méximo en M para cada

w € H\F'. Los siguientes son lemas técnicos que nos ayudaran a este fin.

Lema 4.3. Sean u,s,v € R con s = —1 y sea w := su+v £ 0. Luego
_9 S 1 1
|ul? u[s(§ + Du+ (1+s)v] + 5|u\p - 2—9|u +w|P < 0.

Demostracion. Sean u,v € R fijos. Definamos z(s) = (1+s)u+wvcon s > —1

y
9 s 1 1
g(s) :==|ul? u[3(§ + Du+ (1+s)v] + ];]u\p — ];|u + wl|?.

En estos nuevos términos, buscamos probar que g(s) < 0 siempre que u # 2.
Notemos que si u = 0, entonces g(s) = —%|w|p < 0.
Supongamos pues que u + 0.

1. Caso uz(s) < 0.

Aqui tenemos que
p—2 S 1 p 1 D
g(s) = |ul u[s(§ + Du+ (1 + s)v] + ];]u| — ]—9|u + w|

1 1
< luP~?uls(5 + Du+ (1 + s)o] + S ful” - - wl

= ]u|p’2u[u(% +5)+ (1 +5)(2(s) = (s + Du)]
1 p—2 1 »
# 3l — S+ wl

1 1
= —5(3 + D2|uP2u® + (1 + s)|ufP2uz(s) — =|u +w|? <0,
p

pues |u[P72uz < 0 siempre que uz < 0.
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2. Caso uz(s) > 0.

Primero tenemos que si s = —1, entonces

1 1 1 1
g(—1) = ——Jul’ + —|uff — =P < —=|v|’ < 0.
(1) = —glul + 2Jul = 2l < =)

También notemos que lim,_, g(r) = —oo. En efecto,

1 1
g(r) = ]u|p_2u[7"(g + Du+ (1 +r)v] + ]S\UIP - 5‘“ + wl|?
r? L 1 1
= ulP(= +7) + |ufuwo(r + 1) + —|ul’ — =|(1 + r)u + v|?.
2 p p
Escribiendo

2
A(r) = |u|p(% + 1)+ |u|p_2uv(7‘ + 1),

notamos que

para r suficientemente grande.

Por otro lado,

p

(T4+7r)u+vf =1 +r)P = rPd >0

N v
U
1+7r

para d > 0 y r suficientemente grande. Se sigue que

gr) %\(1+r)u—l—v[p
A(r) A(r)
<1—£=1—C—ZTP_2—>—OO
cr? c

Como A(r) — o0, necesariamente g(r) — —o0.
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Ademas,

g (r) = [ul""u(z(r) - u)

— uz(r) (’“’H“ - ‘“‘H“) .

U z(r)

Si g alcanzara un méaximo sg € [—1, ) tal que g(sg) = 0, tendriamos

g'(so) = 0, y por tanto ocurrirfa uz(sg) = 0 o bien

T

= 0.

U z(r)

Si uz(sg) = 0 estamos en la situacién del primer inciso y por tanto
g(s) < g(so) < 0. El segundo implica u = z(sq) siempre que u = 0, por
lo cual
2
s
g(s0) =~ LJul <0,
y nuevamente tenemos g(s) < g(sg) < 0.
O

El siguiente lema sera utilizado ampliamente a lo largo de toda la seccion.

Lema 4.4. (a) Supongamos que (u,) < H es tal que ®(u,) = 0 para toda

n €N y |u,|x — . Entonces v, := u,/|u,||x converge débilmente a 0.

L

) estd acotada lejos

(b) Si(v,) es como en el inciso anterior, entonces (v

del cero.

Demostracion.  (a) Como (v,) estd acotada en H, entonces pasando a una

subsucesion tenemos que v, — v para algin elemento v € H. Notemos
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que

O (un)

1
0< T < (e + e ) - - [ L (4.5
[ual} — 27 HUHHA
1
- — - (4.6)
=3 Hun“)\
Pero si v # 0, tendriamos
R e T o S
ol Jo w3
y entonces
D(uy,) B

lo cual es absurdo, asi que v = 0.

(b) De (4.5) podemos deducir que |[vE|y = |vZ|\. Para probar este inciso
bastard probar que vX - 0. Procediendo por contradiccién, si v — 0,

entonces vf — 0, y por tanto

lonl =1 = Jlvg 3 = loa I3 — 1.

Ademés v°

— 0% porque dim(E°) < oo. Pero esto implicaria v = 0, lo
cual es absurdo segin el inciso (a). Luego vZ - 0y [[vl]y = a > 0
para toda n pasando a una subsucesion.

]

Ya tenemos las herramientas necesarias para probar que cada u € M es

el inico méximo global de ®|z,.
Proposicién 4.5. (a) [;T(w) NM £ & para toda w e H\F.
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(b) Siue M, entonces
O(u+w) < P(u) siempre que u+ w € f[(u),w + 0.
Por tanto u es el dnico mdzimo global de ®|g,).

Demostracién.  (a) Primero notemos que H(w) = H(w"/||w"|,) para toda
w e H, por lo que podemos suponer w € S* sin pérdida de generalidad.
Requeriremos probar que ® < 0 en H(w)\Bg(0) para R suficientemen-
te grande. Procediendo por contradiccion, supongamos que existe una
sucesién (u,) < f[(w) tal que [Ju, |y — 0y ®(u,) > 0 para toda n € N.
Definamos v, := u,/||un|x. Del Lema {4.4] concluimos v,, — 0, y como
H (w) es dimensién finita, llegarfamos a que v, — 0, lo cual es absurdo

va que |vn]x = 1. Luego ® < 0 en H(w)\Bg(0).
Sustituyendo tenemos que

1 1
O(sw) = 5 - Z_?SP L |wlP >0 (4.7)

siempre que s sea suficientemente chica, digamos s < sq (esto porque
p € (2,2%)). Como ® es continua y Br(0) n H(w) es un subconjunto
compacto de H(w) por ser H(w) de dimensién finita, ® alcanza un

méximo en H(w) que cumple 0 < MaX 77,y P(w). Ademds,
1 1 A
O(u) = _§HUHA — —|ull < 0 para toda u € H(w) n F,
p

asf que el maximo uy que alcanza ® debe cumplir uf + 0 y entonces

up € E\F'. Luego ug es un punto critico de @[, y por tanto u € M.

(b) Para u € M sea w € H\{0} tal que u + w € H(u). Podemos escribir
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u+w = (1+s)u+v,donde s > —1yv=0v"+10"e F. Denotemos

B(a,b) :zf Va - Vb — \ab, a,be H.
Q

Calculando tenemos que

donde

P(u+ w) — D(u)

= IBl vt w) = Buw] + o | (=t wP)
= %[B((l + s)u+v, (14 s)u+v) — B(u,u)]

1 p_ U wp
v 2|l = fu+ ol

1

= 5 ([ + 97~ 11Blu) + 21+ 9)B(u,v) + Bv.v))

1
b | =t wp)
b Ja

1"

=—— -+ B(u, s(g + Du+ (1+ s)v)

1
+ —f (Jul” = Ju +w?)
P Ja

IR

=LA (4.8)

2

1 1
A= J (\u!pQU[s(f + Du+ (1+s)v]+ —|uff — —|u+ w|p>
Q 2 p p

y en el ultimo paso se utilizd

debido a que z := s(5 +1)u+(1+s)v € H(u). Finalmente, como w + 0
en un conjunto de medida positiva, el Lema (4.3) y (4.8) implican que

0=9®"(u)z = B(u,z) — f |ulP~uz
Q

O(u+w) < O(u).
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4.3. Teoremas de existencia para el caso indefinido

Una consecuencia de que M no sea una variedad diferenciable es que los
espacios tangentes a M no estan bien definidos, lo cual impide definir el flujo
gradiente negativo sobre una variedad y hace imposible aplicar los métodos de
minimizacion introducidos en los capitulos anteriores. Sin embargo, podemos
inspirarnos en ellos para encontrar una solucién. Dado u € H\F', denotemos
por M (u) al inico maximo global de ®|z,, (recordemos que H (u) = RYut®

F). Queremos probar que
m: H\F — M
es continuo y
m = m|gr : S¥ - M

un homeomorfismo, donde S* denota la esfera unitaria en L. Esto tiene la
ventaja de que S” es una subvariedad de clase C*®, pero antes necesitaremos

el siguiente lema.

Lema 4.6. (a) Para cada subconjunto W < S¥ compacto existe una cons-

tante Cyy > 0 tal que |m(u)|x < Cyw para toda u e W.
(b) Eziste 6 > 0 tal que [|m(w)*|\ > 6 para todo w e H\F.

Demostracion.  (a) Procediendo por contradiccién supongamos que existe
6 St t to al :

una sucesion (u,) en convergente (con respecto a la norma A) &

una funcién u € ST y tal que | (u,)|x — o cuando n — o. Es claro

que pasando a una subsucesién (u,) también converge a u con respecto

a la norma | - |,, ya que |u,|, < C|u,|| = C (i.e. (u,) es acotada en
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LP(Q2)) y la inclusién de LP(§2) en H es compacta. Para cada n € N

sean s, € R* y v, € F tales que m(u,) = s,u, + v,. Tenemos

@mwM»:§<mwnﬂaﬁmmmﬂb—%mmmm

1 1
= 5055 = IonlR) = fsaan + vl
p
)
— (2 = [oal}) = 8% [ + 22
nip
1 p
< s2 ——sf;_zun+v—" :
2 Snl,

Afirmamos que

p
— o0 cuandon — oo.
P

(%
) n
Uy + —
Sn

p
Sn

Para empezar notemos que existe una constante C' > 0 tal que

pues de lo contrario

— 0 cuandon — o

pasando a una subsucesion, y entonces u = lim,,_, o, u,, = lim,,_, o, — 2= ¢

Sn

F tomando el limite en LP(2). Pero F es un subespacio de dimensién
finita de LP(Q2) y por tanto es cerrado en LP(), asi que u € F, lo cual

es absurdo. Concluimos que dicha constante C' > 0 existe.

Ahora notemos que para toda w € M se cumple
'(ww = [w[} — |w”[3 — [wlh =0,
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de modo que [w"|3 — [w” |3 = |w[?. Aplicando esto a nuestra situacién

y notando que ®(m(u,)) > 0 para toda n € N llegamos a

B (on)) = 5 () 13— 1) IR % )2
p—2, . L ~ E
— 22 () = 1))
p—2 2 2
P2 ) > 0

Siguiéndose asi que s2 > |v,||?, y como ||m(u,)|* = s + |v,]?, necesa-
riamente s2 — o0.

Finalmente tenemos

p

_ v
P~ lu, + | — oo cuandon — oo,
Snl,
y por tanto

A 2 1 p—2 Un P

O(m(un)) < s, 5~ Sn [Un + — — —o0  cuandon — o,
Sn
p

lo cual es absurdo.

Concluimos que para toda sucesién (u,) convergente en S* existe una
constante C' > 0 tal que |m(u,)| < C, lo cual es equivalente a probar

este lema.

(b) Sean p > 0, we L\{0}, y w, = Twr;P- Entonces

1 1 1, 1

P (w,) = §H7~U0H§\ - 2_9|wp|£ = Qp - ]_)|wp|g-

Por las desigualdades de Poincaré y Holder existe C' > 0 (que depende
sélo de Q y p) tal que |w,|, < Clw,|x = Cp. Luego, ®(w,) = 5p* —
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%pp =: C, > 0 si p es lo suficientemente pequeno. Como w, € E(w),

tenemos que ®(Mm(w)) = ®(w,) = C, > 0 y finalmente

I3 = I(wa) "3 |

N I . N

m(wa)” 3 — ]—?\m(wn)lﬁ = ®(m(wn)) = Cp.
O

Ya estamos listos para probar la siguiente proposicion.

Proposicién 4.7. El funcional m : E\F — M es continuo y el funcional

m : ST — M dado por m(u) = m(u) es un homeomorfismo.

Demostracion. Sea (u,) una sucesion en E\F' tal que u,, — u con u ¢ F.
Como m(u) = m(ul/|u”||), podemos suponer sin pérdida de generalidad que
u, € ST para toda n € N. Basta probar que toda subsucesién de (7(u,,)) tiene
una subsucesién (que también denotamos por m(u,,)) tal que m(u,) — m(u)
cuando n — 0.

Escribamos m(u,) = s,u, + v,, donde s, € R* y v, = vZ + 1% con
vE € By v2 € E°. Del Lema [4.6](a) se sigue que (7(u,)) estd acotada, asf
que podemos encontrar subsucesiones tales que s, — s, € [0,0) y v, — v,.

Escribamos m(u) = su + v. De la Proposicién se sigue que

O(m(uy)) = (su, +v) = ¢(su+v) = ¢(m(u)) cuandon — oo.

Escribiendo I(w) = %SQ |w|Pdz tenemos

O(m(u)) < lim ®(m(uy,))

, 1
ti (5063 1~ (s, + o))

n—0oo
1
= (5 = [vaR) = I(siu + va)
= O(s,u + vy) < P(M(u)),



ya que [ es continuo. Entonces las desigualdades de arriba se vuelven igual-
dades y llegamos a que ®(m(u)) = ®(su + v) = ¢(s,u + v,). De la unicidad

de m(u) se sigue que s = s, y v = v, y concluimos

Sy — 5, vE —F, 1}2—>U0

n )

debido a que E° y E son subespacios de H de dimensién finita (y por ende la
convergencia débil es equivalente a la convergencia fuerte). Hemos probado
que toda subsucesién de (m(u,)) contiene una subsucesién convergente a
m(u), asi que hemos probado que (m(u,)) converge a m(u),

Por tltimo notemos que el funcional continuo F : M — S* dado por

F(u) = u®*/|ul| es inverso de 7. En efecto, para toda u € M tenemos
m(F () = m(u”/|u"]) = f(u) = u.
Si u e ST, entonces u = u” y entonces
F(in(w)) = m(u)"/|m(uw)"] = u*/|u"]| = u.
Como F' es continua, concluimos que m es un homeomorfismo. n

Consideremos los funcionales
U:IN0} > R, U(u) = d(M(u) v P(u):=Tlg : S — M.

Lema 4.8. El funcional U es continuamente diferenciable en L\{0} y su
derivada estd dada por

I

V' (u)2
[

&' (m(u))z  para toda u,z € L, u % 0. (4.9)
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Demostracion. Sea u € L\{0}, z € L y escribamos m(u) = t,u + v, con

vy, € F. Por el Teorema del Valor Medio tenemos

\/I}(u +sz) — \Tf(u) = D(tyrs.(u+ $2) + Vyyss) — Ptuu + vy)
< (I)(tu-‘rsz(u + SZ) + 'Uu-i-sz) - (I)(tu-i-szu + Uu-i—sz)
= CI),(tu+szu + Uu+sz + Tstu+szsz))tu+szsz7

para t suficientemente pequena y para algin 7, € (0,1).

De forma parecida se puede probar que

A~

U(u+ s2) — () = Bty (u+ 52) + vy) — P(tyu + vy)
= ®'(t,u + v, + o5ty 8$2)t,82.

para alguna s pequena y o, € (0,1). Combinando estas dos desigualdades

obtenemos

~ U 0 ~ (0 \L
¥'(u)z = lim (it s2) 200y it + o)z = g5 ).
s§— S Ui\

]

Notemos que L es un subespacio cerrado de H porque es el complemento
ortogonal de F' que es de dimension finita. Entonces L es un espacio de
Hilbert con el producto escalar que induce (-, -y y por tanto la esfera unitaria
Sti={ue L : |ul} =1} en L es una subvariedad de L de clase C*. El

espacio tangente a S en un punto u € S* se define como
T.N = kerp'(u),

donde p : L — R es el funcional dado por p(v) = |v[3. Del Lema|3.1] se sigue
que p'(u)v = 2{u,v)y, y por tanto, T,N = {v e L : (u,v)y = 0} para cada

uwe St
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Sea u € SL. Entonces

ooy Im(w)*]

V¥ (u) = Vo (m(u)) = [m(w)"|Ve(m(u)) + 0,

por lo que la derivada de ¥ (o de W|gz) existe, es continua y esté dada por

(VT (w), Vp(u))
IVo(u)[?

VU (u) = Ve U(u) := V(1) Vp(u). (4.10)

Ahora podemos enunciar las siguientes definiciones.

Definicién 4.1. (a) Diremos que una sucesién (u,) < ST es de Palais-

Smale para VU si (u,) es acotada y |V (u)| — 0 cuando n — o0.

(b) Diremos que W satisface la condicién de Palais-Smale si toda sucesién

de Palais-Smale para ¥ contiene una subsucesién convergente.

(c) Diremos que una sucesién (u,) < H es de Palais-Smale para ® si (u,)

es acotada y |[V®(u)|| — 0 cuando n — oo.

Cabe recalcar el pequeno abuso de notacién que se esta haciendo al deno-
minar de la misma manera las sucesiones de Palais-Smale de ¥ y ®. Recor-
demos que V¥ := \Tl\ g por definicién, asi que cuando hablamos de sucesién de
Palais-Smale para ¥ realmente nos referimos a sucesiones de Palais-Smale de
U sobre SL. Para ® tomamos la definicién usual, ya que, por lo que probare-
mos en la siguiente proposicién, las sucesiones de Palais-Smale de @[ y W
se corresponden por medio del homeomorfismo m. Esto nos permite remitir

el problema de definir los espacios tangentes a ® al de definirlos sobre W.

Proposicién 4.9. 1. Si (u,) es una sucesion de Palais-Smale para ¥

en St entonces (m(u,)) es una sucesion de Palais-Smale para ®. Si
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(wp,) © M es una sucesion de Palais-Smale acotada para ® en H,

entonces (m~Y(w,)) es una sucesion de Palais-Smale para ¥ en ST.

2. u es punto critico de U en ST si y sélo si m(u) es un punto critico de

D,
Demostracion. 1. Del lema anterior tenemos
L
\IJ’( ) = M@’(ﬁz(u)) = Hm(u)LHACD'(m(u)) siue S (4.11)

(KN

Sea (u,) es una sucesién de Palais-Smale para ¥ en S%, de modo que

(¥ (uy)) esta acotada y por tanto ®(m(u,)) también.

Ademés tenemos que V¥ (u,) — 0 implica
V() = (1) AV (2 (11)) = 0.

En efecto, rescatando la prueba del Lema , de la férmula (4.10) se

sigue que para cada n € N existe un ¢,, € R tal que
VU (u,) = VU (u,) + t,Vp(uy).
Ademas
(VP (un), un)x = {m(un) “ [NV (m(un)), tn)r = 0
porque m(u,) € My, como (u,) € St,

(VU (), tunyy < |V (uy,)|| — 0sin— oo,

0 = (VU (up), unpr = VU (up), wun)r + ta{Vp(tn), U,
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concluimos t,{Vp(u,), u,)» — 0 cuando n — co. Claramente

(Vp(un); unps = (Un, Un)y = Hun”?\ =1,
asi que t,, — 0, y por tanto

IV (un)| < V¥ (un)| + tal|Vo(un)| — 0 cuando n — oo.

Prosiguiendo con la prueba notemos que |m(u,)*|x» = ¢ > 0 en virtud
del Lema[4.6|(b), asi que concluimos @ (m(u,)) — 0. Luego (m(uy,)) es

una sucesion de Palais-Smale para &.

Por otro lado, si (w,) € M es una sucesién de Palais-Smale acotada

para ® en H, entonces aplicando (4.11)) a (m~'(w,)) se sigue que
(7 (wa)) = |32 (wn) = (1) - 0.
Esto implica que V¥(m™(w,)) — 0.

. La prueba de este resultado es parecida a la del Lema [3.3|(b), asf que
sélo adaptaremos los argumentos. Supongamos que u € S* es un punto
critico de ¥ sobre S” (o lo que es lo mismo, u es un punto critico de

\T/] sz), lo que significa
V(upw =0 YveT,S*, (4.12)

donde T,,S* := kerp'(u) = {ve H : Vp(u)-v = 0} denota el espacio
tangente a S* en u 'y p: H — R estd dado por p(u) = |uf3. Como
u € ST, entonces Vp(u) - u = 2{u,uyy = 2y u ¢ T,St, de lo que

se sigue que el funcional definido sobre T,,S* x R por la asignacién
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(v,t) —> v+ tu es un isomorfismo sobre L. Luego para w € L podemos

encontrar v € T,S” y t € R tales que w = v + tu y por tanto
U (w)w = V' (u)(v + tu) = U (u)v + 0 (u)u.
Escribiendo m(u) = su+ v con s € R* y v € I, llegamos a
sU(u)u = [m(u)" @' (m(u))su = |m(u)" @' (m(u))(su +v)
= [m(u)* 1@ (m(u))m(u) = 0,
dado que ®'(m(u))v = 0 porque m(u) € M, y entonces \T/(u)u = 0.
Luego

Im(w) @ (m(u))w = V' (w)w = W' (w)v + t¥' (u)u = 0

para toda w € L, y como |m(u)*| > 0, llegamos a que ®'(m(u))w =0
para toda w € L. Como ®'(m(u))v =0 paratodave Fy H=L®F,

concluimos que m(u) es un punto critico de ®.

Ahora sea u € S* y supongamos que m(u) es un punto critico de ®.

Entonces
V() = |m(u) 1@ (m(u)) = 0,

y como m(u) + 0, se sigue que W' (u) = 0. Luego ¥'(u) = 0 y concluimos

que v es un punto critico de ¥ sobre S*.

4.4. Teoremas de existencia

Proposicion 4.10. ® satisface la condicion de Palais-Smale para elementos

de M, es decir, si (u,) < M es una sucesion de Palais-Smale para ® en H,
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entonces existe una subsucesion de (u,) que converge en H y (y por tanto en

M).

Demostracién. Sea (u,) < M una sucesién de Palais-Smale para ®, es decir,
|®(u,)| < d para algin d > 0y ®'(u,) — 0.

Si (uy,) no estd acotada, entonces |u,||y — o0, y como ®(u,) = %]un\g >
0, del Lema [4.4] se sigue que

(a) la sucesién v, := u,/||u,|x converge débilmente a cero,
(b) existe una o > 0 tal que [[vX]\ > a (pasando a una subsucesién).

Recordemos de la Proposicién (b) que cada u, es un maximo de |z

Up )’

asi que

n

1 p
d = ®(uy,) = d(svl) = ~s2a? — S—J lvk P,
2 P Ja

Como v,, — 0, entonces vZ — 0, y por el teorema de Rellich-Kondrashov

(Teorema [2.1)) llegamos a que v~ — 0 en LP(Q) pasando a una subsucesién.

f -
Q
2 .2

s“a” para toda s > 0, lo cual es absurdo. Por lo tanto,

Luego

y entonces d > %
(u,) estd acotada en H y converge débilmente a algin w € H. De hecho,

E

como E y E° son de dimensién finita podemos suponer que u? — u® y

u? — u° fuertemente, asi que basta probar uﬁ — u! fuertemente pasando a

n
una subsucesion.
Como 0 = ®'(up)u, = [uj|3 — [ulll}i = lual? v (un) es una sucesién

de Palais-Smale, ®'(u,)u — 0 cuando n — o0 y, por convergencia débil y

58



Rellich-Kondrashov, esto implica que [[u”|x — [u”|x — |u[? = 0. Luego

T oy [y = T 3+l = [u®]3 + [ulf = Ju®[3,

y como hay convergencia débil y en norma, uX — u” fuertemente. Concluimos

que u, — u pasando a una subsucesién. O

Antes de probar el Teorema (el cual asegura la existencia de un estado
fundamental para ® cuando A > \;), enunciamos una variante del principio

variacional de Ekeland que toma en consideracion restricciones.

Lema 4.11. Sea V un espacio de Banach y sean F':V - R yG:V - R

funciones Fréchet-diferenciables tales que
—oo<irc1fF, C:={veV : G) =0}
y G'(v) # 0 st G(v) = 0. Entonces, para cada € > 0, existe v. € C' tal que
F(ve) < inf F' + g
y existe \. € R tal que
| F'(ve) — )\EG/(UE)HL(V,R) S €
Para una prueba de este resultado consulte [4, Corolario 3.4].

Demostracion del Teoremal[L 4. Sea (w,) una sucesién minimizante para V.
Por el Principio Variacional de Ekeland (Lema[t.11)) podemos suponer W' (w,,) —
0 cuando n — oo. En efecto, aplicando el Lema con V =L, F = \f/,
G(u) = |lu|3—1ye = £ conn € N tenemos que existen (w,) = S*y (¢,) < R

tales que

G(w,) b <~y [% () — .G ()

1
< - (4.13)
SL n n

L(L,R)
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Notemos que por el Lema [4.8) y las definiciones de M y m,

% = ‘@/(w") = GG (wn) L(LR)
~ L L
> |V u;nmffﬁ)% - GO T L
e R () () = 6,6 )
L
- 6|6 ) . (4.14)
Como para u,v € L,
G'(u)v = 2 L VuVv — v dx
y m(wn)" = |m(wn)"[swn, se sigue que
G’(wn)% — G (wp)wy = 2w, = 2.
Luego implica que
¢, — 0 cuando n — oo. (4.15)

Ademds, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz, |G'(wy)||z(r) estd unifor-

memente acotada, asi que de (4.13)) y (4.15)) se sigue
' (w,) — 0.

Como se argumenta en el primer inciso de la Proposicién [£.9] esto implica
que ¥ (w,) — 0.

Entonces (w,) es una sucesién de Palais-Smale para W. Si definimos
un, 1= m(w,), entonces (u,) es una sucesién de Palais-Smale para ®. Co-

mo ® satisface la condicion de Palais-Smale para sucesiones en M, u,, — u
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pasando a una subsucesién, y por lo tanto, w, — m~*(u). Es decir, ¥ cum-
ple la condicién de Palais-Smale (Proposicién [1.9). En consecuencia (w,,) es
una sucesiéon de Palais-Smale para ¥. Luego w, — w € S* pasando a una
subsucesion. Definiendo u,, := m(w,) obtenemos una sucesién minimizante
para @, pues inf,cp ® = inf,cqr ¥ debido a que m es un homeomorfismo.
Entonces u,, = m(w,) —» m(w) =: ue My ®(u,) — ®(u) = infepm P vy,

por lo tanto, ¢ alcanza un estado fundamental en M. O

5. No linealidades mas generales

Mencionamos en la introducciéon que los resultados obtenidos hasta el
momento no son exclusivos de la no linealidad |u[P~2u. Hay versiones de los
Teoremas y para no linealidades f(x,u) més generales.

Sea 2 < RY un dominio acotado y suave, y consideremos el problema

—Au — M= f(x,u) en
u=20 sobre 0f).

con \e Ry feC(Q xR R) tal que
L |f(z,u)] < a(l + |u[P~!) para alguna a > 0y 2 < p < 2%,

2. f(xz,u) = o(u) uniformemente en = conforme u — 0,

3. u— % es estrictamente creciente en (—o0,0) y en (0, ),

F :
4. % — o0 uniformemente en z conforme |u| — o0,
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donde F': R x H — R es el funcional dado por

F(z,u) = L (o, 5)ds.

Definamos ® : H — R como

B(u) = L(\WIQ ~ x?) — I(u),

donde I(u) = {, F(z,u).

Bajo estas hipdtesis, se puede adaptar el método de la variedad de Nehari
para demostrar la existencia de un estado fundamental para ® vy, si I es par,
también se puede demostrar la existencia de una infinidad de soluciones,
véase [10, Theorem 12].

Como ejemplos de no linealidades que cumplen estas hipétesis, podemos
considerar no linealidades con coeficientes acotados que dependan de la va-
riable espacial z, i.e., f(z,u) := a(z)|u|P~2u.

Para cerrar la tesis, mencionamos dos limitantes del método de la varie-
dad de Nehari. Este método no se puede usar si la no linealidad tiene un

crecimiento critico (p = 2*) o supercritico (p > 2*), por ejemplo,
flu) =l Pu, o fu) = |ul

o si la no linealidad es subcritica en un sentido generalizado, por ejemplo,

|2*—2u

flu) = 1

~In(e + |u))®’
En estos casos, el método falla debido a la falta de encajes de Sobolev com-

pactos.
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