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Lista de principales símbolos
ψ(u) Probabilidad de ruina del proceso {Rt}t≥0 con capital inicial u, es decir, R0 = u

β Tasa del proceso Poisson N(t)

At Proceso Poisson compuesto, At =
N(t)∑
k=1

Uk

B(x) Función de distribución de U1 evaluada en x

B̄(x) Función de supervivencia de U1 evaluada en x, es decir, B̄(x) = 1−B(x)

B̂(x) Función generadora de momentos de U1 evaluada en x

ψp(u) Probabilidad de ruina del proceso {Rt}t≥0 con capital inicial u en el modelo clásico
con prima p > 0

ψp:ε(u) Probabilidad de ruina empezando en u en el modelo clásico modificado con prima p > 0
(intercambiar β por β

ε y Uk por εUk)

γ∗ Coeficiente de ajuste en el modelo clásico

γ(ε) Coeficiente de ajuste en el modelo clásico modificado

uk,n
k
nu

p̄k,n supuk−1,n≤x≤uk+1,n p(x)

pk,n ı́nfuk−1,n≤x≤uk+1,n p(x)

Rpt Proceso de riesgo con prima constante p > 0 cuando se quiere enfatizar que se tiene
el modelo clásico

Ru(t) Proceso de riesgo con capital inicial u en el tiempo t cuando se quiere
enfatizar el capital inicial



Prólogo

La noción de riesgo es un concepto importante no sólo en el sector económico o financiero sino
en todos aquellos sectores donde interesa la probabilidad de ciertos siniestros. En particular,
en el caso de una aseguradora, es necesario contar con estrategias y métodos para el buen
manejo del capital solvencia. Por lo tanto, uno de los propósitos de este trabajo es estudiar la
incertidumbre que existe en las compañías aseguradoras sobre si éstas son capaces de cumplir
con sus obligaciones, es decir, si en algún momento la compañía no pueda pagar alguna de
las reclamaciones que se le presentan. Específicamente, nos interesa la probabilidad de que la
reserva puede ser negativa en algún momento, ya que a ésto último lo consideramos como ruina
del proceso. Esto se hace estudiando la dependencia de la ruina de los parámetros del proceso,
tales como capital inicial, el número de reclamos y el tamaño de los reclamos, con el propósito
de ponderar las consecuencias del riesgo de interés.

De manera general una compañía de seguros opera de la siguiente manera: un grupo de
personas que está expuesto a un tipo determinado de accidentes, tales como choques de auto-
móviles, incendios, robos etc., contrata un seguro donde cada una de estas personas paga una
cantidad fija de dinero por unidad de tiempo, llamada prima a la compañía aseguradora. Ésta
a su vez tiene la obligación de pagar al asegurado el monto total del daño en caso de accidente,
en caso de que el siniestro no exceda la suma asegurada. Por lo tanto, aunque no se conozca
con certeza cuantas personas requerirán de la protección de la compañía, ni el tamaño total de
los daños que ocurrirán, el capital obtenido de las primas colectadas más el capital inicial de la
compañía deben ser suficientes para solventar los gastos que se presenten. Sin duda una de las
preguntas de mayor interés para la compañía aseguradora es la siguiente: ¿Hasta qué punto la
compañía aseguradora puede solventarse?

En este trabajo, nos basaremos principalmente en el artículo Asmussen S., Ruin probabilities
via local adjusments, [1]. Consideraremos la ruina de la compañia cuando la reserva es negativa,
por lo que nos interesa saber con qué probabilidad esto podría suceder y además, conocer una
expresión para dicha probabilidad, es por ello que en el capítulo 1, se dará una introducción al
proceso de riesgo simple en el que la prima es constante y además, se darán definiciones básicas
relacionadas al proceso de riesgo, se establecerá notación que se usará en los siguientes capítulos
y se pondrá especial atención en la aproximación y la cota de Cramér-Lundberg terminando
con algunos ejemplos de ello. En esta sección se considerarán principalmente Embrechts P.,
Modelling Extremal Events for Insurance and Finance citada en [3] y Martínez A., Análisis y
simulación de la probabilidad de ruina en el modelo clásico de Cramér - Lundberg, [4].



En el primer capítulo se considera la prima constante, es decir, debido a que la prima depende
del riesgo que se suscribe, el modelo clásico de Cramér - Lundberg puede ser aplicado a una
cartera homogénea de riesgo, por ejemplo, una cartera de autos de un modelo específico. Sin
embargo, podemos pensar en que el plan de la compañia, para ciertos productos, sea determinar
la prima con base en la reserva actual. Esto podría ser, por ejemplo, en el ramo de gastos médicos
donde la aseguradora cubre ciertos gastos en hospitales y el precio de algunos tratamientos
cambia de acuerdo a la inflación. Así, la compañia aseguradora podría considerar una prima
constante más un cierto factor que multiplique a la reserva. También podemos pensar en los
seguros de vida que representan cierto ahorro para el asegurado, la prima que el cliente aporta
se devalúa con el tiempo si no se invierte, entonces la compañia podría pensar a la prima como
una función que represente cierto interés sobre la reserva. Por lo tanto, es muy útil expresar
el comportamiento de la prima en una función y, por supuesto, ésta función debería depender
de la reserva actual para considerar toda la información disponible al momento del corte del
análisis de la reserva, es por ello que el siguiente capítulo es pensado para resolver este tema.

En el capítulo 2, se presenta un proceso de riesgo en el que la prima es dependiente de la
reserva y además, se consideran algunos supuestos para la función que determina el comporta-
miento de la prima. El principal objetivo es obtener fórmulas exactas, aproximaciones y cotas
superiores de la probabilidad de ruina del modelo dependiente de la reserva basándose en los
resultados principales del modelo de riesgo simple. Se asume también que las distribuciones del
tamaño de los reclamos son de cola ligera. Este capítulo se basará principalmente en Asmussen
S., Ruin probabilities citado en [2].

En el capítulo 3, se discuten y desarrollan algunos casos especiales. El primero de ellos es
cuando los reclamos se distribuyen exponencial, lo cual nos permite obtener explícitamente la
probabilidad de ruina de este modelo, lo cual se conseguirá utilizando un proceso estocástico
auxiliar llamado proceso de almacenamiento. En el segundo caso se considerará un modelo en
el que ya no tenemos la particularidad de los saltos en la trayectoria que teníamos con los
reclamos, ahora ponemos especial atención en un caso más general en el que si bien se cuentan
con algunas suposiciones de las trayectorias, éstas ya no tienen por qué ser discontinuas pero
se pretende aplicar la teoría de los dos primeros capítulos para encontrar la probabilidad de
rebasar cierto nivel de estado en este modelo. Dentro de éste último caso, se dará un ejemplo
en el que se aplicará lo anterior y se buscará encontrar la probabilidad de extinción de una
población, bajo ciertas condiciones. Esta sección considerará principalmente Karlin S. y Taylor
H. en A second course in Stochastic Processes, citado en [5] para la teoría de un caso más
general y en Gleason M., Modelos de Wright- Fisher para poblaciones de genes para la parte
del ejemplo.

Por último, en el capítulo 4 nos basaremos en [2] y se buscará ver a la probabilidad de
ruina como la esperanza de una variable aleatoria que dependerá, en particular, del coeficiente
de ajuste local que se definirá en el capítulo 2 y del tiempo en el que sucede la ruina. En [2],
página 464 se menciona que dicha variable aleatoria se podría pensar como un estimador para la
probabilidad de ruina, éste es llamado estimador del muestro de importancia, y de esta manera,
si se aplica algún método para simular esta variable aleatoria, es posible simular la probabilidad
de ruina. Sin embargo, en este trabajo únicamente se encontrará una expresión para la variable
aleatoria mencionada, por lo tanto, la silulación se deja como recomendación en un trabajo
futuro.



Parte I

Primera parte
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Capítulo 1

Introducción

Consideremos un proceso de riesgo R = {Rt}t≥0 para la evolución de la reserva de una

compañia de seguros. Denotaremos por u = R0 a la reserva al tiempo 0. A lo largo de este trabajo

se considerará (Ω,F ,P) el espacio de probabilidad para las variables aleatorias definidas.

ψ(u) denota la probabilidad de que la reserva sea menor estricto que cero en algún mo-

mento t.

ψ(u) = P
(

ı́nf
t≥0

Rt < 0|R0 = u

)
. (1.1)

A partir de ahora, el significado de ψ(u) será la probabilidad de ruina del proceso de riesgo

R = {Rt}t≥0.

La probabilidad de ruina antes del tiempo T con capital inicial u es

ψ(u, T ) = P
(

ı́nf
0≤t≤T

Rt < 0|R0 = u

)
. (1.2)

El tiempo de ruina del proceso R = {Rt}t≥0 con capital inicial u lo denotaremos por τu

y está dado por

τu = ı́nf{t ≥ 0 : Rt < 0|R0 = u} (1.3)

2



CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

si Rt < 0 para algún tiempo t finito y τu =∞ si Rt ≥ 0 para toda t > 0.

Sea {N(t)}t≥0 un proceso Poisson homogéneo con tasa β > 0, es decir, para toda k ≥ 0,

P[N(t) = k] = (βt)ke−βt

k! , (1.4)

y el tamaño de los reclamos U1, U2, ..., Uk, ... variables aleatorias independientes e idénticamente

distribuidas con función distribución B y función generadora de momentos B̂. Consideramos el

monto acumulado de reclamos en [0, t] como At =
Nt∑
i=1

Ui. Además, la compañía recibe de sus

asegurados una prima constante p > 0 por unidad de tiempo. Si se denota con Rt, el capital de

la compañía al tiempo t y u el capital inicial, entonces

Rt = u+ pt−At. (1.5)

El tiempo de la llegada del n-ésimo reclamo en el proceso de riesgo R = {Rt}t≥0 con capital

inicial u será denotado por Tn y está definido como:

Tn = ı́nf{t > 0|N(t) = n} (1.6)

si existe t > 0 tal que N(t) = n, de otra forma, denotaremos Tn =∞. En este modelo asumimos

los siguientes supuestos a los que denotaremos por H1:

(i) N(t) y {U1, U2, ...} son independientes.

(ii) U1, U2, ... son independientes.

(iii) U1, U2, ... tienen la misma distribución B.

(iv) Los reclamos son positivos.

(v) E[U1] <∞ y E[U1] 6= 0.

Al proceso {Rt}t≥0 descrito anteriormente con los supuestos asumidos le llamamos modelo

clásico de riesgo, o modelo de Cramér-Lundberg y denotaremos como ψp(u) a la probabilidad

3



CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

de ruina de este proceso. Para un desarrollo más detallado de este modelo y la explicación de

los supuestos, consultar [3].

Claramente, resulta de interés saber en qué momento sucederá la ruina y qué probabilidad

existe de que se llegue a este estado en tiempo finito, sin embargo, no siempre es posible

encontrar una expresión explícita, es por eso que resulta sumamente útil contar con una cota

superior o una aproximación a dicha probabilidad, para ello consideremos el siguiente teorema

del cual se puede consultar con detalle la demostración en [4].

Teorema de Cramér - Lundberg. Consideremos el modelo de Cramér - Lundberg expresado

en (1.5) con los supuestos H1, supongamos que se cumple la condición de beneficio neto, es

decir,

ρ = p

βE[U1] − 1 > 0. (1.7)

Supongamos que existe γ > 0 tal que se cumple

∞∫
0

eγudF1(x) = p

βE[U1] = ρ+ 1 (1.8)

donde F1(x) = 1
E[U1]

x∫
0
B̄(y)dy. Entonces, las siguientes relaciones se cumplen

a) Para toda u ≥ 0,

ψ(u) ≤ e−uγ . (1.9)

a) Si además
∞∫
0

xeγxB̄(x)dx <∞,

entonces

ĺım
u→∞

euγψ(u) = C <∞

4



CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

lo cual denotaremos por

ψ(u) ≈ Ce−γu (1.10)

donde C =
[

γ
ρE[U1]

∞∫
0
xeγxB̄(x)dx

]−1

. A γ se le conoce como el coeficiente de ajuste.

Notemos que (1.8) puede expresarse de otra forma de tal manera que

∞∫
0

eγudF1(x) = 1
γE[U1]

B̄(x)eγx|∞0 +
∞∫
0

eγxf(x)dx


y si se cumple que

ĺım
x→∞

B̄(x)eγx <∞ y B̂[γ] <∞ (1.11)

entonces
∞∫
0

eγudF1(x) = 1
γE[U1] (B̂[γ]− 1),

por lo tanto, la ecuación (1.8) puede escribirse como

h(α) = β(B̂[α]− 1)− αp = 0, (1.12)

y a partir de esto, la hipótesis del Teorema de Cramér - Lundberg supone la existencia de γ > 0

tal que se cumple

β(B̂[γ]− 1)− γp = 0. (1.13)

En conclusión, para asegurar la existencia del coeficiente de ajuste, primero es necesario que se

cumplan las condiciones de (1.11), donde la primera de ellas sugiere a la función de distribución

B de cola ligera1. Segundo, es necesario encontrar una solución positiva de la ecuación de Cramér

- Lundberg descrita en (1.12) y además, sería de gran utilidad tener una expresión aritmética
1La definición y detalles de este tipo de distribuciones pueden encontrarse en [4]

5



CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

para la solución, sin embargo, si no es así, podría aproximarse mediante algún método numérico,

en el mejor de los casos. A lo largo del siguiente capítulo se considerará el modelo clásico

de Cramér - Lundberg localmente, por lo que en ocasiones se usará el coeficiente de ajuste

como solución de la ecuación (1.12) y para algunas pruebas será más sencillo utilizar otra

manera de encontrar el coeficiente de ajuste. Notemos que si tomamos α ≥ 0 en la ecuación de

Cramér - Lundberg definida en (1.12), es posible obtener una aproximación a h(α), para ello

recordemos B̂, definida al principio del capítulo, como la función generadora de momentos de U1.

Tomemos h > 0 suficientemente pequeña y consideremos la función generadora de momentos

del incremento Rh − u evaluada en α como sigue:

E[eα(Rh−u)] = E[e
α

(
u+ph−

N(h)∑
k=1

Uk−u
)

]

luego,

E[e
α

(
u+ph−

N(h)∑
k=1

Uk−u
)

] = E[e
α

(
ph−

N(h)∑
k=1

Uk

)
]

desarrollando la esperanza del proceso Poisson compuesto,

E[e
α

(
ph−

N(h)∑
k=1

Uk

)
] = eαphehβ(B̂[α]−1)

agrupando

eαphehβ(B̂[α]−1) = eh(pα−β(B̂[α]−1))

así tenemos

E[eα(Rh−u)] = eh(pα−β(B̂[α]−1)).

Tomando logaritmo y multiplicando por 1
h ,

1
h
log(E[eα(Rh−u)]) = (pα− β(B̂[α]− 1))

6



CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

a partir de esto,

ĺım
h→0

1
h
log(E[eα(Rh−u)]) ≈ (pα− β(B̂[α]− 1)).

Éste último resultado nos dice que en caso de existir γ, el coeficiente de ajuste para el modelo

(1.5), (1.12) no es la única forma de obtenerlo, podemos buscar α > 0 de modo que:

ĺım
h→0

1
h
log(E[eα(Rh−u)]) = 0. (1.14)

Si γ existe, la función e−γx está bien definida para cada punto x ≥ 0 que puede representar

un nivel de reserva. A continuación ejemplificaremos la utilidad de la aproximación y la cota

de Cramér-Lundberg para la probabilidad de ruina de un proceso {Rt}t≥0 con capital inicial u

en el siguiente caso particular.

Ejemplo 1. Supongamos que los reclamos se distribuyen exponencial con parámetro λ > 0

entonces

B(x) = 1− e−λx con x ≥ 0 y B̂(x) = λ

λ− x
con x < λ.

Nuestro primer objetivo es verificar la existencia del coeficiente de ajuste, para esto notemos

que B̂[x] <∞ para toda x < λ y además, si λ > α > 0,

ĺım
x→∞

B̄(x)eαx = ĺım
x→∞

ex(α−λ) = 0 <∞

y entonces bajo estas condiciones, el coeficiente de ajuste existe. Para obtener una expresión

aritmética, consideremos la ecuación de Cramér - Lundberg, de este modo,

β

(
λ

λ− γ
− 1

)
= β(B̂[γ]− 1) = γp,

despejando γ,

γ = pλ− β
p

.

7



CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

Además,
∞∫
0

xeγxB̄(x)dx =
∞∫
0

xeγxe−λxdx

podemos ver el lado derecho de la igualdad como una integral por partes, es decir

∞∫
0

xeγxe−λxdx =
(
−xe−x(λ−γ)

λ− γ

)
|∞0 + 1

λ− γ

∞∫
0

e−x(λ−γ)dx

y, desarrollando tenemos

(
−xe−x(λ−γ)

λ− γ

)
|∞0 + 1

λ− γ

∞∫
0

e−x(λ−γ)dx = 0 + 1
(λ− γ)2 <∞.

Por lo tanto, se cumple que
∞∫
0
xeγxB̄(x)dx <∞.

El teorema de Crámer - Lundberg nos dice que es posible dar una cota superior y una

aproximación para ψ(u), la probabilidad de ruina del modelo descrito en (1.5) cuando los

reclamos son exponenciales y bajo los supuestos asumidos, específicamente se cumple

ψ(u) < e
−u
(
pλ−β
p

)
.

Este ejemplo tiene gran importancia en estre trabajo, ya que en el capítulo 3 veremos que para

el caso en el que los reclamos se distribuyen exponencial cuando la prima es dependiente de la

reserva, se tiene que utilizar otro proceso auxiliar para obtener una expresión explícita para la

probabilidad de ruina e incluso dedicamos una sección completa a esta discusión. Así, podemos

notar que, aunque es muy útil considerar a la prima como dependiente de la reserva y el tiempo,

obtener la probabilidad de ruina requiere más atención.

Ejemplo 2. Ahora supongamos que los reclamos U1, U2, ..., Uk, ... se distribuyen Pareto con

parámetro α > 1, es decir,

B̄(x) = 1
(1 + x)−α , x ≥ 0.

En dichas circunstancias, E[U1] = 1
(α−1) y entonces, la condición de beneficio neto es como

8



CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

sigue,

ρ = p(α− 1)
β

− 1 > 0

lo cual se cumple si α > β
p + 1. Sea x ≥ 0, entonces ocurre que

∞∫
0

exγ(1 + x)−αdx =∞,

es decir, bajo estos supuestos, no existe el coeficiente de ajuste o el exponente de Cramér - Lundberg2.

¿Cuál es la diferencia entre la distribución exponencial y la distribución Pareto?. La dife-

rencia dentro de este trabajo reside esencialmente en las condiciones de (1.11). En [3] se discute

el caso que no se abordará aquí, cuando se tienen colas de distribución pesadas.

¿Por qué son tan importantes la aproximación y la desigualdad de Cramér-Lundberg? A

lo largo de este trabajo nos daremos cuenta de que obtener explícitamente la probabilidad de

ruina para algún modelo sucede sólo es casos muy particulares, aún en el caso clásico. Es por

eso que es sumamente útil aproximarla en cualquier caso, así como tener una cota para ella.

En el siguiente capítulo extenderemos estos dos grandes resultados para el caso en el que

la prima al tiempo t depende de la reserva al tiempo t, para esto definiremos un coeficiente de

ajuste local y probaremos que funciona para encontrar la cota y la aproximación de Cramér-

Lundberg.

2En [3], el coeficiente de ajuste es llamado exponente de Cramér - Lundberg
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Capítulo 2

Modelo de riesgo con prima

dependiente de la reserva

Consideremos un proceso de riesgo descrito en el capítulo 1 en (1.5) con los supuestos H1 de

la página 3 y ahora pensemos que la prima puede depender del nivel de excedente actual, esto

puede ser interpretado como una prima modificada p(r) cargada a la reserva actural R(t) = r.

Por lo tanto, la evolución al tiempo t de la reserva puede ser escrita de la siguiente manera

Rt = u+
t∫

0

p(Rs)ds−At (2.0.1)

donde u > 0 es la reserva inicial, At, como se discutió al definir (1.5), es el tamaño total de

reclamos y
t∫

0
p(Rs)ds es la tasa cobrada de [0, t] con p(r) una función integrable.

Rt denota la reserva del proceso (2.0.1) con capital inicial u al tiempo t. A partir de ahora,

si es necesario enfatizar la reserva inicial del proceso (2.0.1) con capital inicial particular k al

tiempo t, lo denotaremos como Rk(t).

Notemos que si tomamos p(r) = p > 0 para toda r ∈ R, tenemos que

Rt = u+
t∫

0

p(Rs)ds−At = u+
t∫

0

pds−At = u+ pt−At,

10



CAPÍTULO 2. MODELO DE RIESGO CON PRIMA DEPENDIENTE DE LA RESERVA

es decir, recuperamos el modelo clásico de Cramér - Lundberg descrito en (1.5).

Consideremos la siguiente ecuación diferencial con condición inicial que será de gran utilidad

para obtener una expresión más manejable, en ciertos casos, de Rt

d

dt
g(t) = p(g(t)), g(0) = u (2.0.2)

y definimos la función ru(t) como solución de (2.0.2), es decir,

d

dt
ru(t) = p(ru(t)), ru(0) = u. (2.0.3)

Afirmación: sea n un entero fijo tal que n ≥ 0 y sea 0 ≤ t < Tn+1 − Tn, se cumple

RTn+t = rRTn (t) (2.0.4)

donde recordemos que Tn es el tiempo de llegada del n-ésimo reclamo como se definió en (1.6).

Figura 2-1: Comparación entre el proceso Rt y la función ru(t).
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CAPÍTULO 2. MODELO DE RIESGO CON PRIMA DEPENDIENTE DE LA RESERVA

Demostración:

Sea 0 ≤ t < Tn+1 − Tn. Basta probar

d

dt
Ru(Tn + t) = p(Ru(Tn + t)). (2.0.5)

Consideremos el lado izquiero de la ecuación (2.0.5),

d

dt
Ru(Tn + t) = d

dt

u+
Tn+t∫
0

p(Ru(s))ds−
N(Tn+t)∑
k=0

Uk


aplicando la derivada a cada elemento,

d

dt

u+
Tn+t∫
0

p(Ru(s))ds−
N(Tn+t)∑
k=0

Uk

 = d

dt
u+ d

dt

Tn+t∫
0

p(Ru(s)ds− d

dt

N(Tn+t)∑
k=0

Uk

como u es constante y 0 ≤ t < Tn+1 − Tn,

d

dt
u+ d

dt

Tn+t∫
0

p(Ru(s)ds− d

dt

N(Tn+t)∑
k=0

Uk = 0 + p(Ru(Tn + t))− 0.

Por lo tanto, d
dtRu(Tn + t) = p(Ru(Tn + t)).

Así, tenemos (2.0.5). Es decir, entre tiempos de llegada de los reclamos, ru(t) es una función

que cumple (2.0.3) y rRTn (t) representa la reserva al tiempo t empezando con capital inicial

aleatorio RTn donde RTn es la reserva definida en (2.0.1) al tiempo Tn con capital inicial u,

como se muestra en la figura 2.1.

Notemos que la igualdad de la observación se da porque tomando t tal que 0 ≤ t < Tn+1−Tn,

la derivada respecto al tiempo de los reclamos se hace cero. Por lo tanto, si ahora consideramos

t = Tn para alguna n ∈ N, tenemos

rRTn−1
(Tn)− Un = RTn . (2.0.6)

Para encontrar una cota para la probabilidad de ruina del proceso de riesgo definido en

12



CAPÍTULO 2. MODELO DE RIESGO CON PRIMA DEPENDIENTE DE LA RESERVA

(2.0.1), a veces será más sencillo trabajar con la función ru(t) que con el proceso Rt directamente,

es por eso que la expresión dada en (2.0.6) será de gran utilidad.

Nuestro interés es encontrar ψ(u), la probabilidad de ruina del proceso {Rt}t≥0 descrito

en (2.0.1), a continuación, enunciaremos una propiedad que nos dará más información de esta

probabilidad.

Proposición 2.0.1. Sea {Rt}t≥0 un proceso de riesgo de la forma (2.0.1), ψ(u) la probabilidad

de ruina de este proceso. Consideremos los supuestos H1 y que p(r) es no decreciente como

función de r, entonces se cumple sólo una de las siguientes dos opciones:

a) ψ(u) < 1 para toda u > 0

b) ψ(u) = 1 para toda u > 0

Demostración:

Sea u > 0 tal que ψ(u) < 1, se probará que para toda v > 0, ψ(v) < 1. Para tal fin, primero

notemos que como p(r) es no decreciente como función de r entonces rv(t) es creciente como

función de v ya que rv(t) determina el comportamiento del proceso Rt entre saltos.

Aunado a esto, veremos que ψ(v) es no decreciente como función de v. Sean u < v, denota-

remos por Ru(t) y Rv(t) a los procesos de riesgo con prima dependiente de la reserva, definidos

en (2.0.1), con capital inicial u y v, respectivamente. Sea s < T1, como p(r) es no decreciente

como función de r y ru(t) es creciente como función de u para toda t ≥ 0, entonces

Ru(s) =
s∫

0

p(ru(t))dt ≤
s∫

0

p(rv(t))dt = Rv(s),

por lo tanto, Ru(s) ≤ Rv(s) para toda s < T1. De esta manera, el tamaño de los reclamos no

dependen del capital inicial, entonces

Ru(T1) =
T1∫
0

p(ru(t))dt− U1 ≤
T1∫
0

p(rv(t))dt− U1 = Rv(T1)

y así concluimos Ru(s) ≤ Rv(s) para toda s ≤ T1. Ahora considerando como capitales iniciales

13



CAPÍTULO 2. MODELO DE RIESGO CON PRIMA DEPENDIENTE DE LA RESERVA

Ru(T1) y Rv(T1), de la misma forma demostramos que Ru(s) ≤ Rv(s) para toda s ≤ T2 y en

general, Ru(t) ≤ Rv(t) para toda t ≥ 0. En consecuencia, ψ(u) ≥ ψ(v).

En el modelo clásico de Cramér-Lundberg, el coeficiente de ajuste γ es definido como la

solución de la ecuación (1.12). Nuestro objetivo es extender este resultado para el modelo

modificado con prima dependiente de la reserva, por lo que para cada x fija de la reserva,

p(x) se pensará constante y determinista, por lo tanto, estamos en el caso clásico y podemos

considerar γ(x) como en (1.13).

De esta manera, para cada x fija consideremos la siguiente ecuación:

κ(x, α) = β(B̂[α]− 1)− αp(x) = 0. (2.0.7)

Así, ya tenemos que κ(x, α) = 0 tiene como solución el coeficiente de ajuste, es decir

κ(x, γ(x)) = β(B̂[γ(x)]− 1)− γ(x)p(x) = 0. (2.0.8)

En términos generales, el coeficiente de ajuste depende de x. Denotaremos γ(x) al coeficiente

de ajuste local. Esto significa que podemos reemplazar γ por γ(x) cuando se tiene la reserva x.

Para el modelo modificado (2.0.1) vamos a probar algunos resultados pero antes supondre-

mos los siguientes puntos que denotaremos por H2:

i) Existencia de γ(x) para toda x ≥ 0 fija. Como se discutió en el capítulo 1, basta pedir

que para toda x ≥ 0 se cumpla (1.11), es decir, B̂[x] <∞ y ĺım
y→∞

B̄(y)exy <∞.

ii) p(x) es una función determinista, continua y positiva.

iii) B̂[x] es dos veces diferenciable para toda x ≥ 0 y en una vecindad alrededor de 0.

iv) ı́nf
x≥0

p(x) > βE[U1].

Conforme avancemos en el presente trabajo nos daremos cuenta de la necesidad de cada una

de estas suposiciones. A continuación, probaremos la desigualdad de Cramér-Lundberg para el

caso modificado.
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CAPÍTULO 2. MODELO DE RIESGO CON PRIMA DEPENDIENTE DE LA RESERVA

2.1. Desigualdad de Cramér - Lundberg

Como vimos en la página 5 del capítulo 1, la definición del coeficiente de ajuste como solución

de la ecuación (1.12) no es nuestra única alternativa ya que para el modelo clásico tenemos la

siguiente aproximación a la ecuación de Cramér - Lundberg

ĺım
h↓0

1
h
logEu

[
es(Rh−u)

]
= β(B̂[s]− 1)− sp(u) (2.1.1)

lo cual denotaremos por

1
h
logEu

[
es(Rh−u)

]
≈ β(B̂[s]− 1)− sp(u) h ↓ 0. (2.1.2)

Debido a que Eu
[
es(Rh−u)

]
denota la función generadora de momentos de un incremento de

la reserva en un pequeño intervalo de tiempo [0, h], evaluada en s, análogamente para el caso

modificado podemos también considerar Ru(T1) − u. Por (2.0.6), éste último incremento es

equivalente a tomar ru(T1)− U1 − u y así definimos γ0(x) como la solución de la ecuación

1 = E
[
ey(U1+u−ru(T1))

]
= g(y) (2.1.3)

es decir,

1 = E
[
eγ0(u)(U1+u−ru(T1))

]
. (2.1.4)

De esta manera, para cada x fija de la reserva tenemos γ(x) y γ0(x) a considerar como coefi-

cientes de ajuste local. La siguiente proposición nos dará el orden entre estos dos coeficientes

en el caso particular cuando p(x) es no decreciente como función de x.

Proposición 2.1.1. Si p(x) es no decreciente como función de x, se cumplen las suposiciones

H2 y γ(x) y γ0(x) son soluciones de las ecuaciones (2.0.7) y (2.1.3), respectivamente, entonces:

i) γ(x) y γ0(x) son no decrecientes como funciones de x.
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ii) γ(x) ≤ γ0(x).

Demostración:

Sean u, v ≥ 0 tal que u < v.

i) Primero demostraremos que si p(u) ≤ p(v) entonces γ(u) ≤ γ(v), esto es equivalente a

probar que γ(u) > γ(v) implica p(u) > p(v). Por lo tanto, supongamos que γ(u) > γ(v). Como

γ(u) y γ(v) cumplen (2.0.7), entonces

p(u) = β(B̂[γ(u)]− 1)
γ(u) y p(v) = β(B̂[γ(v)]− 1)

γ(v)

sustituyendo p(u) y p(v) en p(u)−p(v)
β ,

p(u)− p(v)
β

= (B̂[γ(u)]− 1)
γ(u) − (B̂[γ(v)]− 1)

γ(v) . (2.1.5)

Definimos la función g : R+ → R como g(α) = B̂[α]−1
α . Veamos que g es una función no

decreciente. Sea α ∈ R+

d

dα
g(α) =

α d
dαB̂[α]− B̂[α] + 1

α2 (2.1.6)

como B̂(α) es convexa como función de α (ver apéndice 1, proposición 5.1.4.), entonces se

cumple
d

dα
B̂[α](0− α) + B̂[α] ≤ B̂[0] = 1

es decir,

α
d

dα
B̂[α]− B̂[α] + 1 ≥ 0. (2.1.7)

Por (2.1.6) y (2.1.7), concluimos que g(α) es no decreciente como función de α, y por (2.1.5),

p(u)− p(v)
β

≥ 0
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entonces,

p(u) ≥ p(v),

por lo tanto, p(r) es una función decreciente de r. Así concluimos que si p(r) es no decreciente

de r entonces γ(r) es no decreciente de r.

ii) Se demostrará que γ0(x) es no decreciente como función de x. Sean u < v. Como γ0(u)

es solución de (2.1.3), a partir de esto se cumple

1 = E[exp{γ0(u)(U1 + u− ru(T1))}]. (2.1.8)

Primero probaremos que ru(t)− u es no decreciente como función de u. Notemos que

p(ru(t)− u) = d

dt
(ru(t)− u) = d

dt
(ru(t)) = p(ru(t)). (2.1.9)

Como ru(t) es no decreciente como función de u, ru(t) ≤ rv(t) y como p(x) es no decreciente

como función de x, se preserva la monotonicidad, es decir

p(ru(t)) ≤ p(rv(t)),

por (2.1.6),

p(ru(t)− u) ≤ p(rv(t)− v).

Como p(r) es no decreciente como función de r,

ru(t)− u ≤ rv(t)− v,

por lo tanto, ru(t)−u es una función no decreciente de u. Multiplicando la desigualdad anterior

por (−1),

u− ru(t) ≥ v − rv(t).
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Como la función exponencial es una función creciente y γ0(u) > 0 sucede que

exp{γ0(u)(U1 + u− ru(T1))} ≥ exp{γ0(u)(U1 + v − rv(T1))}

al considerar la esperanza de ambos lados de la desigualdad, ésta se conserva, esto es

1 = E[exp{γ0(u)(U1 + u− ru(T1))}] ≥ E[exp{γ0(u)(U1 + v − rv(T1))}]. (2.1.10)

Sea B̂v la función generadora de momentos de U1 + v − rv(T1), como se mencionó al principio

del capítulo, B̂v es una función convexa, entonces se cumple

B̂v[γ0(u)] ≥ B̂v[γ0(v)] + B̂′v[γ0(v)](γ0(u)− γ0(v)). (2.1.11)

Como B̂v[γ0(v)]+B̂′v[γ0(v)](γ0(u)−γ0(v)) = 1+B̂′v[γ0(v)](γ0(u)−γ0(v)) y por (2.1.10) tenemos

que

0 ≥ B̂′v[γ0(v)](γ0(u)− γ0(v)),

además, B̂′v[γ0(v)] > 0 implica que (γ0(u)− γ0(v)) < 0, entonces,

γ0(u) < γ0(v)

y así concluimos que γ0(u) es no decreciente como función de u.

iii) Ahora se demostrará que para toda x ≥ 0, γ(x) ≤ γ0(x). Notemos que por definición en

de ru(t) en (2.0.3), ru(t) es una función no decreciente de t ya que suponemos p(r) una función

positiva, en particular se cumple

ru(t) ≥ ru(0)

para toda t ≥ 0 y como p(r) es una función no decreciente de r,

p(ru(t)) ≥ p(ru(0)).
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Debido a que p(ru(0)) = p(u) = d
dt(tp(u)) = p(tp(u)) y por (2.1.5) tenemos que

p(ru(t)− u) ≥ p(tp(u))

y así concluimos que

ru(t)− u ≥ tp(u)

lo cual implica que

1 = E[exp{γ0(u)(U1 + u− ru(T1))}] ≤ E[exp{γ0(u)(U1 − p(u)T1)}].

En este modelo suponemos que N(t) y {Uk}∞k=1 son independientes, como lo definimos en el

capítulo 1, página 3, en particular el monto del primer reclamo y el tiempo en el que llega

el primer reclamo son independientes. Además, por la definición de la función generadora de

momentos tenemos:

1 ≤ B̂[γ0(u)]E[exp{−γ0(u)p(u)T1}]. (2.1.12)

Definimos la función h : R+ → R como h(t) = exp{−γ0(u)p(u)t}. Notemos que el término

derecho del producto de (2.1.12) es la esperanza de la variable aleatoria h(T1) y además sabemos

que T1 se distribuye exponencial con media 1
β , donde recordemos que si t ≥ 0, βt denota el

número promedio de reclamos en el periodo [0, t], entonces

E[h(T1)] =
∞∫
0

h(t)dFT1

desarrollando la esperanza,

∞∫
0

h(t)dFT1 =
∞∫
0

exp{−γ0(u)p(u)t}βe−βtdt
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agrupando en la función exponencial,

∞∫
0

exp{−γ0(u)p(u)t}βe−βtdt = β

∞∫
0

exp{−t(p(u)γ0(u) + β)}dt

resolviendo la integral,

β

∞∫
0

exp{−t(p(u)γ0(u) + β)}dt = β(−1)
−(p(u)γ0(u) + β)

y, por último
β(−1)

−(p(u)γ0(u) + β) = β

p(u)γ0(u) + β

sustituyendo en (2.1.12),

1 ≤ B̂[γ0(u)] β

p(u)γ0(u) + β

lo cual es equivalente a la siguiente desigualdad

0 ≤ β(B̂[γ0(u)]− 1)− γ0(u)p(u). (2.1.13)

Definimos la función g : R+ → R como g(t) = β(B̂[t] − 1) − p(u)t. Primero notemos que g

es diferenciable como función de t por el punto iii) de los supuestos H2 y probaremos que

además, g es convexa como función de t. Sea t ∈ R+, basta demostrar que g′′(t) > 0, así

espezamos notando que

g′(t) = βB̂′[t]− p(u)

y como B̂ es convexa

g′′(t) = βB̂′′[t] > 0.

Por lo tanto, g(t) es convexa como función de t. Además, como γ(u), γ0(u) > 0, entonces se

cumple

0 = g(0) ≥ g(γ0(u)) + g′(γ0(u))(−γ0(u)). (2.1.14)
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Recordemos que γ(u) es la solución de la ecuación diferencial descrita en (2.0.2), lo cual es

equivalente a g(γ(u)) = 0, entonces también tenemos

0 = g(γ(u)) ≥ g(γ0(u)) + g′(γ0(u))(γ(u)− γ0(u)). (2.1.15)

Por (2.1.9), g(γ0(u)) ≥ 0 y debido a (2.1.9) y al hecho γ0(u) > 0 tenemos

g′(γ0(u)) ≥ 0 (2.1.16)

y también

0 ≥ g′(γ0(u))(γ(u)− γ0(u)) (2.1.17)

y así, por (2.1.16) y (2.1.17), concluimos

(γ(u)− γ0(u)) ≤ 0.

Finalmente,

γ(u) ≤ γ0(u)

es decir, se cumple la relación de orden entre γ(u) y γ0(u).

Ahora que ya contamos con dos alternativas de funciones para el coeficiente de ajuste local

y además, una relación de orden entre ellos, ya que recordemos que γ0(x) es solución de la

ecuación (2.1.3) la cual surge de una aproximación a la ecuación de Cramér-Lundberg por lo

que no se esperaba la igualdad de los coeficientes de ajuste local en cada punto.

Lo siguiente es encontrar una cota para la probabilidad de llegar a la ruina del proceso

{Rt}t≥0 en a lo más los primeros n reclamos, ya que posteriormente realizaremos un proceso

límite sobre n para llegar a ψ(u), por ello nos será muy útil el siguiente teorema.
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Teorema 2.1.1 Definimos ψ(n)(u) = P[τu ≤ Tn] como la probabilidad de ruina antes de a lo

más n reclamos, n ∈ N. Si p(r) es una función no decreciente de r, entonces

ψ(n)(u) ≤ exp

−
u∫

0

γ0(x)dx

 . (2.1.18)

Demostración:

La prueba se realizará por inducción sobre n. Para el caso base n = 0 tenemos

ψ(0)(u) = P[τu ≤ T0] = P[τu ≤ 0] = 0 < exp

−
u∫

0

γ0(x)dx

 .
Ahora supongamos que (2.1.18) se cumple para n ∈ N fija y se demostrará:

ψ(n+1)(u) ≤ exp

−
u∫

0

γ0(x)dx

 . (2.1.19)

Denotamos por Fu(x) a la función de distribución de la variable aleatoria u−RT1 dado R0 = u,

la cual también se puede expresar como u− ru(T1) + U1 por (2.0.6), es decir,

Fu(x) = P[u− ru(T1) + U1 ≤ x|R0 = u].

Si la ruina ocurre con el primer reclamo entonces ψ(n+1)(u) = 1−Fu(u) ya que por definición,

ψ(n+1)(u) = P[RT1 < 0|R0 = u]

multiplicando por (−1) y sumando u a la desigualdad RT1 < 0

P[RT1 < 0|R0 = u] = P[u−RT1 > u|R0 = u]

por (2.0.6),

P[u−RT1 > u|R0 = u] = P[u− ru(T1) + U1 > u|R0 = u] = 1− Fu(u).

22



CAPÍTULO 2. MODELO DE RIESGO CON PRIMA DEPENDIENTE DE LA RESERVA

Por otro lado, si la ruina del proceso {Rt}t≥0 con capital inicial u no ocurre con el primer

reclamo entonces la probabilidad de que la ruina ocurra antes del (n + 1) reclamo equivale a

la esperanza de la probabilidad de que la ruina ocurra antes del n-ésimo reclamo pero esta vez

con capital inicial RT1 , es decir:

ψ(n+1)(u) = E[ψ(n)((RT1 − u) + u)]

por lo tanto,

ψ(n+1)(u) =
u∫

−∞

ψn(u− x)Fu(dx).

Así,

ψ(n+1)(u) = 1− Fu(u) +
u∫

−∞

ψn(u− x)Fu(dx)

aplicando la hipótesis de inducción (2.1.19) y el hecho 1− Fu(u) =
∞∫
u
Fu(dx),

ψ(n+1)(u) ≤
∞∫
u

Fu(dx) +
u∫

−∞

exp

−
u−x∫
0

γ0(y)dy

Fu(dx). (2.1.20)

Para desarrollar la expresión (2.1.20), consideremos las siguientes afirmaciones:

(i)
∞∫
u
Fu(dx) = exp

{
−

u∫
0
γ0(y)dy

}
∞∫
u
exp

{
u∫
0
γ0(y)dy

}
Fu(dx).

Demostración:

Como exp
{
u∫
0
γ0(y)dy −

u∫
0
γ0(y)dy

}
= exp(0) = 1,

∞∫
u

Fu(dx) =
∞∫
u

exp


u∫

0

γ0(y)dy −
u∫

0

γ0(y)dy

Fu(dx)

por propiedades de la función exponencial,

∞∫
u

exp


u∫

0

γ0(y)dy −
u∫

0

γ0(y)dy

Fu(dx) =
∞∫
u

exp


u∫

0

γ0(y)dy

 exp
−

u∫
0

γ0(y)dy

Fu(dx)
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y como exp
{
−

u∫
0
γ0(y)dy

}
no depende de x,

∞∫
u

exp


u∫

0

γ0(y)dy

 exp
−

u∫
0

γ0(y)dy

Fu(dx) = exp

−
u∫

0

γ0(y)dy


∞∫
u

exp


u∫

0

γ0(y)dy

Fu(dx).

(ii)
u∫
−∞

exp

{
−

u−x∫
0
γ0(y)dy

}
Fu(dx) = exp

{
−

u∫
0
γ0(y)dy

}
u∫
−∞

exp

{
u∫

u−x
γ0(y)dy

}
Fu(dx).

Demostración:

Por propiedades de la integral,

u∫
−∞

exp

−
u−x∫
0

γ0(y)dy

Fu(dx) =
u∫

−∞

exp


0∫

u−x

γ0(y)dy

Fu(dx)

separando la integral,

u∫
−∞

exp


0∫

u−x

γ0(y)dy

Fu(dx =
u∫

−∞

exp


u∫

u−x

γ0(y)dy +
0∫
u

γ0(y)dy

Fu(dx)

y como exp
{
−

u∫
0
γ0(y)dy

}
no depende de x, concluimos

u∫
−∞

exp


u∫

u−x

γ0(y)dy +
0∫
u

γ0(y)dy

Fu(dx) = exp

−
u∫

0

γ0(y)dy


u∫

−∞

exp


u∫

u−x

γ0(y)dy

Fu(dx).

(iii)
u∫

u−x
γ0(y)dy ≤ xγ0(u) para toda x.

Demostración:

Caso 1. x ≥ 0
u∫

u−x
γ0(y)dy ≤

u∫
u−x

γ0(u)dy = xγ0(u) dado que γ0 es no decreciente

Caso 2. x < 0
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γ0(y) ≥ γ0(u) para toda y ∈ (u, u− x), entonces

u−x∫
u

γ0(y)dy ≥
u−x∫
u

γ0(u)dy

entonces,

−
u−x∫
u

γ0(y)dy ≤ −
u−x∫
u

γ0(u)dy

por lo tanto,
u∫

u−x

γ0(y)dy ≤
u∫

u−x

γ0(u)dy = xγ0(u).

(iv) Por (iii) tenemos que para toda x ≥ u

u∫
0

γ0(y)dy ≤ uγ0(u) ≤ xγ0(u).

Regresando a la ecuación (2.1.15), por la afirmación (i),

ψ(n+1)(u) = exp

−
u∫

0

γ0(y)dy


 ∞∫
u

exp {xγ0(u)}Fu(dx) +
u∫

−∞

exp

−
u−x∫
0

γ0(y)dy

Fu(dx)


por por la afirmación (ii),

ψ(n+1)(u) = exp

−
u∫

0

γ0(y)dy


∞∫
u

exp{xγ0(u)}Fu(dx)+exp

−
u∫

0

γ0(y)dy


u∫

−∞

exp


u∫

u−x

γ0(y)dy

Fu(dx)

y por por la afirmación (iii),

ψ(n+1)(u) ≤ exp

−
u∫

0

γ0(y)dy


 ∞∫
u

exp{xγ0(u)}Fu(dx) +
u∫

−∞

exp{xγ0(u)}Fu(dx)

 .
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Por propiedades de la integral,

∞∫
u

exp{xγ0(u)}Fu(dx) +
u∫

−∞

exp{xγ0(u)}Fu(dx) = exp

−
u∫

0

γ0(y)dy


por definición de F̂ ,

exp

−
u∫

0

γ0(y)dy


∞∫
−∞

exp {xγ0(u)}Fu(dx) = exp

−
u∫

0

γ0(y)dy

 F̂ [γ0(u)]

por lo tanto,

exp

−
u∫

0

γ0(y)dy


 ∞∫
u

exp{xγ0(u)}Fu(dx) +
u∫

−∞

exp{xγ0(u)}Fu(dx)

 = exp

−
u∫

0

γ0(y)dy

 .
Así concluimos,

ψ(n)(u) ≤ exp

−
u∫

0

γ0(y)dy

 .

Teorema 2.1.2. Supongamos que p(x) es no decreciente como función de x, se cumplen las

suposiciones H1 y H2, ψ(u) denota la probabilidad de ruina del proceso definido en (2.0.1), y

γ0(x) es la solución de (2.1.3), entonces

ψ(u) ≤ exp

−
u∫

0

γ0(x)dx

 . (2.1.21)

Demostración:

Notemos que el evento {τu <∞} es el mismo evento que
∞⋃
k=0
{Tk ≤ τu < Tk+1} entonces,

ψ(u) = P [τu <∞] = P
[ ∞⋃
k=0
{Tk ≤ τu < Tk+1}

]

26



CAPÍTULO 2. MODELO DE RIESGO CON PRIMA DEPENDIENTE DE LA RESERVA

como
∞⋃
k=0
{Tk ≤ τu < Tk+1} es la unión de eventos ajenos,

P
[ ∞⋃
k=0
{Tk ≤ τu < Tk+1}

]
=
∞∑
k=0

P[Tk ≤ τu < Tk+1]

la parte derecha de la igualdad puede expresarse como

∞∑
k=0

P[Tk ≤ τu < Tk+1] = ĺım
n→∞

n∑
k=0

P[Tk ≤ τu < Tk+1] = ĺım
n→∞

P
[
n⋃
k=0
{Tk ≤ τu < Tk+1}

]

es así como,

ĺım
n→∞

P
[
n⋃
k=0
{Tk ≤ τu < Tk+1}

]
= ĺım

n→∞
P[τu < Tn] = ĺım

n→∞
ψ(n)
u

por lo tanto,

ψ(u) = ĺım
n→∞

ψ(n)
u

por el teorema 2.1.1,

ψ(u) ≤ ĺım
n→∞

exp

−
u∫

0

γ0(x)dx

 = exp

−
u∫

0

γ0(x)dx

 ,
así concluimos

ψ(u) ≤ exp

−
u∫

0

γ0(x)dx

 .
Colorario 2.1.1. Supongamos que p(x) es no decreciente como función de x y que se cumplen

las hipótesis del Teorema 2.1.2; ψ(u) denota la probabilidad de ruina del proceso definido en

(2.0.1), y γ(x) es la solución de la ecuación de Crámer-Lundberg definida en (2.0.7), entonces

ψ(u) ≤ exp

−
u∫

0

γ(x)dx

 (2.1.22)

Demostración:
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Por la proposición 2.1.1, γ(x) ≤ γ0(x) para toda x ≥ 0, en particular, para 0 ≤ x ≤ u, entonces

u∫
0

γ(x)dx ≤
u∫

0

γ0(x)dx

por lo tanto,

ψ(u) ≤ exp

−
u∫

0

γ0(x)dx

 ≤ exp
−

u∫
0

γ(x)dx

 . (2.1.23)

y así concluimos (2.1.22).

Así tenemos que γ(x) y γ0(x) funcionan para crear una cota superior para la probabilidad de

ruina de Rt empezando en u. En (2.1.23) podemos notar que exp
{
−

u∫
0
γ0(x)dx

}
es una mejor

cota que exp
{
−

u∫
0
γ(x)dx

}
, sin embargo, para obtener γ0(x) para una x ≥ 0 fija, es necesario

conocer la función generadora de momentos de U1 + u − ru(T1), lo que nos lleva a resolver la

ecuación diferencial en (2.1.2) o tendríamos que conocer la función generadora de momentos de

U1 +u−RT1−U1 = −
T1∫
0
p(Rs)ds−U1. Por otro lado, para obtener γ(x) únicamente necesitamos

conocer B̂, p(x) y β, los cuales deberían ser datos dados. En el capítulo 3 veremos ejemplos de

ello.

También notemos que si γ(x) y γ0(x) no dependen del nivel de reserva actual, es decir, son

constantes, los resultados (2.1.21) y (2.1.22) representan la cota superior en el caso clásico de

Cramér - Lundberg.

Lo siguiente es probar que γ(x) y γ0(x) también son útiles para aproximar a ψ(u), la

probabilidad de ruina del proceso Rt con capital inicial u.

2.2. Aproximación de Cramér - Lundberg

En esta sección buscaremos una aproximación asintótica para ψ(u), la probabilidad de ruina

del proceso de riesgo (2.0.1), cuando u tiende a infinito. Para nuestro objetivo, para cada nivel

de reserva r, veremos qué sucede localmente, es decir, en un intervalo
[
r(1− 1

n), r(1 + 1
n)
]
con
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n ∈ N suficientemente grande. Para este fin, fijamos n ∈ N y definimos para k = 0, 1, ..., n, n+1,

uk,n = k

n
u,

p̄k,n = sup
uk−1,n≤x≤uk+1,n

p(x) y pk,n = ı́nf
uk−1,n≤x≤uk+1,n

p(x),

los cuales serán de gran utilidad para estudiar el comportamiento local de la prima de riesgo a

nivel de reserva x.

Resulta más sencillo primero demostrar la aproximación de Crámer-Lundberg para el si-

guiente proceso de riesgo, al cual denotaremos por Rε = {Rεt}t≥0, donde para cada t ≥ 0,

Rεt = u+
t∫

0

p(Rεs)ds−
Nε(t)∑
k=1

ε · Uk (2.2.1)

donde N ε(t) denota un proceso Poisson con tasa β
ε y consideramos ε > 0 suficientemente

pequeño. Es decir, los tamaños de los reclamos son más pequeños y en promedio, el número de

reclamos es mayor, en comparación con el modelo (2.0.1). Sin embargo, notemos que

E

Nε(t)∑
k=1

ε · Uk

 = εE[U1] · β
ε

= E[U1] · β = E

N(t)∑
k=1

Uk


es decir, en promedio, el monto total de reclamos en el periodo [0, t] de los procesos de riesgo

(2.0.1) y (2.2.1) es el mismo.

Debido a que vamos a comparar el comportamiento local de Rt y Rεt con procesos de riesgo

con prima constante, es necesario establecer la notación Rpt para el modelo clásico con prima

p, definido en (1.5) y Rp;εt como el modelo Rpt intercambiando Uk por ε · Uk y N(t) por N ε(t),

es decir

Rp;εt = u+ pt−
Nε(t)∑
k=1

ε · Uk. (2.2.2)

Además, denotamos por ψp(u) y ψp;ε(u) a las probabilidades de ruina de los procesos de riesgo

definidos en (1.5) y (2.2.2), respectivamente.
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El siguiente teorema estudia el comportamiento asintótico del proceso auxiliar {Rεt}t≥0 que

definimos en (2.2.1), lo cual será de gran ayuda para encontrar una aproximación para la

probabilidad de ruina del proceso de riesgo con prima dependiente de la reserva {Rt}t≥0.

Teorema 2.2.1 Supongamos que para el proceso de riesgo {Rεt}t≥0 se cumplen las suposiciones

H1 y H2, y que p(r) es no decreciente como función de r. Definimos I(u) =
u∫
0
γ(x)dx donde

γ(x) es la solución de la ecuación (2.0.7), entonces se cumple

ĺım
ε↓0
−εlog(ψε(u)) = I(u). (2.2.3)

Demostración:

Sea a ≥ 0. Si existe t ≥ 0 tal que Rεt = a entonces definimos Tε(a) = ı́nf{t ≥ 0|Rεt = a}, de

otra forma, denotamos Tε(a) = ∞. Tε(a) denota el tiempo de cruce del nivel de reserva a del

proceso de riesgo, Rεt = a.

Para que el proceso de riesgo Rεt , con capital inicial u, llegue a la ruina, es necesario primero

pasar por el nivel de reserva un−1,n, a partir de esto podemos escribir a ψε(u) de la siguiente

manera:

ψ(u) = P[Rt < 0|R0 = u] = P[Rt < 0|R0 = u, T (un−1,n) <∞]

entonces,

ψ(u) = P[Rt < 0|R0 = u, T (un−1,n) <∞]P[T (un−1,n) <∞]

por suposición I) de H1 (página 3),

P[Rt < 0|R0 = u, T (un−1,n) <∞]P[T (un−1,n) <∞] = P[Rt < 0|R0 = un−1,n]P[T (un−1,n) <∞].

Por lo tanto,

ψε(u) = P[Tε(un−1,n) <∞] · ψε(un−1,n) (2.2.4)

donde P[Tε(un−1,n) <∞] es la probabilidad de que Rεt cruce el nivel de reserva un−1,n y, por la
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ley de probabilidad total, podemos escribirla como

P[Tε(un−1,n) <∞] = P[Tε(un−1,n) <∞|A]P[A] + P[Tε(un−1,n) <∞|Ac]P[Ac]

donde A = {Tε(un−1,n) > Tε(un+1,n)}. Es decir, estamos condicionando a que Rεt cruce primero

un−1,n que un+1,n o no, como se muestra en la siguiente figura.

Figura 2-2: Proceso de riesgo Rεt . cuando se cruza primero el nivel de reserva un−1,n

Denotamos por Φε(u) a la probabilidad de que el proceso Rεt empezando en u, cruce el nivel

de reserva un−1,n, con la condición de que se tenga este nivel de reserva antes de un+1,n, es

decir,

Φε(u) = P[Tε(un−1,n) <∞|Tε(un−1,n) > Tε(un+1,n)] · P[Tε(un−1,n) > Tε(un+1,n)], (2.2.5)

por esta razón, la probabilidad de cruzar el nivel de reserva un−1,n empezando con capital u se

puede escribir como

P[Tε(un−1,n) <∞] = Φε(u) + P[Tε(un−1,n) <∞|Ac]P[Ac]
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entonces,

P[Tε(un−1,n) <∞] ≥ Φε(u) (2.2.6)

y por (2.2.4) y (2.2.6)

ψε(u) ≥ Φε(u) · ψε(un−1,n). (2.2.7)

Debido a que si un−1,n ≤ Rεs ≤ un+1,n con s ∈ [0, t], entonces

Rεt = u+
t∫

0

p(Rs)ds− ε
Nε(t)∑
k=1

Uk ≤ u+ p̄n,nt− ε
Nε(t)∑
k=1

Uk = R
p̄n,n:ε
t

por lo tanto,

Rεt ≤ R
p̄n,n:ε
t . (2.2.8)

Denotamos por Φp̄n,n:ε(u) a la probabilidad de que el proceso Rp̄n,n:ε
t , con capital inicial u,

cruce el nivel de reserva un−1,n, sin cruzar el nivel de reserva un+1,n antes. Por (2.2.8) tenemos

Φε(u) ≥ Φp̄n,n:ε(u). (2.2.9)

Por (2.2.8) y (2.2.9)

ψε(u) ≥ Φp̄n,n:ε(u) · ψε(un−1,n). (2.2.10)

Además, en el proceso de riesgo Rp̄n,n:ε
t , es igualmente probable pasar del nivel de reserva u

a un−1,n, sin pasar antes por un,n+1, que del nivel de reserva u
n = u1,n a 0, sin llegar antes al

nivel u2,n, es decir Φp̄n,n:ε(u) = Φp̄n,n:ε(un). Sustituyendo en (2.2.10), tenemos

ψε(u) ≥ Φp̄n,n:ε

(
u

n

)
ψε(un−1,n). (2.2.11)
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Sea k = 1, 2, ..., n, intercambiando u por un−k,n, análogamente se cumple

ψε(un−k,n) ≥ Φp̄n−k,n:ε(
u

n
)ψε(un−k−1,n),

en particular,

ψε(u) ≥ Φp̄n,n:ε

(
u

n

)
· ψε(un−1,n)

y para k = 1

Φp̄n,n:ε

(
u

n

)
· ψε(un−1,n) ≥ Φp̄n,n:ε

(
u

n

)
· Φp̄n−1,n:ε

(
u

n

)
· ψε(un−2,n).

Aplicando este resultado n veces en (2.2.11), tenemos

Φp̄n,n:ε

(
u

n

)
· Φp̄n−1,n:ε

(
u

n

)
· ψε(un−2,n) ≥ ... ≥

n∏
k=1

Φp̄n−k,n:ε

(
u

n

)

por lo tanto,

ψε(u) ≥
n∏
k=1

Φp̄n−k,n:ε

(
u

n

)
=

n−1∏
k=1

Φp̄k,n:ε

(
u

n

)
. (2.2.12)

También, notemos que para cada k = 1, 2, ..., n, por la ley de probabilidad total,

ψp̄k,n

(
u

n

)
≤ ψp̄k,n

(2u
n

)
+ Φp̄k,n

(
u

n

)

por esta razón,

Φp̄k,n

(
u

n

)
≥ ψp̄k,n

(
u

n

)
− ψp̄k,n

(2u
n

)

sustituyendo en (2.2.13),

ψε(u) ≥
n∏
k=1

ψp̄k,n

(
u

n

)
− ψp̄k,n

(2u
n

)
. (2.2.14)

Notemos que ψp̄k,n(un) y ψp̄k,n(2u
n ) son probabilidades de ruina del modelo clásico Rp̄k,n:ε

t definido
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en (2.2.2) con capital inicial un y 2u
n , por lo que se cumple la aproximación de Crámer-Lundberg

definida en en capítulo 1, (1.10), es decir, ψp̄k,n
(
u
n

)
≈ Ck,ne

−γ̄εk,n
u
n y ψp̄k,n

(
2u
n

)
≈ Ck,ne

−γ̄εk,n
2u
n

donde γ̄εk,n es el coeficiente de ajuste que resuelve la ecuación

β

ε
(B̂ε[x]− 1)− p̄k,n:εx = 0,

es decir,

β

ε
(B̂ε[γ̄εk,n]− 1)− p̄k,n:εγ̄

ε
k,n = 0 (2.2.15)

donde B̂ε denota la función generadora de momentos de ε · U1. Veamos la relación entre γ̄εk,n y

γ̄k,n, el coeficiente de ajuste del proceso de riesgo clásico Rp̄k,nt con prima constante p̄k,n definido

en (1.5), para esto notemos que B̂ε[γ̄εk,n] = E
[
eγ̄

ε
k,n·ε·U1

]
= B̂[γ̄εk,n · ε], entonces (2.2.15) puede

escribirse como

β(B̂[εγ̄εk,n]− 1)− p̄k,n:ε · εγ̄εk,n = 0 (2.2.16)

por lo que εγ̄εk,n resuelve la ecuación

β(B̂[x]− 1)− p̄k,n:ε · x = 0

entonces,

εγ̄εk,n = γ̄k,n.

Por lo tanto, ψp̄k,n(u) ≈ Ck,ne−
γ̄k,n

u
n

ε y ψp̄k,n(2u
n ) ≈ Ck,ne−

2uγ̄k,n
nε , es decir,

ψp̄k,n

(
u

n

)
= ĺım

u→∞
Ck,ne

−
γ̄k,n

u
n

ε

y también,

ψp̄k,n

(2u
n

)
= ĺım

u→∞
Ck,ne

−
2uγ̄k,n
nε ,
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entonces en (2.2.14) tenemos

ψε(u) ≥
n∏
k=1

ĺım
u→∞

Ck,ne
−
γ̄k,n

u
n

ε − ĺım
u→∞

Ck,ne
−

2uγ̄k,n
nε

el lado derecho de la desigualdad puede escribirse como

n∏
k=1

ĺım
u→∞

(
Ck,ne

−
γ̄k,n

u
n

ε − Ck,ne−
2uγ̄k,n
nε

)

y agrupando tenemos
n∏
k=1

ĺım
u→∞

Ck,ne
−
γ̄k,n

u
n

ε

(
1− e−

γ̄k,n
u
n

ε

)

por lo tanto,

ψε(u) ≥
n∏
k=1

ĺım
u→∞

Ck,ne
−
γ̄k,n

u
n

ε

(
1− e−

γ̄k,n
u
n

ε

)
. (2.2.17)

Aplicando logaritmos y multiplicando por -1,

−log (ψε(u)) ≤ −
n∑
k=1

ĺım
u→∞

(
log(Ck,n)− γ̄k,nu

nε
+ log

(
1− γ̄k,nu

nε

))

distribuyendo el límite,

−
n∑
k=1

ĺım
u→∞

(
log(Ck,n)− γ̄k,nu

nε
+ log

(
1− γ̄k,nu

nε

))
=

n∑
k=1

γ̄k,nu

ε
−

n∑
k=1

(
log(Ck,n) + ĺım

u→∞
log

(
1− γ̄k,nu

nε

))

por propiedades de logaritmo,

n∑
k=1

γ̄k,nu

ε
−

n∑
k=1

(
log(Ck,n) + ĺım

u→∞
log

(
1− γ̄k,nu

nε

))
≤

n∑
k=1

γ̄k,nu

nε
−

n∑
k=1

(
ĺım
u→∞

log

(
1− γ̄k,nu

nε

))

multiplicando por ε > 0,

−εlog(ψε(u)) ≤
n∑
k=1

γ̄k,nu

n
− ε

n∑
k=1

ĺım
u→∞

log

(
1− γ̄k,nu

nε

)
. (2.2.18)
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Por la proposición 2.0.1, si p̄k,n(x) es no decreciente como función de x entonces γ̄k,n(x) es no

decreciente como función de x, entonces se cumple que γ̄k,n(x) = sup
un−1,n≤x≤un,n+1

γk,n(x).

Notemos que ĺım
n→∞

n∑
k=1

γ̄k,nu
n es una suma de Riemann y se cumple

ĺım
n→∞

n∑
k=1

γ̄k,nu

n
=

u∫
0

γ(x)dx (2.2.19)

entonces tomando el límite cuando n tiende a infinito en (2.2.18) tenemos

−εlog(ψε(u)) ≤
u∫

0

γ(x)dx+ 0 =
u∫

0

γ(x)dx

y tomando el límite cuando ε tiende a cero obtenemos

ĺım
ε↓0
−εlog(ψε(u)) ≤ I(u). (2.2.20)

Por otro lado,

ψε(u) ≤ exp

 u∫
0

γε(x)dx

 = exp

1
ε

u∫
0

γ(x)dx

 = exp

(1
ε
I(u)

)
,

entonces

ĺım
ε↓0
−εlog(ψε(u)) ≥ I(u). (2.2.21)

Por (2.2.20) y (2.2.21) concluimos (2.2.3).

Por lo tanto, tenemos una aproximación a la probabilidad de ruina del proceso de riesgo

con prima dependiente de la reserva actual, reclamos de tamaño εUk e intensidad de la tasa de

llegada de los reclamos β
ε . Este resultado lo obtuvimos de estudiar el comportamiento local de

p(x), la función que determina la prima hasta el tiempo t, asumiendo que no varia mucho en

una pequeña vecindad, por lo tanto, si consideramos a p(x) como una constante p, Rp:εt:u denota

el proceso de riesgo al tiempo t con prima constante p, capital inicial u, definido en (1.5) pero
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intercambiando Uk con εUk y β por β
ε y Rpt

ε
:u
ε

denota el proceso de riesgo al tiempo t
ε , definido

en (1.5) con prima constante p y capital inicial uε , entonces

Rp:εt:u = u+p·t−ε
Nε(t)∑
k=1

Uk = ε·
(
u

ε

)
+ε
(
t

ε

)
p−ε

N(t/ε)∑
k=1

Uk = ε

(u
ε

)
+
(
t

ε

)
p−

N(t/ε)∑
k=1

Uk

 = εRpt
ε
:u
ε

entonces, ψε(u) = ψ
(
u
ε

)
, por lo tanto,

ĺım
ε↓0
−εlog(ψε(u)) = ĺım

u→∞
log(ψ(u))

y así concluimos

ĺım
u→∞

−log(ψ(u)) = I(u)

lo cual denotaremos por ψ(u) ≈ e−I(u).

Es decir, el comportamiento de la probabilidad de ruina del modelo dependiente de la

reserva actual, podemos estudiarlo con los coeficientes de Crámer-Lundberg definidos en el

capítulo anterior y a medida que el capital inicial es mayor, la aproximación mejora. En el

siguiente capítulo daremos ejemplos explícitos de la probabilidad de ruina y la cota superior y

aproximación sobre ella.
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Capítulo 3

Discusión de casos especiales

En esta sección se mostrarán ejemplos en los cuales se puede obtener explícitamente ψ(u),

la probabilidad de ruina de un proceso {Rt}t≥0 con capital (estado) inicial u. En el capítulo

1 notamos que en el modelo clásico es muy útil contar con la desigualdad y la aproximación

de Cramér - Lundberg debido a que no resulta sencillo obtener una expresión explícita para

la probabilidad de ruina, aún en este caso. Es por ello que en el caso del proceso definido en

(2.0.1), cuando la prima es dependiente de la reserva, tampoco resulta una tarea fácil encontrar

dichas expresiones, sin embargo, para algunos casos especiales es posible.

En el primero de los casos, consideraremos el proceso de riesgo con prima dependiente de

la reserva, definido en (2.0.1), cuando el tamaño de los reclamos se distribuye exponencial.

Será necesario tomar en cuenta un proceso auxiliar llamado proceso de almacenamiento, se

considerará la probabilidad de que dicho proceso rebase cierto estado u y eso será equivalente

al evento en el que el proceso de riesgo con prima dependiente de la reserva con capital inicial

u sea menor que cero. En este sentido, se encontrará explícitamente la probabilidad de ruina

bajo ciertas condiciones.

En el segundo ejemplo, consideraremos un caso más general, es decir, {Rt}t≥0 un proceso

de riesgo de tiempo continuo en [0,∞) que posee la propiedad fuerte de Markov, y que además,

es posible considerar las funciones µ(x) y σ2(x) que después de un análisis, se pensarán como

la esperanza y varianza del proceso en una vecindad de u. La propiedad fuerte de Markov y las
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funciones µ(x) y σ2(x) se definirán posteriormente.

En este caso, nos va a interesar la probabilidad de llegar a cierto estado, suceso que se podría

considerar como ruina tal como en el modelo de riesgo definido en (2.0.1) que hemos considerado

anteriormente, sin embargo, este modelo no necesariamente tiene la forma de la trayectoria

del proceso que teníamos en el proceso de riesgo, debido a los saltos de los reclamos, en tal

caso será necesario conocer las trayectorias de la media y la varianza del proceso. Se buscará

encontrar la probabilidad de llegar al estado cero, empezando en el estado x, en términos de

γ(x), el coeficiente de ajuste local que se definirá para este proceso. Posteriormente, se dará una

aplicación particular con un proceso que modela la proporción de cierto tipo de individuos en

una población, en el cual se aborda el problema de extinción de una población sujeta a selección

y nos interesa encontrar la probabilidad de que en algún tiempo t la población resulte extinta.

En este capítulo nos basaremos principalmente en [2], [5] y [6].

3.1. Reclamos exponenciales

En esta sección consideraremos el proceso {Rt}t≥0 con prima dependiente de la reserva,

definido en (2.0.1) con los puntos de H1 y H2, y con la suposición adicional de que el tamaño

de los reclamos se distribuye exponencial con tasa δ > 0, es decir,

B̄(x) = 1−B(x) = e−δx

donde B y B̄ denotan las funciones de distribución y de supervivencia asociadas a los reclamos,

respectivamente.

Sea T un número real no negativo. Supongamos que el proceso {Rt}0≤t≤T tiene n reclamos

en los tiempos T1, T2, ..., Tn, definidos en (1.6). Consideremos el proceso {Vt}0≤t≤T definido

como

Vt = A∗t −
t∫

0

p(Vs)ds. (3.1.1)
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donde A∗t =
N(t)∑
k=1

U∗k y para cada k = 1, ...n, U∗k = Un−k+1, además, el tiempo de llegada del

reclamo k lo definimos como T ∗k = T − Tn−k+1, es decir, el proceso {Vt}0≤t≤T está construido

de tal manera que sea una reflexión sobre t = 0 del proceso {Rt}0≤t≤T . Utilizaremos el proceso

auxiliar {Vt}0≤t≤T para determinar la probabilidad de ruina ψ(u) en (0, T ] para el proceso

{Rt}0≤t≤T y esto se hará con base en si el proceso {Vt}0≤t≤T rebasa el nivel de reserva u al

tiempo T o no, es por eso que se usarán las convenciones V0 = 0 y p(0) = 0 para que si sucede

que el proceso {Vt}0≤t≤T llega a 0 en algún tiempo t, por esta razón se mantiene a ese nivel de

reserva hasta el siguiente reclamo.

Figura 3-1: Comparación entre los procesos Vt y Rt cuando Rt no llega a la ruina en el intervalo

de tiempo (0, T ].

Supongamos que el proceso de riesgo {Rt}0≤t≤T no llega a la ruina en el intervalo de tiempo

(0, T ], como el proceso {Vt}0≤t≤T decrece entre reclamos a una tasa p(r), entonces tenemos

dos opciones; la primera es que Vt 6= 0 para toda t ∈ (0, T ] y en bajo dichas circunstancias, el

proceso {Vt}0≤t≤T es una reflexión sobre t = 0 del proceso {Rt}0≤t≤T .

La segunda opción es que Vt = 0 para alguna t ∈ (0, T ] y se mantiene en ese nivel de reserva

hasta la llegada del siguiente reclamo y así el proceso {Vt}0≤t≤T llegará al nivel de reserva igual

al tamaño de ese reclamo, tal como se muestra en el ejemplo de la figura 3-1.

Por lo tanto, el valor de VT será menor o igual a u cuando el proceso {Rt}0≤t≤T no llega a

la ruina en el intervalo de tiempo (0, T ].
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Figura 3-2: Comparación entre los procesos Vt y Rt cuando Rt llega a la ruina en el intervalo

de tiempo (0, T ].

Ahora consideremos el caso en el que el proceso de riesgo {Rt}0≤t≤T llega a la ruina en el

intervalo de tiempo (0, T ] y supongamos que esto sucede en el tiempo Tk con el reclamo Uk,

entonces RTk < 0, sin embargo, Vt es siempre positivo y el reclamo Uk+1 se verá reflejado en un

salto positivo en Vt, esto implicará que el proceso Vt llegará al nivel de reserva 0 y se mantendrá

en ese estado hasta la llegada de algún reclamo, lo que ocasionará que VT ≥ u. Para un ejemplo

ilustrativo, ver Figura 3-2.

En la siguiente proposición, se probará formalmente la relación entre la probabilidad de

ruina del proceso {Rt}0≤t≤T y la probabilidad de cruce de nivel de reserva u en el proceso

{Vt}0≤t≤T al tiempo T .

Proposición 3.1.1 Para toda T < ∞, los eventos {τ(u) < T} y {VT > u} coinciden, en

particular, se cumple

ψ(u, T ) = P[VT > u], (3.1.2)

donde ψ(u, T ) denota la probabilidad de ruina del proceso de riesgo {Rt}t≥0 en el intervalo de

tiempo (0, T ].

Demostración:
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Sean u > 0 y T < ∞. Supongamos primero que VT > u y que hay n reclamaciones en el

intervalo de tiempo [0, T ] del proceso de riesgo {Rt}0≤t≤T . Como en (2.0.2), consideremos la

siguiente ecuación diferencial con condición inicial

d

dt
g(t) = p(g(t)), g(0) = u (3.1.3)

definimos la función ru(t) como solución de (3.1.3), es decir,

d

dt
ru(t) = p(ru(t)), ru(0) = u (3.1.4)

y sea Tk el tiempo en el que ocurre el k-ésimo reclamo en el proceso de riesgo {Rt}0≤t≤T . Como

ya vimos en el capítulo 2, la función ru(t) describe el comportamiento de {Rt}0≤t≤T entre

reclamos. En la página 13 se probó que ru(t) es no decreciente como función de u, para toda

t ≥ 0, entonces

VT ∗n = rVT (T1)− U1 > ru(T1)− U1 = RT1 .

Si VT ∗n = 0 entonces la ruina sucedió con el primer reclamo, de otra forma repetimos el argumento

y obtenemos VT ∗n−1
> RT2 . Así, encontraremos k tal que VT ∗

n−k+1
= 0, en el peor de los casos,

tendríamos que la primera k para lo que se cumple lo anterior es k = n − 1, es decir, T0 = 0

y esto implica que la ruina sucede con el (n-1)-reclamo en el proceso {Rt}0≤t≤T , por lo tanto,

τ(u) ≤ T .

Ahora supongamos que VT ≤ u y demostraremos que τ(u) > T . Análogo a la prueba

anterior, tenemos que

VT ∗n = rVT (T1)− U1 ≤ ru(T1)− U1 = RT1

y con un argumento similar, probamos que RTn ≥ 0 para toda n ≤ N ya que el proceso

{Vt}0≤t≤T siempre es no negativo, por las convenciones p(0) = 0 y V0 = 0 y debido a que la

ruina sólo puede ocurrir con los reclamos, tenemos que RTk ≥ 0 para toda k = 1, ..., n, así

concluimos que τ(u) > T.

En conclusión, para toda u ≥ 0 y para toda T > 0, los eventos {τ(u) < ∞} y {VT > u}
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coinciden.

Por la proposición 3.1.1 que se acaba de probar tenemos que, en particular, para toda u ≥ 0

y para toda T > 0

ψ(u, T ) = P[VT > u]. (3.1.5)

Proposición 3.1.2. Sea la función G : R+ → R de tal manera que G(u) = ĺım
T→∞

P[VT > u] si

u ≥ 0 y G(u) = 0 si u < 0. Para toda u ≥ 0,

G(u) = 1− ψ(u) = ĺım
T→∞

P[VT > u] (3.1.6)

y además, G es función de distribución si y sólo si ψ(u) < 1 para toda u ≥ 0.

Demostración:

Sea u ≥ 0. Para cada T > 0 definimos el evento AT = {́ınf{0 < t ≤ T : Rt < 0|R0 = u}}.

Notemos que AT+1 ⊂ AT , es decir, {AT }T≥1 es una sucesión decreciente de eventos y en

consecuencia, {AcT }T≥1 es una sucesión creciente de eventos, por el Teorema de continuidad de

la probabilidad (ver apéndice, proposición 5.1.2),

ĺım
T→∞

P(AcT ) = P
(

ĺım
T→∞

AcT

)
.

Así, notemos que si u ≥ 0,

G(u) = ĺım
T→∞

P[VT > u] = ĺım
T→∞

P(AcT ) = P
(

ĺım
T→∞

AcT

)
= 1− ψ(u),

lo que implica que si u ≥ 0

G(u) = 1− ψ(u) = ĺım
T→∞

P[VT > u]. (3.1.7)

Ahora supongamos que ψ(u) < 1 para toda u ≥ 0, se demostrará que G es función de distribu-

ción de una variable aleatoria no negativa, es decir, se cumplen las siguientes condiciones:
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i) Para toda u ∈ R, 0 ≤ G(u) ≤ 1.

ii) G(u) es no decreciente como función de u.

iii) ĺım
u→∞

G(u) = 1.

iv) ĺım
u→0

G(u) = 0.

v) ĺım
h→0+

G(u+ h) = G(u).

Demostración:

i) Sea u ≥ 0, por (3.1.7), G(u) = 1− ψ(u) y 0 ≤ ψ(u) < 1, en consecuencia, 0 < G(u) ≤ 1.

ii) Para demostrar que G(u) es no decreciente como función de u, consideremos u, v ≥ 0 tales

que u < v.

Recordemos de la prueba de la proposición 2.0.1 que ψ(u) = P[́ınf{t > 0 : Rt < 0|R0 = u}]

es no creciente como función de u y por lo tanto, G(u) es creciente como función de u.

iii) Para cada u ≥ 0, definimos Au = {́ınf{t > 0 : Rt < 0|R0 = u}}. Notemos que dada

u ≥ 0, Au+1 ⊂ Au, lo cual implica Acu ⊂ Acu+1 y por el Teorema de continuidad de la

probabilidad.

ĺım
u→∞

P(Acu) = P
(

ĺım
u→∞

Acu

)
(3.1.8)

por lo tanto,

ĺım
u→∞

G(u) = ĺım
u→∞

1− ψ(u) = ĺım
u→∞

P(Acu) = P
(

ĺım
u→∞

Acu

)
= 1

y así concluimos,

ĺım
u→∞

G(u) = 1

iv) Para cada u ≥ 0, definimos Au como en el punto anterior, por (3.1.6),

ĺım
u→0

G(u) = ĺım
u→∞

G

(1
u

)
= ĺım

u→∞
1− ψ

(1
u

)
= ĺım

u→∞
P
(
Ac1
u

)
= P

(
ĺım
u→∞

Ac1
u

)
= 0
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y así concluimos,

ĺım
u→0

G(u) = 0

v) Para demostrar la continuidad por la derecha de G(u), notemos que para cada t > 0 fija,

Gt(u) = P[Vt ≤ u] es una función de distribución y por lo tanto, continua por la derecha.

Sea u0 ≥ 0 tal que u > u0, por (3.1.6) de la proposición 3.1.2 tenemos que

ĺım
u→u0

G(u) = ĺım
u→u0

ĺım
t→∞

Gt(u).

Además, por lo anterior (ver apéndice, teorema 5.2.1), podemos intercambiar los límites

sobre t y u, entonces

ĺım
u→u0

G(u) = ĺım
t→∞

ĺım
u→u0

Gt(u)

y por (3.1.6),

ĺım
u→u0

G(u) = ĺım
t→∞

ĺım
u→u0

Gt(u) = ĺım
t→∞

Gt(u0) = G(u0).

Por lo tanto, G es continua por la derecha y así concluimos que G es una función de

distribución si ψ(u) < 1 para toda u ≥ 0.

Ahora supongamos que G(u) es una función de distribución y se probará que ψ(u) < 1 para

toda u ≥ 0. Supongamos que ψ(u) = 1 para alguna u ≥ 0, por la proposición (2.0.1), ψ(u) = 1

para toda u ≥ 0. Como G es una función de distribución, en particular se cumple

ĺım
u→∞

G(u) = 1

y por otro lado,

ĺım
u→∞

G(u) = ĺım
u→∞

1− ψ(u) = 0

lo cual es una contradicción, por lo tanto, ψ(u) < 1 para toda u ≥ 0.

Proposición 3.1.3 Existe una variable aleatoria V tal que {Vt} converge en distribución a V
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y en particular se cumple

ψ(u) = P[V > u] (3.1.9)

si y sólo si ψ(u) < 1 para toda u ≥ 0.

Demostración:

Por la proposición 3.1.1 bastaría encontrar una variable aleatoria V tal que G es función de

distribución de V .

Sea U una variable aleatoria uniforme en (0, 1), definimos la variable aleatoria V como

V = G−1(U) (3.1.10)

donde para cada x ∈ (0, 1),

G−1(x) = ı́nf{y ≥ 0 : G(y) ≥ x} = ı́nf{y ≥ 0 : 1− ψ(y) ≥ x}. (3.1.11)

Veamos que la variable aleatoria V tiene función de distribución G. Sea y ≥ 0, primero notemos

que los eventos {G−1(U) ≤ y} y {U ≤ G(y)} son equivalentes ya que si x ∈ (0, 1) tal que

G−1(x) ≤ y implica G(y) ≥ x ya que G es no decreciente y por otro lado, si x ≤ G(y) entonces

y ≥ G−1(x) por definición de G−1(x). En consecuencia,

P[V ≤ y] = P[G−1(U) ≤ y] = P[U ≤ G(y)] = G(y), (3.1.12)

por lo tanto G es función de distribución de V = G−1(U). A este método utilizado para

encontrar la variable aleatoria V se le conoce como método transformado inverso. Así, por

(3.1.10) concluimos que {Vt} converge en distribución a V si y sólo si ψ(u) < 1 para toda u ≥ 0.

Ahora veamos que V tiene función de densidad, es decir, existe una función f : R+ → R tal

que cumple:

i) f(y) ≥ 0 para toda y ≥ 0.
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ii)
∞∫
0
f(y)dy = 1.

iii) G(y) =
y∫
0
f(x)dx para toda y > 0.

Para ello, supongamos que G es absolutamente continua, es decir, existe una función g(x)

definida para toda x > 0 y g0 para x = 0 que cumple con los tres puntos anteriores, en

particular G es derivable y además, G′(x) = g(x) para toda x > 0.

En el siguiente teorema daremos la forma explícita de g(y) y g0, en particular se cumple

1 = g0 +
∞∫
0

g(y)dy (3.1.13)

y además, por (3.1.5) la probabilidad de ruina con capital inicial u del proceso {Rt}t≥0 puede

escribirse de la forma

ψ(u) =
∞∫
u

g(y)dy. (3.1.14)

Nuestro objetivo ahora es hallar una expresión explícita de g(y), para lo cual tenemos el siguiente

teorema.

Teorema 3.1.1 Consideremos el proceso de riesgo con prima dependiente de la reserva {Rt}t≥0,

definido en (2.0.1). Supongamos que se cumplen las suposiciones H1 y H2, B es la función de

distribución correspondiente al reclamo U1 con tasa δ > 0, B̄(x) = 1−B(x) = e−δx y definimos

w(x) =
x∫
0

1
p(t)dt <∞ para toda x > 0, entonces

ψ(u) =
∞∫
u

g(y)dy

donde g(x) = g0β
p(x)exp{βw(x)− δx} y 1

g0
= 1 +

∞∫
0

β
p(x)exp{βw(x)− δx}dx.

Demostración:
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Para cada x ≥ 0, consideremos el proceso

V ∗t = x+ Vt = x+A∗t −
t∫

0

p(Vs)ds, (3.1.15)

donde A∗t =
N(t)∑
k=1

U∗k . Notemos que el capital inicial del proceso V ∗t es x, es decir, V ∗0 = x. Sea D

el conjunto de todas las funciones f : R→ R tales que d
dtEx[f(x)]|t=0 existe para toda x ≥ 0 y

definimos el operador ζ : D→ R llamado generador como

ζ(f(x)) = d

dt
Ex[f(V ∗t )]|t=0, V ∗0 = x (3.1.16)

que será útil para encontrar una expresión que involucrará a g(x) y g0 tomando f = G. De una

forma análoga de como se probó en (2.0.4), es posible probar que entre saltos, Vt∗ puede ser

descrito por la función −ru(t) definida en (3.1.4). Sea x ≥ 0, por definición de derivada,

ζ(f(x)) = d

dt
Ex[f(V ∗t )]|t=0 = ĺım

t→0
t−1[Ex[f(V ∗t )]− Ex[f(V ∗0 )]]

y como V ∗0 = x,

ĺım
t→0

t−1[Ex[f(V ∗t )]− Ex[f(V ∗0 )]] = ĺım
t→0

t−1E[f(V ∗t )− f(x)],

por lo tanto, el operador ζ puede escribirse como

ζ(f(x)) = ĺım
t→0

t−1E[f(V ∗t )− f(x)]. (3.1.17)

Sea t > 0 considerada suficientemente pequeña,

t−1E[f(V ∗t )− f(x)] = a(t) + b(t) + c(t) (3.1.18)
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donde establecemos

a(t) = t−1E[f(V ∗t )− f(x);N(t) = 0],

b(t) = t−1E[f(V ∗t )− f(x);N(t) = 1]

y

c(t) = t−1E[f(V ∗t )− f(x);N(t) ≥ 2].

Es decir, estamos analizando los casos en los que se tienen cero reclamos, un reclamo y 2 o más

reclamos hasta el tiempo t. En el primer caso tenemos que por la regla de Bayes,

a(t) = t−1E[f(V ∗t )− f(x);N(t) = 0] = t−1E[f(V ∗t )− f(x)|N(t) = 0] · P[N(t) = 0]

como no tenemos reclamos al tiempo t, el comportamiento de V ∗t está totalmente descrito por

−rx(t), es decir

t−1E[f(V ∗t )− f(x)|N(t) = 0]P[N(t) = 0] = t−1E[f(−rx(t))− f(x)] · e−βt

así sucede que f(−rx(t))− f(x) es determinista,

t−1E[f(−rx(t))− f(x)]e−βt = t−1[f(−rx(t))− f(x)] · e−βt

multiplicando por 1 = −rx(t)−x
−rx(t)−x ,

t−1[f(−rx(t))− f(x)]e−βt =
[
f(x+ [−rx(t)− x])− f(x)

−rx(t)− x

] [−rx(t)− x
t

]
e−βt.

Teniendo en cuenta que d
dtrx(t) = p(rx(t)) ≥ 0 para toda t > 0, rx(t) es no decreciente como

función de t y en consecuencia, −rx(t) es no creciente como función de t. Además, −rx(t) se

aproxima a x cuando t tiende a cero, por tal motivo −rx(t)−x tiende a cero cuando t se acerca

a cero, así

ĺım
t↓0

f(x+ [−rx(t)− x])− f(x)
−rx(t)− x = f ′(x).
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Por otra parte,

ĺım
t↓0

−rx(t)− x
t

= ĺım
t↓0

−rx(t)− (−rx(0))
t

= − ĺım
t↓0

d

dt
rx(t) = − ĺım

t↓0
p(rx(t))) = −p(x)

y ĺım
t↓0

e−βt = 1, entonces

ĺım
t↓0

a(t) = −p(x)f ′(x). (3.1.19)

Ahora consideremos el caso en el que se tiene un sólo reclamo hasta el tiempo t,

b(t) = t−1E[f(V ∗t )− f(x);N(t) = 1]

por la regla de Bayes,

t−1E[f(V ∗t )− f(x);N(t) = 1] = t−1E[f(V ∗t )− f(x)|N(t) = 1]P[N(t) = 1]

como sólo estamos considerando un reclamo hasta el tiempo t, podemos escribir a V ∗t como

−r−rx(T1)+U1(t− T1) y por el Lema 5.2.1 del apéndice,

t−1E[f(V ∗t )−f(x)|N(t) = 1]P[N(t) = 1] = t−1E[f(−r−rx(T1)+U1(t−T1))−f(x)|N(t) = 1]·βte−βt

de modo que

ĺım
t↓0

b(t) = E[f(x+ U1)− f(x)] = β

∞∫
0

[f(x+ y)− f(x)]B(dy)

el lado derecho de la igualdad anterior también puede escribirse como

β

∞∫
0

[f(x+ y)− f(x)]B(dy) = β

∞∫
0

f(x+ y)B(dy)− βf(x)
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realizando el cambio de variable u = x+ y en el primer término

ĺım
t↓0

b(t) = −βf(x) + β

∞∫
x

f(y)B′(y − x)dy.

Luego,

−βf(x) + β

∞∫
x

f(y)B′(y − x)dy = −βf(x)B̄(y − x)|∞x + β

∞∫
x

f(y)B′(y − x)dy

que puede simplificarse a

−βf(x)B̄(y − x)|∞x + β

∞∫
x

f(y)B′(y − x)dy = β

∞∫
x

B̄(y − x)f ′(y)dy

por lo tanto,

ĺım
t↓0

b(t) = β

∞∫
x

B̄(y − x)f ′(y)dy. (3.1.20)

Por último, como estamos considerando t un tiempo suficientemente pequeño, la probabilidad

de tener dos o más reclamos en el periodo de tiempo (0, t] es muy pequeña. Análogamente como

en los casos anteriores,

ĺım
t↓0

c(t) = ĺım
t↓0

t−1E[f(V ∗t )− f(x)|N(t) ≥ 2]P[N(t) ≥ 2]

por la definición del proceso Poisson (ver apéndice, definición 5.2.5),

ĺım
t↓0

t−1E[f(V ∗t )− f(x)|N(t) ≥ 2]P[N(t) ≥ 2] = ĺım
t↓0

E[f(V ∗t )− f(x)|N(t) ≥ 2]o(t)
t

y ya que E[f(V ∗t )− f(x)|N(t) ≥ 2] es acotada,

ĺım
t↓0

E[f(V ∗t )− f(x)|N(t) ≥ 2]o(t)
t

= 0.
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Por lo tanto,

ĺım
t↓0

c(t) = 0. (3.1.21)

De (3.1.19), (3.1.20) y (3.1.21), tenemos

ζ(f(x)) = −p(x)f ′(x) + β

∞∫
x

B̄(y − x)f ′(y)dy, (3.1.22)

supondremos que para la función de distribución G, existen g0 y g los términos asociados a la

función de densidad, suponemos a G diferenciable y así podemos tomar f = G, sustituyendo

en (3.1.22) tenemos

ζ(G(x)) = −p(x)G′(x) + β

∞∫
x

B̄(x− y)G′(y)dy = −p(x)g(x) + β

∞∫
x

B̄(x− y)g(y)dy.

Por otro lado, veamos que G(V ∗t ) = ĺım
t→∞

P[Vt ≤ V ∗t ] donde Vt es el proceso V ∗t con reserva

inicial cero. Sea s < T1, como ru(t) es estrictamente creciente como función de u,

V ∗s = −rx(s) < −r0(s) = Vs

y como los reclamos no dependen del capital inicial,

V ∗T1 = −rx(s) + U1 < −r0(s) + U1 = VT1

así, podemos considerar como capitales iniciales V ∗T1
y VT1 para en general, demostrar que

Vt < V ∗t para toda t ≥ 0. Por consiguiente,

G(V ∗t ) = ĺım
t→∞

P[Vt ≤ V ∗t ] = ĺım
t→∞

1− P[Vt > V ∗t ] = ĺım
t→∞

1− P[∅] = ĺım
t→∞

1 = 1.
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y sustituyendo en la definición del operador ζ,

ζ(G(x)) = d

dt
Ex[G(V ∗t )]|t=0 = d

dt
1|t=0 = 0

y así obtenemos

ζ(G(x)) = −p(x)g(x) + β

∞∫
x

B̄(x− y)g(y)dy = 0. (3.1.23)

También,

0 =
∞∫
0

ζ(G(x))g(x)dx = g0β

∞∫
0

B̄(y)g(y)dy +
∞∫
0

 ∞∫
x

βB̄(y − x)g(y)dy − p(x)g(x)

 g(x)dx

cambiando los límites de integración del segundo sumando tenemos que

g0β

∞∫
0

B̄(y)g(y)dy +
∞∫
0

 ∞∫
x

βB̄(y − x)g(y)dy − p(x)g(x)

 g(x)dx

puede escribirse como

∞∫
0

g0βB̄(x) + β

x∫
0

B̄(x− y)g(y)dy − p(x)g(x)

 g(x)dx.

Así, estamos buscando una función de densidad g(y) y un valor g0 > 0 que cumpla

∞∫
0

g0βB̄(x) + β

x∫
0

B̄(x− y)g(y)dy − p(x)g(x)

 g(x)dx = 0

en particular, podemos buscar una función de densidad g(y) y g0 > 0 tal que para toda x ≥ 0

cumpla

p(x)g(x) = g0βB̄(x) + β

x∫
0

B̄(x− y)g(y)dy. (3.1.24)
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Sea x ≥ 0 y despejando g(x) de (3.1.24) y tomando en cuenta que B̄(x) = e−δx, obtenemos

g(x) = g0βe
−δx

p(x) + β

p(x)

x∫
0

e−δ(x−y)g(y)dy = βe−δx

p(x)

g0 +
x∫

0

e−δyg(y)dy

 = βe−δx

p(x) κ(x)

donde κ(x) = g0 +
x∫
0
e−δyg(y)dy. Por lo tanto,

g(x) = βe−δx

p(x) κ(x), (3.1.25)

derivando κ(x) tenemos

κ′(x) = eδxg(x)

y multiplicando por e−δx a la ecuación en (3.1.25), tenemos

eδxg(x) = β

p(x)κ(x), (3.1.26)

así obtenemos la ecuación diferencial

κ′(x) = β

p(x)κ(x) κ(0) = g0, (3.1.27)

debido a que suponemos g0 6= 0, entonces κ(x) 6= 0 para x ≥ 0,

d

dx
(ln(κ(x))) = κ′(x)

κ(x) = β

p(x)

integrando respecto a x,

ln(κ(x)) = ln(κ(0)) +
x∫

0

β

p(t)dt = ln(κ(0)) + βw(x)

se sigue que

κ(x) = κ(0)eβw(x) = g0e
βw(x).
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De las ecuaciones (3.1.26), (3.1.27) y del hecho w′(x) = 1
p(x) ,

g(x) = e−δxκ′(x) = e−δx
β

p(x)κ(x) = e−δxg0βw
′(x)eβw(x),

es decir,

g(x) = e−δxg0βw
′(x)eβw(x). (3.1.28)

Como 1 = g0 +
∞∫
0
g(y)dy entonces

1
g0

= 1 +
∞∫
0

g(y)
g0

dy = 1 +
∞∫
0

β

p(x)exp{βw(x)− δx}dx = 1 +
∞∫
0

d(βw(x))
dx

exp{βw(x)− δx}dx,

integrando por partes y tomando u = e−δx y v′ = d(βw(x))
dx exp{βw(x)} obtenemos

1
g0

= 1 + e−δx+βw(x) |∞0 + δ

∞∫
0

e−δx+βw(x) = δ

∞∫
0

e−δx+βw(x)

y así concluimos,

1
g0

= 1 +
∞∫
0

β

p(x)exp{βw(x)− δx}dx = δ

∞∫
0

e−δx+βw(x)dx. (3.1.29)

Proponemos a g(y) y g0 la función y el número real positivo, respectivamente, que cumplen ser

una función de densidad para G, para esto se verificarán los puntos mencionados en la página

45:

i) g(y) ≥ 0 para toda y > 0 y g0 ≥ 0. Además, g0 = 1

δ
∞∫
0
e−δx+βw(x)dx

> 0 ya que tenemos que

e−δx+βw(x) = e
−δx+β

∞∫
0

1
p(r)dr

> 0 para toda x ≥ 0.

Por otro lado, sea y > 0,

g(y) = e−δxg0βw
′(x)eβw(x) > 0 ya que w′(x) = 1

p(x) > 0 para toda x > 0 y β > 0
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ii) Veamos que g0 +
∞∫
0
g(y)dy = 1.

Denotamos por a =
∞∫
0

β
p(x)e

−δx+βw(x)dx =
∞∫
0
βw′(x)e−δx+βw(x)dx y así es posible tener la

igualdad

g0 +
∞∫
0

g(x)dx = g0 + ag0 = g0(1 + a) = g0( 1
g0

) = 1.

iii) Por último, notemos que para cada y > 0, G(y) =
y∫
0
g(x)dx por construcción de g0 y g(y).

Concluimos que G es absolutamente continua, es decir, tiene función de densidad. Por la pro-

posición 3.1.2,

ψ(u) = P[V > u] =
∞∫
u

g(y)dy

es decir, podemos calcular la probabilidad de ruina del proceso de riesgo {Rt}t≥0, dependiente de

la prima p(r), tasa de número de reclamos β > 0 cuando los reclamos se distribuyen exponencial

con tasa δ > 0 únicamente con estos datos. La única dificultad podría ser calcular
∞∫
u
g(y)dy.

Notemos que la ecuación (3.1.24) resultó de gran importancia para encontrar a g0 y g(y)

y su demostración se basó en [2]. Sin embargo, Asmussen, [2], menciona que G es estacionaria

y que la tasa de cruce del nivel x cuando el proceso Vt es decreciente es la misma que la tasa

de cruce del nivel x cuando el proceso es creciente. Así notemos que debido a que V̇ = −p(V )

y que consideramos a p(x) una función no negativa, entonces consideramos a la función p(x)

como la función de tasa cuando Vt decrece y g(x) denota la probabilidad de que el proceso {Vt}

esté cerca de x cuando t es muy grande, por lo tanto, p(x)g(x) representa la tasa de cruce el

nivel de reserva x de proceso Vt cuando es decreciente.

Por otro lado, para que Vt sea creciente en un intervalo de tiempo, es necesaria la llegada

de un reclamo, por lo tanto si Vt está en el estado de reserva y 6= 0, es necesario un reclamo

de tamaño, al menos, x − y para lograr cruzar el nivel de reserva x. Así, β
x∫
0
B̄(x − y)g(y)dy

representa p(x)g(x) representa la tasa de cruce el nivel de reserva x de proceso Vt cuando es

decreciente y g0βB̂(x) aborda el caso cuando Vt empieza en el estado de reserva y = 0.
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3.2. Un caso más general

En esta sección, supondremos que tenemos un proceso en el que no necesariamente tenemos

los saltos de los reclamos descritos en el modelo de riesgo con prima dependiente de la reserva,

en este caso, nos interesará encontrar la probabilidad de que tal proceso llegue a cierto estado.

Consideremos las siguientes definiciones:

Definición 3.2.1. Sea (Ω,F ) un espacio medible. Una filtración en (Ω,F ) es una familia no

decreciente {Ft}t≥0 de sub-σ-álgebras de F .

Afirmación: dado un proceso estocástico {Xt}t≥0 definido en el espacio (Ω,F ,P), se tiene que

FX
t = σ(Xs : 0 ≤ s ≤ t) con t ≥ 0 es una filtración en (Ω,F ). Demostración: Primero notemos

que debido a que FX
t es la σ-álgebra más pequeña que contiene todos los subconjuntos de la

familia {X−1
s (A) : A ∈ B(R)}0≤s≤t ⊂ F entonces sólo falta verificar que FX

t es una familia no

decreciente, para esto, tomemos t1 < t2. Como {X−1
s (A) : A ∈ B(R)}0≤s≤t1 ⊂ {X−1

s (A) : A ∈

B(R)}0≤s≤t2 entonces FX
t1 ⊂ FX

t2 .

A la filtración {FX
t }t≥0 le llamaremos filtración canónica o natural.

Definición 3.2.2. El proceso estocástico X = {Xt}t≥0 es adaptado a la filtración {Ft}t≥0

si para cada t ≥ 0, Xt es una variable aleatoria Ft-medible, es decir, para todo A ∈ B(R),

X−1(A) ∈ Ft.

Observación: todo proceso X es adaptado a la filtración canónica

Definición 3.2.3. Decimos que una función T : Ω→ R es un tiempo de paro si {T ≤ t} ∈ Ft

para toda t ≥ 0.

Observación: dado un tiempo de paro T , se afirma que FT = {A ∈ F : A∩{T ≤ t} ∈ Ft, t ≥ 0}

es una sub-σ-álgebra de F .

Demostración:

Como {FT }T≥0 ⊆ F , basta probar que {FT }T≥0 es una σ- álgebra.

1. Notemos que como ∅∩{T ≤ t} = ∅ ∈ Ft para toda t ≥ 0 ya que cada Ft es una σ-álgebra

entonces ∅ ∈ FT .

2. Sean A1, A2, A3, ... ∈ FT . Como (
⋃
n∈N

An)∩{T ≤ t} =
⋃
n∈N

(An∩{T ≤ t}), cada (An∩{T ≤
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t}) ∈ Ft y {Ft}t≥0 es una σ-álgebra entonces (
⋃
n∈N

An) ∩ {T ≤ t} ∈ Ft.

3. Sea A ∈ FT , tenemos que A ∩ {T ≤ t} ∈ Ft y podemos escribir Ac ∩ {T ≤ t} = {T ≤

t} − (A ∩ {T ≤ t}) ∈ Ft.

Así, {FT }T≥0 es una sub-σ- álgebra de F y por lo tanto, una sub-σ-álgebra de F .

Informalmente, el espacio de eventos FT tiene información hasta el tiempo aleatorio T , es

decir, es una colección de conjuntos medibles que son determinados hasta el proceso de tiempo

T .

Definición 3.2.4. Consideremos el espacio de probabilidad (Ω,F ,P). Sea X = {Xt}t≥0 un

proceso estocástico no negativo. Consideremos la filtración canónica {Ft}t≥0 y sea T : Ω→ R

un tiempo de paro respecto a la filtración natural. Decimos que X posee la propiedad fuerte de

Markov con respecto a T si las distribuciones XT+s dado XT = x y Xs dado X0 = x coinciden

para toda x ≥ 0.

Si G es una sub-σ-álgebra de F y {ω ∈ Ω : X(ω) ≤ x} ∈ G para todo x ∈ R entonces

diremos que X es G -medible.

Supongamos que {Rt}t≥0 es un proceso estocástico con parámetro de tiempo continuo t que

posee la propiedad fuerte de Markov y que tiene trayectorias Rt continuas de t con probabilidad

1. Consideraremos las siguientes suposiciones que llamaremos H3:

1. El espacio de estados del proceso {Rt}t≥0 es el intervalo I = [0,∞).

2. Para toda u ≥ 0, el proceso es regular en el interior de I, es decir, P[Ty <∞|R0 = u] > 0

con y > 0.

3. Para cada h > 0, denotamos por ∆hR al incremento Rh − R0 y supondremos que para

toda u ≥ 0, existen los parámetros µ(u) y σ2(u) definidos por

µ(u) = ĺım
h↓0

1
h
E[∆hR|R0 = u] σ2(u) = ĺım

h↓0

1
h
E[(∆hR)2|R0 = u]. (3.2.1)

4. Las funciones µ(u) y σ2(u) son continuas de u y doblemente diferenciables en I.
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5. σ2(u) > 0 para toda u ≥ 0.

Primero, para ver la información que nos dan los parámetros µ(u) y σ2(u) recordemos que si f

es diferenciable,

f(u+ h) = f(u) + hf ′(u) + o(h)

y esta fórmula es llamada aproximación diferencial de f.

Dada u ≥ 0, como suponemos que existe el límite

µ(u) = ĺım
h↓0

1
h
E[∆hR|R0 = u] = ĺım

h↓0

E[Rh|R0 = u]− E[R0|R0 = u]
h

,

eso implica que la función E[Rx|R0 = u] es diferenciable en cero y además, su derivada es µ(u).

Lo anterior implica que podemos escribir su aproximación diferencial como,

E[Rh|R0 = u] = E[R0|R0 = u] + hµ(u) + o(h).

Por otro lado, por definición de varianza,

V ar[∆hR|R0 = u] = E[(∆hR)2|R0 = u]− (E[∆hR|R0 = u])2

en términos de la aproximación diferencial tenemos que

E[(∆hR)2|R0 = u]− (E[∆hR|R0 = u])2 = σ2(u)h+ o(h)− (hµ(u) + o(h))2

y por propiedades de o(h),

σ2(u)h+o(h)−(hµ(u)+o(h))2 = σ2(u)h+o(h)−(hµ(u))2−2hµ(u)o(h)−o(h)2 = σ2(u)h+o(h).

Así, notemos que µ(u) es la tasa de cambio de la función E[Rx|R0 = u] en x = 0 y entonces

µ(u) y σ2(u) representan la media y la varianza del proceso de riesgo en una vecindad muy

pequeña de u, respectivamente.
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El interés será la probabilidad de que el proceso {Rt}t≥0 llegue al estado cero, y supondremos

a este evento como la ruina del proceso, es decir,

ψ(u) = P[T0 <∞|R0 = u] (3.2.2)

donde

T0 = ı́nf{Rt = 0|R0 = 0}

es el tiempo en el que se llega por primera vez al estado cero en caso de que esto suceda, de

otra manera, denotaremos T0 =∞.

Suponemos que µ(x) y σ2(x) son continuas, entonces ya vimos que se cumple:

E[∆hR|R0 = x] = µ(x)h+ o(h) (3.2.3)

V ar[∆hR|R0 = x] = σ2(x)h+ o(h). (3.2.4)

Lo primero es definir un coeficiente de ajuste local, para esto proponemos a γ(x) = −2µ(x)
σ2(x) como

candidato y veremos que funciona para crear una cota superior sobre la probabilidad de ruina

del proceso {Rt}t≥0.

Para un mejor manejo de los calculos que se realizarán a continuación, consideremos las

siguientes definiciones:

s(x) = exp


x∫

0

γ(y)dy

 (3.2.5)

S(x) =
x∫

0

s(n)dn (3.2.6)
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S(∞) =
∞∫
0

s(y)dy. (3.2.7)

La idea es primero encontrar una expresión explícita para la probabilidad de que el proceso

{Rt} llegue primero al estado a que al estado b con 0 < a ≤ u ≤ b para, posteriormente, aplicar

un proceso límite para encontrar ψ(u). Para nuestro fin, será útil el siguiente teorema.

Teorema 3.2.1. Sean 0 < a ≤ u ≤ b y definimos ψa,b(u) la probabilidad de que el proceso

{Rt} que cumple H3, con media µ(x) y varianza σ2(x) para toda x ≥ 0, llegue al estado a > 0

antes del estado b > 0 empezando en u > 0 al tiempo cero, entonces

ψa,b(u) = S(u)− S(a)
S(b)− S(a) . (3.2.8)

Demostración:

Sean x ≥ 0, definimos Tx como la probabilidad de que el proceso {Rt} llegue al nivel de reserva

x por primera vez, es decir,

Tx = ı́nf{t ≥ 0 : Rt = x}

y denotamos por v(x) a la probabilidad de llegar al nivel de reserva a antes de llegar al nivel

de reserva b con capital inicial x, esto es

v(x) = P[Ta < Tb|R0 = x] a < x < b. (3.2.9)

Asumimos los siguientes supuestos que llamaremos H4:

i) v(u) es continua e infinitamente diferenciable.

ii) v(a) = 1 y v(b) = 0.

iii) v(u) es analítica para toda u ≥ 0.

Para encontrar una expresión que relacione a µ(x), σ2(x) y la probabilidad de llegar primero

al nivel de reserva a que al nivel de reserva b, empezando en x, ahora consideremos h un tiempo

suficientemente pequeño tal que la probabilidad de alcanzar a o b al tiempo h sea despreciable,
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es decir, P [{Ta ≤ h} ∪ {Tb ≤ h}] = o(h). Notemos que podemos encontrar esta h debido a

que (3.2.2) y (3.2.3) nos dicen que la media y la varianza no varían demasiado en un intervalo

pequeño.

Definimos el evento E = {Ta ≤ h}∪{Tb ≤ h}. Al tiempo h, condicionando a la posición Rh,

la probabilidad de alcanzar b antes de a es v(Rh), por lo tanto, por la ley de probabilidad total

v(x) = P[Ta < Tb|{R0 = x} ∩ Ec]P[Ec] + P[Ta < Tb|{R0 = x} ∩ E]P[E].

Como P[Ta < Tb|{R0 = u} ∩ E] = P[Ta < Tb|{R0 = u} ∩ ({Ta ≤ h} ∪ {Tb ≤ h})] <∞,

v(u) = P[Ta < Tb|{R0 = u} ∩ ({Ta > h} ∩ {Tb > h})]P[{Ta > h} ∩ {Tb > h}] + o(h),

además, ĺım
h↓0

P[{Ta > h} ∩ {Tb > h}] = 0, entonces

v(u) = P[Ta < Tb|{R0 = u} ∩ [{Ta > h} ∩ {Tb > h}]].

Luego, como {Rt}t≥0 posee la propiedad fuerte de Markov, para todo t ≥ 0, Rt+h dado Rh se

distribuye igual que Rt dado R0 y así, hasta el tiempo h, si aún no se alcanzan los niveles de

reserva a o b tenemos que

v(x) = E[v(Rh)|R0 = x] + o(h).

Sea ∆R = Rh − x y por los supuestos I), III) de H4, consideramos la serie de Taylor de v

en ∆X

v(Rx) = v(x+ ∆R) = v(x) + ∆Rv′(x) + 1
2(∆R)2v′′(x) + ... (3.2.10)

debido a que los términos después del término cuadrático con de orden menor a (∆R)2, los

denotaremos por o(h).

v(x) = E[v(Rh)|R0 = x] + o(h) por (3.2.9)

= E[v(∆hR+ x)|R0 = x] + o(h) por definición de ∆hR
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= E[v(x) + ∆hRv
′(x) + 1

2(∆hR)2v′′(x) + o(h)|R0 = x] + o(h) por (3.2.10)

= v(x) + E[∆hR|R0 = x]v′(x) + 1
2E[(∆hR)2|R0 = x]v′′(x) + o(h) linealidad de E

= v(x) + [µ(x)h+ o(h)]v′(x) + 1
2 [σ2(x)h+ o(h)]v′′(x) + o(h) por (3.2.3) y (3.2.4)

= v(x) + µ(x)hv′(x) + 1
2σ

2(x)hv′′(x) + o(h)[v′(x) + 1
2v
′′(x) + 1]

= v(x) + µ(x)hv′(x) + 1
2σ

2(x)hv′′(x) + o(h)

por lo tanto,

v(x) = v(x) + µ(x)hv′(x) + 1
2σ

2(x)hv′′(x) + o(h),

entonces

0 = µ(x)hv′(x) + 1
2σ

2(x)hv′′(x) + o(h)

dividiendo entre h y tomando el límite cuando h→ 0

µ(x)v′(x) + 1
2σ

2(x)v′′(x) = 0. (3.2.11)

Sea C∞([0,∞)) el conjunto de funciones con dominio en [0,∞), contradominio en R, infinita-

mente diferenciables, definimos el operador L : C∞([0,∞))→ C∞([0,∞)) como

Lf(x) = µ(x)f ′(x) + 1
2σ

2(x)f ′′(x), (3.2.12)

por (3.2.11), buscamos una solución a Lf = 0, para ello consideremos el siguiente lema.

Lema 3.2.1 Sea Lf definido como en (3.1.11), s(x) definido como en (3.1.5) entonces

Lf(x) = 1
2σ

2(x)s(x) d
dx

[ 1
s(x)

df(x)
dx

]
(3.2.13)

Demostración:

Por definición de Lf ,

Lf(x) = µ(x)f ′(x) + 1
2σ

2(x)f ′′(x)

notemos que s′(x)
s(x) =

(
−2µ(x)
σ2(x)

)
s(x)

s(x) = −2µ(x)
σ2(x) , entonces µ(x) = −1

2σ
2(x) s

′(x)
s(x) , sustituyendo ésta
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expresión tenemos:

µ(x)f ′(x) + 1
2σ

2(x)f ′′(x) = −1
2σ

2(x)s
′(x)
s(x) f

′(x) + 1
2σ

2(x)f ′′(x)

factorizando 1
2σ

2(x)s(x),

−1
2σ

2(x)s
′(x)
s(x) f

′(x) + 1
2σ

2(x)f ′′(x) = 1
2σ

2(x)s(x)
(
− s
′(x)
s2(x)f

′(x) + 1
s(x)f

′′(x)
)

y, por la regla de la cadena,

1
2σ

2(x)s(x)
(
− s
′(x)
s2(x)f

′(x) + 1
s(x)f

′′(x)
)

= 1
2σ

2(x)s(x) d
dx

[ 1
s(x)

df(x)
dx

]

Así tenemos que nos interesa encontrar una función f(x) tal que:

Lf(x) = 1
2σ

2(x)s(x) d
dx

[ 1
s(x)

df(x)
dx

]
= 0

y por ello es suficiente encontrar una función doblemente diferenciable en [0,∞) tal que

1
s(x)

df(x)
dx

= β (3.2.14)

para alguna constante β > 0. Notemos que una función que cumple (3.2.14) es f(x) = βS(x)+α

donde recordemos que para toda x ≥ 0, S(x) =
x∫
0
γ(y)dy y además, notemos que S(x) es

doblemente diferenciable en [0,∞) porque γ(x) lo es.

Luego, f ′(x) = βS′(x) = s(x) entonces,

Lf(x) = 1
2

[ 1
m(x)

1
dx

( 1
s(x)

df(x)
dx

)]
= 1

2

[ 1
m(x)

1
dx

( 1
s(x)

dβS(x) + α

dx

)]

lo cual se simplifica a

1
2

[ 1
m(x)

1
dx

( 1
s(x)

dβS(x) + α

dx

)]
= 1

2

[ 1
m(x)

1
dx

(
s(x) 1

s(x)

)]
= 0.
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Por otro lado, recordemos las condiciones iniciales en los supuestos S1, v(a) = 0 y v(b) = 1,

así tenemos que 0 = βS(a) + α entonces α = −βS(a) y 1 = βS(b) + α lo cual implica que

β = 1−α
S(b) = 1+βS(a)

S(b) entonces,

v(u) = S(x)
S(b)− S(a) − βS(a) = S(x)− S(a)

S(b)− S(a) .

Con el siguiente teorema y con ayuda de (3.2.14) encontraremos una expresión explícita para

la probabilidad de ruina del proceso {Rt}t≥0.

Teorema 3.2.2 Consideremos un proceso de tiempo continuo {Rt}t≥0 en [0,∞) que cumple

las suposiciones H4, tal que la media µ(x) y la varianza σ2(x) son funciones continuas de x y

σ2(x) > 0 conocidas para toda x > 0. Asumamos también que S(x) definida como en (3.2.7) es

finita para toda x > 0 y que se cumplen las suposiciones del teorema 3.2.1. Si

S(∞) <∞ (3.2.15)

entonces 0 < ψ(u) < 1 para toda u > 0 y

ψ(u) = 1− S(u)
S(∞) .

Demostración:

Notemos que la probabilidad de ruina del proceso de riesgo con capital inicial u puede escribirse

como la probabilidad de llegar al estado 0 en un tiempo finito, es decir,

ψ(u) = P[T0 <∞|R0 = u]. (3.2.16)

Por el Teorema 3.2.1, ya sabemos que si 0 < a ≤ u ≤ b, entonces

ψa,b(u) = P[Ta < Tb|R0 = u] = S(u)− S(a)
S(b)− S(a) ,
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tomando límite cuando a ↓ 0

ĺım
a↓0

ψa,b(u) = ĺım
b↓0

S(u)− S(a)
S(b)− S(a) = ĺım

a↓0

S(u)− S(a)

S(b)−
a∫
0
s(n)dn

= S(u)− S(a)
S(b) = 1− S(u)

S(a)

Caso 1. S(∞) =∞

ψ(u) = ĺım
a↑∞

(
1− S(u)

S(a)

)
= 1

Caso 2. S(∞) <∞

ψ(u) = ĺım
a↑∞

(
1− S(u)

S(a)

)
= 1− S(u)

S(∞) ,

en particular, si u > 0 entonces, S(u) > 0, lo cual implica que ψ(u) < 1.

Como en el capítulo 2, Teorema 2.2.1, definimos a I(u) =
u∫
0
γ(x)dx, notemos que

ψ(u) = e−I(u)

∞∫
0
exp

{
−

y∫
0
γ(x+ u)dx

}
dy

∞∫
0
exp

{
−

y∫
0
γ(x)dx

}
dy

≤ e−I(u).

Por lo tanto, tenemos que γ(x) = 2µ(x)
σ(x)2 funcionó como coeficiente de ajuste local para encontrar

una cota superior de ψ(u), la probabilidad de ruina del proceso {Rt}t≥0 con media µ(x) y

varianza σ2(x), ya que se cumple la desigualdad de Cramér-Lundberg.

A continuación, daremos una aplicación que cumple las suposiciones de este capítulo y para

el cual podemos mostrar explícitamente las probabilidades de ruina y la cota superior sobre

ellas, encontradas en esta sección.

3.2.1. Probabilidad de extinción en una población

Consideremos una población de tamaño N , compuesta de dos tipos de población: A y B.

Supongamos que el tamaño de población de tipo A es i y por lo tanto, el tamaño de la población

tipo B es N − i. La siguiente generación está sujeta a selección y está formada de elegir N

individuos de la población, es decir, la generación n + 1 únicamente depende de la generación
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n. Estipulamos que no consideraremos la mutación y las habilidades de supervivencia relativas

de los tipos A y B en contribución con la siguiente generación están en un radio de 1 + s a 1

donde s se considera pequeño y positivo. Así, el tipo de población A, es selectivamente superior

al tipo B. Tomando en cuenta esta fuerza de selección, la proporción esperada de población

tipo A sobre el total está dada por

pi = (1 + s)i
(1 + s)i+ (N − i) . (3.2.2.1)

Supongamos que la composición de la siguiente generación está determinada mediante N

ensayos binomiales donde la probabilidad de producir un individuo tipo A en cada ensayo es

pi. Sea {Xn}n∈N el número de individuos de la población de tipo A en la generación número n,

este proceso es una cadena de Markov por construcción y su matriz de transición está dada por

Pij = P[Xn+1 = j|Xn = i] =
(
N

j

)
pji (1− pi)

N−j (3.2.2.2)

es decir, dado Xn = i, la variable aleatoria que denota la proporción del tipo A en una población

de N individuos se distribuye binomial con parámetros N y pi.

Para utilizar el resultado del Teorema 3.2.1, que nos ayuda a encontrar la probabilidad de

ruina de un proceso fuerte de Markov con tiempo continuo que cumple las suposiciones H1 y

H2, definimos el proceso {Yt}t≥0 como

YN (t) = X([Nt])
N

(3.2.2.3)

donde [Nt] denota la generación número [Nt], es decir, si t = 1, YN (t) es el proceso que

corresponde al promedio de población de tiempo A en un lapso de N generaciones y es decir,

YN (t) representa la fracción del tipo A de población en la generación [Nt].

Debido a que nuestro objetivo es encontrar la probabilidad de extinción de los individuos

tipo A en la población, para nuestro fin, podemos notar que dada la sucesión {XN}N≥0 de

procesos estocásticos discretos, la cadena XN
N aporta la misma información que la cadena XN
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y además, en [6] se discuten y demuestran los siguientes puntos:

{XN}N≥0 y
{
XN
N

}
N≥0

son cadenas de Markov.

La cadena
{
XN
N

}
N≥0

es una martingala acotada entre 0 y 1 cuando N tiende a infinito.

{YN}N≥0 tiene trayectorias continuas por la derecha con límites por la izquierda.

{YN}N≥0 es constante en [aN, (a+ 1)N) con a ∈ N.

{YN}N≥0 converge débilmente a un proceso de difusión Z llamado proceso de difusión de

Wright - Fisher.

Por lo tanto, a esta sucesión de cadenas
{
XN
N

}
N≥0

se le puede asociar una sucesión de

procesos estocásticos de tiempo continuo {YN (t)}t≥0 que conserva, para cada N , la información

de XN y además, converge débilmente a un proceso de difusión cuando N tiende a infinito.

Dada esta convergencia, el proceso límite resulta ser una excelente aproximación continua al

modelo XN siempre que N sea suficientemente grande, por lo que tenemos dos alternativas:

1. Obtener una expresión para la probabilidad de ruina de YN para cada N ∈ N− {0}.

2. Obtener una expresión para la probabilidad de ruina de Z.

La segunda opción resulta tener más ventaja debido a que en ocasiones, la expresión resultante

es más sencilla de calcular, sin embargo, con la primera opción obtenemos una expresión exacta,

es por ello que consideraremos ésta última alternativa.

Notemos que para toda N ∈ N, el proceso {YN (t)}t≥0 tiene trayectorias continuas de t ya

que en particular, son funciones a trozos de t y sólo son discontinuas en un conjunto numerable

de puntos, es decir, de medida cero. Consideremos los siguientes supuestos que llamaremos H4:

i) El proceso {YN (t)}t≥0 posee la propiedad fuerte de Markov para toda N ∈ N.

ii) El proceso {YN (t)}t≥0 cumple los supuestos H y S1 para toda N ∈ N.
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Sean h = 1
N , y ∆YN (t, h) definida como

∆YN (t, h) = YN (t+ h)− YN (t) = X([Nt] + 1)−X([Nt])
N

.

Debido a que suponemos que existen los parámetros µN (x) y σ2
N (x) para toda x ≥ 0, nos basare-

mos en su interpretación con la aproximación diferencial de las funciones E[∆YN (t, h)|YN (0) =

u] y V ar[∆YN (t, h)|YN (0) = u] para obtener una expresión para los parámetros de la media y la

varianza en una vecindad pequeña de cada punto en cada proceso {YN (t)}t≥0. Así, calculamos

la media y la varianza del incremento ∆YN (t, h), sean s = σ
N y u = i

N para alguna i > 0 y para

alguna σ > 0,

E[∆YN (t, h)|YN (t) = u] = E
[
YN (t+ 1

N
)− YN (t)|YN (t) = i

N

]

así pues,

E[∆YN (t, h)|YN (t) = u] = E
[
YN (t+ 1

N
)− i

N
|YN (t) = i

N

]
.

Notemos que si YN (t) = i
N entonces, por definición de YN en (3.2.2.3), X[Nt]

N = i
N lo cual implica

que X[Nt] = i ≤ N y así, el número de individuos del tipo A en la generación X[Nt+ 1] estará

dada por pi, definida en (3.2.2.1). Por lo tanto,

E
[
YN

(
t+ 1

N

)
− i

N
|YN (t) = i

N

]
=
(
E
[
YN

(
t+ 1

N

)
|YN (t) = i

N

]
− E

[
i

N
|YN (t) = i

N

])

por definición del proceso {YN (t)}t≥0,

(
E
[
YN

(
t+ 1

N

)
|YN (t) = i

N

]
− E

[
i

N
|YN (t) = i

N

])
= 1
N

E
[
X

[
N

(
t+ 1

N

)]
|X[Nt] = i

]
− i

N

por (3.2.2.2),
1
N

E
[
X

[
N

(
t+ 1

N

)]
|X[Nt] = i

]
− i

N
= pi −

i

N
.
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Después, por (3.2.2.1)

pi −
i

N
= (1 + s)i/N

(1 + s)i/N + (1− i/N) −
i

N

como s = σ
N ,

(1 + s)i/N
(1 + s)i/N + (1− i/N) −

i

N
= (1 + σ/N)i/N

(1 + σ/N)i/N + (1− i/N) −
i

N

debido a que h = 1
N y u = i

N ,

(1 + σ/N)i/N
(1 + σ/N)i/N + (1− i/N) −

i

N
= σhu(1− u)

1 + σhu
,

multiplicando por 1
h

1
h
E
[
∆YN (t, h)|YN (t) = i

N

]
= σu(1− u)

1 + σhu
,

tomando el límite cuando h tiende a cero,

ĺım
h↓0

1
h
E[∆YN (t, h)|YN (t) = u] = σu(1− u)

y de aquí podemos concluir que para toda i ≥ 0, µN (u) = σu(1− u).

Similarmente,

E
[
(∆YN (t, h))2|YN (t) = i

N

]
= E

[(
YN

(
t+ i

N

)
− YN (t)

)2
|YN (t) = i

N

]
,

E
[(
YN

(
t+ i

N

)
− YN (t)

)2
|YN (t) = i

N

]
= E

[(
YN

(
t+ 1

N

)
− i

N

)2
|YN (t) = i

N

]

desarrollando el binomio al cuadrado,

E
[(
YN

(
t+ 1

N

)
− i

N

)2
|YN (t) = i

N

]
= E

[(
YN

(
t+ 1

N

))2
− 2YN

(
t+ 1

N

) 1
N

+
( 1
N

)2
|YN (t) = i

N

]

por la linealidad de la esperanza tenemos que el lado derecho de la igualdad también puede
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verse como

E
[(
YN

(
t+ 1

N

))2
|YN (t) = i

N

]
− 1
N

E
[
2YN

(
t+ 1

N

)
|YN (t) = i

N

]
+
( 1
N

)2

por (3.2.2.2) y por la definición del proceso {Yt}t≥0, la expresión anterior puede escribirse como

Npi(1− pi +Npi)−
2
N
pi +

( 1
N

)2
= 1
h
pi

(
1− pi + 1

h
pi

)
− 2hpi + h2

multiplicando por 1
h ,

1
h
E
[
(∆YN (t, h))2|YN (t) = 1

N

]
= 1
h2 pi

(
1− pi + 1

h
pi

)
− 2pi + h

como h = 1
N y u = i

N , el lado derecho de la igualdad anterior es

1
h2

(
hσu(1− u)

1 + σhu

)[
1−

(
hσu(1− u)

1 + σhu

)
+ 1
h

(
hσu(1− u)

1 + σhu

)]
− 2

(
hσu(1− u)

1 + σhu

)
+ h

entonces,

σ2
N (u) = ĺım

h↓0

1
h
E[(∆YN (t, h))2|YN (t) = h] = u(1− u)

por lo tanto,

γN (u) = −2σu(1− u)
u(1− u) = −2σ.

Recordemos las definiciones (3.2.5), (3.2.6) y (3.2.7), en este caso para toda x ≥ 0,

s(x) = exp


x∫

0

γN (s)ds

 = exp

−
x∫

0

2σds

 = exp {−2σx} ,

S(x) =
x∫

0

exp{−2σy}dy = − exp{−2σx}+ 1
2σ

y

S(∞) =
∞∫
0

exp{−2σy}dy = 1
2σ <∞
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lo que significa que se cumplen las hipótesis del teorema (3.2.1) y así podemos concluir

ψN (u) = 1−
− exp{−2σu}+1

2σ
1

2σ
= e−2σu

donde σ = Ns. Debido a que ψN (u) representa la probabilidad de ruina del proceso estocástico

YN (t) = X[Nt]
N que denota el promedio de población en [Nt] generaciones, estamos diciendo que

la extinción es considerada cuando este promedio es muy cercano a cero.
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Capítulo 4

Cambio de medida

Recordemos el proceso de riesgo con prima dependiente de la reserva, R = {Rt}t≥0, definido

en (2.0.1) como

Rt = u+
t∫

0

p(Rs)ds−At

donde u ≥ 0 es el capital inicial, p(r) es una función no decreciente que determina la prima

y At =
N(t)∑
k=1

Uk es la suma de reclamos acumulados hasta el tiempo t. Además, consideramos

las suposiciones H1 y H2 mencionadas en la páginas 3 y 14, respectivamente. En esta sección,

para cada u ≥ 0 se buscará ver a la probabilidad de ruina como la esperanza de una variable

aleatoria, Xu, que dependerá, en particular, del coeficiente de ajuste definido en el capítulo 2 y

del tiempo en el que sucede la ruina, τu.

Se podría pensar como un estimador insesgado para la probabilidad de ruina, sin embargo,

notemos que debido a que la variable aleatoria buscada dependerá del tiempo en el que sucede

la ruina, en este trabajo no se simulará la probabilidad de ruina. En este capítulo únicamente

se dará una expresión para dicha variable aleatoria mediante un cambio de medida.

Consideremos las siguientes definiciones preliminares:

Definición 4.1. Sea R = {Rt}t≥0 un proceso de Markov definido en (Ω,F ), adaptado a la fil-

tración natural {Ft}t≥0 y no negativo. Decimos que el procesoM es un funcional multiplicativo
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respecto a R si para toda t ≥ 0 existe θt : Ω→ Ω tal que para toda s ≥ 0 se cumple

Mt+s = Mt · (Ms ◦ θt)

con probabilidad uno respecto a {Pt}t≥0 donde Pt es la función de distribución de Rt para toda

t ≥ 0 y además, para toda ω ∈ Ω, (Ms ◦ θt)(ω) representa la información de M , hasta t + s a

partir de t. A θt : Ω→ Ω lo llamaremos el operador desplazamiento.

Definición 4.2. Sea (Ω,F ) un espacio de medida. Decimos que un proceso estocástico X =

{Xt}t≥0 es una martingala respecto a {Ft}t≥0 si se cumple lo siguiente:

a) {Ft}t≥0 es una filtración y X está adaptado a {Ft}t≥0.

b) E[|Xt|] <∞ para toda t ≥ 0.

c) E[Xs|Ft] = Xt para toda s > t.

Definición 4.3. Una probabilidad de transición continua Qt(y,B) con t ≥ 0, y ∈ S, el

espacio de estados de Y , B ∈ B(S), es una función con las siguientes propiedades:

i) Qt(y,B) es una probabilidad de medida en B para cada t y y fijas;

ii) Qt(y,B) es B ∈ B(S) medible en y para t y B fijos;

iii) Qt(y,B) satisface la ecuación de Chapman - Kolmogorov

Qs+t(y,B) =
∫
S

Qt(y, z)Qs(z,B)dz

para cada s, t ≥ 0;

iv) Qt(y,B) = 1 si y ∈ B y Qt(y,B) = 0 en otro caso, cuando t→ 0 + .

Definición 4.4. Un proceso de Markov Y decimos que es homogéneo o tiene probabilidades

de transición estacionarias si

P[Y (t) ∈ B|Y (s) = y] = Qt−s(y,B)
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para alguna probabilidad de transición Qt(y,B).

Se utilizará una técnica llamada muestro de importancia que consiste en un cambio de

medida, es decir un cambio en la distribución de probabilidad por alguna conveniente de tal

manera que los eventos raros sucedan más seguido.

Es decir, supongamos que queremos calcular

E[h(X)] =
∞∫
−∞

h(x)f(x)dx

donde X es una variable aleatoria continua con función de densidad f(x) y h es una función

real que incluso puede ser 1{X>b} con b un número real.

Consideremos g(x), otra función de densidad tal que f(x) = 0 siempre que g(x) = 0,

entonces

E[h(X)] =
∞∫
−∞

h(x)f(x)dx =
∞∫
−∞

[
h(x)f(x)

g(x)

]
g(x)dx = Ê

[
h(X)f(X)

g(X)

]

donde Ê denota la esperanza cuando g es tomada como función de distribución de X. En otras

palabras, si X tiene función de distribución g, entonces el valor esperado de h(X)f(X)
g(X) es el

mismo que el buscado en principio. Por lo tanto, nuestro trabajo es encontrar las características

de g(x) para hacer un cambio de medida conveniente.

En este caso, un cambio de medida es realizado de encontrar un proceso estocástico {Mt}t≥0

el cual es una martingala con respecto a cada {Pt}t≥0, es no negativo y E[Mt] = 1 para toda

t ≥ 0. Así, el problema es encontrar cuáles características deben tener {Rt}t≥0 y {Mt}t≥0 para

asegurar dicho cambio de medida. Para ello, en Asmussen, [2], página 43 tenemos el siguiente

teorema que nos proporciona un proceso de Markov para dicho cambio de medida.

Teorema 4.1. Sea {Rt}t≥0 un proceso de Markov con respecto a la filtración natural {Ft}t≥0.

Sea {Mt}t≥0 una martingala no negativa con E[Mt] = 1 para toda t ≥ 0 y sea P̃(A) =

E[Mt;A] =: E[MtIA], entonces la familia {P̃t}t≥0 define un proceso de Markov con tiempo

homogéneo si y sólo si {Mt}t≥0 es un funcional multiplicativo.
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Así, basta encontrar un funcional multiplicativo {Mt}t≥0 que sea una martingala y que además,

E[Mt] = 1 para toda t ≥ 0. Para nuestro fin, para cada t ≥ 0 definimos

Mt = exp

−
t∫

0

γ(Rs)p(Rs)ds+
N(t)∑
k=1

γ(RTk− )Uk

 (4.1)

donde si s 6= Tk para toda k ∈ N−{0} entonces Rs− = Rs y si s = Tk para alguna k ∈ N−{0}

entonces Rs− = RT−
k

=: RTk + Uk. Es decir, estamos considerando el monto del reclamo sobre

la reserva justo después del tiempo en el que sucede dicho reclamo como se muestra en la figura

4-1.

Figura 4-1: Comparación entre los procesos Rt y Rt− .

Por el Teorema 4.1, basta probar la siguiente proposición.

Proposición 4.1. Sea {Rt}t≥0 el proceso de riesgo con prima dependiente de la reserva, definido

en (2.0.1) y Mt definido como en (4.1), ambos procesos de riesgo en el espacio de probabilidad

(Ω,F ,P), entonces se cumple:

a) Mt es no negativa para toda t ≥ 0.

b) Mt es un funcional multiplicativo.

c) E[Mt] = 1 para toda t ≥ 0.

d) {Mt}t≥0 es una martingala.

Demostración:
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El inciso a) se sigue de la definición de Mt.

Para el inciso b), consideremos s, t ≥ 0 y ω ∈ Ω. Para el vector desplazamiento definimos θt

tal que se cumple

(Ms ◦ θt)(ω) = exp

−
t+s∫
t

γ(Rs)p(Rs)ds +
N(t+s)−N(t)∑

k=N(t)
γ(RTk− )Uk


y notemos que de esta manera, tenemos la información de {Mt}t≥0 desde t hasta t+ s.

Así, por definición del proceso {Mt}t≥0,

Mt+s = exp

−
t∫

0

γ(Rs)p(Rs)ds +
N(t+s)∑
k=1

γ(RTk− )Uk


separando la suma y la integral en la expresión anterior tenemos

exp

−
t∫

0

γ(Rs)p(Rs)ds −
t+s∫
t

γ(Rs)p(Rs)ds +
N(t)∑
k=1

γ(RTk− )Uk +
N(t+s)−N(t)∑

k=N(t)
γ(RTk− )Uk

 ,
por conmutatividad

exp

−
t∫

0

γ(Rs)p(Rs)ds +
N(t)∑
k=1

γ(RTk− )Uk −
t+s∫
t

γ(Rs)p(Rs)ds +
N(t+s)−N(t)∑

k=N(t)
γ(RTk− )Uk


por propiedades de la exponencial,

exp

−
t∫

0

γ(Rs)p(Rs)ds +
N(t)∑
k=1

γ(RTk− )Uk}exp{−
t+s∫
t

γ(Rs)p(Rs)ds +
N(t+s)−N(t)∑

k=N(t)
γ(RTk− )Uk


y lo anterior es exactamente igual a

Mt(Ms ◦ θt).

Por lo tanto, {Mt}t≥0 es un funcional multiplicativo respecto a {Rt}t≥0.

Para el inciso c) probaremos que para cada t ≥ 0, la sucesión {E[Mt∧Tk ]}∞k=1 es constante,

igual a 1 y además converge a E[Mt]. Primero probaremos que E[Mt∧Tk ] = 1 para toda k ∈ N
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con k ≥ 1 y la prueba se hará por inducción matemática sobre k.

Para el caso base, k = 1, demostraremos que E[Mt∧T1 ] = 1 para toda t ≥ 0. Para un mejor

entendimiento del comportamiento de E[Mt∧T1 ] = 1, analizaremos los casos t < T1 y t ≥ T1.

Para el primer caso tenemos que si t < T1, entonces aún no tenemos reclamos, lo que quiere

decir que el comportamiento de {Rt}t≥0 puede ser descrito por ru(t), definida en (2.0.3), ya

que como se discutió en el capítulo 2, esta función sólo toma en cuenta el capital inicial y la

trayectoria de la prima, por lo tanto,

Mt∧T1 = exp

−
t∫

0

γ(ru(s))p(ru(s))ds

 .
Por otro lado, si t ≥ T1, t ∧ T1 = mı́n{t, T1} = T1 entonces,

Mt∧T1 = exp

−
T1∫
0

γ(Rs)p(Rs)ds + γ(RT−1 )U1

 .

Definimos h : R+ → R tal que h(x) =
x∫
0
γ(ru(y))p(ru(y))dy y recordemos que por (2.0.8)

tenemos que

h(x) =
x∫

0

γ(ru(y))p(ru(y))dy =
x∫

0

β(B̂[γ(ru(y))− 1])dy.

Veamos que

E[Mt∧T1 ] = E[E[Mt∧T1 |T1]]

por definición de esperanza sobre la variable aleatoria E[Mt∧T1 |T1],

E[E[Mt∧T1 |T1]] =
t∫

0

βe−βxe−h(x)B̂[γ(ru(x))]dx+ P[T1 > t] exp

−
x∫

0

γ(ru(y))p(ru(y))dy


como T1 se distribuye exponencial con media 1

β (ver apéndice, lema 5.2.1.) entonces

E[E[Mt∧T1 |T1]] =
t∫

0

βe−βxe−h(x)B̂[γ(ru(x))]dx+ e−βte−h(t).
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Por definición de γ(x) en (2.0.8),

E[Mt∧T1 ] =
t∫

0

e−βxe−h(x)(β + γ(ru(t))p(ru(t))dx+ e−βte−h(t)

como h′(x) = γ(ru(t))p(ru(t),

E[Mt∧T1 ] =
t∫

0

e−βxe−h(x)(β + h′(x))dx+ e−βte−h(t).

Notemos que
t∫

0
βe−βxe−h(x)dx − [e−βx−h(x)]|t0 −

t∫
0
βe−βxe−h(x)dx =

t∫
0
e−βxe−h(x)(β + h′(x))dx,

entonces

E[Mt∧T1 ] = −e−βt−h(t) + 1 + e−βte−h(t) = 1.

Ahora tomemos k ∈ N-{0} fija y supongamos que E[Mt∧Tk ] = 1. Primero notemos que si x ≥ 0

y definimos γ∗ = sup
0≤s≤ru(x)

γ(s) entonces

E
[

sup
0≤s≤x

Ms

]
≤ exp

γ∗
N(t)∑
k=1

Uk

 <∞ (4.3)

ya que por las suposiciones H1 en el capítulo 1, E[U1] <∞. Luego,

E[Mt∧Tk+1 ] = E[E[Mt∧Tk+1 |Ft∧Tk ]] = E[Mt∧Tk ] = 1.

Se sigue que E[Mt∧Tk ] para toda k ∈ N-{0} y por (4.3), podemos aplicar el Teorema de la

convergencia dominada (ver apéndice, teorema 5.2.3.), así concluimos E[Mt] = 1. Por último,

E[Mt+s|Ft] = E[Mt · (Ms ◦ θt)|Ft] = Mt · E[(Ms ◦ θt)|Ft] = Mt · 1 = Mt,

utilizando la propiedad multiplicativa y la propiedad de Markov. Por lo tanto, {Mt}t≥0 es una

martingala. Por el Teorema 4.1, P̃[A] = E[Mt;A], A ∈ Ft define una familia de medidas de

probabilidad {P̃t}t≥0 en F tal que {Rt}t≥0 es un proceso de Markov con tiempo homogeneo
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respecto a {P̃t}t≥0.

Finalmente, sólo nos queda ver de qué forma está definida está nueva medida para encontrar

el estimador insesgado para la probabilidad de ruina. Para este fin, consideremos el siguiente

teorema que se puede consultar en Asmussen, [2], página 41.

Teorema 4.2. Sea {Ft}t≥0 la filtración natural en Ω, F una σ-álgebra y P una probabilidad

de medida en (Ω,F ),

i) Si {Mt}t≥0 es una martingala no negativa con respecto a ({Ft}t≥0,P) tal que E[Mt] = 1

para toda t ≥ 0 eso implica que existe una única probabilidad de medida P̃ sobre F tal

que

P̃(A) = E[Mt;A], A ∈ Ft. (4.4)

ii) Si τ es un tiempo de paro y G ∈ Fτ , G ⊆ {τ <∞} entonces

P(G) = Ẽ[M−1
τ ;G]. (4.5)

Utilizando este último resultado tenemos que si tomamos G = {τu <∞} en efecto se cumple

ψ(u) = P[τu <∞] = Ẽ[M−1
τu ; τu <∞]

y utilizando la definición de {Mt}t≥0 concluimos

ψ(u) = Ẽ

exp
−

τu∫
0

γ(Rs)p(Rs)ds+
N(τu)∑
k=1

γ(RTk− )Uk

 ; τu <∞

 .
En conclusión, tenemos que mediante un cambio de medida, podemos ver a la probabilidad

de ruina como la esperanza de una variable aleatoria. Recordemos que en el capítulo 2, se

proporcionó la cota superior para la probabilidad de ruina

ψ(u) ≤ e
−

u∫
0
γ(x)dx
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y la aproximación

ψ(u) ≈ e
−

u∫
0
γ(x)dx

.

Ahora, notemos que con el cambio de medida realizado, tenemos que la probabilidad de ruina

es igual a la esperanza de la exponencial de una expresión que toma en cuenta el coeficiente de

ajuste pero que además, pondera sobre el proceso de riesgo que está compuesto por la prima y

los reclamos.
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Capítulo 5

Apéndice

5.1. Probabilidad

Definición 5.1.1. Una variable aleatoria discreta X decimos que tiene una distribución

Poisson con parámetro λ > 0 si su función de probabilidad está dada por

P[X = x] =


e−λ λ

x

x! si x = 0, 1, 2...

0 e.o.c.

La esperanza de X está dada por

E[X] =
∞∑
x=0

xe−λλx

x! = λ
∞∑
x=1

e−λλx−1

(x− 1)! = λe−λ
∞∑
j=0

λj

j! = λ

Definición 5.1.2. Una variable aleatoria continua X decimos que tiene una distribución ex-

ponencial con parámetro β > 0 si su función de densidad está dada por

fX(t) =


βe−βt si t > 0

0 e.o.c.
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La esperanza de X está dada por

E[X] =
∞∫
0

tfX(t)dt =
∞∫
0

tβe−βtdt = −teβt|∞0 +
∞∫
0

e−βtdt = 1
β
.

Proposición 5.1.2. Si {En, n ≥ 1} es una sucesión creciente o decreciente de eventos entonces

ĺım
n→∞

P(En) = P
(

ĺım
n→∞

En
)
.

Demostración: Supongamos primero que {En, n ≥ 1} es una sucesión creciente y definimos

los eventos Fn, n ≥ 1 por

F1 = E1

y si n > 1,

Fn = En

(
n−1⋃

1
Ei

)c
= EnE

c
n−1,

donde usamos el hecho En−1 =
n−1⋃

1
Ei ya que los eventos son decrecientes. Además,

∞⋃
i=1

Fi =
∞⋃
i=1

Ei

y para toda n ≥ 0,
n⋃
i=1

Fi =
n⋃
i=1

Ei,

entonces

P
[ ∞⋃
i=1

Ei

]
= P

[ ∞⋃
i=1

Fi

]
=
∞∑
1

Fi = ĺım
n→∞

n∑
i

Fi = ĺım
n→∞

P
[
n⋃
i=1

Fi

]
= ĺım

n→∞
P
[
n⋃
i=1

Ei

]
= ĺım

n→∞
P[En].

Por otro lado, si {En, n ≥ 1} es una sucesión decreciente entonces la sucesión {Ecn, n ≥ 1} es
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creciente, por lo anterior se cumple

P
[∞⋃

1
Eci

]
= ĺım

n→∞
P[Ecn].

Debido a que
∞⋃
1
Eci =

(∞⋂
1
Ei

)c
= ĺım

n→∞
P[Ecn], entonces

P
[
(
∞⋂
1
Ei)c

]
= ĺım

n→∞
P[Ecn]

entonces

P
[∞⋂

1
Ei

]
= ĺım

n→∞
P[En].

Definición 5.1.3. La función generadora de momentos de una variable aleatoria X es la

función definida por

MX(t) = E
[
etX

]
para t ∈ R.

Ejemplos:

a) X es una variable aleatoria que se distribuye normal con parámetros µ = 0 y σ2 = 1,

entonces si denotamos por fX a la función de densidad de la variable aleatoria X,

fX(x) = e
−x2

2
√

2π

con soporte= R. Veamos como queda la función generadora de momentos,

MX(t) = E[etX ] =
∞∫
−∞

etx
e
−x2

2
√

2π
dx =

∞∫
−∞

e
t2
2
e
t2
2 +tx−x

2
2

√
2π

dx = e
t2
2

∞∫
−∞

e
(x−t)2

2
√

2π
dx = e

t2
2 <∞.

En particular, {t ∈ R : MX(t) <∞} = R.
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b) X es una variable aleatoria que se distribuye exponencial con media λ = 1, es decir,

fX(x) = e−x

con soporte en (0,∞). Después,

MX(t) = E[etX ] =
∞∫
0

etxe−xdx =
∞∫
0

ex(t−1)dx = 1
1− t

entonces, {t ∈ R : MX(t) <∞} = R− {1}.

En la siguiente figura notemos que las dos gráficas tienen algo en común: convexidad en el

soporte de la variable aleatoria. En la siguiente proposición se concretará este resultado.

Figura 5-1: Funciones generadoras de momentos.

Proposición 5.1.4. Sea X una variable aleatoria positiva definida en I un intervalo. La función

generadora de momentos de X definida como MX(t) = E[etX ] es una función convexa en A =

{t ∈ I : MX(t) <∞}.

Demostración:
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Sean t1, t2 ∈ A y λ ∈ [0, 1]. Como la función exponencial es convexa en R, en efecto se cumple

exp(λt1 + (1− λ)t2) ≤ λexp(t1) + (1− λ)exp(t2)

luego,

E(exp(λt1 + (1− λ)t2)) ≤ E(λexp(t1)) + E((1− λ)exp(t2))

por último,

MX(λt1 + (1− λ)t2)) ≤MX(λt1) +MX((1− λ)(t2))

por lo tanto, MX , la función generadora de momentos de X es convexa.

5.2. Procesos estocásticos

Definición 5.2.1. Un proceso estocástico {A(t) : t ≥ 0} decimos que es un proceso

Poisson compuesto si puede ser representado como

A(t) =
N(t)∑
k=1

Yk, t ≥ 0

donde {N(t) : t ≥ 0} es un proceso Poisson y {Y i}∞i=1 es una familia de variables aleatorias

independientes idénticamente distribuidas y también independientes de {N(t) : t ≥ 0}.

Definición 5.2.2. Un proceso estocástico {N(t)} decimos que es un proceso de conteo si

N(t) representa el número total de eventos que ocurren hasta el tiempo t. Por lo tanto, este

proceso debe satisfacer:

i) N(t) ≥ 0

ii) N(t) ∈ Z

iii) Si s < t entonces N(s) ≤ N(t)

iv) Para s < t, N(t)−N(s) es igual al número de eventos que ocurren en el intervalo (s, t].
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Decimos que un proceso de conteo tiene incrementos independientes si el número de

eventos que ocurren en intervalos de tiempo ajenos son independientes.

Definición 5.2.3. Un proceso de conteo {N(t) : t ≥ 0} es un proceso Poisson con tasa λ > 0

si

(i) N(0) = 0

(ii) El proceso tiene incrementos independientes

(iii) El número de eventos en cualquier intervalo de longitud t se distribuye Poisson con media

λt, esto es, para toda s, t ≥ 0,

P[N(t+ s)−N(t) = n] = e−λt
λn

n! n = 0, 1, 2...

Notemos que por la condición (III), un proceso Poisson tiene incrementos estacionarios y

E[N(t)] = λt.

Definición 5.2.4. La función f(.) decimos que es o(h) si

ĺım
h→0

f(h)
h

= 0.

Ejemplos:

a) f(h) = h2

ĺım
h→0

h2

h
= ĺım

h→0
h = 0

por lo tanto, f(h) = h2 es o(h).

b) f(h) = eh

ĺım
h→0+

eh

h
= +∞

por lo tanto, f(h) = eh no es o(h).

Con lo anterior, tenemos una definición alternativa del proceso Poisson:
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Definición 5.2.5. El proceso de conteo {N(t) : t ≥ 0} decimos que es un proceso Poisson con

tasa λ > 0 si

i) N(0) = 0

ii) El proceso tiene incrementos estacionarios e independientes

iii) P[N(h) = 1] = λh+ o(h)

iv) P[N(h) ≥ 2] = o(h)

Lema 5.2.1. Consideremos un proceso Poisson N(t) con tasa β > 0 y sea T1 el tiempo de

llegada del primer reclamo, entonces T1 se distribuye exponencial con media 1
β .

Demostración:

Sea t1 ∈ (0,∞),

P[T1 ≤ t1] = 1− P[T1 ≥ t1] = 1− P[N(t1) = 0] = 1− (βt1)0e−βt1
0! = 1− e−βt1

por lo tanto, T1 se distribuye exponencial con media 1
β .

Teorema 5.2.1. Sea {fn}n≥0 una sucesión de funciones que converge uniformemente a la

función f definida en E, entonces

i) Si {fn}n≥0 ⊆ B(E) entonces f ∈ B(E)

ii) Si {fn}n≥0 ⊆ C(E) entonces f ∈ C(E)

donde B(E) es el conjunto de todas las funciones acotadas sobre E y C(E) es el conjunto de

todas las funciones continuas sobre E

Demostración:

i) Sea ε = 1. Existe n0 tal que |fn(x)− f(x)| < ε = 1 para toda n > n0 y para cada x ∈ E,

entonces

|f(x)| ≤ |f(x)− fn0(x)|+ |fn0(x)| ≤ 1 + sup
x
|fn0(x)|

por lo tanto f es acotada sobre E.
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ii) Supongamos que cada fn es continua sobre E. Sea ε > 0 arbitraria y n1 fija tal que

|fn(x)− f(x)| < ε/3

para n > n1. Sea x0 ∈ E. Como fn es continua para cada n > 0, existe δ > 0 tal que

|fn1(x)− fn1(x0)| < ε/3

si |x− x0| < δ y x ∈ E. Por lo tanto,

|f(x)− f(x0)| ≤ |f(x)− fn1(x)|+ |fn1(x)− fn1(x0)| < ε/3 + ε/3 + ε/3 = ε

y así, probamos que f es continua en x0 y por lo tanto en E.

Teorema 5.2.2.. Sea {fn}n≥0 ⊆ C(E) tal que {fn}n≥0 converge uniformemente a f definida

en E, entonces

ĺım
x→x0

ĺım
n→∞

fn(x) = ĺım
n→∞

ĺım
x→x0

fn(x).

Demostración:

Primero,

ĺım
x→x0

ĺım
n→∞

fn(x) = ĺım
x→x0

f(x)

y por el teorema anterior, f es continua, entonces

ĺım
x→x0

ĺım
n→∞

fn(x) = f(x0).

Por otro lado, por la continuidad de cada fn

ĺım
n→∞

ĺım
x→x0

fn(x) = ĺım
n→∞

fn(x0) = f(x0).

Teorema 5.2.3 (Teorema de la convergencia dominada). Si {Xn}n≥0 es una sucesión de va-

riables aleatorias y X es una variable aleatoria tal que para cada ω ∈ Ω, la sucesión Xn(ω)

89



CAPÍTULO 5. APÉNDICE

converge a X(ω) cuando n tiende a infinito y existe una variable aleatoria Y tal que |Xn| < Y

entonces

E[Xn]→ E[X]

cuando n → ∞. La prueba de este teorema así como más detalle del tema se puede consultar

en (Karr, 1993, p. 108; Resnick, 1999, p. 133).

5.3. Cálculo y análisis real

Definición 5.3.1. Una función f : M → R definida en M ⊂ Rn, no vacío, es llamada

convexa si

i) M es un conjunto convexo

ii) Para toda x, y ∈M y para toda λ ∈ [0, 1] se cumple,

f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y)

.

Proposición 5.3.1. Sea f : D → R una función diferenciable sobre un dominio convexo y

abierto D ⊆ R. f es convexa si y sólo si para toda x, y ∈ D se cumple f(x) ≥ f ′(y)(x−y)+f(y).

Demostración:

Primero supongamos que f : D → R una función diferenciable y convexa sobre un dominio

convexo y abierto D ⊆ R, se demostrará que para toda x, y ∈ D se cumple

f(x) ≥ f ′(y)(x− y) + f(y).

Sean x, y ∈ D y λ ∈ (0, 1] tales que x 6= y. Como f es convexa en D se cumple lo siguiente

f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y) = λ(f(x)− f(y)) + f(y)
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entonces,

(x− y)f(λ(x− y) + y)− f(y)
λ(x− y) = f(λx+ (1− λ)y)− f(y)

λ
≤ f(x)− f(y)

tomando el límite sobre λ

ĺım
λ→0

(x− y)f(λ(x− y) + y)− f(y)
λ(x− y) ≤ f(x)− f(y)

esto es,

f ′(y)(x− y) ≤ f(x)− f(y).

Ahora supongamos que para toda x, y ∈ D se cumple f(x) ≥ f ′(y)(x− y) + f(y).

Sean x, y ∈ D y λ ∈ (0, 1] y supongamos sin perdida de generalidad que x < y. Sea

a = λy + (1 − λ)x. Notemos que λ = a−x
y−x y 1 − λ = y−a

y−x . Además, x < y, esto implica que

a < y y x < a. Ahora consideramos la hipótesis de manera que f(x) ≥ f ′(a)(x − a) + f(a) y

f(y) ≥ f ′(a)(y − a) + f(a), entonces

f(x)− f(a)
x− a

≤ f ′(a) ≤ f(y)− f(a)
y − a

luego,

(f(x)− f(a))(y − a) ≤ (f(y)− f(a))(x− a)

entonces,

f(a) ≤ f(y)(x− a)
x− y

+ f(x)(a− y)
x− y

= f(y)λ+ f(x)(1− λ)

es decir,

f(λy + (1− λ)x) ≤ f(y)λ+ f(x)(1− λ),

por lo tanto, f es convexa.

Lema 5.3.2. Consideremos la función g(α) = κ(x, α) = β(B̂[α]− 1)−αp(x), definida en el

capítulo 2 en (2.0.7), entonces g(α) es una funcuón convexa para toda x ≥ 0 y además g(0) = 0.
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Demostración:

Sean x, α ≥ 0, entonces

g′(α) = βB̂′[α]− p(x)

luego,

g′′(α) = βB̂′′[α] ≥ 0

ya que β ≥ 0 y como la función generadora de momentos B̂ es convexa esto implica que

B̂′′[α] ≥ 0, por lo tanto, g(α) es convexa en [0,∞).

Además,

g(0) = β(B̂[0]− 1) = β(1− 1) = 0.
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