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Lista de principales simbolos

P(u) Probabilidad de ruina del proceso {R;}+>0 con capital inicial u, es decir, Ry = u
g Tasa del proceso Poisson N(t)
N(t)
Ay Proceso Poisson compuesto, A; = > Ug
k=1

B(z)  Funcién de distribucién de U; evaluada en x
B(z) Funcién de supervivencia de U; evaluada en z, es decir, B(z) = 1 — B(x)
B(x) Funcién generadora de momentos de U; evaluada en x
tp(u)  Probabilidad de ruina del proceso {R;}+>¢ con capital inicial u en el modelo clésico

con prima p >0

Probabilidad de ruina empezando en u en el modelo clasico modificado con prima p > 0
el Gnsercambs 8

ercambiar 3 por 2 y Uy por eUy)

~* Coeficiente de ajuste en el modelo clasico
~(6) Coeficiente de ajuste en el modelo clasico modificado
Ukn %u
Pk SUDyy, 1 p<ae<upii,n p(x)
Drn infuk—l,n§$guk+1,n p(x)
Rf Proceso de riesgo con prima constante p > 0 cuando se quiere enfatizar que se tiene

el modelo clasico
R,(t)  Proceso de riesgo con capital inicial u en el tiempo t cuando se quiere

enfatizar el capital inicial




Proélogo

La nocion de riesgo es un concepto importante no sélo en el sector econémico o financiero sino
en todos aquellos sectores donde interesa la probabilidad de ciertos siniestros. En particular,
en el caso de una aseguradora, es necesario contar con estrategias y métodos para el buen
manejo del capital solvencia. Por lo tanto, uno de los propésitos de este trabajo es estudiar la
incertidumbre que existe en las compaiiias aseguradoras sobre si éstas son capaces de cumplir
con sus obligaciones, es decir, si en algin momento la compania no pueda pagar alguna de
las reclamaciones que se le presentan. Especificamente, nos interesa la probabilidad de que la
reserva puede ser negativa en algiin momento, ya que a ésto ultimo lo consideramos como ruina
del proceso. Esto se hace estudiando la dependencia de la ruina de los parametros del proceso,
tales como capital inicial, el nimero de reclamos y el tamano de los reclamos, con el propdsito
de ponderar las consecuencias del riesgo de interés.

De manera general una compania de seguros opera de la siguiente manera: un grupo de
personas que estd expuesto a un tipo determinado de accidentes, tales como choques de auto-
moéviles, incendios, robos etc., contrata un seguro donde cada una de estas personas paga una
cantidad fija de dinero por unidad de tiempo, llamada prima a la compaifa aseguradora. Esta
a su vez tiene la obligaciéon de pagar al asegurado el monto total del dafio en caso de accidente,
en caso de que el siniestro no exceda la suma asegurada. Por lo tanto, aunque no se conozca
con certeza cuantas personas requeriran de la proteccién de la compania, ni el tamano total de
los dafios que ocurriran, el capital obtenido de las primas colectadas mas el capital inicial de la
compania deben ser suficientes para solventar los gastos que se presenten. Sin duda una de las
preguntas de mayor interés para la compafia aseguradora es la siguiente: ;Hasta qué punto la
compania aseguradora puede solventarse?

En este trabajo, nos basaremos principalmente en el articulo Asmussen S., Ruin probabilities
via local adjusments, [1]. Consideraremos la ruina de la compania cuando la reserva es negativa,
por lo que nos interesa saber con qué probabilidad esto podria suceder y ademaés, conocer una
expresion para dicha probabilidad, es por ello que en el capitulo 1, se dard una introduccién al
proceso de riesgo simple en el que la prima es constante y ademaés, se dardn definiciones béasicas
relacionadas al proceso de riesgo, se establecera notacién que se usara en los siguientes capitulos
y se pondra especial atencion en la aproximacion y la cota de Cramér-Lundberg terminando
con algunos ejemplos de ello. En esta seccién se consideraran principalmente Embrechts P.,
Modelling Extremal Events for Insurance and Finance citada en [3] y Martinez A., Andlisis y
stmulacion de la probabilidad de ruina en el modelo cldsico de Cramér - Lundberg, [4].



En el primer capitulo se considera la prima constante, es decir, debido a que la prima depende
del riesgo que se suscribe, el modelo clasico de Cramér - Lundberg puede ser aplicado a una
cartera homogénea de riesgo, por ejemplo, una cartera de autos de un modelo especifico. Sin
embargo, podemos pensar en que el plan de la compaiiia, para ciertos productos, sea determinar
la prima con base en la reserva actual. Esto podria ser, por ejemplo, en el ramo de gastos médicos
donde la aseguradora cubre ciertos gastos en hospitales y el precio de algunos tratamientos
cambia de acuerdo a la inflacién. Asi, la compaifia aseguradora podria considerar una prima
constante mas un cierto factor que multiplique a la reserva. También podemos pensar en los
seguros de vida que representan cierto ahorro para el asegurado, la prima que el cliente aporta
se devalia con el tiempo si no se invierte, entonces la compaiiia podria pensar a la prima como
una funcién que represente cierto interés sobre la reserva. Por lo tanto, es muy 1util expresar
el comportamiento de la prima en una funcién y, por supuesto, ésta funcién deberia depender
de la reserva actual para considerar toda la informacién disponible al momento del corte del
analisis de la reserva, es por ello que el siguiente capitulo es pensado para resolver este tema.

En el capitulo 2, se presenta un proceso de riesgo en el que la prima es dependiente de la
reserva y ademas, se consideran algunos supuestos para la funcion que determina el comporta-
miento de la prima. El principal objetivo es obtener férmulas exactas, aproximaciones y cotas
superiores de la probabilidad de ruina del modelo dependiente de la reserva basandose en los
resultados principales del modelo de riesgo simple. Se asume también que las distribuciones del
tamafio de los reclamos son de cola ligera. Este capitulo se basara principalmente en Asmussen
S., Ruin probabilities citado en [2].

En el capitulo 3, se discuten y desarrollan algunos casos especiales. El primero de ellos es
cuando los reclamos se distribuyen exponencial, lo cual nos permite obtener explicitamente la
probabilidad de ruina de este modelo, lo cual se conseguira utilizando un proceso estocastico
auxiliar llamado proceso de almacenamiento. FEn el segundo caso se considerard un modelo en
el que ya no tenemos la particularidad de los saltos en la trayectoria que teniamos con los
reclamos, ahora ponemos especial atencién en un caso més general en el que si bien se cuentan
con algunas suposiciones de las trayectorias, éstas ya no tienen por qué ser discontinuas pero
se pretende aplicar la teoria de los dos primeros capitulos para encontrar la probabilidad de
rebasar cierto nivel de estado en este modelo. Dentro de éste tltimo caso, se dard un ejemplo
en el que se aplicara lo anterior y se buscard encontrar la probabilidad de extinciéon de una
poblacion, bajo ciertas condiciones. Esta seccién considerard principalmente Karlin S. y Taylor
H. en A second course in Stochastic Processes, citado en [5] para la teoria de un caso mas
general y en Gleason M., Modelos de Wright- Fisher para poblaciones de genes para la parte
del ejemplo.

Por ultimo, en el capitulo 4 nos basaremos en [2] y se buscard ver a la probabilidad de
ruina como la esperanza de una variable aleatoria que dependerd, en particular, del coeficiente
de ajuste local que se definird en el capitulo 2 y del tiempo en el que sucede la ruina. En [2],
pagina 464 se menciona que dicha variable aleatoria se podria pensar como un estimador para la
probabilidad de ruina, éste es llamado estimador del muestro de importancia, y de esta manera,
si se aplica algiin método para simular esta variable aleatoria, es posible simular la probabilidad
de ruina. Sin embargo, en este trabajo inicamente se encontrara una expresién para la variable
aleatoria mencionada, por lo tanto, la silulacién se deja como recomendaciéon en un trabajo
futuro.



Parte 1

Primera parte



Capitulo 1

Introduccion

Consideremos un proceso de riesgo R = {R:}+>0 para la evolucién de la reserva de una
compania de seguros. Denotaremos por u = Ry a la reserva al tiempo 0. A lo largo de este trabajo

se considerard (€2,.7,P) el espacio de probabilidad para las variables aleatorias definidas.

» ¢)(u) denota la probabilidad de que la reserva sea menor estricto que cero en algin mo-

mento t.
W(u) = P Qg} Ry < 0|Ro = u> . (1.1)

A partir de ahora, el significado de ¥ (u) seré la probabilidad de ruina del proceso de riesgo

R = {R:}+>o0.

= La probabilidad de ruina antes del tiempo T con capital inicial u es
Y(u,T) =P <0§Htl£TRt < O0|Ry = u) . (1.2)

» El tiempo de ruina del proceso R = {R:}+>0 con capital inicial u lo denotaremos por 7,

y estd dado por

Tu = Inf{t >0: R, < 0|Ry = u} (1.3)



CAPITULO 1. INTRODUCCION

si Ry < 0 para algin tiempo t finito y 7, = oo si Ry > 0 para toda t > 0.

Sea {N(t)}+>0 un proceso Poisson homogéneo con tasa S > 0, es decir, para toda k > 0,

(Bt)re

PIN(t) = K] = 22—,

(1.4)

y el tamano de los reclamos Uy, Us, ..., U, ... variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas con funcién distribucién B y funciéon generadora de momentos B. Consideramos el

Ny

monto acumulado de reclamos en [0,t] como A; = Y U;. Ademads, la compania recibe de sus
i=1

asegurados una prima constante p > 0 por unidad de tiempo. Si se denota con Ry, el capital de

la compaiiia al tiempo t y u el capital inicial, entonces

El tiempo de la llegada del n-ésimo reclamo en el proceso de riesgo R = {R;};>0 con capital

inicial u serd denotado por T, y estd definido como:
T, = inf{t > O|N(t) =n} (1.6)

si existe t > 0 tal que N (¢) = n, de otra forma, denotaremos 7,, = co. En este modelo asumimos
los siguientes supuestos a los que denotaremos por J2:
(1) N(t) y {Uy,Us,...} son independientes.
(11) Uy, U, ... son independientes.
(11) Uy, Us, ... tienen la misma distribucién B.
(rv) Los reclamos son positivos.
(v) E[Uh] < ooy E[Uh] # 0.

Al proceso {R;}+>0 descrito anteriormente con los supuestos asumidos le llamamos modelo

cldsico de riesgo, o modelo de Cramér-Lundberg y denotaremos como t,(u) a la probabilidad

3



CAPITULO 1. INTRODUCCION

de ruina de este proceso. Para un desarrollo més detallado de este modelo y la explicacién de

los supuestos, consultar [3].

Claramente, resulta de interés saber en qué momento sucederd la ruina y qué probabilidad
existe de que se llegue a este estado en tiempo finito, sin embargo, no siempre es posible
encontrar una expresion explicita, es por eso que resulta sumamente 1til contar con una cota
superior o una aproximacién a dicha probabilidad, para ello consideremos el siguiente teorema

del cual se puede consultar con detalle la demostracién en [4].

Teorema de Cramér - Lundberg. Consideremos el modelo de Cramér - Lundberg expresado
en (1.5) con los supuestos 77, supongamos que se cumple la condicién de beneficio neto, es

decir,

p
- ~1>0. 1.7

Supongamos que existe v > 0 tal que se cumple
t/ﬁ%ﬂ@ﬁzﬁﬁajzp+l (1.8)

0

T _
donde Fi(x) = E[(lfl] | B(y)dy. Entonces, las siguientes relaciones se cumplen
0

a) Para toda u > 0,

a) Si ademés

entonces



CAPITULO 1. INTRODUCCION

lo cual denotaremos por

P(u) ~ Ce M (1.10)

-1
S8 _
donde C' = lpIE[WUl] S/ a:e”B(x)dm] . A v se le conoce como el coeficiente de ajuste.
0

Notemos que (1.8) puede expresarse de otra forma de tal manera que

T yu _ 1 », YT |00 T YT
O/e dFy(z) = SE[T] (B(x)e lo +0/e f(a:)dm)

y si se cumple que

Jim B(z)e™ < oo Yy By] < 00 (1.11)
entonces -
1 ~
e"dFy(x) = Bly] - 1),
0/ () = g (B0 1)

por lo tanto, la ecuacién (1.8) puede escribirse como
h(a) = B(Bla] - 1) — ap =0, (1.12)

y a partir de esto, la hipétesis del Teorema de Cramér - Lundberg supone la existencia de v > 0

tal que se cumple

BB —1)—p=0. (1.13)

En conclusién, para asegurar la existencia del coeficiente de ajuste, primero es necesario que se
cumplan las condiciones de (1.11), donde la primera de ellas sugiere a la funcién de distribucién
B de cola ligera!. Segundo, es necesario encontrar una solucién positiva de la ecuacién de Cramér

- Lundberg descrita en (1.12) y ademads, serfa de gran utilidad tener una expresion aritmética

'La definicién y detalles de este tipo de distribuciones pueden encontrarse en [4]



CAPITULO 1. INTRODUCCION

para la solucion, sin embargo, si no es asi, podria aproximarse mediante algiin método numeérico,
en el mejor de los casos. A lo largo del siguiente capitulo se considerara el modelo clasico
de Cramér - Lundberg localmente, por lo que en ocasiones se usara el coeficiente de ajuste
como solucién de la ecuacién (1.12) y para algunas pruebas serd més sencillo utilizar otra
manera de encontrar el coeficiente de ajuste. Notemos que si tomamos « > 0 en la ecuacion de
Cramér - Lundberg definida en (1.12), es posible obtener una aproximacion a h(«), para ello
recordemos B , definida al principio del capitulo, como la funcién generadora de momentos de Uy .
Tomemos h > 0 suficientemente pequenia y consideremos la funciéon generadora de momentos

del incremento Rj — u evaluada en a como sigue:
N(h)
al| u+ph— Up—u
E[e(Rn—)] = Ele ( = >]

luego,

" ) Uku>] e (% 00) ]

desarrollando la esperanza del proceso Poisson compuesto,
N(h)
h— U, N
E[ea<p k;l k)] _ eaphehﬁ(B[a]fl)

agrupando

eaphehﬁ(ﬁ[a]—l) _ eh(pa—B(B[a]—l))

asi tenemos

E[ea(Rh—u)] — eh(pa*ﬁ(é[a}*l)).

Tomando logaritmo y multiplicando por %,

1

hlog(E[eo‘(Rh_u)]) = (pa — B(B[a] — 1))



CAPITULO 1. INTRODUCCION

a partir de esto,

lim. -+ log (E[e®—))) ~ (pa — A(Bla] - 1)).

h—0
Este dltimo resultado nos dice que en caso de existir v, el coeficiente de ajuste para el modelo
(1.5), (1.12) no es la tnica forma de obtenerlo, podemos buscar a > 0 de modo que:
lim ~log(E[e*Fr—1]) = . (1.14)
h—0 h
Si v existe, la funcién e 7" estd bien definida para cada punto x > 0 que puede representar
un nivel de reserva. A continuacién ejemplificaremos la utilidad de la aproximacién y la cota

de Cramér-Lundberg para la probabilidad de ruina de un proceso {R;}+>0 con capital inicial u

en el siguiente caso particular.

Ejemplo 1. Supongamos que los reclamos se distribuyen exponencial con parametro A > 0

entonces

Bz)=1—¢? con x>0 Yy B(z) = con x <\

Nuestro primer objetivo es verificar la existencia del coeficiente de ajuste, para esto notemos

que B[m} < oo para toda x < A y ademds, si A > a > 0,

lim B(z)e® = lim e*®N =0 < oo
T—00 T—00

y entonces bajo estas condiciones, el coeficiente de ajuste existe. Para obtener una expresién

aritmética, consideremos la ecuacion de Cramér - Lundberg, de este modo,

despejando v,




CAPITULO 1. INTRODUCCION

Ademas,
o oo
/erB(x)dm = /xewe_mdx
0 0

podemos ver el lado derecho de la igualdad como una integral por partes, es decir

s —pe—(A—7) s
/l‘éywe_)‘xdl‘ _ <SL‘6’) 80 + 1/e—x(>\—’v)d$
/ A—7 A—7

y, desarrollando tenemos

—ze—r(=7) 17 1
xre
R °°+7/e*x(**7)dx:0+7<oo.
( A= )’O A=v) (A—1)?

00 _
Por lo tanto, se cumple que [ ze?B(x)dz < oo.
0

El teorema de Cramer - Lundberg nos dice que es posible dar una cota superior y una
aproximacién para v (u), la probabilidad de ruina del modelo descrito en (1.5) cuando los

reclamos son exponenciales y bajo los supuestos asumidos, especificamente se cumple

Este ejemplo tiene gran importancia en estre trabajo, ya que en el capitulo 3 veremos que para
el caso en el que los reclamos se distribuyen exponencial cuando la prima es dependiente de la
reserva, se tiene que utilizar otro proceso auxiliar para obtener una expresién explicita para la
probabilidad de ruina e incluso dedicamos una secciéon completa a esta discusién. Asi, podemos
notar que, aunque es muy util considerar a la prima como dependiente de la reserva y el tiempo,

obtener la probabilidad de ruina requiere mas atencién.

Ejemplo 2. Ahora supongamos que los reclamos Uy, Us, ..., Ug, ... se distribuyen Pareto con

pardmetro o > 1, es decir,

- 1
B(z) = ———, x> 0.
() (1+ax)@ -
En dichas circunstancias, E[U;] = 1= y entonces, la condicién de beneficio neto es como

(a—1)



CAPITULO 1. INTRODUCCION

sigue,
p(a—1)

p= —-1>0
g

B8

lo cual se cumple si o > > + 1. Sea x > 0, entonces ocurre que

/em(l + x) %dx = o0,
0

es decir, bajo estos supuestos, no existe el coeficiente de ajuste o el exponente de Cramér - Lundberg?®.

(Cual es la diferencia entre la distribuciéon exponencial y la distribucién Pareto?. La dife-
rencia dentro de este trabajo reside esencialmente en las condiciones de (1.11). En [3] se discute
el caso que no se abordara aqui, cuando se tienen colas de distribucién pesadas.

Por qué son tan importantes la aproximacién y la desigualdad de Cramér-Lundberg? A
lo largo de este trabajo nos daremos cuenta de que obtener explicitamente la probabilidad de
ruina para algin modelo sucede sélo es casos muy particulares, atin en el caso clasico. Es por
eso que es sumamente Util aproximarla en cualquier caso, asi como tener una cota para ella.

En el siguiente capitulo extenderemos estos dos grandes resultados para el caso en el que
la prima al tiempo t depende de la reserva al tiempo ¢, para esto definiremos un coeficiente de
ajuste local y probaremos que funciona para encontrar la cota y la aproximaciéon de Cramér-

Lundberg.

*En [3], el coeficiente de ajuste es llamado exponente de Cramér - Lundberg



Capitulo 2

Modelo de riesgo con prima

dependiente de la reserva

Consideremos un proceso de riesgo descrito en el capitulo 1 en (1.5) con los supuestos J# de
la pagina 3 y ahora pensemos que la prima puede depender del nivel de excedente actual, esto
puede ser interpretado como una prima modificada p(r) cargada a la reserva actural R(t) = 7.

Por lo tanto, la evolucién al tiempo t de la reserva puede ser escrita de la siguiente manera
Ri=u+ /p(RS)ds — Ay (2.0.1)

donde u > 0 es la reserva inicial, A;, como se discutié al definir (1.5), es el tamano total de

¢
reclamos y [ p(Rs)ds es la tasa cobrada de [0,t] con p(r) una funcién integrable.
0

R, denota la reserva del proceso (2.0.1) con capital inicial u al tiempo t. A partir de ahora,
si es necesario enfatizar la reserva inicial del proceso (2.0.1) con capital inicial particular k al

tiempo t, lo denotaremos como Ry/(t).

Notemos que si tomamos p(r) = p > 0 para toda r € R, tenemos que

¢ ¢
Rt:u—{—/p(Rs)ds—At:u+/pds—At:u+pt—At,
0 0

10



CAPITULO 2. MODELO DE RIESGO CON PRIMA DEPENDIENTE DE LA RESERVA

es decir, recuperamos el modelo cldsico de Cramér - Lundberg descrito en (1.5).
Consideremos la siguiente ecuacién diferencial con condicién inicial que serd de gran utilidad

para obtener una expresién méas manejable, en ciertos casos, de R;

(1) = plo(1), o(0) = (202)

y definimos la funcién r,(t) como solucién de (2.0.2), es decir,

%Tu(t) = p(?"u(t)), T'u(()) =u. <2'0'3)

Afirmacién: sea n un entero fijo tal que n > 0 y sea 0 <t < T),11 — Ty, se cumple

Ry, =iy, () (2.0.4)

donde recordemos que T;, es el tiempo de llegada del n-ésimo reclamo como se defini6 en (1.6).

R,
o e Ty, (t)
————— TRr, (t
_____ TRy, (t)
o /D

Figura 2-1: Comparacién entre el proceso R; y la funcién r,(t).
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CAPITULO 2. MODELO DE RIESGO CON PRIMA DEPENDIENTE DE LA RESERVA

Demostracion:

Sea 0 <t < Tn4+1 — T,,. Basta probar

ERAT, 4+ 1) = p(Ru(Ty 1)) (2.05)

Consideremos el lado izquiero de la ecuacién (2.0.5),

d d Th+t N(Tp+t)
@Ru(Tn +1) = 7 (u+ 0/ p(Ry(s))ds — ]g Uk>

aplicando la derivada a cada elemento,

J T+t N (Tn+t) d d Tntt g NTat)
et / p(Ru(s)ds— > Uy = Ut / p(Ru(s)ds — — > Uy
0 k=0

como u es constante y 0 <t < Tj11 — T,

d d Tntt g NTn+t)
L L(s)ds — - - W(To + 1)) = 0.
Sut 0/ p(Ru(s)ds — 5 kg Uy = 0+ p(Ru(Tp + 1)) — 0

Por lo tanto, 4 R,,(T), +t) = p(Ru(Ty, + 1)).

Asi, tenemos (2.0.5). Es decir, entre tiempos de llegada de los reclamos, r,(t) es una funcién
que cumple (2.0.3) y TRy, (t) representa la reserva al tiempo t empezando con capital inicial
aleatorio Ry, donde Ry, es la reserva definida en (2.0.1) al tiempo 7;, con capital inicial w,
como se muestra en la figura 2.1.

Notemos que la igualdad de la observacion se da porque tomando ¢ tal que 0 <t < Ty, 11 —T,,
la derivada respecto al tiempo de los reclamos se hace cero. Por lo tanto, si ahora consideramos

t =T, para alguna n € N, tenemos
"Rr,_, (T,) = Un = Rr,,. (2.0.6)

Para encontrar una cota para la probabilidad de ruina del proceso de riesgo definido en

12



CAPITULO 2. MODELO DE RIESGO CON PRIMA DEPENDIENTE DE LA RESERVA

(2.0.1), a veces sera més sencillo trabajar con la funcién r,(t) que con el proceso R; directamente,
es por eso que la expresién dada en (2.0.6) serd de gran utilidad.

Nuestro interés es encontrar ¢ (u), la probabilidad de ruina del proceso {R;};>¢ descrito
en (2.0.1), a continuacién, enunciaremos una propiedad que nos dard mas informacién de esta
probabilidad.

Proposicién 2.0.1. Sea {R;};>0 un proceso de riesgo de la forma (2.0.1), ¥(u) la probabilidad
de ruina de este proceso. Consideremos los supuestos 4 y que p(r) es no decreciente como

funcién de r, entonces se cumple sélo una de las siguientes dos opciones:
a) ¥(u) <1 para toda u >0
b) ¥ (u) =1 para toda u > 0

Demostracion:
Sea u > 0 tal que 1(u) < 1, se probard que para toda v > 0, 1)(v) < 1. Para tal fin, primero
notemos que como p(r) es no decreciente como funcién de r entonces r,(t) es creciente como
funcién de v ya que 7,(t) determina el comportamiento del proceso R; entre saltos.

Aunado a esto, veremos que 1 (v) es no decreciente como funcién de v. Sean u < v, denota-
remos por R, (t) y R,(t) a los procesos de riesgo con prima dependiente de la reserva, definidos
en (2.0.1), con capital inicial v y v, respectivamente. Sea s < T3, como p(r) es no decreciente

como funcién de r y r,(t) es creciente como funcién de u para toda t > 0, entonces

por lo tanto, R, (s) < R,(s) para toda s < Tj. De esta manera, el tamaifio de los reclamos no

dependen del capital inicial, entonces

T1 T
Ru(Th) = /p(ru(t))dt Uy < /p(rv(t))dt _ U, = Ry(TY)
0 0

y asi concluimos R, (s) < R,(s) para toda s < T;. Ahora considerando como capitales iniciales

13



CAPITULO 2. MODELO DE RIESGO CON PRIMA DEPENDIENTE DE LA RESERVA

R, (T1) y Ry(T1), de la misma forma demostramos que R, (s) < R,(s) para toda s < Ty y en
general, R,(t) < R,(t) para toda ¢t > 0. En consecuencia, 1(u) > 1(v).

En el modelo clasico de Cramér-Lundberg, el coeficiente de ajuste v es definido como la
solucién de la ecuacién (1.12). Nuestro objetivo es extender este resultado para el modelo
modificado con prima dependiente de la reserva, por lo que para cada z fija de la reserva,
p(z) se pensard constante y determinista, por lo tanto, estamos en el caso cldsico y podemos
considerar y(x) como en (1.13).

De esta manera, para cada z fija consideremos la siguiente ecuacién:
k(x,a) = B(Bla] — 1) — ap(z) = 0. (2.0.7)
Asi, ya tenemos que k(x, ) = 0 tiene como solucién el coeficiente de ajuste, es decir

k(x,7(2)) = B(Bly(@)] — 1) = y(2)p(x) = 0. (2.0.8)

En términos generales, el coeficiente de ajuste depende de x. Denotaremos ~(z) al coeficiente
de ajuste local. Esto significa que podemos reemplazar v por v(z) cuando se tiene la reserva x.
Para el modelo modificado (2.0.1) vamos a probar algunos resultados pero antes supondre-

mos los siguientes puntos que denotaremos por .743:

1) Existencia de y(z) para toda = > 0 fija. Como se discutié en el capitulo 1, basta pedir

que para toda z > 0 se cumpla (1.11), es decir, f?[ac} < ooy ylirgo B(y)e™ < oo.
11) p(x) es una funcién determinista, continua y positiva.
1) Blx] es dos veces diferenciable para toda x > 0y en una vecindad alrededor de 0.
v) Inf p(z) > BE[U:].

Conforme avancemos en el presente trabajo nos daremos cuenta de la necesidad de cada una
de estas suposiciones. A continuacién, probaremos la desigualdad de Cramér-Lundberg para el

caso modificado.

14



CAPITULO 2. MODELO DE RIESGO CON PRIMA DEPENDIENTE DE LA RESERVA

2.1. Desigualdad de Cramér - Lundberg

Como vimos en la pagina 5 del capitulo 1, la definicion del coeficiente de ajuste como solucion
de la ecuacién (1.12) no es nuestra unica alternativa ya que para el modelo clasico tenemos la

siguiente aproximacion a la ecuacién de Cramér - Lundberg

1 s(Rp—w)| _ »

%JIB ElogEu {e } = B(B[s] — 1) — sp(u) (2.1.1)
lo cual denotaremos por

%logEu [eS(Rh*“)] ~ B(B[s] — 1) — sp(u) h 0. (2.1.2)

Debido a que E, [eS(Rh_“)} denota la funcién generadora de momentos de un incremento de
la reserva en un pequenio intervalo de tiempo [0, h], evaluada en s, andlogamente para el caso
modificado podemos también considerar R, (71) — u. Por (2.0.6), éste ultimo incremento es

equivalente a tomar 7,(71) — Uy — u y asi definimos vo(x) como la solucién de la ecuacién
1= E [e/Urtnn@)] = g(y) (2.1.3)

es decir,

1= E [er@Uturu@))] (2.1.4)

De esta manera, para cada z fija de la reserva tenemos y(z) y vo(x) a considerar como coefi-
cientes de ajuste local. La siguiente proposicién nos dara el orden entre estos dos coeficientes

en el caso particular cuando p(z) es no decreciente como funcién de x.

Proposicién 2.1.1. Si p(x) es no decreciente como funcién de z, se cumplen las suposiciones

5y v(x) v yo(x) son soluciones de las ecuaciones (2.0.7) y (2.1.3), respectivamente, entonces:

1) v(x) y 7o(x) son no decrecientes como funciones de z.

15



CAPITULO 2. MODELO DE RIESGO CON PRIMA DEPENDIENTE DE LA RESERVA

1) 7(z) < yo(x)-

Demostracion:
Sean u,v > 0 tal que u < v.

i) Primero demostraremos que si p(u) < p(v) entonces y(u) < v(v), esto es equivalente a
probar que y(u) > ~(v) implica p(u) > p(v). Por lo tanto, supongamos que v(u) > v(v). Como

v(u) y y(v) cumplen (2.0.7), entonces

p\u) = Yy p\v) =
W= 5w ="
sustituyendo p(u) y p(v) en 2 )gp(”),
p(u) —p(v) _ (By(w)]-1) (Bh(v)]-1)
_ . (2.1.5)
B v(w) 7(v)

Definimos la funcién g : RT — R como g(a) = %. Veamos que g es una funcién no
decreciente. Sea o € RT

d _a%é[a]—é[a]—kl

@g(a) = " (2.1.6)

como B(a) es convexa como funcién de a (ver apéndice 1, proposiciéon 5.1.4.), entonces se

cumple
d R R
_ < =
daB[a](O a)+ Bla] < BJ0] =1
es decir,
oL Bla] - Bla] +1> 0 (2.1.7)
Ia > 0. 1.



CAPITULO 2. MODELO DE RIESGO CON PRIMA DEPENDIENTE DE LA RESERVA

entonces,

p(u) > p(v),

por lo tanto, p(r) es una funcién decreciente de r. Asi concluimos que si p(r) es no decreciente

de r entonces y(r) es no decreciente de 7.

ii) Se demostrard que 7o(z) es no decreciente como funcién de z. Sean u < v. Como 7o (u)

es solucién de (2.1.3), a partir de esto se cumple
1 = Elexp{yo(u)(U1 +u — r(T1))}]. (2.1.8)

Primero probaremos que r,(t) — u es no decreciente como funcién de u. Notemos que

d d

p(ru(t) —u) = 2 (ru(t) —u) = - (ru(t)) = p(ru(t)). (2.1.9)

Como 71,(t) es no decreciente como funcién de u, r,(t) < r,(t) y como p(z) es no decreciente

como funcién de x, se preserva la monotonicidad, es decir

p(ru(t)) < p(ro(1)),

por (2.1.6),

p(ru(t) — u) < p(ry(t) —v).

Como p(r) es no decreciente como funcioén de r,
ru(t) —u < ry(t) — v,

por lo tanto, 7,(t) —u es una funcién no decreciente de u. Multiplicando la desigualdad anterior

por (_1)7

u—1y(t) > v —ry(t).
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CAPITULO 2. MODELO DE RIESGO CON PRIMA DEPENDIENTE DE LA RESERVA

Como la funcién exponencial es una funcién creciente y vo(u) > 0 sucede que

exp{o(u)(Ur +u = ru(T1))} = exp{y0(w) (U1 + v = r(T1))}

al considerar la esperanza de ambos lados de la desigualdad, ésta se conserva, esto es

1= Elezp{yo(u)(U1 +u — ru(T1))}] = Elexp{ro(u)(Ur + v — r,(T1)) }]. (2.1.10)

Sea B, la funcién generadora de momentos de Uy + v — r,,(11), como se mencioné al principio

del capitulo, B, es una funcién convexa, entonces se cumple

Buro(u)] = Bu[ro(0)] + By 1o ()](v0(u) = 0(v)). (2.1.11)

Como B, [v0(v)]+ B [70(v)] (yo(u) —y0(v)) = 1+ B [v0(v)](70() —y0(v)) y por (2.1.10) tenemos

que

0 > B, [v0(v)](v0(u) — 0(v)),

ademés, B! [yo(v)] > 0 implica que (vo(u) — Y0(v)) < 0, entonces,

Yo(u) < yo(v)

y asi concluimos que vp(u) es no decreciente como funcién de wu.

iii) Ahora se demostrara que para toda x > 0, y(x) < vo(x). Notemos que por definicién en
de 7,(t) en (2.0.3), r4(t) es una funcién no decreciente de ¢ ya que suponemos p(r) una funciéon
positiva, en particular se cumple

Tu (t) > 74(0)

para toda t > 0 y como p(r) es una funcién no decreciente de r,

p(ru(t)) = p(ru(0)).

18
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Debido a que p(r,(0)) = p(u) = %(tp(u)) = p(tp(u)) y por (2.1.5) tenemos que

p(ru(t) —u) > p(tp(u))

y asi concluimos que

Tu(t) —u > tp(U)

lo cual implica que

1= Elexp{y0(u)(Ur + u = ru(T1))}] < Elexp{ro(u)(Ur — p(u)T1)}].

En este modelo suponemos que N(t) y {Ux}32; son independientes, como lo definimos en el
capitulo 1, pagina 3, en particular el monto del primer reclamo y el tiempo en el que llega
el primer reclamo son independientes. Ademds, por la definicién de la funcién generadora de

momentos tenemos:

1 < Blyo(w)Efep{—o(w)p(u)T1} - (2.1.12)

Definimos la funcién h : Rt — R como h(t) = exp{—yo(u)p(u)t}. Notemos que el término
derecho del producto de (2.1.12) es la esperanza de la variable aleatoria h(7}) y ademds sabemos
que T se distribuye exponencial con media %, donde recordemos que si t > 0, St denota el

nimero promedio de reclamos en el periodo [0, ¢], entonces
E[h(T)) = [ h(t)dFy,
0

desarrollando la esperanza,

o0

h(t)dFr, = /e:vp{—'yo(u)p(u)t}ﬁe_ﬁtdt
0
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agrupando en la funcién exponencial,

[e.9]

/exp{—’yo(u)p(u)t}ﬁe_ﬁtdt = ﬁ/e:rp{—t(p(u)w(u) + ) }dt
0

0

resolviendo la integral,

8 [ capl=tpluio(u) + B)}dt =
0

y, por ultimo

sustituyendo en (2.1.12),

1 < Blyo(u)]

lo cual es equivalente a la siguiente desigualdad

0 < B(Blyo(u)] = 1) = v0(u)p(w). (2.1.13)

Definimos la funcién g : Rt — R como ¢(t) = B(B[t] — 1) — p(u)t. Primero notemos que g
es diferenciable como funcién de t por el punto iiz) de los supuestos 7% y probaremos que
ademds, g es convexa como funcién de t. Sea t € R, basta demostrar que ¢”(t) > 0, asf

espezamos notando que

J'(t) = BBt] - p(u)

y como B es convexa

g"(t) = BB"[t] > 0.

Por lo tanto, g(t) es convexa como funcién de t. Ademds, como vy(u),vo(u) > 0, entonces se

cumple

0= g(0) > g(70(u)) + ¢'(v0(w))(—70(u))- (2.1.14)
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Recordemos que 7y(u) es la solucién de la ecuacién diferencial descrita en (2.0.2), lo cual es

equivalente a g(y(u)) = 0, entonces también tenemos

0=g(v(uw) > g(yo(u)) + g’ (v0(uw) (v(u) = yo(u)). (2.1.15)

Por (2.1.9), g(y0(uw)) > 0 y debido a (2.1.9) y al hecho yo(u) > 0 tenemos

9'(70(u)) >0 (2.1.16)

y también

0> g'(70(u)(y(u) = v0(u)) (2.1.17)

y asi, por (2.1.16) y (2.1.17), concluimos

(7(u) = yo(u)) < 0.

Finalmente,

y(u) < yo(u)

es decir, se cumple la relacién de orden entre y(u) y vo(u).

Ahora que ya contamos con dos alternativas de funciones para el coeficiente de ajuste local
y ademds, una relacién de orden entre ellos, ya que recordemos que 7o(z) es solucién de la
ecuacién (2.1.3) la cual surge de una aproximacién a la ecuacién de Cramér-Lundberg por lo
que no se esperaba la igualdad de los coeficientes de ajuste local en cada punto.

Lo siguiente es encontrar una cota para la probabilidad de llegar a la ruina del proceso
{R:t}+>0 en a lo mas los primeros n reclamos, ya que posteriormente realizaremos un proceso

limite sobre n para llegar a 1 (u), por ello nos serd muy ttil el siguiente teorema.
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Teorema 2.1.1 Definimos ¢ (u) = P[r, < T,] como la probabilidad de ruina antes de a lo

més n reclamos, n € N. Si p(r) es una funcién no decreciente de r, entonces

w(n)(u) < exp {—/'yo(x)dx} . (2.1.18)

0

Demostracion:

La prueba se realizara por induccién sobre n. Para el caso base n = 0 tenemos
u
YO (u) = Plr, < Tp) =Plr, < 0] =0 < exp {— /’yo(x)dx} .
0
Ahora supongamos que (2.1.18) se cumple para n € N fija y se demostrara:

Y (u) < exp {— /'yo(x)das} . (2.1.19)
0

Denotamos por F,(x) a la funcién de distribucién de la variable aleatoria u — Ry, dado Ry = w,

la cual también se puede expresar como u — r,,(171) + Uy por (2.0.6), es decir,
Fu(x) =Plu—r,(Th) + Ur < z|Ry = uj.
Si la ruina ocurre con el primer reclamo entonces 1"+ (u) = 1—F, (u) ya que por definicién,
Y (u) = P[Rp, < 0|Ry = u]
multiplicando por (—1) y sumando u a la desigualdad Ry, <0
PRy, < O0|Ry = u| =Plu — Ry, > u|Ry = u]
por (2.0.6),

Plu— Ry, > u|Ry = u] = Plu — r(Th) + Ur > u|Ry = u] = 1 — F,,(u).
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Por otro lado, si la ruina del proceso {R;}+>¢ con capital inicial 4 no ocurre con el primer
reclamo entonces la probabilidad de que la ruina ocurra antes del (n + 1) reclamo equivale a
la esperanza de la probabilidad de que la ruina ocurra antes del n-ésimo reclamo pero esta vez

con capital inicial R, es decir:
W () = B[ (Rry —u) +u)]
por lo tanto,

@) = [ 9 ) Fy(da).

DO () = 1 — Fy(u) + / W (1 — ) Fy(da)

aplicando la hipdtesis de induccién (2.1.19) y el hecho 1 — F,,(u) = [ F,(dz),
D () < / Fu(dz) + / exp {— / Vo(y)dy} Fu(dx). (2.1.20)
u —00 0

Para desarrollar la expresion (2.1.20), consideremos las siguientes afirmaciones:

(1) | Fu(dz) = exp {— Of 70(y)dy} fexp {g‘ ’Yo(y)dy} Fu(dz).

2=

Demostracion:

u

Como eap {;fw(y)dy - g‘%(y)dy} — eap(0) = 1,

7Fu(dw) = 769617 { /u Yo(y)dy — /u 'm(y)dy} Fy(dz)
u U 0 0

por propiedades de la funcién exponencial,

o0

/emp {/u%(y)dy - /u%(y)dy} Fy(dz) = 769019 {/uvo(y)dy} exp {—/uvo(y)dy} Fy(dz)
0 0 u

u 0 0
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y como exp {— fyg(y)dy} no depende de z,
0

o0

/ewp{/'yo dy} ewp{ /u% dy} u(dz) —ewp{ /u% dy}fe:vp{/u%(y)dy}Fu(dx)-
0 0 u

u 0

O —g

—0o0

(11) 7 exp {— u({_x'yo(y)dy} F,(dx) = exp {— 'yo(y)dy} _}L e:lcp{ :f 'yg(y)dy} F,(dx).

Demostracion:

Por propiedades de la integral,

/ exp{ / e dy} (dw) = / e:cp{ /O Wo(y)dy} F(de)

separando la integral,

/uexp{/o'yo(y)dy} u(de = /uewp{ / Yo(y dy+/'yo dy} Fy(dz)

—0o0 —00

u

y como exrp {— 0 (y)dy} no depende de x, concluimos
0

U

/ ea:p{ /u ’yo(y)dy+/070(y)dy} Fy(dx) = exp{—/u%(y)dy} /u emp{ /u 'yo(y)dy} Fy(dz).
U—x u 0 U

—00 —00 —X

() [ v(y)dy < zvyo(u) para toda x.

uUu—=x

Demostracion:

m Caso 1. x>0

I v@wdy < [ ~yo(u)dy = zy0(u) dado que 7y es no decreciente

uU—=x uU—x

» Caso 2. x <0
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Y (y) > v0(u) para toda y € (u,u — x), entonces

u—=x uUu—=x

/VO(y)dyZ /'yo(U)dy

entonces,

por lo tanto,

/vo(y)dyé /70(“)613/29370(“)-

(1rv) Por (iii) tenemos que para toda = > u

u

/ Yo(y)dy < uyo(u) < yo(u).
0

Regresando a la ecuacion (2.1.15), por la afirmacién (i),

P () = emp{—/%(y)dy} (/ exp {zyo(u)} Fu(dr) + / el‘p{— / Wo(y)dy}Fu(d$)>
0 u —00 0
por por la afirmacién (ii),

D () = ewp{— / VO(y)dy} / exp{ZC'YO(U)}Fu(dm)—i-exp{— / Wo(y)dy}

0 0

|
g~
o
S
=
S
z‘g\:ﬁ
2
S
—~
N
S~—
Q
N4
—_———
o
—
QU
=
S~—

u
y por por la afirmacion (iii),

¢(n+1)(u) < exp {—/fyo(y)dy} (/ exp{zvyo(u) } Fy(dz) + / exp{xvo(u)}Fu(d@) .
0

u —00
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Por propiedades de la integral,

[e.o]

[ eoptarn()Fulde) + [ explaro(w)Fuldz) = exp {— / Wo(y)dy}
u —00 0

por definicién de E,

exp{—/%(y)dy} / exp {zyo(u)} Fu(dr) = ewp{—/vo(y)dy} Flro(w)]
0

% 0

por lo tanto,
exp {—/'Vo(y)dy} (/ exp{xyo(u)} Fu(dr) + / exp{wvo(U)}Fu(df)) = exp{—/’m(y)d?/}~
0 u —o© 0

Asi concluimos,

Teorema 2.1.2. Supongamos que p(x) es no decreciente como funcién de z, se cumplen las
suposiciones JA y %, 1¥(u) denota la probabilidad de ruina del proceso definido en (2.0.1), y

~Yo(x) es la solucién de (2.1.3), entonces

Y(u) < exp {— /’yg(x)da:} . (2.1.21)
0

Demostracion:

[e.e]
Notemos que el evento {7, < oo} es el mismo evento que |J {T} < 7, < Tky1} entonces,

o0

Y(u) =Plry, < oo] =P | | J{Tk < 70 < Thos1}
k=0
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oo
como U {Tx <7y < Tk41} es la unién de eventos ajenos,
k=0

(@) o0
U {Tk <70 < T }| = ZP[Tk < 7y < Ty
k=0 k=0

la parte derecha de la igualdad puede expresarse como

ZPTk<Tu<Tk+1]— hm Z]P’Tk<7'u<Tk+1]— hm P U{Tk<Tu<Tk+1}
k=0 k=0

es asi como,

lim P U{Tk<Tu<Tk+1} = hm P[TU<T]— hm w

n—00
k=0

por lo tanto,

por el teorema 2.1.1,

e )<nlggoexp{ /’Yo(l‘)dﬂf} :mp{_/%(x)dx},
0

asi concluimos

Colorario 2.1.1. Supongamos que p(x) es no decreciente como funcién de x y que se cumplen
las hipétesis del Teorema 2.1.2; ¢ (u) denota la probabilidad de ruina del proceso definido en

(2.0.1), y v(z) es la solucion de la ecuacién de Cramer-Lundberg definida en (2.0.7), entonces

Y(u) < exp {—/v(x)dx} (2.1.22)
0

Demostracion:

27



CAPITULO 2. MODELO DE RIESGO CON PRIMA DEPENDIENTE DE LA RESERVA

Por la proposicion 2.1.1, v(z) < vo(x) para toda z > 0, en particular, para 0 < x < u, entonces

por lo tanto,

Y(u) < exp {—/’yo(x)dx} < exp {— /’y(m)dm} . (2.1.23)
0

y asi concluimos (2.1.22).
Asi tenemos que () y vo(x) funcionan para crear una cota superior para la probabilidad de

u
ruina de R; empezando en u. En (2.1.23) podemos notar que exp {— f’yo(m)da:} es una mejor
0

cota que exp {— }w(x)dx}, sin embargo, para obtener y(z) para una x > 0 fija, es necesario
conocer la funci(’)i)l generadora de momentos de Uy + u — 1,(11), lo que nos lleva a resolver la
ecuacion diferencial en (2.1.2) o tendriamos que conocer la funcién generadora de momentos de
Ui+u—Rp, —Up = — :j’lp(Rs)ds —Uj. Por otro lado, para obtener ~y(x) tinicamente necesitamos
conocer B , p(x) y B, l(())s cuales deberian ser datos dados. En el capitulo 3 veremos ejemplos de
ello.

También notemos que si y(z) y vo(z) no dependen del nivel de reserva actual, es decir, son
constantes, los resultados (2.1.21) y (2.1.22) representan la cota superior en el caso cldsico de
Cramér - Lundberg.

Lo siguiente es probar que 7(z) y 7o(z) también son ttiles para aproximar a ¥ (u), la

probabilidad de ruina del proceso R; con capital inicial u.

2.2. Aproximacion de Cramér - Lundberg

En esta secciéon buscaremos una aproximacién asintética para 1(u), la probabilidad de ruina
del proceso de riesgo (2.0.1), cuando u tiende a infinito. Para nuestro objetivo, para cada nivel

de reserva r, veremos qué sucede localmente, es decir, en un intervalo {r(l — @+ %)] con
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n € N suficientemente grande. Para este fin, fijamos n € N y definimos para k =0,1,...,n,n+1,

Pk = sup p(x) y D = inf p(z),

up—1,n<e<upyi,n Up—1,nN<T<Up 1,0
los cuales serdn de gran utilidad para estudiar el comportamiento local de la prima de riesgo a
nivel de reserva x.
Resulta mas sencillo primero demostrar la aproximacién de Cramer-Lundberg para el si-

guiente proceso de riesgo, al cual denotaremos por R = { R };>0, donde para cada t > 0,

t Ne€ (t)

RS :u+/p(R§)ds— S e Uy (2.2.1)
0 k=1

donde N€¢(t) denota un proceso Poisson con tasa % y consideramos € > 0 suficientemente

pequeno. Es decir, los tamanos de los reclamos son mas pequefios y en promedio, el nimero de

reclamos es mayor, en comparacién con el modelo (2.0.1). Sin embargo, notemos que

N(t)

= GE[Ul] : Z Uk
k=1

gZE[Uﬂ'ﬁ:E

Ne(t)
E [Z €Uy

k=1

es decir, en promedio, el monto total de reclamos en el periodo [0,¢] de los procesos de riesgo
(2.0.1) y (2.2.1) es el mismo.

Debido a que vamos a comparar el comportamiento local de Ry y Rf con procesos de riesgo
con prima constante, es necesario establecer la notacién RY para el modelo cldsico con prima
p, definido en (1.5) y RV como el modelo RY intercambiando Uy por € - Uy y N(t) por N¢(t),

es decir
Ne(t)
RV =wu+pt — Z € Ug. (2.2.2)

k=1

Ademés, denotamos por 1, (u) ¥ ¥p.c(u) a las probabilidades de ruina de los procesos de riesgo

definidos en (1.5) y (2.2.2), respectivamente.
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El siguiente teorema estudia el comportamiento asintético del proceso auxiliar { Rf }+>0 que
definimos en (2.2.1), lo cual serd de gran ayuda para encontrar una aproximacién para la

probabilidad de ruina del proceso de riesgo con prima dependiente de la reserva { R:}+>0.

Teorema 2.2.1 Supongamos que para el proceso de riesgo { R§ };>0 se cumplen las suposiciones
u

Sy 5,y que p(r) es no decreciente como funcién de r. Definimos I(u) = [~ (z)dz donde
0

v(z) es la solucién de la ecuacién (2.0.7), entonces se cumple
Hﬁ)l —elog(Ye(u)) = I(u). (2.2.3)

Demostracion:

Sea a > 0. Si existe ¢t > 0 tal que R; = a entonces definimos T¢(a) = inf{t > 0|R{ = a}, de
otra forma, denotamos T¢(a) = 0o. T¢(a) denota el tiempo de cruce del nivel de reserva a del

proceso de riesgo, R = a.

Para que el proceso de riesgo R, con capital inicial u, llegue a la ruina, es necesario primero
pasar por el nivel de reserva u,_i,, a partir de esto podemos escribir a ¢(u) de la siguiente
manera;:

(u) =P[Ry < 0|Ry = u] =P[R, < 0|Ro = u, T(up—1,n) < 9]

entonces,

Y(u) =P[Ry < 0|Ry = u, T(un—1,n) < 0|P[T (tp—1,n) < 0]

por suposicién I) de 7 (pagina 3),
P[R; < 0|Rp = u, T (tun—1,n) < 00|P[T(tp—1,n) < 00] =P[Ry < 0|Ry = tp—1,nP[T(tp—1,) < 00].
Por lo tanto,

Ye(u) = P[Te(un—1n) < 00] - he(tn—1) (2.2.4)

donde P[T¢(up—1,) < 00] es la probabilidad de que R§ cruce el nivel de reserva u,—_1, y, por la
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ley de probabilidad total, podemos escribirla como

P|Te(up—1n) < 00| = P[Te(un—1,n) < 00| AJP[A] + P[Te(tun—1,) < 0o A°|P[A°]

donde A = {T.(un—1,n) > Te(tnt1.n)}. Es decir, estamos condicionando a que R§ cruce primero

Un—1,n qUE Up41,, O NO, cCOMO se muestra en la siguiente figura.

Rf 4
_ A adr
e A / J

Figura 2-2: Proceso de riesgo R§. cuando se cruza primero el nivel de reserva u,—1,,

Denotamos por @.(u) a la probabilidad de que el proceso R; empezando en u, cruce el nivel
de reserva u,—1,, con la condiciéon de que se tenga este nivel de reserva antes de up41,, €S

decir,

De(u) = PTe(up—1n) < 00|Te(tn-11n) > Te(tntin)] - PTe(tn-1n) > Te(tntin)], (2.2.5)

por esta razon, la probabilidad de cruzar el nivel de reserva u,_1, empezando con capital u se

puede escribir como

PTc(un—1,n) < 0] = Pc(u) + P[Te(tn-1,n) < 00| A°JP[AC]
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entonces,

PTe(un—1,n) < 00] > Pc(u) (2.2.6)

y por (2.2.4) y (2.2.6)

¢e(u) > Qe(u) : ¢€(un—l,n)- (2.2.7)

Debido a que si up—1, < RS < Upt1,n con s € [0,¢], entonces

t Ne(t) Ne(t) ~
R =u+ /p(Rs)ds —€ Z Ui <u+ppnt —€ Z U, = R?n,n.é
0 k=1 k=1
por lo tanto,
R < anvnf. (2.2.8)

Denotamos por @5, ..c(u) a la probabilidad de que el proceso Rf ™€ con capital inicial u,

cruce el nivel de reserva uy_1 ,, sin cruzar el nivel de reserva w1, antes. Por (2.2.8) tenemos
De(u) > Py, ,:e(u). (2.2.9)

Por (2.2.8) y (2.2.9)
Ve(u) = Dp,, () - Ye(Un—1,n)- (2.2.10)

/ . D € . .
Ademaés, en el proceso de riesgo Rf ™" es igualmente probable pasar del nivel de reserva u

u

a Up—17, SN pasar antes por up 11, que del nivel de reserva = = uj, a 0, sin llegar antes al

nivel uz n, es decir @5, ,.c(u) = P, ,,.c(5r). Sustituyendo en (2.2.10), tenemos

0elw) 2 B, e () Velitn-1) (2.2.11)
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Sea k = 1,2,...,n, intercambiando u por u,_g ,, andlogamente se cumple

u
we (unfk,n) > Qpﬁn,km:e<ﬁ)we (unfkfl,n%

en particular,

elw) 2 g, (1) eltin-1)

y para k=1

u u u
@ﬁn,n:€ (n> ' 7#6(““*17”) Z ¢_n,n35 <n> : Qﬁnfl,n:E <n> ’ ¢e(un72,n)-

Aplicando este resultado n veces en (2.2.11), tenemos

u u n
dsﬁn,n:e <n> ’ gpﬁnfl,nze <n> : wg(un—Qn — 2 H Pn—k,n'€ ( )

por lo tanto,

li[ ki€ <Z> Zﬁ%,nze (Z) : (2.2.12)

También, notemos que para cada k = 1,2, ...,n, por la ley de probabilidad total,

en () <0 () + 20 (3)
o (3) 2 m (3) - ()

por esta razon,

sustituyendo en (2.2.13),

ﬁ[ - () ¢pkn<2“> (2.2.14)

Notemos que ¥, . (5) ¥ Vi, (7“) son probabilidades de ruina del modelo clasico Rf R Jefinido
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en (2.2.2) con capital inicial * %“, por lo que se cumple la aproximacién de Cramer-Lundberg
~€ U —~€ QJ
definida en en capitulo 1, (1.10), es decir, 5, , (%) = Cgpe” mnn y 5, (2—“) ~ Cppe Tenn

n n

donde 7; ,, es el coeficiente de ajuste que resuelve la ecuacién
b

2Bl = 1) ~ P =0,

es decir,

/B HE[=€ — —€
;(B h/k,n] - 1) - pk,n:e')/lg,n =0 (2215)

donde B¢ denota la funcién generadora de momentos de € - U;. Veamos la relacion entre Vien ¥
Yk, €l coeficiente de ajuste del proceso de riesgo cldsico Rf "™ con prima constante Dk,n definido
en (1.5), para esto notemos que BE[’_y,EC’n] =E {eﬁ’;"'g'Ul} = E’['_y,zn - €], entonces (2.2.15) puede

escribirse como
BBlefn) = 1) = Prnie - €Y =0 (2.2.16)
por lo que €3 ,, resuelve la ecuacion
B(Bla] = 1) = Prpe -z =0

entonces,

2u _ 2k .
Y Vg (5) = Cne” " ne , es decir,

5 w
_'Yk,nﬁ

i (“) = lfm Cpne +

U—00

y también,

u—r

2U 2uTg n
5 — | = lim Cp e~ ne
T/ka,n ( n o k.n )
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entonces en (2.2.14) tenemos

Vk,nn 2uTk,n
€

— lim Cj e ne
U—00 k.n

ws(u) > kl:[l ulbnc}o Ck,nei

el lado derecho de la desigualdad puede escribirse como

LI kg 2
H lim (Crpe ™ ¢ —Cppe  ne
Pt U—00 ’ ’

y agrupando tenemos

n Fie,n v kT
H hm Crne ¢ 1—e "«

por lo tanto,

n 7:‘/k,n% 7’T/k,n%
Ye(u) > kl:[l“h*HgO Crme ™~ ¢ (1 —e e ) (2.2.17)

Aplicando logaritmos y multiplicando por -1,

- ¢ Vhen ¥ Vi, U
—1 B < — 1 l C n) — ——— [ 1 - =
0g (Ve(u)) < ];uggo(og( kn) = = og( ))

ne

distribuyendo el limite,

" 1 Ykt Ve,nt Ve,n U )
_ ,;ulbnc}o (log(Ck,n) - ? + log (1 )) Z Z (lOQ(Ck,n) + ulggo log (1 _

por propiedades de logaritmo,

n

- 5/ , '?k:,nu = ﬁk,nu - f?k,nu
k,n >~
E E (log(C’ 7 )+ulgrgolog (1 - >) < E — E <hm log ( ))

=1 ne

multiplicando por € > 0,

—elog(Ye(u Z Ve _ ez hm log ( Tk, nu) (2.2.18)

ne
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Por la proposicién 2.0.1, si pi ,(x) es no decreciente como funciéon de = entonces 4y ,(x) es no

deCI‘eCIGHte CcOomo funClon de Z, entonces se Cumple que 'T/k-’n(x) = sup 'Yk’n (x)
Un—1 ngxsun,ﬂri’l

Notemos que lim Z % "% es una suma de Riemann y se cumple
n—oo
k=1

u
7]6 nU
Jim Z /’y (2.2.19)
0

entonces tomando el limite cuando n tiende a infinito en (2.2.18) tenemos

—elog(Ye(u /fy dac—i—O—/fy
y tomando el limite cuando € tiende a cero obtenemos

16%1 —elog(1e(u)) < I(u). (2.2.20)

Por otro lado,

entonces
1%1 —elog(e(u)) > I(u). (2.2.21)

Por (2.2.20) y (2.2.21) concluimos (2.2.3).

Por lo tanto, tenemos una aproximaciéon a la probabilidad de ruina del proceso de riesgo
con prima dependiente de la reserva actual, reclamos de tamano €Uy e intensidad de la tasa de
llegada de los reclamos g Este resultado lo obtuvimos de estudiar el comportamiento local de
p(z), la funcién que determina la prima hasta el tiempo ¢, asumiendo que no varia mucho en
una pequeiia vecindad, por lo tanto, si consideramos a p(x) como una constante p, R denota

el proceso de riesgo al tiempo ¢ con prima constante p, capital inicial u, definido en (1.5) pero
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intercambiando Uy con €Uy y 5 por % y RY ., denota el proceso de riesgo al tiempo é, definido

€€

en (1.5) con prima constante p y capital inicial %, entonces

. Ne(t) u . N(t/e) " . N(¢/e)
RPg = utpt—e Y. Up= e-<>+e () p—e > Up=ce () + <>p_ S U =R,
k=1 € € k=1 € € k=1 €’ €

entonces, e (u) = ¢ (%), por lo tanto,
lim —elog(ve(u)) = lim log(t(u))

y asi concluimos

lm_—log(¢(u)) = I(u)

U—00

lo cual denotaremos por v (u) ~ e~ (%),

Es decir, el comportamiento de la probabilidad de ruina del modelo dependiente de la
reserva actual, podemos estudiarlo con los coeficientes de Cramer-Lundberg definidos en el
capitulo anterior y a medida que el capital inicial es mayor, la aproximacién mejora. En el
siguiente capitulo daremos ejemplos explicitos de la probabilidad de ruina y la cota superior y

aproximacion sobre ella.
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Capitulo 3

Discusion de casos especiales

En esta seccién se mostraran ejemplos en los cuales se puede obtener explicitamente v (u),
la probabilidad de ruina de un proceso {R;}+>0 con capital (estado) inicial u. En el capitulo
1 notamos que en el modelo clasico es muy 1util contar con la desigualdad y la aproximacién
de Cramér - Lundberg debido a que no resulta sencillo obtener una expresiéon explicita para
la probabilidad de ruina, atn en este caso. Es por ello que en el caso del proceso definido en
(2.0.1), cuando la prima es dependiente de la reserva, tampoco resulta una tarea facil encontrar
dichas expresiones, sin embargo, para algunos casos especiales es posible.

En el primero de los casos, consideraremos el proceso de riesgo con prima dependiente de
la reserva, definido en (2.0.1), cuando el tamano de los reclamos se distribuye exponencial.
Serd necesario tomar en cuenta un proceso auxiliar llamado proceso de almacenamiento, se
considerard la probabilidad de que dicho proceso rebase cierto estado u y eso serd equivalente
al evento en el que el proceso de riesgo con prima dependiente de la reserva con capital inicial
u sea menor que cero. En este sentido, se encontrard explicitamente la probabilidad de ruina
bajo ciertas condiciones.

En el segundo ejemplo, consideraremos un caso més general, es decir, {R;}+>¢ un proceso
de riesgo de tiempo continuo en [0, c0) que posee la propiedad fuerte de Markov, y que ademés,
es posible considerar las funciones i (z) y 0%(z) que después de un andlisis, se pensardn como

la esperanza y varianza del proceso en una vecindad de u. La propiedad fuerte de Markov y las
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funciones p(z) y o?(x) se definirdn posteriormente.

En este caso, nos va a interesar la probabilidad de llegar a cierto estado, suceso que se podria
considerar como ruina tal como en el modelo de riesgo definido en (2.0.1) que hemos considerado
anteriormente, sin embargo, este modelo no necesariamente tiene la forma de la trayectoria
del proceso que teniamos en el proceso de riesgo, debido a los saltos de los reclamos, en tal
caso serd necesario conocer las trayectorias de la media y la varianza del proceso. Se buscara
encontrar la probabilidad de llegar al estado cero, empezando en el estado x, en términos de
~v(x), el coeficiente de ajuste local que se definird para este proceso. Posteriormente, se dard una
aplicacién particular con un proceso que modela la proporciéon de cierto tipo de individuos en
una poblacion, en el cual se aborda el problema de extinciéon de una poblacién sujeta a seleccién
y nos interesa encontrar la probabilidad de que en algin tiempo ¢ la poblacién resulte extinta.

En este capitulo nos basaremos principalmente en [2], [5] y [6].

3.1. Reclamos exponenciales

En esta seccién consideraremos el proceso {R;};>0 con prima dependiente de la reserva,
definido en (2.0.1) con los puntos de ] y %3, y con la suposicién adicional de que el tamafio

de los reclamos se distribuye exponencial con tasa é > 0, es decir,

B(z)=1—B(z) =e

donde B y B denotan las funciones de distribucién y de supervivencia asociadas a los reclamos,
respectivamente.

Sea T un ndmero real no negativo. Supongamos que el proceso {R;}o<i<7 tiene n reclamos
en los tiempos 11,75, ..., T, definidos en (1.6). Consideremos el proceso {V;}o<i<r definido

como

Vi=A; — | p(Vs)ds. (3.1.1)

o
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N(t)
donde A} = > U y para cada k = 1,..n, U} = U,_p41, ademds, el tiempo de llegada del
k=1

reclamo k lo definimos como 1} =T — T,,_j41, es decir, el proceso {V;}o<i<7 estd construido
de tal manera que sea una reflexion sobre ¢ = 0 del proceso {R; }o<¢<7. Utilizaremos el proceso
auxiliar {V;}o<i<r para determinar la probabilidad de ruina ¢ (u) en (0,7] para el proceso
{R:i}o<t<T y esto se hard con base en si el proceso {V;}o<i<7 rebasa el nivel de reserva u al
tiempo T' 0 no, es por eso que se usaran las convenciones Vp = 0y p(0) = 0 para que si sucede
que el proceso {V;}o<i<7 llega a 0 en algtin tiempo ¢, por esta razén se mantiene a ese nivel de

reserva hasta el siguiente reclamo.

143 R:

\\\M\\ % % / .

1 EEEE E OE E @DEEE

Figura 3-1: Comparacién entre los procesos V; y R; cuando R; no llega a la ruina en el intervalo

de tiempo (0, 7.

Supongamos que el proceso de riesgo { R; }o<t<7 no llega a la ruina en el intervalo de tiempo
(0,T], como el proceso {V;}o<i<r decrece entre reclamos a una tasa p(r), entonces tenemos
dos opciones; la primera es que V; # 0 para toda t € (0,7] y en bajo dichas circunstancias, el
proceso {V; }o<t<r es una reflexion sobre ¢t = 0 del proceso {R;}o<i<7-

La segunda opcién es que V; = 0 para alguna t € (0,7 y se mantiene en ese nivel de reserva
hasta la llegada del siguiente reclamo y asi el proceso {V; }o<i<7 llegard al nivel de reserva igual
al tamartio de ese reclamo, tal como se muestra en el ejemplo de la figura 3-1.

Por lo tanto, el valor de V serd menor o igual a u cuando el proceso {R;}o<t<7 no llega a

la ruina en el intervalo de tiempo (0, 7.
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¥

\\\\
. fj P ¥

— i lfj t
i)

Figura 3-2: Comparaciéon entre los procesos V; y R; cuando R; llega a la ruina en el intervalo

de tiempo (0, 7.

Ahora consideremos el caso en el que el proceso de riesgo {R;}o<i<7 llega a la ruina en el
intervalo de tiempo (0,7 y supongamos que esto sucede en el tiempo T} con el reclamo Uy,
entonces R, < 0, sin embargo, V; es siempre positivo y el reclamo Uy se verd reflejado en un
salto positivo en V4, esto implicara que el proceso V; llegara al nivel de reserva 0 y se mantendra
en ese estado hasta la llegada de algin reclamo, lo que ocasionard que Vp > u. Para un ejemplo
ilustrativo, ver Figura 3-2.

En la siguiente proposicion, se probara formalmente la relaciéon entre la probabilidad de
ruina del proceso {R;}o<i<7 ¥ la probabilidad de cruce de nivel de reserva u en el proceso
{Vi}o<t<r al tiempo T
Proposicién 3.1.1 Para toda T' < oo, los eventos {7(u) < T} y {Vr > u} coinciden, en

particular, se cumple
Y(u, T) =P[Vp > u, (3.1.2)

donde ¢ (u,T') denota la probabilidad de ruina del proceso de riesgo {R;}+>0 en el intervalo de
tiempo (0, T7.

Demostracion:
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Sean v > 0y T < oo. Supongamos primero que Vr > u y que hay n reclamaciones en el
intervalo de tiempo [0, 7] del proceso de riesgo {R:}o<t<7. Como en (2.0.2), consideremos la

siguiente ecuacién diferencial con condicién inicial

(1) = plo(1), o(0) = (313)

definimos la funcién r,(t) como solucién de (3.1.3), es decir,

%Tu(t) = p(?“u<t)), TU(O) =u <3'1'4)

y sea T}, el tiempo en el que ocurre el k-ésimo reclamo en el proceso de riesgo { Rt }o<it<7. Como
ya vimos en el capitulo 2, la funcién r,(t) describe el comportamiento de {R:}o<t<7 entre
reclamos. En la pagina 13 se prob6 que 7,(t) es no decreciente como funcién de u, para toda
t > 0, entonces

Vi = vy (T1) — U > ry(Th) — Ur = Ry,

Si Vi = 0 entonces la ruina sucedi6 con el primer reclamo, de otra forma repetimos el argumento

y obtenemos V= > Rp,. Asi, encontraremos k tal que VT;_ ,=0,en el peor de los casos,

ket
tendriamos que la primera k para lo que se cumple lo anterior es k = n — 1, es decir, Ty = 0
y esto implica que la ruina sucede con el (n-1)-reclamo en el proceso {R;}o<¢<7, por lo tanto,
T(u) <T.

Ahora supongamos que Vp < wu y demostraremos que 7(u) > T. Andlogo a la prueba

anterior, tenemos que

Vs = ry(T1) — Uy < ry(Th) — Uy = Ry

y con un argumento similar, probamos que Rz, > 0 para toda n < N ya que el proceso
{Vi}o<t<T siempre es no negativo, por las convenciones p(0) = 0y Vp = 0 y debido a que la
ruina s6lo puede ocurrir con los reclamos, tenemos que Ry, > 0 para toda k& = 1,...,n, asi

concluimos que 7(u) > T.

En conclusién, para toda u > 0 y para toda T' > 0, los eventos {7(u) < co} y {Vp > u}
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coinciden.

Por la proposicién 3.1.1 que se acaba de probar tenemos que, en particular, para toda v > 0

y para toda T > 0
Y(u, T) =P[Vr > ul. (3.1.5)

Proposicién 3.1.2. Sea la funciéon G : RT — R de tal manera que G(u) = Tlim P[Vr > u] si
—00

u>0y G(u) =0siu<0. Para toda u > 0,

G(u)=1—1¢(u) = lim P[Vp > ] (3.1.6)

T—o00

y ademads, G es funcién de distribucion si y sélo si ¥(u) < 1 para toda u > 0.
Demostracion:

Sea u > 0. Para cada T" > 0 definimos el evento A7 = {Inf{0 < ¢ < T : R, < 0|Ryp = u}}.
Notemos que Ary; C Agp, es decir, {Ar}r>1 es una sucesién decreciente de eventos y en
consecuencia, {A%}r>; es una sucesion creciente de eventos, por el Teorema de continuidad de

la probabilidad (ver apéndice, proposicién 5.1.2),
lim P(A%) =P lim A% ).
Jim Pa5) = Jim at)
Asi, notemos que si u > 0,

G(u) = lim P[Vp > u] = Th’m P(AS) =P (Thm A%) =1—1¢(u),
—00 —00

T—o0

lo que implica que si u > 0

Gu) =1—¢(u) = lim P[Vr > ul. (3.1.7)

T—o00

Ahora supongamos que ¥(u) < 1 para toda u > 0, se demostrard que G es funcién de distribu-

ciéon de una variable aleatoria no negativa, es decir, se cumplen las siguientes condiciones:
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D
1)
)
v)

v)

Para toda u € R, 0 < G(u) < 1.
G(u) es no decreciente como funcién de w.

lim G(u) = 1.

U—00

lim G(u) = 0.

u—0

lim G(u+ h) = G(u).

h—0t

Demostracion:

1)

1)

111)

V)

Sea u > 0, por (3.1.7), G(u) =1 —(u) y 0 < ¢(u) < 1, en consecuencia, 0 < G(u) < 1.
Para demostrar que G(u) es no decreciente como funcién de u, consideremos u, v > 0 tales
que u < v.

Recordemos de la prueba de la proposicién 2.0.1 que ¢ (u) = P[inf{t > 0: R; < 0| Ry = u}]

es no creciente como funcién de v y por lo tanto, G(u) es creciente como funcién de u.

Para cada u > 0, definimos A, = {inf{t > 0 : Ry < 0|Ry = u}}. Notemos que dada

u > 0, Ayp1 C Ay, lo cual implica Af, C AF,; y por el Teorema de continuidad de la

probabilidad.
Jim P(AG) =P ( lim_A5) (3.1.8)
por lo tanto,
Jim GG = JYim 1= 0(u) = lim B(A7) = P ( Jim A7) =

y asi concluimos,

lim G(u) =1

U— 00

Para cada u > 0, definimos A, como en el punto anterior, por (3.1.6),

lim G(u) = lim G’<1> = lim 1—¢(1) = lim IP’<A61) :IP’<ILII1 Acl) =0
u u—o0

u—0 U—00 U U—00 U—00 )
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y asi concluimos,
iig[l) G(u) =0
v) Para demostrar la continuidad por la derecha de G(u), notemos que para cada ¢ > 0 fija,
Gt(u) = P[V; < u] es una funcién de distribucién y por lo tanto, continua por la derecha.
Sea ug > 0 tal que u > ug, por (3.1.6) de la proposicién 3.1.2 tenemos que

lim G(u) = lim lim Gi(u).

u—ruQ Uu—ug t—00

Ademés, por lo anterior (ver apéndice, teorema 5.2.1), podemos intercambiar los limites
sobre t y u, entonces

lim G(u) = lim lim G¢(u)

U—ug t—00 u—ruQ

y por (3.1.6),

lim G(u) = lim lim Gi(u) = ltlim Gt(up) = G(up).

U—uUQ t—o00 u—ug

Por lo tanto, G es continua por la derecha y asi concluimos que G es una funcién de

distribucién si t(u) < 1 para toda u > 0.

Ahora supongamos que G(u) es una funcién de distribucién y se probarda que ¥(u) < 1 para
toda u > 0. Supongamos que ¥ (u) = 1 para alguna u > 0, por la proposicién (2.0.1), ¥(u) =1

para toda u > 0. Como G es una funcién de distribucién, en particular se cumple

lim G(u) =1

U— 00

y por otro lado,
ulggo G(u) = uh_}ngo 1—4¢(u)=0

lo cual es una contradiccién, por lo tanto, ¥(u) < 1 para toda u > 0.

Proposicién 3.1.3 Existe una variable aleatoria V' tal que {V;} converge en distribucién a V'
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y en particular se cumple

Y(u) =PV > u (3.1.9)

si y sélo si ¢(u) < 1 para toda u > 0.
Demostracion:

Por la proposicién 3.1.1 bastaria encontrar una variable aleatoria V tal que G es funcién de

distribuciéon de V.

Sea U una variable aleatoria uniforme en (0, 1), definimos la variable aleatoria V' como

V=G1U) (3.1.10)

donde para cada x € (0, 1),

G lYz)=if{y>0:G(y) >z} =if{y >0:1—1(y) > z}. (3.1.11)

Veamos que la variable aleatoria V' tiene funcién de distribucion G. Sea y > 0, primero notemos
que los eventos {G~H(U) < y} v {U < G(y)} son equivalentes ya que si z € (0,1) tal que
G~ Y(z) < y implica G(y) > = ya que G es no decreciente y por otro lado, si < G(y) entonces

y > G~1(x) por definicién de G~!(x). En consecuencia,

PV <y =P[G"'(U) <y] =P[U < G(y)] = G(y), (3.1.12)

por lo tanto G es funcién de distribucién de V = G~}(U). A este método utilizado para
encontrar la variable aleatoria V se le conoce como método transformado inverso. Asi, por
(3.1.10) concluimos que {V;} converge en distribucién a V' si y sélo si ¥ (u) < 1 para toda u > 0.

Ahora veamos que V tiene funcién de densidad, es decir, existe una funcién f : RT™ — R tal

que cumple:

1) f(y) > 0 para toda y > 0.
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1) G(y) = | f(z)dz para toda y > 0.

Ct—w

Para ello, supongamos que G es absolutamente continua, es decir, existe una funciéon g(z)
definida para toda x > 0 y go para x = 0 que cumple con los tres puntos anteriores, en

particular G es derivable y ademés, G'(z) = g(x) para toda z > 0.

En el siguiente teorema daremos la forma explicita de g(y) y go, en particular se cumple

1=gm+/g@ﬂy (3.1.13)
0

y ademas, por (3.1.5) la probabilidad de ruina con capital inicial u del proceso {R¢}+>0 puede

escribirse de la forma
o) = [ gy (3.1.14)

Nuestro objetivo ahora es hallar una expresién explicita de g(y), para lo cual tenemos el siguiente

teorema.

Teorema 3.1.1 Consideremos el proceso de riesgo con prima dependiente de la reserva { Rt }+>0,
definido en (2.0.1). Supongamos que se cumplen las suposiciones 7 y %, B es la funcién de
distribucién correspondiente al reclamo Uy con tasa § > 0, B(z) = 1 — B(x) = ¢%* y definimos

T

w(z) = Ofﬁdt < oo para toda x > 0, entonces

v(w = [ 9w)dy

donde g(z) = %exp{,é’w(x) —dx}y g% =1+

°o—g

%exp{ﬁw(m) — dx}dz.

Demostracion:
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Para cada x > 0, consideremos el proceso

¢
Vo4 Vi=a+ A —/p<v;)ds, (3.1.15)
0
N()
donde A} = }° U}. Notemos que el capital inicial del proceso V;* es z, es decir, Vi = z. Sea D
k=1

el conjunto de todas las funciones f : R — R tales que %Ex[f(:z:)ﬂt:o existe para toda v >0y

definimos el operador ¢ : D — R llamado generador como

(@) =5

BV ) =0, Vi =a (3.1.16)

que serd 1util para encontrar una expresién que involucrard a g(z) y go tomando f = G. De una
forma andloga de como se probé en (2.0.4), es posible probar que entre saltos, Vix puede ser

descrito por la funcién —r,(t) definida en (3.1.4). Sea x > 0, por definicién de derivada,

d

C(f(@) = ZElf(V)]jo = lim ¢ o[£ (V;")] = Ea[f (V)]

y como V' =z,
lim ¢~ [Ba [£(V,")] — Ea[f (VO] = lim t 7' E[F(V,") = f(2)],

t—0

por lo tanto, el operador ¢ puede escribirse como

C(f(@)) = lim B[ (V) — f(2)]. (3.1.17)
Sea t > 0 considerada suficientemente pequeiia,

R (V) = f(@)] = a(t) + b(2) + () (3.1.18)
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donde establecemos

c(t) = tT'E[f(V{") — f(); N(¢) > 2].

Es decir, estamos analizando los casos en los que se tienen cero reclamos, un reclamo y 2 o mas

reclamos hasta el tiempo t. En el primer caso tenemos que por la regla de Bayes,

a(t) = tTE[f (V) = f(2); N(t) = 0] = tT'E[f(V;") = f(2)IN(¢) = 0] - P[N(t) = 0]

como no tenemos reclamos al tiempo ¢, el comportamiento de V;* estd totalmente descrito por

—r,(t), es decir

tE[f (V7)) — f(@)IN(t) = 0]P[N(t) = 0] = ¢ 'E[f (—ra(t)) — f(a)] - e

asi sucede que f(—7r;(t)) — f(x) es determinista,

tE[f (—ra(t) — f(@)]e™ =t [f (=ra(t)) = f(2)] - e

—rz(t)—x
—rz(t)—x’

multiplicando por 1 =

t_l[f(—rx(t)) _ f(x)]e—ﬂt —_ f(x + [_T'z(t) — .’B]) — f(]})} [_rx(t) — .iL‘:| e_ﬂt,

—ry(t) —x t

Teniendo en cuenta que 474(t) = p(ry(t)) > 0 para toda t > 0, r4(t) es no decreciente como
funcién de t y en consecuencia, —r(t) es no creciente como funciéon de t. Ademas, —r,(t) se
aproxima a x cuando ¢ tiende a cero, por tal motivo —r,(t) — x tiende a cero cuando ¢ se acerca

a cero, asi

o T+ [2ralt) = ) = f(2)

10 —rg(t) —x = f'(z).
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Por otra parte,

o —ra(t) —x o —ra(t) = (=72(0)) o d .
1 =1 = —lim —r,(t) = -1 z =-
im —— i ; i () = — i p(ra(1))) = —p(x)
y lim e #* = 1, entonces
£10
lima(t) = —p(a)f'(2)- (3.1.19)

t10

Ahora consideremos el caso en el que se tiene un sélo reclamo hasta el tiempo ¢,
b(t) =t E[f (V) — f(a); N(t) = 1]
por la regla de Bayes,
tUE[f(V)) = f2): N(t) = 1] = tT'E[f(V}") — f(2)IN(t) = B[N (t) = 1]

como so6lo estamos considerando un reclamo hasta el tiempo ¢, podemos escribir a V,;* como

—7_p ()40, (t = T1) y por el Lema 5.2.1 del apéndice,
R (V) = f(@)IN(t) = PN () = 1] =t E[f (=r_p,(ry) 0, (t=T1)) = f(2) [N () = 1]-Bte™
de modo que

lim () = B[f (e + V1) = f(2)) = 8 [[f(a +9) — f()] Bldy)
0

tl0

el lado derecho de la igualdad anterior también puede escribirse como

8 [ +y) ~ $@)Bldy) = 8 [ Sz +v)Bldy) - Bf ()
0 0
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realizando el cambio de variable ©u = x 4 y en el primer término

limb(t) = ~Bf () + 5 [ £(5)B'(y — 2)dy.

tl0

Luego,
~Bf(x) + B7f(y)B’(y —@)dy = —Bf(2)B(y — =) + ff(y)B’(y —a)dy
que puede simplificarse a
—Bf(z)B(y — )| + 5 7f(y)B/(y —a)dy =3 73(3/ —a)f'(y)dy
por lo tanto,

limb(t) = 8 [ Bly— )/ (w)dy. (3.1.20)

Por ultimo, como estamos considerando ¢ un tiempo suficientemente pequeno, la probabilidad
de tener dos o mas reclamos en el periodo de tiempo (0, t] es muy pequefia. Andlogamente como

en los casos anteriores,

lim e(t) = lim ¢~ B[/ (V) — (@) N(2) > 20PN () > 2

por la definicién del proceso Poisson (ver apéndice, definicién 5.2.5),

1g€t711a[f(vt*) — f(z)|N(t) > 2]P[N(t) > 2] = 1§§;E[f(%*) @IV > 2]0(;)

y ya que E[f(V}*) — f(x)|N(t) > 2] es acotada,

lim B{7(V;) ~ f@)IN () 222 <o
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Por lo tanto,

1i t) =0. 3.1.21
tlj(r)lc( ) ( )

De (3.1.19), (3.1.20) y (3.1.21), tenemos

(@) = ~p@)f'(@)+ 8 [ Bly—2)f ()dy. (3.1.22)

supondremos que para la funciéon de distribucion G, existen gg y ¢ los términos asociados a la
funcién de densidad, suponemos a G diferenciable y asi podemos tomar f = G, sustituyendo

en (3.1.22) tenemos
((G(a)) = ~p@)G' () + 6 [ Bla )G (y)dy = —p(a)g(x) + 8 [ Bla ~ y)g(u)dy.

Por otro lado, veamos que G(V}*) = tlim P[V; < V{*] donde V; es el proceso Vj* con reserva
—00

inicial cero. Sea s < T1, como 7, (t) es estrictamente creciente como funcién de u,

Vi =—ra(s) < —ro(s) = Vi

S
y como los reclamos no dependen del capital inicial,
Vﬂ =—1y(8)+ U < —1o(s) + Uy = Vp

asi, podemos considerar como capitales iniciales V3, y Vp, para en general, demostrar que

Vi < Vi para toda t > 0. Por consiguiente,

G(Vf) = lim P[V; < V7] = lim 1 —P[V; > V;*] = lim 1 — P[] = lim 1 = 1.

t—o00 t—o0 t—o00 t—o0
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y sustituyendo en la definicién del operador (,

d

(G =5

% d
tEE[G(V; )lt=0 = alft:() =0

y asi obtenemos

((G@) = ~pla)g(a) + 5 [ Bl = pgly)dy = 0. (3.1.23)

También,

=7< daz—goﬁ/B dy+/
0

cambiando los limites de integraciéon del segundo sumando tenemos que

goﬁ/B dy+/

puede escribirse como
o0
0

Asi, estamos buscando una funcién de densidad g(y) y un valor gy > 0 que cumpla

/BB ~ 2)g(y)dy - m>¢>]wmm:

/BB ~ )g(y)dy - p(M(ig@Mw

908 B(a /B z —y)g(y)dy — p(z)g(z )] g(z)da.

o0

/ 90BB(x

0

+ 8 / B(z —y)g(y)dy — p(x)g(x)] g(z)dz =0
0

en particular, podemos buscar una funcién de densidad g(y) y go > 0 tal que para toda z > 0

cumpla

p(x)g(x) = goBB(z) + B / B(z —y)g(y)dy. (3.1.24)
0
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Sea z > 0 y despejando g(x) de (3.1.24) y tomando en cuenta que B(z) = e~°*, obtenemos

e—&v ,8 z sl 6—6;1:
_gﬂﬁ /6 o( y)g(y)dyzﬁ

ST RASTON »@)
donde k(x) = go + fe_‘syg(y)dy. Por lo tanto,
0
B Be—ém
derivando k(x) tenemos
K (z) = " g(x)

ox /8
e r) = ——k(x),
ola) = ~C5n(a)
asi obtenemos la ecuacion diferencial
n/(x) = —5 K(z) k(0) = go,
p(x)

d K ()

_ __B

integrando respecto a =,

2

In(k(z)) = In(k(0)) + / 0
0

se sigue que

k(z) = E(O)eﬂ“’(x) = goeﬁw(m).

go + / eayg(y)dy] =
0

t = In(k(0)) + fw(x)

ﬁe—éx
p(z)

k(z)

(3.1.25)

(3.1.26)

(3.1.27)
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De las ecuaciones (3.1.26), (3.1.27) y del hecho w'(z) = ﬁ,

glx) = e K (z) = e‘”p(ﬁm)n(x) = 0% go B ()P0 @),

es decir,

g(z) = e gy fu' (z)e? @), (3.1.28)

oo
Como 1 = go + [ ¢g(y)dy entonces
0

o0 o0

/—ydy =1+ / p(‘; exp{fw(x) — dx}dx =1+ / Jexp{b’w(x) — dx}dz,
0 0

dx d(ﬁw x)

integrando por partes y tomando u = e °% y v’ exp{ﬁw( )} obtenemos

o o0
L et 46 / ooz tBu(z) _ / o~ datpu(a)
9o

y asi concluimos,

1_ 1 —i—O/p(ﬁx)emp{Bw(x) —dxtdr = 5/6‘5$+6w($)daﬁ. (3.1.29)

Proponemos a g(y) y go la funcién y el ntimero real positivo, respectivamente, que cumplen ser

una funcién de densidad para (G, para esto se verificaran los puntos mencionados en la pagina

45:

1) g(y) > 0 para toda y > 0y go > 0. Ademés, gy = —=————— > 0 ya que tenemos que
5fef§z+ﬁw(z)dx

b+ f Sy dr
e—drtpuw(z) — o > 0 para toda = > 0.

Por otro lado, sea y > 0,
g(y) = e % goBu’ (2)e*®) > 0 ya que w'(z) = Wlx) >0 paratodaxz >0y >0
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[e.e]
11) Veamos que go + [ g(y)dy = 1.
0

o o0
Denotamos por a = [ %e“mrﬁw(x)dx = [ Buw'(z)e 9+tFv(@)dz v asi es posible tener la
0 0

igualdad

o0
1
g0 + /g(m’)dw =go+ago=go(l+a)= go(gfo) = 1.
0

111) Por altimo, notemos que para cada y > 0, G(y) = [ g(x)dx por construccion de go y g(y).

O —w

Concluimos que G es absolutamente continua, es decir, tiene funcién de densidad. Por la pro-

posicion 3.1.2,

v(w =PV > = [ o)y

es decir, podemos calcular la probabilidad de ruina del proceso de riesgo { R; }+>0, dependiente de
la prima p(r), tasa de niimero de reclamos 3 > 0 cuando los reclamos se distribuyen exponencial
o0

con tasa § > 0 tnicamente con estos datos. La tnica dificultad podria ser calcular | g(y)dy.
u

Notemos que la ecuacién (3.1.24) resulté de gran importancia para encontrar a go y g(y)
y su demostracién se bas6 en [2]. Sin embargo, Asmussen, [2], menciona que G es estacionaria
vy que la tasa de cruce del nivel z cuando el proceso V; es decreciente es la misma que la tasa
de cruce del nivel z cuando el proceso es creciente. Asi notemos que debido a que V = —p(V)
y que consideramos a p(x) una funcién no negativa, entonces consideramos a la funcién p(x)
como la funcién de tasa cuando V; decrece y g(x) denota la probabilidad de que el proceso {V;}
esté cerca de x cuando t es muy grande, por lo tanto, p(z)g(z) representa la tasa de cruce el

nivel de reserva x de proceso V; cuando es decreciente.

Por otro lado, para que V; sea creciente en un intervalo de tiempo, es necesaria la llegada
de un reclamo, por lo tanto si V; esta en el estado de reserva y # 0, es necesario un reclamo
de tamaifio, al menos, x — y para lograr cruzar el nivel de reserva z. Asi, 3 fB(x —y)g(y)dy
representa p(x)g(x) representa la tasa de cruce el nivel de reserva x de proé)eso Vi cuando es

decreciente y go3B (x) aborda el caso cuando V; empieza en el estado de reserva y = 0.
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3.2. Un caso mas general

En esta seccion, supondremos que tenemos un proceso en el que no necesariamente tenemos
los saltos de los reclamos descritos en el modelo de riesgo con prima dependiente de la reserva,
en este caso, nos interesara encontrar la probabilidad de que tal proceso llegue a cierto estado.
Consideremos las siguientes definiciones:

Definicién 3.2.1. Sea (€2,.#) un espacio medible. Una filtracién en (£2,.#) es una familia no
decreciente {#;}1>¢ de sub-o-dlgebras de .Z.

Afirmacion: dado un proceso estocéstico { Xt }+>o definido en el espacio (£2,.7,P), se tiene que
FX =0(Xs:0<5<t)cont >0 es una filtracién en (£2,.%). Demostracién: Primero notemos
que debido a que th es la o-dlgebra mas pequena que contiene todos los subconjuntos de la
familia {X;1(A) : A € B(R)}o<s<t C -F entonces sélo falta verificar que .#;X es una familia no
decreciente, para esto, tomemos #; < to. Como {X;1(A): A € B(R)}o<s<t, C {X;H(A): A€
PB(R)}o<s<t, entonces Fi\ C FiX.

A la filtracién { %X };>0 le llamaremos filtracion candnica o natural.

Definicién 3.2.2. El proceso estocdstico X = {X;}i>0 es adaptado a la filtracion {%#;}i>0
si para cada t > 0, X; es una variable aleatoria .#;-medible, es decir, para todo A € #(R),
X~YA) e F.

Observacion: todo proceso X es adaptado a la filtracién canoénica

Definicién 3.2.3. Decimos que una funcién 7' : Q — R es un tiempo de paro si {T <t} € %
para toda t > 0.

Observacidon: dado un tiempo de paro T, se afirma que Fp = {A € F : AN{T <t} € %#,t >0}
es una sub-o-dlgebra de .%.

Demostracion:

Como {Zr}r>0 C .#, basta probar que {Zr}r>0 es una o- algebra.

1. Notemos que como )N{T < t} =) € % para toda t > 0 ya que cada % es una o-dlgebra

entonces @) € Fr.

2. Sean Aj, As, As, ... € Fr.Como (U An){T <t} = U (A.N{T < t}), cada (A, N{T <

neN neN
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t}) € 1y {Zi}i>0 es una o-algebra entonces (|J A,) N{T <t} € F#.
neN

3. Sea A € Zr, tenemos que AN{T <t} € % y podemos escribir AN {T <t} ={T <

ty — (AN{T <t}) € #.

Asi, {Zr}r>0 es una sub-o- dlgebra de .# y por lo tanto, una sub-o-dlgebra de .Z#.

Informalmente, el espacio de eventos %7 tiene informacién hasta el tiempo aleatorio T, es
decir, es una coleccién de conjuntos medibles que son determinados hasta el proceso de tiempo
T.
Definicién 3.2.4. Consideremos el espacio de probabilidad (€,.#,P). Sea X = {X;}+>0 un
proceso estocastico no negativo. Consideremos la filtracién canénica {F}i>0 y sea T': Q — R
un tiempo de paro respecto a la filtracion natural. Decimos que X posee la propiedad fuerte de
Markov con respecto a T' si las distribuciones X745 dado X = y X5 dado Xy = « coinciden
para toda x > 0.

Si ¢ es una sub-o-dlgebra de .7 y {w € Q : X(w) < x} € 4 para todo x € R entonces
diremos que X es ¥-medible.

Supongamos que {R; }+>0 es un proceso estocastico con parametro de tiempo continuo ¢ que
posee la propiedad fuerte de Markov y que tiene trayectorias R; continuas de t con probabilidad

1. Consideraremos las siguientes suposiciones que llamaremos 73:
1. El espacio de estados del proceso {R;}>0 es el intervalo I = [0, 00).

2. Para toda u > 0, el proceso es regular en el interior de I, es decir, P[T; < co|Rg = u| > 0

con y > 0.

3. Para cada h > 0, denotamos por A, R al incremento Rj; — Ry y supondremos que para

toda u > 0, existen los parametros p(u) y o?(u) definidos por

RN _ 20\ _ 1 b Np
p(u) = lim ~EIALRIRo = u 0?(w) = lim TE[(A R Ry = ). (3.21)

4. Las funciones u(u) y o%(u) son continuas de u y doblemente diferenciables en I.
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5. 0?(u) > 0 para toda u > 0.

Primero, para ver la informaciéon que nos dan los pardmetros p(u) y o?(u) recordemos que si f
es diferenciable,

fluth) = f(u) + hf'(u) + o(h)

y esta formula es llamada aproximacion diferencial de f.

Dada u > 0, como suponemos que existe el limite

E[Rh‘Ro == u] — E[R()’Ro = u]
h )

.1 .
p(u) = 1}51(} EE[AhR\RO =u] = l}gr&

eso implica que la funcién E[R,|Ry = u] es diferenciable en cero y ademas, su derivada es p(u).

Lo anterior implica que podemos escribir su aproximacién diferencial como,
E[Ry|Ro = u] = E[Ro|Ro = u] + hu(u) + o(h).
Por otro lado, por definicién de varianza,
Var[ApRR|Ry = u] = E[(ALR)%| Ry = u] — (E[ALR|Ry = u))?
en términos de la aproximacion diferencial tenemos que
E[(ArR)?|Ro = u] — (E[AwR|Ry = u])? = 0”(u)h + o(h) — (hpu(u) + o(h))?
y por propiedades de o(h),
o?(u)h+o(h) — (hu(u)+o(h))* = o (u)h+o(h) — (hu(u))* —2hu(u)o(h) —o(h)?* = o?(u)h+o(h).

Asi, notemos que p(u) es la tasa de cambio de la funcién E[R;|Ry = u] en x = 0 y entonces
w(u) y o%(u) representan la media y la varianza del proceso de riesgo en una vecindad muy

pequena de u, respectivamente.
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El interés sera la probabilidad de que el proceso { R; }+>¢ llegue al estado cero, y supondremos

a este evento como la ruina del proceso, es decir,
Y(u) =P[Ty < oo|Ry = u] (3.2.2)

donde
TO = inf{Rt = O‘R(] = 0}

es el tiempo en el que se llega por primera vez al estado cero en caso de que esto suceda, de

otra manera, denotaremos Ty = oc.

Suponemos que u(z) y o(z) son continuas, entonces ya vimos que se cumple:

E[ALR|Ry = x] = p(x)h + o(h) (3.2.3)

Var[ApR|Ry = x] = o(2)h + o(h). (3.2.4)

Lo primero es definir un coeficiente de ajuste local, para esto proponemos a y(z) = ;22’23(3) como

candidato y veremos que funciona para crear una cota superior sobre la probabilidad de ruina

del proceso {R:}+>0.

Para un mejor manejo de los calculos que se realizardn a continuacién, consideremos las

siguientes definiciones:

s(z) = exp { / v(y)dy} (3.2.5)
0

S(z) = /s(n)dn (3.2.6)
0
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o0

S(o0) = / s(y)dy. (3.2.7)

0

La idea es primero encontrar una expresién explicita para la probabilidad de que el proceso
{R;} llegue primero al estado a que al estado b con 0 < a < u < b para, posteriormente, aplicar
un proceso limite para encontrar ¢(u). Para nuestro fin, serd til el siguiente teorema.

Teorema 3.2.1. Sean 0 < a < u < by definimos v, (u) la probabilidad de que el proceso
{R;} que cumple 54, con media u(z) y varianza o?(x) para toda x > 0, llegue al estado a > 0

antes del estado b > 0 empezando en u > 0 al tiempo cero, entonces

Yap(u) = (3.2.8)

Demostracion:
Sean x > 0, definimos T, como la probabilidad de que el proceso { R;} llegue al nivel de reserva

x por primera vez, es decir,

T, =inf{t >0: R =z}

y denotamos por v(z) a la probabilidad de llegar al nivel de reserva a antes de llegar al nivel

de reserva b con capital inicial z, esto es
v(z) = P[T, < Tp|Roy = z] a<x<b. (3.2.9)

Asumimos los siguientes supuestos que llamaremos 577:
1) v(u) es continua e infinitamente diferenciable.
1) v(a) =1y v(b) =0.
111) v(u) es analitica para toda u > 0.

Para encontrar una expresién que relacione a u(z), 0?(x) y la probabilidad de llegar primero
al nivel de reserva a que al nivel de reserva b, empezando en z, ahora consideremos h un tiempo

suficientemente pequeiio tal que la probabilidad de alcanzar a o b al tiempo h sea despreciable,
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es decir, P[{T, < h} U{T, < h}] = o(h). Notemos que podemos encontrar esta h debido a
que (3.2.2) y (3.2.3) nos dicen que la media y la varianza no varfan demasiado en un intervalo
pequeno.

Definimos el evento E = {T, < h}U{T}, < h}. Al tiempo h, condicionando a la posicién Ry,

la probabilidad de alcanzar b antes de a es v(Ry,), por lo tanto, por la ley de probabilidad total
v(z) = P[T, < Ty|{Ro = 2} N E|P[E°] + P[T, < Tp|{Ro = z} N E|P[E].
Como P[T, < Tp|{Ro =u} N E|=P[T, < TH|{Ro = u} N ({T, < h} U{T, < h})] < o0,
v(u) =P[T, < Ty|{Ro = u} N ({T, > h} N {T, > h})|P{T, > h} N {T, > h}] + o(h),
ademaés, l}ﬁ% P{T, > h} N {Ty > h}] = 0, entonces
v(u) =P[T, < TH|{Ro = u} N [{T, > h} N{T, > h}]].

Luego, como {R:}+>0 posee la propiedad fuerte de Markov, para todo ¢t > 0, R;;, dado Ry, se
distribuye igual que R; dado Ry y asi, hasta el tiempo h, si atin no se alcanzan los niveles de
reserva a o b tenemos que

v(z) = E[v(Rp)|Ro = z]| + o(h).

Sea AR = Ry}, — x y por los supuestos I), IIT) de .#, consideramos la serie de Taylor de v
en AX

v(Rz) = v(z + AR) = v(z) + ARV (x) + %(AR)zv/'(x) + ... (3.2.10)

debido a que los términos después del término cuadratico con de orden menor a (AR)?, los

denotaremos por o(h).
v(z) = E[v(Rp)|Ro = z] + o(h) por (3.2.9)

=E[v(ApLR+ z)|Ry = =] + o(h) por definicién de ApR
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= E[v(z) + ARV () + 2(ALR)%" (x) + o(h)|Ry = 2] + o(h) por (3.2.10)
— v(x) + E[ALR|Ry = 2)v'(z) + SE[(AnR)2|Ro = 2]v”(z) + o(h) linealidad de E

= v(@) + [u(@)h + o(W)]V () + L[o2(x)h + o(h)]v"(x) + o(h)  por (3.2.3) y (3.2.4)
= v(z) + pla)h'(x) + 30*(@)h" (x) + o(R)[V' (z) + 30" (x) + 1]

= v(z) + p(z)' () + 0% (z)" (x) + o(h)

)+
)+
por lo tanto,

entonces

0 = pu(x)h'(z) + %UQ(w)hv”(x) +o(h)

dividiendo entre h y tomando el limite cuando h — 0

pa)'(z) + 5o (z)v"(z) = 0. (3.2.11)

Sea Coo([0,00)) el conjunto de funciones con dominio en [0, 00), contradominio en R, infinita-

mente diferenciables, definimos el operador L : Coo([0,00)) — C([0, 00)) como

Lf(z) = p(x)f'(z) + 50*(2) f"(x), (3.2.12)
por (3.2.11), buscamos una solucién a Lf = 0, para ello consideremos el siguiente lema.
Lema 3.2.1 Sea Lf definido como en (3.1.11), s(x) definido como en (3.1.5) entonces

Lf(z) = %UQ(x)s(x)% le af (x)} (3.2.13)

Demostracion:

Por definicién de Lf,

2p(x)
’ s(z) ’
notemos que i,((;)) = ( Qf(;)) = ;22‘253’), entonces p(z) = —502(x)i((;)), sustituyendo ésta
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expresion tenemos:

, 1 " 1 , 1 "
H@F(@) + 3@ @) = = 5o*@) S @) + @) @
factorizando 0°(z)s(z),
—EUQxM/x 10212/,%:10'2568.75 —S/(gj)/az L//95
57 @5 @) + 500 @) = 5 @) (~ o @) + s @)

y, por la regla de la cadena,

S (x)

1(7'2ZL'3.’L' — /.T L”x = -0 (x)s|T
57 @s() (—S5 5 @) + o5 1"(@) ) = 3@l

=p (3.2.14)

para alguna constante 5 > 0. Notemos que una funcién que cumple (3.2.14) es f(x) = 8S(z)+«
x

donde recordemos que para toda z > 0, S(z) = [~(y)dy y ademds, notemos que S(z) es
0

doblemente diferenciable en [0, 00) porque y(z) lo es.

Luego, f'(z) = 85’ (x) = s(x) entonces,

s (w'a )] = 2w (o e )]

L) =

lo cual se simplifica a

% [m%@ ix (.s(la:) dﬁsgx) : a)] - % [m@ % (S(m) s(lw)ﬂ -0
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Por otro lado, recordemos las condiciones iniciales en los supuestos Sy, v(a) = 0y v(b) = 1,
asi tenemos que 0 = 3S(a) + a entonces « = —f3S(a) y 1 = 55(b) + « lo cual implica que

8= % = %”Z)(a) entonces,

S(x)

v(u) = m — BS(a) =

Con el siguiente teorema y con ayuda de (3.2.14) encontraremos una expresion explicita para

la probabilidad de ruina del proceso {R;}+>o.

Teorema 3.2.2 Consideremos un proceso de tiempo continuo {R;}+>0 en [0,00) que cumple
las suposiciones .73, tal que la media u(z) y la varianza o?(x) son funciones continuas de z y
o(x) > 0 conocidas para toda z > 0. Asumamos también que S(z) definida como en (3.2.7) es

finita para toda = > 0 y que se cumplen las suposiciones del teorema 3.2.1. Si
S(o00) < o0 (3.2.15)

entonces 0 < t(u) < 1 para toda u >0y

Demostracion:

Notemos que la probabilidad de ruina del proceso de riesgo con capital inicial u puede escribirse

como la probabilidad de llegar al estado 0 en un tiempo finito, es decir,

Y(u) =P[Ty < oo|Ry = ul. (3.2.16)

Por el Teorema 3.2.1, ya sabemos que si 0 < a < u < b, entonces

wa,b(u) = P[Ta < Tb‘RO = u] =

65



CAPITULO 3. DISCUSION DE CASOS ESPECIALES

tomando limite cuando a | 0

) iy ) _
lim Yap(v) =0 50 —5(0) ~ M8 a =TS0 S(a)

Caso 1. S(c0) = 00

¥(u) = lim (1 - S(“)> =1

atoo

Caso 2. S(00) < 00

v =tim (1 50) =1 - S

S(a))  S(e0)
en particular, si u > 0 entonces, S(u) > 0, lo cual implica que 1 (u) < 1.

u
Como en el capitulo 2, Teorema 2.2.1, definimos a I(u) = [ v(z)dz, notemos que
0

Te:rp {— Ofv(a: + u)dm} dy

() = e~ 12 < 1)

Texp{—fwx)dm} By
0 0

Por lo tanto, tenemos que y(x) = i*(f)”g funcioné como coeficiente de ajuste local para encontrar

una cota superior de 9 (u), la probabilidad de ruina del proceso {R;}+>0 con media p(z) y
varianza o2(z), ya que se cumple la desigualdad de Cramér-Lundberg.

A continuacién, daremos una aplicacién que cumple las suposiciones de este capitulo y para
el cual podemos mostrar explicitamente las probabilidades de ruina y la cota superior sobre

ellas, encontradas en esta seccién.

3.2.1. Probabilidad de extincion en una poblacion

Consideremos una poblacién de tamano N, compuesta de dos tipos de poblacién: A y B.
Supongamos que el tamano de poblacién de tipo A es i y por lo tanto, el tamafio de la poblacién
tipo B es N — i. La siguiente generacién estd sujeta a seleccion y estd formada de elegir N

individuos de la poblacién, es decir, la generacién n + 1 Gnicamente depende de la generacién
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n. Estipulamos que no consideraremos la mutacién y las habilidades de supervivencia relativas
de los tipos A y B en contribucién con la siguiente generaciéon estdn en un radio de 1 + s a 1
donde s se considera pequeno y positivo. Asi, el tipo de poblacion A, es selectivamente superior
al tipo B. Tomando en cuenta esta fuerza de seleccién, la proporcién esperada de poblacién

tipo A sobre el total estd dada por

B (1+s)i
P AT (VT (3.2.2.1)

Supongamos que la composiciéon de la siguiente generacion estd determinada mediante N
ensayos binomiales donde la probabilidad de producir un individuo tipo A en cada ensayo es
pi. Sea { X, }nen el nimero de individuos de la poblacién de tipo A en la generacién niimero n,

este proceso es una cadena de Markov por construccion y su matriz de transicién esta dada por
. ) N\ N—j
P = PXpy1 =4l Xn=1] = j pﬁ(l — i) (3.2.2.2)

es decir, dado X,, = 1, la variable aleatoria que denota la proporcién del tipo A en una poblacién

de N individuos se distribuye binomial con parametros N y p;.

Para utilizar el resultado del Teorema 3.2.1, que nos ayuda a encontrar la probabilidad de
ruina de un proceso fuerte de Markov con tiempo continuo que cumple las suposiciones 74 y

3, definimos el proceso {Y;}+>0 como

X(|Nt
Yn(t) = X(Nt) (3.2.2.3)
N
donde [Nt] denota la generacién numero [Nt], es decir, si t = 1, Yy(¢) es el proceso que

corresponde al promedio de poblacién de tiempo A en un lapso de N generaciones y es decir,

Y (t) representa la fraccién del tipo A de poblacién en la generacién [Nt].

Debido a que nuestro objetivo es encontrar la probabilidad de extincién de los individuos
tipo A en la poblacién, para nuestro fin, podemos notar que dada la sucesion {Xny}ny>o de

procesos estocasticos discretos, la cadena XTN aporta la misma informacién que la cadena Xy
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y ademads, en [6] se discuten y demuestran los siguientes puntos:

» {XnInsoy {XTN}N>O son cadenas de Markov.

= La cadena {)5\1,\’ }N>0 es una martingala acotada entre 0 y 1 cuando N tiende a infinito.

» {Yn}n>0 tiene trayectorias continuas por la derecha con limites por la izquierda.
» {Yn}n>0 es constante en [aN, (a4 1)N) con a € N.

» {Yn}n>0 converge débilmente a un proceso de difusién Z llamado proceso de difusion de

Wright - Fisher.

Por lo tanto, a esta sucesiéon de cadenas {XT}N>0 se le puede asociar una sucesiéon de

procesos estocasticos de tiempo continuo {Yx(t)}+>0 que conserva, para cada N, la informacion
de Xy y ademads, converge débilmente a un proceso de difusién cuando N tiende a infinito.
Dada esta convergencia, el proceso limite resulta ser una excelente aproximacién continua al

modelo X siempre que NN sea suficientemente grande, por lo que tenemos dos alternativas:
1. Obtener una expresién para la probabilidad de ruina de Yy para cada N € N — {0}.
2. Obtener una expresién para la probabilidad de ruina de Z.

La segunda opcién resulta tener mas ventaja debido a que en ocasiones, la expresion resultante
es mas sencilla de calcular, sin embargo, con la primera opcién obtenemos una expresion exacta,
es por ello que consideraremos ésta ultima alternativa.

Notemos que para toda N € N, el proceso {Yn(¢)}+>0 tiene trayectorias continuas de t ya
que en particular, son funciones a trozos de t y sélo son discontinuas en un conjunto numerable

de puntos, es decir, de medida cero. Consideremos los siguientes supuestos que llamaremos .73:
1) El proceso {Yn(t)}+>0 posee la propiedad fuerte de Markov para toda N € N.

11) El proceso {Yn(t)}+>0 cumple los supuestos H y S; para toda N € N.
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Sean h = +, y AYx(t, h) definida como

X(INt] +1) = X([Nt)

AYn(t,h) =Yn(t+h) —Yn(t) = N

Debido a que suponemos que existen los parametros iy (z) y 0% (z) para toda z > 0, nos basare-
mos en su interpretacion con la aproximacion diferencial de las funciones E[AYy (¢, h)|YN(0) =
u] y Var[AYn(t, h)|Yn(0) = u] para obtener una expresién para los parametros de la media y la
varianza en una vecindad pequeiia de cada punto en cada proceso {Yn (t)}+>0. Asi, calculamos
la media y la varianza del incremento AYxn(t,h), sean s = % y u = % para alguna ¢ > 0 y para

alguna o > 0,

BIAY (61 [¥v(0) = u] = E [Yv(t + ) = Y (O¥w(0) = 1

N
asi pues,
1 1 1
AVt WIYv(t) =) = E [Yit+ 1) = V() = 1
Notemos que si Yy (t) = ﬁ entonces, por definicién de Yy en (3.2.2.3), X%Vt} = ﬁ lo cual implica

que X[Nt] =i < N y asi, el nimero de individuos del tipo A en la generacion X [Nt + 1] estard

dada por p;, definida en (3.2.2.1). Por lo tanto,

By (14 14) - w0 = +| = (B (14 5 ) v = | B [ = 1)

por definicién del proceso {Yn(t)}i>0,

R RS MOE EUR R
por (3.2.2.2),

%E {X {N(H—;fﬂ !X[Nt]zz} —%zp@-—%-

69



CAPITULO 3. DISCUSION DE CASOS ESPECIALES

Después, por (3.2.2.1)

i (1+ s)i/N i
PiTN T A+s)i/N+(1-i/N) N
como s = g,
(14 s)i/N i (14 0/N)i/N i

(1+s)i/N+(1-i/N) N (1+o/N)i/N+(1-i/N) N

)

2‘@.

debidoaqueh:%yu:

(1+0/N)i/N i ohu(l—u)

(1+0/N)i/N+(1-i/N) N  1l+ohu’

multiplicando por %

1 i) ou(l —u)

tomando el limite cuando h tiende a cero,
1 —1IE[AY (t,h)|Yn(t) = u] = ou(l )
]5101 N N (t, N(t) =u|l =ou U

y de aqui podemos concluir que para toda i > 0, puy(u) = ou(l — u).

Similarmente,

1

E [(AYN(t,h))Z\YN(t) = N} =E KYN (t + &) - YN(zt)>2 [Yn(t) = N] ;

i 2 i 1 i \? i
E [(YN (t T N) - YN<t>) Y (t) = N] —E [(YN <t+ N) - N) V() =
desarrollando el binomio al cuadrado,

(o (1) - ) =] =2 | (s (1)) - o ) () v =

por la linealidad de la esperanza tenemos que el lado derecho de la igualdad también puede
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verse como

(0 (o ) 0= | - o (1 ) =+ ()

por (3.2.2.2) y por la definicién del proceso {Y;}+>0, la expresion anterior puede escribirse como

2 1\2 1 1
Npi(1 —pi+ Np;) — ~Pi + (N> = 7 Di (1 —pi+ hm) — 2hp; + h?

multiplicando por %,

1 1 1 1
—E [(AY Wi (t) = | = 55pi (1= pi+ 7pi | — 2pi
P AVt mPYa(0) = | = 5o (1 i+ i) — 20+

como h = % yu= %, el lado derecho de la igualdad anterior es

1 (hou(l —u)) [1 B <h0u(1 —u)) N 1 (hau(l —u))} _g (hau(l —u)> h
h?2\ 1+ chu 1+ ochu h\ 1+chu 1+ chu
entonces,

0% () = lim %E[(AYN(t, W2V () = h] = u(1 — )

por lo tanto,
—20u(1 — u)

u(l —u) =20

N (u) =

Recordemos las definiciones (3.2.5), (3.2.6) y (3.2.7), en este caso para toda = > 0,

s(x) = exp {/xwv(s)ds} = exp {—iQads} =exp{—20z},
0 0

T

S(@) = [ exp{-20y}dy =

0

—exp{—20z}+1
20

o

1
S(o0) = /exp{—?ay}dy =5 < 00
0
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lo que significa que se cumplen las hipdtesis del teorema (3.2.1) y asi podemos concluir

—exp{—20u}+1
wN(u> —1— 210 — e—2au
20

donde o = Ns. Debido a que ¥y (u) representa la probabilidad de ruina del proceso estocéstico
Yn(t) = W que denota el promedio de poblacién en [Nt] generaciones, estamos diciendo que

la extincion es considerada cuando este promedio es muy cercano a cero.
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Cambio de medida

Recordemos el proceso de riesgo con prima dependiente de la reserva, R = { R; }+>0, definido

en (2.0.1) como
¢

R =u+ /p(RS)ds — A
0

donde u > 0 es el capital inicial, p(r) es una funcién no decreciente que determina la prima
y A = ]:Z(%) U es la suma de reclamos acumulados hasta el tiempo t. Ademads, consideramos
las suposi;ilones JA vy % mencionadas en la paginas 3 y 14, respectivamente. En esta seccion,
para cada u > 0 se buscara ver a la probabilidad de ruina como la esperanza de una variable
aleatoria, X, que dependera, en particular, del coeficiente de ajuste definido en el capitulo 2 y

del tiempo en el que sucede la ruina, 7,.

Se podria pensar como un estimador insesgado para la probabilidad de ruina, sin embargo,
notemos que debido a que la variable aleatoria buscada dependerd del tiempo en el que sucede
la ruina, en este trabajo no se simulara la probabilidad de ruina. En este capitulo inicamente

se dard una expresion para dicha variable aleatoria mediante un cambio de medida.
Consideremos las siguientes definiciones preliminares:

Definicién 4.1. Sea R = {R;}+>0 un proceso de Markov definido en (2, .%#), adaptado a la fil-

tracién natural {.%; }+>0 y no negativo. Decimos que el proceso M es un funcional multiplicativo
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respecto a R si para toda t > 0 existe 0; : Q — €) tal que para toda s > 0 se cumple
Mg = M- (Ms o 9t)

con probabilidad uno respecto a {P;}+>¢ donde P es la funcién de distribucién de R; para toda
t > 0y ademés, para toda w € Q, (M, o 0;)(w) representa la informacion de M, hasta t + s a
partir de ¢t. A 6 : Q — Q lo llamaremos el operador desplazamiento.

Definicién 4.2. Sea (€2,.%) un espacio de medida. Decimos que un proceso estocastico X =

{X¢}t>0 es una martingala respecto a {.%; }+>0 si se cumple lo siguiente:
a) {%:}i>0 es una filtracién y X estd adaptado a {.%; }1>0.
b) E[|X¢|] < oo para toda t > 0.
c) E[Xs|.%:] = X; para toda s > t.

Definicién 4.3. Una probabilidad de transicién continua Q:(y,B) cont > 0, y € S, el

espacio de estados de Y, B € #(S), es una funcién con las siguientes propiedades:
1) Q¢(y, B) es una probabilidad de medida en B para cada t y y fijas;
1) Q(y, B) es B € #(S) medible en y para t y B fijos;

1) Q¢(y, B) satisface la ecuacién de Chapman - Kolmogorov
Qusi(:B) = [ Quly:2)Qu(z B)dz
S

para cada s,t > 0;
V) Qi(y,B)=1siy € By Q(y,B) =0 en otro caso, cuando t — 0 + .

Definicién 4.4. Un proceso de Markov Y decimos que es homogéneo o tiene probabilidades

de transicion estacionarias si

PIY'(t) € BIY (s) = y| = Qt—s(y, B)
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para alguna probabilidad de transicién Qq(y, B).

Se utilizard una técnica llamada muestro de importancia que consiste en un cambio de
medida, es decir un cambio en la distribucién de probabilidad por alguna conveniente de tal

manera que los eventos raros sucedan mas seguido.

Es decir, supongamos que queremos calcular
EWX)] = [ h@)f(a)ds

donde X es una variable aleatoria continua con funcién de densidad f(z) y h es una funcién

real que incluso puede ser 1¢x~;) con b un namero real.

Consideremos g(x), otra funcién de densidad tal que f(z) = 0 siempre que g(z) = 0,
entonces
B)] = [ nonfis = [ [l gt =& [neol ]

donde K denota la esperanza cuando g es tomada como funcién de distribucién de X. En otras

F(X)

palabras, si X tiene funcién de distribucién g, entonces el valor esperado de h(X) 9%y ©s el
mismo que el buscado en principio. Por lo tanto, nuestro trabajo es encontrar las caracteristicas

de g(x) para hacer un cambio de medida conveniente.

En este caso, un cambio de medida es realizado de encontrar un proceso estocastico { My }+>0
el cual es una martingala con respecto a cada {P;}+>0, es no negativo y E[M;] = 1 para toda
t > 0. Asi, el problema es encontrar cudles caracteristicas deben tener {R;}t>0 y {M;}+>0 para
asegurar dicho cambio de medida. Para ello, en Asmussen, [2], pdgina 43 tenemos el siguiente
teorema que nos proporciona un proceso de Markov para dicho cambio de medida.

Teorema 4.1. Sea {R;}+>0 un proceso de Markov con respecto a la filtracién natural {.%; }+>o.
Sea {M;};>p una martingala no negativa con E[M;] = 1 para toda t > 0 y sea P(A) =
E[My; A] =: E[M;l4], entonces la familia {P;};>o define un proceso de Markov con tiempo

homogéneo si y sélo si {M;}+>0 es un funcional multiplicativo.
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Asi, basta encontrar un funcional multiplicativo {M; };>0 que sea una martingala y que ademads,

E[M;] = 1 para toda ¢ > 0. Para nuestro fin, para cada ¢ > 0 definimos

k=1

t N(t)
M; = exp {— /V(Rs)p(Rs)dS +) 'Y(RTk)Uk} (4.1)
0

donde si s # T}, para toda k € N— {0} entonces R,— = R; y si s = T, para alguna k € N — {0}
entonces Ry~ = R, =: Ry, + Uy. Es decir, estamos considerando el monto del reclamo sobre
k

la reserva justo después del tiempo en el que sucede dicho reclamo como se muestra en la figura

| _/////

Figura 4-1: Comparacién entre los procesos Ry y R;—.

Por el Teorema 4.1, basta probar la siguiente proposicion.
Proposicion 4.1. Sea { R; }+>0 el proceso de riesgo con prima dependiente de la reserva, definido
en (2.0.1) y M; definido como en (4.1), ambos procesos de riesgo en el espacio de probabilidad

(Q,.7,P), entonces se cumple:
a) M; es no negativa para toda t > 0.
b) M; es un funcional multiplicativo.
c) E[M,;] =1 para toda t > 0.
d) {M;}+>0 es una martingala.

Demostracion:
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El inciso a) se sigue de la definiciéon de M;.

Para el inciso b), consideremos s,t > 0y w € Q. Para el vector desplazamiento definimos 6;

tal que se cumple

t+s
(Mg 06;)(w) = exp {— / Y(Rs)p(Rs)ds + Z Y(Rr, )Uk}

y notemos que de esta manera, tenemos la informacién de {M;};>¢ desde t hasta t + s.

Asi, por definicién del proceso {M;}i>o,

t N(t+s)
Myys = exp {_ /V(Rs)p(Rs)ds + Z 'Y(RT,C— )Uk}
0 k=1

separando la suma y la integral en la expresién anterior tenemos

t t+s N(t) N(t+s)—N(t)
exp {— /’y(Rs)p(Rs)ds - / Y(Rs)p(Rs)ds + Z Y(Rr,_ )Uk + Z 7(RTk—)Uk} ’
J y k=1 k=N(t)

por conmutatividad

t N(t) t+s N(t+s)—N(t)
erp {_ /'Y(Rs)p(Rs)ds + Z V(RT;( Wk — / V(Rs)p(Rs)ds + Z 7<RTI€7 )Uk}
4 k=1 p k=N(t)

por propiedades de la exponencial,

t N(t) t+s N(t+s)—N(t)
eap {— JARIB(RId+ > A (R Uibern(= [ 1(RIp(R)d: + v(RTkwk}
0 k=1 ; k=N(t)

v lo anterior es exactamente igual a
Mt(Ms o Gt)
Por lo tanto, {M;}+>0 es un funcional multiplicativo respecto a {R;}+>o.

Para el inciso c) probaremos que para cada t > 0, la sucesion {E[M 7, ]}72 es constante,

igual a 1 y ademas converge a E[M]. Primero probaremos que E[Mx1,] = 1 para toda k € N
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con k > 1y la prueba se hara por induccién matematica sobre k.

Para el caso base, k = 1, demostraremos que E[M7,| = 1 para toda ¢ > 0. Para un mejor
entendimiento del comportamiento de E[Ms7,] = 1, analizaremos los casos t < T} y t > T7.
Para el primer caso tenemos que si ¢t < 77, entonces aun no tenemos reclamos, lo que quiere
decir que el comportamiento de {R;}+>¢ puede ser descrito por r,(t), definida en (2.0.3), ya
que como se discutié en el capitulo 2, esta funcién sélo toma en cuenta el capital inicial y la

trayectoria de la prima, por lo tanto,

¢
Mipr, = exp {— / 'Y(ru(S))p(ru(S))ds} :
0
Por otro lado, si t > T, t ATy = min{t, T } = T entonces,

T
Minr, = exp {_ /V(Rs)p(Rs)ds + V(RTl—)Ul} ‘
0

Definimos h : Rt — R tal que h(z) = [~(ru(y))p(ru(y))dy y recordemos que por (2.0.8)

O —xg

tenemos que
X

ha) = [ Aru@)pra@)dy = [ BBR ) ~ 1)dy.
0

0
Veamos que

E[Mint,] = E[E[Minr, |T1]]

por definicién de esperanza sobre la variable aleatoria E[Miar, |11],

E[EMing, [Ti]) = [ Be 7@ Bly(r,(x))]do + PIT; > t]exp {— / V(Tu(y))p(m(y))dy}
0 0

como 717 se distribuye exponencial con media % (ver apéndice, lema 5.2.1.) entonces

t
E[E[Minr Th]] = /ﬁe_ﬂ””e_h(”éh(?“u(x))]diﬂ + e Pehl®),
0
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Por definicién de vy(x) en (2.0.8),
t
ElMinn,] = [ €703 4 (ru(O)plra ()da + e
0
como A () = y(ru(t))p(ru(t),

t
E[Minr,] = / ePTe=h@) (B 4 1 (2))dz + e PO,
0

¢ t ¢

Notemos que [ fe P @) dgy — [e=Fe=h@|L — [ ge=Pre=h@)dy = [e=Pre=h@)(3 + 1 (z))d,
0 0 0

entonces

E[Mjag,] = —e PR L1 4 e Pte=h®) —

Ahora tomemos k € N-{0} fija y supongamos que E[Mxr,| = 1. Primero notemos que si z > 0

y definimos v* = sup  ~(s) entonces
0<s<ry (x)
N(t)
E [ sup M| <exp~* Z Ui p < o0 (4.3)
0<s<zx k—1

ya que por las suposiciones ] en el capitulo 1, E[U;] < oo. Luego,

E[Mt/\Tk+1] = E[]E[Mt/\Tk+1|ft/\TkH = E[Mt/\Tk] =1

Se sigue que E[M;n7, ] para toda k € N-{0} y por (4.3), podemos aplicar el Teorema de la

convergencia dominada (ver apéndice, teorema 5.2.3.), asi concluimos E[M;] = 1. Por tltimo,

E[Mt+5’9t] = E[Mt . (Ms o) Gt)]ﬁt] == Mt . E[(MS 9] Gt)|ft] = Mt 1= Mt,

utilizando la propiedad multiplicativa y la propiedad de Markov. Por lo tanto, {M;};>¢ es una
martingala. Por el Teorema 4.1, P[A] = E[My; A], A € .%; define una familia de medidas de

probabilidad {Pt}tZO en .Z tal que {R:}+>0 es un proceso de Markov con tiempo homogeneo
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respecto a {P;}>o.

Finalmente, sélo nos queda ver de qué forma esté definida estd nueva medida para encontrar
el estimador insesgado para la probabilidad de ruina. Para este fin, consideremos el siguiente
teorema que se puede consultar en Asmussen, [2], pagina 41.

Teorema 4.2. Sea {.%;}+>0 la filtracién natural en Q, .# una o-dlgebra y P una probabilidad

de medida en (9, .%),

1) Si {M;}+>0 es una martingala no negativa con respecto a ({-%; }+>0,P) tal que E[M;] =1
para toda t > 0 eso implica que existe una tnica probabilidad de medida P sobre .Z tal

que

P(A) = E[My; A], Ae 7, (4.4)

11) Si 7 es un tiempo de paroy G € %, G C {7 < 0o} entonces

P(G) =E[M; %G (4.5)

Utilizando este ultimo resultado tenemos que si tomamos G = {1, < oo} en efecto se cumple

Y(u) =Plr, < 00| = fE[M_l;Tu < o0

Tu

y utilizando la definiciéon de {M;};>o concluimos

™ N(ru)
P(u) =E |:€:L'p {— /fy(RS)p(RS)ds + Z V(RTk)Uk} $Tu < oo] .
0 k=1

En conclusién, tenemos que mediante un cambio de medida, podemos ver a la probabilidad
de ruina como la esperanza de una variable aleatoria. Recordemos que en el capitulo 2, se

proporcioné la cota superior para la probabilidad de ruina
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y la aproximacion

Ahora, notemos que con el cambio de medida realizado, tenemos que la probabilidad de ruina
es igual a la esperanza de la exponencial de una expresion que toma en cuenta el coeficiente de
ajuste pero que ademas, pondera sobre el proceso de riesgo que esta compuesto por la prima y

los reclamos.
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Capitulo 5

Apéndice

5.1. Probabilidad

Definiciéon 5.1.1. Una variable aleatoria discreta X decimos que tiene una distribucion

Poisson con pardmetro A > 0 si su funcién de probabilidad estd dada por

e”‘% st x=0,1,2...
PX =z =
0 e.o.c.
La esperanza de X estd dada por
2, ze AN 2 e At o M
Ex] =3 2 N Ay Ay
= ! = (x—1)! = 7!

Definiciéon 5.1.2. Una variable aleatoria continua X decimos que tiene una distribucién ex-

ponencial con pardmetro 5 > 0 si su funcién de densidad estd dada por

Be Pt si t>0
fx(t) =
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La esperanza de X esta dada por

o e.0] [e.0] 1
E[X] = /th(t)dt = /tﬁe—ﬁtdt =~ + /e—ﬁtdt =3
0 0 0

Proposicién 5.1.2. Si {E,,,n > 1} es una sucesién creciente o decreciente de eventos entonces

lim P(E,) =P ( lim E,).

n—oo

Demostracién: Supongamos primero que {E,,n > 1} es una sucesién creciente y definimos

los eventos F,,, n > 1 por

P =F

ysin>1,
n—1 ¢
F,=E, <U E) = E,ES 4,
1

n—1
donde usamos el hecho E,_1 = |J E; ya que los eventos son decrecientes. Ademas,
1

o o0
U F; = U E;
i=1 i—1

y para toda n > 0,

entonces
o (0.9} o0 n n n

P [U E] =P lU F] =) Fi= lim > F;= lim P [U F] = lim P [U E] = lim P[E,].
i=1 i=1 1 i i=1 i=1

Por otro lado, si {E,,n > 1} es una sucesiéon decreciente entonces la sucesion {ES,n > 1} es
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creciente, por lo anterior se cumple

n—oo

o
P [U E] = lim P[ES].
1
00 o0 ¢
Debido a que | Ef = <ﬂ Ez) = lim P[EY], entonces
1 1 n—oo

P [(ﬁ EZ)C} = lim P[EY]

n—00
1

entonces

P lﬁ E] = lim P[E,].

n—oo

Definicion 5.1.3. La funcién generadora de momentos de una variable aleatoria X es la
funcién definida por

Mx(t) = E [¢]

parat € R.

Ejemplos:

a) X es una variable aleatoria que se distribuye normal con pardmetros u = 0y 0% = 1,

entonces si denotamos por fx a la funcién de densidad de la variable aleatoria X,

con soporte= R. Veamos como queda la funcién generadora de momentos,

o0 —o? 0o 2 e , 0 @—v? )
e 2 tc e 2 2 t e 2 t
My (t) = E[etX] = /em dr = ez ———dr=¢e2 /7dx:e7<oo.
x(®) [ ] 2 2T V21
—00 —0o0 —o0

En particular, {t € R: Mx(t) < oo} =R.
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b) X es una variable aleatoria que se distribuye exponencial con media A\ = 1, es decir,

fx(@)=e"
con soporte en (0, 00). Después,
_ tX7 te ,—x _ z(t—1) _ 1
Mx(t) =E[e] = [ e¥e  dx= [ e dx—ﬁ
0 0

entonces, {t € R: Mx(t) < oo} =R —{1}.

En la siguiente figura notemos que las dos graficas tienen algo en comiin: convexidad en el

soporte de la variable aleatoria. En la siguiente proposicién se concretara este resultado.

X~ N(0,1)

=¢

W (£):

Figura 5-1: Funciones generadoras de momentos.

Proposicion 5.1.4. Sea X una variable aleatoria positiva definida en I un intervalo. La funcién
generadora de momentos de X definida como My (t) = E[e!X]

{tel: Mx(t) < o).

es una funcién convexa en A =

Demostracion:
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Sean t1,t3 € Ay A € [0,1]. Como la funcién exponencial es convexa en R, en efecto se cumple
exp(At; + (1 — N)t2) < dexp(t1) + (1 — Nexp(ta)

luego,

E(exp(At1 + (1 — MNt2)) < E(Xexp(t1)) + E((1 — Nexp(t2))

por tultimo,

My (M1 + (1 = MN)t2)) < Mx (M) + Mx((1 = A)(t2))

por lo tanto, Mx, la funcién generadora de momentos de X es convexa.

5.2. Procesos estocasticos

Definicién 5.2.1. Un proceso estocastico {A(t) : ¢ > 0} decimos que es un proceso

Poisson compuesto si puede ser representado como
N()
A(t) = Z Y, t>0
k=1

donde {N(t) : t > 0} es un proceso Poisson y {Yi}°, es una familia de variables aleatorias
independientes idénticamente distribuidas y también independientes de {N(¢) : ¢ > 0}.

Definicién 5.2.2. Un proceso estocastico {N(t)} decimos que es un proceso de conteo si
N(t) representa el nimero total de eventos que ocurren hasta el tiempo t. Por lo tanto, este

proceso debe satisfacer:
1) N(t) >0
1) N(t) €Z
111) Si s <t entonces N(s) < N(t)

1v) Para s < t, N(t) — N(s) es igual al nimero de eventos que ocurren en el intervalo (s, t].
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Decimos que un proceso de conteo tiene incrementos independientes si el niimero de
eventos que ocurren en intervalos de tiempo ajenos son independientes.
Definicién 5.2.3. Un proceso de conteo {N(¢) : ¢ > 0} es un proceso Poisson con tasa A > 0

si
(1) N(0)=0
(11) El proceso tiene incrementos independientes

(11) El ntmero de eventos en cualquier intervalo de longitud ¢ se distribuye Poisson con media
At, esto es, para toda s,t > 0,

"
M

' n=012..
n.:

PN (t+s)— N(t) =n] =

Notemos que por la condicién (I1I), un proceso Poisson tiene incrementos estacionarios y
E[N(t)] = At.

Definicién 5.2.4. La funcién f(.) decimos que es o(h) si

lim —f(h) =0
h—0 h
Ejemplos:
a) f(h)=h?
2
lim — =limh=0

h—0 h h—0

por lo tanto, f(h) = h? es o(h).

b) f(h) ="

por lo tanto, f(h) = €’ no es o(h).

Con lo anterior, tenemos una definicién alternativa del proceso Poisson:
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Definicién 5.2.5. El proceso de conteo {N(t) : t > 0} decimos que es un proceso Poisson con

tasa A > 0 si
1) N(0)=0
11) El proceso tiene incrementos estacionarios e independientes
1) P[N(h) = 1] = Ah + o(h)
1v) P[N(h) > 2] = o(h)

Lema 5.2.1. Consideremos un proceso Poisson N(t) con tasa f > 0y sea T3 el tiempo de
llegada del primer reclamo, entonces 17 se distribuye exponencial con media %
Demostracion:

Sea t; € (0, 00),

PITy <t)]=1-P[[} > t;] =1—P[N(t) = 0] = 1 — L™ 1 _ —pn

por lo tanto, 71 se distribuye exponencial con media %

Teorema 5.2.1. Sea {f,}n>0 una sucesién de funciones que converge uniformemente a la

funcién f definida en E, entonces
1) Si{fn}n>0 C B(E) entonces f € B(E)
11) Si{fn}tn>0 € C(E) entonces f € C(E)

donde B(E) es el conjunto de todas las funciones acotadas sobre E y C(E) es el conjunto de
todas las funciones continuas sobre E

Demostracion:

1) Sea € = 1. Existe ng tal que |f,(x) — f(x)| < e =1 para toda n > ng y para cada = € E,

entonces

@) < 1f(@) = Fng (@) + | fng (@) < 1+ sUp | finy ()]
por lo tanto f es acotada sobre E.
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1) Supongamos que cada f, es continua sobre E. Sea € > (0 arbitraria y n fija tal que

[fulz) — f(2)] <€/3

para n > ni. Sea xg € E. Como f, es continua para cada n > 0, existe d > 0 tal que

|fn1 (x) - fnl(xO)‘ < 6/3

si |z —xo| <y z € E. Por lo tanto,

[f (@) = f(@o)| < [f(2) = foi (@) + [y (2) = fri (20)| < €/3+€/3+€/3=¢

y asi, probamos que f es continua en x( y por lo tanto en F.

Teorema 5.2.2.. Sea {f,}n>0 C C(F) tal que {f,}n>0 converge uniformemente a f definida

en F, entonces

i, M, () = i, Jim, (e

Demostracion:

Primero,
lim lim f,(x) = lim f(z)

T—To N—00 r—x0

y por el teorema anterior, f es continua, entonces

lim lim f,(x) = f(xo).

T—To N—00

Por otro lado, por la continuidad de cada f,

i Y fu(x) = i fu(oo) = Sto0)

Teorema 5.2.3 (Teorema de la convergencia dominada). Si {X,,},>0 es una sucesién de va-

riables aleatorias y X es una variable aleatoria tal que para cada w € Q, la sucesién X, (w)
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converge a X (w) cuando n tiende a infinito y existe una variable aleatoria Y tal que | X, | <Y
entonces

E[Xn] — E[X]

cuando n — oco. La prueba de este teorema asi como més detalle del tema se puede consultar

en (Karr, 1993, p. 108; Resnick, 1999, p. 133).

5.3. Calculo y analisis real

Definicion 5.3.1. Una funcién f : M — R definida en M C R™, no vacio, es llamada

convexa si
1) M es un conjunto convexo

11) Para toda z,y € M y para toda A € [0, 1] se cumple,

FOz+ (1 =XNy) <Af(z)+ (1 =N F(y)

Proposicion 5.3.1. Sea f : D — R una funcién diferenciable sobre un dominio convexo y
abierto D C R. f es convexa si y s6lo si para toda x,y € D se cumple f(z) > f'(y)(x—y)+ f(y).
Demostracion:
Primero supongamos que f : D — R una funcién diferenciable y convexa sobre un dominio

convexo y abierto D C R, se demostrara que para toda z,y € D se cumple

fx) > fy) @ —y) + fly)

Sean x,y € Dy A € (0,1] tales que = # y. Como f es convexa en D se cumple lo siguiente

fOx+ (1 =Ny) <Af(2) + (1= f(y) = Mf (@) = f(y) + Fy)
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entonces,

tomando el limite sobre A\

lim (x _y)f(A(x —y)+y) — fly)

lim e < ) -

esto es,

F)(x—y) < flz)— fy).

Ahora supongamos que para toda x,y € D se cumple f(z) > f'(y)(z —y) + f(y).

Sean x,y € D y A € (0,1] y supongamos sin perdida de generalidad que =z < y. Sea

a = Ay + (1 — X\)x. Notemos que A = Z:—i y 1 =X =22 Ademids, z < y, esto implica que

<

a <yyz < a. Ahora consideramos la hipotesis de manera que f(z) > f'(a)(x —a) + f(a) y

fy) > f'(a)(y — a) + f(a), entonces

(GEHOPPRPFUES
luego,
(@)~ F@)y = ) < (f6) - @)z —a)
entonces,
fl@) < 10 = + 1@ 0= — i+ s -y
es decir,

Fy+ (1 =XNz) < fy)A+ f(@) (1= A),

por lo tanto, f es convexa.

A

Lema 5.3.2. Consideremos la funcién g(a) = k(z,a) = f(Bla] — 1) — ap(z), definida en el

capitulo 2 en (2.0.7), entonces g(«) es una funcuén convexa para toda > 0 y ademés g(0) = 0.
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Demostracion:

Sean z,a > 0, entonces

g'(a) = pB'[a] - p(x)

luego,

g"(«) = 8B"[a] 2 0

A

yva que 8 > 0 y como la funcién generadora de momentos B es convexa esto implica que
B’[a] > 0, por lo tanto, g(a) es convexa en [0, o).

Ademss,
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