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Introduccion

Esta tesis tiene como objetivo principal demostrar el teorema de la deltoide de Steiner. Dicho
teorema habla sobre la figura formada por las lineas de Simson-Wallace de un punto P con respecto a
AABC cuando P se mueve en el circuncirculo de AABC.

La presente tesis estd dirigida principalmente a los estudiantes de Geometria Moderna I de la
Facultad de Ciencias, asi como a todos aquellos entusiastas de la geometria sintética. Tiene como
propésito practico ser un texto complementario en cualquier curso de geometria euclidiana.

Este trabajo escrito pretende no solo presentar la demostracion del teorema de la deltoide de
Steiner, sino proporcionar las herramientas necesarias para su total entendimiento. Ademas, se intenta
adentrar a los lectores en terrenos diferentes o alternos dentro de esta rama de las matemaéticas, por lo
que en ocasiones se presentan mas de una prueba de los teoremas principales de los capitulos, asi como
demostraciones que normalmente no se ven en un curso de Geometria Moderna, o bien, temas que
difieren a los convencionales dentro del plan de estudio, todo esto sin desviarse del objetivo principal
de esta tesis.

El texto se divide en seis capitulos:

En el capitulo uno se trabaja con el tridngulo de Morley, tridngulo generado a partir de las inter-
secciones interiores de las trisectrices de un triangulo. El capitulo culmina con una generalizacién de
esta definicién.

El capitulo dos presenta la circunferencia de los nueve puntos, ademés de un par de teoremas extras
del tema: teorema de Casey y teorema de Feuerbach.

En el capitulo tres se habla de las lineas de Simson-Wallace, parte esencial de esta tesis.

En el capitulo cuatro se hace una introduccién a los conceptos de envolvente, cicloide, hipocicloide
y epicicloide. En ocasiones de una forma superficial dadas las herramientas para abordar ciertos temas.
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El capitulo cinco es la piedra angular de este trabajo, pues aqui se demuestra el teorema de la
deltoide de Steiner.

La sexta y tultima parte es un anexo, donde se presenta una demostracién alterna al teorema
principal de esta tesis.
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Capitulo 1

Teorema de Morley

Las construcciones con regla y compds son problemas clasicos en geometria euclidiana, estas cons-
trucciones son aquellas que se realizan mediante el trazo de circunferencias, rectas y las intersecciones
que generan dos de estas figuras, por ejemplo, dividir un dngulo en dos partes iguales.

Figura 1.1: Divisién de un angulo en dos partes iguales con regla y compas

El siguiente paso es dividir un angulo cualquiera en tres partes iguales, construccion que se puede
realizar con el método de construccién llamado neusis, tal como en Neusis solutions to classical cons-
tructions problems (s.f.), sin embargo, construirlo con regla y compds es imposible. Pasaron cientos de
anos e hizo falta el uso de una nueva rama del algebra para poder probar la imposibilidad de dicha
construccién, demostracién que se puede consultar en Morandi (1996), p. 145.

A pesar de la imposibilidad de realizar la construccién antes mencionada, el teorema de esta seccién
habla sobre las trisectrices de un angulo, es decir, sobre esas rectas que no siempre es posible construir,
entonces jeste teorema estd mal? ;Quiere decir que el teorema solo es valido para algunos casos?

El teorema de Morley trata directamente el concepto de trisectrices, que si bien no ocupa la cons-
truccion de ellas, quizé esta imposibilidad de construccion por medio de regla y compds influyé a
que este resultado viera la luz hasta 1924, en la publicacién Mathematical Association of Japan for
Secondary Mathematics vol. 51, realizada por Morley'. Cabe mencionar que dicho resultado fue demos-
trado por el mismo Morley anos atras y presentado de manera informal «a sus amigos en Cambridge,
Inglaterra, alrededor de 1904» (Loria, 1939, p. 367) en palabras del propio Frank Morley.

Existen muchas demostraciones de este teorema, en este capitulo revisaremos tres de ellas que
pueden resultar muy ilustrativas para el lector, esperando motivar a buscar mas de este tema.

La primera de las pruebas utiliza nociones bésicas, ideal para un estudiante que conoce de los
temas basicos de la materia. La segunda demostraciéon, si bien comparte el ambito sintético de la
primera, se basa en hileras armonicas. La tercera prueba tiene un enfoque mas analitico, al utilizar
como herramienta principal la trigonometria.

1Frank Morley (1860-1937), matematico inglés.



2 CAPITULO 1. TEOREMA DE MORLEY

1.1. Primera demostracion del teorema de Morley

Esta primera demostracién fue realizada por Dan Sokolowsky? (1977), prueba que se basa en la
idea de intentar cuadrar las cosas. Especificamente, para solucionar el problema se construye una
solucion aparte, asi, la demostracion se reduce a ver que ambos encajen: el problema original y la
solucién construida. Un ejemplo es la prueba de que las medianas concurren, cuya demostracion se
puede esbozar asi:

Demostracion. Sea AABC un tridngulo:

e Dos medianas, desde B y desde C, se intersecan en G; punto que cumple con la razén % =
&8 =2,
e Vemos que la recta AG también cumple esta razén.
e Concluimos que AG es mediana.
O

Esa es la demostracion a grandes rasgos y con varios pasos intermedios faltantes, pero con los maés
importantes retratados en los puntos anteriores. Este tipo de demostraciones tienen esa sensacién de
ser artificiales, ya que no partimos del problema y se le ataca de frente, sino que se le da la vuelta al
ejercicio, lo que lleva en muchos casos a demostraciones bastante ligeras y elegantes. Tal como veremos
en esta primera prueba del teorema de Morley.

Lema 1.1.1. Sea a un dngulo tal que 0 < o < 5. Sean S, R, Q, T puntos tales que SR = RQ = QT
ZSRQ = ZRQT = m —2a > % entonces S, R, Q, T' son conciclicos.

Mas ain, si ZSAT = 3a, A estd en Hy, R en Hs entonces A es conciclico con S, R, Q, T; donde
Hy, H> son los semiplanos delimitados por ST.

Demostracion. Dado que ZSRQ = ZRQT = m — 2a < w, entonces existe O tal que ARQO es un
tridangulo isésceles de dngulos ZORQ = § —a = ZOQR. Por lo tanto OR = OQ. Sea o la circunferencia
de centro O que pasa por R, entonces o pasa por Q.

Falta ver que o pasa por Sy T.

Figura 1.2:

Como SR = RQ y ZSRO = § —a = ZQRO, entonces AORS y AORQ son tridngulos congruentes
(AORS = AORQ). Andlogamente AORQ = AOTQ. Por lo tanto OS = 0Q = OR = OT.

Por lo que ZSOR = ZROQ = ZQOT = 7 —2(5 — a) = 2c. Asi que el dngulo central ZSOT = 6a.
Por lo tanto ZSAT es un angulo inscrito. O

2Profesor emérito de Antioch College.



1.1. PRIMERA DEMOSTRACION DEL TEOREMA DE MORLEY 3

Teorema 1.1.2 (Morley). Los tres puntos de interseccion de las respectivas rectas adyacentes que
trisecan a los tres dngulos de un tridngulo determinan un tridngulo equildtero.

Demostracion. Sea AABC un tridngulo. Sean /BAC = 3a, ZABC = 383, /BCA = 3v. Sean P, P’
las intersecciones de las trisectrices de los angulos en B y en C, siendo P la de las adyacentes. Por lo
tanto P es el incentro de ABP'C.

Figura 1.3:

Trécese RP y QP tales que ZRPP' = & = ZP'PQ con Ren BP'y Q en P'C. Como P es incentro
de ABP'C, entonces /BP'P = Z/CP’'P. Por lo que:

ARP'P = AQP'P. (1.1)

Por lo tanto RP = QP. Asi que APQR es equilatero.

Basta ver que AR y AQ son las trisectrices en A.

Sean S en AB y T en CA tales que ZSRB = /ZPRB y /TQC = ZPQC. Por lo que ABRS =
ABRP y ACQT = ACQP. De (1.1) ARP’'Q es is6sceles. Sean e = ZP'RQ = ZP'QR,n = /P'RP =
/P'QP, w = ZSRB = /PRB. Como ZPQC es suplementario de 7 al igual que w lo es, entonces
w = /ZPQC = /TQC. Y como ZP'RS es suplementario de w entonces ZP'RS = 1. Andlogamente
ZP'QT =mn. Por lo que ZSRQ =n+¢ = ZRQT.

Por dltimo, vamos a utilizar el lema, por lo que se necesita SR = RQ =QT y n+e¢ =m — 2a.

El que SR = RQ = QT se obtiene del hecho que ABRS = ABRP, ACQP = ACQT y APQR
es equildtero.

Como APQR es equildtero, entonces n = 3 + ¢, por lo tanto

LRPQ+a+n—g:w. (1.2)

Tomando en consideracién ABP’'C, se obtiene
/RP'Q+2B+2y=m. (1.3)
Finalmente, con AABC
3a+38+3y=m. (1.4)

De (1.2) y (1.3) e4+n—% —28—2y =0, por lo tanto e + 7 = Z +28+ 2. De (1.4) 28+ 2y = 2F —2a.
Por lo tanto € +n =7 — 2a.

Como consecuencia del lema anterior se tiene que A, S, R, Q, T son conciclicos, con lo que /BAR =
/RAQ = ZQAC. Por lo tanto AR y AQ son las trisectrices en A. O

Definicién 1.1.3. Con la notacion anterior. El tridngulo APQR es el tridngulo de Morley.



4 CAPITULO 1. TEOREMA DE MORLEY
1.2. Segunda demostracion del teorema de Morley

La siguiente demostracién, publicada por A. Robson (1923), se basa en las ideas de concurrencia,
haces, hileras y razon doble, lo que agregara un sabor diferente a la prueba anterior.

Cabe mencionar que los temas que emplearemos para la demostracion no se desarrollaran a pro-
fundidad, para no desviarnos del propésito del capitulo. Desde este momento y hasta finalizar esta
seccion trabajaremos con segmentos dirigidos.

Definicién 1.2.1. Dadas cuatro rectas concurrentes en un punto O, se dice forman un haz de rectas
y al punto O se le llama centro.

B

Figura 1.4:

Definicién 1.2.2. Dados A, B, C, D cuatro puntos colineales, se dice que forman una hilera de
puntos y a la recta sobre la que se encuentran se le llama eje.

Dada una hilera de puntos A, B, C, D existen varias maneras de medirlos, pero nos interesa una
muy en particular, en donde veremos el concepto de razén doble.

Definicién 1.2.3. Sea A, B, C, D una hilera. Se define a la razén doble (o razén cruzada)
(ABCD) que estd dada por

AC
(ABCD) = £B.
DB

Esta misma definicién puede ampliarse a los haces con la notacién O(ABCD) y dada por

senAOC

0(ABCD) - 22608

senDOB

La demostracién del siguiente teorema se puede consultar en Shively (1953), p. 116.

Teorema 1.2.4. Dadas cuatro rectas concurrentes en un punto O y una recta que las interseca en los
diferentes puntos A, B, C, D, se tiene que (ABCD) =1 si y solo si O(ABCD) =r.

El teorema anterior nos dice que desde una hilera se puede levantar un haz con la misma razén
doble que la de la hilera, y viceversa. En la figura 1.5, el haz con centro en O y razén doble lleva esa
razon a la hilera y la hilera, a su vez, lleva esa misma razon doble al haz con centro O’.
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(0]
O/

A B C D
Figura 1.5:

La demostracién del siguiente teorema se puede consultar en Beskin (1976).
Teorema 1.2.5. Si (ABCD) = (ABCD'), entonces D =D’

El siguiente resultado se empleara en la demostracién del teorema de Morley, por lo que le daremos
la categoria de lema.

Lema 1.2.6. Si dos haces tienen una recta en comin y su razon doble es igual, entonces las intersec-
ciones de rectas correspondientes son colineales.

Demostracion. Sean a, b, ¢, dy a, b/, ¢/, d’ las rectas que forman los haces con centros O y O’. Sean
B y C las intersecciones respectivas de b con b’ y de ¢ con ¢’. Sea A la interseccién de BC con a.

Sea D la interseccién de BC' con d. Al momento de considerar los haces dados por las rectas OA,
OB, 0C, 0Dy O'A, O'B, O'C, O'D, por el teorema 1.2.4 se tiene que O(ABCD) = O'(ABCD). La
primera razén es la correspondiente a la del haz a, b, ¢, d; por lo que unicamente faltaria ver que la
razén O'(ABCD) es la misma que la del segundo haz a, V', ¢/, d’. Para esto basta que la recta O’ D
coincida con d’.

Figura 1.6:

Sea D’ la interseccién de BC con d’, que forma la hilera con razén doble (ABCD’) = O'(ABCD’)
y esta tltima a su vez O'(ABCD’') = O(ABCD), ya que por hipdtesis, los haces con centros en O y
O’ tienen la misma razén doble. Asi que (ABCD') = O'(ABCD’) = O(ABCD) = (ABCD), por lo
tanto D = D', lo que nos da la colinealidad de las intersecciones. o

Para llegar al segundo de los lemas, invocaremos uno de los teoremas clasicos de la geometria: el
teorema de Ceva, pero en su version trigonométrica, cuya demostraciéon puede consultarse en Shively

(1953), p. 34.



6 CAPITULO 1. TEOREMA DE MORLEY

Teorema 1.2.7 (Ceva). Dadas tres rectas que pasa cada una por los vértices de un tridngulo ANABC

e intersecciones con los lados opuestos del mismo en los punto L, M, N, respectivamente. Se tiene
que las rectas son concurrentes si y solo si

senACN senBAL senCBM
senNCB senLAC sen M BA

1.

A

B¢ ¢ c
L

Figura 1.7:

Definicién 1.2.8. Dado un dngulo en A, se dice que dos rectas que pasan por A son isogonales si y
solo si el dngulo formado entre ellas es bisecado por la bisectriz del dngulo original.

Figura 1.8:

Con esto llegamos a nuestro segundo y tltimo lema.

Lema 1.2.9. Dado un triangulo NABC' y desde cada uno de sus vértices tres rectas concurrentes y
que intersequen a los respectivos lados opuestos, entonces sus isogonales son también concurrentes.

Demostracion. Sean AL, BM, CN las rectas concurrentes y AL, BM’, C N’ sus respectivas isogonales.

A

Figura 1.9:
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De la definicién de isogonales se puede observar que /BAL = /L' AC asi como /BAL' = Z/LAC.
Andlogamente ZACN = /N'CB, ZACN' = /ZNCB y Z/CBM = /M'BA, Z/CBM' = /M BA. Por
lo que

_ 5enACN senBAL senCBM _ senN'CB senL’AC senM'BA
" senNCB senLAC senMBA ~ senACN' senBAL' senCBM'’

Por lo tanto
_ senACN' sen BAL' senCBM'

~ senN'CB senL'AC senM'BA’
Asi que, por el teorema de Ceva, las rectas AL, BM', CN’ concurren. O

Enunciaremos de nueva cuenta el teorema de Morley, esperando que la siguiente demostracién sea
del agrado del lector.

Teorema 1.2.10 (Morley). Los tres puntos de interseccion de las respectivas rectas adyacentes que
trisecan a los tres dngulos de un tridngulo determinan un tridngulo equildtero.

Demostracion. Sea ANABC' con intersecciones de trisectrices en P, @, R. Sean L, M, N las intersec-
ciones de BR con CQ, CP con ARy de AQ con BP, respectivamente. Sean D y FE las intersecciones
de AQ con BR y de AQ con CP. Sea O la interseccién de M@ con NR.

Lo primero a demostrar, utilizando los lemas antes vistos, serd que P, O, L son colineales.

Observemos que BR y BP son isogonales al igual que C'P, CQ. Como L es la interseccién de BR
con CQy Plade BP con CP entonces AL y AP son isogonales, como consecuencia del lema 1.2.9. Por
lo tanto A(BRLD) = A(CEPM), ya que los dangulos correspondientes son iguales al ser isogonales.
De esta ltima desigualdad obtenemos

N(BRLD) = A(BRLD) = A(CEPM) = Q(CEPM) = Q(PMCE)

como consecuencia del teorema 1.2.4.

Como N(BRLD) = Q(PMCE) y las rectas ND y QF son iguales, tenemos que las intersecciones
correspondientes son colineales por lema 1.2.6. Concretamente las intersecciones de NB con QP, NR
con QM y NL con QC, que resultan ser P, O y L, respectivamente.

Figura 1.10:

Recordando que ZLBP = ZPBC = 3y que ZLCP = ZPCB = v, se deduce que P es el incentro
de ALBC, por lo que Z/BLC =7 — 2 — 27, por lo tanto
T

1
£BLP = 2 /BLC =5 —f —7.
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™
2
Anélogamente, al ser R incentro de ANAB, se obtiene ZNRB = § + a. Considerando ARBN

4BPL=7r—ﬁ—(g—ﬁ—7)= +7. (1.5)

4BNR:w—B—(g+a):g—ﬁ—a. (1.6)

Como Z/BPL es exterior en AOPN, /LBP = Z/PON + /PNO = ZPON + ZBNR, por lo tanto

ZPON = Z+7—(5—B—a)=7+f+a=1,
2 2 3
por (1.5) y (1.6).
Anélogamente ZNOQ = % y como ZANR = ZRN B, entonces AOPN = AOQN, en particular
OP = 0Q, es decir, AOPQ es is6sceles. Con este tltimo resultado se concluye que m = ZOPQ +
ZOQP + ZQOP =2/0PQ + %, por lo tanto

ZOPQ =

(1.7)

wl
@_|=l

™
2
De la misma manera, AORP es isésceles, y con este se llega a que ZOPR = F, que junto con (1.7)
tenemos ZRPQ = 7.

Anélogamente los dos vértices restantes de APQR, por lo que se trata de un tridngulo equildtero.
O

1.3. Tercera demostracion del teorema de Morley

Hemos llegado a la tercera y tultima demostracién del teorema de Morley, aqui no hay més qué
decir: se tratarda de cuentas. Cuentas que se veian venir desde el momento en que se mencioné que
la trigonometria estaria involucrada en esto. Con las desventajas que representan, ya que, en muchos
casos, la demostracién se reduce a ver que nuestro teorema es véalido sin preocuparnos més alla que los
signos estén bien, perdiéndose la esencia del problema mismo; asi, como las grandes ventajas que eso
conlleva, por ejemplo, la posibilidad de generalizar nuestros resultados, cosa que veremos ejemplificada
con mas detalle al final del capitulo.

Esta demostracién fue presentada en 1939 por Loria®, en Triangles Equilatérauz Dérivés d’un
Triangle Quelconque. En dicha prueba se utilizan los clasicos resultados del cdlculo de senos y cosenos
de sumas y diferencias de angulos, asi como algunas identidades trigonométricas que se expondran a
continuacion:

Teorema 1.3.1. Sean o y B dngulos. Se cumplen las siguientes propiedades:
a) sen (a+ 3) = senacos 4 sen 3 cos .
b) cos(a+ B) = cosacos S — senasen 3.

Dicha demostracién se puede realizar a partir del teorema de Ptolomeo* o puede consultarse una
prueba en Spivak (1967), p. 444.

Corolario 1.3.2. Dado un dngulo « se tiene que
a) sen2a = 2sen « cos .

b) cos2a = cos? a — sen? .

3Gino Loria (1862-1954), matemético e historiador de las matematicas italiano.
4Véase teorema 2.2.1.
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9 cos2a + 1
c) cos® o = ——.
2
Demostracion. Para a) y b) se aplica directamente el teorema anterior. Para c¢) se obtiene de cos2a =
cos?a —sen? a = cos? a — (1 — cos? a) = 2cos? a — 1, ya que sen? a + cos? a = 1. O

Lema 1.3.3. Sean a y § dngulos.

a) sen a + sen 8 = 2sen <%> cos

o}

|

™
~——

o

o

wn
/N T N
Q
o+ N
™
~——

b) sen oo —senf = 2sen<

c) cosoH—cosﬂ_2003<a;ﬂ)cos<a_ﬁ>.

d) cos o — cos f = —2sen (#) sen (#)

Demostracion. Sean a =y +dy =~ —9, asi

sena = sen (7 + ) = senycosd + sen d cos, (1.8)
sen 5 = sen (y — d) = sen~ycosd — sen d cos~y. (1.9)
Ademas a+ =27y a— 8 =24, asi que
Wza;ﬂ . 5:O‘;ﬂ (1.10)
a) Asi, al sumar (1.8) con (1.9) se obtiene
sen  + sen 8 = sen -y cosd + sen-y cos§ = 2sen -y cos 4.
Por lo tanto, sen « + sen 3 = 2sen (O‘T‘Lﬁ) cos (#), por (1.10).
b) Restando (1.8) con (1.9) se tiene que
sena — sen f = send cosy + sen d cosy = 2sen d cos .
Por lo que, sena — sen § = 2sen (O‘T_’B) cos (0‘2&), por (1.10).
¢) Comoa=v+0y B =~—0,se tiene que
COS v = cOSy cos§ — sen d sen -y, (1.11)
cos 3 = cosycosd + send seny, (1.12)
por lo que, sumando (1.11) con (1.12) se tiene cosa + cos 8 = 2cosycosd = QCOS(%)COS(O‘—;ﬁ) al
utilizar (1.10).
E?_l};;r; (01()'r11(0)1)1.1ir, se llega a que cosa + cos 3 = —2senysend = —2sen(o‘T+ﬂ)sen(o‘%) por (l.llé

Estas propiedades nos seran ttiles en el siguiente lema.

Lema 1.3.4. Sea a un dngulo. Se tiene que

T 2
sen 3o = 4 sen v sen (a + 5) sen (a+ ?) .
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Demostracion.

sen 3a = sen (2a + «)
= sen 2o cos « + sen a cos 2«

= (2sen a cos @) cos a + sen a(cos? a — sen? @),
al utilizar el teorema 1.3.1 y su corolario. Continuando, se tiene

sen 3o = 2sen v cos® a + sen a(cos? o — sen? @)

2

= sen a(2cos® a + cos? a — sen? )

= sen a(3 cos? a — sen? a)

2

(
=sena(3cos’ a — (1 — cos® a))
= sen (3 cos® a — 1 + cos

),
ya que sen? a + cos? o = 1. Asi

sen3a = sen (4 cos? o — 1)

= sen o <4 (%) - 1> ,

por corolario 1.3.2. Siguiendo con la expresién

sen 3o = sen a(2(1 + cos 2a) — 1)
=sena(2 4+ 2cos2a — 1)
= sen a(1 4 2 cos 2a)

1
= 2sen« (5 + cosQa)
2
=2sen« (— cos?ﬂ- -+ cos 2a>

2
=2sen« (cos 2a0 — cos %)

200+ 2T 200 — &°
= 2sen« [—2 sen (%) sen (%)] ,

al ocupar el inciso d) del lema anterior. Como seno es una funcién impar, se obtiene

2 27 2r _ 9
sen3a = 2sen« {2 sen (%) sen (STQ)]

s T
= 2sena[2sen (a+ 7) sen (5~ o
sena |2sen |« + 3 sen 3 «

= 4sen o sen (E + a) sen (7r — (Z - a)) ,
3 3
ya que sen(p) = sen(m — ). Por lo tanto, sen 3o = 4 sen asen (a + %) sen (a + %’r) (]
A la propiedad anterior se le llama férmula del triple dngulo.
Teorema 1.3.5 (Ley de senos). Dado un tridngulo de lados a, b, ¢ y dngulos opuestos «, 3, 7, se

tiene que
senac  senf3  senvwy

a b c
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Teorema 1.3.6 (Ley de cosenos). Dado un tridngulo de lados a, b, ¢ y dngulos opuestos «, 3, v, se
tiene que
a? =02+ ¢*—2bccosan

Ambas demostraciones, pueden consultarse en Céardenas (2013), pp. 53-55.
Los siguientes dos lemas serviran para facilitar las cuentas a la hora de la demostracién. El primero
de ellos se puede encontrar dentro de la demostracién de la ley de senos en Cardenas (2013).

Lema 1.3.7. Sea AABC con radio de circuncirculo de longitud r. Se cumple BC' = 2rsena, con «
el dngulo opuesto al lado BC.

Figura 1.11:

Lema 1.3.8. Dados z,y,a € R, se cumple la siguiente igualdad

22 +y? — 2xycosa = (x + y)* sen? % + (x — y)? cos? g.
Demostracion. Como
(:v + y)2 sen? > z? sen? & + y2 sen? @ + 22y sen? @
2 2 2 2
Y « o o «
2 2 2 2 2 2 2
— cos” — = x” cos” — cos® — — 2xy cos” —
(z—y) 5 =% 5 TV 5 22y 5
entonces
2 2« 2 20472( 2 & 204) 2( 2 & 204) ( 2 & 204)
sen” — —y)* cos® — = cos” — + sen” — cos” — +sen” — | —2 cos® — —sen” — | .
(z+y)~sen” o +(z~y) 5 =% 5 Tsen” o )4y 5 +sen’” o | =2zy 5 sen” 5

Por lo tanto (z+y)?sen® § + (z —y)? cos® § = 2 +y? — 2zy(cos 2a), por inciso b) del corolario 1.3.2.
o

Teorema 1.3.9 (Morley). Los tres puntos de interseccion de las respectivas rectas adyacentes que
trisecan a los tres dngulos de un tridngulo determinan un tridngulo equildtero.

Demostracion. La demostracién se basa en encontrar la longitud de los lados del tridangulo de Morley.
Para ello se calcularan los lados del tridngulo AABC, seguido de los lados de un tridngulo auxiliar,
para finalmente llegar a calcular uno de los lados del triangulo de Morley.

Por el lema 1.3.7, BC' = 2rsen 3a, asi, por lema 1.3.4, se tiene que

BC =2r <4senasen (% +a) sen <2§ +a>> ,
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BC = 8rsen asen (g —i—a) sen (%T —l—a) .

Anélogamente

CA = 8rsenfsen (g—i-ﬂ) sen (2?# +B) , (1.13)

AB = 8rsen~ysen (g—i—v (1.14)

N——
0w
e}
=
7 N
[\
o] §
+
2
N——

Figura 1.12:

Sean P, (), R las intersecciones de las trisectrices de AABC. Considerando AABR, se obtiene
AR AB

sen 3 ~ sen ZARB

por ley de senos. Por lo tanto, por (1.14), se tiene que

ABsenf3  8rsenvysen (% + ”y) sen (%’T + *y) sen 8
sen /ARB sen ZARB '

AR =

Como ZARB =7 — (a+ 8) =7 — (5 — ) = 3 +, se obtiene

_ 8rsen<ysen (% +7) sen (%” + 7) sen 3

AR 5
sen (2 + )
AR = 8rsen+ysen (g—l-'y) sen 3. (1.15)
Anélogamente
AQ = 8rsen f@sen (g + B) sen . (1.16)

Considerando AAQR, se obtiene QR?> = AR? + AQ? — 2 AR - AQ cosa por ley de cosenos. Por lo
tanto, utilizando (1.15) y (1.16), se tiene que

AR? + AQ? = (81" sen -y sen (% + 'y) senﬂ)2 + (8rsen[3sen (g + [3) sen7)2

= 6472 sen” y sen? (% + ”y) sen” (8 4 6472 sen? 3 sen” (% + [3) sen? 7

= 6472 sen® Bsen? y {sen2 (g + ﬁ) + sen? (g + 7)} )

2AR- AQ cosa =2 (8rsen~ysen (g + ”y) senﬂ) (8rsenﬁsen (g + B) senﬂy) cos
= 6472 sen” Bsen? v {2 sen (g + B) sen (g + 'y) coS Oz} )
Por lo tanto

QR? = 6472 sen? fsen? v [sen2 (g + B) + sen? (% + 'y) — 2sen (g + B) sen (% + 'y) cos oz] .
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Asi
QR?

64r2sen? BsenZy

= sen ( —i—B) + sen? (% +7) — 2sen (g —|—ﬁ) sen (g —|—7) cos a. (1.17)

Por ahora nos centraremos en la parte derecha de la ecuacién anterior y veremos que esta es igual a
sen a.
Sean x = sen’(% + 3), y = sen®(Z 4 7). Por lema 1.3.8, se tiene que

Al sustituir los valores de z, y

sen? (g —|—ﬁ) + sen? (z + ) — 2sen (z —i—B) sen (% +7) COos (v

5 (1.18)
= (sen( )—l—sen(z )) sen a—l—(sen(z—l—ﬁ)—sen(z —l—”y)) cos2g
3 2 3 3 2
Enfoquémonos por ahora en sen (% ) + sen (% + 7) y en sen (% + ﬁ) — sen (% + 7).
Utilizando el inciso a) del lema 1.3.3, se tiene que
sen(z—l—ﬂ) —i—sen(z—l—”y) = 2sen (§+B)+ (§+7) cos (§+ﬁ) _ (§+7)
3 3 2 2
1 /27 8=
= 2 — —_ _
sen(2 < 3 +[3+7>)cos< ) >
1 _
= 2sen (5(71' - a)> cos <¥> ,
ya que —+B+7—7r———l—ﬁ—i—w—w—(a—i—ﬁ—i—w)—i—ﬁ—i—w—w—a Por lo tanto
sen (%—i—ﬂ) + sen (g+"y) :2cos%cos <@> ) (1.19)
pues sen (5 — @) = cos ().
Andlogamente, utilizando el inciso b) del lema 1.3.3, se tiene que
7r 7r B B—" a
sen(3 —i—B) sen(3 —|—7) = 2sen (—2 )sen2. (1.20)

Por lo que, al sustituir (1.19) y (1.20) en (1.18), tenemos que
sen? (E —l—ﬁ) + sen? —|—~y) — 2sen (g—l-ﬂ) sen (g—l-*y) cos
) (z—i— ))Qsen2g+(sen(z+ﬁ)—sen(ﬁ—i— ))2cos2g
377 2 3 37 2
Q@ - 2 Q@ B8—7 a\? Q@
= <2cos 5 cos (T)) sen? 5 + <ZSen <T> sen 5) cos? 5
= 4 cos® %cos2 (%) sen? % + 4 sen? (%) sen? % cos? %
a
2
a
2

«
= 4 gen® ) cos®
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Asi, utilizando el inciso a) del corolario 1.3.2, obtenemos
sen? (E + B) + sen? (z + ”y) — 2sen (z + [3) sen (z + 'y) cosa = sen? qv.
3 3 3 3
Por lo tanto (1.17) se ve como

QR?

2
= sen” «
64r2 sen? 3 sen? «y ’

QR? = 6472 sen® acsen? B sen? .

Por lo tanto
QR = 8rsenasen Ssenvy.

Anélogamente PQ = 8rsenasen fseny y RP = 8rsenasen sen~y. Concluyendo asi que APQR es
equilétero. O

1.4. Una generalizacion del teorema de Morley

En la seccion pasada, utilizamos como herramienta principal la trigonometria. En esta ocasiéon, se
presentard una prueba ligeramente diferente a la hecha en Monteiro, C. (2010), p. 27-37, demostracién
que a su vez retoma las ideas principales y sigue una linea similar a la hecha en la prueban de Gino
Loria.

Sin embargo, la intencién de esta seccién no es solo generalizar la demostracion trigonométrica, sino
generalizar en si el propio teorema de Morley, al dejar atras el tnico tridngulo de Morley para hablar
de hasta 18 triangulos de Morley. Para esto es necesario utilizar las trisectrices interiores y exteriores,
e incluso, se pueden considerar a un tercer tipo: las tricestrices explementarias. Asi, de las diferentes
combinaciones, obtenemos un total de 27 tridngulos, de los cuales solo 18 cumplirdn con el cometido
de ser triangulos de Morley.

Nuestra tarea en esta seccién serd construir el camino restante a la generalizacién del teorema de
Morley, demostrando un par de ellas y resaltando la similitud que tienen entre si.

Definicién 1.4.1. Dado un dngulo X\, decimos que sus trisectrices interiores son aquellas rectas
que dividen al dngulo X\ en tres dngulos de magnitud %

Figura 1.13:

Definicién 1.4.2. Dado un dngulo A, decimos que sus trisectrices exteriores son aquellas rectas
que dividen al dngulo m — X\ en tres dngulos de magnitud %(w - ).
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Figura 1.14:

Definicién 1.4.3. Dado un dngulo A, decimos que sus trisectrices explementarias son aquellas
rectas que dividen al dngulo 2w — X\ en tres angulos de magnitud %(27T —A).

--------- A
1
'
Figura 1.15:
Observacion 1.4.4. Sea 3a < w un angulo
a) Las trisectrices exteriores forman un dngulo de %(w —3a) = § — a, al que se denotard como
a” =3 -«
\
\
\
\
. \
o \
~N \
\\ \
~ —\a—
~o 3o
a_/\\\
Figura 1.16:

%’r —a, por lo que el dngulo

a. Se denotard at = T+a.

b) Las trisectrices explementarias forman un dngulo p = %(2# —3a)

suplementario de este tiltimo estd dado por 1—p = m1— (2 —a) =

T s
3 3
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Figura 1.17:

Observemos que sen o = sena™ al ser ambos dngulos suplementarios.

Notacién que hace un guifio a la ya cldsica demostracién de Conway® (2006). Escribir los dngulos
de esta manera nos ayudard a la hora de escribir algunas expresiones, por ejemplo:

Proposicion 1.4.5. Dado o« un dngulo

a) sena’ = sen (a + %)

2
b) sena” = sen (a+ %)

2
¢) sena® = sen (?ﬂ — 04).
+

d) sen3a =senasena” sena™.

Demostracion. Ya que sen(m — @) = sen ¢, se tiene que
b) sen(a+ 2F) =sen(m — (3 — a)) =sen( — o) =sena .

¢) sen(Z — o) =sen(r — (3 + a)) =sen(3 + ) =sena™.

d) Por lema 1.3.4, se tiene que sen3a = senasen(a + %) sen(a + %’r) = senasena’ sena”, por

inciso b). O
_sena  senf

Proposicién 1.4.6. Sean «, B, v, 6 dngulos tales que a +~v =46 < mw. Si = , entonces
senvy  send

a=pyy=9.
Demostracion. Como « + vy < m, entonces existe € > 0 tal que a + v + ¢ = m, con lo que se tiene el
tridngulo inscriptible en una circunferencia de didmetro 1 cuyos dngulos son «, v y €. Como a+7vy = 4+,
entonces también se tiene el tridngulo de dngulos 3, § y € inscriptible en una circunferencia de didmetro
1.

Sean a, b, ¢, d los lados respectivamente opuestos a los dngulos «, 8, 7, §. Por lema 1.3.4 se tiene
que a =sena, b =sen 3, c =sen-~y, d = send. Por lo que

a sena senf8 b
¢ seny send d’

5John Horton Conway (1973-2020), matemédtico inglés.
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es decir, ambos tridngulos son semejantes, ya que el angulo entre los lados es €, por lo tanto, los angulos
correspondientes son iguales, es decir, « = 8y v = 4. O

Lema 1.4.7. Dadas P, Q, R las intersecciones de trisectrices interiores, y Q', R’ las intersecciones
de trisectrices exteriores (ver figura 1.18), asi como Q", R" las intersecciones de trisectrices exple-
mentarias (ver figura 1.19), se tiene que

a) ZARQ = 8%, ZAQR =~™.
b) LAR"Q" =3, ZAQ'R = ~.
¢) ZAR"Q" = p5~, ZAQ"R" =~~.

Figura 1.18:

Demostracion. Para demostrar los incisos ocuparemos algunos de los resultados vistos en la seccién
pasada.

a) Sean ZARQ = ¢ y ZAQR = 1), se demostrard que ¢ = 7, ¢ =~
Considerando AARQ y utilizando la ley de senos se tiene que

senp  sen®y
AQ AR

Por lo tanto
seng _ AQ _ 8rsenysenfsen(8+ 3)  senft

senyy AR 8rsenfsenvysen(y+ %)  senyt’

utilizando (1.15) y (1.16). Como ¢ + v < 7, entonces ¢ = 8T, 1) = v, por proposicién 1.4.6.

b) Veamos ahora que ZAR'Q' = 3, ZAQ'R' = ~.
Sean ZAR'Q' = ¢, ZAQ'R' = . Considerando AAR’'Q’ y utilizando la ley de senos

senp  sen®y
AQ' AR

Por lo tanto
senp  AQ'

senty) AR’

(1.21)
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Aqui podemos notar que llegamos a una expresion similar a la del inciso anterior. Lo tinico que se debe
hacer es expresar a AQ’ y AR’ en términos similares a los de AQ y AR. Para esto conviene repasar la
forma en que se hicieron los célculos para AQ y AR.
Vamos a demostrar que ¢ = 8 y 9 = ~, para esto veremos que AQ’' = 8rsenBsen~ seny~ y
AR’ = 8rsenvyseny~ sen ™.
sen ZAQ'C sen~vy~

Utilizando la ley de senos en AAQ'C, se tiene que 1 = a0 Como LZAQ'C = 7 —
o -y =1-(3-a)—(3-7)=%F+a+y=3%+(5—B) =% — B, obtenemos
AQ - ACseny~  8rsenfsen 3~ sen Bt sen~y~
Cosen(¥E - 3) sen g+ ’

utilizando la ecuacién de la seccién anterior (1.13) y los incisos ¢) y d) de la proposicién 1.4.5. Asi,
AQ' = 8rsen Ssen B~ seny~. Andlogamente AR’ = 8rsen~ysenvy~ sen . Por lo tanto, (1.21) queda
de esta manera

senyp  8rsenfBsen 3" seny”  senf3

senty)  8rsen-yseny~senf(~  senvy’

Como ¢ + ¢ < m, entonces ¢ = 3, ¥» = =y, por proposicion 1.4.6.

¢) De forma andloga se puede verificar que ZAR"Q" = 5~, ZAQ"R" =~~.

Figura 1.19:

O

Tenemos los preparativos para el propésito principal de esta seccidn: una generalizacién del teorema
de Morley.

Teorema 1.4.8. Sea AABC wun tridngulo. Si se consideran las trisectrices interiores que generan

APQR, entonces APQR es equildtero.

Demostracion. Sea n = 8rsen 3sen~y. Por lo tanto AQ = nsen 3T.
Como 7 — (BT +~7) =7 —(5+8) - (5+7) = § — 6 —7 = a, entonces se tiene que el tercer
angulo del tridngulo de dngulos 8+ = ZARQ, v© = ZAQR, es «, por inciso a) del lemma 1.4.7.
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Utilizando ley de senos en AARQ
RQ AQ nsenft

sena  senft  sen 3t

Por lo tanto RQ = 8rsenasen sen~y. Andlogamente PQQ = RP = 8rsenasen sen~y. Por lo tanto
APQR es equilatero.
O

El anterior es el teorema de Morley. En este punto nos podemos preguntar ;por qué esta demos-
tracién no la ocupamos antes si es més sencilla? En realidad nos saltamos muchos pequenos pasos
intermedios que habiamos realizado antes.

Esta segunda y tercera demostracion son casi copias de la anterior.

Teorema 1.4.9. Sea AABC wun tridngulo. Si se consideran las trisectrices exteriores que generan

AP'Q'R', entonces AP'Q'R’ es equildtero.

Demostracion. Sea n’ = 8rsen S~ sen~y~. Por lo tanto AQ’' = n’sen 3.

Como 7 — (B+7) =7 — (5 — @) = 3 + o, por inciso b) del lema 1.4.7.

Utilizando ley de senos en AAR'Q’

RQ _ RQ" AQ"  n'senp

sen(ZL + o) ~ sena~ senf  senf
por inciso b) de la proposicién 1.4.5. Por lo tanto R'Q" = 8rsena™ sen S~ seny~. Andlogamente
P'Q' = R'P' =8rsena™ sen 3~ seny~. Por lo tanto AP'Q’'R’ es equildtero. O

Teorema 1.4.10. Sea AABC' un tridngulo. Si se consideran las trisectrices explementarias que ge-
neran AP"Q" R, entonces AP"Q"R" es equildtero.

Demostracion. Sea n” = 8rsen 8T seny™'. Por lo tanto AQ"” = n'sen 5.
Comorm— (B~ =y )=m—(5-8)-(5-7)=%+B8+7=%3+%-a=%E —qa.
Utilizando ley de senos en AAR" Q"

R//Q// R//Q// AQ// n// Senﬂf .
= = = =N y
sen(23f —a) senat  sen 3~ sen 3
por inciso ¢) de la proposicién 1.4.5. Por lo tanto R”Q"” = 8rsena™ sen 87 seny™. Andlogamente

P"Q" = R"P" = 8rsena™ sen 8T seny™'. Por lo tanto AP”Q"R" es equildtero.
O

Con esto finalizamos la seccién y el capitulo, mostrando el potencial que pueden llegar a tener estas
demostraciones algebraicas, que si bien uno lo sabe, no esta de méas recordarlo con un bonito ejemplo.
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Figura 1.20:

CAPITULO 1. TEOREMA DE MORLEY



Capitulo 2

Circunferencia de los nueve puntos

La circunferencia de los nueve puntos es uno de los temas tradicionales dentro de una clase de
geometria euclidiana y sus equivalentes, ya que, desde mi punto de vista, es un tema sencillo, interesante
y que puede conducirnos de manera natural a resultados diddcticos que engloban diferentes temas.

La circunferencia de los nueve puntos es también conocida como circunferencia de Feuerbach e
incluso como circunferencia de Euler. jA qué se deben dichos nombres?

En 1822, Feuerbach!, en FEigenschaften einiger merkwurdigen Punkte des geradlinigen Dreiecks,
p-48, demostré que la circunferencia que pasa por los puntos medios de los lados de un tridngulo,
también pasa por sus pies de alturas. Ademds de un asombroso resultado (que veremos al final de este
capitulo) que le llevé a acreditarse el nombre de la circunferencia.

En 1821, Brianchon? y Poncelet?, en Gergonne’s Annales de Mathématiques, vol. 11, p. 215, pro-
baron que tanto los seis puntos ciclicos antes mencionados como los puntos medios del ortocentro a los
vértices estan sobre la misma circunferencia.

En 1872, Catalan®, en Théorémes et problémes de Géométrie Elémentaire hace mencién del ma-
temético Terquem?®, quien atribuye a Euler el resultado de esta circunferencia.

B C

~———
D L

Figura 2.1: Circunferencia de los nueve puntos

Durante parte de este capitulo nos enfocaremos en demostrar que los nueve puntos son concicli-
cos; resultado que denominaremos el teorema de la circunferencia de los nueve puntos, que al igual
que en el capitulo anterior, veremos tres demostraciones que bien podrian formar parte de cualquier
curso de geometria sintética, dada su sencillez. Trabajaremos con propiedades de esta circunferencia.
Hablaremos sobre la recta de Euler. Y culminaremos con el teorema de Feuerbach.

1Karl Wilhelm Feuerbach (1800-1834), matematico alemén.

2Charles Julien Brianchon (1783-1864), matemadtico, quimico y militar francés.
3 Jean-Victor Poncelet (1788-1867), matemdtico e ingeniero francés.

4Bugéne Charles Catalan (1814-1894), matemético belga.

50rly Terquem (1782-1862), matemdtico francés.
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2.1. Linea de Euler

Leonard Euler (1707-1783) fue un brillante matemdtico suizo que vivié durante gran parte de su
vida en la actual Rusia. Tanto su padre como él llevaron una relacién muy cercana con la familia
Bernoulli, familia en donde varios de sus miembros a lo largo de las generaciones fueron renombrados
cientificos.

Euler trabajo en diferentes disciplinas como la cartografia, musica, fisica y matematicas. Realizd
aportaciones en ramas como teoria de nimeros, calculo, ecuaciones diferenciales y geometria. Siendo
el responsable de notaciones comunes hoy en dia como e, ¢, pi y .

Aqui, de manera breve, abordaremos un resultado que lleva su nombre: la linea de Euler; resultado
que se ocupard en este capitulo. Esta recta relaciona tres puntos notables del tridngulo (a la que mds
adelante le sumaremos un cuarto), hablamos del ortocentro, el punto mediano y el circuncentro.

Comencemos recordando una propiedad fundamental en el desarrollo de la seccién que nos habla
sobre el gravicentro y las medianas, su demostracién puede consultarse en Altshiller (2007), p. 65.

Teorema 2.1.1. Las medianas son cortadas en razon 2 por el gravicentro. Donde el segmento mds
grande corresponde al que va desde el vértice al gravicentro.

En la figura 2.2, AG estd a razén 2 : 1 con GL, es decir AG = 2G L. El siguiente es el teorema de
esta seccion, el teorema de la linea de Euler.

Teorema 2.1.2. Si H es el ortocentro, O el circuncentro y G el gravicentro (punto mediano) de
ANABC, entonces H, G, O son colineales. Ademds, HG = 2GO.

Demostracion. Sea H' la interseccién de AD (la altura desde A) y GO. Ya que AD es paralela a OL,
se tiene que /ZH'AG = /OLG, /GH'A = /GOL, con L el punto medio de BC. Por lo tanto, los
tridngulos AH'AG y AOLG son semejantes (AH'AG ~ AOLG).

Figura 2.2:
Por lo tanto
GH' GA 2
GO " GL T (21)

por teorema 2.1.1. Andlogamente con el vértice B, el pie de la altura F y el punto medio M de C' A se
tiene que

GH"” 2

-z 2.2

oo -1 (2.2)

con H” la interseccién de BE y GO. Por lo que GH' = GH" de (2.1) y (2.2). Por lo tanto H' = H", y

como H' esté en la altura desde A y desde B, H' = H, es decir, H, G, O son colineales y g—g = % o

Definicion 2.1.3. A la linea que tiene a H, G y O se le llama linea de Euler.
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2.2. Primera demostracion del teorema de la circunferencia de
los nueve puntos
La primera demostracion tiene como idea principal buscar cuadrilateros ciclicos, para ello daremos
un breve repaso de un par de criterios que nos ayudaran a determinar cudndo un cuadrilatero es
inscriptible. Ademas, trabajaremos con un poligono que rara vez encontramos: el trapecio.
Recordemos que un cuadrildtero es inscriptible si existe una circunferencia que pasa a través de

sus vértices. Algunos de las més conocidas condiciones que deben cumplir son las tres siguientes, cuya
demostracién puede consultarse en Shively (2013), pp. 25 y 26.

Teorema 2.2.1. Dado un cuadrildtero JABCD, es inscriptible si y solo si cualquiera de los siguientes
incisos se cumple

a) LBAC = /BDC.

b) LBAD + ZBCD = .

¢) AB-CD+ BC-DA=AC-BD.

La ultima de las condiciones es el teorema de Ptolomeo.

Observacién 2.2.2. Un ejemplo de cuadrildtero inscriptible es el rectdngulo, por inciso b) del teorema
anterior.

Definicién 2.2.3. Se dice que JABCD es un trapecio isosceles si y solo si un par de lados opuestos
son paralelos y el otro par de igual magnitud, pero no paralelos.

)

Sy
q
[
Q

:'Eo-————— n:L
Se—————=

Figura 2.3:

Lema 2.2.4. En un trapecio isdsceles sus dngulos opuestos son suplementarios.

Demostracion. Sea ABCD el trapecio isésceles con AB = CD. Como las rectas BC' 'y DA son

paralelas (BC//DA), entonces AA’DD’ es un rectdngulo, donde A’, D’ son pies de perpendicular

desde A y D, respectivamente. Por lo tanto AA’ = DD’, y como AB = CD y el dngulo en A’ y en D’
son rectos, entonces AABA' = ADD'C, por lo que ZABC = Z/BCD.

Finalmente, como BC//DA, se tiene que ZBAD y ZABC = ZBCD son éngulos suplementarios.

O

Observacion 2.2.5. Este lema nos da otro ejemplo de cuadrildtero inscriptible: el trapecio isdsceles,
como consecuencia del inciso b) del teorema 2.2.1.

Teorema 2.2.6 (Circunferencia de los nueve puntos). Dado un tridngulo AABC, si D, E, F son los
pies de alturas; L, M, N los puntos medios de los lados; H el ortocentro, y P, Q, R los puntos medios
de AH, BH, CH, entonces estos nueve puntos estdn sobre una misma circunferencia.

Demostracion. La idea de esta demostracion es, por cuaternas de puntos, ver que son conciclicos. Para
esto se demostrara que forman un trapecio isésceles, un caso particular de un cuadrilatero inscriptible.
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Por el primer teorema de Tales aplicado a AABC, se tiene que NM//BC, por lo que NM//DL.
Como AABD es rectangulo, al considerar la circunferencia de didmetro AB, entonces D esta sobre
dicha circunferencia de centro el punto medio de AB, asi, AN = NB = ND. Por el primer teorema
de Tales, ML = %AB, por lo tanto ML = AN = ND. Con esto tenemos que CJNM LD es un trapecio
isosceles, por lo que, es un cuadrilatero inscriptible.

Anélogamente OMLNF y OLN M FE son trapecios isésceles, con F, F' pies de altura. Por lo tanto
N, M, L, D, E, F son conciclicos.

Figura 2.4:

Para los tres puntos restantes, sea P punto medio de AH, con H ortocentro. Sea E’ la interseccién
de NP con CA.

Demostraremos que PN DL es inscriptible. Para eso utilizaremos el inciso a) del teorema 2.2.1,
por lo que basta ver /PDL = § = ZPNL.

Como N, L son puntos medios en AABC, entonces NL//AC. Ya que N, P son puntos medios
en AABH, entonces NE'//BE. Como BE es altura, entonces BE y AC son perpendiculares, por
lo que BE y NL también lo son, es decir, ZPNL = 7. Como D es pie de altura ZPDL = 7. Asf,
P esta sobre la circunferencia. Andlogamente los restantes puntos medios de los vértices B, C con el
ortocentro. o

Definiciéon 2.2.7. La circunferencia que pasa por los puntos L, M, N, D, E, F, P, Q, R es la
circunferencia de los nueve puntos y es denotada como Cy.

2.3. Segunda demostracion del teorema de la circunferencia
de los nueve puntos

Esta segunda demostracién se basara principalmente en dos teoremas. El primero de ellos trata
sobre la relacién de las alturas y el tridngulo formado por los pies de las alturas®. El segundo teorema
trata sobre bisectrices, mediatrices, el circuncirculo de un triangulo y cémo todo concurre en algin
momento.

Teorema 2.3.1. Las alturas de un tridngulo son las bisectrices interiores de su tridngulo ortico.

Demostracion. Sea AABC un tridngulo con pies de alturas D, E, F. Como /BFC = § = /BEC,
entonces
/FEB=/FCB, (2.3)

por inciso a) del teorema 2.2.1.
Andlogamente, como BE y AD son alturas, se tiene que JAEDB es inscriptible, por lo que

/BAD = /BED. (2.4)

6A este tridngulo se le conoce como tridngulo értico o tridngulo pedal de las alturas.



2.3. SEGUNDA DEMOSTRACION DEL TEOREMA DE LA CIRCUNFERENCIA DE LOS NUEVE PUNTOS25

Finalmente, JAF DC es inscriptible, entonces

/FAD = /FCD. (2.5)

Figura 2.5:

Asi, con (2.3), (2.5) y (2.4), se obtiene
LFEB=/FCB=/FCD =/FAD = /BAD = /BED.

Por lo tanto, la altura BE es bisectriz de ADEF en E. Anédlogamente AD y C'F son bisectrices. [

Observacion 2.3.2. Como los lados son perpendiculares a las alturas, es decir, a las bisectrices
interiores de ADEF, entonces los lados AB, BC, CA son bisectrices exteriores del tridngulo drtico.

Teorema 2.3.3. La mediatriz de un lado de un triangulo interseca a la bisectriz exterior y a la bisectriz
interior del vértice opuesto en el circuncirculo del tridngulo.

Demostracion. Sea AABC un triangulo y L el punto medio de BC. Sean U, V las intersecciones de
la mediatriz de BC con el circuncirculo. Por lo tanto UV es didmetro y ZUAV = 7.

Como AU, AV son perpendiculares, basta demostrar que una de ellas es bisectriz, por ejemplo,
que ZBAU = ZUAC.

Figura 2.6:

Como BL = LC y /BLU = § = ZULC, entonces ABLU = AULC, por lo que Z/BCU = ZCBU.
Por lo tanto, al ser JABUC inscrito, se tiene que

/BAU = /BCU = ZCBU = LUAC.
Asi, AU, AV son bisectrices desde A. O
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Finalmente, el teorema de la circunferencia de los nueve puntos.

Teorema 2.3.4 (Circunferencia de los nueve puntos). Dado un tridngulo ANABC, si D, E, F son los
pies de alturas; L, M, N los puntos medios de los lados; H el ortocentro, y P, Q, R los puntos medios
de AH, BH, CH, entonces estos nueve puntos estan sobre una misma circunferencia.

Demostracion. Por teorema 2.3.1 y teorema 2.3.3 para el tridngulo ADEF, al trazar la mediatriz de
DE, esta pasard por los puntos de interseccion de las bisectrices AB y CF con el circuncirculo de
ADEF. Sean N, R esos puntos.

Figura 2.7:

Vamos a probar que el punto medio de AB es N y el punto medio de HC es R.

Como ZADB = § = ZAEB, entonces HUABDE es inscriptible. Como /HEC+/HDC = 5+ 75 =
m, se tiene que JEH DC' es inscriptible.

Nétese que DFE es cuerda en ambas circunferencias que circunscriben a los cuadrilateros JABDE
y OEHDC, por lo que el centro de las dos circunferencias estan en su mediatriz de DE, es decir, en
NR.

Como N estéd en la mediatriz de DE y en el didmetro AB de la circunferencia que circunscribe a
OABDE, entonces N es el centro de dicha circunferencia. Andlogamente, R estd en la mediatriz de
DE y esta en el diametro HC' de la circunferencia que circunscribe a JEH DC| por lo que R es centro
de dicha circunferencia. Por lo tanto AN = NB, HR = RC.

De manera andloga, los otros puntos medios L, M y P, @ son conciclicos con los puntos D, E y
F. O

2.4. Un acercamiento a la circunferencia de los nueve puntos

Como ya sabemos, hay diversas maneras en que podemos caracterizar a una circunferencia, es
decir, que conociendo ciertos elementos, existe una tnica circunferencia que los cumple, por ejemplo,
una circunferencia dados tres de sus puntos. Daremos algunas propiedades o caracteristicas de la
circunferencia que, al mismo tiempo, nos ayudaran a definir de otra manera a Cy y, no solo diferente,
sino la forma maés elemental que se tiene de definir a una circunferencia: a partir de su centro y su
radio.

Si bien algunas propiedades estuvieron ya implicitas en las demostraciones anteriores, vamos a
dejarlas en claro en los siguientes resultados.

Proposicion 2.4.1. Sea AABC con ortocentro H y circuncentro O. Si P es el punto medio de AH,
entonces PH = OL, con L punto medio de BC'.

Demostracion. Sea G el punto mediano de AABC. Al ser AH y OL paralelas, se tiene que AGHA ~

HA GH 2 ,
AGOL. Por lo que OL-CO-T1 por el teorema 2.1.2. Asi, 2PH = AH = 20L. O
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Figura 2.8:

Proposicién 2.4.2. JAPLO es un paralelogramo.
Demostracion. Esto se debe a que AP//OLy AP = OL. O
Proposicion 2.4.3. El segmento PL es didmetro de la circunferencia de los nueve puntos.

Demostracion. Esto se debe a que P, L y D son puntos de la circunferencia de los nueve puntos y
ZPDL es recto. O

Estos resultados estaban ya dentro de las mismas demostraciones del teorema de la circunferencia
de los nueve puntos, lo dnico que hacia falta era clarificarlos. Los siguientes dos teoremas forman la
parte central de esta seccién.

Teorema 2.4.4. El centro de la circunferencia de los nueve puntos es el punto medio entre el circun-
centro y el ortocentro, es decir, en el punto medio del segmento que determina la linea de FEuler.

Demostracion. Sea J el centro de Cy. Para ver que J estd en la linea de Euler basta mostrar que
ZPJH = ZLJO (ver figura 2.9).

Ya que J es el centro de Cy y PL su didmetro, entonces PJ = JL. Como AP//OL, se tiene que
/ZHPJ = ZOLJ. Por proposicién 2.4.1 se tiene que PH = OL. Por lo tanto AHPJ = AOLJ. Asi
que ZPJH = ZLJO, ademas de que OJ = JH. o

Teorema 2.4.5. El radio de la circunferencia de los nueve puntos es la mitad del radio del circuncircu-
lo.

Demostracion. Como PL es diametro de Cg9 y AO = PL por proposiciones 2.4.3 y 2.4.2, entonces el
radio del circuncirculo es igual al didmetro de Cy, es decir, el radio de la circunferencia de los nueve
puntos es la mitad del radio del circuncirculo. O

Figura 2.9:

Observacion 2.4.6. Notemos que este teorema y el hecho de que P, @, R son puntos medios de
HA, HB, HC, nos da como resultado que el circuncirculo y la circunferencia de los nueve puntos son
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homotéticas’ con centro de homotecia H vy razon 2:1, es decir, que para cualquier punto X sobre el
circuncirculo, el punto medio de HX estd sobre la circunferencia de los nueve puntos.

2.5. Teorema de Feuerbach

Durante mis anos como estudiante en la Facultad de Ciencias, hubo una materia que me impulsé
de una manera muy especial, que hizo que diera un paso adelante dentro de las matemaéticas, hablo de
Geometria Moderna II. Ha sido una de mis clases favoritas, desde mis companeros de clase, hasta cada
uno de los temas del plan de estudios de la materia, sin embargo, existié un resultado en particular,
un teorema que me dejo reflexionando desde el momento que escuché de él: el teorema de Feuerbach.
Existe algo en su naturaleza que lo hace asombroso, algo que provoca que se gane la categoria de un
bonito teorema, y estoy seguro que no soy el tinico a quien le ha sucedido; por ejemplo, J. L. Coolidge®
(1929) se pregunta sobre «el teorema mas bello en geometria elemental descubierto desde la época de
Euclides» (p. 19), al hablar del teorema de Feuerbach. Si bien la cuestién de belleza es algo subjetivo,
es innegable que este teorema tiene algo muy especial que llama la atencién de todo aquel que guste
de la geometria euclidiana.

Teorema (Feuerbach). La circunferencia de los nueve puntos es tangente al incirculo y a cada uno
de los tres excirculos de un tridngulo.

cuya prueba dejaremos para el final de la seccién.

Lema 2.5.1. Sean X, Y, Z puntos de tangencia del incirculo y X', Y', Z' puntos de tangencia del
excirculo relativo a A en los lados BC, CA, AB. Si p es el perimetro de NABC, entonces

a) Az=L_..
2
p
[——
b) AZ =3
¢) XL=LX'.

donde a = BC, b= CA, ¢ = AB y L punto medio de BC.

Figura 2.10:

"Decimos que dos circunferencias son homotéticas si existe un punto H (centro de homotecia) tal que para todo
punto P en la primera circunferencia, existe un punto P’ en la segunda tal que H, P y P’ son colineales y

con k constante. Puede consultarse Altshiller (2007), p. 38.
8 Julian Lowell Coolidge (1873-1954), matemético e historiador estadounidense.

ap o
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Demostracion. a) Al ser X, Y, Z puntos de tangencia, AZ =Y A, ZB = BX, XC = CY, por lo que

p=AB+ BC +CA
= AZ+ZB+BX+XC+CY +YA
—2AZ + 2BX +2XC

Por lo tanto £ = AZ + BX + XC = AZ + BC. Ast AZ = § —a.

b) Como BX' = BZ', X'C = CY’, entonces BC = BX' + X'C = BZ' + CY"’. Por lo tanto

p=AB+ BC + AC
=AB+ BZ' +CY' + AC
=AZ + AY’.

Pero al ser AZ’, AY’ tangentes al excirculo, AZ’ = AY’.Por lo tanto p = 2AZ’.

¢) Como BX + XL = BL=LC =LX'+ X'C, bastard demostrar que BX = X'C.
Por el inciso b), se tiene que

XO:OV:AW—Aczg—b
Por lo que X'C = £ — b= BX, por inciso a). O

A la mitad del perimetro se le llama semiperimetro y se le denota cominmente con la letra s.

Lema 2.5.2. Sea ¢ una circunferencia. Sean ¢y, co circunferencias tangentes a ¢, con Ty, Ts puntos
de tangencia, 1, T2 sus radios, entonces

T
P
r

(r+r)(r£mre),

donde el signo que acompana a r; es positivo si ¢; es exterior a ¢ y negativo si es interior. Ademds, t
es la longitud de la tangente® exterior comiin si c1, ca son ambas exteriores (o interiores), o bien, t es
la longitud de la tangente interior comun si c1, co es una exterior y la otra interior.

)“ihr T,

Figura 2.11:

9En este texto, cuando decimos longitud de la tangente, hacemos referencia a la longitud del segmento comprendido
entre los puntos de tangencia de la recta tangente con dos circunferencias, o bien, a la longitud del segmento comprendido
entre el punto en cuestién y el punto de tangencia de la recta tangente con una circunferencia (véase figura 2.15).
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Demostracion. El lema se demostrara para el caso en que las circunferencias tangentes son interiores,
los otros casos son analogos.

Sean c¢i, co circunferencias tangentes internas a c. Como T; es punto de tangencia de ¢ con cq,
entonces O, O, T son colineales. Andlogamente O, Os, T5 lo son.

Utilizando ley de cosenos en AOO10 tenemos que

0105 = OO% + OO% — 2001 - 005 cos Z0100s. (2.6)
De manera andloga con AOT;T5, se obtiene
T\Ts = OT} + OT§ — 20T, - OTy cos /0,00,

=72 472 = 2r? cos L0100,
= 2r%(1 — cos Z0100,).

2
Por lo tanto cos Z0;002 =1 — 7;17;2 . Por lo que en (2.6) se llega a que
r
T\T?
0,02 = 00? + 0032 — 200 - 00, <1 - 217«22 >
2 2 1%
= 005 + 005 — 2001 - OO 4+ 2001 - OO, 52
2
= (001 — 003)? +200; - 002T2ﬂ;2
”
T3
=((r—mr)—(r—r))2+20r—r1)(r—ry) 21r22 .
Por lo tanto p—
0105 = (r2 =) + (r = r)(r = r2) =5 (2.7)

Consideremos a la tangente exterior comun a las circunferencias ¢, ca con sus respectivos puntos
de interseccién Si, Ss.

Vamos a trazar un punto P para generar el rectangulo [JO;PS2S; y con ello tener los pares de
lados iguales O1 P, S152 y 0151, PSs.

0]
O Oz
J \__1IP
Tl T2
Sl SQ
Figura 2.12:

Supongamos que 73 > r1 y sea P el pie de perpendicular de O; hacia O3S5. Utilizando el teorema
de Pitagoras en AO20; P se tiene que 0103 = O; P? + PO3. Por lo tanto
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0105 =2 + (7‘2 - P52)2 =2 + (7‘2 - 7‘1)2.

Asi, utilizando (2.7), se tiene que

2 2 2 T1T22
2+ (rg—r1)* = (ro —r1)" + (r—r1)(r —r2) e
T\T%
£ = (= m)(r - 1) =52,
TT:
Por lo tanto t = ——2 (r—r)(r —ry).
r
. . ‘s . L9 2T1T22
Cabe mencionar que si r; = o, entonces t = 0103 y la ecuacién (2.7) quedaria t* = (r—rq) 2,
r
lo que demuestra este caso.
O

Notemos que la demostracién de este lema también es vilida para el caso degenerado en que
consideremos una circunferencia de radio 0, es decir, si, por ejemplo, la circunferencia c¢; resultara en

T
un solo punto, nos darfa como resultado ¢ = L2 \Vr(r —rg).
r

El teorema de Casey!'” es una generalizacién del teorema de Ptolomeo, aunque en vez de cuatro
puntos sobre una circunferencia, se trata de cuatro circunferencias tangentes a una.

Teorema 2.5.3 (Casey). Si cuatro circunferencias c1, ca, cs, ¢4 son tangentes a una quinta circun-
ferencia, entonces
t12t3a & t13tos £ t1ateg =0,

donde t;; es la tangente comin de c; con c;.

Demostracion. En este caso, supondremos que los puntos T, Ts, T3, Ty estan ordenados ciclicamente
de esa manera sobre la circunferencia, en este caso demostraremos que t1ot34 — t13t24 + t14toz = 0, es
decir, t13t24 = t12l34 + t14t23.

Figura 2.13:

Por el lema anterior se tiene que

T T: 15T,
t13t24: ! 3\/ (T‘:l:T‘l)(T:tT‘g) 2 4\/ (T:l:Tg)(T‘:l:T4).

r T

10Nombrado asi por el matemédtico irlandés John Casey (1820-1891).



32 CAPITULO 2. CIRCUNFERENCIA DE LOS NUEVE PUNTOS

Por lo tanto

1
t13t24 = T1T3 . T2T4 T_2\/(T :l: ’I”1>(T :l: TQ)(T :l: Tg)(’l” :l: ’I”4), (28)

donde los signos de r + r; dependen de la posiciéon de la circunferencia ¢; con respecto a c. De igual
manera se tiene que

1
t1otgg + t14tog = (TlTQ -T3T, +ThTy - Tng) T—2\/(T‘ + 7‘1)(7‘ + 7‘2)(7‘ + 7‘3)(7‘ + T4). (2.9)

Si queremos que se cumpla la igualdad entre (2.8) y (2.9), bastard que ThT5 - ToTy y
Ty Ts - TsTy + T Ty - ToT5 sean iguales.
Como OT1T5T5Ty es un cuadrilatero inscrito, 71715 -ToTy = T T - T5T4+ 11Ty - To T3, por el teorema
de Ptolomeo. Por lo tanto
t13t24 = t1234 + t14t23,

va que los signos de r & r; son los mismos en ambos lados de la igualdad.
Esto dependié del acomodo de los puntos de tangencia T3, en caso de que tuvieran un orden diferente
daria lugar a las otras combinaciones de signos. O

Las siguientes proposiciones hablan sobre lugares geométricos, que nos recordaran facilmente a la

circunferencia de Apolonio'!.

Proposicion 2.5.4. FEl lugar geométrico de los puntos tales que la suma de los cuadrados de las
distancias a dos puntos fijos es igual a una constante mo negativa, es una circunferencia.

Demostracion. Sean A, B dos puntos dados con M su punto medio. Sea P un punto tal que PA% +
PB? =+, con v > 0.

P
A D M B
Figura 2.14:

Sea D pie de prependicular desde P hacia AB. Como PA? = PD? + AD? = (PM? — DM?) +
AM — DM)? por el teorema de Pitdgoras. Por lo que
g

PA%? = PM? —2AM - DM + AM?. (2.10)
Asi mismo
PB? = (PM?* -~ DM?*) + (DM + MB)* = PM? +2DM - MB + M B> (2.11)
Notese que atin no se ha ocupado que M es punto medio. Por lo tanto
PA%? 4+ PB* =2PM?* + AM? + MB* 4+ 2(DM - MB — AM - DM).
Como M es punto medio de AB, entonces AM = M B, por lo que
v = PA? + PB? = 2(PM?* + AM?),

asi, PM? = 7 AM?, es decir, PM es una constante. Por lo que, un punto P que cumple las hipStesis

es aquel que se encuentra a una distancia constante del punto M, es decir, P es un punto de la
circunferencia de radio la constante /3 — AM? y centro M. O

11E] lugar geométrico de los puntos cuya razén de las distancias hacia dos puntos fijos es una constante
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El siguiente lugar geométrico es una generalizacion del anterior.

Proposicion 2.5.5. Dados dos puntos A y B, el lugar geométrico de todos los puntos P tales que
aPA? + BPB? = v, es una circunferencia, con o, 3, v constantes diferentes de cero.

Demostracion. Sea N punto en AB tal que % = g y D el pie de perpendicular de P hacia AB.

Andlogamente a (2.10) y (2.11) obtenemos
PA? = PN? 4+ AN? —2DN - AN,
PB? = PN? + NB?>+2DN - NB,
Por lo tanto

aPA? + BPB? = (a 4+ B)PN? + aAN? + BNB? + 2DN (SN B — aAN).

Como % = g, entonces AN = SN B, por lo que

v = (a+ B)PN? + a«AN? + BN B?.
Asi, PN? = (v — aAN? — BN B?), es decir, PN es una constante. Por lo que P es un punto de la

atB
circunferencia con radio \/ v — aAN? — BN B?) y centro N. O

1
o (
Proposicion 2.5.6. Dadas dos circunferencias, el lugar geométrico de los puntos cuya razon de las

longitudes de sus tangentes a las circunferencias es constante, es una circunferencia de centro colineal
a los centros de las dos dadas.

Demostracion. Sean c¢q, co las circunferencias dadas con centro Op, Os; respectivamente. Sea P un

t
punto cuyas longitudes de sus tangentes hacia c1, co sean tp1, tps, tales que tﬂ = )\, con A constante.

lpg
"

Figura 2.15:
Como t%, = PO? —r} y t%, = PO3 — r3, entonces

o b PO
t2P2 PO%_T%

con 71, r2 radios de ¢1, ¢a. Por lo tanto A2PO3 — \?r3 = PO? — 1%, con lo que
PO} — N?PO3 = 1] — \*r3,

donde r? — A\?72 es una constante, asf, por la proposicién 2.5.5, el lugar geométrico de los puntos P es
una circunferencia.
La colinealidad de los centros de las tres circunferencias se sigue de que dado un punto P, su
reflejado'? con respecto a la recta 010, tiene las mismas longitudes a las tangentes que P.
O

12Decimos que A’ es un punto reflejado de A con respecto a una recta [, si A’ es la imagen de A bajo la reflexién
con eje .
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Dicho sea de paso, si consideramos la tangente comtn a ambas circunferencias, un punto P sobre

t

ella tal que tﬂ = ) serd el punto que divida al segmento de los puntos de tangencia de la tangente
P2

comin en la razén A, ya sea que P esté en el interior o el exterior del segmento de los puntos de

tangencia, es decir, el lugar geométrico es una circunferencia que tiene como interior a una de las
circunferencias dadas.

Nos acercamos al final del camino hacia el teorema de Feuerbach. Demostraremos un caso particular
al inverso del teorema de Casey, donde tres de las cuatro circunferencias son de radio 0, condiciones
suficiente para demostrar el teorema de Feuerbach.

Teorema 2.5.7. Sean c1 una circunferencia y To, T3, Ty tres puntos diferentes no colineales fuera de
ella. Si t1atsq + t1stoy £ t14te3 = 0, entonces existe una circunferencia ¢ tangente a ¢1 y que pasa por
Ty, T3 y Ty. Donde t;; es la longitud de la tangente de T; a ¢1 (o la longitud del segmento T;T;).

Demostracion. Supogamos que tystog = t1at34 + t14t23. Supongamos que T y T35 no son colineales con
el centro de ¢; y sean dy, do circunferencias tangentes a ¢; y que pasan por Ty y T5. Si Ty y T3 fueran
colineales con el centro de ¢1, tomamos dos circunferencias e, e; tangentes a ¢; y que pasan por T3 y
Ty.

t
Por la proposiciéon anterior, el lugar geométrico de los puntos T' tales que 25 o5 constante es una

35
circunferencia que tiene como punto interior a 75 o T3, con top y tsr las longitudes de los segmentos
ToT y T5T, respectivamente. Es decir, existen puntos en d; que cumplen esa razon.
Sean Ts y T puntos tales que

fos _fas _ y _ loa

= (2.12)

lss 136 t3s’
con T5 en dy y Tg en ds.

Con esto, construimos dos puntos que cumplen las mismas condiciones que Ty, pero asegurandonos
que estan sobre alguna de las futuras circunferencias c¢. Al final lo tinico que nos quedard hacer es

demostrar que Ty coincide, o bien con T5, o con Tg, es decir, que 11, 15, T35 y T son conciclicos.

Figura 2.16:

1
t13tog = : (t12t34 + t14t23). Por lo tanto

Como t13t24 = t12t34 + t14t23, entonces 3
[PRYZY! [PRYZY!

ti13t t t
3tea M2 4 (2.13)
taztza  toz i34
Notemos que t14, t34 son constantes.
Como Ti, Ts, T3, Ts estan en dy, se tiene que t13ta5 = t12t35 + t15t23, entonces, andlogamente a
(2.13), se tiene que
tizt t t
1325 M2 s (2.14)
taztss  t2z i35
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Asi mismo con T1, Ts, T3, T en da, obtenemos

tiztes  ti2 _ tie

fafas M2 _ M6 (2.15)
toztse  t2z 136

De (2.13), (2.14), (2.15) y (2.12) tenemos que
Lttt 010

t3s  t3s  t3e

Donde, tanto A en (2.12) como p en (2.16) son constantes, ya que tag, t34, t14, t34 10 son.

Por la proposicién 2.5.6 y (2.12), sabemos que Ty, T5, Ts estdn en una circunferencia ¢y para el
coeficiente A, por lo que el centro de ¢y es colineal con T3 y T3. Andlogamente, por la proposicién 2.5.6
y (2.16), los puntos Ty, Ts, Ts estédn en una circunferencia ¢, para el coeficiente p, por lo que el centro
de ¢, es colineal con T3 y el centro de c;.

Si Ty es diferente a T5 y T, entonces las circunferencias cy y ¢, son la misma circunferencia, por
lo que el centro de ¢y, T y T3 serian colineales. Por lo tanto Ty = T5 o Ty = Tg. Asi, Ty, T, T3 y Ty.
estan en d; o en dg, es decir, son conciclicos. o

Se puede consultar el caso general de este teorema en Shariguin (1986), demostracién que sigue el
mismo razonamiento que el aqui presentado més la idea de dilataciones de circunferencias'®.

Llegados a este punto, tenemos listos todos los preparativos para demostrar el teorema de Feuer-
bach.

Teorema 2.5.8 (Feuerbach). La circunferencia de los nueve puntos es tangente al incérculo y a los
tres exciculos.

Demostracion. Ocuparemos el teorema 2.5.7, por lo que necesitamos tres puntos sobre Cy y las tan-
gentes desde ellos al incirculo. Estos puntos seran los puntos medios de los lados del triangulo.

Sea AABC un tridngulo con L, M, N puntos medios de sus lados y X, Y, Z puntos de tangencia
del incirculo 3.

A
Y
N M
Z
B C
X L
Figura 2.17:

Sean tLi = LX, tMi = MY, tNi = NZ, tLM = LM, tMN = MN, tLN = LN tal como en el
teorema 2.5.7. Por inciso a) del lema 2.5.1 y al ser N punto medio, obtenemos

_at+b+c c
2 Y73

_b—a

=

13Sean a, b dos circunferencias de radios 74 y 7 con rq < rp,. La dilatacién consiste en considerar nuevas circunferencias
a’, b de radios 0y 1y — 7q.
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a c—b

con a = BC, b= CA, c = AB. Andlogamente MY = %, LX =

. Por lo que

trmtni =LM -NZ =

7N
S
o |
IS

tuntLi = MN - LX =

tontyi = LN - MY =

7N
o
2o |
>
N—— N —

NI ol NI

A/~
o
2o |
IS

>
I
IS

tryvtni +tuntoi =

NSRRI~ Do

n afc—b
2 2 2
(bc — ac + ac — ab)
(b(c —a))
c—a

2 )
con lo que typtng + typntn: = trntag. Por lo tanto el incirculo es tangente a la circunferencia de los
nueve puntos, por teorema 2.5.7.

Solo falta la tangencia con los excirculos. Para esto ocuparemos el excirculo tangente a BC' inter-
namente.

Sean X', Y’, Z’ los puntos de tangencia del excirculo e.

Figura 2.18:

Sean tr. = LX/, thire = MYI, tNe = NZ/, trvg = LM, tyyy = MN, tpny = LN tal como en el
teorema 2.5.7. Por inciso b) del lema 2.5.1, se tiene que

c a+b
2 2

NZ’:AZ’—AN:]%—

-b
ot ‘ Ademéds, por inciso ¢) del lema 2.5.1, se obtiene que LX' = LX = ¢ 5

Andlogamente MY’ =
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Por lo tanto

trvmtne=LM -NZ' =

7N
Q
|+

o>

~_

tuntre = MN - LX' =

tintyme = LN -MY' =

NS ol NIo

N P
Q
|

S

N———

Q

N+ o
o
N~

b b+t ; 7b a+c +a c—b
LNtMe MNtLe = 3 5 5 5

1
= —(ab+ bc+ ac — ab)

b fc—a

2\ 2 )7
con lo que trNtare +tarNtLe = toamtne. Por lo tanto el excirculo es tangente a la circunferencia de los
nueve puntos, por teorema 2.5.7. o

Con esto terminamos el capitulo, en el que abordamos algunos conceptos elementales sobre esta
muy particular circunferencia que, conforme uno se va adentrando més y mas en el tema, se da cuenta
que hay mucho méas por descubrir.
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Figura 2.19: Teorema de Feuerbach



Capitulo 3

Teorema de Simson-Wallace

En las matematicas, existe una gran cantidad de resultados que, debido a su trascendencia, llevan el
nombre de quien los planted, en ocasiones de alguien a quien se le atribuye el resultado o simplemente
de quien lo popularizé. En ocasiones se vuelve incierto su origen, sobre todo cuando hablamos de
teoremas antiguos en los cuales es dificil seguir su origen.

Hablamos en el capitulo pasado de algunos posibles origenes de la circunferencia de los nueve
puntos, ahora toca el turno de la linea de Simson-Wallace.

J. S. MacKay! (1890), busca la procedencia del teorema de Simson-Wallace y escribe sobre los dos
posibles autores del teorema. El primero de ellos es Wallace? quien, en 1799, publicé en Mathematical
Repository dicho resultado. El segundo es Simson® cuyo nombre como autor del teorema surge por
primera vez en Annales de mathématiques purés et appliquées, donde Francois-Joseph Servois menciona
creer que el teorema se debe a Simson, aunque no se encontrase algiin documento que lo respalde.

A veces la historia no recompensa o da crédito a quien lo merece, puede que este sea uno de esos
casos. No se trata de desacreditar a Simson, sino de dar crédito a Wallace, ya que, si bien es cierto
que el teorema es conocido como teorema de Simson-Wallace, hay quien lo conoce unicamente como
teorema de Simson. En este texto, trataremos de seguir este camino y nombrarlo como Simson-Wallace.

Este capitulo esta dividido en tres secciones. La primera de ellas estara centrada en la demostracion
del teorema de Simson-Wallace. La segunda y la tercera, en el desarrollo de algunos resultados que se
derivan de esta recta.

3.1. Demostracion del teorema de Simson-Wallace

Antes de demostrar el teorema de Simson-Wallace, cabe mencionar que el teorema, aunque usual-
mente es solo una implicacion (la que da como resultado la colinealidad de los pies de perpendicular),
en este caso lo enunciaremos como una doble implicacion.

Teorema 3.1.1 (Simson-Wallace). Sea AABC un tridngulo y P un punto con X, Y, Z sus pies
perpendiculares a los lados AB, BC y C A, entonces P estd en el circuncirculo si y solo si X, Y, Z
son colineales.

Demostracion. Como /PXC = /PYC =% = /PYA = /PZA, se tiene que OPY XC, OPZAY,
OPZBX son ciclicos. Asi, por OPY XC

N

/CYX = /CPX. (3.1)

1John Sturgeon MacKay (1843-1914), matemético escocés.
2William Wallace (1768-1846), matemético escocés.
3Robert Simson (1687-1768), matematico escocés.

39
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Por OPZAY
LZPA= /ZYA. (3.2)

Y por OPZBX
LABC + /XPZ =m. (3.3)

Figura 3.1:

Para la primera implicacién vamos a tomar un punto P sobre el circuncirculo y demostraremos que
ZC0Y X, /7Y A son angulos opuestos por el vértice.
Por (3.3) y como P estd en o, se tiene que

LCOPA+ /ABC =71 =/ABC+ /ZXPZ.

Por lo que ZCPA = /XPZ. Asi
/CPX = /ZPA.

Finalmente, por (3.1) y (3.2) se obtiene /CYX = L/CPX = /ZPA = /ZYA. Conlo que X,Y, Z
son colineales.

Para el reciproco vamos a ver que el cuadrilatero JABCP es inscriptible.

Como X, Y, Z son colineales, entonces ZCY X = ZZY A. Por (3.1) y (3.2), se tiene que

/LCPX = /ZPA.

Asi, ZOCPA = ZXPZ.Y como OPZBX es ciclico, JABCP lo es, es decir, P esté en el circuncirculo.
O

Definicién 3.1.2. La linea XY Z se llama la linea de Simson-Wallace de P con respecto a NABC.

3.2. Primer acercamiento a la linea de Simson-Wallace

En esta seccion trabajaremos con teoremas que resultan del teorema de Simson-Wallace, siendo el
siguiente esencial en lo que resta de camino.

Teorema 3.2.1. Sea ABC un triangulo y P un punto en su circuncirculo. Si la perpendicular a BC
desde P wvuelve a intersecar al circuncirculo en P’, entonces AP’ es paralela a la linea de Simson-
Wallace del punto P.
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A
P
Y
B C
X
P/
Figura 3.2:

Demostracion. Sean X, Y los pies de perpendiculares desde P a BC, C'A, respectivamente. Por lo
tanto (JPY X C' es ciclico. Por lo que

/PXY = /PCY = ZPCA.

Ademis
/PCA = /PP A.

Por lo tanto /ZPXY = Z/PP'A, es decir, AP’ es paralela a la linea de Simson del punto P. O

La importancia de este teorema se debe a la facilidad al encontrar la direccién de la linea de Simson,
sin necesidad de recurrir directamente a dos o tres pies de perpendicular.

El siguiente teorema es uno de los mas importantes cuando trabajamos con la linea de Simson-
Wallace, ya que proporciona una manera de ver cémo se relacionan dos lineas de Simson a partir de
los puntos que las generan.

Teorema 3.2.2. Sean P, QQ dos puntos en el circuncirculo de ANABC. Si a es el dngulo formado
entre las lineas de Simson de P y @ entonces el dngulo a depende unicamente de P y Q. Mds aun,
a= %LPOQ, con O el centro del circuncirculo.

Demostracion. Sean P’, ' las respectivas intersecciones del circuncirculo con las perpendiculares
desde P, Q a BC. Asi

/P'AQ = o, (3.4)

por teorema 3.2.1.
Como el dngulo central ZPOQ es el doble que el inscrito ZPP'Q, se tiene que

/POQ = 2/PP'Q = 2/P'QQ' = 2/P' AQ’ = 2a,
por (3.4) y por ser PP’ paralela a QQ'. O

Corolario 3.2.3. Si dos puntos son diametralmente opuestos, sus lineas de Simson-Wallace son per-
pendiculares.

Otra de las consecuencias directas del teorema 3.2.2 es el siguiente corolario.

Corolario 3.2.4. Para cualesquiera dos puntos distintos P y @Q en el circuncirculo de NABC, sus
lineas de Simson no son paralelas.
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Figura 3.3:

El hecho de que un punto P tenga asociado una recta, da pie a pensar en funciones. Pensemos por
un momento en la funcién donde un punto P sobre el circuncirculo va a su recta de Simson-Wallace,
o bien, en la funcién que manda el punto P al dngulo de inclinacién de su linea de Simson-Wallace.
Con esto tendriamos una funcién con dominio los puntos del circuncirculo y contradominio [0, ).
Asi, el corolario 3.2.4 nos da la inyectividad de dicha funcién. La suprayectividad parece un poco
méas complicada, ya que implicaria que las lineas de Simson-Wallace adquieren cualquier inclinacién
al momento de mover el punto P sobre el circuncirculo; imaginar de qué manera se van moviendo las
lineas de Simson-Wallace conforme movemos P, es precisamente la finalidad de este trabajo.

3.3. Segundo acercamiento a la linea de Simson-Wallace

Al igual que en la seccién anterior, tendremos algunos resultados sencillos derivados del teorema
de Simson-Wallace. Comencemos con el siguiente lema.

Lema 3.3.1. Si K es la interseccion del circuncirculo de NABC' y la perpendicular desde A a BC,
entonces HK es bisecado por BC, con H el ortocentro de NABC'.

Demostracion. Sean D el pie de perpendicular a BC desde Ay F el de AB desde C. Como AFAH
vy ADCH son recténgulos y ZFHA = Z/DHC, entonces

/FAH = /DCH. (3.5)
A
B
D C
K
Figura 3.4:

Ya que /BAK y /BCK subtienden el mismo arco, se tiene que
/FAH = /DCK. (3.6)
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Asi, de (3.5) y (3.6) se obtiene que LDCH = ZDCK y como ADCH, ADCK son rectangulos,
entonces son congruentes, en particular HD = DK. O

Teorema 3.3.2. Si H es el ortocentro de ANABC' entonces la linea de Simson de P biseca a PH.

Demostracion. Sean X,Y los pies de perpendiculares desde P a BC, C' A, respectivamente. Sea U la
interseccién de PK y BC. Por lo tanto AHUK es isésceles, por el lema anterior y el hecho de que
DU y HK son perpendiculares. Por lo que

/DHU = /DKU = /AKP. (3.7)

Figura 3.5:

Como OPY XC es inscriptible, / YXP = /YCP = ZACP. Ya que ZAKP y ZACP subtienden
el mismo arco, se tiene que

/YXP = /DKU, (3.8)

asi, ZYXP = ZKHU por (3.7). Por lo tanto HU es paralela a la linea de Simson de P al ser AK y
PX paralelas entre si.
Recordemos que lo que se quiere demostrar es que la linea de Simson XY biseca al segmento H P.
Sean V, W las respectivas intersecciones de la linea de Simson con PH, PK. Como /DUK y
/DKU son complementarios, al igual que ZUXW y /W X P, entonces

/DUK = LUXW, (3.9)

por (3.8). Como ZDUK, /ZWUX son opuestos por el vértice, entonces AWUX es isdsceles.
Andlogamente, al ser /DUK y Z/DKU complementarios y ZPUX y ZUPX también, entonces
/DKU = LUPX, por lo tanto AW X P es is6sceles por (3.8). Asi que UW = WX = W P. Finalmente,
como la linea de Simson y HU son paralelas, y al ser W punto medio de PU, por el primer teorema
de Tales, se tiene que V es punto medio de PH. O

Como se recordara del capitulo pasado, por la observacion 2.4.6, el punto V forma parte de la
circunferencia de los nueve puntos. Asi que dada una linea de Simson-Wallace, esta siempre va a ser
secante (o tangente) a la circunferencia de los nueve puntos, y lo es en el punto medio del segmento
HP. Esta idea se retoma en el siguiente teorema.

Teorema 3.3.3. Sea AABC un tridngulo o su circuncirculo y P, P’ dos puntos diametralmente opues-
tos sobre o. Sip, p’ son las respectivas lineas de Simson desde P, P’, entonces p, p' son perpendiculares.
Ademds, p, p' se intersecan sobre la circunferencia de los nueve puntos.
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Figura 3.6:

Demostracion. La primera parte es inmediata del teorema 3.2.2.

Sean @, Q' los puntos medios de HP, HP', respectivamente. Por lo tanto, Q y Q" estdn sobre Cy,
por observacién 2.4.6.

Demostraremos que QQ’ es didmetro de Cy.

Como 2HQ = HP, 2HQ' = HP', entonces APHP' ~ AQHQ' en razén 1:2, en particular
2QQ = PP’, por lo tanto QQ' es didmetro de la circunferencia de los nueve puntos por teorema 2.4.5,
ya que pasa por los puntos medios de HP, HP'. Ya que las rectas p y p’ forman un angulo de 7,
entonces el punto de interseccién de p con p’ estd sobre Cy. O

En otras palabras, el teorema nos dice que las intersecciones de los pares de lineas de Simson-Wallace
de los puntos diametralmente opuestos dibujan la circunferencia de los nueve puntos al moverse el punto
P sobre el circuncirculo.

Los siguientes resultados son consecuencia directa de los anteriores.

Teorema 3.3.4. Sea P un punto dado y X', Y', Z’' los respectivos puntos reflejados de P con respecto
a los lados del NABC, entonces P estd en el circuncirculo de NABC si y solo si X', Y', Z' son
colineales.

Demostracion. Como X' es el reflejado de P con respecto al lado BC, entonces el pie de perpendicular
X es el punto medio de PX’, andlogamente con Y, Z puntos medios de PY’, PZ’. Por lo que si X,
Y, Z son colineales, entonces X', Y’, Z’ también lo son, por el primer teorema de Tales; y viceversa.
Asi que este teorema es consecuencia directa del teorema de Simson-Wallace. o

Definicién 3.3.5. A la linea X'Y'Z' se le llama linea de Steiner.
Notemos que la linea de Steiner y la de Simson-Wallace son paralelas.

Corolario 3.3.6. Para cualquier punto P en el circuncirculo de NABC, linea de Steiner pasa por el
ortocentro.

Demostracion. Basta utilizar el teorema 3.3.2 y que los pies de perpendiculares son puntos medios de
los segmentos PX’, PY', PZ'. O

El tiltimo de los teoremas de este capitulo serd uno que tiene su propio nombre: teorema de Miquel®.
Existen otros resultados que también llevan el nombre de este matematico, por lo que a este teorema
se le suele denominar como primer teorema de Miquel.

4 Auguste Miquel (1816-1851), matemdtico francés.
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Teorema 3.3.7. Dado un cuadrildtero completo®, existen cuatro circunferencias que pasan por tres
de los vértices cada una de tal manera que las cuatro son concurrentes en un punto.

Demostracion. Sean p, q, r, s los lados del cuadrilatero. Sean Ay, As, A3 las intersecciones de p con
q, r, s, respectivamente. Sean A4, As las intersecciones de g con r, s, respectivamente. Sea Ag la
interseccién de r con s.

Para demostrar el teorema vamos a proponer a los tridngulos AAsAzAg, NAsAgAy, NA1A3As,
ANA1 A3 Ay y ver que para estos sus circuncirculos son los que tienen un punto comun.

Figura 3.7:

Considerando los circuncirculos de AAs AzAg, AAsAgA4 tienen a Ag en comun, por lo que hay
una segunda intersecciéon M, ya que las rectas no son paralelas por pares.

Sean P, @, R, S los pies de perpendiculares a p, ¢, 7, s, respectivamente, desde M. Por teorema
de Simson-Wallace, P, R, S son colineales y @), R, S también, pues M estda en ambos circuncirculos.
Por lo que P, @, R, S son colineales. Asi, M esta en los otros dos circuncirculos. o

El punto M es llamado punto de Miquel de p, q, r, s.

5Un cuadrildtero completo es aquella figura fomada por cuatro rectas todas concurrentes por pares y no concu-
rrentes por tercias.
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Capitulo 4

Circunferencia como generatriz:
cicloide, hipocicloide y epicicloide

En este capitulo se presentaran, a manera de introduccion, la cicloide, hipocicloide y epicicloide
con un enfoque sintético. Comencemos con la cicloide.

4.1. Cicloide, tautécrona o braquistécrona

La cicloide es conocida también con el nombre de tautécrona' debido a la propiedad fisica que
posee: el tiempo en que un cuerpo recorre esta curva hasta su punto minimo, bajo la tinica accién de
la gravedad, sin importar su altura inicial en ella es siempre el mismo.

\ 1
\ /
/
\\ y

T 4

M
Figura 4.1: Tautécrona

Consideremos la curva con punto minimo M y dos cuerpos que inician su recorrido en ella desde
los puntos Ti, T, entonces el tiempo que le tomara el cuerpo en T; para llegar a M es el mismo que
el que hara el punto en T, para llegar a M.

Esta propiedad de la cicloide fue demostrada en 1673 por Huygens? en Horologium oscillatorium
sirve motu pendulorum ad horologia aptato demostrationes geometricae y una de sus principales mo-
tivaciones de estudio fue la medicién del tiempo. En esta época, los relojes eran aquellos de péndulo
(circular simple), cuya exactitud se basa en el periodo de oscilacién del péndulo, es decir, en el tiempo
en que tarda en realizar un recorrido completo. Este periodo de oscilacion depende directamente de su
amplitud de oscilacion, es decir, qué tanto se desplaza horizontalmente, por lo que cualquier movimien-
to en el mecanismo terminaria por alterar su periodo de oscilacién y con ello hacer variar su medicién
de tiempo. Es asi que, con la tautécrona, se comenzé a desarrollar un modelo de reloj de péndulo
cicloidal que tedricamente funcionaba bien, sin embargo, en la préctica tenia varios problemas.

IDel griego tautos ‘el mismo’ y cronos ‘tiempo’.
2Christiaan Huygens (1629-1695), astrénomo y matemético holandés.
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La cicloide también posee el nombre de braquistécrona®, cuyo origen se remonta a la tltima década

del siglo XVII, cuando la reciente creacién del calculo, con los métodos diferenciales de Leibniz, revo-
lucioné la forma de enfrentarse a los problemas en matematicas. Entre los seguidores de esta naciente
rama de las matemaéticas se encontraba Johann Bernoulli quien lanzé un par de retos a la comunidad
matematica del momento, uno de ellos durante 1696, en Acta Eruditorum:

Encontrar la curva que une a dos puntos en un mismo plano, pero en diferentes alturas, de tal
manera que un cuerpo que ruede por unica accion de la gravedad sobre dicha curva haga que el
cuerpo realice el menor tiempo posible de un punto a otro.

Dando un primer plazo de medio ano, y una prérroga de medio ano mas, para encontrar la solucién
a dicho reto. Transcurrido el tiempo, solo tres soluciones se habian recibido: una del propio Johann
Bernoulli, la segunda de su hermano Jacob Bernoulli y la tercera de Leibniz. Las tres con justificaciones
basadas en el trabajo de los métodos diferenciales de Leibniz.

Figura 4.2: Braquistécrona

Cabe mecionar que, décadas atras, este problema fue estudiado por Galileo Galilei quien dio una
aproximacion al problema con una media circunferencia.
Después de un poco de la historia de la cicloide, veamos la definicién que utilizaremos.

Definicién 4.1.1. La cicloide es la curva descrita por la trayectoria de un punto fijo sobre una
circunferencia llamada generatriz que rueda sin resbalar sobre una recta llamada directriz.

El diagrama de tal descripcién quedaria de esta manera:

Figura 4.3: Cicloide

La generatriz de la cicloide es una circunferencia tangente a una recta con centro O y radio r,
donde el punto que dibuja la curva se va moviendo conforme la circunferencia va avanzando.

Definicion 4.1.2. A los puntos P; de la figura 4.3 se les llama puntos de retroceso o puntos
cuspide.

3Del griego brachistos ‘el més breve’ y cronos ‘tiempo’.
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4.2. Parametrizacion de la cicloide

En geometria sintética estamos acostumbrados a trabajar con circunferencias y rectas, pero jcémo
podriamos describir esta curva? La respuesta es parametrizandola. Esta curva la representaremos como
una funcién con dominio un ndmero real (que serd dado a partir del desplazamiento del centro O) y
codominio la curva generada por el punto P. Este método para representar a una curva en el plano (o
en R™) es a lo que llamamos parametrizacion.

Teorema 4.2.1. Sea o un_dngulo central determinado por A, B puntos sobre la circunferencia, en-
tonces la longitud de arco AB es igual a ra, con r el radio de la circunferencia.

Cuya demostracién se puede ver en Delépine (2005). También se puede pensar que si la longitud

de arco de un dngulo de 27 (circunferencia completa) es de 2rm, entonces la longitud de arco AB =
2w
a— =ra.
2T7T . . . . . . . 7 .
Para parametrizar la cicloide, si bien no necesitamos tener un sistema coordenado, es mas sencillo

pensar que estamos en uno. Consideremos un punto Py que fungird como origen y el punto P con
coordenadas x, y que dibuja la cicloide.

Figura 4.4: Parametrizacion cicloide

Sea T punto de tangencia de la generatriz g con la directriz d. Por lo que x = Py P, y = T P,, con
P, el pie de perpendicular de P hacia PyT y P, el pie de perpendicular de P hacia OT.

Notemos que el segmento PyT y el arco de circunferencia PT miden lo mismo, considereando que
P inicié en B,.
Por lo tanto
x=PFPP,=FPT—-PT=Pl—-PT=ra—rsenq,
por el teorema anterior. Ademds
y=TP,=T0 - P,O=r—rcosa.

Asi, las coordenadas del punto P, es decir, la forma de describir la curva, estd dada por

x =r(a—sena),

y=r(l—cosa).
O bien, como

f R — R?

ar— (r(a—sena),r(1 — cosa))
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4.3. Tangente de una cicloide: método de Roverbal

Hablar de rectas tangentes a una curva no es poca cosa, durante siglos se han estudiado y poco
a poco esto ha llevado a enormes consecuencias. J. L. Coolidge (1929) escribe sobre la historia de las
tangentes, una obra que abarca varias épocas en donde se van obteniendo resultados hasta el punto de
llegar al inminente inicio del Calculo.

La primera de estas épocas es de los tiempos de Apolonio y Arquimides, cuyo trabajo, en parte,
estuvo centrado en unas curvas en particular: las cénicas. Apolonio de Perga es un referente, sino es
que el mayor, cuando del estudio de cdnicas se trata, siendo uno de sus resultados el caracterizar y
trazar tangentes a cénicas.

La segunda etapa es una especie de generalizacién de la anterior, enfocdndose en curvas en general.
En esta segunda etapa se nos habla sobre Fermat y Descartes, quienes, por cuenta propia, trabajaron en
encontrar tangentes a curvas. Fermat presenta en Methodus ad disquirendam maximan et miniman et
de tangentibus linearum curvarum un método geométrico para encontrar una tangente a una parabola,
basado en la idea de cantidades infinitamente pequenas, haciendo que la distancia entre dos puntos
de la curva sea despreciable. Descartes en La Geométrie hace su propio método, pero utilizando las
normales a las tangentes, en lugar de directamente a las tangentes.

La tercera etapa trata de Roberval y Torricelli. Siendo Roverbal* en Obsevations sur la composition
des mouvements quien propone un método geométrico para encontrar la tangente a la cicloide.

La cuarta nos habla sobre Barrow, quien en Lections Geometricae hace sus propias mejoras al
método propuesto por Fermat, trabajo similar al de Fermat, aunque el de Barrow iba totalmente
enfocado a la geometria, este método revolucionaria la manera en que se veia, poniendo un fuerte
precedente de lo que posteriormente llevé a la invencién del célculo.

La quinta parte de la obra de Coolidge habla directamente de los inicios del Céalculo con Leibniz y
Newton.

Siendo este texto una interesante historia de no solo cémo se fue perfeccionando un método
geométrico, sino de los origenes de un evento que revolucioné las matematicas; obra que vale la pena
su revision a fondo.

Nosotros nos enfocaremos en buscar la tangente a la cicloide, por lo que utilizaremos el método
que propuso Roverbal, que se vale de algunas nociones béasicas de mecanica. Este método nos servira
para trazar la tangente a la cicloide desde cualquier punto P sobre ella.

El método de Roverbal depende directamente de la posicién de P, por lo que es esencial determinar
la posicion de P en cualquier momento de su recorrido. Para ello observemos que el recorrido del
punto P en la circunferencia generatriz lo podemos descomponer en dos movimientos basicos: uno de
traslacién y otro de rotacién.

El movimiento de traslacién lo podemos representar con un vector, el vector de traslacion que en
este caso es paralelo a la directriz; el movimiento de rotacion estda dado a través del vector tangente
en P a la circunferencia, al que se le denomina vector (de velocidad) tangencial de rotacion.

El movimiento de traslacién desde Py a T a su vez produce el arco PT que es de la misma longitud,
esto significa que tanto el movimiento de traslacién como el de rotacién poseen magnitudes iguales,
por lo que el vector de traslacion tendra la misma magnitud que el de velocidad tangencial de rotacién.
Y, dado que el movimiento de P estd descrito por la suma de ambos movimientos, entonces el vector
resultante (suma de ambos vectores) es el vector tangente a la cicloide.

Ya que los dos primeros vectores tienen la misma magnitud y el resultante es la diagonal del
paralelogramo formado, se tiene que la tangente es la bisectriz de este paralelogramo.

Conversamente, si una recta es bisectriz del vector de traslacién y de velocidad tangencial de
rotacién, entonces dicha recta es tangente a la cicloide, este es el método de Roverbal. Aunque para
simplificar este criterio que determina si una recta es tangente a la cicloide, nos vamos a valer de la
siguiente definicién y teorema, que jugardn un papel muy importante al momento de demostrar uno
de los pasos finales en la demostracién del teorema de la deltoide de Steiner.

4Gilles Personne de Roverbal (1602-1675), matemético francés.
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P T

Figura 4.5: Método de Roberval

Definicion 4.3.1. En la figura 4.6, el segmento TP es el radio de rotacion instantdnea de P,
con T punto de tangencia de la generatriz y la directriz.

Teorema 4.3.2. Una recta es tangente a una cicloide en un punto P si forma un dngulo recto con el
radio de rotacion instantdnea.

Demostracion. Sea A sobre la circunferencia tal que AT forme un dngulo recto con PT, por lo que
AT es didmetro.

Para demostrar que PA es tangente de la cicloide, hay que considerar las direcciones de los vectores
de traslacion y de velocidad tangencial de rotacion. Las cuales estdn dadas por la recta paralela a la
directriz y la recta tangente en P a la generatriz. Asi, basta demostrar que AP es bisectriz de ZQPR,
con R punto al que ZAPR es el dngulo semiinscrito de AP y @ la interseccién de la circunferencia y
la paralela a la tangente en T' que pasa por P.

Sea A el punto diametralmente opuesto a T', por lo que PQ y AT son perpendiculares, ya que la
directriz es perpendicular a AT

Figura 4.6:

Como ZAPQ y ZQPT son complementarios, los dangulos Z/PQA y /T AQ son complementarios y
ZQPT = ZQAT, entonces

ZAPQ = /PQA. (4.1)
Asi, se tiene que LZPTA = /PQA = ZAPQ por (4.1).

Como el angulo semiinscrito ZAPR = /PTA = ZAPQ), se tiene que PA es bisectriz del dngulo
ZQPR. Por lo tanto PA es tangente a la cicloide, por el método de Roverbal. O
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4.4. Hipocicloide y epicicloide

Recordemos que una cicloide estd generada a partir de una circunferencia que llamamos genera-
triz y una recta directriz. Para esta seccién conservaremos la circunferencia como generatriz, pero
cambiaremos de directriz.

Definicién 4.4.1. La hipocicloide es la curva descrita por la trayectoria de un punto fijo sobre una
circunferencia generatriz que rueda interiormente sin resbalar sobre una circunferencia directriz.

\

Figura 4.7:

Definicién 4.4.2. La epicicloide es la curva descrita por la trayectoria de un punto fijo sobre una
circunferencia generatriz que rueda exteriormente sin resbalar sobre una circunferencia directriz.

Donde podemos ver que la idea de la circunferencia que rueda sin resbalar se mantiene de forma
similar, y da lugar a varias opciones interesantes y visualmente atractivas cuando hablamos de la
hipocicloide o de la epicicloide.

Mientras en la cicloide no importaba el radio de la circunferencia generatriz, aqui sera diferente,
ya que si queremos construir una hipocicloide de tres picos o triciuspide, jqué relaciéon deberian de
tener la generatriz con la directriz? Ya que la circunferencia interior debe de tener tres cuspides, su
perimetro debe de ser de 1/3 de la circunferencia que lo contiene. El mismo razonamiento aplica para
las hipocicloides de los picos que se deseen, por ejemplo, si se desea una hipocicloide de cuatro picos, la
razén de sus perimetros deberia ser de 1/4. Y, finalmente, en esta linea de razonamiento, jqué sucederia
si los perfmetros no tuvieran una relacién de 1/n, sino de 2/3 o 3/47, jqué sucederia si la razén de sus
perimetros ni siquiera fuera un niimero racional?

Existen casos particulares de hipocicloides y epicicloides que, al igual que la cicloide, poseen nombres
de acuerdo a sus caracteristicas, tales como la deltoide, astroide, cardioide o la nefroide.
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Figura 4.8: De izquierda a derecha y de arriba a abajo: la deltoide, el astroide, la cardioide y la nefroide.
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4.5. Parametrizacion de la hipocicloide y epicicloide

Secciones atras hablamos sobre la forma de representar a la cicloide. La parametrizacién de la
hipocicloide y la epicicloide son similares. Iniciemos con la hipocicloide. - -

Sea R el radio de la circunferencia directriz y r el de la generatriz. Como PyT = PT, entonces
Rp = ra, por lo que se obtiene

R

En este caso el origen coordenado sera Og, el centro de la circunferencia directriz, por lo que las
coordenadas de P serdn x = Og Py, y = AP,, con A pie de perpendicular de O a Og Py, asi como P, y P,
son pies de perpendiculares desde P a OgFy y a OA respectivamente. Como ZOgOA+o = 7+ ZPOP,,
entonces ZPOP, = LZOyOA+a—7. A suvez, ZOgOA = 5 —f3, por lo que ZPOP, = (5 —f)+a—7m =

a— 3 — 5. Por lo tanto

Tr = OOPx
=0pA - P A
= 0yA — PP,

= 0p0cosff —rsen ZPOP,
= 0p0cosf —rsen(a — f — g)
= 000 cos f + r cos(a — ).

Por lo que = (R — ) cos B+ rcos(a — B) = (R — 1) cos B + rcos(£5 — B), por (4.2).

T

7P
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7 |
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Oo P, A

Figura 4.9: Parametrizacion hipocicloide

Para y = AP,, se tiene que
y=AP,
=0A - OP,
= 0pOsen s —rcos(a — B — g)
= 0pOsen 8 — rsen(a — ).

Por lo tanto y = (R —r)sen 8 — rsen(a — ) = (R —r)sen 8 — rsen(£3 — j).
Asi, las coordenadas de la hipocicloide estan dadas por

T = (R—r)cosﬂ%—rcos(RT_rﬂ),

y=(R—r)sen8 — rsen (R;Tﬁ).
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Anélogamente, al parametrizar la epicicloide obtenemos que esta dada por

T = (R—i—r)cosﬁ—rcos(R:rB),

y=(R+r)sen 3 —rsen (R:—Tﬁ).

Para finalizar, notemos que el método de Roverbal para trazar una tangente a la cicloide aplica
también para hipocicloides y epicicloides, ya que la tinica variante seria el eje donde se desplaza el centro
de la circunferencia, reemplazando el vector de traslacion por la velocidad tangencial de rotacion. Por
lo que la obervacion 4.3.2 para saber si una recta es tangente a la cicloide, sigue siendo vélida para la
hipocicloide y la epicicloide.

4.6. Envolvente

Definicion 4.6.1. Una envolvente o envoltura es la curva tangente a cada elemento de una familia
de curvas.

Hablar de envolventes, es pensar en curvas a partir de sus tangentes. Veamos algunas:

Teorema 4.6.2. Sea | una recta fija y F un punto fijo fuera de ella. Si L es un punto variable sobre
[, entonces la familia de mediatrices de los segmentos F L tiene como envolvente a una pardbola de
directriz | y foco F.

Demostracion. Sea L un punto sobre [. Sea P punto sobre la mediatriz de F'L tal que PL sea perpen-
dicular con I. Como P estd sobre la mediatriz, se tiene que PL = PF, es decir, P es un punto de la
parabola de foco F' y directriz [, ya que PL es la distancia de P hacia [. o

N
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2

Figura 4.10:

Los siguientes dos teoremas pueden consultarse en Ferndndez (2007), pp. 27 y 43.

Teorema 4.6.3. Los segmentos de recta de longitud constante que se mueven con sus extremos sobre
dos rectas perpendiculares, tienen como curva tangente a una astroide, es decir, la astroide es la
envolvente de las rectas que contienen a dichos segmentos.
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Figura 4.11: Astroide como envolvente

Teorema 4.6.4. Sea ¢ una circunferencia y Lo un punto fijo sobre c. Si L., es el punto sobre ¢ tal
que el dngulo formado con respecto a Lo es «a, entonces la envolvente que forman la familia de rectas
L.Lg es una cardioide, donde 8 = 2a (mod 2 ).

Pensemos en solo 36 puntos L; (contando a Lg), entonces tendriamos a las rectas LiLa, LoLy,
L3Ls,..., L17L34, L1gLo, L19L2, LogLy,...

Figura 4.12: Cardioide como envolvente

Recordemos que una cardioide es una epicicloide uno-cispide. En general, si § = (n+ 1), entonces
la envolvente de las rectas antes descritas son una epicicloide n-cuspide, por ejemplo, si se cumple que
B = 3a, la envolvente es una nefroide (epicicloide dos-cispide o bicuspide).
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4.6. ENVOLVENTE

Figura 4.13: Nefroide como envolvente
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Capitulo 5

Deltoide de Steiner

Cuando hablamos de geometria sintética, quizé los primeros nombres que vienen a nuestra cabeza
son Euclides, Pitdgoras, Apolonio, Tales, Menelao o Pascal. Aunque todo aquel seguidor de esta rama
de las matematicas seguramente incluiria a Jacob Steiner, no solo por su particular visién ortodoxa de
la geometria euclidiana, sino por el gran niimero de teoremas que se le atribuyen. Entre sus principales
resultados estd el teorema de Poncelet-Steiner!', la nocién de dualidad y el desarrollo de la geometria
proyectiva?, donde encontré una manera diferente de definir a las cénicas.

Jakob Steiner (1796-1863) fue un matemético suizo, proveniente de una familia granjera. Quien a
pesar de aprender a leer a la edad de 14 anos y de comenzar su educacion a los 18 anos, poseia una
Unica manera de ver y entender la geometria, lo que a la postre lo llevé a ser considerado uno de los
mayores gedmetras de la historia.

Al iniciar su educacién, estuvo asesorado por Johann Heinrich Pestalozzi (1746-1827), pedagogo con
la ideologia de llevar la educacion a cualquier poblacién y creyente de la adquisicién del conocimiento
de manera intuitiva y constructiva, quien tenia como principal meta el desarrollo del estudiante como
individuo. Lo que influenci6 a Steiner en su modo de ver, escribir, entender y ensenar las matemaéticas.

Hemos llegado al tiltimo capitulo de este trabajo y con ello al teorema que lo motivd, asi que co-
mencemos recordando dicho resultado:

Teorema. La envolvente de las lineas de Simson, con respecto a un tridngulo, es una hipocicloide
tricuspide.

Sin embargo, vamos mas alld, al extender este teorema con ayuda del teorema de Morley, la cir-
cunferencia de los nueve puntos y, claro, la linea de Simson-Wallace. Consiguiendo el siguiente teorema:

Teorema. La envolvente de las lineas de Simson-Wallace con respecto a un tridgngulo es una hipoci-
cloide tricuspide tangente a la circunferencia de los nueve puntos, cuyos vértices forman un tridngulo
equildtero de lados paralelos y de orientacion contraria a los del tridngulo de Morley.

1Establece que todas las construcciones con regla y compés pueden realizarse con solo regla partiendo de un circulo
dado y su centro.
2Geometria basada en rectas, puntos y sus incidencias.
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Figura 5.1: Tridngulo de Morley, Cy y envolvente de las lineas de Simson-Wallace de AABC

La demostracién del teorema se dividird en cinco resultados previos que estaran distribuidos en
las diferentes secciones del capitulo. También se ocuparan dos transformaciones. La primera es una
traslacién por un vector v. Para la segunda emplearemos la siguiente definicion:

Definicién 5.0.1. Definimos va(AABC) como el triangulo NA’B'C’ que cumple que A = A’, BC
paralelo a B'C" y circunscrito en la misma circunferencia que NABC, con v un vector perpendicular
a BC' y de magnitud d(BC, B'C").

B;/\/ B \//C
NS

Figura 5.2: v4(AABC) = AA'B'C’

Donde no necesitamos la regla de correspondencia explicita, la transformacién es solo la funcién
que envia el primer tridngulo al segundo. Observemos que dicha funcion tiene inversa vzl =1ua conu
el vector de sentido opuesto a v.

El camino a seguir en este capitulo es el siguiente: En las primeras tres secciones se demostrara la
relacién que hay entre las dos transformaciones anteriores y las lineas de Simson-Wallace, la circunfe-
rencia de Feuerbach y el tridngulo de Morley. En la cuarta seccién se pasara de un triangulo equilatero
a otro cualquiera mediante composiciones del tipo v4. En la quinta se demostrara el teorema para un
tridngulo equildtero. Asi, en la sexta seccidn se generalizara el resultado de la quinta seccién con ayuda
de los cuatro primeros lemas.



5.1. PRIMER LEMA 61

5.1. Primer lema

El primero de los lemas tiene como propésito principal ver que si dos tridngulos estan relacionados
mediante la definicién 5.0.1, entonces sus lineas de Simson son paralelas, por lo que una se obtiene a
partir de la traslacién de la otra.

Lema 5.1.1. Sean AABC, ANA'B'C’ y v un vector tales que va(ANABC) = AA’B'C’. Sip es la linea
de Simson-Wallace desde P con respecto a NABC y p' lo es con respecto a NA'B'C’, entonces p es
paralela a p’ y p’ se obtiene bajo traslacidn, por v, de p.

Demostracion. Sean X, X' los pies de perpendiculares desde P a BC' y a B’C’, respectivamente. Como
BC es paralela a B'C’, entonces las rectas PX y PX’ coinciden. Sea K la interseccién de PX y el
circuncirculo.

Figura 5.3:

Por teorema 3.2.1, AK es paralela a p y a p’, por lo que las lineas de Simson con respecto a ambos
tridngulos son paralelas. Ademds, como p pasa por X y p’ pasa por X', se tiene que al trasladar a p,
por v, se llega a p'. O

La importancia de este lema radica en que, dados AABC y AA'B'C’'(= va(AABC)), el conjunto
de todas las lineas de Simson-Wallace de AA’B’C’ estdn a una traslacién del conjunto de las lineas
de Simson-Wallace de AABC, es decir, la envolvente de las lineas de Simson-Wallace de AA’B'C” se
obtienen al trasladar por v la envolvente de las lineas de Simson-Wallace de AABC.

5.2. Segundo lema

Este segundo lema es similar al anterior, ya que vamos a obtener un elemento de AA’B’C’ a partir
de una traslacion del correspondiente elemento de AABC.

Lema 5.2.1. Sean AABC, AA'B'C’ tales que va(AABC) = AA'B'C'. Si C§ es la circunferencia
de los nueve puntos de NA'B'C’, entonces C§ se obtiene al trasladar a Cy por v.

Demostracion. Para demostrar esto basta ver que tres puntos de Cy van a dar a tres puntos de Cj
bajo la traslacién por v, o bien, que dos cumplen con esto y el radio se conserva. Como el radio de Cy
es la mitad que el del circuncirculo y este tltimo es el mismo para AABC y AA’B’C’ entonces los
radios de Cy y de C§ son iguales.

Sean M, M’ los respectivos puntos medios de BC'y B’C’. Sean D, D’ los pies de altura desde A
en BC, B'C’, respectivamente.

Como v es un vector perpendicular a BC y B'C’, si X estéd en BC, al trasladar por v, X va a dar
a su proyeccién en B’C’. As{ que hay que demostrar que M’ es la proyeccién de M y D’ la de D.
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Figura 5.4:

Sea M" la proyeccién de M en B’C’, por lo tanto M M" es perpendicular a BC' al ser BC' y B'C’
paralelas. Asi que M M" es la mediatriz de BC, entonces pasa por el circuncentro O de AABC (y de
AA'B'C"). Por lo tanto M M" también es la mediatriz de B'C’, con lo que M’ = M".

Como AD y AD’ son perpendiculares a BC y B’C’, respectivamente, y estos dos tltimos son
paralelas entonces A, D, D’ son colineales. Sea D" la proyeccién de D en B'C’, por lo tanto DD" es
perpendicular a BC, por ser BC paralela a B’C’. Como AD y BC son perpendiculares entonces A,
D, D" son colineales, asi que AD"” es perpendicular a B’C”. Por lo tanto D" = D’, por ser D’ pie de
altura desde A. O

Notemos que tanto el primero como el segundo lema son muy parecidos, los correspondientes
elementos (lineas de Simson-Wallace y circunferencias de los nueve puntos), en uno y en otro se
obtienen a partir de la misma traslacién, por lo que, si p es tangente a Cy, entonces p’ serd tangente
a Cj.

5.3. Tercer lema

En las secciones anteriores se ha trabajado con la linea de Simson-Wallace y con la circunferencia de
los nueve puntos, ahora toca el turno del triangulo de Morley. Veremos cémo se relaciona el triangulo
de Morley de AABC' con el tridngulo de Morley de AA’'B’'C’, para esto nos apoyaremos de una
proposicién y asi llegar al lema correspondiente de esta seccién.

Proposicién 5.3.1. Sean AABC, ANA'B'C’ tales que va(AABC) = ANA'B'C’. Sea APQR el tridngu-
lo de Morley de ANABC y AP'Q'R' el de ANA'’B'C'. Si QR es el lado cercano a A (determinado a
partir de las trisectrices del dngulo en A ) y Q'R’ el correspondiente para AP'Q'R’, entonces QR es
paralela a Q'R’.

Demostracion. Como BC'y B’C’ son paralelos, bastard demostrar que el dangulo formado entre BC'y
QR es el mismo que el formado por B'C' y Q'R’.

Sean X la interseccion de QR y BC, z el dngulo interno en X. Por lo tanto z + 2y +w + § =,
esto utilizando la notacién usada en Teorema 1.1.2.

Por lo tanto

x=2§—27—w (5.1)
Y como x + ¢ + (7 — 28) = 7, se tiene que x + ¢ — 28 = 0. Por lo que
z=23—¢ (5.2)
Ademds, w+ § +¢ = m. Asf que
L (5.3)
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Figura 5.5:

De (5.2) y (5.3), se tiene que z = 28 — 2% 4+ w, y de (5.1), se obtiene que 2z = 28 — 2v. Asf z =
1(£/BCA - ZABC).

Andlogamente el dngulo formado por Q'R’ y B'C’ es de %(ZB'C’A — LAB'CY).

Témese el circuncirculo de AABC y AAB'C’ y sea § el dngulo formado por BC' y B’C’, de igual
manera, el dngulo formado por B'C'y B'C’ es §, pues BC'y B’C" son paralelos y Z/C'BC = Z/C'B’'C,
por lo tanto

/BCA=/BC'A=/B'C'A-§

/ABC = ZAB'C = ZAB'C' - §
A

Figura 5.6:

Asf que £(LBCA - ZABC) = $(4{B'C'A— 6§ — LAB'C' + 6) = £(LB'C'"A - LAB'C"), es decir,
el angulo formado por QR y BC es el mismo que el formado por Q'R y B'C". O

Lema 5.3.2. Sean AABC, NA'B'C’ tales que va(AABC) = NA'B'C’. El tridngulo de Morley de
ANABC y el tridngulo de Morley de NA'B'C’ tienen lados paralelos.

Demostracion. Por el teorema de Morley se tiene que los tridngulos de Morley APQR y AP'Q'R/,
son equilateros, asi que, por la proposicién 5.3.1, al ser PQ paralelo a P'Q’ los demés lo serdn. O

5.4. Cuarto lema

Este cuarto lema se encargard del cambio de un tridngulo cualquiera a uno equiladtero usando
como base la transformacién de la definicién 5.0.1. Dichos tridngulos estan a solo dos composiciones
de esta funcién, es decir, si se quiere pasar de un tridngulo AABC a un tridngulo AA”B"C".

Lema 5.4.1. Dado NABC, existen A", B", C" en el circuncirculo tales que NA" B"C" es equildtero
y Vg (VaA(AABC)) = v, (AA'B'C’) = AA'B"C" .
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Demostracion. Sean AA'B'C’ = va(AABC) y AA"B"C" = v, (AA'B'C"). Sean « el dngulo del
vértice en A, B el de By «v el de C en AABC. Andlogamente o/, ', 7' en AA'B'C" y o', 3", v en
AA//B//C//'

Figura 5.7:

Sea O el centro del circuncirculo. Sean 2m = /BOB' = ZCOC" y 2n=/C"0C" = ZA’OA". Por
lo tanto

o =a—LBAB — /ZCAC'

=a—m-m

=a—2m.
Ademas
=B+ £CBC’
=B+ %4000’
=B+ m.
Anélogamente
Y =~+m.

Asi, se tienen las siguientes ecuaciones
" !
o' =a +n=a—2m-+n,

B'=p8 —2n=p+m-—2n,
Y=~ 4+n=~v4+m+n.

Como se quiere que o’ = " =~" = % entonces se tiene que vy +m+n =%, f+m —2n = . Por lo
que
T
m+n:§—~y. (5.4)
Ademads -
m:§—ﬁ+2n. (5.5)

Asi, por (5.4) y (5.5), se tiene que

™ ™
Z_ o = — —
n+3 f+2n 3~

3TL:B_'7,
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n =

(ﬂ_ﬁ)/)a

Wl =

Por lo que en (5.5)
m=T-B+2(8-7)
~3 FRE
Por lo tanto se puede llegar de AABC a AA”B"C" sise hacen = 1(8—7) y m = &(m — 8 —27). Asi
mismo de AA”B"C" a NABC. O

Notemos que el tridngulo de Morley AP”Q"”R" del tridngulo equildtero AA”B”C" tiene lados
paralelos (pero orientacién contraria) a los de AA”B”C”. Asi, el tridngulo de Morley APQR de
AABC tiene lados paralelos (y orientacién contraria) a AA” B”C”, por lema 5.3.2.

Figura 5.8:

5.5. Quinto lema

Esta seccidn es la esencia principal del teorema de la deltoide de Steiner, ya que aqui se demostrard
el caso particular para un tridngulo equilatero.
Para facilitar la demostracién de este quinto lema, se empleard el siguiente resultado previo:

Lema 5.5.1. Sean tres rectdngulos sobrepuestos tales que el central tiene diagonal 2r y los otros dos
base r. Sea t el dngulo en el rectangulo central formado por su diagonal y su base, entonces se tienen
las relaciones de dangulos indicadas en la figura 5.9.

Demostracion. Considérese dos circunferencias que inscriban al rectangulo central y al formado por la
transposicion de los tres rectangulos, por lo que ambas circunferencias tienen centro en () la interseccion
de las dos diagonales del rectangulo central. Sea ZROP = t.

Como OQ = r = @S, entonces Z0SQ = t. Ademads, es dngulo exterior de AQSR, por lo tanto
ZSQR+ ZSRQ =t. Al ser AQSR isosceles, entonces ZSQR = ZSRQ = %

Ya que el ZPOS =t es inscrito, se tiene que ZPQ.S = 2t, con lo que se obtienen los dngulos que

se ven en la figura.
O

Este resultado estd pensado principalmente para no entorpecer el lema principal, ya que dichas
magnitudes saldran dentro de su demostracion.

Lema 5.5.2. Sea AABC equildtero. La envolvente de las lineas de Simson-Wallace cumple lo siguien-
te:

a) Es una hipocicloide tricispide.
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Figura 5.9:

b) Es tangente a la circunferencia de los nueve puntos.

¢) Tiene lados paralelos a los de ANABC' y tamario % con respecto a NABC.

Demostracion. Sea o el circuncirculo de AABC, con centro en O y radio 2r. Como AABC es equiléte-
ro, su ortocentro es O. Por el lema 3.3.1, BC biseca a OK = 2r, donde K es la interseccién de AO y
o, por lo tanto la distancia del lado BC' al punto O es de 7.

Figura 5.10:

Sean u circunferencia de radio r centrada en un punto cualquiera P en o, y @ la intersecciéon de u
con OP. Sea v circunferencia de radio 3r centrada en O. Por lo tanto u es tangente a la circunferencia
v en el punto T, ademés de que OQ = r.

Asi, vamos a utilizar el lema anterior donde el rectangulo central tiene diagonal OP y se ve como
en la figura 5.10.

Sea H la interseccién de X R con u, por lo que ZQHT es un dngulo recto, pues QT es didmetro de u.

a) Ya que LT PH es exterior en APQH, se obtiene que

/TPH = /PQH + ZPHQ = % + % = 3t,
por lema anterior. De acuerdo a lo visto al inicio de la seccién 4.5, H es un punto de la hipocicloide
tricuspide generada por u cuando gira dentro de v, ya que el angulo ZROT = t.

En este momento, sabemos que el punto H es un punto de la hipocicloide trictspide, lo que hace
falta ver es que la tangente a esta curva en H es la linea de Simson-Wallace del punto P, lo que
demostraria que las lineas de Simson son tangentes a la hipocicloide, es decir, que la envolvente de las
lineas de Simson-Wallace es una hipocicloide tricuspide.
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Figura 5.11:

Por las observaciones hechas al final de la seccién 4.5, sabemos que la recta tangente a la hipoci-
cloide trictispide en H es aquella recta perpendicular al radio de rotacién instantaneo HT', es decir,
X R es la recta tangente a la hipocicloide en H. Por lo que basta demostrar que X R es una linea de
Simson-Wallace.

b) Al ser AABC equildtero, su circunferencia de los nueve puntos tiene centro O y radio r, por
teoremas 2.4.4 y 2.4.5, es decir, la circunferencia de radio OQ = r (descrita por @ al desplazarse P
sobre 0) es la circunferencia de los nueve puntos.

Falta ver que esta circunferencia es tangente a la envolvente. Para esto hay que saber en qué
momento el punto H que describe la hipocicloide y el punto @ que describe la circunferencia de los
nueve puntos coinciden, es decir, cuando ZQPH = 0.

Si ZQPH = 0, entonces 3t = 7 — ZQPH = m; por lo tanto ZXRD = % =5 - Asique R=Ay
X = B, por lo que se tiene que Q(= H) estd sobre ABy ZRQP = % = %, por lo tanto OQ(= OH)
es mediatriz de AB, al ser una recta perpendicular a AB que pasa por el circuncentro. Por lo que
la circunferencia de los nueve puntos y la hipocicloide se intersecan en el punto medio de AB, pun-
to en donde la tangente X R de la hipocicloide coincide con la tangente AB de la circunferencia de
los nueve puntos. Asi que, cuando Cy y la hipocicloide se intersecan lo hacen en un punto de tangencia.

¢) La hipocicloide trictispide tiene como vértices los de un tridngulo equildtero, por lo que si uno
de dichos vértices esta sobre OA, la hipocicloide cumple con la propiedad de los lados paralelos enun-
ciada en el lema.

Para determinar cuando H es un punto ctspide, o bien, cudndo H estd en v, observemos que si
P = A, entonces t = 0, por lo que ZT'PH = 3t =0, es decir, T'= H. Al ser T interseccién de u con v,
entonces H estd en v. Ademds, O, A, H son colineales.

Con respecto al tamano de la hipocicloide, el circuncirculo del tridngulo formado por los vértices
de la hipocicloide generada por u tiene radio 3r, mientras que el de AABC tiene radio 2r.

O

Aunque este es solo un caso particular, el camino que falta por recorrer estd ya trazado. Vamos a
hacerlo explicito en la siguiente y tltima seccién de este trabajo.
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5.6. Demostracion de la deltoide de Steiner

La demostracion es un compendio del trabajo de este texto, mas puntualmente los lemas 5.1.1,
5.2.1,5.3.2, 5.4.1 y 5.5.2. Por lo que es conveniente tenerlos presentes a la hora de la demostraciéon, asi
como entender sus implicaciones, por lo general discutidas al final de cada seccion.

Teorema 5.6.1 (Deltoide de Steiner). La envolvente de las lineas de Simson-Wallace con respecto
a un tridngulo es una hipocicloide tricuspide tangente a la circunferencia de los nueve puntos, cuyos
vértices forman un tridngulo equildtero de lados paralelos y de orientacion contraria a los del triangulo
de Morley.

Demostracion. Dado AABC, se puede pasar a AA”B”C" equildtero (lema 5.4.1), en el que la envol-
vente de las lineas de Simson con respecto a AA”B”C" es una hipocicloide trictispide tangente a C§
cuyos vértices son los de un tridngulo equildtero con lados paralelos a los de AA”B”C"” y de tamafio
31 con respecto a AA”B"C” (lema 5.5.2).

Asi, en AABC la envolvente de las lineas de Simson se trata de una hipocicloide trictispide tangente
a Cg (lemas 5.1.1 y 5.2.1) cuyos vértices son los de un tridngulo equildtero con lados paralelos a los del
triangulo de Morley de AABC' (lemas 5.3.2 y 5.4.1) y tamafio 37 con respecto a AABC (lemas 5.5.2

2
y 5.1.1). O
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Figura 5.12: Deltoide de Steiner
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Figura 5.13: Deltoide de Steiner



Apéndice A

Demostracion analitica de la
deltoide de Steiner

Antes de iniciar, es importante mencionar que en esta demostracién se ocupan conceptos basicos de
geometria anaitica como representaciones de vectores en el plano y solucién de sistemas de ecuaciones,
pero sobre todo paciencia y minuciosidad, debido a la cantidad de cuentas que se realizan. Sin embargo,
como sucede en muchas demostraciones de este tipo, es realmente satisfactorio ver cémo todo se
acomoda y encaja para que al final nuestro esfuerzo se resuma en un par de lineas de ecuaciones.

La demostracién estd dividida en un par de lemas previos y en el teorema principal, donde la
tarea mas pesada se realiza en los dos primeros resultados, precisamente para que la demostracién del
teorema sea fluida, tal como se puede consultar en Dorrie, H. (1965).

Lema A.0.1. Sean «, 3, v, p € R, se tiene que
cos(26 + 2y — 2¢) sen(28 — 2v) =sen 2 cos 23 cos 2¢
— sen 2y cos 27 cos 2¢
+ sen? 2 sen 2¢ — sen? 2y sen 2¢.
Demostracion. Como
cos(28 + 2y — 2¢) = cos(28 + 27) cos 2 + sen(28 + 2v) sen 2¢
= cos 23 cos 27y cos 2¢p — sen 2 sen 27y cos 2¢p
+ sen 23 cos 27y sen 2¢ + cos 23 sen 2 sen 2¢,
y ya que sen(28 — 2v) = sen 2f3 cos 2y — cos 23 sen 2, entonces

cos(28 + 27y — 2¢p) sen(283 — 27) = cos 23 cos? 2y cos 2 sen 23 — sen? 23 sen 2 cos 2 cos 2y
+ sen? 23 cos? 2 sen 2 + cos 23 sen 27 sen 2¢ sen 23 cos 2y
— cos” 23 cos 27 cos 2 sen 27 + sen 23 sen” 2 cos 2¢ cos 23
— sen 23 cos 2y sen 2¢p cos 23 sen 2y — cos” 23 sen? 27 sen 2.
Por lo que
cos(268 + 2y — 2¢) sen(2f — 27)
=sen 23 cos 23 cos 2 cos? 2y — sen 2 cos 2 cos 2p sen’ 23
+ sen 2 sen? 23 cos® 2y (A1)
— sen 2 cos 2 cos 2 cos? 23 + sen 23 cos 23 cos 2 sen? 2y

— sen 2¢ sen® 2+ cos? 2.

71
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Vamos a factorizar los términos de la parte derecha de la ecuacién A.1, términos numerados del 1
al 6 en el orden en que aparecen.
Tomando el término 1 y 5 se tiene

sen 23 cos 23 cos 2¢ cos? 2y + sen 23 cos 23 cos 2 sen? 2y = sen 23 cos 23 cos 2@(6052 2+ + sen? 2).
Por lo tanto
sen 23 cos 23 cos 2¢ cos? 2y + sen 23 cos 23 cos 2 sen? 2y = sen 2 cos 23 cos 2¢. (A.2)
Anélogamente, factorizando los términos 2 y 4 se obtiene
— sen 2y cos 27y cos 2¢ sen? 23 — sen 27 cos 2 cos 2¢ cos? 23 = — sen 2 cos 27y cos 2¢. (A.3)
Finalmente, los términos 3 y 6
sen 2psen? 23 cos? 2y — sen 2 sen” 2 cos? 23
=sen 2¢p sen® 23 cos? 2y — sen 2¢ sen? 2 cos” 23
+ sen 2psen? 23 sen? 2y — sen 2psen? 23 sen? 2
=sen 2 sen® 23(cos? 2 + sen? 27) — sen 2p sen? 2y(cos? 23 + sen? 23).
Por lo que
sen 2psen? 23 cos? 2y — sen 2p sen’ 27 cos? 23 = sen 2p sen® 23 — sen 2p sen? 2. (A.4)
Asi, al sumar (A.2), (A.3) y (A.4), la ecuacién (A.1) da el resultado deseado. O

Lema A.0.2. Sean ¢t = cos28 + cos27y, sT =sen28 +sen2y, ¢~ = cos28 — cos2y, s~ = sen23 —
sen 2v. El sistema de ecuaciones

cto+ sty =r(ct cos2y + s sen2y)
cx+s y=r(c cos2p+ s sen2p)
tiene como solucion a

g(cos 28 4 cos 27y + cos 2¢p — cos(28 + 27 — 2¢p), sen 23 + sen 27y + sen 2¢ — sen(26 + 2y — 2¢p)).

Demostracion. Para resolver el sistema se utilizara la regla de Kramer para encontrar el valor de =z,

siendo andlogo para y. Asi, x = %, donde la letra A hace referencia al determinante. Por lo que

+ ot
C S
A:

c s

r(ct cos2y + stsen2y) st

A = r(c” cos2¢p + s~ sen2¢p) s

Comencemos con el determinante A

cos 23+ cos2y sen2f + sen2vy
cos 23 —cos2y sen2f — sen2vy

=cos2fsen 28 — cos2[3 sen 2~
+ cos 2ysen 23 — cos 2y sen 2y
— cos2fsen2f — cos 23 sen 2y
+ cos 2ysen 23 + cos 27y sen 2y
= — 2cos20sen 2y + 2 cos 27ysen 2(3.



Por lo tanto
A = 2sen(28 — 27).
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(A.5)

Asi que basta demostrar que Az = rsen(28 — 27y)[cos 25 + cos 27y + cos 2¢ — cos(25 + 27 — 2¢)].

r(ct cos2y+ sTsen2y) s*
r(c” cos2p + s sen2yp) s
+

Ax =

57 cos 2y + sTs™ sen 2y
+ +

=r[c

—8$T¢ cos2¢p — sTsT sen 2¢).

Comencemos a trabajar con el primero de los términos dentro de los corchetes

ct

$7 cos 2y =(cos 28 + cos 27)(sen 23 — sen 27y) cos 2y
=cos2/3sen 23 cos 2y — cos 23 sen 2y cos 2y

+ cos? 2ysen 23 — cos? 27 sen 2.

Desarrollando el segundo término en (Al1)

sTs™ sen 2y =(sen 23 + sen 27)(sen 23 — sen 27) sen 2y

=sen? 23 sen 2 — sen 23 sen? 2

+ sen? 2ysen 2 — sen® 2
=sen? 2sen 2y — sen® 2y
=sen? 2 sen 2y — sen 2v(1 — cos? 2v)
=sen? 23 sen 2y — sen 27 + sen 2 cos? 2y
=(sen? 2 — 1) sen 27 + sen 2 cos” 2.

Por lo tanto

sTs™ sen2y = — cos® 23 sen 2y + sen 2 cos? 2.

Al sumar (A.7) y (A.8) se obtiene
c¢Ts7 cos2y + sTs™ sen 2y = cos 28 sen 23 cos 2y — cos® 23 sen 2y
+ cos? 2ysen 23 — cos 23 sen 2 cos 2y
= cos 2[(sen 2 cos 2y — sen 2y cos 23)
+ cos 2y(cos 2ysen 23 — cos 23 sen 2).

Por lo tanto

cts7 cos2y + sts  sen2y = cos2Bsen(28 — 27) + cos 2ysen (23 — 27).

(A.6)

(A7)

(A.8)

(A.9)

Recordemos que trabajamos con Axz. Ahora veamos qué pasa con los segundos términos de (A.6).

Comencemos con el tercero de ellos

—s5T¢™ cos2p = — (sen 23 + sen 27)(cos 23 — cos 27) cos 2¢p

= —sen 20 cos 23 cos 2 + sen 23 cos 2y cos 2¢
— sen 27 cos 23 cos 2¢ + sen 2y cos 2y cos 2¢.

Finalmente

—sTs7 sen2p = — (sen 23 + sen 2y)(sen 23 — sen 27) sen 2¢p

= — (sen? 2fsen 2 — sen? 2y sen 2¢).

(A.10)

(A.11)
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Al sumar (A.10) y (A.11), agrupar y factorizar los términos se tiene que

+ +

—sT¢  cos2p — sTs” sen2p = — (sen2f cos 23 cos 2¢ — sen 2y cos 2y cos 2¢
+ sen? 23 sen 2¢p — sen” 2y sen 2¢)

+ (sen 28 cos 2y — sen 2y cos 23) cos 2.
Por lo que
—sT¢  cos2p — sTs™ sen2p = —cos(28 + 2y — 2¢) sen(23 — 2) +sen(28 — 27) cos2p.  (A.12)

por lema A.0.1.
Por lo tanto, de (A.9) y (A.12), se obtiene

Az =r[cos2fsen(28 — 27) + cos 2ysen(26 — 27)

A.13
+ cos2psen(28 — 2v) — cos(28 4 2y — 2p) sen(28 — 27)]. ( )
Asi, de (A.5) y (A.13), la ecuacién (A.6) se ve como
. Az rsen(28 — 27)[cos 28 + cos 2y + cos 2p — cos(2 + 27 — 2¢)] (A14)
A 2sen(2 — 27) ' '
Por lo tanto ,
x = §[cos 28 4 cos 27y + cos 2 — cos(26 + 2y — 2¢p)]. (A.15)
Andlogamente
Y= g[sen 28 4 sen 2 + sen 2p — sen (25 + 2y — 2¢)].
O

Teorema A.0.3 (deltoide de Steiner). La envolvente de las lineas de Simson, con respecto a un
triangulo, es una hipocicloide tricuspide.

Demostracion. Definimos un sistema de coordenadas con origen el circuncentro O del tridngulo AABC.
Con base en este sistema, los puntos A, B, C, P tienen las siguientes coordenadas

A = (rcos2a, rsen2aq),
B = (rcos2f, rsen2f),
C = (7 cos 27, rsen 2v),
P = (rcos2p, rsen2y).

tal que a+ S+~ = 2k con k € 0Z y r el radio del circuncirculo de AABC. Por teorema de Sylvester,
se tiene que el ortocentro estd dado por

H = (rcos2a+ rcos2f + rcos 2y, rsen2a + rsen 2 + rsen 27y).

Por lo que, por el teorema 2.4.4, se tiene que el centro de la circunferencia de los nueve puntos tiene
coordenadas ,
J= 5(005 2a + cos 25 + cos 27, sen 2a + sen 23 + sen 27).

Uno de los principales objetivos durante la demostracién sera dar la ecuacion de la linea de Simson-
Wallace de P, para ello primero buscaremos los pies de perpendicular desde P hacia los lados del
triangulo.

Sea D el pie de perpendicular desde P hacia BC'. El punto D es la interseccién de la recta BC con
la recta perpendicular a BC' que pasa por P, es decir, encontrar las coordenadas de D es equivalente
a encontrar las soluciones del sistema de ecuaciones de las rectas antes mencionadas.
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Dichas rectas se daran en su forma normal. por lo que se necesita un punto de la recta y la direccion
perpendicular a la recta. Comencemos con la recta perpendicular a BC desde P cuya ecuacion esta
dada por

la: (B-C)-X=(B-0C)-P,

donde X = (z,y). Por lo tanto
la: (cos2B — cos2y)x + (sen2f — sen2y)y

(A.16)
= r[(cos 28 — cos 277) cos 2¢ + (sen 23 — sen 2) sen 2¢].

Para dar la ecuacién de la recta BC, vamos a ocupar el teorema de Sylvester en APBC, con el
propésito de hallar su direccién perpendicular.
Sea Hj, el ortocentro de APBC, por lo que H,, — P da la direccién perpendicular a BC. Por lo que

l,: (H,—P)-X=(H,—P)-C,

asi, por teorema de Sylvester, H, = (1 cos 2p+7 cos 28+ cos 27, rsen 2¢+7r sen 25+ sen 2y), entonces
H,— P = (rcos2f+rcos2y, rsen2f +rsen2y) = (ct, st). Por lo que la ecuacién del lado BC' estd
dada por

l1: (cos2B + cos2y)x + (sen2f + sen2v)y

AT
= r[(cos 2 + cos 277) cos 2y + (sen 23 + sen 2y) sen 27| ( )

Al colocar (A.17) y (A.16) en los términos ocupados en el lema A.0.2, se tiene el sistema de

ecuaciones
{ll : cTx+ sty =r(ct cos2y+ st sen2y)

la: cz+s y=r(c cos2p+s senyp)
el cual tiene como solucién el punto
D= g(cos 28 + cos 2y 4 cos2¢ — cos(25 + 27 — 2¢), sen 25 + sen 27y + sen 2 — sen (25 + 2y — 2¢)).
por lema A.0.2. Andlogamente

E = —(cos2a + cos 2y + cos 2¢ — cos(2a + 27 — 2¢), sen 2« + sen 2y + sen 2¢ — sen(2a + 2y — 2¢p)).

N3

Con esto podemos encontrar la ecuacién de la recta que pasa por D y E, es decir, la linea de
Simson-Wallace. Sin embargo, antes haremos un cambio de origen para simplificar las cuentas.

Sea X el punto del sistema coordenado con origen el circuncentro O. Sea X’ un punto del sistema
coordenado con origen .J, el centro de la circunferencia de los nueve puntos. Por lo tanto X = X'+ J,
asi que

X' =X-J

Por ejemplo, ahora .J en el nuevo sistema coordenado estd dado por X/ = J—.J = 0, es decir, el origen.
De igual manera

D' =D-J
:g(cos 28 + cos 2y + cos2¢ — cos(28 + 2y — 2¢),
sen2f + sen 2y + sen 2 — sen(28 + 2y — 2¢p))
- g(cos 20+ cos 23 + cos 2, sen 2 + sen 23 + sen 2).

Por lo tanto

D' = g(cos 2¢p — cos2a — cos(28 + 2y — 2¢), sen2¢ — sen 2a — sen (23 + 2y — 2¢)).
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Andlogamente

E’' = —(cos2p — cos 2 — cos(2a + 2y — 2¢), sen 2 — sen 23 — sen(2a + 27y — 2¢p)).

N3

Por lo que la ecuacién de la linea de Simson-Wallace estd dada por

. L2 _ B0 (A.18)
r — T To — X1

donde D' = (z1, y1), E' = (22, y2).

Analicemos primero el lado derecho de la ecuacién de la linea de Simson-Wallace

Z

Y2 — Y1 =glsen 20 —sen2f — sen(2a + 2 — 2¢)

— sen 2¢ + sen 2« + sen (25 + 2y — 2¢)]
zg[sen 200 — sen 28 — (sen(2a + 2y — 2p) —sen(25 + 2y — 2¢))]

23[2 sen(a — B) cos(a + ) — 2sen(a — B) cos(a + 5 + 2y — 2¢)],
por inciso b) del lema 1.3.3. Por lo tanto

y2 — y1 =rsen(a — B)[cos(a + B) — cos(a+ B+ 2y — 2¢)]
=rsen(a — B)[-2sen(a + B+ — @) sen(—y + ¢)],

por inciso d) del lema 1.3.3. Asi

y2 —y1 = 2rsen(a — B)sen(a+ B+ v — @) sen(y — p). (A.19)
Anélogamente

x2 — 1 = 2rsen(a — ) cos(a + B+ v — @) sen(y — @), (A.20)

al usar los incisos d) y ¢) del lema 1.3.3. Con lo que, por (A.19) y (A.20) se tiene que

yo—y1 _ sen(a+ B +v— )

xo—x1  cos(a+B+y—)

Asi, al reescribir la ecuacién de la linea de Simson-Wallace dada es (A.18)

L y—y1 _ seny
s - —  — T
r—2x1  COSY

con ) = a+pB+y—p, y1 = sen 2p—sen 2a—sen(28+ 2y —2¢), r1 = cos 2 —cos 2a —cos(28+ 27 —2¢p).
O bien

ls: ycosy —xsentyy =y cosy — xqsenh.
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Por lo tanto

ls: ycosy —xseny) :g[sen 2¢ — sen2a — sen (25 + 2y — 2¢)] cosp

— g[cos 2¢p — cos2a — cos(28 + 2y — 2¢p)] sen ¢
:g [sen2p costp — cos2psen )

+ cos 2asen 1) — sen 2qv cos
+ cos(28 + 27 — 2¢) senvp — sen(28 + 2y — 2¢) cos Y]
:g[sen(2<p — ) + sen(v) — 2a) + sen(yp — 28 — 2y + 2¢p)]
:g[sen(Zw—a—ﬁ—7+<ﬂ)+Sen(a+ﬂ+v—sﬁ—2a)
+sen(a+B+v—¢—28—27+ 2¢p)]
[sen(3p — (a+ B +7)) +sen(—a+ B +7v—¢)
+sena— -7+ 9)
=7 sen(8p — (a + 8+ 7)),

r

2

al ser seno una funcién impar. Como « + 8 + v = 2k, entonces

i yeos(a+ B+ —p) —wsen(a+ B+ - ¢) =7 sen(3p - (a+ B +7)),

ycos(2km — ) — xsen(2km — ) :g sen(3¢ — 2km).
Asi, la linea de Simson-Wallace esta dada por
ls: ycosp+xsenp = gsen&p, (A.21)

al ser seno funcién impar y coseno funcién par.

Figura A.1:

Sean @, R tales que AJQR es un tridngulo con angulos 2¢, ¢ y lado 7, con JR paralelo al eje X.
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Sean T en J@ tal que tal que JT' = %, G el pie de perpendicular a QR desde J y S un punto
cualquiera sobre QR de coordenadas s1, s2. Sean K pie de perpendicular a JR desde H, por lo tanto
JK = s1, HK = s5. Por lo que

JG =(s1+ KR)sengp

=s1senp + KRsen ¢
=sysene + (HRcosp) (%) .
Por lo tanto JG = syseny + sycosg. Por otro lado JG' = JQ@sen3p = Fsen3p. Asi, el punto
S = (s1, s2) que describe la recta QR, a su vez describe la ecuacién s;senp + spcosp = JG =
5 sen 3y, la ecuacién de la linea de Simson, es decir, QR es la linea de Simson-Wallace del punto
P = (rcos2¢p, rsen2yp).

Sea H pie de perpendicular a QR desde T', por lo que la circunferencia de didmetro T'Q) pasa por
H y tiene dngulo central /TPH = 6p = 3(2¢) = 34T JR; ademés esta circunferencia tiene radio
5= %(3{) = %J P. En otras palabras, al rodar esta circunferencia dentro de la de radio JP, el punto
H describe la hipocicloide tricuspide inscrita en la circunferencia de radio JP, ademas, HT es el radio
de rotacién instantanea por lo que @R, la linea de Simson-Wallace, es tangente a la hipocicloide por

teorema 4.3.2 aplicado a hipocicloides. o
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