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Método numérico central robusto para un modelo del flujo sanguineo

por Rodrigo Brito Interiano

En esta tesis se plantea un modelo del flujo sanguineo a través de las arterias del sistema
cardiovascular utilizando un método numérico de tipo central-upwind para obtener so-
luciones computacionales en una dimensién. Este modelo se puede derivar con base en
las ecuaciones cilindricas de Navier-Stokes, como lo hacen Canic y Kim [1], utilizando
reducciones asintéticas. El modelo resultante consiste en un sistema hiperbélico de le-
yes de conservacion. El método numérico planteado posee propiedades de estabilidad
que previenen las oscilaciones tipicas de los esquemas numéricos. Dichas propiedades
se comprueban con la implementacién del método en tres problemas: el problema de
Riemann, la perturbacién en estados estacionarios, y el estrechamiento arterial o esteno-
sis. De especial interés para esta tesis es la localizacién de ondas de choque y ondas de
rarefaccion en el contexto de las soluciones numéricas obtenidas para estos problemas.
Palabras clave: sistemas hiperbdlicos de leyes de conservacién, mecanica de fluidos, flu-
jo sanguineo.

In this thesis a model of blood flow through the arteries of the cardiovascular system is pro-
posed using a central-upwind numerical method to obtain computational solutions in one di-
mension. This model can be derived based on the cylindrical Navier-Stokes equations, as Canic
y Kim [1] do, using asymptotic reductions. The resulting model consists of a hyperbolic system
of conservation laws. The numerical method presented has stability properties that prevent ty-
pical oscillations of numerical schemes. These properties are verified with the implementation of
this method in three problems: the Riemann problem, the perturbation of a steady state, and the
arterial narrowing or stenosis. Of particular interest for this thesis is the location of shock waves
and rarefaction waves in the context of the numerical solutions obtained for these problems.
Keywords: hyperbolic systems of conservation laws, fluid mechanics, blood flow.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Lasangrey el sistema cardiovascular

La sangre es un fluido complejo que esta formado por varios tipos de células (eritro-
citos, leucocitos, trombocitos) y elementos suspendidos (proteinas, electrolitos y otros
solutos inorgdnicos) en un medio acuoso llamado plasma. La sangre fluye a través del
sistema cardiovascular con el propésito de transportar y distribuir sustancias esencia-
les, como el oxigeno y las hormonas, a los tejidos del organismo. La sangre también se
encarga de remover productos téxicos del metabolismo como parte fundamental de la
homeostasis! de un sistema vivo pluricelular vertebrado.

El corazén y el sistema circulatorio conforman el sistema cardiovascular. El corazén
funciona como una bomba que empuja la sangre hacia los 6rganos, tejidos y células del
cuerpo. La sangre entrega oxigeno y nutrientes a cada célula y elimina el diéxido de
carbono y los productos de desecho. El corazén y el sistema circulatorio son fundamen-
tales para mantener la comunicacion a través del organismo en diferentes situaciones
fisiol6gicas. Para realizar esas tareas, el flujo de la sangre a lo largo de todo el sistema
circulatorio debe mantenerse estable. El sistema cardiovascular esta formado por dos
subsistemas: el sistema distribuidor y el sistema colector. El primero esta compuesto de
las arterias y arteriolas, que se encargan de enviar la sangre a todos los 6rganos y células
del cuerpo, y desemboca en capilares en donde se lleva a cabo el intercambio de las sus-
tancias esenciales. El segundo es el sistema colector, compuesto por las venas, las cuales
regresan la sangre pobre en oxigeno y con productos del proceso metabélico de regre-
so al corazon, el que a su vez conduce la sangre a los pulmones para su oxigenaciéon y
posterior redistribucion (Figura 1.1) [2, 3].

1.2. Enfermedades cardiovasculares

Los trastornos orgénicos y funcionales del sistema cardiaco y circulatorio, incluidas
las lesiones resultantes en otros sistemas organicos se conocen como enfermedades car-
diovasculares. Las enfermedades cardiovasculares son algunas de las causas més fre-
cuentes de morbilidad y mortalidad en la poblacién activa. Entre los 45 y 64 afios, més
de la tercera parte de las muertes en personas del sexo masculino y mds de la cuarta

Procesos de autorregulacién que contribuyen a mantener constantes la composicién y las propiedades
del medio interno de un organismo.



2 Capitulo 1. Introduccion

FIGURA 1.1: Esquema del sistema cardiovascular humano. Las arterias
(sistema distribuidor) estdn indicadas con color rojo y las venas (sistema
colector) con color azul.

partes de las muertes en personas del sexo femenino estan causadas por este grupo de
enfermedades [3].

Existe una diversidad de enfermedades cardiovasculares provocadas por varios fac-
tores. Las coronariopatias que provocan isquemia del miocardio se producen por cons-
tricciones del sistema vascular que suministra sangre al mdsculo cardiaco, causadas
principalmente por arterioesclerosis. Las enfermedades inflamatorias pueden afectar el en-
docardio, las véalvulas cardiacas, el pericardio o al propio musculo cardiaco. Los trastor-
nos del ritmo cardiaco, aunque raros, asintomadticos y transitorios, pueden generar casos
de incapacidad y muerte stibita. Las miocardiopatias son trastornos en los que se produce
un aumento o engrosamiento del musculo cardiaco, con lo que se estrechan los vasos y
se debilita el corazén. La hipertension consiste en el incremento de la tension arterial sis-
tolica y/o diastélica, y es la enfermedad circulatoria més frecuente, pues afecta entre el
15 y 20 por ciento de la poblacién activa. Las alteraciones ateroscleréticas afectan a los va-
sos sanguineos y suelen causar enfermedad en los 6rganos a los que aportan suministro
sanguineo; el principal ejemplo de estas es la enfermedad cerebrovascular [3].

Tomando en cuenta la relevancia del sistema circulatorio en el funcionamiento de
muchos organismos vivos, es importante proponer un modelo matematico que permita
describir la dindmica del movimiento de la sangre, mediante la determinacién de pro-
piedades como la velocidad de la sangre o el drea transversal de un conducto vascular,
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para asi poder cuantificar y predecir la aparicién de algunas enfermedades cardiovascu-
lares de una forma cercana a la realidad.

El uso de un modelo unidimensional para describir el flujo sanguineo a través de un
conducto axisimétrico (con simetria alrededor de un eje) ha sido muy popular para estu-
diar varios problemas relacionados con el sistema cardiovascular. Dicho modelo ha sido
utilizado para reproducir el flujo sanguineo a través de la aorta y se ha acoplado a mode-
los tridimensionales para simular el sistema cardiovascular humano en su totalidad, asi
como en arboles estructurados para calcular numéricamente las ramas arteriales [4-6].

Los modelos propuestos dependen relativamente de pocas variables y pocos para-
metros, lo que permite caracterizar de manera sencilla y precisa algunos escenarios fisio-
l6gicos. Algunos ejemplos de ello son la introduccién de modificaciones al coeficiente
de elasticidad del conducto vascular [7] y la variacion del area transversal del mismo
[1].

En esta tesis se utilizard como antecedente el estudio de los efectos cuasilineales en
un modelo de ecuaciones diferenciales parciales hiperbolicas (EDPH) que describen el
flujo sanguineo [1]. En dicha referencia se calcularon la soluciones numéricas del con-
junto de EDPH usando el método de diferencias finitas del tipo Lax-Wendroff haciendo
énfasis en la formacién de ondas de choque en el flujo sanguineo a través de las arte-
rias [8]. De acuerdo con lo anterior, la hipétesis bédsica del modelo propuesto en esta
tesis es que las EDPH que describen el modelo de flujo sanguineo se pueden resolver
mediante la elaboracién de un método numeérico eficiente con propiedades robustas de
estabilidad en varios escenarios fisiol6gicos.

El modelo describe el flujo de sangre a lo largo de una arteria suponiendo que el flu-
jo es incompresible[9] y axisimétrico. El modelo se obtiene expresando las ecuaciones
de Navier-Stokes en coordenadas cilindricas y promediando en cada seccién transver-
sal. El modelo forma un sistema de leyes de conservacién hiperbélicas para las cuales
existe una teoria bien establecida en donde se analizan las propiedades comunes que
presentan las soluciones a estas ecuaciones, como pueden ser la velocidad finita de la
propagacion de la informacion a través de curvas caracteristicas, la formacién en tiem-
po finito de ondas de choque (discontinuidades), entre otras. Las dificultades tedricas
llevan a formulaciones de soluciones débiles (no necesariamente suaves) por una parte,
y a la formulacién de esquemas numéricos robustos y precisos tanto en regiones sua-
ves como en puntos donde se presentan brincos en la solucién. Aplicando esta teoria
y adaptandola al modelo de flujo sanguineo, en esta tesis el andlisis se enfocara en el
estudio de la formacién de ondas de choque a lo largo de una arteria del sistema circu-
latorio. En algunas situaciones se estudiardn ondas de rarefaccién en donde la solucién
es auto-similar y no presenta discontinuidades. Atin cuando la teoria para leyes de con-
servacion ya existe, adaptarla al modelo de flujo sanguineo no es directo y es necesario
analizar las propiedades espectrales del modelo para poder entender el calculo correcto
de las soluciones. (a) Primero se analiza la influencia que tienen las variables del mo-
delo en las soluciones del tipo ondas de choque y rarefaccion. (b) Después se presenta
un algoritmo numérico para estudiar el efecto que tienen algunas deformaciones de la
arteria (estenosis). Algunos de los escenarios que se estudiardn involucran la formacién
de codgulos sanguineos dentro de los conductos arteriales y el colapso del area trans-
versal de los canales vasculares debido a la inflamacién del revestimiento interno de los
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mismos [10].

La tesis comprende los siguientes capitulos. En el capitulo 2 se describen propieda-
des elementales de dindmica de fluidos. Se discuten y se analizan la conservacién de
masa y el balance de momento y energia para obtener las ecuaciones de Euler. Tomando
en cuenta la viscosidad, se integran fuerzas de superficie y tensiones de corte para lle-
gar a las ecuaciones de Navier-Stokes. En el capitulo 3 se muestra parte de la teoria de
leyes de conservacion hiperboélicas. Se analizan las dificultades teéricas y numéricas son
analizadas y se describe la teorfa para solucionar tales dificultades para poder calcular
de manera correcta y precisa las soluciones a tales sistemas de ecuaciones diferenciales
parciales. En el capitulo 4 se muestra de manera detallada la derivacién del modelo. Se
muestran ademads las propiedades espectrales del mismo, para utilizarlas en el calcu-
lo de las soluciones. En el capitulo 5 se muestran algunas técnicas numéricas bésicas
para ecuaciones diferenciales parciales lineales de tipo hiperbdlico. Se muestra la preci-
sién de los métodos y las condiciones de estabilidad para su generalizacién a sistemas
no lineales. Los resultados numéricos se muestran en el capitulo 6. Se detallan algunas
comparaciones con soluciones exactas y se deja en evidencia las ventajas del método
numérico implementado. Algunas demostraciones, identidades y definiciones se dejan
en los apéndices.



Capitulo 2

Dindamica de fluidos

En este capitulo introduciremos los aspectos elementales de la dindmica de fluidos.
En particular derivaremos las ecuaciones asociadas a la conservaciéon de masa y los
balances de momento y energia.

Un fluido es una sustancia que no tiene una forma definida pues adapta su volumen
y forma a las fronteras del contenedor en el que se encuentra. Esto se debe a que los flui-
dos no soportan las fuerzas tangenciales (también conocidas como tensiones de corte)
que se ejercen sobre su superficie. No obstante, los fluidos si son capaces de ejercer y
soportar fuerzas en la direccién normal a su superficie. Al movimiento de un fluido se
le conoce como flujo.

Para estudiar cuerpos sélidos o rigidos, las propiedades relevantes que los carac-
terizan son de cardcter extensivo, por ejemplo, la masa y la fuerza. En el caso de los
fluidos, las propiedades intensivas tales como la densidad y la presién son mas ttiles
para caracterizar su estudio.

Los fluidos mas comunes son los gases y los liquidos. La propiedad que distingue a
los gases de los liquidos es la compresibilidad; un gas es compresible, mientras que un
liquido es incompresible. Por lo anterior, la densidad de un gas varia cuando la presién
cambia, mientras que la densidad de un liquido permanece casi constante.

2.1. Fluidos en movimiento

La descripcién del movimiento de un fluido real es bastante compleja. No obstan-
te, es posible describir el movimiento aproximado de los fluidos introduciendo ciertas
simplificaciones. El sistema resultante de dichas simplificaciones se conoce como fluido
ideal, el cual posee las siguientes caracteristicas:

su flujo es constante o laminar; el flujo es ordenado, estratificado y suave;

= son incompresibles; su densidad tiene un valor constante como funcién de la po-
sicion y del tiempo;

= SON No Viscosos, no oponen resistencia al desplazarse; no hay fuerzas de friccién
internas que resistan el movimiento de las mismas particulas en el fluido o de
objetos externos;

= son irrotacionales, el flujo es suave e irrotacional; no presentan turbulencias.
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La mecénica de fluidos ideales se describe mediante las ecuaciones de Euler que for-
man un conjunto de ecuaciones diferenciales hiperbdlicas cuasilineales y estdn basadas
en las leyes de conservacién de masa, balance de momento y conservacién de energia.
Por otra parte, las ecuaciones de Navier-Stokes consisten en un conjunto de ecuaciones
diferenciales parciales no-lineales que describen la dindmica de los fluidos con viscosi-
dad no despreciable, en presencia de esfuerzos externos y de términos fuente [11].

En esta tesis se estudia un modelo de fluido cuya dindmica se describe mediante un
sistema hiperbélico de leyes de balance derivados de las ecuaciones de Navier-Stokes
promediadas en cada seccién transversal del dominio a considerar, que en ese caso es
una arteria con seccién transversal circular en cada punto axial de ésta.

2.2. Ecuaciones de Euler
Esta seccion estd basada en el capitulo 1 de Chorin y Marsden [11].

Sea una region D en el espacio (de dimensién 2 o 3) que contiene un fluido ideal
y sea x € D la posicién de una particula de fluido al tiempo ¢. El vector u(x, ) es la
velocidad de la particula que se mueve con x al tiempo ¢. Para cada tiempo fijo, u —el
campo espacial de velocidad del fluido— es un campo vectorial en D (Figura 2.1).

trayectoria de la particula de fluido

u(x,?)

FIGURA 2.1: Particulas de fluido moviéndose en una regiéon D, donde x
es la posicién de la particula de fluido y u es la velocidad de la particula.

Para introducir los principios bésicos de la dindmica de un fluido ideal es necesario
hacer un par de hipétesis preliminares:

» La densidad de masa p y la velocidad u son funciones suaves, diferenciables, sin
picos ni discontinuidades.

» La densidad p estd bien definida en todo punto x, consistente con un medio conti-
nuo.

De acuerdo a las ecuaciones de Euler, los tres principios basicos en los que se basa la
mecanica de fluidos son:

1. la conservacion de la masa,
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2. el balance del momento, y

3. la conservacion de la energia.

En las siguientes subsecciones se presenta la derivacién de estos principios.

2.2.1. Conservacion de la masa

Sea () C D una subregion arbitraria de D. Si la densidad p(x,t) es una funcién del
tiempo ¢, la masa total del fluido contenido dentro de () a un tiempo t estd dada por

m(Q), t) :/Qp(x,t)dV

donde dV es el elemento de volumen en RY (donde d = 2 o d = 3). El principio de
conservacion de masa establece que

la tasa de cambio de la masa en () estd dada por la cantidad de fluido que entra y/o
sale por unidad de tiempo por la frontera Q) de Q).!

Para calcular la tasa de cambio, se toma una pequefa seccién de superficie dA en la
frontera d(), la cual tiene un vector normal unitario n apuntando hacia afuera (Figura
2.2). La tasa de flujo volumétrico a través de d() por unidad de 4rea esta dada por

u(x,f)-n(x)dA,

y la tasa de flujo de masa por unidad de area se obtiene multiplicando la cantidad ante-
rior por la densidad,
p(x, t)u(x, t)-n(x)dA .

El punto x se encuentra en el centro del elemento de drea dA en 9Q).

u

FIGURA 2.2: La masa que atraviesa la frontera dQ) por unidad de tiempo
es igual a la integral de superficie sobre 0Q) de pu - n.

Para estimar el volumen de fluido que abandona la regién () por unidad de tiempo,
se han considerado las componentes normal (u - n) y tangencial de la velocidad u en

ILa frontera Q) se considera suave y sin discontinuidades.
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el punto x € d() al tiempo t. La tnica componente que se preserva es la componente
normal, pues la componente tangencial s6lo desplaza el fluido a través de la superficie;
el fluido no entra ni sale de () en la direccién tangencial.

La tasa de cambio de la masa del fluido en () estd dada por

d 4 Crop
am(ﬂ,t)—a/ﬂp(x,t)dv—/aat av .

Considerando el enunciado del principio de conservacién de masa, junto con la expre-
sién anterior, obtenemos la forma integral de la ley de conservacién de masa,

d
E/dev——/anu-ndA.

La tasa de cambio de masa del fluido en () es igual a la tasa con la que el fluido atra-
viesa d0() en direccién hacia adentro, es decir, en direccion contraria a n, de ahi el signo
negativo.

Utilizando el teorema de la divergencia en el lado derecho de la igualdad y suponien-
do que la solucién en cuestion es suave, se puede obtener una expresion equivalente,

/Q {Z) + div(pu)} dV =0.

Debido a que esta expresion es valida para toda region (), el integrando debe ser igual
a cero,

g"z +div(pu) = 0. 2.1)

Esta es la forma diferencial de la ley de conservaciéon de masa, también conocida como
ecuacion de continuidad.

2.2.2. Balance de momento

Sea x(t) = (x(t),y(t),z(t)) la trayectoria que sigue una particula del fluido. El cam-
po vectorial de velocidades estd dado por

a(x()) = %.

De manera similar, la aceleracién de una particula de fluido se obtiene derivando de
nuevo con respecto al tiempo, y se escribe como

a(t) =u-Vu+odmu,

donde
ou u-V= ui + vi + wi
B y ~ Tox 9y dz
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La derivada material se define como el operador

D
— =0 -V.
Dt Pt u \%
Este operador toma en cuenta el hecho de que el fluido se estd moviendo y de que las
posiciones de las particulas de fluido cambian con el tiempo.
Si f(x,y,z,t) es cualquier funcién (escalar o vectorial) que depende de la posicién y

del tiempo, entonces, utilizando la regla de la cadena se obtiene,

S0, 2(0,1) = af +u- VF = B0, 900, 20,1).

En esta equivalencia se aprecia la relaciéon que existe entre las dos formulaciones dispo-
nibles para realizar la descripcién del movimiento de un fluido ideal: el lado izquierdo
corresponde a la formulacién lagrangiana, y el lado derecho corresponde a la formu-
lacién euleriana. La primera toma una perspectiva en donde el observador sigue el
movimiento a través del espacio y del tiempo de un paquete individual de particulas
del fluido. En la segunda formulacion, la observacion se realiza en posiciones especificas
del espacio por donde pasan distintos paquetes de fluido.

Existen dos tipos de fuerzas que pueden actuar sobre un fluido: las fuerzas super-
ficiales y las fuerzas de bulto. Las primeras acttian a través de la superficie del fluido
mientras que las segundas ejercen una fuerza por unidad de volumen sobre el continuo.
Las fuerzas normales y las tensiones de corte son algunos ejemplos de fuerzas super-
ficiales; las fuerzas debidas a la gravedad o a los campos magnéticos y eléctricos son
ejemplos de fuerzas de bulto.

Para que un fluido ideal se desplace es necesario aplicar una presion p(x, t) sobre
la superficie S del fluido . La fuerza de tensién ejercida a través de la superficie S por
unidad de 4rea en x € S al tiempo t estd dada por

fuerza a través de S por unidad de drea = p(x, f)n,

donde n es el vector normal unitario de la superficie S. La fuerza se ejerce en la direccién
del vector n por lo que acttia en direccion ortogonal a la superficie S, es decir, no se
ejercen fuerzas tangenciales sobre S (Figura 2.3).

Si () es una region en el fluido a un tiempo ¢, la fuerza total ejercida sobre el fluido
que se encuentra dentro de () debido a los esfuerzos aplicados sobre sus fronteras es

Soa = {Fuerza sobre O} = —/ pndA .
Q)

El signo negativo antes de la integral toma en cuenta que n apunta hacia el exterior de
Q). Sea e un vector fijo en el espacio. Utilizando el teorema de la divergencia se establece
la siguiente equivalencia,

e.SaQ:—/aOpe.ndA:—/Qdiv(pe)dvz_/Q(gradp).edv'
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fuerza a través de S=pn

FIGURA 2.3: Fuerzas de presion a través de la superficie S.

Por lo tanto,
Son = —/ gradpdV .
Q

Sib(x,t) es la fuerza de bulto por unidad de masa, entonces la fuerza de bulto total
estard dada por la integral,

B = bdV .
N

De tal manera que, para cualquier porcion del fluido, la fuerza total por unidad de
volumen es la suma de las fuerzas de bulto y los esfuerzos aplicados en las fronteras:

fuerza por unidad de volumen = — grad p + pb.

La fuerza total por unidad de volumen ejercida sobre un fluido estd dada por el gra-
diente de la presién ejercida sobre su superficie (Vp), y las fuerzas ejercidas sobre el
bulto que constituye dicho fluido (pb). Utilizando la segunda ley de Newton escrita en
términos de la derivada material, podemos llegar a la forma diferencial del balance de
momento:

Du
Por =~ grad p + pb. (2.2)

La forma diferencial del balance de momento se puede usar para obtener una forma
integral si se escribe explicitamente la derivada material,

)
pa—l:z—p(u-V)u—Vp—l—pb.

Considerando que d(pu) /ot = p du /ot +u dp/dt, el lado izquierdo de la expresion se
puede reescribir de la siguiente forma:

d do _
g(pu)—ua =—p(u-V)u—Vp+pb.
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Usando la ecuacién de continuidad sobre el segundo término del lado izquierdo, tene-
mos que

d
g(pu) +div(pu)u = —p(u-V)u— Vp+pb.

Pasando el término de la divergencia hacia el lado derecho, llegamos a la siguiente ex-
presion,

d

g(pu) = —div(pu)u —p(u: V)u— Vp+pb.
Si multiplicamos esta expresion por un vector fijo e cualquiera en el espacio, se puede
demostrar que

e- g(pu) = —div(pe +pu(e-u)) +pb-e.

Si Q) es un volumen fijo en el espacio, la tasa de cambio del momento en la direccién e
en () es

e'jt/gpud": _/aQ(PeJFP“(e'“))'ndA—F/Qpb-edV.

Por lo tanto, la forma integral de la ley de balance de momento estd dada por:

d
a/ﬂpudv— —/BQ(pnanu(u-n))dAJr/Qpde, (2.3)

donde la cantidad pn + pu(u - n) es el flujo de momento por unidad de 4rea que atra-
viesa Q). El vector n es normal y apunta hacia afuera de la superficie de 0Q).

Como se puede observar, la deduccién de la forma integral del balance de momento
se realiz0 a partir de la forma diferencial (2.2). Si las hipétesis sobre la suavidad de u 'y p
no son tan flexibles como para suponer que existe suficiente diferenciabilidad, seria mas
pertinente partir de una forma integral. Para ello, hace falta introducir algunas nociones
utiles sobre la trayectoria de una particula del fluido.

Sea ¢(x,t) la trayectoria suave que sigue la particula que se localiza en un punto
x € D al tiempo t, con condicién inicial ¢(x,0) = x. Por otra parte, ¢; representa el
mapeo x — @(x,t), que mueve cada particula de fluido desde su posicién inicial al
tiempo t = 0 hasta su posicion x al tiempo ¢. El mapeo ¢; se llama mapa de flujo. Dada
una regiéon Q en D, ¢;(Q)) = (), es el volumen () en movimiento a un tiempo f (ver
Figura 2.4).

Considerando que la tasa de cambio del momento de una porcién de fluido en mo-
vimiento es igual a la suma de las fuerzas superficiales y fuerzas de bulto que acttian
sobre él, se puede establecer una forma integral primitiva para el balance de momento,

d
5 /Q pudV = Sy, + /Q obdV . (2.4)

Para probar la equivalencia entre las ecuaciones (2.3) y (2.4) basta demostrar la equi-
valencia entre las expresiones (2.2) y (2.4). Para ello se usa el teorema de cambio de
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fluido en movimiento

FIGURA 2.4: (); es la imagen de () conforme las particulas de fluido en ()
se mueven para en un tiempo t.

variables (ver anexo A.1) para escribir

d v d
g, endv =g [ ew ot n,n16xtav,

donde J(x,t) = det(V¢(x,t)), con V = V. Considerando que el volumen en su posi-
cién inicial esta fijo se puede diferenciar bajo el signo de la integral

jt pudV / ;t[(Pu)(fp(x,t),t)Kx,t)]dv

_ / {aa (x,£),D)]](x, 1) + (pu) (p(x, 1), 1) U(x,t)]}dV

S

Notese que

w00 = (5 (ow ) (91,0

es la derivada material definida anteriormente. Para diferenciar J(x, t) utilizaremos el
siguiente lema:

Lema (Diferenciacion de J(x, t)).

0

g](x,t) =divu(e(x,t),t)](x,t).

(La demostracion de este lema se puede consultar en el anexo A.2).
Por lo tanto,

dt/ pudV = /{(m Pu> p(x, ),t>+(pu)(divu>(cp(x,t),t)}x](x,t)dv

—/ {Dt pu) + (pdivu)u }dV.
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En este altimo paso utilizamos de nuevo el teorema de cambio de variables pero en el
sentido contrario. Notemos que

D Dp Dp .
ﬁ(pu) (pdivu)u = p— tups+ (pdivu)u = p— +u [Dt + (p div u)]
0
~ Du op . B ap ~ Du
=P +u[at+u Vp+(pd1vu)} th+ pu) =0

La cancelacién se obtiene al utilizar la ecuacién de continuidad (2.1). Por lo tanto,

a /QtpudV / p—dV

Como se puede apreciar en la expresion (2.2), el integrando del lado derecho junta las
fuerzas superficiales y de bulto que sugiere la forma integral primitiva del balance de
momento (2.4). El mismo argumento se puede utilizar de manera similar para demostrar
el teorema de transporte.

Teorema (Teorema de Transporte). Para cualquier funcion f dependiente de x y de t tenemos

d _/ Df
dt/Qtpde—/QtthdV.

Demostracién. Usando el teorema del cambio de variables podemos escribir

S Lerav =5 [ontetxnnienav.

Q) es una region del fluido al tiempo t = 0y Oy = ¢(Q) (el volumen del fluido en
movimiento). Del lado derecho, al encontrarse el volumen fijo en su posicién inicial,
podemos diferenciar bajo el signo de la integral. Né6tese que

5 0No0e0.1 = (pref ) (o)1)

es la derivada material. Utilizando este resultado y el lema de diferenciacién de la matriz
jacobiana, podemos desarrollar la integral del lado derecho de la siguiente manera:

jt/ot pfdV = 3 L) (@B t), )] (x 1)} dV
_/ {(3”) (1), pf)(dwu)(qv(x,f),t)}I(x,t) av
B t

o { (lgf’f) + (of)(div u)} dv .
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En este dltimo paso se utilizé de nuevo el teorema de cambio de variables. Utilizando
la ley de conservaciéon de masa podemos constatar que

g ferav=[ {(oef) 15— rw- V) fav.

Desarrollando la derivada material D(pf)/Dt, eliminando términos y simplificando ha-
llamos que

d B Df
dt/Qt‘Ode_/QtthdV'

Si Q) y, por lo tanto, (); son arbitrarios y los integrandos son continuos, se habra
probado que la forma de la integral primitiva del balance de momento es equivalente
a la forma diferencial. Consecuentemente, las tres formas del balance de momento son
equivalentes.

Flujos incompresibles

Trabajando en 3 dimensiones, podemos notar que tenemos 5 variables (u,v, w, p, p)
pero solamente 3 ecuaciones. Necesitamos una condiciéon mds para cerrar el sistema.
Hay varias manera de hacer esto, dependiendo de las condiciones del fluido. Mostrare-
mos cémo proceder en caso de contar con un fluido incompresible. En este caso, el lema
que muestra la relacién 9] /ot = (divu)] es muy util para comprender este concepto.
En términos de la notacién introducida anteriormente, un fluido es incompresible si
para cualquier subregioén (),

volumen(()) = [ dV = constanteen f.
O

Asf, la incompresibilidad del fluido es equivalente a

0=4 dV:d/]dV:/(divu)]dV: (divu)dV
dt QO dt (@) O QO

para cualquier region (); en movimiento. Por lo tanto, las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

1. el fluido es incompresible;

2. divu =0;

3. =1

De la ecuacién de continuidad,

% g _
FT div(pu) =0,
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es decir,

Dp () —
Df +pdiv(u) =0,

debido a que p > 0, entonces un fluido es incompresible si y s6lo si Dp /Dt = 0, es decir,
la densidad de masa es constante durante el flujo. Si el fluido es homogéneo —la p es la
misma en todo el espacio— también se sigue que el flujo es incompresible si y sélo si p
es constante en el tiempo.

2.2.3. Conservacién de energia

Un fluido en movimiento en un dominio D con un campo de velocidades u tiene
una energia cinética

1
Eanctin = 5 [ pllul*av,

dondeY C Dy ||uH2 = (u® + v* + w?) es la norma al cuadrado de la funcién vectorial
u. Se considera que la energia total del fluido posee dos contribuciones,

Etotal = Ecinética + Einterna ,

donde Einterna ©s la energia interna debida a los potenciales intermoleculares y las vi-
braciones internas de las particulas que constituyen el fluido. Si inyectamos energia al
fluido o si permitimos que el fluido ejerza un trabajo, Eot, cambiara.

Para calcular la razén de cambio temporal de la energia cinética de una porcién
) de fluido en movimiento haremos uso del teorema de transporte. El cambio de la
energia cinética con respecto al tiempo estd dado por

d Jou
aEcinética = /Qt ,0<11 . (at + (u . V)u)) dv .

Una introduccion del principio de conservacién de la energia requiere de una pro-
fundizaciéon mads detallada sobre otros conceptos termodindmicos. En nuestro caso, la
discusion se limitara al escenario especifico de los fluidos incompresibles en los que
solamente la energia cinética es la que se conserva, es decir,

Etotal = Ecinética s

y en donde la razén de cambio de la energia cinética en una porcién de fluido es igual
al ritmo con que la presion y las fuerzas de bulto realizan trabajo,

d
aEcinética: —/aQtPu-ndA%—/Qtpu-de.

Utilizando el teorema de la divergencia y las férmulas anteriores tenemos que

/Otp<u' <?;:+u-Vu>>dv:_/Qt (div(pu) — pu - b)
:_/Qf(“‘vp—pu-b)dv,
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pues divu = 0. La ecuacién anterior también es consecuencia del balance de momento.
Adicionalmente podemos observar que si Eiota) = Ecinética €ntonces el fluido debe ser
incompresible (a menos que p = 0).

En resumen, las ecuaciones de Euler para el caso de los fluidos incompresibles son

Du Dp

pﬁ:—gradp—i—pb, =0, divu =0,

Dt
con la condicién de frontera que impide que haya flujo hacia el exterior,

u-n=0 en dD.

2.3. Ecuaciones de Navier-Stokes

Hasta este punto, hemos definido a un fluido ideal como aquel en donde las fuerzas
superficiales son normales a la superficie. Esto descarta la posibilidad de que el mo-
mento se transfiera de manera tangencial a la superficie. Sin embargo, en la realidad,
las fuerzas superficiales pueden tener componentes en cualquier direccién, por lo cual
la fuerza por unidad de drea no tiene un origen tnico en la presién aplicada sobre el
fluido.

2.3.1. Fuerzas de supetficie

Considérese la Figura 2.5. La velocidad u —paralela a la superficie S— correspon-
diente al cuerpo B’ es mas grande que aquella del cuerpo B. Si todas las fuerzas son
normales a S no habrd ninguna transferencia de momento entre los volumenes B y B’.
Sin embargo, en la realidad no todas las fuerzas son normales. Las moléculas més répi-
das de B’ arriba de S se difunden a través de la superficie e imparten momento al fluido
que se encuentra debajo, en B. De la misma manera, las moléculas maés lentas de B fre-
nan a las que vienen arriba de S. En regiones donde el campo de velocidades del fluido
cambia muy rapido a escalas pequenias, este efecto es muy importante.

Bl

B

FIGURA 2.5: Las moléculas més rapidas en B’ se pueden difundir a través
de S e impartir momento a B.

Mas formalmente, a la fuerza por unidad de &rea ejercida a través de la superficie
se le llama tensién. Considérese una pequefia superficie imaginaria dA en el fluido
centrada en un punto x (Figura 2.6). La fuerza dF ejercida por el lado (1) sobre el lado
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(2) de dA en un material fluido (o cualquier material en general) estd dada por
dF =X(n)dA,

donde X es la tensién en el punto x y es una funcién vectorial dependiente de la normal
n de la superficie dA. Mdas concretamente X estd dada por

L =oc(x)n.

dF
n

(1)

2) dA

FIGURA 2.6: La fuerza dF por el lado (1) sobre el lado (2) de d A esta dada
por X(n) dA.

Notese que o = [0j;] es una matriz de 3 x 3 conocida como tensor de esfuerzos o
tensor tension. Las componentes de la diagonal de ¢jj, con i = j, generan tensiones nor-
males, mientras que las componentes fuera de la diagonal, con i # j, generan tensiones
de corte o tangenciales. El tensor de esfuerzos o = o(x) se puede descomponer de la
siguiente manera:

oc=-—-pl+o0,

donde I es la matriz identidad de 3 x 3y p = p(x, t) es la cantidad escalar que representa
la presion del fluido, y se define como

(011 + 022 + 033) .

W[ =

p=-

La parte restante del tensor de esfuerzos ¢ = &(x) se conoce como tensor de esfuerzos
desviadores. En esta descomposicién, el término —pl genera las tensiones normales. El
tensor de esfuerzos desviadores genera fuerzas o tensiones de corte.

2.3.2. Tensiones de corte

A continuacioén tomaremos en cuenta de forma explicita todas las fuerzas superficia-
les, incluyendo las fuerzas tangenciales o tensiones de corte y, en particular, al tensor
de esfuerzos desviadores. Esto lo hacemos con el objetivo de obtener el modelo de un
fluido no-ideal.

En primer lugar, supondremos que el tensor de esfuerzos desviadores ¢ es una fun-
cién de los gradientes de velocidad Vu. Adicionalmente, es necesario realizar algunas
suposiciones sobre las propiedades de ¢
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1. El tensor de esfuerzos ¢ es lineal con Vu; cada componente de ¢ estd linealmente
relacionada con el gradiente de velocidades Vu.

2. El tensor de esfuerzos ¢ es isotrépico bajo rotaciones de cuerpo rigido, es decir,
no existen desplazamientos relativos entre las particulas del fluido. Si U es una
matriz ortogonal entonces

6(U-Vu-UH)=U-6(Vu)-U!

Esto es razonable ya que cuando un fluido se somete a una rotacién de cuerpo
rigido no debe haber difusién de momento.

3. El tensor de esfuerzos ¢ es simétrico. Esta propiedad es consecuencia del balance
de momento angular.

Por lo tanto, la fuerza en S por unidad de drea ya no es —p(x, f)n, donde n es normal
a la superficie, sino

fuerza en S por unidad de drea = —p(x,t)n + o (x,t) + n,

donde o es una matriz de 3 x 3 que recibe el nombre de tensor de esfuerzos; el producto
o - n no necesariamente es paralelo a n.
La segunda ley de Newton establece que el ritmo de cambio de cualquier porcién
() es igual a la fuerza que acttia sobre ella. Por lo tanto, ¢ modifica el transporte de
momento a través de las fronteras de ();:
d dV = dA 2.5
at Jo, P8 ——/mt(pn—v-n) : (2.5)
Considerando las propiedades anteriores se puede concluir que o depende tnica-
mente de la parte simétrica de Vu, es decir, del tensor de deformacién D. Como o es
una funcién lineal de D, ¢ y D conmutan y pueden ser diagonalizadas de manera si-
multdnea. Por lo tanto, los eigenvalores de ¢ son funciones lineales de los eigenvalores
de D. Por la propiedad 2, también deben ser simétricos pues podemos elegir una U tal
que permute dos eigenvalores de D (por medio de la rotacién en un dngulo de 77/2 al-
rededor de un eigenvector), y esto debe permutar los eigenvalores correspondientes de
o. Las tinicas funciones que son simétricas en este sentido tienen la siguiente forma:

o = A(dl +ds +d3) —}—Z‘Mdi, i=1,2,3,

donde 0; son los eigenvalores de o y d; son aquellos de D. Igualmente se definen las
constantes A y y. Recordando que dy + d; + d3 = div u, podemos utilizar la propiedad
2 para expresar 0; en términos de la base original y deducir que

o = A(divu)I +2uD, (2.6)
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donde I es la matriz identidad. La expresion anterior se puede reescribir poniendo la
traza en un sélo término,

c=2u [D - %(div u)I} + ¢(divu)I, (2.7)

donde a 1y { = A + %y se les llama respectivamente primer y segundo coeficientes de
viscosidad.

Utilizando los teoremas de transporte y de la divergencia, el balance de momento
—considerando el tensor de esfuerzos— da paso a las ecuaciones de Navier-Stokes,

D
Pﬁltl = -Vp+(A+p)V(divu) + uViu (2.8)

donde

2  9* 9
2 P [ —_— —_—
Vu = <ax2 + 32 + 822>u

es el laplaciano de u.
Junto con las ecuaciones de continuidad y de conservacion de energia, las ecuaciones
de Navier-Stokes describen completamente el flujo de un fluido viscoso compresible.
Para el caso de un flujo homogéneo incompresible —p = constante—, las ecuaciones
de Navier-Stokes se reescriben de la siguiente forma:

Du / 2
Dr = gradp’ +vV-u

divu=0

donde v = 1/ py es el coeficiente de viscosidad cinemdticay p’ = p/po.

Para resolver estas ecuaciones es necesario proveer condiciones de frontera. En el
caso de la ecuaciones de Euler para un flujo ideal u-n = 0, es decir, el flujo no cruza
las fronteras y s6lo se mueve de forma tangencial con respecto a estas. Ya que las ecua-
ciones de Navier-Stokes incrementan el nimero de derivadas de una a dos, se necesita
aumentar el nimero de condiciones de frontera tanto por razones matematicas como
experimentales. Por ejemplo, en una pared sélida en reposo podemos afiadir la condi-
cién de que la velocidad tangencial también sea cero —conocida como condicién de no
deslizamiento— de manera que las condiciones de frontera quedan simplemente como

u =0 en paredessoélidas en reposo.

La necesidad matematica de la existencia de condiciones de frontera adicionales re-
cae en su papel para probar que las ecuaciones se encuentran bien planteadas, es decir,
que existe una solucién tnica que depende de forma continua en la informacién inicial
del problema. Se sabe que en tres dimensiones existen soluciones suaves a las ecuacio-
nes para flujo incompresibles para tiempos cortos que dependen de los datos iniciales.
Probar o refutar que existen soluciones para el flujo incompresible para todo tiempo es
uno de los principales problemas en el campo de la mecénica de fluidos. En dos dimen-
siones, existen soluciones para todo tiempo, tanto para el flujo viscoso como para el no
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viscoso. En cualquier caso, afiadir la condicién de frontera tangencial es crucial para
describir el flujo viscoso.

La razon fisica por la cual se requieren condiciones de frontera adicionales proviene
de experimentos simples que involucran flujo a través de una pared sélida. Por ejemplo,
si se inyecta un tinte en el flujo a través de un conducto y se observa cuidadosamente
cerca de la frontera de éste, uno puede observar que la velocidad tiende a cero en dicho
limite con un alto grado de precisiéon. La condiciéon de no deslizamiento también resulta
razonable al considerar el mecanismo fisico responsable de los términos viscosos como
la difusién molecular. El ejemplo inicial indica que la interacciéon molecular entre la pa-
red sélida con velocidad tangencial nula (o velocidad promedio cero a nivel molecular)
debe impartir la misma condicién al fluido inmediatamente adyacente.

Otro aspecto crucial de la condicién de frontera u = 0 es que provee un mecanismo
mediante el cual una frontera puede producir vorticidad en el fluido.

2.3.3. Ecuaciones de Navier-Stokes adimensionales

Para un problema determinado, podemos elegir una longitud caracteristica L y una
velocidad caracteristica U. Dichas cantidades son elegidas un tanto de forma arbitraria
y son meramente escalas razonables de longitud y velocidad del problema en cuestién.
De manera simultdnea, al elegir ambos pardmetros, se determina una escala temporal
T=L/U.

Las variables x, u y t pueden expresarse en términos de dichos pardmetros realizan-
do un cambio de variables e introduciendo las siguientes cantidades adimensionales

x':i u/:%, yt’:%.

A continuacién se muestra el procedimiento para expresar las ecuaciones de Navier-
Stokes en términos de las nuevas variables no dimensionales. La componente x de la
ecuacion de Navier-Stokes es

— U O W == V| o

ou  du  du _ du lop Fu  Fu  Fu
ot dx  dy oz o 0x oxz oy 0z% ]’

El cambio de variables produce

a(u'Ul) ot ,0(u'U) ox’ ,0(u'U) oy ,0(u'U) oz’

o ot "I Tor ax THY Ty oy THY o a2
_ _lopox ?w'u) *w'U)  0*(u'U)
~ podx ox d(Lx")2  9(Ly)?  o(Lz')? ]’

W—l—u@—i—va—y,—i—w@

:_{W]a(P/(POUZ))JF{u]

[UT [au’ ou’ou ,au’}
L

L ox’ 12 v

?u  *u %
ox'? + ay’z + 0z'%
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Se obtienen ecuaciones similares para el caso de las componente y y z de x. Si combina-
e 1. 2
mos las tres componentes y dividimos el resultado entre -, obtenemos
ou’

1% l
W + (u'- V' )u' = —gradp' + mvz u, (2.9)

donde p’ = p/(poU?). La condiciéon de incompresibilidad queda como
divu’ = 0.

La expresion (2.9) engloba las ecuaciones de Navier-Stokes en variables adimensionales.

2.4. El nimero de Reynolds

El nimero de Reynolds se define como

Lu
R=—,
v
el cual es una cantidad adimensional. En general, a dos fluidos con la misma geometria
y el mismo ntimero de Reynolds se les llama similares. Mds precisamente, sean u; y up
dos flujos en las regiones D; y D, que se encuentran relacionadas por un factor de escala
Ly = ALp. Sean U, y U, las velocidades caracteristicas elegidas para cada fluido y v; y
7 las respectivas viscosidades. Si
Lith Lol

R1 =Ry, esdecir = ,
1 %)

entonces los campos de velocidad adimensionales u} y uj satisfacen exactamente la mis-
ma ecuacién en la misma region. Se puede concluir entonces que u; se puede obtener
a partir de una solucién apropiadamente reescalada de uy, es decir, u; y uy son simi-
lares. La idea de similaridad de flujos es particularmente til en el disefio de modelos
experimentales.

De especial interés para los propositos de este trabajo son aquellos casos en donde
R es grande. Cabe recalcar que comentarios como «v es pequerio, por lo que los efectos
viscosos no son importantes» no son completamente vélidos pues dicha observacién de-
ja de lado las otras dimensiones que componen el problema, es decir, «v es pequefio» no
es una declaracién con sentido fisico, mientras que «1/R» si es un enunciado relevante
fisicamente hablando.
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Capitulo 3

Leyes de conservacidn hiperbdlicas

Este capitulo estd basado en LeVeque [8].

3.1. Teoria matematica de las leyes de conservacion

Las leyes de conservacién son sistemas de ecuaciones diferenciales parciales hiperbo-
licas —por lo general, no lineales— que tienen una estructura simple. En una dimension,
las ecuaciones tienen la siguiente forma genérica:

(x,t)+ aaxf(u(x,t)) =0, (3.1)

34
donde u : R x R — R™ es un vector m-dimensional de variables de estado que per-
manecen constantes en el tiempo. Ejemplos de estas variables de estado son: la masa, el
momento lineal, el momento angular y la energia. Especificamente, cada componente
u;j del vector u representa la funcién de densidad de la j-ésima variable de estado. Las
funciones u; representan la distribucién espacial de las variables de estado a un tiempo
t. La integral | xjiz u;(x,t) dx representa la cantidad total de dicha variable de estado en
el intervalo [x, x2] al tiempo ¢.

Cuando alguna de estas variables de estado se conserva, su integral f fooo uj(x, t) dx
se mantiene constante con respecto al tiempo. La ecuacién (3.1) se basa en la hipote-
sis de que conociendo el valor de u(x,t) en un punto a un tiempo definido es posible
determinar el flujo de cada variable de estado en el punto (x, ). El flujo de la j-ésima
componente estd dado por una funcién fj(u(x,t)) que, a su vez, es la j-ésima compo-
nente de la funcién vectorial f(u), llamada funcién de flujo, f : R” — R™.

Para que la ecuacion (3.1) esté bien definida se requiere de una condicién inicial
y, de ser necesario, de condiciones de frontera en un dominio espacial delimitado. El
problema maés simple es el problema de Cauchy, en donde (3.1) se cumple en todo el
espacio, —oo < x < oo,y parat > 0. En este caso, s6lo es necesario especificar la
condicién inicial,

u(x,0) =up(x), —oo<x<o0.

Se dice que el sistema (3.1) es hiperbélico si la matriz jacobiana de m x m formada
por las derivadas de la funcién de flujo, f'(u), cumple con la siguiente propiedad: para
cada valor de u, los eigenvalores de f'(u) son reales y la matriz es diagonalizable, es
decir, existe un conjunto completo de m eigenvectores linealmente independientes.
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Para simplificar la notacion, la ecuacion (3.1) se escribira
u; + f(u)y =0. (3.2)

Ya que generalmente las funciones de flujo son funciones no lineales de u, éstas pro-
ducen sistemas de ecuaciones diferenciales parciales (EDPs) no lineales. A menudo no es
posible derivar la solucion exacta de estos sistemas y es necesario desarrollar algoritmos
numéricos para obtener su solucién aproximada. Las excepciones son las soluciones a
los problemas de Riemann, en donde se pueden calcular soluciones exactas. Estas solu-
ciones se utilizan para evaluar las aproximaciones numéricas y verificar la efectividad
de los métodos numéricos.

Un ejemplo tipico de sistema de leyes de conservacion son las ecuaciones de Euler
para dindmica de gases que se derivaron en el capitulo 2. En una dimensién, las ecua-
ciones tienen la siguiente forma:

a Pl o PP
. pv _|_ — p'pz —+ p = O, (33)
ot Jx

E v(E+p)

donde p = p(x,t) es la densidad, v es la velocidad, pv es la densidad de momento
lineal, E es la energfa y p es la presién. Esta dltima estd determinada por la ecuacion de
estado del gas. Las ecuaciones de Euler son versiones simplificadas de las ecuaciones de
Navier-Stokes en donde los términos viscosos se desprecian.

3.1.1. Problema del tubo de onda de choque

Las leyes de conservacién suelen tener soluciones con comportamientos interesantes.
Un ejemplo es el problema del tubo de onda de choque. Dicho problema consiste en un
tubo cilindrico lleno de gas, inicialmente dividido en dos secciones por un membrana
impermeable (Figura 3.1). La densidad y la presién del gas son mayores en la mitad
izquierda del tubo y la velocidad del gas es cero en todo el dominio. A un tiempo ¢t = 0,
la membrana se remueve stbitamente dando lugar a un flujo neto en la direccién donde
la presién es menor. Suponiendo que el flujo es uniforme a través del tubo se pueden
aplicar las ecuaciones de Euler en una dimensioén (3.3). La estructura de este flujo puede
dar lugar a tres tipos de ondas en regiones espaciales diferentes:

1. una onda de choque se propaga hacia la regién de menor presién produciendo
un aumento stibito en la presién y la densidad, y todas las variables de estado son
discontinuas;

2. una discontinuidad de contacto en donde la densidad es una funcién discontinua
de la posicién, pero la velocidad y la presién permanecen constantes;

3. una onda de rarefaccién que se mueve en direccién opuesta; todas las variables
de estado son continuas y se produce una transicion suave. La densidad del gas
disminuye (se enrarece) conforme pasa la onda.
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FIGURA 3.1: Problema del tubo de onda de choque.

Si la discontinuidad entre las dos secciones del tubo se encuentra en x = 0, obtendre-
mos una solucién de similaridad en la variable x /. Esto significa que la solucion u(x, t) se
puede expresar como una funcién de x/t, u(x,t) = a(x/t). De la misma manera, tene-
mos que u(x,t) = u(kx, kt) para k > 0, por lo cual la solucién se ve igual en los tiempos
t y kt si se re-escala el eje x. Otra implicacion del modelo es que las ondas del flujo se
mueven a una velocidad constante y la solucién u(x, ) es constante a lo largo de todo
rayo x /t = constante en el plano x-t (Figura 3.2).

(a) Densidad (b) Velocidad

s\ ]
p 2.0 \ v 93 /

0.2 ||
15 | | 01 /
1.0 ! 0.0 /
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0.8 dad /
25 /
06 || ems
p 20 \ Eogall™ e
15 0.2
10 0.0 |
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FIGURA 3.2: Estructura del flujo para el problema del tubo de onda de
choque al tiempo t = 1.
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3.2. Retos de las leyes de conservacion

Antes de continuar con el estudio de las leyes de conservacion hiperbdlicas es necesa-
rio tomar en cuenta las dificultades tanto matemdticas como numéricas que se presentan
en el proceso de obtener una solucién.

En el sentido cléasico, las derivadas no estdn definidas en las discontinuidades. Por
esta razon es necesario obtener una forma integral de la ley de conservacion. A partir de
la forma integral es posible obtener una forma diferencial haciendo suposiciones sobre
la suavidad de la solucién y proveyendo a las ecuaciones diferenciales de condiciones
de salto adicionales que satisfagan las discontinuidades.

Otra dificultad matematica es la no-unicidad de la solucién débil que se presenta
cuando se desprecia algin aspecto fisico en la formulacién del modelo, como los efectos
difusivos o la viscosidad. Para definir una solucién débil tinica para un sistema hiperbé-
lico conservativo es necesario introducir un término difusivo en las ecuaciones y tomar
el limite cuando el coeficiente del término tiende a cero [12]. Sin embargo, dicha aproxi-
macién viscosa no es 6ptima pues requiere del andlisis de sistemas de ecuaciones maés
complejos.

Para solventar lo anterior, se pueden derivar condiciones de entropia —analogas
a la segunda ley de la termodindmica— que permiten reconocer aquellas discontinui-
dades que son fisicamente correctas y conducen a una solucién tnica en el limite no
VisScoso.

En el aspecto numérico, los retos predominantes son la estabilidad y la precisién de
los métodos numéricos cerca de las discontinuidades. Una posible solucién comprende
el uso de un método estandar de diferencias finitas en las regiones derivables, en con-
junto con un procedimiento explicito de monitoreo para localizar las discontinuidades.
Este método es conocido como rastreo de ondas de choque.

Una aproximacién que no necesita realizar algtin tipo de rastreo explicito son los mé-
todos de captura de ondas de choque. Estos métodos brindan una solucién con aproxi-
macién de segundo orden en las regiones suaves de la solucién y una resolucién nitida
en las discontinuidades. Estos métodos también eliminan las oscilaciones espurias y son
consistentes con la forma débil de la ley de conservacién. También proveen limites de
estabilidad no lineales que, junto con la consistencia, permiten probar la convergencia
conforme se refina la malla. Por dltimo, la captura de ondas de choque posee una forma
discreta de la condicién de entropia para garantizar la convergencia hacia la solucién
débil fisicamente correcta. Los métodos que poseen estas caracteristicas de precisién y
resolucién se conocen como métodos de alta resolucién.

Para sistemas lineales hiperbdlicos, las lineas caracteristicas juegan un papel muy
importante. Para sistemas no lineales, la generalizacion de esta teoria es la solucién a
un problema de Riemann. Este consiste en la ley de conservacién con las siguientes
condiciones iniciales separadas por una discontinuidad,

u x<0,

u(x0) = uy x>0
Y .

(3.4)
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En el caso de las ecuaciones de Euler, este es el problema del tubo de ondas de
choque que se plante6 anteriormente. La solucién a este problema tiene una estructura
relativamente simple y en muchos casos se puede calcular explicitamente. Mediante un

()
]
a u(xj, t,) en un conjunto de puntos {(x;, t,) }. Podemos obtener una gran cantidad de
informacién de la estructura local de la solucién cerca de (xj, t,) mediante la resolucion
del problema de Riemann con datos uy = U](n) yu, = U](i)l.

En la mayoria de los métodos numéricos aplicables a sistemas de EDPs no es posible
obtener los resultados de estabilidad no lineal para probar su convergencia. Se requiere
mas analisis en el caso sencillo de una ecuacién escalar. En particular, es posible demos-
trar que en muchos métodos numéricos la variacién total de la solucién decrece en el
tiempo. Esto es suficiente para obtener algunos resultados de convergencia y garanti-
za que no se generen oscilaciones espurias. Aquellos métodos que cumplen con esta

propiedad se conocen como métodos de Disminucién de Variacién Total (TVD).

método numérico podemos estimar un conjunto de valores discretos U:"’ que aproxime

3.3. Derivacion de la leyes de conservacién

Para comprender cémo surgen las leyes de conservacion a partir de principios fisi-
cos, consideramos un fluido moviéndose en un tubo, en donde sus propiedades (densi-
dad de masa, momento, energia, etcétera) se describen mediante un vector de soluciones
u(x,t). Supondremos por otro lado que la cantidad de fluido cruzando por unidad de
area por unidad de tiempo (en un punto x) esta dado por f(u). En una seccion [x1, x2],

X2
propiedades en [x1, x2] a un tiempo t = / u(x,t)dx . (3.5)
X1
Si suponemos que las paredes del tubo son impermeables y consideramos que no hay
creacion ni destruccion de masa, entonces el cambio en la seccion [x1, x2] estd dado por
el flujo en los puntos x1 y x:

X2

a /. u(x, t)dx = —f(u)(xp, t) + f(u)(x1,t) . (3.6)

Esta expresion es una forma integral de la ley de conservacion. Se puede obtener otra
expresion integrando esta tltima en el intervalo [t1, t2]. Esto resulta en una expresion de
las propiedades en [x1, x| al tiempo £, > t1, en términos de los valores al tiempo f; y el
flujo total (integrado) en cada frontera durante dicho periodo:

/xzu(x,tz)dx—/xzu(x,tl)dx: —/tz fule, ) di+ [ ful, b)) dt.  (G7)

1 x1 t1 t
Para derivar la forma diferencial de la ley de conservacion debemos suponer que u(x, t)
es una funcién derivable. Considerando que

fza

u(x, b)) —u(x, by) = / Su(xhdt, (3.8)

f
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ﬂucn,ﬂ)—f@mxbn)::/wzaaxum””))dx, (3.9)

X ox

la ecuacién (3.7) se vuelve:

ﬂ?é?{iﬂnﬂ+§;ﬂﬂnﬂ»}MAh:a (3.10)

Debido a que esta expresion es vélida para cualquier seccion [x1, x2] en cualquier inter-
valo [t1, t2], podemos concluir que el integrando en (3.10) debe ser cero:

u; + (f(u(x,t))y =0. (3.11)

Para el caso de dindmica de gases y las ecuaciones de Euler correspondientes tene-
mos que las cantidades conservadas son

u(x,t) = |p(x, Ho(x, t)| = | u2|, (3.12)
(x,t)
y cuyo flujo es

f(u) =

pv )
pvz—i—p] = [ u3/uy + p(u) ] . (3.13)
o(E+p) ua (u3 + p(w))/m

Aqui p es la densidad, v la velocidad, y la energfa estd dada por una ecuacién de estado

E= %pvz + %, donde 7 es una razén de constante de gases.

3.4. Leyes de conservacion escalares

Muchas de las propiedades de los sistemas hiperbdlicos se pueden explicar de ma-
nera maés sencilla a partir de ecuaciones escalares, las cuales se pueden generalizar de
forma directa para sistemas vectoriales. A partir del ejemplo de la ecuaciéon de advec-
cién lineal y de la ecuacién de Burgers, describiremos las soluciones débiles, ondas de
choque, de rarefacciéon y condiciones de entropia para las ecuaciones hiperbélicas esca-
lares. Como la dimensién de las ecuaciones escalares es 1, éstas se pueden escribir de la
siguiente forma:

e+ f(u)y =0. (3.14)

3.4.1. Ecuacidén de adveccion lineal

La ecuacion de adveccion lineal surge al suponer que la velocidad del fluido es cons-
tante, dando un flujo lineal f(#) = au. La ecuacion se puede escribir de la siguiente
forma:

Uy +au, =0. (3.15)
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Para esta ecuacion, el problema de Cauchy se define en el dominio —co < x < co,t >0
junto con la condicién inicial

u(x,0) = up(x). (3.16)

Se puede verificar que, si ug es diferenciable, la solucién es
u(x,t) = uo(x —at). (3.17)

Conforme transcurre el tiempo, la informacién inicial simplemente se propaga hacia la
derecha con velocidad a (si @ > 0) o bien hacia la izquierda (si a < 0). La solucién u(x, t)
es constante a lo largo de cada rayo x — at = xp, los cuales se conocen como lineas
caracteristicas de la ecuacion.

Las caracteristicas son curvas en el plano x—t que son soluciones del sistema de ecua-
ciones diferenciales ordinarias (EDOs) x'(t) = a, x(0) = x. Si diferenciamos u(x,t) a lo
largo de una de estas curvas para encontrar la tasa de cambio de u sobre la caracteristica,
encontramos que

d d d

au(x(t),t) = au(x(t),t) + gu(x(t),t)x’(t) ,
— U + auy, (3.18)
—0,

con lo cual confirmamos que u es constante a lo largo de las caracteristicas.
Asimismo podemos considerar una ecuacién con coeficiente de adveccién que de-
pende de la posicién,
ur+ (a(x)u)y =0, (3.19)

donde a(x) es una funcién derivable.
La ecuacion (3.19) se puede reescribir como

(35 a0 55 ) ux0) = o I (320

De lo anterior se sigue que la evolucién de u a lo largo de cualquier curva caracteristica
x(t) definida por

x'(t) = a(x(t)), x(0) = xg, (3.21)
es solucién de la EDO:
%u(x(t),t) = —a (x())u(x(b), 1) (322)

Las curvas determinadas por (3.21) son las caracteristicas. En este caso, la solucién
u(x, t) no es constante a lo largo de dichas curvas, pero se puede determinar facilmente
resolviendo dos conjuntos de EDOs.
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3.4.2. Ecuacién de Burgers

Considérese la ecuacion no lineal de tipo escalar,
ur+ f(u)y =0 (3.23)

donde f(u) es una funcién no lineal de u. Supondremos que, en su mayor parte, f(u) es
una funcién convexa, (1) > 0 para toda u.

En el caso particular en donde f(u) = %uz, la expresion (3.23) se denomina ecuacién
de Burgers. Esta ecuacién —sin términos viscosos— se escribe como

Uy +uu, =0. (3.24)

Considérese la ecuacién de Burgers no viscosa (3.24) con valores iniciales derivables.
Para un tiempo pequefio, la solucién se puede construir siguiendo las caracteristicas. Se
observa que la ecuacion (3.24) se parece mucho a la ecuacién de adveccién con la particu-
laridad de que la velocidad de adveccion u es igual al valor de la cantidad transportada.
Las caracteristicas son soluciones de la ecuacién:

x'(t) = u(x(t),t), (3.25)

y a lo largo de cada caracteristica u permanece constante pues

d d d

au(x(t),t) = gu(x(t),t) + au(x(t),t)x’(t),
= u; + Uy, (3.26)
=0.

Como u es constante sobre cada caracteristica, la pendiente x’ (3.25) es constante, y por lo
tanto las caracteristicas son lineas rectas que determinadas por las condiciones iniciales.

Si la informacion inicial es derivable, entonces ésta se puede utilizar para determinar
la solucién u(x, t) para t suficientemente pequefia de forma que las caracteristicas no se
crucen. Para cada (x, t) podemos resolver la ecuacion

x=¢+u(g0)t, (3.27)
para ¢ y luego u(x,t) = u(¢,0).

3.4.3. Soluciones débiles

Otra forma de definir una solucién generalizada de la ecuacién no viscosa, sin re-
querir que sea derivable es utilizando la forma integral de la ley de conservacién. Se
dice entonces que u(x, t) es una solucién generalizada de la ecuacion de conservacion si
(3.10) se cumple para todo x1, x2, t1 y t2.

Otro enfoque que conduce a una formulacién integral consiste en multiplicar la EDP
por una funcién de prueba, e integrarla una o mds veces sobre cierto dominio, para luego
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integrar por partes para remover las derivadas de la funcién u. El resultado es una
ecuacién que involucra menos derivadas de u y requiere de menos suavidad.

Para este caso, utilizaremos funciones de prueba ¢ € C} (R x R). C} es el espacio de
las funciones continuamente derivables con soporte compacto. Esto tltimo significa que
¢(x,t) es igual a cero fuera de algin dominio acotado, garantizando que el soporte de
la funcién esté en un conjunto compacto.

Si multiplicamos (3.23) por ¢(x, t) y luego integramos sobre x y t, obtenemos

/Ooo /_0; [pu; + ¢f (u)x]dxdt =0. (3.28)
Integrando por partes se obtiene
L]t gapoldrd = - [ p(x,0)u(x,0)dx. (3.29)

Procediendo de esta forma practicamente todos los términos de la frontera que normal-
mente resultan de la integracién por partes desaparecen debido a que ¢ tiene soporte
compacto, y por lo tanto se anulan en infinito. El limite restante se calcula usando las
condiciones iniciales de la EDP.

Definicién. La funcion u(x,t) se llama solucién débil de la ley de conservacion si la ecuacién
(3.29) se cumple para toda funcion ¢ € C§(R x RT).

La ventaja de esta formulacién alternativa a la forma integral original (3.7) es que
la integracion en (3.29) se realiza sobre un dominio fijo R x R*. La forma integral (3.7)
se hace sobre un rectdngulo arbitrario, y para verificar que u(x,t) es una solucién es
necesario probar que esto se cumple para cualquier eleccién de los intervalos, x1, x3,
t1, to. La nueva forma (3.29) tiene una propiedad similar con una mayor facilidad de
verificacién; debemos comprobar que (3.29) se cumple para toda ¢ € Cj.

Matematicamente, las dos formas integrales son equivalentes y es razonable esperar
que ambas se conecten de manera mds directa sin involucrar la ecuacién diferencial.
Esto se puede lograr considerando las funciones de prueba especiales ¢(x, t) que tienen
la siguiente propiedad,

o b) = 1 para (x,t) € [x1,x2] X [t1, 2], (3.30)
0 para (x,t) ¢ [x1—€,x2+€| X[t —€,tr+€],

con ¢ derivable en la franja intermedia de ancho €. Entonces, ¢, = ¢ = 0 excepto
en esta franja y por lo tanto la integral (3.29) se reduce a una integral sobre esta fran-
ja. Cuando € — 0, ¢x y ¢; aproximan a funciones delta que muestrean u o f(u) a lo
largo de los limites del rectangulo [x1, x| X [t1, 2], de manera que (3.29) se aproxima
a (3.7). Haciendo esto de manera rigurosa, podemos demostrar que cualquier solucién
débil suave satisface la ecuacion original de la ley de conservacion. Nota: Una solucién
fuerte es una solucién suave que satisface la forma diferencial de la ley de conservacioén;
cualquier solucién débil suave es también solucién fuerte.

La solucién generalizada con viscosidad decreciente definida anteriormente es una
solucion débil en el sentido establecido por (3.29), y por lo tanto incluye la solucién
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buscada. Desafortunadamente, las soluciones débiles no son tinicas, por lo que surge el
problema de identificar la solucién débil que tiene sentido fisico. No obstante, se pueden
introducir otras condiciones en las soluciones débiles que son mas féciles de verificar y
permiten identificar la solucién débil correcta. Estas condiciones se denominan condi-
ciones de entropia, de las cuales la solucién de viscosidad decreciente forma parte. (Ver
subseccién 3.4.6).

3.4.4. El problema de Riemann

El problema de Riemann consiste en una ley de conservacién con condiciones ini-
ciales constantes por intervalos separados por una sola discontinuidad. Como ejemplo,
considérese la ecuacién de Burgers u; + uu, = 0 con

0,
u(x,0) = {”5 * < (3.31)
Uy x>0.

La forma de la solucién depende de la relacién entre uy y u,.

Caso1: uy > u,.
En este caso, existe una solucién débil tinica,

< st,
u(x,t) = {W e (3.32)
Uy x > st,
donde i
—— . r (3.33)

es la velocidad de choque que corresponde a la velocidad con la cual viaja la discon-
tinuidad. Las caracteristicas en cada una de las regiones donde u es constante chocan
conforme transcurre el tiempo (Figura 3.3).

Caso2: uy < u,.

En este caso existe un numero infinito de soluciones débiles. Una de éstas es una
onda de choque definida por las expresiones (3.32) y (3.33), en donde la discontinuidad
se propaga con velocidad s (Figura 3.4). Las caracteristicas salen de la regién de choque,
pero la solucién no es estable ante la aplicaciéon de perturbaciones. Si la informacién se
suavizara un poco o si se afiadiera una viscosidad pequefa a la ecuacién, la solucién
cambia completamente.

Una solucién débil, estable ante la aplicacion de perturbaciones, es la onda de rare-
faccion (Figura 3.5) y es de hecho la solucion generalizada de viscosidad decreciente,

Uy x < upt,
u(x,t) =< x/t ug/t <x <ut, (3.34)

U, X > uUpt.
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FIGURA 3.4: Onda de choque con violacién de entropia.
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FIGURA 3.5: Onda de rarefaccion.

3.4.5. Velocidad de choque

La velocidad de propagacion se puede determinar mediante una ecuacién de con-
servacion. Para la ecuacion de Burgers, si M es grande en comparacién con st, entonces,
M
de acuerdo con (3.7), f M u(x,t) dx debe aumentar a una tasa

5 ety dx = Fe) = flur) = 5 (e + ) (g = ). (3.35)
Por otro lado, la solucién (3.32) cumple con

/A;A u(x, t)dx = (M+st)u; + (M — st)u,, (3.36)

de tal forma que

ar A; u(, ) dx = s(ug — uy). (3.37)

Comparando las ecuaciones (3.35) y (3.37), obtenemos la ecuacion (3.33).

Para una funcién de flujo arbitraria f(u) este mismo argumento conduce a la rela-
cién entre la velocidad de choque s y los estados u; y u,. Dicha relacién se denomina
condicién de salto de Rankine-Hugoniot (R-H):

f(ug) — f(u,) = s(uy—uy). (3.38)
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Para problemas escalares,

flue) = flur) _ [f] (3.39)

S=—T"—"—"—"""=71773,
Uy — u, u]
donde [-] indica el salto de cierta cantidad a través de la discontinuidad. Cualquier con-
dicién de salto es permitida siempre que la velocidad satisfaga la ecuacion (3.39).

Para sistemas de ecuaciones, las cantidades u; — u, y f(uy) — f(u,) son vectores,
mientras que s continta siendo una cantidad escalar. No siempre es posible resolver
s para que la ecuacién (3.38) sea vélida; s6lo estan permitidos aquellos saltos para los
cuales los vectores f(uy) — f(u,) y u; — u, son linealmente dependientes.

Por ejemplo, para el sistema lineal con f(u) = Au, con la condicién (3.38) se tiene

A(uy—u,) =s(uy—u,), (3.40)

es decir, uy — u, debe ser un eigenvector de la matriz A y s su eigenvalor correspon-
diente. Para un sistema lineal, estos eigenvalores son las velocidades caracteristicas. Por
tanto, las discontinuidades sélo se pueden propagar a lo largo de dichas caracteristicas.

Las condiciones de R-H (3.38), en general se cumplen a través de cualquier onda de
choque que se propaga, donde u; y u, denotan los valores inmediatamente a la izquier-
da y a la derecha de la discontinuidad y s es la velocidad instantdnea correspondiente,
que varia junto con u; y u,.

3.4.6. Condiciones de entropia

Como ya se ha mencionado, existen situaciones en donde la solucién débil no es
Unica y se requiere de una condicién adicional para elegir la solucién viscosa fisicamente
relevante. Si bien podemos encontrar la solucién en el limite cuando € — 0, esta no es
una opcioén facil de trabajar. Afortunadamente, se pueden encontrar condiciones mas
sencillas. A continuacién se enuncian cuatro versiones de la condicién de entropia:

Condicién de entropia (versién I): Una discontinuidad que se propaga con velocidad
s dada por la ecuacién (3.38) cumple con la condiciéon de entropia si

f(ug) > s> f(u). (3.41)
donde f’(u) es la velocidad caracteristica.

Condici6én de entropia (version II): La funcion u(x,t) es la solucion de entropia si
todas las discontinuidades tienen la siguiente propiedad,

flu) = fQue) o o fl) = fwr) (3.42)

U—uy U — Uy

para toda u que se encuentre entre 1, y u;.
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Condiciéon de entropia (versién III): La funcién u(x,t) es la soluciéon de entropia si
existe una constante E > 0 tal que

u(x+a,t) —u(x,t)
a

< % (3.43)
paratodaa >0,t >0yx € R.

Condicién de entropia (versién IV): La funcién u(x, f) es una soluciéon de entropia si
para toda funcién convexa de entropia #(u) y sus correspondientes flujos de entropia
P(u) se satisface débilmente la desigualdad

n(u)e+9(u)y <0. (3.44)

3.5. Sistemas hiperbdlicos lineales
Consideraremos el sistema lineal conservativo con funcién de flujo f(u) = Au,
u; + Au, =0, u(x,0) = up(x), (3.45)

dondeu : R xR — R"y A € R™ " es una matriz constante. Este sistema se llama
hiperbélico si A es diagonalizable con eigenvalores reales,

A = RAR !, (3.46)

donde A = diag(A1, Ay, ..., Ap) es una matriz diagonal con eigenvalores reales y R =
[r1]r2] ... |Ey] €s una matriz conformada por eigenvectores derechos. Podemos observar
que AR = RA, es decir,

Ar, = Apr, para p=12,...,m. (3.47)
El sistema es estrictamente hiperbélico si todos los eigenvalores son distintos.
3.5.1. Variables caracteristicas
Podemos resolver (3.45) utilizando la representacién de variables caracteristicas,
v=R'u. (3.48)
Multiplicando (3.45) por R™! y utilizando (3.46) obtenemos
R 'u; + AR tu, =0, (3.49)
o bien, debido a que R~! es constante,

vi+Av, =0. (3.50)
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Como A es diagonal, esta matriz se puede desacoplar en m ecuaciones escalares lineal-
mente independientes,

()t +Ap(vp)x =0 p=12...,m. (3.51)
Cada una es una ecuacién de adveccién lineal con coeficiente constante con solucién
3vp(x,t) = vp(x — Apt,0). (3.52)
Ya que v = R 'u, la condicién inicial para v, es la p-ésima componente del vector
v(x,0) = R lug(x) . (3.53)
La solucién al sistema original se recupera finalmente por medio de la ecuacién (3.48):
u(x,t) = Rv(x,t). (3.54)

Obsérvese que el valor v, (x, t) es el coeficiente de r, en un desarrollo de eigenvecto-
res del vector u(x, t), es decir, la ecuacion (3.54) se puede escribir como

m

u(x,t) =Y vp(x,t)r,. (3.55)
p=1

Lo anterior, combinado con las soluciones de las ecuaciones (3.52) resulta en

u(x, t) = i (x = Apt,0)rp. (3.56)
p=1

Podemos observar que u(x,t) depende solamente de la informacién inicial en los m
puntos x — At, de manera que el dominio de dependencia estd definido por D(%,t) =
{x=x—-At,p=12,...,m}.

Las curvas x = xg + Apt que satisfacen x'(t) = A, se llaman caracteristicas de la
p-ésima familia, o p-caracteristicas. Fstas son lineas rectas en el caso de un sistema
con coeficiente constante. Para un sistema estrictamente hiperbélico, m caracteristicas
distintas pasan a través de cada punto en el plano x-t. El coeficiente v,(x,t) de r, en
(3.55) es constante a lo largo de cualquier p-caracteristica.

3.6. Linealizacion de sistemas no lineales
Considérese el sistema no lineal de leyes de conservacién
u; + f(u), =0, (3.57)
dondeu: R x R — R"y f:R" — R™. La forma cuasi-lineal del sistema es

u;+A(u)u, =0, (3.58)
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donde A(u) = f'(u) es la matriz jacobiana de tamafio m x m.

Podemos definir las caracteristicas integrando los eigenvalores de A (u), recordando
que existen m curvas caracteristicas a través de cada punto. Las curvas x(t) en la p-ésima
familia satisfacen

x'(t) = Ap(u(x(t), 1)), x(0) = xo, (3.59)

para alguna x¢. En este caso A, depende de u —la solucién al problema—, y por lo tanto
no es posible resolver el sistema determinando primero las caracteristicas y luego resol-
viendo un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias a lo largo de las caracteristicas.
Sin embargo, las caracteristicas proveen de informacién valiosa acerca de lo que sucede
localmente. En particular, si linealizamos el problema alrededor de un estado constante
@1 obtenemos un sistemas lineal de coeficientes constantes, con una matriz jacobiana fija,
A(@). A partir de esto, la solucion se puede desarrollar de la forma

u(x,t) =a+euV(x,t) +u@(x,t) +..., (3.60)
donde @ es constante y € es pequefia. Podemos encontrar que u® (x, t) satisface
u + A(@ulV(x, 1) = 0. (3.61)

Perturbaciones pequefias se propagan (de forma aproximada) a lo largo de las curvas
caracteristicas, es decir, x,(t) = xo + A,(@1)t. Se pueden obtener correcciones de orden
superior mediante la retencion de mads términos en el desarrollo. La propagacion de las
discontinuidades y otras singularidades se puede estudiar mediante el uso de expresio-
nes similares.

3.7. Ondas de choque débiles para sistemas

Para un sistema lineal las singularidades se propagan sélo a lo largo de las caracte-
risticas, sin embargo, esto no ocurre en problemas no lineales. En su lugar, la condicién
de salto de Rankine-Hugoniot (3.38) se debe satisfacer para una discontinuidad que se
propaga, es decir,

f(ug) — f(uy) =s(ur —wy), (3.62)

donde s es la velocidad de propagacién. Sin embargo, para discontinuidades muy débi-
les, atin se puede hacer uso de la teorfa lineal. Supongamos que

|lur —wyl| =e < 1. (3.63)

En este caso, el desarrollo de f(uy) alrededor de u, resulta en
f(ur) = f(u,) + £ (w) (u, — w,) + O(€?), (3.64)
de manera que (3.62) implica que f'(u,)(u; — u;) = s(uy — u,) + O(€?) . En el limite

cuando € — 0, el vector normalizado (u; — u,) /e debe aproximarse a un eigenvector
de f'(u,) = A(u,) con s acercandose al eigenvalor correspondiente.
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Capitulo 4

El modelo de flujo sanguineo

4.1. Derivacion de las ecuaciones del modelo
Esta seccién estd basada en Canic y Kim [1].

La sangre fluye hacia todo punto del cuerpo humano a través de los vasos sangui-
neos. Estos se pueden aproximar mediante canales cilindricos estrechos en la escala de
distancias del orden de 10 cm, con simetria alrededor de un eje, y por ello se les conoce
como conductos axisimétricos. Debido a esto, las ecuaciones del modelo del flujo san-
guineo, resultan de expresar las ecuaciones de Navier-Stokes en coordenadas cilindricas
y desarrollarlas en potencias del pardmetro e = Ry /Lo, que representa la razén del radio
(Ro) con respecto a la longitud de la arteria (Lo). En esta tesis se realiza la aproximacién
de las ecuaciones de Navier-Stokes a orden ¢. Dicha aproximacién se denomina método
de la reduccién asintética. Todas las ecuaciones se escribirdn en términos de las coor-
denadas cilindricas, (x,7,0), donde x es la coordenada axial, r es la coordenada radial y
8 es la coordenada azimutal. Las componentes de la velocidad del fluido en estas coor-
denadas son u = (uy, s, ttp). No hay que confundir esta notacién con la notacién de
derivadas parciales. Se estudiara la dindmica de flujo sin vorticidad y en consecuencia
la componente angular de la velocidad fluido se considerara nula, (1#y = 0). Partiendo
de lo anterior, las ecuaciones de movimiento del fluido son:

Ouy | Oy | Quy  19p _ [Pux  1duy  Ouy 1)
at "y T ox pdx |92 " roar = ox? '
ou, ou, ou, 1ap u, 1du, u, &u,
— r— xr— +—=— = — = — . 4.2
ot Ty Ty por V{arz—'—rar r2 axZ] (4.2)
Ademas, se considera que el fluido es incompresible[9], es decir,
duy | 19(rwr) _ (4.3)

ox r or

Para facilitar el andlisis de las ecuaciones de movimiento, éstas se expresardn en
términos de variables adimensionales.
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4.1.1. Ecuaciones adimensionales

Para obtener las ecuaciones (4.1) y (4.2) en su forma adimensional, se consideran las
siguientes cantidades caracteristicas:

U,: velocidad axial caracteristica (a lo largo de x).
U,: velocidad radial caracteristica (a lo largo de r).
Lo: longitud axial caracteristica de la arteria.
Ry: radio interno caracteristico de la arteria.

Con base en éstas se definen las variables adimensionales:

X = Lof, Uy = Uxﬁx,
r = Rof, u, = Uiy,
LO~ 2 ~
= 7t, - u .
8 p=pUip

El pardmetro € se puede reescribir en términos del cociente de velocidades,

R U,
e=—"2="1 (4.4)
LO ux
que se obtienen dividiendo Rg y Lo entre el tiempo caracteristico T, el cual debe ser con-
sistente con todas las coordenadas del sistema, es decir,

Ry Lo
T
u. Uy
La forma adimensional de la condicién de incompresibilidad (4.3) se obtiene apli-
cando la regla de la cadena,

Como las cantidades caracteristicas son constantes, las podemos factorizar de las deri-
vadas parciales. Dividiendo la ecuacién entre U, obtenemos

ar ")+ g 5 ) =0 (9

Debido a que UxR¢/U;Ly = 1, tenemos que
*(?ﬁr) + 7(?ﬁx) =0. (4.6)

De manera similar, se puede escribir la versién adimensional de cada una de las ecua-
ciones de Navier-Stokes (4.1) y (4.2). La ecuacién (4.1) en variables no dimensionales se
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escribe
Uy o, Uiy @, Ueily @, 1U2p0p
Liogf(Uxux)‘i‘ Ro g(uxux) Lo %(uxux)‘kﬁ Lo 0%

U U 1 am | U,
~ [RZ o ' ReFRg oF ' L2 02|’

Multiplicando toda la ecuacién por Lo/ U2, obtenemos

M+%_m%

Oy | ULy iy | dik  Op _ vLy [Pix 190k  Rjoi,
of ~ RoU, " oF = o2 For L2 oF |’

El coeficiente del segundo término del lado izquierdo es U,Lo/RoU, = 1. El dltimo tér-
mino del lado derecho es de orden &2 y por lo tanto se considera despreciable. Después
de realizar las manipulaciones anteriores y multiplicar por 7 se obtiene

_ 01l dily , __ Oily _0p vl [a (ﬁﬁxﬂ

ot T T T T urz Lar o

ar

donde el segundo y tercer términos del lado izquierdo pueden reescribirse consideran-
do las siguientes relaciones

Despejando los términos subrayados en las férmulas anteriores y sustituyéndolos en la
ecuacion de interés obtenemos

Ol d, . _ 0 ,__ 0 ,_ o - i - N%_ vLg i ~%
r¥+§(rurux) uxaf(rur)nLaf(rux) uxaj(rux)vwai— WAL =

El tercer y quinto términos (con signo negativo), al sumarse, constituyen la condicién
de incompresibilidad (4.6), por lo que se eliminan. De esta forma, la ecuacién (4.1) en
variables adimensionales se vuelve

9y 9, 3, 5 a(fp) vl [d (.0
Ty g(rurux) + g(rux) +— = R |or = (4.7)

Aligual que la ecuacién (4.1), la ecuacion (4.2) en variables adimensionales se obtie-
ne aplicando la regla de la cadena,

u, o . u, . o N U, _ o - 1 9 2
Eﬁwﬂr) + Rfourg(ur”r) + Lfouxg(llrur) + mﬁ(ﬁ’uxp)
1 0% 10, . Ui 103

Llru,) — (urur) .

=V Rzar (Ui g5 re T 2ae
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Factorizando los términos constantes de las derivadas parciales y multiplicando toda la
ecuacién por Rg/ UJZC obtenemos,

ROUr a - u%ar a ~ ROu;»ﬁx a - aﬁ
Lo ot )+ 1 a7 ™) T w9 ) or
u 9% _ u, 9 _ U, i, RoU, 92 _
=V Rouz o7 ) + Rouzr a7 () (Uritr)

- RoUZR T [2u2 02

Todos los términos, excepto el de la presion 7 son de orden &2. Por lo tanto, la forma
adimensional de la ecuacién (4.2) es

9P _

5 = 0. (4.8)
La expresion anterior sugiere que la presién permanece constante a través de toda la
seccion transversal del conducto, es decir, f no depende de 7. Es importante recalcar
que éste resultado parte de la suposicién de que los coeficientes que multiplican cada
una de las derivadas en la ecuacién son tan pequefios que dichas componentes se pue-
den despreciar. Hay que tener presente que en este caso estamos suponiendo que el
largo y el radio del conducto arterial tienen una diferencia de varios grados de magni-
tud (Canic y Kim [1] considera, por ejemplo, el caso especifico de la aorta abdominal,
que se encuentra entre las arterias renal e iliaca y cuyas dimensiones caracteristicas son
Ro =0.1my Ly = 0.0082 m). Otros escenarios en donde la dependencia entre la presién
y el radio tiene otra forma se tendrian que analizar caso por caso, pero en principio, con-
siderando la geometria del sistema arterial (conductos largos y estrechos), la ecuacién
(4.8) es valida para la mayoria de los problemas de este tipo.

4.1.2. Ecuaciones promediadas

Las ecuaciones (4.7) y (4.8) se pueden expresar en términos de cantidades promedio.
Para ello es necesario introducir un par de variables adicionales. Sean R el radio interior
del conducto en forma adimensional y (ii,) la velocidad axial promedio a través del
area transversal del conducto, entonces,

1 R
De manera similar, definimos a « como

()

ERCSE

1 R
i /O 2027 dF (4.10)
X

que representa el término de correccién conocido como coeficiente de Coriolis. Este
coeficiente es un ajuste que toma en cuenta la diferencia que existe entre el momento
real y el momento promedio. Cuando el perfil de velocidades ii, es independiente de x,
« adquiere un valor constante.
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Para expresar las ecuaciones de momento (4.7) y (4.8) en términos de (i) y a es
necesario integrarlas entre los limites # = 0 a # = R. Supondremos que la condicién de
frontera en # = R cumple con las propiedades de un flujo laminar, es decir

[ ]r—r = ﬁ[ﬁx]f:[z T (4.11)

Las propiedades del flujo sanguineo permiten estimar un namero de Reynolds bajo (nor-
malmente menor a 2500), lo cual caracteriza a este flujo como laminar o no turbulento.
Al integrar la condicién de incompresibilidad (4.3), resulta

.
Rl + 55 (1) ) = Rgg g =0. @12)

Sustituyendo la condicién de flujo laminar en esta ecuacién obtenemos

OR 9 [,  R?

Podemos reescribir el resultado anterior en forma conservativa:

d s 0 xo o\
R + o2 (R (i) = 0. (4.13)

De manera similar, al integrar la primer ecuacién de momento, obtenemos

- oR
5 / Fily dF — Rlil);_g af"i'R[ﬁfﬁx]?:R
- -, ==
9 R~~2 ~2aR R ap vLo ~ [0,
g ) rrar— RSl [0 thag (2]

Notese que al factorizar R[ily],_z de los términos subrayados en la ecuacién anterior,
estos se cancelan, pues constituyen los términos de la condicién de flujo laminar (4.11).
Adicionalmente, la integral que involucra a la presién puede resolverse ya que j es
independiente de 7 (ver ecuacién (4.8)),

o [R__ o [R_, R29p  wvLy [0
aif\/o ruxdr—l—g/o mxdr_FZBJZ_LIxR%R[a?} K

Finalmente, utilizando las definiciones de (iiy) y « (y multiplicando por 2), se obtiene

0 [ R*(iy) o ([ (ily)*Pu Rop  vLy 5[0
af( 2 >+8x< 2 >+2892_UR2R[8r} (4-19)
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4.1.3. Ecuaciones promediadas en forma dimensional

Utilizando las relaciones entre cantidades adimensionales y dimensionales, pode-
mos obtener la velocidad axial promedio (#i,) en términos de las cantidades dimensio-

nales, es decir,
2
R§ (Rouy r 1

R
R 2 .
() =22 Jy 2Ry Ro uxRZ/o P dr

La velocidad axial promedio en forma dimensional se define como

1 R
Uy) = ﬁ/o 2ru, dr

la cual establece una relacion entre (iiy) y (ux),

<”x> = ux<ﬁx> s

consistente con la transformacién de la componente axial de la velocidad (1, = U, ily).
De manera similar, podemos reescribir el coeficiente de Coriolis en términos de va-
riables dimensionales,

RZ uZ
= u2/ Zmﬁd = 2/ 2rdr . (4.15)

Con la finalidad de simplificar la notacion utilizada reescribiremos la velocidad pro-
medio (uy) simplemente como u. Teniendo en cuenta lo anterior, la condicién de in-
compresibilidad y la primera ecuacién de momento se pueden escribir en términos de
cantidades promediadas y variables dimensionales de la siguiente forma

OR% 9

- T ax (R*u) = (4.16)
3 ko) 4 2 (ar2as 5@_ i
at(R u)—l—ax(ucR )+ o 2vR| = . (4.17)

4.1.4. Viscosidad

Como el objetivo consiste en escribir ecuaciones en términos de las cantidades pro-
mediadas es necesario especificar el perfil de velocidad axial u,. El perfil de velocidad
mas simple es cuando no depende de x por lo que el término viscoso es homogéneo,
obteniendo que « es constante.

Una aproximacién tipica para u, es el flujo de Hagen-Poiseuille,

iy = iju [1 - (12)2] : (4.18)

Con 7y = 2,1a ecuacién anterior describe el flujo de un liquido newtoniano. Por otro lado,
se ha reportado que v = 9 es un valor que se ajusta de manera apropiada a los datos
experimentales [14]. Este valor de 7y corresponde al flujo de un liquido no newtoniano,
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que aproxima razonablemente bien el flujo sanguineo considerando que la sangre es una
suspension de elementos celulares —predominantemente, glébulos rojos— en plasma.
Al sustituir la expresion para uy (4.18) en a (4.15) se obtiene

p=1t2 2 ,
7+1
de donde se obtiene la siguiente relacién
_2—u
L

Notese que para el valor y = 9 se obtiene un valor « = 1.1. Diferenciando el término de
viscosidad (lado derecho) de la primera ecuacién de momento (4.17) tenemos que

fy =2vR [aa”r"} = 2vR<—(7+R2)”> = —2(y+2)vu (4.19)
r=R

4.1.5. Ecuaciones de conservaciéon en forma dimensional

Después de sustituir el término de viscosidad (4.19) en el lado derecho de (4.17)
podemos expresar las ecuaciones (4.16) y (4.17) en términos del area transversal de la
arteria A = 71R? y el flujo volumétrico Q = Au. Las ecuaciones de conservacién de
masa y momento resultan

04, 00

ot ox (4.20)
90, 2 (aQ®\ A __, x 0 '
ot ox\ A pdx  Ta—1 A’

donde se ha escalado la viscosidad v con 7, (v — v). Podemos notar que el escala-
miento A = 71R? no afecta el modelo debido a que la forma del sistema de ecuaciones
se preserva.

Para tener un sistema completo de ecuaciones es necesario especificar la presién, que
esta relacionada con la distensibilidad (propiedad que permite el alargamiento de una
estructura) de los vasos sanguineos. La ecuacién que define la presion es la siguiente

[15]:
AP
p(A):G()((AO) —1). (4.21)

donde A representa el drea de la seccién transversal caracteristica (sin estar sometida
a estrés). El pardmetro Gy es el coeficiente de elasticidad, proporcional al médulo de
Young. Cuando = 2, se obtiene una relacion lineal entre la presién y el 4rea, y propor-
ciona un buen ajuste con datos experimentales. Cuando > 2 la relacién es no-lineal y
en el limite cuando B — oo corresponde a paredes del conducto rigidas.
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4.2. Propiedades del modelo de flujo sanguineo

Las ecuaciones que definen el modelo de flujo sanguineo (4.20) se pueden escribir
en forma conservativa de la siguiente manera:

a <A> ; ( : : ) ( 0 )
= + — 1 aQ B = a Q. (4.22)
at\Q/) ox A +p(5+2>A[p(A)+G0] 204—11/2
En términos de A y u, la ecuacién anterior se reescribe como
Au 0
d < A ) ? ( )
ot \ Au ox (ucAu +p(ﬁ+2)A[p(A)+GO]> 2“_11/u

La forma cuasilineal del modelo es:

0 1
5 <A> ( ) )
= Q 20Q
ot \Q syt pP( ) A

en términos de A y u tenemos

0 0
Jd /[ A 9/ A
at<Au> " (W” ?P’(A) 20 )8<Au> - <—2“ilvu>’ (4.25)

donde

()t )
= x Q1 (4.24)
Q (zzx — 11/2

B
1oay_ OP(A) _ Gop !
prA) = =57 2A0<Ao) : (4.26)

En la siguiente seccién se plantea la solucién analitica correspondiente.

4.3. Solucidon analitica

Esta seccién se basa en las técnicas descritas en [8]. El sistema de conservacion hiper-
bolico (4.25), se puede escribir en forma compacta como:

us+A(u)u, =0, (4.27)

(donde A(u) = f'(u) = 9f /du es la matriz jacobiana de la funcién de flujo f). Tomando
en cuenta la relacion que existe entre la funcion de flujo f(u) y las curvas caracteristicas
de la solucién u(x, t) en el plano x-t, buscaremos una solucion de la forma,

u(x, t) = a(x/t), (4.28)
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de donde se sigue que

w =a - [—x/t,

u, =a’ - [1/t]. (2.29)

Reescribiendo la ecuacién (4.27) en términos de a, sus derivadas y de la nueva variable
¢ = x/t, se obtiene:

—Za'(5) + A(a(f))a’(g) =0, (4.30)
de tal forma que

A(a(£))a'(g) = ¢a'(), (4.31)

es decir, para cada ¢ = x/t, la matriz A(a(g)) (al ser de 2 x 2) tiene dos eigenvalores &
con correspondientes eigenvectores da/d¢ . Esto es,

a'(¢) = a(f)rp(A(a(?))), (4.32)

donde a’({) es un multiplo del p-ésimo eigenvector derecho r, delamatrizA (p = 1,2) y
a({) es un escalar. De esta manera, el problema se reduce a resolver el siguiente sistema
de ecuaciones diferenciales ordinarias,

jlg = a(&)rp(a(f)), (4.33)
¢ =Ap(al?)).

Si derivamos la segunda ecuacion (4.33) con respecto a ¢ y sustituyendo a’(&) con
(4.32), obtenemos

1= VA, a(@r,. (4.34)
Resolviendo para «(¢),
1

Sustituyendo este resultado en la primera ecuacién en (4.33) se obtiene:

da_  r(a()
&~ Vary(@) -1, (0)

La parte de abajo se anula cuando A, (&) no depende de ¢ (es decir VA, (&) = 0 para
todo ¢) o cuando su gradiente es perpendicular a r,({) (campos degenerados[8]).

(4.36)

4.3.1. Aplicacién al modelo sanguineo

Se define la velocidad del sonido como:

= | 2p(a) =2 (:0)!3/2.
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Los dos eigenvalores de la matriz en (4.24) son

Mo =auF \/(x(zx—l)uz—l—cz. (4.37)

Los eigenvectores derechos que corresponden a estos eigenvalores son:

1 1
2= ()\1,2> - <zxu T \/oc(zx —1Du?+ cz> ’ (4.38)

Con la informacién anterior se puede construir una solucién exacta de dos estados
conectados por una onda de rarefaccién en la p-ésima familia, con p = 1, 2. Para ello, se
considera el caso particular con & = 1 (coeficiente de Coriolis) y v = 0, de forma que los
eigenvalores y los eigenvectores ahora se expresan como

Mp=u¥c,
1 (4.39)
1‘1’2 = UTC .

Seaa(g) = (;S) . Obsérvese que, de acuerdo con la ecuacién (4.33), la cantidad da / d¢

es paralela al eigenvector r 5, es decir

d /A 1
4(A)a(,L), ”
Por lo tanto, A
dé,” = (1 F ) gz - (4.41)

Desarrollando la derivada del lado izquierdo y distribuyendo el producto del lado de-
recho de esta tltima expresion, se obtiene,

jg = ijxi?’ (4.42)
o bien, escribiendo ¢ de manera explicita,
jg _ P;)(;\“) ‘;?, (4.43)
donde
o GoB (AN
p'(A) = 24, <Ao> : (4.44)

Para hallar u se partird de la siguiente relaciéon que utiliza la regla de la cadena y que
tiene una forma similar a (4.43):
dg(A) dA

S =g (4.45)
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Se busca una funcién ¢(A) = u que sea la antiderivada de g'(A) = F,/ %. La funcion
g(A) que cumple con tal requisito de forma satisfactoria es

g(A) =F-c. (4.46)

Expresado de otra forma, si se cumple la siguiente relacién

5303

d 4
= (u . 'Bc) o, (4.47)

es decir, 1 + %c se preserva en ondas de rarefaccion asociadas, respectivamente a A4

entonces

(signo positivo) y a A, (signo negativo),

4
u £ —c = constante. (4.48)

p

A este resultado se le conoce como invariante de Riemann. Se trata de valores que per-
manecen constantes a lo largo de la evolucién del sistema y son ttiles para determinar
secciones desconocidas del mismo en el transcurso del tiempo.

4.3.2. Solucién de onda de rarefacciéon

A partir de las consideraciones anteriores, ahora se construye la solucién al problema
de Riemann con condiciones iniciales en donde la solucién corresponde a una onda de
rarefaccién. Las condiciones iniciales estan dadas por

(4.49)

Ay
ay =
()]
an = _= ,
0 Au) ( A, )
ay: A
rur

donde ¢ y r se refieren respectivamente a los lados izquierdo y derecho del sistema,
los cuales estdn conectados por una onda de rarefaccion en la p-ésima familia (donde
p = 1,2 es cada uno de los indices de los eigenvalores de la matriz que define el sistema).
La solucién tiene la siguiente forma:

uy si x/t< /\f,
u(x, t) =< a(x/t) si )\f] <x/t <A (4.50)
u, si x/t> /\;

donde Af, es el p-ésimo eigenvalor del lado izquierdo del problema de Riemann y A}, es
el p-ésimo eigenvalor del lado derecho.
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Paso 1. El procedimiento consiste en obtener el estado de la izquierda a; = (Ay, Apuy)
a partir del estado de la derecha a, = (A,, A,u,). Consideramos entonces que la inva-
riante de Riemann (4.48) establece

4 4
u, £ Bc, =uy=+ BCg, (4.51)

donde ¢, y c; son la velocidad del sonido evaluada con A, y Ay, respectivamente. Espe-
cificamente, c, estd dada por

G [ ANP?

Paso 2. Tomando en cuenta que /\; = U, F ¢y, se elige una )\f, < A;. Este requisito es
indispensable para satisfacer la condicién de entropia en el contexto de las ondas de

rarefaccion.

Paso 3. Las variables A, y u, deben satisfacer las siguientes invariantes de Riemann,

4 4
uy £ BCg =u,+ Bcr (4.53)
ugFop=Ay, (4.54)

en donde, el lado derecho de este par de ecuaciones se conoce en este punto, por lo cual
s6lo queda despejar las incégnitas cy, 1, y, consecuentemente, Ay,

=+ <4+ﬁ;3> (ur + ch — Af,) ) (4.55)
e () e
Ay = Ag Go(f%ﬁfr)él)z <u, + ;c, — Af,)zl (4.57)

Paso 4. Recordando que A, = { = x/t, con la informacién recién obtenida podemos
determinar la solucién a(x/t) que se encuentra entre los estados a; y a,. Dicho de otra
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manera, rellenaremos la solucién para los casos en donde /\fj < x/t < A!, esdecir,

Ay si x/t< Afg
2pp 4 )2 2P : ¢ r
A(x,t) =< A W(ur + BCr — 7) si /\i? <x/t< Ap (4.58)
(Ar si x/t> Al
Uy si x/t< )\f,
u(x,t) = (ﬁ)% + (%) (ur + %cr) si /\f; <x/t< A (4.59)
Uy si x/t> )\;,

4.3.3. Solucién de onda de choque y matrices de Roe

En esta subseccién se construye la solucién al problema de Riemann con condicio-
nes iniciales en donde la solucién corresponde a una onda de choque, considerando el
problema en donde el término fuente esnulo y & = 1.

Sean ay = (Ay, Apuy) y ar = (A, Ayuy) dos estados de un problema de Riemann co-
nectados por una onda de choque que se propaga con velocidad s. Para ello es necesario
que se satisfaga la condicién de Rankine-Hugoniot (3.38),

Af(u) = sha,
A Au B A< A ) (4.60)
Au? + %A[p(fl) +Go] ) *\Au)

La condicién de estabilidad del sistema para el caso de las ondas de choque establece
que Aﬁ > A;, dondep =1,2.
Considérese la siguiente ecuacién de eigenvalores,

A(ay, a,)Aa = sAa, (4.61)

donde s es el eigenvalor y Aa es el eigenvector correspondiente. Obsérvese que, de acuer-
do con las ecuaciones (4.60) y (4.61), es necesario encontrar la matriz A(ay, a,) que cum-
pla con la ecuacion de eigenvalores y, por extension,

Af(u) = A(ay,ar)Na. (4.62)

Dicha matriz A(ay, a,) recibe el nombre de matriz de Roe. (Ver [16] para més detalles).
Para simplificar el ejemplo con el que obtendremos la matriz de Roe de este sistema,
consideraremos 8 = 2, de tal forma que,

B Au _ (ann ap A
Af(u) = A< s A2> - <a21 "2 )A 1) (4.63)

donde a;; (i,j = 1,2) representan los elementos de la matriz de Roe A(ay, a,) que es
necesario encontrar. Por inspeccién, a;; = 0y a;p = 1.
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Para obtener el elemento ay; de la matriz A(ay, a,) se considera primero el segundo
término de la segunda componente del vector Af(u), es decir,

A? A+ A _
A(GO> _ S0 At A 4 B0 gaa = 2pa, (4.64)
pAo 2 pAy 2 pAo
donde A = (A;+ A,)/2 es el promedio entre los estados a la derecha y a la izquierda

de la onda de choque, y ¢ = , /pGTOUA es una linealizacién de c.
Ahora pasamos a examinar los términos que contienen a la variable u:

d(Au?) 9 ((Au)2

- — — 2
v > 2u(Au)y — u*Ay. (4.65)

La expresion anterior se puede escribir en términos de diferencias finitas utilizando una
linealizacién para u, que llamaremos 1,

A(Au?) = 20N (Au) — 1°AA. (4.66)
Pasando todos los términos al lado izquierdo de la ecuacién obtenemos,
AAD* —2A(Au)i + A(Au?) =0, (4.67)

que es una ecuacién cuadratica cuya solucién en términos de la férmula general es

A(Au) £ /(A(Au))2 — AAN(Au?)

= AA

. (4.68)
El término dentro de la raiz cuadrada se puede simplificar de la siguiente forma,
(A(Au))* — AAA(Au?) = A, AAu?. (4.69)

donde Au? = (u, — uy)?. Por lo tanto,

A(Au) + A A (uy — uy)

=

AA
_ Ay — Apug £ VA AU TV AA
AA
. \/Aru,(vAr + \/Ag) + \/Aglxlg(\/ A £ VAg)
AA '

El término del denominador, AA, se puede expresar como

A = (VAP — (VAP = (VA = VA) VA + VA).

Teniendo en cuenta esto tltimo, se obtiene:
VA

i~ () () v

(4.70)
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A partir de la ecuaciones (4.64) y (4.66) (con la linealizacion definida en la ecuacién
anterior), se hallan las componentes restantes de la matriz de Roe,

0 1
A= (52 2 2ﬁ> , (4.71)

. 1 : A
cuyos eigenvalores son A1» = ( . _ . |. Se dice entonces que los estados a; = ¢
’ aF ¢ Aypuy

A . e
ya, = ( A ; > estdn conectados por una onda de choque en la p-ésima familia si
retr

o A-A N (1
sam (74 Y 2a(,L), am

donde p = 1,2, y k es una constante de proporcionalidad. La velocidad de la onda de
choque s estd dada por
s=1uFC. (4.73)

La construcciéon de la solucién se realiza siguiendo los pasos que se enumeran a
continuacién. Tomaremos como ejemplo el caso del eigenvalor A, = i + €.

Paso 1. Elegimos A,y u, dados y tomamos en cuenta el eigenvalor A}, = u, + ¢,.

Paso 2. Escogemos A5 > A, tal que Ay = uy + ¢;. Hacemos esto porque queremos
satisfacer la condiciéon A, > A,.

Paso 3. A partir de la definicion de Aa en (4.72), se puede escribir lo siguiente:

A — Ay =k
Aty — Agug = k(ﬁ + é) = (Ar - Ag)(ﬁ + é)

A su vez, podemos descomponer A(Au) de la siguiente forma:
A(Au) = usAA + AsAu,
donde

u(;:éug—l—(l—&)ur,

As = (1—8)Ay+ 64,

_ VAL
VAZ+ \/Ar

Considerando que A(Au) = AA(i1 + ¢) y tomando us = i, tenemos que

0

UAA + AsAu = 1AA + CAA.
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Por lo tanto,
AsAu = EAA.

Desarrollando A; tenemos que

As = (1=6)Ar+ 64, = /ANA,,

y, consecuentemente,
APAAu = CAA.

Despejando u, de la ecuaciéon anterior, tenemos que

LA
VAR
donde
CAA [ Gy Art A (A — Ay)

VAA,  \ pAs 2 VAA,
Tomando en cuenta que Au < —Ac, equivalentemente tenemos que
CAA
vV AéAr

SiAA < Oentonces A; > A,y porlo tanto ¢y > ¢, con Ac < 0. De otra forma, si AA > 0
entonces A, > A,y por lo tanto ¢, > ¢y, con Ac > 0, lo cual es una contradiccién.

< —Ac.
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Capitulo 5

Métodos numéricos

En este capitulo se analizan varios algoritmos numéricos para resolver las ecuacio-
nes para el flujo de sanguineo. Especificamente, se consideran métodos apropiados de
diferencias finitas para leyes de conservacién hiperbélicas. También se analizard la ro-
bustez de los distintos algoritmos tanto en sistemas de ecuaciones lineales y en sistemas
de ecuaciones no-lineales.

Empezaremos considerando un sistema hiperbolico lineal de dimensién m, en don-
de u(x,t) = (uy,...,uy) es el vector de cantidades conservadas y A es la matriz de
coeficientes de la funcién de flujo,

u; +Au, =0, (5.1)

o bien, la expresioén equivalente
u+£f, =0, (5.2)

donde f(x,t) = Au(x,t). La condicién de hiperbolicidad exige que la matriz A sea
constante con eigenvalores reales y que sus eigenvectores formen una base.

El dominio se discretiza en celdas I ;= [x]- — Ax/2, xj+ Ax /2], donde Xjes el centro
de la celda j, y Ax es el tamafio de la celda que se esta relacionado con la resolucién del
método. El tiempo se discretiza como t, = nAt y en donde At representa el tamafio del
paso del tiempo y n = 1,2,.... Se desea aproximar la solucién verdadera en (xj,t,) y
las distintas aproximaciones numeéricas se denotardn por

U](n) ~u(xj, ty).

Existen diversos métodos numéricos disponibles para discretizar el sistema (5.1).
(Ver [8] para mds detalles). A continuacién describiremos algunos de estos métodos,
ilustrandolos con sus plantillas (stencils, Figura 5.1), las cuales son figuras que resumen
los puntos desde los que se actualiza la solucién en el siguiente paso del tiempo. En la
siguiente seccién analizaremos la precision y estabilidad de algunos de ellos.

Método de Euler hacia atrds (backward Euler) (Figura 5.1a),

(1) _ ¢(n) At (n+1) _ y(n+1)
S 2AxA<Uj+1 U] )
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Método de Euler hacia adelante (forward Euler) (Figura 5.1b),

(n+1) _ gq(n) At (n) _ yi(n)
S ZAXA(U].H U]._1>‘

Método lateral por la izquierda (one-sided left) (Figura 5.1c),

(n+1) _ yq(n) At (n) _ 1(n)
U = ul AxA(U]. U]._1>.

Método lateral por la derecha (one-sided right) (Figura 5.1d),

(n+1) _ yq(n) At (n) (0
Ut = o - = (U].+1 Ul )

Método Lax-Friedrichs (Figura 5.1e),

Uty _ 1<U(n)

j S (U + Ut - ﬁA<U(n) -u)

j+1 2Ax

Método Lax-Wendroff (Figura 5.1f),

(1) _ yq(n) At () yy(n)
U = ul 2AxA(Uj+l Uj_1)+

(a) Método backward Euler.

tn+1 L L J

(d) Método one-sided right.

tn+1

ty

Xi-1 X; X1

(b) Método forward Euler.

tn+1

(e) Método Lax-Friedrichs

tn+1

ty

Xi-1 X; Xi+1

(c) Método one-sided left.

tn+1

ty

Xi-1 X; Xi+1

(f) Método Lax-Wendroff

tn+1

X 4 x]' x]'+1

FIGURA 5.1: Métodos numéricos de diferencias finitas para el problema

lineal u; + Au, = 0.
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5.1. Error de truncamiento

El error local de truncamiento £ es una medida para saber qué tan bien modela
el método de diferencias finitas a la ecuacién diferencial. El error de truncamiento se
define reemplazando la solucién aproximada U](") en la ecuacién de diferencias finitas

por la solucién verdadera u(x;, t,).

Definicién. Para un método general de dos niveles, el error local de truncamiento se define
por

£ = i[u(x,t—k At) = H(u(- );x)], (53)

donde H es un operador que representa al método de diferencias finitas que se estd analizando,
Ut = 1 (U ). (5.4)

En referencia al error de truncamiento, nos serd ttil recordar las siguientes expansio-
nes de Taylor en el espacio y el tiempo,

At? At
u(x,t+ At) = u(x, t) + ut(x, t)At -+ utt(x, t)T + uttt? +...,
Ax? Ax3
u(x+ Ax, t) = u(x, ) +uy(x, t)Ax + uxx(x,t)T + U = +...,
Ax? Ax3
u(x — Ax,t) = u(x, t) — ue(x, H)Ax + ury(x, t)Tx - uTx o

5.2. Condicion CFL

Courant, Frierichs y Lewy descubrieron que una condicién necesaria para la estabi-
lidad de cualquier método numérico es que el dominio de dependencia del método de
diferencias finitas incluya al dominio de dependencia de la EDP, al menos en el limite
cuando Ax, At — 0. Esta condicion es conocida como condicién CFL.

La condicién CFL establece que la distancia que viaja la informacién durante cada
intervalo de tiempo a través de la malla, debe ser menor a la distancia entre los elemen-
tos de la malla. En otras palabras, la informacién de una celda debe propagarse sélo
hacia sus vecinos inmediatos.

La condicién CFL sélo es una condicién necesaria para la estabilidad, mas no sufi-
ciente. La condicién CFL toma distintas formas dependiendo del método numérico y la
estructura de sistema hiperbdlico.

5.3. Analisis de von Neumann

En una dimensién, el analisis de estabilidad de von Neumann consiste en buscar
soluciones numéricas de la forma

u™ = Arel, (5.5)
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cuya norma es simplemente

u™| = .

Dicha solucién crece o decrece bajo circunstancias especificas, lo cual indica la condicién
de estabilidad del método numérico aplicado al sistema,

— 400 si |A| >1 (inestable)

n—-+4o0

u™ =4 ——0 si |[A| <1 (estable) (5.6)
n——+oo
constante si |[A|=1 (neutral)

5.4. Meétodos numéricos para la ecuacién lineal de transporte

En esta seccién analizaremos el desempefio de los métodos arriba descritos. Por un
lado, analizaremos la precisiéon del método; en el limite cuando At,Ax — 0y las di-
ferencias finitas se vuelven derivadas, el error de truncamiento debe converger a cero
si la discretizacion es consistente con la ecuacién. Para At, Ax fijos, se puede utilizar la
expansion de Taylor para medir el orden del error de truncamiento.

Por otro lado, se ha observado en la literatura que las soluciones numéricas pue-
den crecer de manera exponencial en el tiempo si no se toma un tamafio del paso lo
suficientemente pequefio, dependiendo del método. Mediante el anélisis de estabilidad
de von Neumann para la ecuaciéon de transporte lineal, se pueden llegar a condiciones
especificas que garantizan que tal problema no exista.

Considérese la ecuacién de adveccion lineal como un problema de valores iniciales

ur +au, =0, a = constante, (5.7)
u(x,0) = up(x), —oo<x<o0. (5.8)

Sabemos que la solucién consiste en un desplazamiento espacial de la informacién
a velocidad g,
u(x,t) = up(x —at). (5.9)

A continuacién se presenta el andlisis de estabilidad de algunos métodos numéricos
tomando como base la ecuacién de adveccién.

5.4.1. Método upwind

El primer método a analizar estd dado por la siguiente férmula

(n+1) _ qq(n) _ (n) _ qq(m)
u™t =u —c(u -u), (5.10)
donde C = aAt/Ax se conoce como el nimero de Courant. Este método tiene un error
de truncamiento, £ = O(Ax, At), de primer orden en el espacio y en el tiempo.

Con el fin de encontrar expresiones para |A|, sustituimos (5.5) en la férmula anterior
para obtener,

An-i—lelkx]- — Anelkxf —C\" <ezkxj o elkx]-,l) )
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Dividiendo la ecuacién anterior entre A" tenemos,
A=1—C(1—e* 8y =1 - C+ Ce ¥, (5.11)

Esta expresion describe un circulo de radio |C|, con centro en (1 — C,0) (Figura 5.2). Las
condiciones de estabilidad se reducen a las siguientes:

si 0<C<1 — estable,
si C >1 = inestable,

si C <0 — inestable.

estable inestable

I_Cf{KCﬁH
T

FIGURA 5.2: Andlisis de von Neumann para el método lateral.

El valor de la funcién en el nodo (j,n + 1) se representa como LI]-("H) y se puede
expresar como una combinacién lineal convexa:
u™ =@a-ou”+ c u", (5.12)

] R
——
[0,1] (01]
y por lo tanto, no se generan nuevos maximos en la solucién numérica si la condicién
0 < C < 1 se cumple (condicién CFL). Para 2 > 0 y con una resolucién dada, la
restriccion de estabilidad en el tamafio del paso en el tiempo esta dada por

Ax
At < —.
- At
Esta restriccion es razonable en el sentido de que At decrece linealmente con respecto a
la resolucién Ax. Dado que At, Ax > 0, el método numérico (5.10) nunca sera estable si
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a < 0. Para este caso,

(1+1) _ {7 (n) _ 44
uy = uf —c<uj+l—uj )

la condicién de estabilidad estd dada por —1 < C < 0.
Entonces, para la version del esquema upwind de primer orden, se considera

(n) (n) (n) i
u —c(u - u si a>0
(1) _ ) g™y = W ’
u" = u ICI(U- © Y )‘ {ui”)cé u(”)g si <0
] 7

(5.13)

~

con |C| <1

5.4.2. Meétodo Lax-Wendroff

La precisién del método numérico definido por la ecuacién (5.10) se puede estimar
al evaluar el error de truncamiento del desarrollo en serie de Taylor a primer orden de
la siguiente expresion:

u(x, t+At) —u(x,t) u(x,t) —u(x — Ax, t)

€= At ta Ax ’

Como se mencioné anteriormente, el error de truncamiento es de orden O(Ax, At). La
precision del método se puede mejorar al considerar términos de orden superior en el
desarrollo de la serie de Taylor,

At? AP,
u(x, t+ At) = u(x,t) + Atuy + Tutt + ... =u+ At(—auy) + T(H Upy) + ...
m @b oy L (AN ey
n n n n n n
~U - g (U - U + 3 (m) (s —2u" + ).

Este esquema numérico se conoce como Método Lax Wendroff y es de segundo orden
tanto en el espacio como en el tiempo, £ = O(Ax?, At?),

1) _ ) Crm N L CE ) o) )
u"tl =ut - = (U - ut) + (Ut —2u u) . as)

Para poder relacionar esta extension con el esquema numérico de primer orden, no-
temos quesia > 0,

(1) _ ¢7(m) (n) (n) 1 (n) (n) (n)
u" = u —c(u —u) - sca-o)(ul —2u +u) . 616
upwind viscosidad decreciente

El método Lax-Wendroff se puede ver como un esquema de diferencias finitas hacia la
izquierda (o hacia la derecha), més un error que se asocia con el término de viscosidad:

1 (n) ) Y . 1 , 2
—5C =) (U —2u + U} ) ~ —5C(1 = Chuna(xj, ta) A5
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Este error disminuye al aumentar la resolucion espacial, Ax — 0.
Al igual que en casos anteriores, es necesario implementar un anélisis del tipo von
Neumann para el esquema Lax-Wendroff. Para ello se buscan soluciones de la forma

U].(") = A", Sustituyendo en el esquema, se obtiene
A =1—C?*(1 — cos(kAx) + iCsin(kAx)), 517)
IA]? = (1-C*(1- Cos(kAx)))2 + C?sin?(kAx) . '

La condicion de estabilidad se satisface cuando |C| < 1, sin importar el signo de a.

5.4.3. Meétodo de diferencias centradas

Debido a que el método de diferencias centradas es de segundo orden en el espacio,
es pertinente cuestionar cudndo se usa este método.

u(x 4+ Ax, t) —u(x — Ax, t)

Uy + O(sz).

2Ax
Para responder, se usa la aproximacion de Euler en el tiempo, obteniendo el siguiente
esquema,
(n+1) _ gm _ C (0 _ g
uy = u - = (U - u). (5.18)

Repitiendo el andlisis de estabilidad de von Neumann se puede demostrar que el méto-
do siempre es inestable,
A =1+ Csin?(kAx) > 1. (5.19)

5.4.4. Meétodo Lax-Friedrichs

Una forma de resolver el problema de estabilidad de las diferencias centradas es
mediante el método Lax-Friedrichs definido por el siguiente esquema:

(1) _ 1) (n) alt .- (n) (n)
u = S (u ) - s (U - uh) 5.20)
1 n ]- n .
= Eu].(_)l(l +C)+ Eu].(+)1(1 — Q).

donde C representa la viscosidad del sistema que en el siguiente parrafo se demuestra
que es pequefia comparada con la unidad.

(m) Ay (n)
gt — g g(u(n) -~ ugn)) N Ax? (U]-—1 2U; + U]+1)
] ] 2\ Tj+l j—1 2 Ax2 )
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1.2
1k
I g
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I
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I
0.8
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I
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0.4 [
|
I
— — Condicion inicial |
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One sided |
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Central-Upwind I &
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FIGURA 5.3: Comparacién de distintos esquemas numéricos.

Como es de esperarse, el término regulador C tiene su efecto en la estabilidad. El
andlisis de von Neumann establece que, para A:

An—I—leikxj — 1/\71 (eikxj,l + eikxjﬂ) — CA" (eikxj,l . eikxjﬂ)
2 7
3= 1<efikAx]- n eikAx) B %(eimxj B efikAx) (5.21)

2
= cos(kAx) — iCsin(kAx) .

Asi pues, la condicién de estabilidad se reduce a |C| < 1.

La Figura 5.3 muestra la soluciéon numérica de una solucién de Riemann de la ecua-
cién de adveccion lineal. Como se observa, el método de Lax-Wendroff, de segundo
orden, presenta oscilaciones cerca de las discontinuidades.

5.5. Monotonicidad

Para eliminar la posibilidad de oscilaciones cerca de las discontinuidades, un reque-
rimiento adicional para el método numérico es que preserve la monotonicidad. Un mé-
todo monétono es aquel en donde, si tenemos dos soluciones posibles V' y U, entonces,

7

(n) < ¢y (1) < 7y(n+1)
izl oy Vie 24
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para todo par de soluciones V' y U. Estos métodos tienen la caracteristica de prevenir
oscilaciones numéricas, como aquellas que se pueden observar en métodos de segundo
orden. La norma ¢; de dichos métodos va disminuyendo conforme avanza el tiempo

ijm —ul

> HV'(nH) _ynty
0 J )

0o

Se sabe que cualquier método monétono es a lo mds de primer orden (ver teorema 15.6
de [8]).

Si bien un método de segundo orden proporciona mayor precisién cuando las so-
luciones son suaves, éstos no son mondétonos y por lo tanto son altamente inestables
y generan oscilaciones en soluciones discontinuas (no suaves). Por lo tanto, es necesa-
rio introducir un método que combine las propiedades de precisiéon de un método de
segundo orden y de estabilidad y monotonicidad de un método de primer orden. A
continuacién se presentan un par de métodos que cumplen con estas propiedades.

5.6. Métodos de alta resolucion

5.6.1. Método upwind de alta resolucién

La idea de este método consiste en combinar los métodos one-sided y Lax-Wendroff.

One-sided Método de primer orden en el espacio y el tiempo, £ = O(Ax, At),

gt g C(u}”) _ Uff)l) _ (5.22)

jone-sided — ™j
El método es estable cuandoa >0y 0 < C < 1.

Lax-Wendroff Método de segundo orden en el espacio y el tiempo, £ = O (Ax?, Af?),

(n+1) ) Crm m\ , C (n) | 77(n)
Uiw = U, _§<Uj+1_ujfl)+7<uj+l_2uj +uj—1)' (5.23)

El método es estable si [C| < 1, no obstante, presenta oscilaciones cerca de las
discontinuidades.

La idea de combinar ambos métodos consiste en tomar la técnica de Lax-Wendroff
y reescribirlo como one-sided mds una correccién. Para ejemplificar se considera el caso
a> 0.

n+1) n+1 C n) n n C? n n (n
U]SLW) - uj(,one—)sided left — » (uj(—i-l - 2uj( ) + uj(—)l) + 5 <uj(+)l - zu]'( ) + uj—)l)
2 2 (5.24)
) R RN AN P (1) oy q(m) | () '
=u —c(u -u) - Jca-o)(ul —2u +un) |.

El método anterior resulta de alta resolucién al incluir las siguientes modificaciones,

n n n n 1
u"t =u - c(u - u) - ;C(1-C)(AxD; ~AxD;1),  (5.25)
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donde

AxD; = (u]@1 - u}”’)cp(ej) . (5.26)

Noétese que cuando ¢ = 1 se obtiene el método original de Lax-Wendroff. El pardmetro
t; es una medida de las discontinuidades de la solucién,

Uy — Uy
0 = m , (5.27)
dondej =j—1.
Si Uj es suave, entonces 6 — 1. La funcion ¢(6;) estd definida por pedazos de la
siguiente manera:
0 si 9]' <0
0, si 0<6,<1 (5.28)
1 si 6;>1.

P(0;) =

Entonces, el método se reduce a

AxD; = minmod (U} — U™, Ut —u'")), (5.29)
donde
a si |a|<|bl y ab>0
minmod(a,b) = b si |b|<|a] y ab>0 (5.30)
0 si ab<O.
En el caso cuando a < 0,
D) _ (et ) Cru™ _ou™ ™Y+ € (g oy 4 g™
iow = Y one sided right T §< i1 AU+ jfl) T\ el T jfl)
_ 1 (m) _mY 1 (n) (m) 1 qm
=u —c(uf} -u") +5ca+v) (U —2u +u).
(5.31)

Sin importar el signo de a, el método upwind de alta resolucién se reduce a la si-
guiente expresion:

(n+1) _ () (n) ()
u; =U; sgn(a)C(U; U].

conj = j—sgn(a).
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5.7. Esquema semi-discreto central para leyes de balance hiper-
bélicas

A continuacién se presenta el esquema a utilizar para la solucién numérica del siste-
ma de leyes de conservacion hiperbélicas de interés,

W; + (F(W)), =S. (5.33)

X

Sea A la matriz de coeficientes de F. En forma cuasilineal, la ecuacion anterior se escribe

como
W+ AW, = S. (5.34)

Para el esquema numérico semi-discreto central se define una malla con celdas

he= [y,
en donde el centro de la celda es x;, con interfaces en x.1/2 = x; = Ax/2. El promedio
de las cantidades en cada celda I; se obtiene integrando con respecto a x,

O=ae ) 0

1
2
De esta forma, el promedio de W(x, t) en la celda I; esté definido por

— 1
A%

X.
() = B/ W (x, ) dx & W, (5.35)
X

i

y equivale a una versién semi-discreta de la solucién, pues sélo se discretiza en x.

5.7.1. Flujo numérico

El objetivo es obtener una aproximacién de segundo orden en el espacio y segundo
orden en el tiempo (esto dltimo utilizando un esquema Runge-Kutta). Por lo tanto,

;WﬁAlx(F(W(xH;ft)) —F(W(xff%'t») =S (5.36)

En principio, el flujo F (W (x]- +1 )) se desconoce considerando que en cada celda de la
discretizacion, la solucién es constante por pedazos, por lo que tenemos discontinuida-
des en la interfaz entre cada par de celdas. Teniendo en cuenta lo anterior, el flujo en la
interfaz se reemplaza por un flujo numérico de la siguiente forma:

iw, + Hf"‘% —H;
dr '/ Ax

NI—

=3, (5.37)
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donde
CE(WL ) e F(WEL () at e
H t_afi% Ji%() “ixl Ji%() Pt Tl WT () —W-
jep(t) = at  —a; Yo o J’i%m 37
s IESRINNES
(5.38)
y donde
_ s Ax_ L e Ax,
Wiy =Wt 5 Wi Wiy =Wim 5 W,
_ —  Ax_ " — Ax_
w]+% == W] + TW]/ W +] Wj+1 7 j+1 7
con

1 . W. AW W
W; = Bmmmod((fowj', AMoWj, aA W),

con1 < & < 2. La funcién minmod tiene la siguiente forma,

min(x;) si x; >0Vj
j
minmod(xy, X2, ..., x;) = méx(x;) si x; <0V (5.39)
]
0 en otro caso

y los argumentos que utilizaremos son

Wi —W._ _ W, —W._

j+1 j—1 j j—1

v 7 AW =L T
2Ax g J Ax

Wi — W,

v (5.40)

KW = , AW, =

Por tdltimo,
a’ :méx</\fr] LA ,O), a_ :méx</\f“] LA ,0),
J*E3 jE22" jEa2 JE3 jE AT L

recordando que /\?Et , son los eigenvalores de las matrices asociadas al sistema.
2

5.8. Soluciéon numérica

Para el caso que nos atarie, utilizaremos una versién simplificada del flujo numérico,

F(W5,0) +F(Wy0) oy
2 )

H

IES

NI—=

WL -W). 5.41
( fEr T E 64D
El segundo término del flujo numérico (la componente de segundo orden) se sustituye
por un término de viscosidad decreciente de forma 7AxW,,. El término viscoso intro-
ducido por conveniencia estd determinado por
a1 = max ‘A’? 1

j J£2 '




67

Capitulo 6

Resultados numéricos

En este capitulo se presentan los resultados del anélisis numérico del modelo des-
crito en el Capitulo 4. Se usard un esquema de tipo central-upwind como se describe
en el Capitulo 5. En cada ejemplo numérico se tratan de verificar distintas propiedades
del modelo y se intenta comprobar la robustez del esquema numérico. En particular, en
aquellos casos en donde se tienen soluciones exactas para problemas de Riemann, es
de interés comparar las aproximaciones numéricas propuestas con la solucién exacta.
De esta forma se tendra confianza en aquellos casos en donde no existe una solucién
exacta disponible con la cual comparar. También se analizan las perturbaciones a los
estados estacionarios para observar la transicion de dicho desequilibrio. Finalmente, y
una vez verificada la robustez del esquema numérico, se consideran casos més realistas
relacionados con el ciclo cardiaco y la oclusién de una arteria.

6.1. Problema de Riemann

En la préctica, y debido a la no linealidad de las ecuaciones de flujo, no es posi-
ble obtener soluciones exactas del modelo. Es por ello que necesitamos hacer uso de
las aproximaciones numéricas, las cuales si bien no satisfacen estrictamente la forma
diferencial de la ecuacién hiperbélica, si satisfacen su forma integral. No obstante hay
una excepcion que no requiere de aproximaciones numéricas, pues se puede obtener
de manera analitica. El problema de Riemann, en forma vectorial, consiste en la ecua-
cién u; + Au, = 0 (donde u = (A, u)), en conjunto con las condiciones iniciales que se
definen como constantes por pedazos,

(Aér ué’) si xg < x < Xgisc,

(A, u)[x,0] = (6.1)

(A, uy) SI Xgise < x < 1.

donde x4isc €s el punto en el espacio donde se encuentra la discontinuidad y los subin-
dices ¢ y r denotan el valor de los pardmetros de interés a la izquierda y a la derecha de
dicha discontinuidad.

En este caso se usaron condiciones de frontera libres, es decir, se toman condicio-
nes de frontera del tipo Neumann con derivada cero en los extremos. Es bien conocido
que en estas situaciones, la solucion fisicamente relevante consiste de una propagacion,
ya sea de ondas de choque u ondas de rarefaccion, cada una de ellas asociada con ca-
da eigenvalor de la matriz de coeficientes de la forma cuasilineal (4.24). Como primer
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FIGURA 6.1: Solucién a t = 0.14s para el problema de Riemann (6.1) con
pardmetros dados en (6.2). La solucién exacta se muestra con la linea azul
y la numérica con la linea roja.

ejemplo numérico, se eligen los pardmetros
0621, ,322, G():l, A()Zl, p():l, v=20.

Como se observa, no se han especificado las unidades y se interpreta el modelo como
adimensional. El tinico propésito es analizar la estructura de la solucion analitica y com-
pararla con su aproximacién numérica. El dominio estd definido por [xg = 0,x; = 1].
Las condiciones iniciales para este problema de Riemann son

Ap=19792, u,=17488, A, =1, u, =2. (6.2)

La solucién al problema se construye de acuerdo a (6.1). Se inicia comenzando con el
estado en la derecha (A, u,), se encuentra un estado intermedio conectado por una
onda de choque (A, = 1.3, u,, = 2.2822), y a su vez, un estado a la izquierda conectado
por una onda de rarefaccién (Ay, uy).

La Figura 6.1 muestra la solucién numérica usando una malla con resolucién de 500
puntos, Ax = (x1 — xp)/500. Como es evidente, la solucién numérica representa una
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muy buena aproximacién a la solucién exacta, pues los puntos que conforman ésta tl-
tima se encuentran muy cercanos a la primera. Se observa que la aproximacién es muy
precisa, incluso cerca de la onda de choque. El método numérico captura muy bien la
posicién de la discontinuidad conforme avanza el tiempo. En situaciones en donde el
método numérico no es robusto o no es conservativo, la captura de las ondas de choque
suele ser muy deficiente. El perfil viscoso que se observa cerca de la discontinuidad es
tipico de cualquier algoritmo numérico. Finalmente, se observa que la onda de rarefac-
cién es también precisa, no obstante, los efectos de la viscosidad numérica se acenttiian
solamente cerca de los extremos.

6.2. Perturbacion de un estado estacionario

La segunda prueba numérica se enfoca en la perturbacion de un estado estacionario.
Si la condicién inicial para el flujo sanguineo tiene un radio constante y una velocidad
constante cero, el flujo no varia en el tiempo (con las condiciones de frontera adecua-
das). Los estados estacionarios se generan cuando hay un equilibrio entre los gradientes
de flujo y los términos fuente. Cuando un método numérico no es robusto, se podrian
generar errores significativos al no reconocer tal equilibrio. Se espera entonces que para
perturbaciones de estados estacionarios, la perturbacién evolucione de forma transito-
ria y se propague por todo el dominio. Una vez que la perturbacién salga de éste, se
espera recuperar el estado estacionario original, sin la presencia de ruido numérico.

Los parametros del modelo en este ejemplo estdn dados por

x=11 p=2, Gp=4x 10*Pa, Ry = 0.0082m,

6.3
Ao = mR3, po=1050kgm>, v =327 x107°. (6.3)

El dominio de este modelo es [0, 1] y x estd dado en metros. La condicién inicial esta
dada por u(x,0) =0,y

A i 04m <x<05m,
A(x,O):{ o+te si m< x < m (6.4)

Ag en otro caso,

donde la perturbacién inicial es € = 0.1 x Ay.

Cada renglén de la Figura 6.2 muestra la solucién a ¢t = 0.0, 0.01, 0.02, 0.05s. Se
han usado condiciones de frontera libre. La columna de la izquierda muestra el radio
de la arteria y la columna de la derecha muestra la velocidad, ambos como funciones
de la posiciéon dentro del conducto. Se observa que la perturbacién inicial se propaga a
lo largo de la arteria, debido a la presion. Una vez que la perturbacién sale del dominio
a tiempo t = 0.1s, se recupera el estado estacionario original. Si el método no fuera
robusto se observaria ruido numérico espurio. Dicho ruido suele violar las leyes de
conservacion de Euler, por lo que el modelo resultante seria fisicamente invalido.
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FIGURA 6.2: Perturbacién de un estado estacionario. Cada renglén repre-

senta la solucién a los tiempos t = 0.0, 0.01, 0.02, 0.05 s, respectivamente.

La columna de la izquierda muestra el radio de la arteria y la columna

de la derecha muestra la velocidad del flujo, ambas en funcién de la po-

sicién dentro del conducto. Las condiciones iniciales estan dadas en (6.4),
con los pardmetros especificados en (6.3).

6.3. Ciclo cardiaco

El ciclo cardiaco es la secuencia de eventos que ocurre cuando el corazén palpita
para hacer circular la sangre a través del sistema circulatorio del cuerpo. Existen dos
fases del ciclo cardiaco. En la fase diastélica, los ventriculos del corazén se relajan y el
corazon se llena de sangre. En la fase sistélica, los ventriculos se contraen y bombean la
sangre fuera del corazén y hacia las arterias. Un ciclo cardiaco se completa cuando las
camaras cardiacas se llenan de sangre y la sangre es luego bombeada fuera del corazoén.

Considerando las caracteristicas del ciclo cardiaco, se puede inferir que la velocidad
con la que el corazén bombea la sangre no es constante. Es por eso que para modelar un
sistema arterial, las condiciones de la frontera de dicho sistema se tienen que variar de
acuerdo con las propiedades de este ciclo.

Siguiendo una de las aplicaciones del modelo, se considera el ejemplo que se analiza
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FIGURA 6.3: Velocidad del flujo sanguineo impuesta en la frontera iz-
quierda de la arteria en un ciclo cardiaco.

en [1] para el estudio de los ciclos cardiacos. En tal ejemplo, se analiz6 la aparicién
(bajo ciertos parametros) de ondas de choque en una arteria durante un ciclo cardiaco.
Para tal efecto, se considera un flujo de sangre en la frontera izquierda de la arteria
con una velocidad variable en el tiempo como se muestra en la gréfica en la Figura 6.3.
Inicialmente se impone una descarga de flujo que resulta en un aumento significativo de
la velocidad de 0 a 1.05m s~ !, disminuyendo de nuevo y oscilando hacia el final del ciclo
cardiaco. El drea transversal A en la frontera izquierda se considera con condiciones de
frontera libre cuando el flujo va hacia afuera y se fija a su valor, Ay, en el caso contrario.
En la frontera derecha de la arteria se consideran condiciones de frontera libre.

Ademas de las condiciones de frontera descritas arriba, se considerardan condiciones
iniciales estacionarias A(x,0) = Ao, u(x,0) = 0 con los mismos pardmetros descritos
en (6.3). La solucién se muestra en la Figura 6.4at = 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.51, 0.6s. Solo
se muestra la evolucién del radio de la arteria en los distintos tiempos. En [1] se reporta
la existencia de una onda de choque a tiempo t = 0.51s. En la Figura se muestran los
primeros tres estados en orden descendiente en la columna de la izquierda, y los tltimos
tres en la columna de la derecha. Como se puede observar, la descarga de flujo de sangre
en la parte inicial de la arteria empuja el flujo hacia la derecha. Tal efecto genera la
acumulacién de fluido, dando lugar a una onda de choque dentro de la arteria. En la
secuencia se evidencia un flujo suave hasta antes del tiempo reportado de 0.51s. Una
vez formada la onda de choque, esta se propaga dentro de la arteria, de acuerdo con
la dindmica del fluido descrita por el modelo. Se puede notar que la arteria se muestra
intacta en su extremo derecho. Esto se debe a que la perturbacion no ha llegado a ese
extremo ya que se estan utilizando condiciones de frontera libres en esa regién. De esta
manera se supone que no hay ningin efecto significativo que cause un cambio en el
extremo derecho de la arteria.
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FIGURA 6.4: Solucién a los tiempos t = 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.51, 0.6s de

un ciclo cardiaco con condiciones iniciales estacionarias A(x,0) = Ay,
u(x,0) = 0y condiciones de frontera izquierdas dadas por la velocidad
en la Figura 6.3.

6.4. Estenosis

La estenosis es el término médico para nombrar al estrechamiento de un conducto
corporal. En las arterias, la estenosis disminuye el flujo de la sangre hacia los érganos
del cuerpo, causando padecimientos importantes como la isquemia cerebral. Este tipo
de lesiones sigue siendo un problema médico relevante, especialmente en la poblacién
de la tercera edad.

En [17] se estudi6 como la estenosis en la arteria carétida afecta la oxigenacion del ce-
rebro. Para ese fin, se tomé en cuenta un modelo mas extenso en donde la concentracién
de distintas sustancias se transportan en la arteria por adveccion. En el presente modelo
no se consideran estas extensiones. Sin embargo, se incorporan algunas de las especifi-
caciones de dicho articulo para apreciar como un estrechamiento da lugar a ondas de
choque y como se afecta la dindmica del flujo sanguineo. En particular, en esta prueba
numérica se consideran condiciones de frontera en donde se impone una descarga de
fluido en la frontera izquierda,

485cm3 s x sin(%) si t<0.3T,,

0 en otro caso,

(6.5)

Aqui T, = 1.0s es la duracién de un periodo. Los pardmetros del modelo estdn dados
en (6.3).
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FIGURA 6.5: Evolucién del didmetro de la arteria (izquierda) y la velo-

cidad (derecha) para t = 0.0, 0.1, 0.5, 2.0s. Se usan las condiciones de

frontera en donde se impone una descarga de fluido en la izquierda dada
por (6.5). Las condiciones iniciales son # = 0y R = Ry.

En la Figura 6.5 se considera una area transversal A = A constante, es decir, no
hay estrechamiento. En la columna izquierda se muestra el didmetro de la arteria, para
t =0.0, 0.1, 0.5, 2.0s. En la columna derecha se muestra la velocidad, para los mismos
tiempos. Se observa que la velocidad méxima del fluido es razonable, menor que 2m s~ L.
Tampoco se observa la presencia de ondas de choque. En contraste, en la Figura 6.6 se

muestra la evolucién para las condiciones iniciales

Ry si 0<x<1m,
R= , (6.6)
(1 -09sin(7tx))Ro en otro caso.

La evolucién de las variables se muestra en los mismos tiempos y en el mismo orden
que en la Figura 6.5. El efecto del estrechamiento en la formacién de ondas de choque
es evidente, pues aparece de forma casi inmediata. La velocidad también aumenta has-
ta por un factor de 3. En ambos casos se observa que la forma inicial de la arteria se
recupera después de cierto tiempo.
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FIGURA 6.6: Evolucién del didmetro de la arteria (izquierda) y la velo-

cidad (derecha) para t = 0.0, 0.1, 0.5, 2.0s. Se usan las condiciones de

frontera en donde se impone una descarga de fluido en la izquierda dada
por (6.5). Las condiciones iniciales son # = 0y R dadas por (6.6).

6.5. Oclusion

En la dltima prueba numérica, se considera el caso de una arteria en el dominio
[0.0, 5.0]Jm en donde el fluido se acumula de manera importante cerca del extremo
izquierdo de la arteria y hay menos fluido en el resto de ésta. Este caso es similar al
de estenosis, pero sin la descarga de fluido que se impuso anteriormente en la frontera
izquierda de la arteria. Se estudia la evolucién del fluido cuando se empuja hacia la
derecha liberando la oclusién. En particular, se consideran los mismos parametros (6.3),
no obstante, las condiciones iniciales son u(x,0) =0y

Ag si 0<x<«<1

A(x,0) =
(x.0) +Ag si 1<x<5,

(6.7)

El dominio es particularmente largo, y se escogi6 asi con la intencion de analizar la
evolucion del fluido a tiempos largos. La solucién (radio y velocidad) se muestran en la
Figura 6.7 a tiempos t = 0.01, 0.1, 0.2, 0.3, 0.4s. Los cambios significativos de presién
generan perfiles de velocidad bastante drasticos y elevados. La velocidad se eleva hasta
casi los 14ms~! y el radio de la arteria se incrementa al moverse el fluido de hacia la
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FIGURA 6.7: Solucién a tiempo t = 0.0, 0.1, 0.2, 0.3, 0.4 s con condiciones
iniciales dadas en (6.7) y condiciones de frontera libre.

derecha. Ademds se observa la formaciéon de una regién detrds de la onda de choque
en donde el radio de la arteria alcanza un minimo. En la regién en donde la arteria se

estrecha el fluido tiene que viajar mds rapido, coincidiendo con las velocidades maximas
del flujo.
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Capitulo 7

Conclusiones

A partir de las ecuaciones fundamentales de la mecdnica de fluidos, en esta tesis
se consider6 un modelo unidimensional del flujo sanguineo a través de las arterias del
sistema cardiovascular [1]. El modelo obtenido cumple con las caracteristicas de un sis-
tema hiperbdélico de leyes de conservacién, en donde las variables de interés son el drea
de la seccion transversal de la arteria A y la velocidad u de la sangre. Se implement6 un
método numérico computacional de diferencias finitas de tipo central-upwind para eva-
luar la evolucion temporal de dichas variables. La robustez y estabilidad del método se
comprob6 mediante la ejecucion del algoritmo en el contexto de varios escenarios.

En primer término, las condiciones iniciales que configuran el problema de Riemann
permiten obtener una solucién analitica al sistema de ecuaciones que atafie a esta tesis.
Esta solucién analitica se pudo comparar directamente con la solucién numérica arro-
jada por el algoritmo, demostrando una muy buena aproximacién; la posicién de las
ondas de choque y de rarefaccién es capturada de manera fidedigna. Adicionalmente,
se pudieron capturar los beneficios de la combinacién de la precisién del método de
segundo orden con la estabilidad del método de primer orden; no se presentaron ines-
tabilidades y la masa y el momento se conservan en todos los pasos de la simulacion.

El caso de la perturbacién en un estado estacionario permitié constatar la robustez
del método para preservar el estado de equilibrio entre los gradientes de flujo y los
términos fuente. La introduccién de una perturbacién, en conjunto con las condiciones
de frontera libre, permitieron apreciar cémo es que el sistema es capaz de regresar a su
estado de equilibrio sin violar las leyes de conservaciéon de masa, momento y energia.
La perturbacién se comporta como un estado transitorio que sale del dominio de la
simulacion, tras lo cual el sistema regresa a su estado estacionario.

Tras constatar la robustez del método numérico, se introdujeron las perturbaciones
tipicas de un ciclo cardiaco en un conducto arterial en estado estacionario. La transmi-
sién de la informacién ocurre en direccién contraria al origen del pulso cardiaco y se
puede observar la formacién de una onda de choque.

Con la informacién anterior, se procedi6 a estudiar el caso particular de la estenosis
arterial, cuyo efecto més notorio fue la formacién de ondas de choque por efecto del
estrechamiento inicial del conducto. Este es un caso que claramente genera una pertur-
bacién del flujo sanguineo, modificando la velocidad, e inclusive la direccién del flujo
de la sangre en el dominio estudiado.

Al conocer la estructura del modelo, sus variables y la relacién que existe entre ellas,
es posible producir mds escenarios de anomalias cardiovasculares. El método numérico
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propuesto cumple con las caracteristicas necesarias para evitar el ruido numérico propio
de un método de diferencias finitas y preservar las cantidades conservadas.
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Apéndice A

Demostraciones

A.1. Teorema del cambio de variables

El teorema de cambio de variables describe de forma efectiva la distorsiéon que su-
fren las longitudes, las 4reas y, en general, los volimenes n-dimensionales por efecto
de una funcién diferenciable. En particular, dicho teorema reduce todo el problema de
encontrar la distorsién del volumen a comprender la distorsién a nivel infinitesimal,
es decir, la distorsién de la derivada, la cual estd dada por el determinante del mapeo
lineal.

El mapeo f: R" — R" es una transformacién lineal con preservacion de érea si y so-
losi|det(f")] =1, y en general, si S es un subconjunto de R”, el volumen de su imagen
esta dado por | det(f")| multiplicado por el volumen original. El teorema de cambio de
variables toma esta informacién infinitesimal y aplica el calculo para deshacer el domi-
nio en piezas pequefias, afladiendo al final, pedazo por pedazo, el cambio en el &rea.

En una dimensién, la enunciaciéon explicita del teorema para una funcién continua

f dependiente de y es
d
[roenFEar= [ fmay,

donde y = ¢(x) es un mapeo diferencial sobre el intervalo [c,d] y T es el intervalo [a, b]
con ¢(c) = ay ¢(d) = b. En dos dimensiones, el teorema tiene la siguiente forma,

Jifedsdy = [ flrtu o)yt o)) 54 dudo,
y en tres dimensiones,
/f(x z)dxd dz:/ flx(u,v,w),y(u,v,w),z(u,v,w)] oxy.2) dudovdw
R /y/ y R* Yy /y s Yy ’ 7Yy a(u,vlw) ’

donde R = f(R*) es la imagen de la regién original R*. Por otro lado,

a(x,y,z)
' a(u,v,w)

es el determinante de la matriz jacobiana y f es el difeomorfismo global con preserva-
cién de orientacion de R y R*, los cuales son subconjuntos abiertos de IR".
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A.2. Diferenciacién de la matriz jacobiana
Lema (Diferenciacion de J(x, t)).

d

57/ () = J(x t)[divu(e(x ), )]

Demostracién. Las componentes de ¢ pueden escribirse como §(x, ), 7(x,f) y {(x,t).
Obsérvese que, de acuerdo con la definicién del campo de velocidad del fluido,

S 0xt) = ulg(x 1),

La matriz jacobiana J(x,t) = V¢(x, t) correspondiente al mapeo ¢; es

9 9y 9
50

_ li
Jxt) =15 % &
9 I 9
Jdz dz 0oz

Tomando en cuenta la expresion anterior, el determinante jacobiano J(x, t) esta dado por

J(x,t) = det[J(x, t)]
_E)§<8178§ 8178§> an(aéaé’ 8@‘86)+é>€<8€817 86817> _

-~ ox ~ox \dyoz 0zady) ' ox

oy 0z  dz dy

oy 0oz  dz dy

Al derivar la expresién anterior con respecto al tiempo para obtener dJ/dt obtendre-
mos 18 términos surgidos a partir de la regla para la diferenciacién de productos triples.
Dichos términos se pueden acomodar de manera simplificada en una suma de tres de-
terminantes, a saber

998 I I 9 291 I ol I 29
Jtdx dx dx Jdx oJtdx ox dx oJx  Otodx
d
9 _ oo aw ag| . |ac aam az| . |ac am aag
o/ =G5 & a|T|a wa w|T|w a arav|- (A1)
995 9y 9L 9 991 9 9 91 99
dtdz dz 0z dz odtodz 0z dz 0Jz Odtoz

donde las lineas verticales a los lados de cada matriz denotan el determinante de las
mismas. A esta propiedad del determinante se le llama multilinealidad. La diferencia-
ci6n temporal 9/9t se puede «transportar» a cada una de las columnas (o filas) de la
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matriz y luego sumar los resultados individuales. Nétese que

29 90F D _QudE  dudy  udg
dtar axor ~ ax PO = GEar T ax Tazax
90 99 D _QudF  dudy  dudl
atay ayar ay" ) = azay T agay T agay”

20 99 0 _ owdE  dwdy  owal
o azat a2 ) =GR el Yo a Tt e

donde u, v y w son funciones de x, y y z, y denotan a las componentes de la velocidad u.
Al sustituir estas equivalencias en la expresién (A.1), podemos descomponer cada uno
de los tres determinantes de manera que, por ejemplo, para el primer determinante

0905 91 9 alai+alal+aja£ 9 9
otox ox ox a ox ' 9y ox 9l dx dx Ox
Q00 o ar| _ |awd L owdy  owdl Oy o
dtdy dy dy o¢dy ' dydy ' 9fdy dy oy
206y 3g|  |owd | oudy | wd
otdz Jz 0z dG 0z on 0z d{ oz

9 9y 9

dx dx Ox

of 9y 9
Jdz 0z OJz
ou
afgf(xrt)

Algo similar ocurre con los dos determinantes restantes de forma que

d ou d0v Jw Ju Jdv Jw
1060 = S1050) + 301000+ 520050 = (52 + 55+ 57 ) T

=divu(e(x,t),t)]J(x,t).
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Apéndice B

Definiciones

B.1. Dominio de dependencia

La ecuacién de adveccion posee la siguiente propiedad: la solucién u(x, t) en algtn
punto (%,f) depende de la informacion inicial 1 en el punto X de tal manera que (X, f)
se encuentra sobre la caracteristica que pasa por Xy. Si la informacién inicial cambia en
otros puntos distintos a X, la solucién u (%, f) no se verd afectada.

Al conjunto D(%,t) = {x = 0} se le conoce como dominio de dependencia del pun-
to (%, ). En este caso, el dominio consiste en un s6lo punto. Para un sistema de ecuacio-
nes, este dominio suele ser un intervalo. Para ecuaciones hiperbdlicas, dicho intervalo
siempre estd acotado.

La solucién en el punto (%, ) se determina por medio de la informacién inicial que se
encuentra a una cierta distancia de ¥. El tamafio del dominio suele aumentar conforme £
avanza, pero la frontera tiene la forma D C {x : |x — ¥| < amaxt} para algun valor amax.

Las ecuaciones hiperbodlicas tienen velocidad de propagacion finita; la informacién
puede viajar a lo mds con velocidad amax.
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