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I . THNTRODUCCION

El estudio de las propiedades de transporte en fluidos no -
Fewtonianos debe su importancia al cresciente desarrollo de las
Industrias en donde se manejan estos fluidos,

Dada la diversidad de comportamlentos que pressntan los
materiales que se han agrupado bajo el nombre de no-lfewtonlanos,
el tratamiento que so les da va desde el meraman te empirico, por
lo regular especifico para un mater isl determinado, que se en=-
cuentra difundido a nivel industrial debido a su aplicacién di-
recte aunque muy restringida; hasta el tratamiento tedérico que
emplea ecuacionaes constitutivas bastante complejas, pero que
en muchos de los casos no llega & resultedos que puedan compa=-
rarse de alguna manera con los obtenidos experimentalmente.

El presente trabajo tiene la intencidén de servir de unién
entre ambos tratamientos y tiene la particularided de que pue-
de servir para cualquier modelo reolégico del que se parta,
puses en la deduccibén no se hace mencién ni se limita a alguno
especifico. De aqul que se pueda haeblar de la generalidad del
tratamiento que se va a exponer.

Los resultadbs obtenidos se presentan en forma de relacio-
nes de difusividades turbulentas de momentuﬁ, calor y masa, Es-
tas expresiones, dada la naturaleza compleja del problema mate-

mético, son soluciones aproximadas a las ecuaciones derivadas de

la teoria de entidades.

Cuando se realiza la sustitucidn en las expresiones de los
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pardmetros apropiados se obtiens el valor numérico de la propie-
dad, lo cual permlite su comparacién directa con resultados expe-

rimentales.



II. TEORIA DE ENTIDADES

A través de los afios, varios modelos conceptuales se han
propuesto para tomar en cusnta el comportamiento de un fluido
turtulento. En general estos modelos han probado ser de un cier=-
to vulor en ingenieria y no precisamente porque describan con
exactitud los detallas microscédpicos de un fluido turbulento,
sino porque permiten que clertos fendmenos masivos sean discu-
tidos en términos de un simple parémetro esmlar cuyo valor
pueds encontrarse experimentalmente y usarse para predicciones
pos teriores., Los conceptos como la longitud de mezclado de
Prandtl y el flux de Reynolds, son ejemplos tipicos de tales
modslos. Sin embargo, ni uno ni otro modelo es en si capaz de
pradecir cuelquisra de las propiedades globales del fluldo sin
recurrir a resultados experimentales, '

En el flujo de un gas perfecto el comportamiento masivo es.
el resultado de un gran nimero de movimisntos fluctuantes indivi-
duales, En este caso el desarrollo de la Bermodinédmica Estadis-
tica proveyd un marco dentro del cual las predicciones del efec-
to cumulativo del movimnlento molecular pudieran hacerse a partir
de un conocimisnto de las moléculas individuales.

El hecho de que estas'predicciones hayan probado ser exac=-
tas se debe esencialmente a la fidelidad coen que el modelo molecu-

lar reprosenta los detalles microscbépicos de las sustancias,
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En la turbulencia en fluidos existen fenémenos més corple=
jos que en el movimiento molecular en un gas perfecto., Los méto=-
dos usuales de la Termodindmica Estadi{stica son difficiles de em-
plear ya que no exlste una entidad permanente comparable con la
molécula; paro si se pudiera tener un modelo conveniente, en
principio no hay razdén por la que un tipo de estudio similar no
pudiera hacerse; La teoris de las entidades representa un estu=
dio de este tipo y parte de un modelo simple para representar
el movimiento turbulento (1).

Esta teorfa se basa en la forma de los resultados obteni-
dos en la medicidén del tensor de correlacién de velocidades en-

tre dos puntos., Este tensor se define como
tap N
Ry = AWW" )

ij = ( thl>

vi , componente de la velocidad fluctuante en la direc -

donde

cibén 1 en el punto p!
v&' , componente de la velocldad fluctusnte en la direc =
cién j en el punto p'!
(v'g), promedio del cuadrado de les fluctuecliones de la ve-

locidsd en el punto p!

En la sigulente figura se presenta una gréfica tipica de
la correlacidn transverssl R(y) contra la distancia y que se-

para los puntos p' y p'' .



La curva musstra que Ry dismlinuye hasta cero dentro de
clertas dimensiones blen definidas, lo cual demuestra que aun-
que no hay entidades permanentes en el fluido ( como las mo =
léculas en un gas) , existe clertamente una zona distinguible
donde las componentes de la velocidad fluctuante en distintas
direcciones son correlacionables. Esto suglere como un limite
la posibilidad de que se considere al fluido como un conjunto
de regiones distintas, cada una comporténdose al menos tempo=-
ralmente como una entidad. Un tipo similar de curva de correla-
cidn se obtiene para otras clases de flujo turbulento y para
cualouier direccidn relativa al flujo.

Ahora bieﬁ, la nocidén de dividir a un fluido turbulento
en reglones, sugiere inmedlatamente un modelo en el cual el
campo de flujo esté construfdo por una serie de entidades tri-
dimensionales vagamente colocadas con varios temaiios y formas.
Dentro de cada entidad, la velocidad del fluido estéd correlacio-
nade, pero hay una frontera mids bien indistinta a través de la
cual la correlacidn medis es cero

Este modelo, aunque es diffcilmente manejable desde un
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punto de vista de enflisis, satisface las condiciones requeri-
das y es en principio, una descripcidn exacta de la turbulen=-
cia siempre y cuando se tome en cuenta que la mesa, forma y
velocidad de la entidad cambien con el tiempo, esto es, que la
entidad no tiene una identidad permenente.

Se asume dﬁe son necesaries tres veriables o parémetros
pare la descripcidn de una entidad individual: una escala, una
forma y una velocidad, La interdependencia entre estos paréme-
tros se supone que es débil y podrén varier sus valores prome-
dio en diferentes posiciones del flujo,

El comportamiento del fluldo puede entonces determinarse
del efecto colectivo del movimiento de las entidades. Para esto,
es neceserio primeramente enalizar el movimiento de una enti-
dad que tenga parémetros conocidos y después sumar para todos
los valores posibles de los pardmetros., De este modo, se vera.
que las difusividades turbulentas de moméntum, calor y masa a=-
parecen en forma por demAs natural N podrédn ser evaluadas Co=

mo funciones de los valores medios de los parémetros.



ITII. TRANSFERE}CIA DE MOMENTUM

La inclusidén de la forma de le entidad como una varisble
presente dificultades cuando se discute su movimlento. Sln em=
bargo, una buera aproximacién puede hacerse si se considera el
movimiento lento de un elipsoide en un volumen grande de fluldo.

La fuerza Fi que actia sobre un elipsoide de semiejes

(a, b, ¢) que so mueve como un sblido con velocidad vi

relativa
a un sistema fljo de coordenadas, en el seno de un fluido con
una velocidad vi; también relativa a un sistema fijo de coords-
nadas; tlene la sigulente forma de acuerdo con Caswell ¥y

Schwarz (2)
-Fle omten (o vi) + BB g (Wi v viws)

en donde “ es la viscosidad aparente, r es una funcidén de los
semiejos (a, b, c) de tal menera que cuendo se trata de una es =
fera (at b= c) entonces rma. B es un parédmetro no-Newtoniano ;
g1j es el tensor métrico y se sigue la convencidn de la suma.

La scuacién de movimiento del elipsoide puede escribirse

como

gﬂ r°g v (% ):- A fv\W‘; U")-"lf—’ gk (Ve Y (VR k) (Ve i)

--- (2)

pgr 4V ) - 0 (V) -3 g (v Y (W wk) (- v
A TR YT
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en donde ¢ es la densidad y Y os una funcién de (a, b, c¢) de va-
lor unided cuando @ = b =c = r . ¥ puede considerarse como un
factor de distorsién a partir de la forna esférica.

Dado que r v ¥ no son indeperdientes, es conveniente de-
finir un nuevo factor de distorsiémn ¥ tal que el volumen de 1la
entidad sea 4/3W RY ., siendo R un nuevo parémetro de escala, y
Y = 1 siewpre que la entidad se comporte como una esfera.

Una suposicién implicita en el modelo de entidades es que
las velocidedes de las entidades adyacentes constituyen el rio-
vimiento de la mesa flulda, Como resultado., la ecuacién de mo-
vimlernto para una entldad particuler queda como
R‘\v(d‘l" ) = -3 1 (vip)- 3 Bogp(vig )W TR)WET) - (o)

at 2 y R 3
donde 2 es la velocidad promedio de las entldades que rodean e
la . entidad particular considereda,

S1 ahora se considera una entidad en general, el movimiento
esperado estaré descrito por

(A 2 - LT (ieTH)- 2 B g p (VL) (Ve T <o
RW’(;&_) :.f(“ ?) qfezgjﬁ(\l ) (Ve <TH) ¢ Z).- .

en donde shora <V¢)es la velocidad de la masa del fluido.

Disipacién de Energia.-
Si se toma el producto esceler de la ecuacién (4) con la
velocidad de la entidad Vi, se obtiens
-RV d\’}z) = 3L (vPoguetiyV)
dt 2 f )
: - - - .\d
% %%‘h (\l"-— LU"»(\JE(‘U&)) (Vz" 8514""7\( )
--= (5)
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en donde V= g‘jV‘V‘ == (5.8)
Ahorea bien, el valor esperado o promedio < )de alguna pro-

piedad o caracteristica de flujo p que varfe con el tiempo, esté

+to
dado por <P>= _l_{_‘ St P dt

siendo ty el Intervalo de tiempo sobre el cual se tome el prome=
dio de p.

De esta forma, sl se toma el valor esperado de ambos lados
de la ecuacidén (5), para contar por todos los valores posibles de
R,V y v}, se obtiene
_(re " o\k%\m) (’ 11\t g,J<'u")\/‘> &

¢ Qaesa (VLG ) (VLY (VE g, <))

S1 se supone que las correlaclones entre R,V y v! son des-

—e= (6)

precishles, la ecuacién enterior se simplifica a

YO = 230y gigiiiy) ¢

?<a'>((V‘ 284 LNRA <) e
(V- m('v"W‘))
en donde < ) g% (‘U")(V“ = (7.8)

omo (Vi) » 1a velogldad promedio de las entidades es pre-

cisamente la velocidad promedio del fluido (¥ 1) , 8¢ tiene

NS o0 AU T IR AV N T WA
q'( at >' 2 P (RXY) 4 ¢ &YW --- (8)

donde
' -2
(B iy G55y (Y= (Y- (BT (o)
S1 B2 0, como es el caso de los materiales Newtonianos, se

tiene

3 -1 ()
R BT AU 9
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que es la expresidn obtenlda por Tyldesley y Silver (1) y que
sdemds es totalmente anédloga a la relacidén que para disipacidn
de energie bajo condiciones isotrépicas de turbulencia obtuvie=-
ron Von-Kérmén y Howarth (3). Esta relacién puede escribirse
corio q __,( M>:_G M
v\ 4t p, & --- (10)
en donde
G es una constante numérica
d es 1la mlicroescazla de turbulencla
/A,fp son la viscosidad y la densidad del material Newto-
niano respectivemente
De aqui que para turbulencia isotrépica, el producto {R*NV)
sea proporcional a la microescsla al cuadredo, &* .
Hay que hacer notar, que en la deduccidn de las ecuaciones
(8) y (9) no se hizo mencién alguna de la condicidn de isotropis

¥y que por tanto son éxpresiones mAs generales.

1a expresidn

4. . B (e Y
§ Mh UL (R2Y (V&) === (1)

nos muestra que la relacién de energia de disipacién de un fiui-

do no-Newtoniano a aquella de un fluido Newtoniano no sélo depen-
de de las propledades moleculares de los materiales, siro también

de las carscteristicas turbulentas del flujo.

Difusividad Turbulernita de Momentum.=
Pare el ceso de flujo turbulento en un ducto, Bird et al.

(4) muestran la sigulente distribucidén de velocidades
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ona Direccién del
'de flujo [flujo
:turbulen

—-— - e - - - - —

[}
tZona de

(/*fransicién

| 3

l L4
%ubcapa distancie de
laminar la pared

Distgibucién de velocidades para flujo turbulento en tubos.-
Region cercena & la pasred del tubo.

Una gréfica del esfuerzo cortante promedio contra la dis-

tancia de la pered presenta la forma siguiente

Te ' Direccidn del
flujo

LA '

xt

X‘.a

Esfuerzo cortante contra distsncla.- & es el esfuerzo cor-
tante turbulento, también referido como uno de los compo -

nentes del tensor de esfuerzos de Reynolds. Esté dado por
[P f(v: vy )
en dorde las V; son las componentes (ficicas) de las fluc-

tuaciones de la velocidad.
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Pare este tipo de casos en los que el movimlento de le masa
del fluido es unidireccional y se puede considerar un gradiente
de velocidad constante en la regidén francamente turbulenta, el
vector velocidad de la mssa del fluldo relativo a un plano y=0
estd dado por (componentes fisicas)

dew <v§>=(3 %;L) o .0)
en donde 7;\5_ es el gradlente de la velocldad de 1la masa flui=
da. {4) es la velocidad promedic de 1a masa del fluido en un pun=
to dado; asi, por ejemplo, en tuberias (W) es cero en la pared y
toma un valor méximo en el centro del tubo,.

Las componentes fisicas de V! son (V1,V5,V3); de aqui que

la ecuacidn (4) desarrolleda para ceda componente queda como

2 TEAN _i_ ! d<u) .
RY at) ( -4 8- ‘t fR’(V‘ﬂ%) --= (12)

B\,

d\a\__ 9 M
R‘?( ) Py § R -=- (13)

dt

- (14)

2yg(dVa)-_9 7\, _ X
RY(G) T+ 3 B

en donde se ha suptie(sto que )
N () £ (V- )
e

silempre que la velocidad de la masa flulda sea estacioneria.Esto

es, que el cambio de la componente 1 de la velocidad relativa de
la entidad con respecto al tiempo es Unicamente funcidn de esa
componente 1 y por supuosto, también de los parédmetros que descri-

ben las caracter{sticas del material.



Bajo las condiciones (Vl y Vo, V3) -

(V]_O s Veq » V30) cusndo y = O, se resuelven las ecuaciones di=-

ferencieles (12), (13) y (14) para Vl’ V2 y VS respectivamente.

Resolucién para V, .-
Ia ecuacién (13) pueds escribirse como

sy (e dd)_ 9 7 B 3
R \{)(HE'&T) = -—ETVZ-%WVZ
y puesto quse  V, = él% , la ecuacidén anterior queda

corio
3 B 2
‘R" de = - i l - e 2
YT
0 bien
d_\.é z —A(vzz +O.z )
Ay --- (15)
en donde
= %—%r@" . --= (15.8)
2 vk
o= ("_’lf_ ) —m= (15.D)
B
Integrando V2 h|
0‘\/2 - — A Aj
v:+a=
VZ=V2° y=e
de donde

V, = Ve, \- %;”Jm ay --- (16)
| & V2o tan Aoy
o



La expresién enterior se hace cero cuando
A“-j = lan' Y%
a

7 si se llama A & 1a distancia correspondiente & la cual Vv, = 0,
es decir,

¥ 'k

Ao a

%
esto es, A es la distencis media visjada por la entidad an-

-me (17)

tes de que su momentum se disipe totalmente por accibén viscosa,
pues como se mostraréd mis adelante, no solamente 8 y =5* Vy
se hace cero, sino también V; y V, son cero. Como la disminucién
del momentum de la entldad es exponencial(l)serequiere un tiempo_
infinito pare que la entided viaje la distancla )f . Por tanto,
esta distancia representa un 1l{mite al cual se acerca rédpidamente,
pero que nunca es alcanzado. En el anédlisis subsecuente se supon-
dré que la diferencia entre }‘ y cualquier limite resl es despre-
ciable.

S1 se expenden en series de Taylor las funciones tangente

de la ecuacidén (16) se obtiens

L)
o A6y 4 2 alhayY
- -V;U*a_‘j) +0\-‘-;=——-3—- ¥ 43) ¥..

‘V2=\I2° \ 5 15\%, ' -== (18)
L4 Veo (Aay) #e§AaY) | 26 (aayVs.. . 2 2
b hog) VR + Z4he) , Aoy T
esto es ,
EAY o (AyY _ 2 & AW 7
stvzo \- v*_', 3 Ve, 1S ;lo e - (19)

L+ Voo Ay + Vo d (AW, 2Va,0f (AY)°,

3 ' &




o si se sustituyen los térmiros que representan A ya,

e (" "‘ﬁ"”"(xh

Vo= Ve M \me? AN 270n°RY e --= (20)
. 6 -3
\+ \Ie,B Ve.'B FACA-) (l\r
6\12‘( ) \08*‘*‘2“ ( \-\' ‘62°'| R\ A% *
en donde

W - 29R*V,, ¥
{ Ulng 97

'X'.. es la distancia medila viajada, en un materlal para el cual

B sea ilgual a cero (como en un fluido llewtoniano), por la enti=
dad desde el plano y= 0 antes de que su monentum sea disipado
enteramente por la accidn de fuerzas viscosas. En efecto, si

B=0

Vo=V, (1- % ) --- (21)

que es la expresién ohtenida nor Tyldeslevy v Silver (1) pera
fluidos MNewtonianos,

Esta misma expresidn debe tambidn obtenerse si se expande
la ecuacidén (17), que define )y , en series vy después se con =

sidera el caso B = 0 , Asi,

gl HL.[V"‘ 3 (VL)*%(!&) ] , (%) <

VZ, _ VZg _ Yeo
T AR 3Ad S5Aa®

s\ _ BV CA N --- (22)
Y= \eqef*x* 180! & P



De aqui que
\\'m )‘* = \(m ‘){‘ = )&,
B-0 a -0

En corclusibn, se ha introducido un nuevo concepto : A% ,
la distencia mAxima viajada por la entidad en un material no-

Newtoniano y que dependierdo del signo de B cumple neceserieren-

te
R L
PRI W si BY O

PP si B¢ O

Resolucidn pars V

1
De la ecuacidn (12) ,

o\v‘ﬁ -9 (v.-yd_ﬁt‘z)-%.?_(v.-ydw)a

‘ 3
szv 6.‘_‘.,1 = "j—l(v!'ﬁdd”)-i _B_z (Vi - § deu?
: dy Z f _a.? Y fR —Jy_) e '(25)

Una solucién para esta ecuacldén se deduce en el Apéndice ,

obteniddose
\e Vi, (\- v -rfan Aay ) d(u) Y+ X (Cos Aay- SenAag) (1= e (28)
(HV“ tan Ay ) d}j 1+ 2\% Z-QW

la cual se reduce para el caso B =0 a

-V (- d<ur w- L -
=Y (- )+ z‘;[y” (1= & ) ta L]

que es precisamente la solucidén obtenida por Tyldesley y Silver(1)

para el caso ewtoniano.



- 18 =

Las expresiones hasta a~ul obtenidas para V, ¥V, son
bastante complejas como para ser usadas en el andlisis subse=-
cuente; por ello se harén las sigulentes simplificaciones.

Si de la ecuacién (18) para V2, se despreciasn los térmie-

nos de orden mayor que tres, se tiene

ez \e, o\ AN e (9
*&Vg(ﬂ)* l\
en donde
. B
o = O --- (25.a)

Sin embargo, la ecuacidn (25) es ain una exﬁresién compli=-
cada. Por tanto se tendré que suponer que la norma del parémetro

B es lo sufliclentemente pequefla como pera que se cumpla

[.cVz.( [] K« g

Con esta suposiciGn, la ecuacidén (25) puede aproximerse

e la solucién simplificada que da Morones (5)

2 3
Vo=V, (- ) + e (1- 4, --- (26)

N

Con esto, la ecuacién (24) para V] quedard como

- i} Ve, (1_4 ¥
V‘-V“[(\ ﬁf‘ﬂ)*' 5+ %\)]* --- (27)

d<W {u 3% [\~
T;{gm(\ @@nu-ﬂ%\]
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Resolucién para V3 .-
La forma de le ecuscidn (14) es totalmente andloga a la de la

ecuacién (13) . De aqui que la solucidn sea

o - alan Aay
\, = —> -——= (28
° | 4+ V2o Tan Aay (28)
a

0 en la forma simplificads correspondiente

Ny (- V%, :
Vo=Vo, (1= & ) + L (\- %%) - (29)

Cleramente se ve que

Wm (VM \e, Vo) = < T )
Y= X
o bien, como las aproximaciones hechaes han conducido & considerar
A x W, se tiene
\im O, Ve, Vs) = <7y
Yo N
1o cual significa que en el 1limite la entidad pierde su identi-
dad y pasa a formar parte de la masa del fluldo, esto es, pasa
a tomar las caracteristicas de 1la masa del fluido; lo que es
bastante congruente con el modelo fisico propuesto.
Considérese ahora el flujo de entidades que cruzan el pla=-
no y =0 7y en particular una entidad que haya sido creeda a
une distancia A del pleno y que ehora lo cruce. Si AV, y AV,
son las conponentes de la velocidad de la entidad relativas a
la veloclded prormedio del fluido en el plano ¥y = O, entonces
la contritucién al esfuerzo cortante cinemdtico de ésta entidad,

0y - , ostd dado por

Gy = - f AVAV, ---(30)
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OV Y AV, estardn dadas por las siguientes expresiones (si DT VA
De aqui en adelante se mantendré este aproximacibén y se escribi-

ré sirplemente M):

R TP % e S T

DT 2 3
M- 3) 2 (- 3V - (o

Acui Vig ¥ V20 son los valores de Vy y V2 relativos & la
velocidad media del fluido en la regibn, al momento de crearse
las entidades.,

Sustituyendo las ecuaciones (31) y (32) en la ecuacién (30)
v tomendo el valor esperado de Uz para obtener el valor promedio

del esfuerzo cortante &, , 3¢ obtiene

Gé‘ :{Q‘;‘}:- <?V\Nﬁ°{k\v 2‘;\ + °_f3v_g-.o (\_ %\3]2>
(Do 0= 30t - 3012 - (59
~(Lge o - 3 (2] )

3
S1 se considera que el proceso de creacibén de las entidades

no favorace & valores positivos ni negativos de Vi; y que ademds
al momento de creerse la entidad, la componente en la direccidn

del flujo de su velocldad es independiente de la componernte normal

Vo, s tlene (pVNe,[(1- 35) * “;’et -2PY)-=

OO SO R C RS DECER AT Al

puesto que la funcién de densidad de probabilidad de Vlo es simétri-

ca, esto es

(Vu =0
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La sustitucién en la ecuscibén (33) de las expresiones

paradyX y si se hace Nig =R Voo f ¥ ademés considerando
1

aer o mp ()

son los valores medios macroscépicos de la viscosidad, la densidad

que

y el gradlente de velocidades respectlivamente, se obtlene

B - S o0 3500-30)

“TE (- 3)

en donde se han separado las partes consideradas independlientes

== (34)

en una que es funcidén de las condiciones iniciales de la entie-

dad y la otra que es funcién de -2‘2-; , la proporcidén de le

distencia méxima viajada por la entidad. Al velor -"%; , segin

muestran Tyldesley y Silver (1), se le pueds asignar una den-

sidad de probabllidad y de esta forma se toman en cuenta to-

dos los valores posibles (recordar: 0¢£ 2;? < 1) que pueden
A

tomar las funcliones de -i'-‘ « Los valores esperados de estas

funciones son, entonces

<(\— )@n - A ))(,\(‘,__)d()‘/)‘,)___i_

)|

N
(=300 31 - - 31O~



S1 se sustituyen los velores enteriores en la ecuacién
(34) se obtiene
\ B
gz Znery s LBl 0 >]A<u> €y - (55
f —
dy

en donde
e ALengyr LBT(hMY) e
2025 f

Como se ve del andlisis precedente, el concepto de vis-
cosldad turbulenta surge de una memera natural del modelo de
entidades de un fluido turbulento.

Ia ecuacidén (36) se reduce para materiales Newtonianos a
e)&,) = ?_7;_‘_ <\0Né> - (37)

que es la obtenida por Tyldesley y Silver (1).
F‘inalmente., se puede obtener la relacidén de difusividades
turbulentas cinemitices de momentum entre un fluido no-Yewtoniano
y un fluido Newtoniano,
Cu _Gufp W [,,,. B WY I }
9‘*“ q‘u i v 50 YI <V2> {R*)

esto es, la relacién g“/e)m deperde de la relacién de viscosiw

--- (38)

dades cinemdticas moleculares W/v y del grupo adimensional

¥
%%:%2'?') al cual se le denotard con la letra griega J\ .

Por tanto,

--- (39)

?r.g‘iﬁ[\u__/x]
g v0L so



IV, TRANSFERENCIA DE CALOR

El proceso de difusidén de energia térmica se lleva a cabo
nmediante la migracién de las entidades entre reglones de diferen-
te energia. El andlisis de este proceso es bastante parecido al
que se hizo en transferencia de momentum, en donde se hacia 1la
suposicién de la existencia de uniformidad de momentum. Aqui se
supondréd la uniformidad interna de temperatura. De esta foruaa
se guarda consistencia con el modelo,

El flujo de calor q & través de la superficie de una enti-
dad particular que posee una temperatura uniforme T, rodeada por
un fluido de temperatura Tf, esté dado por (véase por ejemplo

Bird et al. (4),p. 329)

é‘_:"“ae\( (v-T¢) —ee (40)

en donde K es la conductividad térmica del fluido y a, es el ra=
dio de la entidad,

Como en el caso de transfsrencia de momentum, se supone un
proceso cuasi-estdtico, de tal manera que la ecuacién (40) es vé-
lida aln cuando la temperatura de los alrededores esté cambian -
do. De aqui que, despreciando los términos de disipacién viscosa,
el balance de calor quede como

. T\_ 4w :
f5f=—i*3.ﬁaigcp(%\—,;)- 4T a.K (T-T¢) --= (41)
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en donde Cp es el calor especifico a presidn constante del flui=-
do.

De lo anterior se deduce que en el modelo se esté suponien-
do implicitamentes

a) que el proceso de transferencie de calor entre el flul=
do y las entidades, cada vez que dstas pasan de una regidn a otra
de difsrente temperatura, alcenza rdpidamente el estado estacio =-
nario y

b) que a medida que pasa el tiempo, las entidades se despla-
zan cambiando su temperatura.

Si se introduce un factor de distorcién V' que cuente

por la desviacién de la forma esférica, se tiene, de la ecuacidn

(41),

AT ___3K _(v-T)
t e RY

--- (42)
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31 ) es el valur espersdo o promedio de T, la ecuacién

que descrive el comportamiento de la entided es

Al = - 3K (T- <T{.>)

etV

Para el caso simple en el que la temperatura en planos per-

=== (43)

vendiculeres al eje Y es uniforme, el gradlente de temperatura es
constante y las temperatures se refieren a la del plano y = 0, la

ecuacidn (43) queda como

at _ _ _ud<Ty
A = 9(73794__5

at —-- (#4)
en donde 3K
6 = -fcfﬂ“\" -—= (44.2)

La ecuacidn (44) puede transformarse a

AT 2 0 (7-yd<Tp - (45)
dy Va(u)(\ 3 ﬁ >

Si se sustituye la expresién (26) para la velocided V., que
es furcién de la posicibén y se resuslve para T, se obtiemne una

funcién

TST &g) - e (46 )

De esta forma, la diferencia de tempersatura proriedio
de une entidad que ha viajado una distancie y = A desde su crea-

cién y que cruze el plano y = O esté dada por

AT'-'— A,T()\B - (47)

Entonces el flux de emergia térmica en la direccién del eje

'Xg, q , estaré dado por

%.= (G AVa AT



El flux esperado o promedio de ensrgia Q2~puede encontrar se
sisuiendo el mismo procedimiento que se hizo pare el caso de trans=-

ferencia de momenium; esto es

Qu=<%27= éﬁ\iﬂ -~ (48!

en donde €, es la difusividad turbulente de calor.

Ahora bien, Norones (5) presenta la expresién final de €,

a la que llega. Sin emterjo, esta expresidén conduce a problemas
serios en su"parte Newtoniane"( término en el que no aparece el
pardnetro no-rewtoniano B) ya que sdlo va de acuerdo con los resul-
tedos reportados (1) en un rdngo muy pequefio de nimeros de Prandtl,
entre 2 y 3 aproximadamente, slendo que generalmente los fluldos
no-l'ewtonianos presentan mimeros de Prendtl muy elewados. Todo es-
to es resultado de las expresiones y mdtodos aproximados que se
emplean pera la resolucidén de las ecuacicdnes diferenciales; debi-
do a la complejidad matemética que presentan,

Pera corre~ir este problema., se 1llevd a cabo el sigulente
método que condujo a una expresidn para la relacidn de difusivida-
des e&ﬁ%uu(y posteriormente, aplicado a transferencies de masa,
pare la relaci6n€ukw) que es bastante congruente con la realidad
risica.

S1 se escribe, de acuerdo a la forma general que tiene la

expresién obtenide por lMorones(op.cit,)

g‘f '%5 f‘( 0+ fides fikede)

en donde fo y £5 son las Unicas funciones que dependen del paréd-

--=- (49)

metro B y que cumplen que si B z O entonces fy = f3 = 0.
Tyldesley y Silver (1) obtienern de la resolucidn exacta de

las ecuaciones diferencieles para fluldos Newtonlianos
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e\'\“ - 3 N?f'

Gu 2+ 6Ne —e- (50)

en donde Npp es el nimero de Prandtl molecular.
Ahora blen, igualando estas dos Qltimes exprosiones para

el caso de materiales Newtonisnos (B =0 , f=f,4 =M ), se ob=-

tiene
‘?_ INge
LT 246N,

Las funclones f? y £, se toman como las mismas que en la

3
expresién original ( recordar que las incongruencias eran sobre

la funcién o "término lNewtorieno"), De esta forma, la expresidn

corregide pars la relacidn ?’Lqueda como

~

& _ W {v\ + L ARRE + LACVLRRRE| - (51
— —— — — ° efNil213'2
g VL € Y
en donde
RO | R 23N e (g
R JAUR 2-9 Nee 2-15 Ne,
Neoe = Cﬂ
K
D) £ (1,82 ;%2 -2)
T (32) —== (51,b)
%, = C0R) ¢ (23k;k;-2)
T (9/2)
) , la funcién garma
T (a,\g‘,c;—Z) , la funcién hipergeométrica
2= LA --- (51.2)
\8

Los demés términos son los mismos definidos anteriormer.te .



V. TRANSFERENCIA DE MASA

El proceso de transferencia de masa también se lleva a cabo
meiiante 1la migracidén ds las entidades entre reglones de difsrents
concentracidn. Puesto que el proceso de transferencia de masa por
movimiento molecular es descrito por la misma ecuacién fundamental
que para transferencia de calor por conduccidn en un material ho-
mogéneo, el andlisis que se hizo de este Ultimo es védlido para el
primero; Unicamente los gradientes de temperatura son remplazados
por los de concentracidén y la difusividad térmica es sustituilda
por una difusividad de masa, Corio consecuencia, el flujo misico
de un componente A, ﬁﬁ , & través de la superficie de una entidad
estard dado por (ver 3ird at al., op.cit.)

= AT Da (G- o) --~ (52)
en donde: CA ¥y CAf son las concentraciones del componente A en
la entidad y en el fluido circundante respectivamente y D, es la

difusividad de masa molecular de este componente en el medio,

La suposicidn del estado cuassi-estdtico conduce a

W, = —i'nTa'G_‘a%_ = 4¥TaDa (Ca- Cag)

3
v a la ecnacién andloga a la ecuacidn (42)
aCa 3
—= = — (-G --- (53
It =V $) (53

que bajo la misma suposicidn de una distribucidén simple de concen-

traciones se transforma 8§



ACA_ 30 (ca-yddC Y - (5
- "(,éi‘> o

debiéndose resolver para C, .
Posteriormaiile se obtiene e) flux mésico er la direccidn del

eje Y, m(.,,ﬁ, v su velor promedio o esperado M,

Me,= <m2A>= Ema d_gac_gj} --- (59)

en donde €"\A 2s la difusividad turbulenta de masa del componente
A,

Finglmente, bajo las cor-ecclones corre spondientes, andloras
& las mostradas para el ceso de trensferernciae de celor, se obtiene

la relacidn de difuasividades

e:_‘l“;. = V_pi{s\ + LASSE + LA <V2:><V;;> 3|3233T‘l -== (56)

&
G vL 0 > O
en donde
Si= N S, |- 3Nse , S3= 1= 6 Nse _.. (56.a)
2+ 6Ns, 2- 9 Ns. 2-15 Ns,

Ny = "f'ns: , 88 ol nimero de Schmidt molecular .

Los demds parémetros sor los misios definidos anteriormente.



VI. RELACIOI'ES DE DIFUSIVIDADES TURBULZNLAS

€n
Las relaciones e 7 =2 que son el inverso del mime-

€
ro de Prandtl turbulento y el mimero de Schmidt turvulento ras-
pectivamente puedsn obtensrse de las ecuaclones (39), (51) y
(56) . De esta forma, si se toma el mismo orden de aproxima=

cién que tiene la expresidn para la difusividad turbulenta de

morentum para las difusividades de calor y de masa, se obtiense

\ _& _ R+t 5NAPRE (
et W et e ‘ - oo 57)
N?f‘_ G)A \ + -g'oJ\.

LI €n_ Sit %M 5S. T
h*k‘ €x \ 4 éEbJ\

En conclusidn, se puads afirmar qus las relacliones de

--= (58)

difusividades turbulentas son funciones no sélo de los parde-
metros que cuentan por los efectos de esfuerzos normalss en
materiales no-Newtonierios del tipo de los viscoeldsticos y

de otras propiedades molecularas, sino también del ndnsro
adimensional J. gque cuenta por las caracteri{sticas tur-
bulantes del flujo . Este resultado estd en concordencia, al
menos cualitativemente, con le evidencla expsrimertal disponible;

(5); (7) por ejerplo.
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VII. ANALISIS Y RESULTADOS

Para aplicar los resultados tedricos obtenidos, es conve-
riiente hecer un anédlisis de los pardmetros que intervienen y de
la forma en que se puedsn deterninar,

Viscoslidad aparente 7‘ o=

La relacidén del esfuerzo cortante '631 a la rapidez de

corte --d-gj- 83 1o que se llama viscosldad aparente. Esto

es,
- dUx
Sl %)
De esta forma, dependeréd del modelo que mejor describa
esta relacidn esfuerzo cortante-rapidez de corte, es decir,

se. debe tomar aquel que mejor se ajuste & los datos experie

mentales. As{ se tienen,por ejemplo,

Modelo Newtonianos - _ du X )
Gyx=
yx = p ( rm

en donda 1( :)& = constante.

Modelo de la potencia de Ostwald de Waale:?
n-\
dUx | dily
| Iy

en donds m y n son constantes.caracteri{sticas del material.

Gyx = -m\

Este es un ejemplo de un modelo en donde la viscosidad es fun-

cién de la rapidez de corte., Otros modelos de este tipo son:

-
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Modelo de Ellilst ( \/v\ \-\

‘i‘ﬁ:-“_‘_ +m Gy | Byx

43 M
en donde "o es la viscosided a corte cero y m; y n; son
constantes.

Modelo pléstico de Bingham:

Gyx =G = —)*'(%) , '63,‘3 (X

4—“-3-'3 ) ny< co

en donde /A' es una constante y % es el valor chitico
del esfuerzo cortante por debajo del cual no existe deforma=-
cidn,

Podrfa: seguirse enumerando toda una gama de modelos que
algunas veces son combinacién de los anteriores y que otras ve-
c;s involucran parémetros en gran cantidad y que muchas veces

son dificiles de medir o de ajustar,

Pardmetro no-Newtoniano B.=

Caswell y Schwarz derivaron una expresién pars B, (2)

B- 27[A.(|+Ag ‘%) (\+%§)%g +A3(%+¢‘)-A»¢4-As¢.]

’

en donde Aj,Az,Az,A,,A; son constantes numéricas conocidas y
¢, , ¢_, , tf,, , ¢‘ ’ ¢‘ gon pardmetros que resultan de la
expansidn del tensor de esfuerzos cortantes del fluido de
Rivlin-Ericksen en términos de los gradientes de velocidad,
aceléraci&ﬂ, segunda aceleracifn, ... , (n = 1)ésima acelera-

cibén y que se determinan experimentalmente de mediciones - de-
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esfuerzos normales,

En un flujo cortante simple en estado estaciorario, se
puede caracterlzar a un fluido no-Newtoniano por tres funcio-
nes materiales & , 4, ¥ de . Si ol eje X! es el quo asté
paralelo a las lineas de corriente y el eje X2 03 ol e je normal

D,

a los planos de corte, las funciones meteriales astén dadas por

z(K) = By ’ funcién del esfuerzo cortante

A= Bu - Bas

b2 (K)= Cgp- B33 [ funciones de los esfuerzos normales

todas las cuales son detsrminadas por la rapidez de deformacidn

k. A partir de esto, Caswell y Schwarz (2) obtienen las siguien=

tes expresiones

= \im EXK)
helm

, la viscosidad a corte cero

¢2.= Nm A2 (K)-2, (k)

Ko 2K
’, 6\(‘(‘
€=\ v
! {BQO,K\'no
(et = M~

&
Muchas de las mediciones reportadas hasta 1la fecha, indil-

can 1la existencia en flujos cortantes simples de la simetria

T2z = Tas
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lo cual permitiria escribir entonces
¢z = - -% ¢a
Més aiin, la teoria molecular de Lodge(8) favorece esta simetria
de esfusrzos normales, al menos en la regidn de paquefiaé velo=-
cidades de deformacién.
Como se ve, Caswell y Schwarz no dan las expresiones para

¢:, ni para &, () ¢‘ por separado y explican que estos paré-
metros no pueden obtensrse de mediciones en flujos cortantes
simples. Por ello, se propone una aproximac ién de segundo orden
en las perturbaclones de la velocidad en lugar de una de tere
cer orden como los autores antes menclonades utillizan en su de-
duccién. De esta forma,se puede demos trar recurriendo a la fuene
te original, que los términos en ¢., ,¢5 Yy ¢¢ desaparecen que=

dendo la siguiente expresién para B

B 21[4.52?8 (1+2.4528 %)(‘ +9) % ]

3 s T
Un ejemplo de cdlculo seria el siguiente:

Materials Solucidén 12% de poliestireno en Aroclor.
Datos experimentales reportados i Doughty y Bogue (9) presentan
las sigulentes mediclones experimentaless

N » viscosidad a corte cero = 237 polses

1m - ©2-%1__ - 5 din-se ?_ (extrapolando de acuerdo al mode-
k“= 0 Kk* cm ' 1o de tres constantes de 0ldroyd)

Utilizando la relacién de simetria &, = &,y , se obtienen

¢a - 5 ¥y ¢,_ = =2.5 o Do aqui quo B = =1.5 gc;eg .



Otras expresiones para B se pueden obtener segin -el mode=
lo reoldgico del que se parta. Este puede ser el modelo de Max=
well o algin otro modelo simplificado , o bien , modelos més
comple jos como el que se usd de Rivlin-Ericksen , o el del
fluido de Oldroyd , etc., segin se quiera tener una msya o
menar exactitud en la descripcidn del comportamiento fisico del
material,

Leslie (10) llega & una expresién para la fuerza de arrastre
a partir del modelo del fluido de 0ldroyd que es semejante a la
obtenida por Caswell y Schwarz (2). De ah{ se pusde obtener una
expresidén pana el pardmetro B.en funcidn de las constantes de la
ecuacidén qus describe al modelo de Oldroyd y que son caracteristi-
cas del material. Lo importante es que predice una reduccién

ari ol arrastre para fluldos viscoeldsticos, esto es, predice

B¢ O en fluidos viscoeldsticos

1o cual se obtiens precisamente en el e jamplo citado. Més ain,
ss bilen conocido el efecto de reduccién de arre stre que produ-
ce ol agregar un polimero soluble & un fluido, lo cual resulta
en una disminucidén del factor de friccibén. Y estas soluciones
presentan un comportemiento viscoeldstico. Ultimamente se ha
escrito una abundante literatura acerca de estas soluciones
diluidas de polimeros que ocacionan una disminucién en el
arrastre; ver por ejemplo a Hershey y 2akin (11).

Para materliales puramente viscosos en el sentlido de
Metzrier y Park (12); es decir, aquellns parsa los cuales .los -térmi-
103 de. e sfuerzos :normalss del: tensor de ‘ssfusrzas son ,idénticamen=

te cero en flujos cortantes estacionarios , el pa -
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rdmetro B seréd igual a cero. Esto significa, de acuerdo a los
resultados tedricos que se obtuvieron en los capitulos anterio=-
res, que las caracteristicas en flujo turbulento de fluidos
no-Newtonianos puramente viscosos son simllares a aquellas de
los fluldos Newtonianos, lo cual va de acusrdo a lo observado
experimentalmente (12). Las expresiones para fluidos Newtonia=-
nos servirédn entonces también para los materiales no=Newtonia-
nos puramente viscosos, slempre y cuando para determinar la
viscosidad aparente se toms el modelo correcto de la relacién

esfuerzo cortante=-rapldez de corte.

Pardmetro de escala R .=

81 se considera que la forma de la entidad no se aleja
mucho de la forma esférica, las expresiones (9) y (10) pueden
considerarse précticamente las mismas puesto que la constante
numérica G es lgual a 5 en el trabajo original de Von-Kérmén
y Howarth (3). Por tanto,la microescala de turbulencia ) y

el pardmetro de escala R pueden identificarse plenamente
0 2
(Y =4
La microescala corresponde a un tamaiio medio de la enti=-
dad. En los tratamientos que correlacionan este parémetro, se
dice que representa un temafio medlo de remolino. De aqui que

haya una correspondencia entre las "entidades" y los usuales

"pemolinos",
La microescala de turbulencla se puede obtener de los

espectros de distribucién de energia turbilenta. As{, Hinze
(13) propone la siguiente expresién
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L _fk.‘i&k.)o\\«\
&5 [Ewdk

en donde E(k;) es la fracclién de energia turbulenta asociada con el
nimero de onda k1 » 1la cual es necesarlo deterniner experimentalmen-
te.

Para medios no isotrépicos, habréd una microescala para cada
direccién. Este es el caso de flujo en tuberias o en canales rec -
tangulares que presenta Laufer (14),(15) para fluidos Newtonianos,
En este caso, la mlicroescala de turbulencia apropiada para ser usa=-
da en las expresiones seréd la transversal a la direccién del flujo,
puss es en ese sentldo en el que se ha supuesto que tiene lugar el
transporte de la propiedad (momentum,calor o maﬁa).

Se han hecho mediciones de la intensidad turbulenta y de los
espectros de distribucidén de energia turbulenta como los que pre =
senten Wells (16) y Virk (17) en fluidos viscoeldsticos y se ha vis-
to que son muy similares a las mediciones hechas en materlales lNew-
tonianos. Esto permite suponer que el mecanismo turbulento en no=-
Newtonianos y en Newtonianos es en reclidad el mismo; 1lo qus varia
es nada més su comportamiento reoldgico.

Para tener una 1ldea del orden de magnitud de la microescala,
se puede uno referir a las mediciones de Laufer (1l4) en canales rec-
tangulares. Aqui la microescals de turbulencia transversal va de
0.1 cm & 1 cm dependiendo de la distancia a la pared y del nimero

de Reynolds basado en la velocidad media médxima y en la mitad del

ancho*del canal.,



Grupo adimensionsal A .-

De los parémetros c}lue forman este grupo, s6lo queda por
(V2 '
—(\;::)7- » Ahora bien, puesto qus V,,

analizar la relacién
es una velocidad de la entidad relativa a la de la masa del
fluido, no es nada ilégico asociar (Vg:) con el cuadrado
de la intenslad turbulenta en el sentido transversal a la
direccién del flujo, es decir, con el promedio de las fluc=-
tuaciones de la velocidad al cuadrado en la direccibn trans-

versal a la del flujo €V'?) . Por tanto

Vg, ) = {ve)

En efecto, la velocldad relativa que aparece en la e=
cuacién de disipacidén de energia turbulenta (10) es precisa=-
mente la componente fluctuante de la velocidad en el modelo

original de Von-Kédrmén y Howarth.
]
De acuerdo a lo anterior, (\}2.) se podré asocisr con la

cuarta correlacién { V'Y ¢ que fisicamente estd relacionada
con la curtosis de la distrilzuciﬁn de velocidades) :
V) = ')

"y

Laufer(15) mide la relacién —g(%%. para flujo en tube-
rias y encuentra que es précticamente constante e independien=-
te de la distancia a la pared y del Mimero de Reynolds basado
en el didmetro del tubo y en la velocidad en el centro del

tubo. E1 valor que da de esta relacién es

gi}-—- = 0.35
(vozy

(Rango del Nimero de Reynoldst 50000 a 500000) .
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Aqul es importante recalcar la necesidad que se tiens de de-
terminar experimentalmente los diferaentes pardmetros que intervie-
nen en el calculo de 1las relaciones de difusividades turbulentas.
En perticuler se pueden mencionar tanto la microescala como las

correlaciones de velocidades , que son caracteristices del flujo

turbulento.

La microescala de turbulencia depende de la posicibén y del
mimero de Reymolds. Lo mismo puede decirse de 1las correlaciones
de velocidades; asi, se tendrian que medir la segunda y cuarta co-
rralacién y ain la sexta, si se va a determinar la relacién
(1) o 1a (56); a diferentes posiciones y mimeros de Reynolds,
aunque esta dependsncia dlsminuye , para el caso de flujo en tu =

berfas, a medida que se acerca al centro del tubo.(15), (16).
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Una vez descritos los pardmetros que intervienen en las
distintas expresiones, a continuacidn se presente un andlisis
de los resultedos obtenidos mediante estas expresiones compa-
réndolas de alguna forma con la evidencia experimental dispo-

nible, ya sea de tipo cuentitativo o meramente cualitativo.

Transferencia de Momentum .-

La ecuacidn (39)
e_’.‘_ = 2:‘-(.1*- j_._.l\.]
€y VY S0
predice una disminucidén en la relacién e"‘/ép., para materia=
les viscoeldsticos con respecto a los fluidos puramente visco-
‘sos', puesto que A se ha visto que toma valores negativos.
Experimentalmente se ha observado, como apunta Fredrickson (18),
que efectivamente hay una tendencla hacia la supresién de la
turbulencia en el flujo de fluidos viscoeldsticos.
A continuacién se presenta una grédfica de esta relacién

e..é— contra ! /(%“\ para diferentes valores de -\ (Fig.l).
M
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Transferencia de Calor y de Masa.-
La ecuacién (57) para el inverso del mimero de Prandtl

turbulento

\ _€i . T ¢ ""CJ\.'P\‘PQ‘F‘
hkk‘ eﬂ' \ +'%3‘A“

vy 1a ecuacién (58) para el inverso del mimero de Schmidt turbue-

lento
(-] \ - €M _ s\ * j-A.S\s.-F|

N, €, v LA

se encuentran graficedss a continuacién, En la gréfica 2, se
miestra el caso de fluidos puramente viscosos junto con algu-
nos resultedos experimentales reportados en la literetura pa=-
ra materiales Newténlanos, que son un caso especial de los pu-
ramente viscosos. ILa teoria predice que para un mismo nimero
ds Prandtl (o de Schmldt) la relacién i ° % (o= e-é‘l‘- )

v v M
es 1a misma en un Newtoniano que en un no-Newtonlano puramen-
te viscoso, Esto significa una similitud de comportamlento de
ambos materlales para las mismas condiciones de flujo turbulen-
to; lo cual estéd perfectemente de acuerdo a lo observaedo expe-
rimentalmente (12) .,

En la gréfica 3', las relaciones %; Y %

se presentan como funciones del nimero de Prandtl molecular Npp
y del mimero de Schmidt molecular Nge respectivamen te.
Pusto que es el caso mds general, se incluye como tercer parés
metro a . Hasta shora, no se encontré dato experimental al-

guno ‘reportado en la literatura que pudlera ser comparado con

lo que predice la teorfa. Sin embargo, los experimentos que se
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han hecho sobre transferencia de calor y de masa en fluldos
viscoelésticos y en particular en soluciones de polimeros
(19),(26),(2%),(£2) permiten concluir que la eficiencia en

la transferencia de calor y de masa en los viscoeldésticos

con respecto & los Newtonienos disminuye marcadamente, sien-
do esta disminucidn aldn mayor que la que corresponde al fené-
meno de reduccién de srrastre.En otras palabras, asunque el
término en el denominador para trangorte de momentum dismi-
nuya para materiales viscoeldsticos, el término en el numera-
dor para transporte de calor (o de masa) en la relacién €r

(o fﬁl ) debe disminuir adn més 3 y esto es precisamente lo
que sugéde en las expresiones (57) y (58) derivadas de la teo-
ris. De esta forma, como se muestra en la gréfica, para un
mismo Np, o Ng. 1la relacién %‘-“ o €1 ¢35 menor en un flui-

o

do'viscoelédstico que en un fluido Newtoniano,
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Disipacién de Energis .-
La ecuacibn (11) puede escribirse como
L3N —"-(u _\__J\.,)
e, v 6

que para el caso de fluldos puramer.te viscosos se reduce a

S .V

Qu Y

esto es, que la relacién de disipacién de energia es igual a

la relacidn de viscosidades cineméticas moleculares de un
fluido no-Newtoniano puramente viscoso respecto a un Newto=-
niano. Esto va de acuerdo & 10 que predicen otras expresio=
nes deducidas por caminos Gtotalmente diferentes; por e jeme
plo Patterson y Zakin (30) llegan a este resultado. Més

aﬁﬁ, estos autores muestran que para fluidos viscoeldsticos,
la relacién Q/@Nes una funcién tanto de las propiedades mo-
leculares y reoldgicas del material : viscosided, densidad,
médulo de rigidez (ellos toman el modelo de Maxwell), como
de las caracteristicas turbulentas del flujo: intensidad
turbulenta, espectro de energia, escalas de longitud, todo
lo cual estéd de acuerdo con lo obtenido a partir de la teo-
ria expuesta. La grdfica 4 muestra la relacibén @/Qn en fun-
cién de V/Vy pard diferentes velores de A .
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VIII. CONCLUSIONES

El modelo de la teoria de entidades para un fluido Newto=-
niano en régimen turbulento ha sido extendido para el caso més
general de un fluido. Comprende, de hecho, cualquier material
no-Newtoniano puesto que no se hace referencia especifica a al-
gin modelo reoldgico determinado, siendo las Unicas limitacio-
nes las que surgen como consecuencia de la resolucién aproxima-
da del corple jo problema matemdtico. El caso Newtoniano se ob=
tiene como un caso especial al cual se reducen las expresiones
cuando el parémetro no-Newtonisno B se hace idénticamente cero.
Lo mismo sucede para los fluldos no-Newtonianos puramente vis-
coso0s,

Hasta donde es poslble comparar, los resultados obtenidos
concuerdan con lo observado experimentalmente, lo cual puede ya
considerarse bastante bueno sl se toma en cuenta lo muy poco
que estd estudiasdo este campo.

Finalmente puede decirse, que la estimacién de las pro -
pledades de transporte en fluidos no-Newtonianos en régimen tur=-
bulento estd, por el momento, lejos de hacerse experimentalmente
con clerta certeza y quizéd pase un buen tiempo antes de que los
problemas mismos de su determinacién experimental puedan ser re-
sueltos. De aqui que el tratamiento tedrico cobre vigencia y sea
ruchas veces el Unico medio de obtener informacidn con ayuda de

parédmetros determinados experimentalmente.
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GLOSARIO

6  definida por la ecuacién (15.b)
(a,b,c) semiejes del elipsoide
8o radio de la entidad
A definida por la ecuacidén (15.a)

A yAjA A, A, constantes numéricas de la expresién de Caswell y
Schwarz para B

B pardmetro no-Newtoniano
o} concentracidn
Cp calor especifico a presidn constante

D difusividad mésica moleculer

E(k1) fraccidén de energia turbulenta asociada con el nimero de on-
da k
1

F_ funcidn hipergeométrica

Fl,F2 funciones definidas por las ecuaciones (51.b)

F1  fuerza de arrastre

g g tensor métrico

k rapidez de deformacién

Xy mimero de onda

K conductividad térmica

m,n pardmetros de la ecuacidn de Ostwald de Waale

m flux mésico

n flujo mésico a través de la superficile de una entidad

m,,ny parémetros de la ecuacién de Ellis

M flux mdsico proumedio

Np, nimero de Prandtl molecular . Cpq
K
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hRe numero de Reynolds: RVgof

iy  numero de Schmids nolecular N
* 77
P,,P,,P; funciones del M, definidas por las ecuaciones (51.a)

q flux de energle térmica
q flujo de calor a través de la superficie de una entidad
Q flux promedio de energis térmica

r funcién de los semiejes

R pardmetro de escals

Rij tensor de correlacién de velocidades entre dos puntos
A..,A, funciones de los esfuerzos normales

81535553 funclones del Hqo definidas por las ecuaciones (56.a)
t tienpo

t Intervalo de tiempo

T temperatura de la entldad

Tf temperatura del fluido

() ,u, velocidad promedio en la dirsccién del flujo de la masa del
“ fluido en un punto dado

v velocidad definida por la ecuacidén (17.a)
(%) vector velocidad de le masa del fluido relativo a un plano y=0

1

v conponentes de la velocidad del fluldo relativa a un sistema

fijo de coordenadas

vi,v}' componentes de las fluctuaclones de la velocidad en los
puntos p' y p'' respectivamente

(v'*) promedio de las fluctuaciones de la velocidad al cuadrado
' velocidad definida por la ecuacién (5.a)

vl  velocidad de la entidad relativa & un sistema fijo de coorde-
nadas

(Vq,V2,Vs) componentes fisicas de vi
V. velocidad relativa definida por la ecuacldn (8.a)

X1 eje coordenado en la direccidn del flujo
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x”',x ejes coordenados normales a la direccién del flujo
y coordenada normal a la direccidn del flujo

2 definida por 1la ecuacidn (51.c)

o€  definida por la ecuscidn (25.a)
T funcién gamma
] microsscala de turbulencia

q s Ew yEn difusividades turbulentas de morentum,calor y masa res-
pectivamente

€)'A = fep

Y\ viscosidad aparente

Yo viscosidad a corte cero

© derinida por la ecuacidn (44.a)

A distencia a 1la que fue creada la entldad respecto al plano y= 0
A" distancia méxima viajada por la entidad

XA
A e RN,

|-\ viscosidad del matserial Newtoniano

s grupo adimensional

viscosidad cinemética molecular
densidad

T.: tensor de esfuerzos cortantes

=

M pardmetro de la ecuacién de Bingham

14

.

%;; valor promedio del tensor de esfuerzos cortantes

)
% pardmetro de la ecuacién de Bingham

@,(f,,ﬂ ,fs ,¢‘ parémetros de la expresién de Caswell y Schwarz pa-
ra B

& disipacién de energia
Y, ¥ ,¥ ractores de distorcién

< ) valor promedio o esperado
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Subindices

A especie A

b fluido

N material Newtoniano

T condicién de flujo turbulento

x,1  direccién del flujo
y,2,3 direccidén normal sl flujo

0 condicidén al momento de crearse las entidades
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APENDICE

Resolucidén de la ecuacidn (23) para V) e

Con el cambio de varlable

oV o o
V=V 9-2;-
y sabiendo que
V&= é!
dt )

se obtiene la ecuacidn

dW 4 Al (v 4 V) o - dw
4y W dy em- (A1)

en donde \
d-’--—a—
a

Solucidn al caso homogéneo de la ecuacién (4.1) 3

La ecuacién homogenéa

dW*Aé(W+dWﬂ=o

& Vel - (A.2)
puede Integrarse bajo las condiciones (V! ,Vi) a (0,y)
v , y
dv - _AL|__ 44
V' (1 +ec V%) | Va (4)
" °

S1 se sustituye la expresién (16) para V5, en funcién de y ,

se obtiene

- 55 =



3 y

[ dv __ Aaz_f | + % Tan Aay ‘(j
Wi+ Vi

" (1+aV'2) %, J l-%..'fanﬂaj

Realizendo la integracién y resolviendo para Vi, se
obtiene

V! = Ny (1= 5 Tanday)
T 2 "y \ 2 e \fa.
[scc Aoy +\i, (-;E - Vz)tan Aoy + 20_\:/{2.{»1 Aajl

iinded (A.s)

Si se asume \Vio\:s\ V20\ (o equivalentemente Vig = Vgo )y

lo cual no es nada lmprobable, sobre todo si se toman en cuen=-

ta los 6rdenes de magnitud, se tiene finalmente

= Yo - === (A.4)
T (e tan day) Y,

Solucifén al caso no-homogéneo, ecuacién (A.1)

Se supone una solucidén de la forma

v, = V:km + ¢(y)

=== (A.5)
entonces
AWV _ dViipm 4 dCCY)
dy - dy Ay -== (A.6)
Sustituyendo en la ecuacién (A.1)
dC(B>*JdV: '+'A&f{?(3)+xr *‘d C( ! 13%- - d‘u)
A 3) e Wi 4 D2 . C)Ra'A =
dy dy  Vely) 't o dy

Aadaded (A‘v)
S1 se desarrollan los términos en la ecuacidn (A7), se



obtlens \ ) )
de) o MNinen + Voo ely) + Moy ot Vo, é(ﬁ)+3°‘v'° 30)
Aj 6\3 P Ne(y) Xy NoVe (4) e
! '
+ 3tV Vi 2 dew === (4.8)
TV&MC(‘Q '\:__?:.Vum = dﬂ

en donde se ha utilizado.el resultado de la ecuacidn (A.4) y

el hecho de que
: Ad = Vao
L
Si se asume que la magnitud del parémetro no-Newtoniano B
, .
es lo suficientemente pequefia para que ¢ Va;"o , entonces
la ecuacidén (A.8) puede escribirse como
) ] [}
4eW) | Yoy o) Moy Yoy Ve 2 | _ewr
4 Mwy 4 N 0N Ay

Pero los términos que estdn entre corchetes constituyen preci=-

samente la ecuacidn homogénea (A.2). Por tanto, la ecuacidén

anterior se reduce a

acly) & \ G%- - acuy

AH )‘N V:S.g) A& === (A,9)
Veo

que es una ecuacidén lineal no homogénea en la funcidén C(y).

La solucidén a la ecuacidn (A.9) estd dada por

Y
= - ddwd Ay -
C(y)= - Adw Sf“ - Tt (Ces Aoy 3;—‘5'"“3) --= (A.10)
%

Para resolver la integral que aparec® en la ecuacidn

(A.10), se hard una expansidn en series; asi
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)?
AN *.. w== (Asll)

Bajo las suposiciones que se han venido haciendo, se to-
marén Unicamente los tres prirmeros términos de la serie, por

lo que la integral se reduce a

Y dy S W 2-(1e w2V, ) & X
|- (i\ «Vz.(.g._.) Ji#2x  2-0-Jiseavd ) -f.:

° (Y

Sustituyendo en la ecuacidén (4.10)

P R 2-(1Hfi+2VE ) )
e 4y LJ—rm.cv.-,"( 2(- m)i](mw %f.&m“)

=== (A.12)

De esta forma Vi queda cori0

V V' (l'g-tanA‘.‘l) 4 d(“)[ )\:s 2 (“"J\'\'z‘v%)%
(H- !@_g'tnn Aag) OL\‘f \x‘*dea, 2'(‘ J 2t Ve, );\a

(CosAay - %Sm Aay )

v V1 seréd entonces

\, = -\ + y d“n_ V\ (\- 'Ecm Aoy ) + du,()[y 5 (Cos oy - v—senl\aj)
dy Qs Nou tam Aag) dy IETI-a
On 2-(eIveaVy )4 ]
2 (- fwze ;)3

- (Ao 13)
6

ec. (24)
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