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I • D·rrRODUCGIÓM 

El estudio dEI ies propiedades .de transporte en fluidos no -

re .. vtonianos debe su importancia al crsciEll te desarrollo de las 

industrias en donde se manejan estos fluidos. 

Dada la diversidad de comportamientos que pres3ntan los 

ma tariales que se han agrupado bajo el nombre de no-Hewtonianos, 

el tratamiento que se leo da va desde el merama1 ta empirico, por 

lo regular especifico pera un matar ial determinado; que se en­

cuentra difundido e nivel industrial debido a su aplicaci6n di­

recta aunque muy restringida; hasta el tratamiento te6rico que 

emplee ecuaciones constitutivas bastante complejas, paro que 

en muchos de los casos no llaga a resultados que puedan compa­

rarse da alguna manera con los obtenidos experimentalmente. 

El presente trebejo tiene la 1ntenci6n de servir de un16n 

entre ambos tratamientos y tiene la particularidai de que pue­

de servir pare cualquier modelo reol6gico del que se perta, 

pues en la deducci6n no se hace menc16n ni se limita a alguno 

especifico. De equi que sa pueda hablar de la a.eneralidad del 

tratamiento que se va a exponer. 

Los resultadbs obtenidos se presentan en forma de relacio­

nes de difusividades turbulentas de momentum, calor y masa. Es­

tas expresiones, dada la natura.laza compleja del problema mate­

m4tico, son soluciones aproximadas e las ecuaciones derivadas da 

la teoria da entidad.es. 

Cuando se realiza la sustituci6n en las axpres1·onas da los 
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parámetros apropiados se obtiene el valor nu.'llérico de la propie­

dad, lo cual per1J1te su comparac16n directa con re3ultados expe­

rimentales. 



II. TEORÍA DE ENTIDADES 

A través de los años, varios mo~elos conceptuales se han 

propuesto psra tomar en cuenta el comportamiento de un fluido 

turbulento. En general estos modolos han probado ser de un cier­

to v&lor en ingeniería y no precisame11te porque describan con 

exactitud los ·detalles microscópicos de un fluido tlµ'bulento, 

sino porque permiten que ciertos fenómenos masivos sean discu­

tidos en términos de wi simple parámetro esCBlar cuyo valor 

puede encontrarse experimentalmente y usarse para predicciones 

posteriores. Los conceptos como la longitud de mezclado de 

Pr~ndtl y el flu..~ de Re:vnolds, son ejamplos típicos de talas 

mod(3los. Sin embergo, ni uno ni otro modelo es en si capaz de 

predecir cualquiera de las propiedades fJlob·a1es del fluido sin 

recurrir a resultados experimentrües. 

En el flujo de un gas perfecto el comportamiento masivo es; 

el resultado de un gran número de movimientos fluctuantes indivi­

duales. En es te caso el desarrollo de la '1'ermod1nám1ca Estadis­

tica provey6 un marco dentro del cual las predicciones del erec­

to c,unulativo del movimiento molecular pudieran hacarse a partir 

da un conocimiento de las moléculas individuales. 

El hecho de que est~s predicciones hayan probado ser exac­

tas se debe esencialmente a la fidelidad cc,n que el modelo molecu­

lar reprosenta los detalles m1c~osc6p1cos de las sustancias. 
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En le turbulencia en fluidos existen ren6menos más conple­

jos que en el movimiento molecular en un gas perfecto. Los méto­

dos usuales de le Termodinámica Estadistica son difíciles de em­

plear ya que no existe una entidad permanente comparable con la 

molécula; paro si se pudiera tener un modelo conveniente, en 

principio no hay raz6n por la que un tipo de estudio similar no 

pudiera hacerse. La teoría de las entidades representa un estu­

dio de este tipo y parte de un modelo simple pera representar 

el movimiento turbulento (1). 

Esta teor!a se basa en la forma de los resultados obteni­

dos en la medici6n del tensor de correlación de velocidades en­

tre dos puntos. Este tensar se define como 

donde 

v' , componente de la velocidad fluctuante en la direc -
1 

ción 1 en el punto p' 

v'' , componente de la velocidad fluctuante en la direc -
j 

ción j en el punto p'' 

(v• 2), promedio del cuadrado de les fluctuaciones de la ve­

loc1dnd en el punto p' 

En la siguiente figura se presenta una gráfica tipica de 

la correlación transversal R(y) contra la distancia y que se­

pare los puntos p' y p'' • 
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La curva muestra que i;r disminuye hasta cero dentro de 

ciertas dimensiones bien definidas, lo cual demuestra que aun­

que no hay entidades permanentes en el fluido ( como las mo • 

léculas en un gas) , existe ciertamente una zona distinguible 

donde las componentes de la velocidad fluc·tuante en distintas 

direcciones son correlacionables. Esto sugiere como un limite 

la posibilidad de que se considere al fluido como un conjunto 

de· regiones distintas, cada una comportándose al manos tempo­

ralmente como una entidad. Un tipo similar de curva de correla­

ción se obtiene para otras clases de flujo turbulento y para 

cualquier dirocción relativa al flujo. 

Ahora bien, la noción de dividir a un fluido turbulento 

en regiones, sugiere inmediatamente un modelo en el cual el 

campo de flujo esté construido por una serie de entidades tri­

dimensionales vagamente colocadas con varios tamaños y formas. 

Dentro de ceda entidad, la velocidad del fluido está correlacio­

nada, pero hay una frontera más·bien indistinta a través de la 

cual la correlación media es cero 

Este modelo, aunque es dit!cilmente manejable desde un 
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pl.Ulto de vista de análisis, satisface las condicionas requeri­

das y as en principio, una descripci6n exacta de la turbulen­

cia siempre y cuando se tome en cuenta que la masa, forma y 

velocidad de la entidad cambien con el tiempo, esto es, que la 

entidad no tiene una identidad permanente. 

Se asume que son necesarias tres variables o parámetros 

para la descripción de una entidad individual: una escala, una 

forme y una velocidad. La interdependencia entre estos par,me• 

tros se supone que e.a débil y podrán verier sus valores prome• 

dio en diferentes posiciones del flujo. 

El comportamiento del fluido puede entonces determinarse 

del efecto colectivo del movimiento de las entidades. Para esto, 

es necesario primeramente analizar el movimiento de una enti­

dad que tenga parámetros conocidos y después sumar para todos 

los valores posibles de los parámetros. De este modo, se verá . 
. 

que las difusividades turbulentas de momentum, calor y masa a-

peracon en forma por demás natural y podrán ser evaluadas co­

mo funciones de los valores medios de los parámetros. 



La inclusión de la forma de le entidad cono una variable 

presente dificultades cuando se discute su movimiento. Sin em­

bargo, una buena- aproximaci6n puede hacerse si se considera el 

movimiento lento de un elipsoide en un volumen grande de fluido. 

La fuerza Fique actúa sobre un elipsoide de semiejes 

(a, b, c) que se mueve como un sólido con velocidad v1 relativa 

a un sistema fijo de coordenadas, en el seno ·de un fluido con . 
una velocidad vi, también relativa a un sistema fijo de coorde• 

nadas, tiene la siguiente forma de acuerdo con Caswoll y 

Schwarz (2) 

--- (1) 

en donde ~ es la viscosidad aparente, res una función de los 

semiejes (a, b, c) de tal manera que cuando se trata de una es -

fera (a= b:. c) entonces ra a. B es un parámetro no-Jrewtoniano ; 

gij es el tensor métrico y se sigue la convención de la suma. 

La ecuación de movimiento del elipsoide puede escribirse 

( 2) 
o 
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en donde f es la densidad y «p• es una funci6n de (a, b, c) de va­

lor unidad cuando a = b ;:; e : r • 'I" puede cona idererse como un 

rector de distorsi6n a partir de la forr.1a esférica. 

Dado que r y 'I>' no son independientes, as conveniente de­

finir un nuevo facto1• de distorsi6n 'I> tal que el volUI!len de la 

entidad sea 4/3ltR6 , siendo R un nuevo parámetro de escala, y 

'I': 1 siempre que la entidad se corrtporte como una esfera. 

Una suposici6n implícita en el modelo de entidades es que 

las velocidades de las entidades adyacentes constituyen el mo­

vimier1to de la masa fluida. Como resultado, la ecuac16n de mo­

vimiento para una entidad particular queda como 

--- (3) 

.... 
donde'l1Aes la velocidad promedio de las entidades que rodean 2 

le entidad particular considerada. 

Si ahora se considera una entidad en gen~rel, el movimier.to 

esperado estará descrito por 

en donde ahora <V')es la velocidad de la I?Bsa del fluido. 

Disipación de Energía.-

Si se torna el producto esceler de la ecuac16n (4) con la 

velocidad de la entidad vi, se obtiel18 
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en donde --- (5.e) 

Ahora bien, el valor esperado o promedio () de alguna pro­

piedad o caracter!stica de flujo P.que varíe con el tiempo, eat, 
rt+t. 

dado por ( p ) : t. J p rl t 
t 

siendo t 0 el intervalo de tiempo sobre el cual se tome al prorne• 

dio de p. 

De esta forma, si se toma el valor esperado de ambos lados 

de. la ecuaci6n (5)\ para contar por todos los valores posibles de 

R, \\' y vi , se obtiene 

- ~ft\\' °'l\"ª)) = ( 17 (vi.. i.j < v•) \/j) + 
'9 ) --- (6) (¼;¡a 'iitt t'l'L<vl~ )l"~"v') ~l"!. g.1~;;·~\Jt) 

Si se supone que las correlaciones entre R,~ y vi son das-

precie~les, la ecueci6n anterior se simplifica a 

-~Rª)('Y)~ .lJf'"l)= 1-t((~'~- ilj<'vi}( 'li)) "< 

\ i~< tvt._ 2i¡IL( Vj)\J11+ <v)t.) 
{ 'l2- fi¡l <ir}"')) 

--- (7) 

< ;,)2 = ,g,l < \T' )< vj) 
en donde 

--- (7 .a) 

Como (vi) , la velocidad promedio de las entidades es pre­

cisamente la velocidad promedio del fluido (vi) , se tiene 

~I c-l l\\/1 ) )- _ 1. i_ (V:) _ .!_ ..1._ <,'li) 
q_\ el{ - 2. f (RQ)('Y) 4 f 1...'R~)ª{~} (8) 

donde 

Si Be o, corno es el caso de los materiales Mewtonienos, se 

tiene 

--- ( 9) 
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que es la expres16n obtenida por Tyldesley y S1lver (1) y que 

además es totelmente análoga a la relec16n que para d1s1paci6n 

de energía bajo condiciones 1sotr6p1cas de turbulencia obtuvie­

ron Von-Kármán y Howarth (3). Esta relaci6n puede escribirse 

cono 

--- (10:): 

en donde 

G es una constante numérica 

~ es la microescala de turbulencia 

JA ,f.., son la viscosidad y la densidad del material Mewto­

nieno respectivamente 

De aquí que pera turbulencia isotrópica, el producto(R9)('1') 
e~ 

sae proporcional a le microescela al cuadrado, o • 

Hay que hacer notar, que en la deducc16n de las ecuaciones 

(8) y (9) no se hizo mención alguna de la condici6n de isotropíe 

y que por tanto son expresiones más generales. 

Le expresi6n 

--- ( 11) 

nos muestra que la relación de energia de d1s1psci6n de un flui­

do no-Newtonieno a aquella de un fluido Mewtoniano no s61o depen­

de de las propiedades moleculares de los materiales, sino también 

de las carncter!sticas turbulentas del flujo. 

Difusividad Turbulenta de Momentum.-

Para el ceso de flujo turbulento en un dueto, Bird et al. 

(4) muestran la siguiente d1stribuc16n de velocidades 
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distancia de 
la pared 

Distribución de velocidades para flujo turbulento en tubos.­
Región caree~ e la pared del tubo. 

Una gráfica del esfuerzo corten.te pror.iedio contra la dis­

tancia de la pered presenta la forma siguiente 

Dirección del 
flujo 

Esfuerzo cortante contra distancie.- ~~, es el esfuerzo cor­

tan te turbulento, también referido como uno de los compo -

nantes del tensor de esfuerzos de Reynolds. Está dado por 

i2, :. f (. Vl 'U".' ) 

en donde les 'll;,' son las componentes (fi~icaa) de las fluc-

tuaciones de la velocidad. 

-----
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Pare este tipo de casos en los que el movimiento de la masa 

del fluido es unidireccional y se puede considerar un gradiente 

de velocidad constAnte en la región francamente turbulenta, el 

vector velocidad de la IMsa del fluido relativo a un plano y:O 

está dedo por {componentes físicas) 

( ~) : ( ~ i~U) , O , o ) 

en donde es el gradiente de le velocidad de la tnAse flu1-

de. (U) es la velocidad promedio de la nmse del fluido en un pun• . 
to dado; así, por ejemplo, en tuberías (U.~ es cero en la pared y 

. 
tor.1& un velar máximo en el centro del tubo. 

Les componentes físicas de vi son (v1,v2,v3); de aquí que 

~~t t)=--tt Vt - ~ f~" v; 

R"~t i~)=-tt '13 - t r\• v; 

en donde se ha supuesto que 

~l"'- <. v.i)) - f t "'- < v-·~) o:t -

como 

--- (12) 

--- (13) 

--- (14) 

siempre que la velocidad de la mesa fluida sea estacionsria.Esto 

es, que el cambio de la COti.lponente 1 de la velocidad relativa de 

la entidad con respecto al tiempo es únicarmnte funci6n de esa 

comporlente 1 y por supuosto, también de los parámetros que descri­

ben las ceracter!stice s del material. 
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Bajo les condiciones 

(Vlo , V20 , V30_) cuando y : o, se resuelven las ecuaciones d1-

ferencieles (12), (13) y ·(14) para V, V y v3 respectivamente. 
l 2 

Resolución para v2 .-

La ecuaci6n (13) puede escribirse como 

i ( d\Ja el~ ) , 11 3 a J 
"R. ~ \ ¡¡; ar :: - - - V2. - - - V2. 

" 2 f 't fR 2 

y puesto que V1 ::. ~ , la ecu.ac ión enter ior queda 
clt 

como 

o bien 

--- (15) 

en donde 

A:. a '8 
'-1 f R" Y, 

--- ( 15.a) 

o.: (~~ t --- { 15. b) 

• 

In te erando 

de donde 

--- { 16) 
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La expresión anterior se hnce cero cuando 

"-* a "1 si se llama " la distancia correspondiente a la cual v2 :, o, 
es decir, 

,.. ' - \ .¡- - , ~. I\ __ lan _ 

Aa.. ~ 
--- (17) 

esto es, 
"\* " es la distancia media viajada por la entidad an-

tes de que su momentum se disipe totalmente por acci6n viscosa, 

pues como se mostrar, más adelante, no solamnte a y : "-" v2 

se hace cero, sino también v1 y v3 son cero. Como la d1sminuci6n 

del momentum de la entidad es exponencial(l\1.erequiere un tiempo_ 

infinito pare que le entidad viaje la distancia l . Por tanto, 

esta distancia representa un lim.ite al cual se acerca rápidamente, 

pero que nunca es alcanzado. En el análisis subsecuente se supon­

drá que la diferencia entre A• y cualquier limite real es despre­

ciable. 

S1 se expenden en series de Teylor las funciones tangente 

de la ecuación (16) se obtiene 

esto es, 

--- (18) 
{Aa.~)i.< ~ 

J 1i 

--- ( 19) 



en donde 

- lo -

2 1 R"" V2º 'f' 
g? 

--- (20) 

lNes la distancie medie vi~jeda, en un material para el cual 

B sea igual e cero (como en un fluido Jrewtontano), por la enti­

dad desde el plano y=O antes de que su monentum sea disipado 

enteramente por la acción de fuerzas viscosas. En efecto, si 

B::.O 

--- (21) 

qu!3 es la expresi6n obtenia.a por rr'yJ.desley y SD.ve r ( 1) pera 

fluidos 1-Tevi,tonienos. 

Esta misma expresión debe también obtenerse si se expando 

le ecuación (17), que define ); , en series y después se con -

sidera al-ceso B = O. As!, 

°t= _J_ Tuñ' 'he = J... [Va. __ , { Vzo)"+ l lY!! \5_ l 
A.4- o.. Ao.. o. ! \ tL s o..J · · · , 

_ V2. 
A.o..'l. 

--- ( 22) 
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De aquí que 

h'm )* : \(m ,.. -= )t~ 
-s.-.o a._..e:o 

En concluii6n, se ha introducido un nuevo concepto : ).• , 

la distancie máxime vis.jede por la entida:1 en un material 110-

Newtonieno y que dependiendo del signo de B cumple necesariamen­

te 

Resoluci6n para v1 .­

De le ecuaci6n (12) , 

si B > O 

si B ( O 

'Rt'l'o\~o.~: -L .L(v -~"<"'>)-~ ~ (V,-!Jd~u>)3 

O.j ;a 2 f I e{~ 'I f ~ ~ 

(23) 

Una soluc16n para esta ecuación se deduce en el Apéndice , 

(24) 

la cual se reduce para el caso B = O a 

.. V, o; V, ( t - J. ) + d 2! ÍJJ + A~ ( 1- 1; ) .in ( 1- ~ )] 
0 ~ 4J L' i~ ~,., 

que es precisamente la solución obtenida por Tyldesley y Silver(l) 

para el caso l!ewtoniano. 
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Las expresiones hasta a~u! obtenidas para v1 y v2 son 

bastante complejas cor.io pera ser usadas en el análisis subse• 

cuente; por ello se harán les siguientes simplificaciones. 

Si de la ecuaci6n (18) pera v2, se desprecian los térmi• 

nos de orden mayor que tres, se tiene 

--- (25) 

en donde 

--- (25.a) 

. 
Sin embargo, la ecuación (25) es aún una expres16n compli-

cada. Por tanto se tendrá que suponer que la norma del par4metro 

B es lo suficientemente pequeña como pera que se cumpla 

[ a y r .( v,. ( ~) << 1 

Con esta supos1ci6n, la ecuación ( 25) puede aproximarse 

a le soluci6n simplificada que da Morones (5) 

--- (26) 

Con esto, le ecuac16n (24) pera V1 quedará como 

--- (27) 



Resoluci6n pare V .-
3 

- 19 -

La rorrns de le ecusci6n (14) es totalmente análoga a la de la 

ecuaci6n (13) • De aqui que la solución sea 

\Ja = V3o - ~ tan Ao.~ 
1 + V!!.. ~>1 AQ..!j 

0v 

o en la forma simplificada correspondiente 

Clara!Il8nte se ve que 

\(m l \J,, \/1., V,) = <. 'Ü¡ '> 
~ ... ')."' 

--- (28) 

--- (29) 

o bien, como las aproximaciones hechas hen conducido a considerar 

, se tiene 

\,m l '1, 1 V-,., V3 ) = <ir¡'¡ 
!1_. "~ 

lo cual significa que en el limite la entidad pierde su identi­

dad y pasa a formar parte de la mesa del fluido, esto es, pasa 

a tor.1.Br las características de la masa del fluido, lo que es 

bastante congruente con el modelo físico propuesto. 

Considérese ahora el flujo de entidades que cruzan el pla­

no y ;:O y en particular una entidad que haya sido creada a 

una distancia A del pleno y que ahora lo cruce. Si t,.V, y /1V2 

son las conponentes de la velocidad de la entidad relativas a 

la velocidad promedio del fluido en el pleno y :O, entonces 

la contribuci6n al esfuerzo cortante cinemático de ésta entidad, 

ó;, · , está dado por 

---(30) 
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A'I, y ~\/t estar,n dadas por las siguientes expresiones (si ).*~ ).*'" • 

De aqu1 :~n adelante se mentendrá esta aproximaci6n y se escribi­

rá simplemente ).• ) : 

A 'I, = 'l., [ l1- ~ \.1- .t~~ t1- ~ )•} + ~~ (t ti- i)tnt1- ~ )1 
--- (31) 

--- (32) 

Aqu! v10 y v20 son los valores de v1 y V2 relativos e la 

velocidad medie del fluido en la reg16n, al momento de crearse 

las entidades. 

Sustituyendo las ecuaciones (31) y (32) en la ecuación (30) 

y tomando el valor esperado de <r., pera obtener el valor promedio 

del esfuerzo cortante i.1 , se obtiene 

r;2,~(~,)=-(f\J'º~2o(L,- ~) + 1:, (,-~ )3]2) 
-(J_tll2, A" l1-1S~ri (1- ¾)1Jáj~) --- (33) 

-( [ ~ "-: .. A" (1- ~ )'n (1-~)1 ~f) 
Si se considera que el proceso de creaci6n de las entidades 

no favorece a valores positivos ni negativos de Vio y que además 

al momento de creerse la entidad, la componente en la direcc16n 

del flujo de su velocidad es independiente de la componente normal 

V20 , se tiene (fV,.~eo(l\- ~' + ot.~l;, (l- ~. 'f }'l) = 

f ('1..) \<V.,)( ll--\:Í) + ( ~ otVi. )(t1- i n+(-¾¡o1•v.:) ( l1-½, )')\•o 

puesto que la función de densidad de probabilidad de V10 es simétri­

ca, es~o es 
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La sustituci6n en la ecuaci6n (33), de las expresiones 

pa:raoCyly si se hace NHe : R V2o1_ 1 además considerando 

'i 
que 

<~)=, J <r>= J 

son los va!ores .medios macrosc6pic~s de la viscosidad, la densidad 

y el gradiente de velocidades respectivamente, se obtiene 

bi, = - ~ n < ~ tJ12: )( { ,_ \ )1
~~ (1- ~) \ o<cJ> 

9 1 ~ '7i 
_ !Y. (! ~ )/ 11_ ~ 't/~'11 (I- A-)) d<t,O 

1\ ft R." e \ \ °t' J '>.* t_y 

--- (34) 

en donde se han separado las partes consideradas independientes 

en una que es runc16n de las condiciones iniciales de la enti• 
·"A dad y la ot:ra que es funci6n de -,¡ , la proporci6n de la 

di~tencia máxima viajada po:r la entidad. Al valor 1- , según 

muestren Tyldesley y Silver (1), se le puede asignar una den­

sidad de probabilidad y de esta .forma se toman en cuenta to-
). 

dos los valores posibles (recordar: o,-;¡. < 1) que pueden 

tomar las .funciones de !.. • Los valores espezedos de estas 
• "),.* 

funciones son, entonces 

( ( \- \ Í t11 (1- ~) )=J.l,- {S6t (1-~ )IA (>./)") = - t 
o 
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S1 se sustituyen los valores anteriores en la ecuaci6n 

Como se ve del análisis precedente, el concepto de vis• 

cosidad turbulenta surge de una mmr a natural del modelo de 

entidades de un fluido turbulento. 

La ecuaci6n (36) ae reduce para materiales Mewtonianos a 

Ep~ = ~ ( 'PN4) 
81 

--- (37} 

qu~ es la obtenida por Ty'ldesley y S1lver (l}. 

Finalmente., se puede obtener la relaci6n de difusividades 

turbulentas cinemáticas de momentum entre un fluido no-?rewtoniano 

y un fluido Newtoniano., 

~ = E;A/f : ~ÍI +- ..!.. !. < 't~> ..!._ 1 
Ep.i_ 6j,..,7r., )) ~ 50 ? <Vl,) (R') --- (3BJ 

esto es., la relaci6n •/E>w depende de la relaci6n de viscosi­

dades cinemáticas moleculares \J,.¡/v y del grupo adimensional 
&~ I 'Í <'4:~(ii} al cual se le denotará con la letra griega A . 

Por tanto., 

--- (39) 



IV• TRA1ISF1!!REH0 IA DE CALOR 

El proceso de difus16n de energ!a térmica se lleva a cabo 

mediRnte la migrac16n de les entidades entre regiones de diferen­

te energía. El análisis de este· proceso es bastante parecido al 

que se hizo en transferencia de momentum, en donde se hacía la 

suposic16n de la existencia de uniformidad de momantum. Aquí se 

supondrá la uniformidad interna de temperatura. De esta forma 

se guarda consister1cia con el modelo. 

El flujo de calor q a través de la superficie de une enti• 

dad particular que posee una temperatura W1iforr.oe T, rodeada por 

un fluido de temperatura Tr' está dado por (véase por ejemplo 

Bird et al. (4),p. 329) 

--- ( 40) 

en donde K es la conductividad térmica del fluido y a0 es el ra­

dio de la entidad. 

Como en el caso de transferencia de momantum, se supone un 

proceso cuasi-estático, de tal manera que la ecuaci6n (40) es vá­

lida aún cuando la temperatura de los alrededores esté cambian -

do. De equ! que, despreciando los términos de dis1pac16n viscosa, 

el balance de calor quede como 

--- (41) 

- 23 -
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en donde CP es el calor especifico a pres16n constante del flui­

do. 

De lo anterior se deduce que en el modelo se está suponien­

do impliciternente: 

a) que el proceso de transferencia de calor entre el flui­

do y las entidades, cada vez que éstas pesan de una reg16n a otra 

de diferente temperatura, alcanza rápidamente el estado estacio -

nario y 

b) que a medida que pasa el tiempo, las entidades se despla­

zan cambiando su temperatura. 

Si se introduce un factor de d1storci6n 'Y' que cuente 

por la desv1aci6n de la forma esférica, se tiene, de la ecuación 

(41), 

c:lT - ----
elt --- (42) 
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Si~) es el va 11.>r esperado o promedio de Tr, la ecuaci6n 

que dasc1•i'be el comportamiento de la entidad es 

.... (43) 

Para el caso simple en el que la temperatura en planos par-

pendiculeres al eje Y es uniforme, el gradiente de temperatura es 

consta!.te y las temperature s se refieren a la d,31 plano y : o, la 

ecuación(~) qu~da como 

~ :. - & lT-.!1 d<."T-f'>) 
~t a~ --- ( 4-4.) 

en donde 
--- (44.a) 

La ecuación (44) puede transformarse a 

~:: -~ (T- ~ rA<¡p) 
ti~ V,.ty) 

(45) 

Si se sustituye la expresión (26) pera la velocidad v2, que 

es· función de la posición y se resuelve para T, se obtiene una 

función 

De esta forma, la diferencia de tempera tura proneclio 

(46 ) 

dn una or:tidad que ha viajado una d!.s tancie y : ) desde su crea­

ción y que cruze el plano y: O está dada por 

--- (47 } 

Entonces el .flu:z de emrg!a térrr.ica en la dira cción del e je 
•) , x~, q , estera dado por 

~ ,. 
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El flux esperado o promedio de energía Q.3 ·pueda encontrarse 

sirruiendo el mismo procedimiento que se hizo pana el caso da trans­

ferencie de momen1;um; esto es 

QL,: < 'h) '= €11 (i ~i) 
--- ( 48) 

en donde E." es la difusividad turbulenta de calor. 

Ahora bien, !,iorones (5) presenta la expresión final de E.K 

a la que llega. Sin embarrro, esta expresión conduce a problemas 

serios en su"parte lfewton1e:na" ( término en el qua no apa1•ece el 

parámetro no-J-Tewtonieno B) ya que sólo ve de acuerdo con los resul­

tados reportados {l): en ·un :r.ango muy pequeño de números de Prandtl, 

entre 2 y 3 aproximadamente, siendo que generalmente los fluidos 

no-rewtonianos presentan números de Prendtl mu.y elevados. r.rodo es­

to es resultado de las expresiones y métodos aproximados que se 

emplean para la resolución de las ecuaciónes diferenciales, debi­

do a la conplej1dad matenmtica que presenten. 

Pera corre.r1ir este problema, se llevó a cabo el siguiente 

método que condujo a una expresión para la relación de difusivida­

des E:.~~~{y posteriormente, aplicoo.o a transferencia de maos, 

pare la relación€N{~J que es bastante congruente con la realidad 

r!sica. 

Si se escribe, de acuerdo a la forma general que tiene la 

expresión obtenida por Morones(op.cit.) 

5 :. Lf L l 1, >r 1,t1:" t, \,{a) 
~,., ,J , . --- ( 49) 

en donde r2 y r3 son las Úrdcas funciones que dependan del pará­

metro B y que cumplen que si B : O entonces r2 : f 3 : o. 
Tyldesley y Silver (1) obtienen de la resolución exacta de 

las ecuaciones diferenciales pare fluidos Uewtonianos 
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--- (50) 

en donde lTpr es el número de Prendtl molecular. 

Ahora bien, ieu_alnndo estas dos Últil'l'Bs expresiones pare 

el ca so de materiales Newtonianos (B : O , f=fl>J , Y\=IA), se ob­

tiene 

Las funciones r2 y r3 se toman como las mismas que en la 

expresión original ( recordar que les incongruencias eren sohre 

la función o "término Newtoniano"). De esta forma, la exprenión 

corregida para la relaci6n ~queda como 
~ .. 

~ : ~ [v, + l. A~,~ f, ~ .L ..K. < v:. ~(v,! )?, ft 1',f J --- e s1) 

~" v ~ s'I (v,)' ] 
en donde 

~ = 9Nec 
2+<,~ 

"'D \ - 3 Ñt»r ' re:-----
2-'1 Nv,. 

N'9r ~ C<» V\ 

~, = 

'f2 :: 

-K 

r t ~,2) 'f , \ 5/2. · i/2 · - z) 
r t112) ' ' ' 

r t,1-1) f L2)th. ~ q '"; - ! ) 

rtc,l~ 
t' ("X) , la fun e 16n gar.lt'l8 

'J 

't ta),~c ¡-i) ·, la f'lll'lción hipereeométrica 

'Z= LA 
\S 

--- ( 51.~) 

Los dem4s térMir.oa son los mismos definidos anteriormar.te. 



V. TIW-r3FEREJ:-CIA DE MASl 

El proceso de transferencia de masa también se lleva a cebo 

ma,:iante la migración ds las entidades entre regiones de diferente 

concentración. Puesto qua al proceso de transferencia de masa por 

r!':.oviniento molecular es dascr1 to por la misma ecuación fundamental 

que para transferencia de calor por conducción en un material ho­

mogéneo, el análisis que se hizo de este Último es válido para el 

primero; únicamente los gradientes de tenperatura son remplazados 

por los de concentración y la difusividad térmica es sustituida 

por una difusividad de masa. Cono consecuencia, el flujo másico 
. , 

de un conponente A, mA, a traves de la superficie de urm entidad 

e~tará dado por (ver 1i~d ~tal., op.cit.) 
'fnA: '( iT a 't)A ( C~ - C.,.\) ..... ( .5?,} 

en donde: CA y CAf son las concentraciones del componente A en 

la entidad y en el fluido circundante respectivamente y DA es la 

difusividad de masa molecular de este componente en el medio. 

La suposición del estado cuasi-estático conduce a 

Yf\A: - t if;,1 ~ : l(iT a 'D., (CA- CA¡) 

y a la ecuación análoga a la ecuación (42) 

~CA _ 3"D~ 
ell :: 'R,.'\>, tCA - Ot~ ) --- . (-5:S) 

que bajo la misma suposición de una distribuci6n simple de concen­

trec fones se transforma a 

- 28 -
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4s: _~~e~-~ d(CAf)) 
Jt ~2~· -~j 

--- ( 54) 

debiéndose resolver pare CA. 

Posterior·:r:u:1te se obtiene el flux másico en la d1recci6n dt:)l 

e ,ie Y , ll½A, y su ve lor pro-:i1ed1 o o e spered o '.v1~~A 

M2A~ (m2 \ = EMA d <-~f) 
A/ --a]- --- ( 55) 

en donde (""~ es la difusividad turbulenta de masa del componente 

A. 

Finalmente, bajo las cor:'.'eccim:es correspondientes, análogas 

a les mostradus para el casl'l de tre11sfe:i:•e1~cio de cr,1,,r,. se obtiene 

la relación de difu~ividades 

~ = ~f S, + l.ASlS2t, + L~ ('J: ~(V2~) SS S rJ ___ (5a) 

E.)ArJ y l ' 6't (V:.)t 1 2 ! ] 

en donde 

, 52 : 1-3N5! 
2- 9 N5c 

1 S 3 : 1.:_~_~c_ --- ( 56 • 1i) 

2 .. 15 Nsc_ 

Nsc= _!J._ es el número de Schmidt molecular r 1)~ , • 

Los demás parámetros sor. los mismos dofiriidos anteriormente. 



VI. RELACIOHES DE DIPUSIVIi>ADES Ttn11UL3rfms 

€K €,1'\ 
Las relaciones i; y ¡; que son el inverso del IIÚr.le• 

ro de Pran4tl turbulento y el número de Schmidt turbulento res­

pectiw.1mante pued~n obten,3rse de las ecneciones (39), (51) y 

( 56) º De esta forma, si se toma el mismo 01,dan de aprox1ma­

c16n que tiene la exprasi6n pare le d1fusiv1d~d t1U'bulente de 

r.nomentum pera las di.fusividRdes de calor y de masa, se obtiene 

\ _ e" _ 'P, + \ .A '~rP, f, ---- - __.. .. 
NfrT fe.JI' \ + to../\,,. --- ( 57) 

--- (58) 

En conGl1.1si6n., se pUf.'ldP. a.fi.r:-::ar qua las relacionos de 

difusividades turbulentas son funciones no sólo da los par4-

metros que cuentan por los efectos de esfuerzos nor-:males en 

materiales no-Uewtol!inr, os del tipo de los viscool,fot icos y 

de otras propiedades moleculares, sino también del núr.111ro 

ad1mens1onal ..A. que cuenta por las características tur­

buli,ntes dol flujo • Este raoultad o est, en e oncord.encis, al 

menos cual1tativ'lmente, con le evidotlC1a experimer1tal disponible; 

(6), (7) por ejenplo. 

• 30 • 



VII. ANALISIS Y RESUII.l1ADOS 

Para aplicar los resultados te6ricos obtenidos, es conve­

niente hecer un análisis de los parámetros que intervienen y de 

la forma en que se puedan determinar. 

Viscosidad aparente i .-
LB relac16n del esfuerzo cortante a la rapidez de 

corte 
tlux 

- 'aj es lo que se llama viscosidad aparente. Esto 

es, 

De esta forma, dependerá del modelo que mejor describa 

esta relación esfuerzo cortante-rapidez de corts, ea .decir, 

se. debe tomar aquel que mejor se ajusta a los da tos exper1• 

mentales. Así se t1enen,por ejemplo, 

Modelo Newtoniano: 
'!J"-':.f (-i) 

en dond~ ~ : )A : constante. 

Modelo de la potencia de Ostweld de Waale: 
1\•\ 

, _ """'\ clU.x \ tAUi 
'°!JX. - - "' 7f ~ 

en donde m y n son constantes.caracteristicas del material. 

Este as un ejemplo de \Ul modelo·en donde la viscosidad es f1.lll­

c1Ón de la rapidez de corte. Otros modelos de este tipo son: 

- 31 -
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Modelo de Ellist \ 

dUi l , { /r.,)- '1 _ :- - + l'rl, 'JX. ;jX 
dj ,. 

en donde io es la viscos:kiad a corte cero y m1 y n1 son 

constantes. 

u' en donde r· es una. constante y es el valor critico 

del esfuerzo cortante por debajo del cual no existe deforma­

c16n, 

Podr!a:, seguirse enumerando toda una gana de modelos que 

algunas veces son comb1naci6n de los anteri.ores y que otI'as ve­

ces involucran parámetros en gran cantidad y que muchas veces 

son difíciles de medir o de ajustar. 

Par,metro no-Newtoniano B,• 

Caswell y Schwarz derivaron una expresi6n para B, (2) , 

en donde A1,A2,A3,A4,A5 son constantes numéricas conocidas y 

1'. , ~.J , t,, , '4 , c/J. ,on par,metros que resultan de la 

expans16n del tensor de esfuerzos cortantes del fluido de 

Rivlin•Ericksen en términos de los gradien~es de velocidad, 
' aceleración, segunda aceleraci6n, •••, (n - l)ésima acelera-

c16n y que se determinan experimentalmente de medie.iones·· d&· 
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esfuerzos normales. 

En un flu,1o cortante simple en estado astHcionario, se 

pueda carectarizHr a un fluido no-Newtoniano por tras f\mclo­

nes :natariales , , ~. y,, . Si el eje x1 es el qua está 

paralelo a las lineas de corriente y el aje x2 os el eje normal 

s los planos de corta, les funcionas materiales a stán dadas por 

' 
func16n del esfuerzo cortante 

4,lK)-:;. ~" - ,u 1 
4al~):: ~,2.-7P33 J fllllc1ones de los esfuerzos normales 

todas las cuales son determinadas por la rapidez de deformac16n 

k. A partir de esto, Ceswell_y Schwarz (2) obtienen las siguien­

tes expresiones 

•• 
Muchas de las mediciones reportados hasta la fecha, indi• 

can la existencia en flujos cortantes simples de la simetría 
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lo cual permitirla escribir entonces 

'Pa : - l q,., a. 
Más aún, la teoría molecu-lar de Lodge(8) .tavol'8ce esta simetr!a 

de esfuerzos normales, al menos en la reg16n de pequefias velo­

cidades de deformac16n. 

Como se ve, Caswell y Schwarz no dan las expresiones para 

4., ni para ~. o ,, por separado y explican que estos par,­

metros no pueden obtenerse de mediciones en flujos cortantes 

simples. Por ello, se propone una aproximaci6n de segundo orden 

en las perturblciones de la velocidad en lugar de Ul'l8 de ter• 

cer orden como los autores antes mencionaias utilizan en su de­

ducci6n. De esta f'orma,se puede demm t?llr l'8Curriendo a la fuen• 

te original, que los términos en fÁ , f1 y ;,. desaparecen que• 

dando la siguiente expresi6n para B 

Un ejemplo de c4lculo seria el siguiente& 

Material& Soluci6n 12% de pol1est1reno en Aroclor. 

Datos experimentales reportrdos, Doughty y Bogue (9) presentan 

las siguientes mediciones experimentales, 

~o , viscosidad a corte cero - 237 po1sea -
- 5 din-seg2 (extrapolando de acuerdo al moda• 
- cm! ~ lo de tres constantes de Oldroyd) 

Utilizando la relación de simetría 

~ : 5 1 :. -2.5 • De aqu.i que B :. -1.5 s seg 
cm 

• 
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Otras expresiones para B se pueden obtener segÚn ·.el mode• 

lo reol6g1co del qua se perta. Este puede ser el modelo de 1.lax• 

well o algún otro modelo s1mpl1ficaio, o bien, modelos más 

complejos como el que se us6 de R1vl1n-El'1cksen, o el del 

fluido de Oldroyd, etc., según se quiera tener una mayar o 

menar exactitud en .la descr1pc16n del coraportamiento r!sico del 

material. 

Leslie (10) llega a una expresi6n para la tuerza de arrastre 

a partir del modelo del fluido de Oldroyd que es semejante a la 

obtenida por Caswell y Schwarz (8). De ah! se puede· obtener 'llll8 

expresi6n pana el par,metro B,,en tunc16n de las constantes de la 

ecuac16n qua describe al modelo de Oldroyd y que son característ i• 

ces del material. Lo importante es que predice una reducc16n 

~n el arrastre para fluidos viscoelásticos, esto es, predice 

B ( O en fluidos v1scoel~st1cos 

lo cual se obtiene precisamente en el ejsnplo citado. 144s aún, 

es bien conocido el efecto de reducc16n de arJ:9 stre que produ• 

ce el agregar un polímero soluble a un fluido, lo cual resulta 

en una dism1nuci6n ~el factor de fricci6n. Y estas soluciones 

presentan un comportamiento viscoel,atico. "Últimamente se ha 

escrito una abundante literatura acerca de estas soluciones 

diluidas de polímeros que ocacionan \lll8 disminuc16n en el 

arrastre; ver por ejemplo a Hershey y Zakin (11). 

Para materiales puramente viscosos en el sentido de 

Metzrter y Park (12), es decir, aque11,,s ,ará ·1os ~1es...los:-térm1• 

ntis de. esf.ue~-ZOS •.normal'B'S· de.r. :~ens~ qe· ·eáfúer.:ZO:.S són 1ici&ntioemen• 

te cero en flujos cortantes estacionarios , el pa -
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rámetro B será igual a cero. Esto significa, de acuerdo a los 

resultados teóricos que se obtuvieron en los capítulos anterio­

res, que las características en flujo turbulento de fluidos 

no-Newtonianos puramente viscosos son similares a aquellas de 

los fluidos Newton1enos, lo cual va de acuerdo a lo observado 

experimentalmente (12). Las expresiones para fluidos Newton1a­

nos servirán entonces también para los materiales no-Newtonia• 

nos puramente viscosos, siempre y cuando para determinar la 

viscosidad aparente se tome el modelo correcto de la relac16n 

esfuerzo cortante-rapidez de corte. 

Parámetro de escala R •• 

Si se considera que la forma de la entidad no se aleja 

mucho de la forma esférica, las expl'esiones (9) y (10) pueden 

co,ns1derarse pr,cticamente las mismas puesto que la constante 

numérica o es igual a 5 en el trabajo original de Von-Kármán 

y Howarth (3}. Por tanto,la ~icroeacala de turbulenc·1a d y 

el parámetro de escala R pueden identificarse plenament.e 

ta microescalJ corresponde a un t~DBño medio de la enti• 

dad. En los tratamientos que corl'elscionan este parámetro, se 

dice que representa un tamaño medio de remolino. De aqu! que 

haya una correspondencia entre las "entidades" y los usuales 

"remolinos". 

La microea<Jl la de turbu.lenc1a se puede obtener de los 

espectros de distribuc16n de energia turbulenta. As!, Hinze 

(13} propone la siguiente expresi6n 
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l _J_ 
7:- s 

[ k~ E U<,) .!1<., 

en donde E(k1) es la frocci6n de energía turbulenta asociada con el 

número de onda k1 , la cual as necesario aeterminar experimentalmen­

te. 

Para medios no 1sotr6picos, hab1~á una microescala pera ceda 

direcci6n. Este es el caso de flujo en tuberías o en canales rae -

tengulares que presenta Laufer (14),(15) para fluidos Nawtonianos. 

En este caso, la microescala de turbulencia apropiada para ser usa­

da en las expresiones seré le transversal a la direcc16n del flujo, 

pues es en ese sentido en el que se ha supuesto que tiene lugar el 

transporte de la propiedad {momentum,calor o masa). 

Se han hecho mediciones de la intensidad turbulenta y de los 

espectros de distribución de energía turbulenta como los que pre -

senten Wells (16) y Virk (17) en fluidos viscoelásticos y s~ he vis­

to que son muy similares a las mediciones hachas en materiales New­

tonianos. Esto permite suponer que el mecanismo turbulento en no­

Newtonianos y en Newton1anos es en realidad el mismo; lo que varía 

es nada más su comp9rtamiento reol6gico. 

Para tener una iden del orden de mugnitud de la microascala, 

se puede uno referir a las mediciones de Laufer (14) en canales rec­

tangulares. Aquí la microescale de turbulencia transversal va de 

0.1 crn a 1 cm dependiendo de la ·distancia ·a la pared y del número 

de Reynolds besado en la velocidad media máxima y en la mitad del 

ar1cho~ del canal. 
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Grupo adimensionel A .-
De los parámetros que forman este grupo, s6lo queda por 

~"~) analizar la ·relaci6n (~) • Ah,ora bien,. puesto que V2o 

es una velocidad de la entidad relativa a la de la masa del 

fluido, no es nada il6gico asociar (Va!) con el cuadrado 

de la 1ntensied turbulenta en el sentido transversal a la 

direcci6n del flujo, es decir, con el promedio de las fluc• 

tuaciones de la velocidad al cuadrado en la d1recci6n trans• 

versal a la del flujo (11'' 1 ) • Por tanto 

En erecto, la velocidad relativa que aparece en la e• 

cuac16n de disipac16n de energía turbulenta (10) es precisa­

mente la componente fluctuante de la velocidad en el modelo 

orieinal de Von-Kármán y Howarth. ., 
De acuerdo a lo anterior, ('Jí..) ae podr4 asociar con la 

cuarta correlac16n (V'Ai} ( que físicamente est4 relacionada 

con la curtosis de la distribución de velocidades) : 
(\Ji.)= (v'') 

Laufer(l5) miele la relac16n ~~:~ .. para flujo en tube­

rías y encuentra que es práeticamente constante e independien­

te de la distancia a le pared y del Número de Reynolds basado 

en el diámetro del tubo y en la velocidad en el centro del 

tubo. El valor que da de esta relaci6n es 

( 'U'"') = 0.35 
< 11''>9' 

(Rango del NÚmero de Reynoldsa oopoo a soopoo). 
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Aquí es importante recalcar la necesidad que se tiene de de• 

terminar experimentalmente los diferentes par&metros qua interv.1e• 

nen en el cálculo de les relacion~s de difusividades turbulentas. 

En particular se pueden ~encioner tanto la microescala como las 

correlaciones da velocidades , que son ceractar!sticas del flujo 

turbulento. 

La microascola de turbulanc ia depende de la posici6n y del 

número de Reynolds. Lo mismo puede decirse de las correlaciones 

de velocidades; esi, se tendrán que medir la segunda y cuarta co­

rrelación y aún la se::cta, si se va e determinar la relac16n 

(51) o le (56), e diferentes posiciones y números de Roynold~ 

aunque esta dependencia disminuye , para el caso de .flujo en tu -

barias, a medida que se acerca al centro del tubo,(15), (16). 
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Una vez descritos los parámetros que intervienen en las 

distintas expresiones, a cont1nuec16n se presanta un análisis 

de los resultados obtenidos mediante estas expresiones compa­

rándolas de alguna forma con la evidencia experimental dispo­

nible, ya sea de tipo cuantitativo o meramente cualitativo. 

Transferencia de Momentum .­

La ecuaci6n ( 39) 

~:: ~ r l.~ 1..A.1 
E.Jlw Y l ~ "l 

predice una disminuc16n en la relaci6n ~/~ para materia• 

les viscoel4sticos con respecto a los fluidos puramente visco-

sos, puesto que .A. se ha visto que toma valores negativos. 

Experimentalmente se ha observado, como apunta Fredrickson (18), 

qu~ efectivamente hay una tendenc:ta hacia la supresi6n de la 

turbulencia en el flujo de fluidos viscoelásticos. 

A cont1nuac16n se presenta una gráfica-de esta relac16n 

~ contra 1 /( ;,., ) para diferentes valores de .A. (Pig .1). 
~)'w 



'·º--i---i--~ 



• 42 -

Transferencia de Calor y de )(asa.-

La ecuaci6n (57) para el inverso del número de Prandtl 

turbulento 
E.H - ?, ,t, -\- ..A 1), 1>, t, \ - :. - -------------

Nfr'f e.ú \+L..A. 
r '50 

y la ecuac16n (58) .para al inverso del número de Schmidt turbu­

lento 
..L. : ~ -= _s ..... ,-""-~ ... , _.A._s_,_s_."'f_, __ 
~,. '&A \ ~ ..L..A. r ~o 

se encuentran gra.t'1cada s a cont1nuac16n. En la gráfica 2,, se 

muestra el caso de fluidos puramente viscosos junto con algu­

nos resultados e.xper1man tales reportaios en la literatura pa­

ra material.es Newt6n1anos, que son un caso especial de los pu­

ramente viscosos. La teor!a pited1ce que para un mismo número 

de Prandtl (o de Schmidt) la relación it = E.JL (o .!... • k ) 
"''' ~ ~t' E,M 

ea la misma en un Newtoniano que en un no-Newtoniano puramen-

te viscoso. Esto significa una similitud de comportamien~o de 

ambos materiales para las mismas condiciones de flujo turbulen­

to, lo cual está perfectamente de acuerdo a lo observado expe­

rimentalmente (12) .• 
€11 €"' En la gráfica 3, las relaciones - y -

""" €)A se presentan como funciones del nÚJ11ero de Prandtl molecular Npr 

y del número de Schm1d t molecular lrsc respectivamente. 

Pusto que es el caso mals general, se incluye corno tercer pará• 

metro a A • Hasta ahora, no se encontr6 dato experimental al­

guno -reportado en la 11teratU1'a que pudiera ser comparado con 

lo que predice la teoría. Sin embargo, los experimentos que se 
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han hecho sobre transferencia de calor y de masa en fluidos 

viscoel,sticos y en particular en soluciones de polímeros 

(19),(20),(21),(sa) permiten concluir que la eficiencia en 

la transferencia de calor y de masa en los viscoelésticos 

con respecto a los Newtonienos disminuye marcadamente, sien­

do esta disminuc16n_aún mayor que la que corresponde al ren6-

meno de reducci6n de arrastre.En otras palabras, aunque el 

término en el denominador para tran~orte de momentum dismi­

nuya para materiales viscoelásticos, el término en el numera­

dor para transporte de calor (o de masa) en la relaei6n-§:!. 
~ 

(o ~ ) debe disminuir aún ms a y esto ea precisamente lo 
EJA 

que sucede en las expresiones (57) y (58) derivadas de la teo-

ría. De esta forma, como se muestra en la gr6t1ca, para un 

mismo Npr o Nsc la reiaci6n i o t es menor en un tlui­

do 'viscoe lá s tico que en un fluido Newtoniano. 
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Disipación de Energ!~ .-

La ecusc16n (11) puede escribirse como 

j_= ~(t+ LA) 
~... v,., ' 

que para el caso do fluidos puramente viscosos se reduce a 

esto es, que le relaci6n de disipación de energía es igU.al a 

la relación de viscosidades cinemáticas moleculares de un 

fluido no-Newtoniano puramente viscoso respecto a un Newto­

niano. Esto va de acuerdo a lo que predicen otras expresio• 

nas deducidas por caminos totalmente diferentes; por ejem­

plo Patterson y Zakin (30) llegan e este resultado. M,s 

e~, estos autores muestren que pera fluidos viscoelásticos, 

la relación <l""es une función tanto de las propiedades mo­

leculares y reológicas del material; viscosidad, densidad, 

módulo de rigidez (ellos tomen el modelo de Maxwell), como 

de las cerecter!sticas turbulentas del flujo: intensidad 

turbulenta, espectro de energía, escalos de longitud, todo 

lo cual está de acuerdo con lo obtenido a partir de la teo­

ría expuesta. La gráfica 4 muestra la relac16n t/,w en run-

ci6n de V /tJtJ pera diferentes valores de A • 



i 

V/'VN 

FIG. 4 



VIII. CONCLUSIONES 

El modelo de la teoria de entidades para un fluido Newto-

11iano en régimen turbulento ha sido extendido para el caso náa 

general de un flui~o. Comprende, de hecho, cualquier material 

no-Newtoniano puesto que no ae hace referencia específica a al­

gún modal.o reol6gico determinado, sierño las únicas 11mitacio• 

nes las que surgen como consecuemia de la resoluc16n aproxima• 

da del complejo problema matem4tico. El caso Uewtoniano se ob• 

tiene como un caso especial al cual se reducen las expresiones 

cuando el parámetro no-Newtoniano B se hace idénticamente cero. 

Lo mismo sucede para los fluidos no-Newtonianoa puramente vis• 

cosos. 

Hasta donde es posible comparar, los resultados obtenidos 

concuerdan con lo observado experimentalmente, lo cu_al puede ya 

considerarse bastante bueno si se toma en cuenta· lo muy poco 

que está estudiado este campo. 

Finalmente puede decirse, que la estimaci6n de las pro -

piedades de transporte en riuidos no-Newtonianos en régimen tur­

bulento está, por el momento, lejos de hacerse experimentalmente 

con cierta certeza y quizá pase un buen tiempo antes de que los 

problemas mismos de su determinaci6n experimental puedan ser re• 

sueltos. De aquí que el tratamiento teórico cobre vigencia y sea 

muchas veces el único medio de obtener informac16n con ayuda de 

par4metros determinados experimentalmente. 
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GLOSARIO 

O.. definida por la ecuaci6n (15.b) 

(a,b,c) semiejes del elipsoide 

a0 radio de la entidad 

A definida por la ecuac16n (15.a) 

A1,A2,A3,A4,A5 constantes numéricas de la expresi6n de Caswell y 
SChwarz para B 

B parámetro no-Newtoniano 

C concentraci6n 

Cp calor especifico a pres16n constante 

D d1fus1v1dad m4s1ca molecular 

E(k1) rracc16n de energía turbulenta asociada con el rmmero de on-
da k1 

F runci6n hipergeométrica 

F1,F2 funciones definidas por las ecuaciones (51.b) 

pi fuerza de arrastre 

m,n 

m 

tensor métrico 

rapidsz de deformaci6n 

rnímaro de onda 

conductividad térmica 

parámetros de la ecuaci6n de Ostwald de Waale 

flus másico 

flujo másico a través de la superficie de una entidad 

m1,n1 parámetros de la ecuac16n de Ellis 

M flux másico promedio 

Nflr número de Prand tl molecular = SLl_ 
K 

- 49 • 
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NRo número de Reynolds. RV2of 

l{sc número de Schmid ~ ~01Jcular _ ~ - -;n 
P1,P~>,P~ funciones del Npr definidas por las ecuaciones (51.a) .. , .:, 

q flux de energ!e térmica 
• , 
q flujo de calor g troves de le superficie de una entidad 

Q flux promedio de energ·!a térmica 

r funci6n de los semiejes 

R par,metro de escala 

R1j tensor de corralaci6n de velocidades entre dos puntos 

ta, ,b1 funciones de los esfuerzos normales 

s1,s2,s3 funciones del N'sc definidas por les ecuaciones (56.a) 

t tiempo 

t 0 1:nterva lo de tiempo 

T temperatura de la entidad 

Tr temperatura dal fluido 

(u),ux velocidad promedio en la direcci6n del flujo de la masa del 
~ fluido en.un punto dado 

v velocidad definida por la ecuación (17.a) 

(Vf) vector velocidad de le ma.sa del fluido relativo a un plano y::O 

vi componentes de la velocidad del fluido relativa a un sistema 
fijo de coordenadas 

v!,vl' componentes de las fluctuaciones de la velocidad en los 
puntos p' y p'' respectivamente 

1 • 

( ,si•) promedio de las fluctuaciones de la velocidad al cuadrado 

V velocidad definida por la ecuaci6n (5.a) 

vi velocidad de la entidad relativa a un sistema fijo de coorde-
nadas 

(V1,V2,V3) corr.ponentes físicas de v1 

Vr velocidad relativa definida por la ecuac16n (8.a) 

xl eje coord~nedo en la direcci6n del flujo 
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2· 3 x·· ,x ejes coordenados normales a la direcci6n del flujo 

y 

z 

coordenada normal a la direcc16n del flujo 

definida por la ecuaci6n (51.c) 

definida por la ecuac16n (25.~) 

runc16n gamma 

microescola· de turbulencia 

e,, E" ,e."' difus-ividades turbulentas de mor:entum,calor y mesa res• 
pectivamente 

~.~ f E. ~r : 'P 

i viscosidad aparente 

,. viscosidad a corte caro 

e de°finida por la acuac16n ( 44.a) 

A distancia a lo que fue creada le entidad respecto al plano y: o 

]t distancia máxima viajada por la entidad 

·e<'ll) .A. .. --=-~~- , grupo adimensional 
- "~~')(\Ja,) 

~ viscosidad del material Newtoniano 

~· parámetro de la ecuaci6n de Bingham 

Y viscosidad cinemática moiecular 

r densidad 

·CT¡1 tensor de esfuerzos cortantes 

°'•i valor promedi'o del tens<r de esfuerzos cortantes 

lo parámetro de la ecuaci6n de Bingham . . 
f..,~,~ ,f5 ,tJ, parámetros de la _expres16n de Caswell y Schwarz pa­

ra B 

t d1s1pac16n de energ!a 

'I' , 'I)' , 'f factores de distorci6n 

( ) valor promedio o esperado 
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Subíndices 

A especie A 

f fluido 

ir material Newtoniano 

T condic16n de flujo turbulento 

x,l d1recc16n del flujo 

y,2,3 d1recc16n normal al flujo 

o cond1c16n al momento de crearse les entidades 
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APIDIDICE 

Resolución de le ecuec16n (23) para v1 .­

Con el cambio de variable 

y sabiendo que 

se obtiene la ecuación 

d\J: 4 Al {Vi'+ .c\J;-') = 
dj Va(~) 

en donde 
\ .e:.-;: 

(1, 

' 

Soluci6n al caso hooogéneo de la ecuac16n (A.1) l 

La ecuac16n homogenéa 

t1\J: + Arf (\/1' + .t v:•) =·o 
d.~ V1 (Y) 

••• (A.1) 

--- (A.2) 

puede integrarse bajo las cond~ciones (Vlo,v1) a (O,y) 
v,' y I Jv,' : - A ,ff tls 

V.' (1 +-et V.'ª) . . Va (9) 
~ . 

S1 se sustituye la expres16n (16) para v2 en func16n de y 
' 

se obtiene 
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v.' 11 dV,' 
V.' V,' ( I + o( V,'ª } 
'• 

---

Realize.ndo la 1ntearaci6n y resolviendo para v1, se 

obtiene 

--- (A.3) 

Si se asume \ v10\::::. \ v20\ (o equivalentemente V~ = v~0 ) , 

lo cual no es nada improbable, sobre todo si se toman en cuen­

ta los 6rdenes de magnitud, se tiene finalmente 

' : \J,o V1. - --- (A.4) 

\J20 

Soluci6n al caso no-homogéneo, ecuación (A.l) t 
... 

Se supone una solución de la forma 

1 ' ) \J, ~ 'V, "Oft\ .\o et~ 
--- (A.5) 

entonces 

••• (A.6) 

Sustituyendo en la ecuac16n (A.1) 

cic (!¡) + d.lJ:_ + -Acr J cM~v: + ot [c(y)+V:,,_:f \ = - c:1.co.i> 
t.l~ c!j Vt~)l ~ - ~ ~ 

--- (A.7) 

Si se desarrollan los términos en la ecuac16n (A.7), se 
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obtiene 

dc.lY) + d'J~"4."' + \Jao e(~)+ \J:, + a,t'/20 ¿(~)+3o(V1~ c'"f.!4) 
.lj tij )~ 'J&(~~ ~ )'.., 'J, (y) A~ 

--- (A.8) 

en donde se ha utilizado,el resultado de la ecuac16n (A.4) y 

el hecho de que 
Al=~ 

).· 
N 

Si se asume que la magnitud del parámetro no•Ne,,toniano B 
' . 

es lo suficientemente pequeña para que .c. V, ..... O,· entonces 

la ecuación (A.B) puede escribirse como 

t{c(y) + V,. c(Y) + r .dv:. + ~~. ~ e< V,: \J:~ 1-: -~~~ 
d.~ )~ VaCy) l d.~ )! \~ 'j ,{j 

Pero los términos que están entre corchetes constituyen preci­

samente la ecuación hor:iogénea (A.2). · Por tanto, la ecuación 

anterior se reduce a 

--- (A.9) 

que es una ecuaci6n lineal no homogénea en la i'unci6n C(y). 

La soluci6n, la ecua~1Ón (A.9) está dada por 

et~),. -~ t --~ )(cos~-9.Stn Ao.j) 
t½ \las~· &-8'n Atl~ Va • .. --- (A.10) 

Para resolver la L~tegral que aparece en la ecuación 

"(A.10), se hará una expans16n en series; as! 
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OUIMICA 
D. E. PQ. 

1- (l.)-°"v:. (.! )~ ~, - ""· .,..,, . r...a e! "IIJ --- (A.11) 

Bajo las suposiciones que se han venido haciendo, se to­

marán únicamente los tr~s prir.ieros términos de la serie, por 

lo que la inteeral se reduce a 

JH ol.Y ., : _ A~ \Y\ 2-(\ +J l-1-2.t ~~· ) i 
\-(~)-~(!.\' -'1+2cvt a-(1-J1+2av,"1

) l.. 
o "11 • '· ~, ~ 1 • it 

Sustituyendo en la ecuaci6n (A.10) 

e(~)= d<u~r "~ (n 2-(1+/1+a.cVf..)l](Coe~- &Scnt4ag) 
el~ [ 4 t+tee:V,\ ' 2-~-J1+w v::)~ v .. ., 

y V será entonces 
1 

--- (A.12) 

\J, : \J! 4- ~ ~U)= ~,~ ( \ - t. to.l"\ lvlj ) + d~>f ~ + )i (C.htJ-t. Ser1lta.J) 

ci~ ( \ + ~ fon Ao..9) d~ L 4 1 + 2-' V~ ' 

'4, 6, .2-(t+~l+'-t\/1~ )¼ 1 
2- c,-Jt ... 2.c v:. > ~ 

--- (A.13) 
6 

ec. (24) 
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