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Resumen

A través de un método teorico basado en dindmica Hamiltoniana, se intenta mantener
el confinamiento de particulas de plasma dentro del aparato estudiando el movimiento
de particulas prueba por medio de las caracteristicas de transporte anémalo.

El problema consiste en simular un espectro discreto de ondas de deriva en dos dimen-
siones, al que se le agregan flujos con cizalla del plasma de fondo. Se simula el movimiento
de particulas prueba a través de mapeos simplécticos obtenidos con un método que par-
te de las ecuaciones de movimiento Hamiltonianas, cuyos resultados son estudiados en
espacios fase.

Bajo el supuesto de que cuando se pierde confinamiento de particulas se establece caos
global en el sistema se determinan las condiciones para que sobreviva la tltima superficie
KAM que actia como una barrera de transporte, el anélisis consiste en detectar bajo un
método visual el rompimiento de estas barreras, que se forman debido a los flujos con
cizalla agregados que se dirigen s6lo hacia una direccion. Estos flujos van a depender
de la velocidad de las particulas, cuando la velocidad incrementa linealmente con el
radio menor del toro, el mapeo serda con flujo lineal (monétono); si la velocidad varia
radialmente en una region localizada se le llamara flujo zonal (no mono6tono).

A través de un estudio paramétrico se encuentran los valores de la amplitud de
ondas, radio de Larmor y flujo zonal agregado, de los cuales depende el mapeo para
los que las barreras se rompen o se vuelven a reconstruir. Con base en estos valores se
presentan diagramas con estilo ala de pdjaro y de ruptura tnica de ruptura tnica, que
son analizados para la deteccidon rapida de umbrales de barreras de transporte.

Esta tesis tiene como finalidad contribuir a la investigacion de fusiéon nuclear contro-
lada porque al parecer de la autora es la mejor opciéon ambiental que existe hasta ahora
y que podria llevar al planeta Tierra a lograr producir y ocupar toda la energia que lo
lleve a evolucionar tecnologicamente en el futuro.
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Introduccion

El planeta entero ha empezado a resentir las efectos del cambio climatico en parte

debido al uso excesivo de combustibles fosiles que se han usado desde hace ya mas de
dos siglos como la principal fuente de energia y cuya produccion de didxido de carbono
C'Os5 ha sido imparable, lo cual no permite aligerar el efecto invernadero.
Por supuesto existen muchas alternativas energéticas que son indispensables hoy en dia;
entre ellas estan las renovables como la hidroeléctrica, la solar o la edlica, cuya obtenciéon
es relativamente sencilla y ademés no contaminan del todo al medio ambiente debido a
su principal ventaja que es no emitir gases de efecto invernadero. Pero a pesar de esto
también tienen desventajas muy considerables. Entre ellas estd que no son lo suficien-
temente duraderas y tampoco puedan ser reservadas o transportadas por un periodo
largo de tiempo. Es por eso que también son llamadas fuentes de energia intermitentes
ya que su obtenciéon depende del medio en el que se desarrollen el cual siempre va a ser
imposible de determinar con seguridad.

En cambio, existe otra alternativa energética muy prometedora, la energia nuclear,
o més especificamente, la energia de fusion nuclear y la energia de fision nuclear que
podrian llegar a ser insustituibles debido a la enorme cantidad de potencial y utilidades
ambientales que traen consigo.

La energia de fision nuclear surge a mediados del siglo XX debido a las investigacio-
nes realizadas y experimentos logrados de mecanica cuantica. Cientificos de esos tiempos
lograron separar nucleos de uranio y plutonio y obtener una cantidad de energia ex-
cesivamente grande. Béasicamente lograron una reacciéon en donde un ntucleo de algin
elemento pesado de la tabla peridédica se pudiera separar en ntucleos de elementos mas
ligeros a través de colisiones con neutrones energéticos, y que a su vez se liberara una
cantidad de energia mayor a la que se utilizé en hacer la reaccion.

La energia nuclear por medio de reacciones de fision nuclear ya ha sido desarrollada con
éxito y aunque se propone como una opcién muy viable por ser menos contaminante,
hasta ahora no ha resultado ser una opcién tan aplaudida por algunos paises debido a
que su obtencion ha llegado a traer consecuencias mortales para algunos de ellos. Pero en
realidad estos accidentes nucleares han sido producto de errores humanos o negligencias.

La fusién nuclear, por el contrario, consiste en unir dos nticleos de elementos ligeros
de la tabla periddica para formar un nucleo més pesado y que a su vez logre liberar
una enorme cantidad de energia. Desde los anos 50 del siglo pasado se han realizado
investigaciones sobre la fusion que han llevado a conocer bastante bien el tema pero aun
falta porque aunque si se han podido llevar a cabo algunos experimentos de fusiéon como
tal, aun no se logra que sea autosostenible y por tanto eficiente como para lograr ser el
recurso energético limpio y natural que el planeta necesita.



Fusion Nuclear

2.1. Principios fisicos

Para entender en qué consiste la fusion nuclear hay que tener en cuenta los los princi-
pios fisicos que la rigen. Lo primero es tomar en cuenta la composicién y comportamiento
de los niicleos atomicos. Los nucleos estan formados por protones y neutrones con carga
eléctrica positiva y neutra, respectivamente. La forma en la que estos nucleones se pueden
mantener unidos es a través de la fuerza nuclear o fuerza fuerte. Esta fuerza soélo actua
a nivel nuclear y con accién a corta distancia, es por eso que los protones se mantienen
unidos entre si a pesar de todos tener la misma carga eléctrica. A estas escalas, la fuerza
electrostatica es dominada por la fuerza nuclear. Ver Figura 2]

Mantien Al Nicieo Junto

Figura 2.1: Fuerza eléctrica es superada, a escalas nucleares, por la fuerza nuclear fuerte. Fuente: [1].

Energia de enlace y defecto de masa

La energia de enlace de un ntcleo es una medida de la energia que se requiere para
separar al niicleo en cada uno de sus nucleones, y como, experimentalmente se tienen los
datos de la masa de cualquier nicleo conocido y de sus niicleos por separado, se sabe que
la masa del conjunto siempre es menor que la de sus componentes. A esta masa faltante
se le llama defecto de masa y corresponde a la energia de enlace, que es la misma que se
libera durante la reaccién, ya sea de fision o fusion.

Estos conceptos se relacionan a través de la ecuacion de Einstein sobre la equivalencia

entre masa y energia, F = mc>.

La Figura es una grafica de la energia de enlace por nucleén en funcién de su
masa atomica. Puede verse que la cantidad de energia de enlace varia por cada elemento.

Se observa un maximo en el que sobresale el elemento Hierro, *Fe, que es el niicleo
cuyos componentes estan més unidos que todos los demés, es decir, requeriria un proce-
so muy energético para separarlo o fusionarlo con otro debido a que es el mas estable.
Ahora, el lado derecho del maximo de °Fe se encuentran los elementos que seria relati-
vamente mas facil fistonarlos ya que se obtendrian nicleos més ligeros y esto a su vez
liberaria mayor energia que la que se aplica al inicio. Del lado izquierdo del maximo los
nucleos son més efectivos al fusionarlos entre si ya que formarfan un niicleo mayor y
liberarian mucha més energia por nucledén que la aplicada e incluso més energia que los
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Figura 2.2: Energfas de enlace por nucleén. Fuente: [2].

nicleos que se pueden fisionar [2].

A la probabilidad de que dos ntcleos se acerquen tanto como pueden y esto resulte
en fusion se llama seccion eficaz [3].
Las reacciones de fusion nuclear mas energéticas son las que contienen is6topos de hi-
drogeno. Esto tiene que ver con la probabilidad de que los nucleones lleguen a colisionar
y producir una reacciéon nuclear, En otras palabras, estas reacciones son las que tienen
la mayor seccién eficaz y que a su vez se invierte menos energia para que se logre.

La reaccion de fusion mas probable es la reaccion Deuterio - Tritio (D-T),

D+T —* He(3.5MeV) 4+ n(14.1MeV) (2.1)

En donde los reactantes son dos is6topos de hidrogeno, el deuterio D con un neutrén y
un proton, el tritio T son dos neutrones con un protén y cuyo producto resulta ser un
nicleo is6topo del helio (particula o), un neutron y libera 17.58 MeV de energia.

Esta reaccion, ademéas de ser la més probable, sus componentes son mas faciles de
conseguir. Porque el deuterio se puede obtener naturalmente del agua (D.0, agua pe-
sada), y el tritio, aunque no se da naturalmente, se sabe que es radiactivo con una vida
media de 12.3 anos y que se puede producir en reacciones nucleares de fusion como ésta

2,

SLi4+n —* He(2.1MeV) + T(2.TMeV). (2.2)

Esta reaccion es muy conveniente porque se obtiene en un reactor D-T y ahi mismo
se pueden usar los neutrones que resultaron de reacciones previas.

Existe también otra reaccién con menor seccion eficaz que se da a partir de la fusion
de dos D y en la que pueden resultar dos productos diferentes:

D+ D —3 He+n+ 3.27MeV.



D+ D —3 He +p+ 4.03MeV.

Estas reacciones producen menos energia que la D-T, pero son muy importantes por-
que el D tiene una abundancia natural muy grande en la Tierra pudiendo satisfacer el
consumo por millones de afios mas [3].

La Figura [2.3 muestra las reacciones que se pueden realizar de acuerdo a su seccion
eficaz en funciéon de la energia cinética que tienen antes de fusionarse. Se puede notar
que la reaccion D-T es la méas probable [3].
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Figura 2.3: Seccion eficaz de fusion nuclear para diferentes reacciones. Fuente: [4]

Con base en las reacciones ya descritas, se tiene que encontrar la forma de generar
mayor energia que la que se le aplique.

2.2. Plasma

Como la probabilidad de que absolutamente todos los niicleos den lugar a reacciones
de fusion es demasiado baja, la solucién encontrada ha sido calentar un gas de isétopos
de hidrogeno (nucleos de D y T) a altas temperaturas al punto en que se ioniza. Asi, los
iones de hidrégeno y electrones resultantes son acelerados a velocidades suficientemente
altas y al colisionar los nucleos puedan lograr reacciones de fusion D-T con alta proba-
bilidad. Este gas es llamado plasma.

El plasma es un gas ionizado, sus componentes son iones de carga g;, electrones de

carga ¢. y atomos neutros. Idealmente se considera que la densidad de particulas cargadas
positiva y negativamente dentro del gas debe ser aproximadamente igual, n, ~ n; ~ n,
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para que no se creen campos eléctricos macroscopicos y asi poder ver al gas en conjunto
como neutro o mejor llamado gas cuasineutral.

2.2.1. Ciriterios para plasmas

Hay que tomar en cuenta que no cualquier gas ionizado puede considerarse plasma,
existen tres criterios para considerarlos asi:

Longitud de Debye

Se tiene un sistema de tamano L que contiene un gas cuasineutral y en su interior las

fuerzas electromagnéticas sobre las particulas se encuentran en equilibrio, al agregarse
una carga de prueba () positiva, ésta modificara el potencial entre las cargas ya existentes
[5].
La carga QQ atraerd hacia ella electrones que la van a rodear por completo formando
en conjunto una especie de esfera, y que si no se mueven lo suficiente por efectos de
temperatura baja, lograran apantallar completamente los campos eléctricos que pudiera
formar esta nueva carga y asi el potencial eléctrico debido a Q seria nulo. El sistema se
mantendria cuasineutral todavia.

* Cargas positivas
iones) repelidas
+ /(

e” Esfera de Debye
eF e.~— (electrones)
ei// — e Carga de
7 b prueba Q

+ /i +
/\ "
\Plasma

Longitud de Debye

Figura 2.4: Carga Q rodeada por cargas negativas, esta configuracién es llamada esfera de Debye.
Fuente: Schaub, Hanspeter, Parker, Gordon, King, Lyon. (2006). Coulomb Thrusting Application Study.
120.

Esta configuracion de los electrones rodeando a Q se le llama esfera de Debye y su
radio es la longitud de Debye, A\p. Ver Figura [2.4]
Y la condicién de apantallamiento de Debye ocurre cuando las particulas actiian en
conjunto para reducir la influencia de la perturbacion, pero sélo se pueden observar si el
radio de Debye es lo suficientemente pequeno comparado con el tamano del sistema [6]:

)\D<<L

Numero de particulas dentro del plasma

Las particulas deben presentar comportamiento colectivo. Para esto se define como
Np al nimero de particulas dentro de una esfera de radio Ap. Lo cual quiere decir que

11



dentro del gas las particulas deben moverse libremente y que haya una suficiente canti-
dad de ellas Np > 1 para que puedan actuar en conjunto.

Como el comportamiento de las particulas es electrostatico, se espera que se man-
tengan creando constantemente campos eléctricos y como ademés se mueven y chocan
entre si se generan corrientes eléctricas dan lugar a campos magnéticos [6].

Frecuencia del plasma

En el anédlisis anterior se supuso que el plasma estaba en equilibrio, pero es més
requerido estudiar el comportamiento colectivo dindmico de los plasmas [6].
Asi que, suponiendo que en el plasma se mueven libremente los electrones y que el medio
que los rodea es estatico, al producirse una perturbaciéon en la densidad, éstos tenderan
a moverse hacia los lados, en donde la densidad es mas baja, debido a la fuerza del
campo eléctrico que se crea entre ellos y los iones, que por ser mucho més grandes se
suponen estaticos respecto a los electrones. Esto hace que los electrones empiecen a
oscilar. De aqui se deduce una relacion entre la frecuencia de oscilacion los electrones, o
como se conoce mejor, frecuencia del plasma w,y, y el tiempo promedio entre colisiones
de electrones con iones 7, de esta forma: w,7 > 1, indicando que las oscilaciones que
deben tener los electrones dentro de un gas para ser considerado plasma deberan ocurrir
en tiempos mucho mas cortos que el tiempo de interaccion por colisiones [6].
Sin embargo esto es solo para la definicién de un plasma no colisional. En el plasma hay
muchos regimenes espacio-temporales, asi que esta definicién solo se usa para plasmas
no colisionales.

2.2.2. Parametros de los plasmas para reacciones de fusién

Existen varios métodos para llevar a cabo reacciones de fusién nuclear usando gases
de los elementos D-T. Algunos de ellos son: 1) producir descargas eléctricas dentro de un
gas; 2) incidir radiacion electromagnética de alta energia sobre las moléculas o dtomos o
bien lo que interesa mas a esta tesis; 3) calentar un gas a temperaturas muy altas hasta
que se vuelva un plasma termonuclear [3].

Se describirdn ahora las condiciones que deberia de tener un plasma para lograr
reacciones de fusiéon dentro de un reactor nuclear.

Temperatura del plasma

Las estrellas logran transformar ntucleos de hidrégeno en helio por medio de tempe-
raturas muy elevadas, lo que se traduce en una gran cantidad de energia, y a la vez esta
energia que producen en las reacciones les sirve para mantenerse activas y brillando por
billones de anos. Este proceso es llamado autosostenible al no dejar escapar el plasma del
interior de la estrella debido al confinamiento ejercido por su propio campo gravitacional,

12



el cual impide que la materia escape [3]. Esto es un modelo a seguir para las reacciones
que se han descrito, pero tiene sus inconvenientes. Uno es la autosostenibilidad del plas-
ma, porque es realmente imposible confinar estas reacciones gravitacionalmente aqui en
la Tierra; y por supuesto las altas temperaturas que serfan muy dificiles de imitar en
nuestro planeta.

Figura 2.5: Plasma formado en el Sol, el cual permite la fusién nuclear en la estrella; y plasma formado
dentro de un dispositivo disenado por cientificos para crear fusion nuclear en la Tierra.

s Distribucién de velocidades maxwellianas

Al crear un plasma hay que considerar que dentro del gas las particulas no se acercan

mucho en las colisiones debido a sus cargas eléctricas. Para lograr que venzan la barrera
electrostatica las particulas deben llevar una energfa cinética muy alta. Al calentar el
plasma a altas temperaturas es como se puede lograr esto.
Como la velocidad que llevan las particulas no es la misma para todas, al graficar el
numero de particulas que llevan cierta velocidad contra esa velocidad, se observa que
el comportamiento del gas en equilibrio térmico es representado por una distribuciéon
maxwelliana, como la de la Figura [2.6]

1.2

-
o
T

o
©
T

o
)
T

+— temperatura—>

o
)

Namero relativo
=)
S

Velocidad (km/seg)

Figura 2.6: Distribucion de velocidades para un gas en equilibrio térmico. Fuente: [2].
La grafica muestra que la temperatura del gas es proporcional al ancho de la distri-

bucion y el pico representa cuantas particulas se mueven con la velocidad mas frecuente.
De esta forma las velocidades son mas altas a temperaturas mas altas [3].
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Densidad de iones

Debe haber una densidad minima de iones para que la probabilidad de colisién con
los demas niicleos o particulas sea lo suficientemente alta para que la energia producida
por las reacciones sea mayor que la invertida.

Tiempo de confinamiento

Para que plasma produzca mas energia de fusion que la que se invirtio al calentarlo,
la temperatura requerida para la fusiéon debera de mantenerse por un periodo minimo
de tiempo. Esto pone limite a las inevitables pérdidas de energia térmica.

Este periodo minimo se le llama tiempo de confinamiento de energia tg [3].

Los criterios de balance de energia sirven para establecer que la ganancia de
energia (la cual corresponde solo a la que se produce en la fusién) se empareje con la
energia perdida (plasma auto sostenido).

En el primer criterio toda la energia ganada y perdida tendria que ser convertida
de alguna manera por el reactor en energia ttil con una eficiencia e y asi mantener el
proceso de fusion [3].

Se llama Criterio de Lawson y se expresa como,

3T
[Pr(t% — Pr)]/n?

Con Pr y Pg las potencias de fusion y radiacion, n densidad del plasma y 7' la tem-
peratura en unidades de energia eV.
Se consideran dentro de la expresion a las potencias de fusion y radiacion necesarias para
mantener el combustible a la temperatura de fusion requerida. El resultado del periodo
minimo de confinamiento de energia tg tiene que ser mayor o igual para asegurar que
haya un emparejamiento de energia durante la fusion [3].

ntg >

(2.3)

La siguiente es el Criterio de encendido y es cuando el plasma alcanza el estado
ignicion porque la energia de fusion que produjo (o parte de ella) ya puede ser reabsorbida
y asi mantener una temperatura constante. Ya no necesitara que se le suministre mas
energia del exterior y por tanto el plasma entrara en un estado de autosostenimiento.

Y se expresa como:
3T

[Pa —PR]/TLQ'

Con P, la potencia de las particulas « (aqui se hace la suposicion de que estas particulas
son las tnicas que quedan en el plasma y pueden darle energia) [3].

En la Figura hay una gréafica que compara la densidad de plasma n por el tiempo
de confinamiento de energia tg para el balance de pérdidas y ganancias entre los criterios
de Lawson y de encendido [3].
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Figura 2.7: Comparacion entre los criterios de Lawson y de encendido para el balance de perdidas y
ganancias de energia. Fuente: [3].

Para alcanzar la ignicion D-T es requerido al menos un valor del criterio de Lawson
de ntp = 2 x 10 m™3s con una temperatura de 15-25 keV [7].

Tipos de confinamiento

Los criterios de balance de energia anteriores se pueden alcanzar por medio de dos
tipos de confinamiento para la fusién: confinamiento inercial y magnético.

Confinamiento inercial consiste en lograr tiempos de confinamiento de energia peque-
nos con densidades muy grandes, con lo que se obtienen plasmas muy calientes confinados
por su propia inercia de movimiento compresivo.

Confinamiento magnético se basa en mantener tiempos de confinamiento largos con
densidades moderadas. Para esto se requieren campos magnéticos que sirvan como guia
de las particulas cargadas y eviten que se lleguen a salir del reactor o aparato. Es este
tipo de confinamiento el que interesa estudiar.

Este equilibrio entre temperaturas altas y tiempos largos con densidades relativamen-
te altas es posible de lograr pero también es muy dificil por las inestabilidades internas
del plasma que crean el llamado transporte anémalo (mas adelante se vera con mas deta-
lle), que en algunos casos provoca pérdida de energia y limita el tiempo de confinamiento

13].

2.3. Confinamiento magnético

Un buen modelo de aparato de confinamiento serfa un dispositivo que no contenga
extremos para que el plasma no pueda escapar tan facilmente. Las investigaciones coin-
cidieron en que la forma ideal tendria que ser cilindrica pero con los extremos unidos,
es decir, un toroide. Con esta geometria, las lineas de campo magnético circularian al-
rededor del toroide y asi las particulas recorrerian esa trayectoria cerrada moviéndose
principalmente a lo largo de las lineas de campo. También experimentan un movimiento
a través de las lineas que tiende a hacer que escapen pero no del todo.
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En la Figura [2.8] se muestra un diagrama de la geometria del dispositivo. La direcciéon
que va alrededor de la forma circular del toro se le llama toroidal y la que rodea el camino
corto circular del toro sin encerrar el agujero central es la poloidal [2].

Direccién toroidal Direccion poloidal

MG

Figura 2.8: Seccion transversal que muestra la direccién toroidal y la direccién poloidal de un toroide.
Fuente:[2].

El que las particulas se puedan mover a través de las lineas de campo se debe a que
realizan un movimiento perpendicular a las lineas de campo magnético, o movimiento de
deriva E x B , que aparece ante la presencia de una fuerza con componente perpendicular
al campo [3].

Esta deriva se debe a la existencia de campos cuyas configuraciones generan la deriva
de cualquier particula cargada. Cuando hay esta velocidad de deriva ocurre una super-
posicion de dos movimientos, uno circular alrededor de las lineas de campo, y el otro
del centro de giro que lleva una velocidad, y se le llama centro guia. Para el caso de una

fuerza producida por un campo eléctrico E, la velocidad de deriva es v = EBXQB . Ver
Figura [2.9]

® B mr— ®

Os
X
v Velocidad
l gc de deriva
4 \Centro Guia /6
lon Electrén

Figura 2.9: Espacio de coordenadas que ubica la direccion del movimiento de las cargas bajo la
aplicacion de un campo eléctrico y un campo magnético (lado izquierdo). Direcciéon del campo eléctrico
y magnético, del centro guia de las particulas y de su velocidad de de deriva (lado derecho). Fuente: [5].

Este confinamiento todavia no estd completo porque ahora aparece otro problema.
El que la trayectoria de las lineas de campo sea toroidal provoca que el campo magnético
no sea del todo homogéneo, por lo que ahora se producira otra deriva vertical respecto
al toroide (que se supone esta colocado horizontalmente). Esta velocidad de deriva se
debe a la curvatura y al gradiente del campo magnético y depende de la carga de las
particulas.
Esta deriva provoca una separacion de cargas, los iones y electrones se mueven en di-
recciones contrarias, creaAndose una acumulacion de cargas positivas en la parte superior
y de cargas negativas en la parte inferior del toroide. Este reacomodamiento crea un
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campo eléctrico cuya fuerza eléctrica, Fp = ¢F, producird otra deriva y ahora todas
se van a mover en direccion de FE x B, que va hacia las afueras del aparato y el buen
confinamiento se perderia de nuevo. Ver Figura

Figura 2.10: Deriva de las particulas en el toro, los iones se acumulan en la parte inferior y los
electrones en la parte inferior del toroide. Fuente: [2].

El problema aqui es la separacion de las cargas, que se puede evitar si las lineas de
campo formaran una hélice alrededor del toro y asi las particulas recorrerian obligato-
riamente tanto la parte superior como la inferior del toroide.

Las lineas de campo tendran que acomodarse unas alrededor de otras para formar la hé-
lice y asi cubrir todo el toroide. De esta forma se crearan diferentes superficies (llamadas
superficies magnéticas) sobre el toro, anidadas unas dentro de otras, en las que se van a
ir alojando las lineas de campo, que ahora tienen una componente poloidal, ademas de
la componente toroidal.

Estas superficies magnéticas se encierran dentro del eje magnético. Y la distancia de
cada superficie a este ¢je se le llama radio menor. Ver Figura 2.11]

Figura 2.11: Seccion transversal del toroide, que muestra la direccion del eje magnético, las superficies
magnéticas y los radios menores de estas superficies.

A partir de esto se han desarrollado aparatos de confinamiento que se pueden clasificar
de acuerdo a cémo pueden configurarse las lineas de campo magnéticas.
Hay dos aparatos que destacan, los Tokamak y los Stellarator.

2.3.1. Aparatos de confinamiento magnético

- Tokamak

El nombre viene de las palabras en ruso Toroidalnaya kamera magnitnaya katushka
que significan camara toroidal y bobina magnética [2].
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Es un toroide grueso, que contiene un plasma por el que se pasa una corriente eléctrica en
direccién toroidal que a su vez crea un campo magnético poloidal. Contiene ademas una
serie de bobinas que rodean los tubos del toro para crear un campo magnético toroidal
muy intenso. Las componentes de los dos campos dentro del toroide forman un campo
magnético resultante que se enreda sobre el toro y sus lineas se enroscan en forma de
hélice dentro del aparato. Ver Figura [2.12

A Eje de simetria

Superficies
magnéticas

Lineas de campo
magnético

r
— &
iente de plasma \
Ro

Seccion
transversal
poloidal

Campo toroidal Cort

3

Figura 2.12: Coordenadas toroidales dentro de un tokamak. Fuente: [S].

En el interior del toro existe una infinidad de superficies magnéticas en las que las

lineas magnéticas que alojan son todas paralelas. La razéon entre las componentes del
campo determina qué tanto se van a enroscar las lineas de la hélice, el factor de seguridad
q es el que mide esta torsion.
El factor ¢ varia con el radio menor indicando la variacién de la direccién de campo
magnético para las diferentes superficies magnéticas del toro. Esta variacion es llamada
cizallamiento magnético. Y sirve para evitar inestabilidades en el dispositivo y separacion
de carga discutida anteriormente.

Eobina central

Campo magnético poloidal Eobinas de campo

poloidal exterpas

GCampo magnético helicoidal Bobinas de campo
toroidal

Corriente eléctrica del plasma Campo magnético toroidal

Figura 2.13: Esquema de la configuracion de bobinas en un tokamak. Fuente: EFDA-JET (ahora
EUROfusion).

La corriente del plasma se crea por el principio de induccién de Faraday aplicado a
un transformador. En donde se tienen dos bobinas con ntucleo compartido y a una de
ellas se le induce una corriente variable entonces generara un flujo magnético variable
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en el nicleo que a su vez inducird una corriente en la otra bobina. En el tokamak la
primer bobina serfa una corriente que rodea al toroide en el interior y la segunda seria
el plasma, el nicleo compartido seria el agujero del toroide, en donde se puede colocar
un nicleo de hierro o de aire [3]. Ver Figura[2.13]

Como el plasma debe a estar una temperatura suficientemente alta para que se puedan
dar las condiciones de fusion, el plasma utilizado en los tokamaks es en parte calentado
6hmicamente por la corriente que se le induce, dado por el efecto Joule.

Para producir las corrientes eléctricas en las bobinas del campo toroidal y la corriente
del plasma para el campo poloidal son necesarias fuentes de alimentaciéon que descargan
su energia sobre las mismas.

- Stellarator

Esta configuracion consiste en rodear la camara interna (de vacio) con bobinas ex-
ternas sobre el toroide y cuyas lineas de campo magnético van a ser helicoidales en las
superficies magnéticas. De esta forma siempre habra campo magnético poloidal y toroi-
dal haya o no haya plasma dentro del dispositivo. En este caso, como no se necesita una
corriente inducida, se puede operar con DC y no de manera pulsada como el tokamak

3]. Ver Figura[2.14]

Bobinas
electromagnéticas

Lineas de campo
Plasmay superficies magnéticas magnétice

Figura 2.14: Modelo computarizado de un stellarator. Fuente: Max-Planck Institut fiir Plasmaphysik
- Max-Planck Institut fiir Plasmaphysik. Retomado de https://www.ipp.mpg.de/w7x .

Leyes de escalamiento y confinamiento en tokamaks

El estudio, diseno y mejoramiento de los tokamaks se ha basado en los parametros
que se pueden medir directamente.
Siendo los siguientes:

Dimensiones del aparato (radio mayor y radio menor)

Corriente del plasma y densidad de electrones

Temperatura de iones

Campo magnético toroidal y campo magnético poloidal
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Con base en estos parametros se pueden predecir valores de una variable, que seré
el tiempo de confinamiento del sistema, en funcién de las otras variables. Esta forma
de prediccion son las leyes de escalamiento. Y se usan para hacer célculos relaciona-
dos con el confinamiento magnético, que estan basados en mediciones experimentales de
diferentes aparatos, pero aun asi ayudan a predecir el arreglo que deben tener los dis-
positivos, o hacer predicciones relativas a los mecanismos de transporte local en plasmas.

De acuerdo en esto, la ley de escalamiento para calcular el tiempo de confinamiento
de energia mas usada hasta ahora y que depende del tipo de calentamiento empleado
(en este caso, calentamiento 6hmico) es,

TR = 0.031]0.9530.25P70.67n0.35R1.9260.08/€0.63M0.42. (25)

Se obtiene empiricamente a partir de datos obtenidos de una base que incluye una
gran cantidad de experimentos en tokamaks alrededor del mundo, y se ha empleado para
el disefio del International Thermonuclear Experimental Reactor (ITER) [9).

Para mayor profundidad en cuanto a las variables ver directamente en [10].

Pero con los anos la comunidad de investigadores de plasmas de fusion se han dado
cuenta que este escalamiento no es confiable ya que no considera muchos factores de
ingenieria como por ejemplo los materiales que se usan para las paredes, el tipo de
calentamiento y su funcionamiento al momento de realizar descargas en el plasma, etc.
Debido a esto se intenta no usar el escalamiento y en su lugar realizar simulaciones
numeéricas de varios tipos para obtener datos predictivos.
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Transporte en Plasmas

Estudiar los diferentes movimientos y trayectorias de las particulas del plasma de-

pendiendo de la geometria del dispositivo sirve como contexto para el tema de esta tesis.
Es muy importante entender el transporte en plasmas para mejorar el diseno y op-
timizacion de futuros aparatos de confinamiento. Aqui las descripciones seran enfocadas
en los Tokamak.
El transporte en plasmas describe de manera estadistica el movimiento continuo y alea-
torio de moléculas o particulas. Estudia a las particulas como un todo asi que usualmente
se consideran como si fueran un fluido. Se toma en cuenta a los gradientes ya sean de
densidad, concentracion, presion o temperatura, y posteriormente se calculan los coefi-
cientes de difusion para el tipo de transporte que se requiera estudiar.

3.1. Difusion

De calcular los momentos estadisticos de la funciéon de distribucion de particulas del
plasma se obtiene que el flujo de particulas es proporcional al gradiente de densidad, asi
que cuando dim > 2:

[ = —DVn. (3.1)

En donde la constante de proporcionalidad es el coeficiente de difusion D.

El cambio de densidad en el tiempo sobre algtin punto del espacio es proporcional a
la divergencia del flujo de particulas en ese mismo punto,

on R
o = -v.T. (3.2)

Esta es la ecuacion de continuidad para particulas.

Uniendo las expresiones anteriores se obtiene la ecuacion de difusion para la evolucion

de densidad de particulas
on

=2
5 DV=n. (3.3)
Estas ecuaciones dicen que si la densidad de particulas cambia linealmente con la
posicion, la densidad en cada punto del espacio no va a cambiar incluso aunque el flujo
fuera diferente de cero. Por tanto, para que la densidad en cada punto del espacio cam-
bie con el tiempo, se necesita que haya un cambio no lineal de la densidad respecto a la

posicion [11].

El coeficiente de difusion D, que aqui se asume constante, se puede calcular de la
siguiente forma. Suponiendo que las particulas se muevan en una caminata aleatoria, a
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pasos de tamano Ax, con x € R, en alguna direccion en pasos de tiempo At. La expresion
general aproximada para el coeficiente sera,

(Az)?
D. 4
AI,IAI?—}O 2At - (3 )
Aqui D tiene dimensiones %, el ancho promedio del grupo de particulas, o, crece

como,

o — /{2?) ~ V2Dt. (3.5)

Si una sola particula se estd moviendo aleatoriamente, después de un tiempo ¢ podemos
esperar que la particula se encuentre aproximadamente a una distancia ~ v/2Dt medida
desde donde comenzé a moverse [11].

Hay tres tipos de transporte en plasmas magnetizados toroidales que se tienen que
estudiar: cldsico, neocldsico (que solo se aplica a plasmas toroidales) y andmalo.

3.2. Transporte Clasico

El transporte debido a las colisiones entre particulas cuando el plasma esta confinado
por un campo magnético es conocido como transporte clasico. Se va a suponer que la
geometria del aparato es cilindrica. Las particulas del plasma, que esté confinado mag-
néticamente en el cilindro van a realizar trayectorias circulares alrededor de las lineas de
campo, siguiendo su centro guia.

Usando la aproximacion de deflecciones de dngulo pequeno para el modelo de colisiones,
al momento de colisionar van a modificar la posicion de su centro guia tal que la distancia
entre el centro inicial y el final sea del orden de un radio de Larmor.

Para calcular el coeficiente de difusion, se debe considerar que las colisiones entre
ion-electron son més importantes (en el sentido que el tipo de transporte que intere-
sa estudiar aqui involucra estas dos especies) que ion-ion o electron-electron, porque al
momento de chocar ion con ion (o electron con electron) los centros guias de ambas
particulas van a intercambiar sus posiciones sin producir un cambio en la distribuciéon
de sus particulas, a diferencia de las colisiones entre ion y electréon cuyo desplazamiento
de los centros guias va a ser hacia la misma direccion en algunas ocasiones.

El coeficiente de difusion clasico se puede obtener de varias maneras: usando argumen-
tos heuristicos, bajo el modelo de multifluidos o con el modelo magnetohidrodinamico
(MHD) que surge de la teoria cinética. Bajo las suposiciones de que el plasma no tenga
perturbaciones u ondas, que esté confinado magnéticamente dentro de un cilindro de
longitud infinita, cuyas componentes # y z sean simétricas, y que r sea la variable de la
que depende la densidad y los otros parametros del plasma. Asi, a la funcion n(r) se le
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llama perfil de densidad [11].

Hay que relacionar el flujo de particulas T con el gradiente de densidad, en una geo-
metria cilindrica y asi encontrar la ecuaciéon para el flujo radial I',., lo que resultara en
que se pueda encontrar el coeficiente de transporte perpendicular al campo magnético,
I, = no, [11].

Con el modelo MHD se puede obtener una relaciéon que expresa el flujo radial de par-
ticulas en términos del gradiente de presion combinando las ecuaciones que rigen este
modelo. La constante de proporcionalidad da el coeficiente de difusion. El mismo re-
sultado se puede obtener también de manera mas sencilla con argumentos heuristicos
considerando que las particulas se van a desplazar radialmente al colisionar, teniendo un
avance del orden del radio de Larmor, pz, en cada colision.

Usando el modelo de caminata aleatoria, la ecuacion , en donde el paso Az = p,
y At es el tiempo entre colisiones, que es el inverso de la frecuencia de colisiones v, se
obtiene,

2., .
Dclass = pegﬂ‘ (36)

9 _ mivy, 2 2kpT. . . i
con p; = 555, vy, = T2 y con v, la frecuencia de colisién ion-electrén.

Y finalmente el flujo de paerticulas del modelo clésico es,

T, = —2D s V. (3.7)

Este coeficiente de difusion resulta ser demasiado bajo comparado con las mediciones
experimentales. Es decir, en teoria es tan pequeno que la pérdida de plasma no resulta
un problema serio dentro del sistema de confinamiento. Sin embargo, se ha mostrado
experimentalmente que la pérdida de plasma a través del campo magnético es conside-
rablemente mas rapida que la que predice el D 5. Las causantes son las inestabilidades
del plasma que hacen que entre rapidamente en un estado de turbulencia. Por eso es
necesario un coeficiente de difusiéon mas cercano a lo que se observa experimentalmente.

3.3. Transporte Neoclasico

El modelo que describe la ecuacion s6lo toma en cuenta uno de los procesos que
causa el desplazamiento de una particula cargada desde una superficie magnética, que
esta asociada con el giro de Larmor.

Por eso ahora se va a tomar en cuenta una configuracién mas realista en donde el plasma
ahora esté confinado magnéticamente dentro de un aparato con geometria toroidal.

El transporte neoclésico se presenta bajo dos regimenes; el altamente colisional que des-
cribe al plasma como si fuera un fluido y el de baja colisionalidad que toma en cuenta
el movimiento de las particulas individuales usando un modelo cinético.
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3.3.1. Régimen de alta colisionalidad

Se puede calcular el coeficiente de difusion de distintas formas. Al igual que en la
seccion de transporte clasico, con el modelo heuristico, el modelo de multifluidos , el
modelo MHD o usando teoria cinética. A continuacién se describiran los coeficientes de
difusion en distintos regimenes de colisionalidad de manera heuristica [11].

Heuristico:

Dentro de un toroide las particulas orbitardn en direcciéon poloidal al tiempo que
derivarédn radialmente. La velocidad de deriva radial, que es debida a la curvatura y al
gradiente del campo magnético, multiplicada por el tiempo que le toma a la particula
recorrer la longitud de conexion del toroide (la longitud efectiva recorrida para volver
a la misma posicion poloidal) da el desplazamiento radial Az. La longitud de conexion
es proporcional al factor de seguridad ¢. Asi, mediante la ecuacion y una serie de
calculos se obtiene el coeficiente de difusién neoclasico heuristico,

(Az)*

Dneo =
At

~ Veipzq2 = Dclassq2' (38)

MHD:

Se calcula la velocidad radial promediada sobre una superficie de flujo magnético
usando una geometria toroidal y tomando en cuenta las fuerzas paralelas al campo
magnético. Asi se obtiene,

Do = yeipg(l + q2). (3.9)

Ambos coeficientes son mayores que debido a que se toma en cuenta la longitud
efectiva radial que realiza la particula sobre el tiempo en que derivan por los gradientes
de densidad. Cabe hacer notar que la ecuacion (3.9) incluye el transporte clasico ademas
de neoclésico, dado por el factor 1 en el paréntesis [11].

Pero en realidad los anélisis anteriores no son del todo correctos. Una de las razones
se debe a que al considerar cualquier rango de temperatura, el plasma nunca va a ser
colisional para todas las particulas. Resulta que cuando las particulas casi no colisionan
sus trayectorias pueden acelerar la difusién de manera importante.. Por eso es mejor ana-
lizarlo con un modelo cinético en vez del de fluidos para entender mejor la transferencia
difusiva de calor y energia dentro del tokamak [I1].
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3.3.2. Régimen de baja colisionalidad

Coeficiente de difusiéon de Banana:

En los modelos anteriores no se tomé en cuenta que no todas las particulas son pa-
santes, es decir, no completan una érbita sobre el eje 6 (ver Figura . Més bien esas
particulas son reflejadas por el VB, como en un espejo magnético. A las particulas que
no completan la orbita se les llama “particulas atrapadas” y las que si la completan se
les llama “particulas pasantes”.

Estas particulas son una fracciéon muy pequena en comparacion a todo el conjunto pe-
ro pueden representar una contribuciéon muy grande para el transporte. En el transporte
las particulas atrapadas importan mucho porque su componente de velocidad paralela
al campo magnético, v, es muy pequefia o nula. Asi tienen mas tiempo para orbitar
radialmente y de esta forma su excursion radial (g (ancho de la excursion radial de las
particulas atrapadas) es mayor [I1]. Ver Figura 3.1]

En la parte interna del toroide, las lineas de campo magnético se encuentran mas
cerca del centro del toro, es por eso que el campo es més intenso ahi que en la parte
externa del aparato. Esta diferencia hace que el campo magnético no sea uniforme en
todo el espacio. Las particulas deberian recorrer las lineas magnéticas helicoidales por
completo alrededor de todo el toroide. Pero debido al campo magnético no uniforme,
estas particulas se desplazaran siguiendo una linea de campo, de débil a fuerte, y pueden
llegar a reflejarse dependiendo de la intensidad en la componente paralela de velocidad
que lleven.

Trayectoria real de
Ia particula 2

J

/ Trayectoria que deberia

llevar la particula

Figura 3.1: Trayectoria que deberia llevar la particula VS la que lleva en realidad (teéricamente)
debido a la velocidad de deriva vertical. Fuente: [2].

Para los iones, su orbita deberia verse como la de la Figura [3.1] es decir siguiendo
la trayectoria helicoidal, pero por el efecto de la deriva vertical y por el efecto de espejo
magnético sera reflejada y regresara pero por un camino (o linea) diferente. Esto quiere
decir que solo los iones con velocidad paralela suficientemente grande llegaran a la parte
interna del toro y recorrerdn toda la superficie magnética correspondiente. De lo con-
trario formaran una trayectoria en forma de banana. La trayectoria que recorren estas
particulas, viéndolas sobre una seccién transversal se observan asi:
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campo fuerte
campo débil
campo fuerte
campo débil
campo fuerte
campo débil

Orbita pasante

Figura 3.2: Vista transversal de la trayectoria de “banana ” que realiza la particula. Fuente: [2].

Considerando ademas que las particulas que realizan su viaje de una é6rbita de bana-
na pueden experimentar una colision y brincar a otra 6rbita de banana (ver Figura .
Se puede calcular la frecuencia con la que realizan estos saltos. Y se les llama 6rbitas de
banana porque las particulas que las realizan semejan su trayectoria al de esta fruta.
Como ya se sabe la frecuencia se define como 3_27 con 7p el periodo de rebote.
Y asi finalmente se obtiene la frecuencia de rebote, que es:

(3.10)

con Vr la velocidad paralela tipica que llevan las particulas y Ry el radio mayor dentro
del tokamak. Donde € es el inverso de la razon de aspecto r/R (cociente de los radios
menor y mayor).

Falta tomar en cuenta el ancho del camino que toman las particulas atrapadas, (g,
que basicamente es el ancho de la 6rbita de banana. La velocidad de deriva radial mul-
tiplicada por el periodo de rebote, resulta ser aproximadamente, (g = %‘1.

Para calcular un coeficiente de difusion para estas particulas, Dp,,, s6lo se multiplica
el coeficiente de difusion de particulas atrapadas, usando que Ax = (g, por la fracciéon
de particulas que estan atrapadas, que es,

(A$)2 2 q2

~ v L 11
At pelj E% (3 )

Dban ~ <fT>

Aqui claramente el coeficiente es mucho mayor que el clasico, e incluso el neoclésico
colisional. Esto sucede porque el transporte colisional no toma en cuenta a las particulas
en las orbitas de banana [11].

En términos generales el transporte neoclasico se puede dividir en tres regimenes
basados en la razon entre la frecuencia de colision efectiva y la de rebote para particulas
atrapadas (ec. (3.10)), que es v}. Este parametro es adimensional y es,

* Veffe 4 eiqRO

¢ ] VTee% ( )
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Régimen de Banana

Es el menos colisional, en donde las particulas pueden brincar entre 6rbitas de banana
al ir experimentando las pocas colisiones que tienen. Se necesita que el pardmetro cumpla
vy < 1,y asi las particulas atrapadas rebotaran muchas veces antes de salirse de la 6rbita.
Aqui el coeficiente de difusion es del orden del obtenido en la ecuacion (3.11]).

Régimen de Plateau

Las frecuencias de colision aumentan, las particulas atrapadas van a ser menos capa-
ces de rebotar entre 6rbitas sin colisionar alguna vez y las que no estan atrapadas todavia
van a poder completar orbitas poloidales sin llegar a colisionar [I1]. Aqui el coeficiente
de difusion es independiente de la frecuencia de colisiones.

Régimen de Pfirsch-Schluter (P-S)

Con una mayor colisionalidad, las particulas van a ser incapaces de completar o6rbitas
poloidales sin colisionar. Aqui v > €2 y como € < 1 entonces la frecuencia de colision
normalizada en este régimen debe ser mucho mayor que 1 [I1]. El coeficiente de difusion
es del orden del de la ecuacion (3.8)).

Resumiendo, los coeficientes de difusion para cada régimen son:
= Banana:

.

Ry ¢

En la transicion del régimen de Banana al de Plateau se tiene que v} = 1, al usar
ec. (3.12), y se obtiene D = p2Vr, 7-.

DBan ~ inTe (313)

s P-S:
a4

Ry

En la transicién de Plateau a P-S se tiene v} = ¢ 2, usando ec. 1) y se obtiene
D = ngTeRLO'

Dp_g ~ pVie—v'es . (3.14)

s Plateau:
a4

Ry’
Para estar en el régimen de Plateau los parametros limites tendrian que ser v} =1
y vt = e 2. 1]

DPlateau ~ inTe (315)

En conclusion, el coeficiente de difusion neoclasico es el mismo en el extremo de
baja colisionalidad del régimen de Banana que en el extremo de alta colisionalidad en el
régimen P-S, por lo que el coeficiente D pjaieq. €8 constante a lo largo de todo su régimen
[11].
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Graficando las ecuaciones (3.13)), (3.14) y (3.15) en funcion de %;Oq. Se obtiene
la figura [3.3] que indica que el coeficiente de difusion es mayor en el régimen de alta
colisionalidad (P-S) y se mantiene constante a lo largo del régimen Plateau, mientras

que disminuye al llegar al de baja colisionalidad (Banana) [11].

a7
L3

Plateau

3/2 vR
£ 1 viog
Vre

Figura 3.3: Regimenes de transporte neoclésico.

3.4. Transporte Anémalo

Este tipo de transporte se debe a la turbulencia producida por las inestabilidades
que surgen en el plasma a pequena escala dentro del sistema. Aunque algunas de las
inestabilidades son muy débiles, que hasta pueden evitarse, hay otras que son demasiado
complicadas de manejar.

Al tratar de describir mejor el transporte de plasmas se han descubierto fenémenos y
configuraciones interesantes dentro de los mismos tokamaks. Algunos de ellos son: feno-
menos de auto-organizacion en los tokamaks, islas magnéticas y oscilaciones de dientes
de sierra (observadas a través de aparatos que miden los rayos X emitidos por el plasma),
pozos magnéticos, el entender la evolucion de la seccion transversal poloidal del plasma
de una forma circular a una forma en “D” en los tokamaks, corrientes autogeneradas
(bootstrap), efectos isotopicos, deriva radial de Ware,, y los més importantes para esta
tesis, los flujos zonales y barreras de transporte.

En el centro de los tokamaks el plasma es muy denso y en las paredes la densidad
disminuye lo que hace que haya una presiéon que empuja sobre el campo magnético apli-
cado. Puede pensarse que las particulas de plasma se van a quedar unidas a las lineas de
campo pero esto no ocurre cuando hay resistividad eléctrica u otros efectos que pueden
producir campos eléctricos, pues éstos lo hacen moverse a través del campo magnético
hacia donde lo empuja la presion. Esto es un efecto resistivo que puede causar que las
ondas de deriva se vuelvan inestables en el plasma [2].

Muchas de las micro inestabilidades que hay son causadas por un mismo tipo de efecto
en el plasma, el de las ondas de deriva.
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3.4.1. Ondas de deriva

Para describir el mecanismo de estas ondas hay que fijarse sélo en la parte transversal
(0 seccion poloidal) del tokamak, en donde el plasma es més denso en el centro que en las
orillas. El gradiente de densidad produce una velocidad de deriva en direcciéon poloidal,
que es en sentidos opuestos para iones y electrones. En esta suposicion los electrones
iran hacia la derecha y los iones a la izquierda, (ver Figura . A la vez podrian verse
como dos fluidos interpenetrantes, cada uno con su propia velocidad de deriva vp, y
vp;. Al haber una ligera perturbacion en el plasma, una ondulacion de la densidad en
la direccién poloidal, un pico de ésta se encontrara més cerca del centro y provocara
una acumulacién de cargas positivas debido a la deriva diamagnética de los iones del
lado izquierdo, y una acumulacién de cargas negativas por la deriva diamagnética de los
electrones del lado derecho (ver Figura , lo que hace que se cree un campo eléctrico
poloidal y asi una velocidad de deriva eléctrica vy = ExB dirigida hacia la parte menos
densa.

Parte mas densa dentro del tokamak
IONES ELECTRONES

a\
N~/ | o8

N Vi Vbe =
N

Figura 3.4: Deriva diamagnética de los iones y los electrones en la parte de mayor densidad en el
tokamak. Fuente:[2].
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Como la densidad de fondo es méas grande en el centro, la velocidad de deriva hara més
densa la parte de la oscilacion del plasma que ya era densa y adquirird mayor densidad,
lo cual hara que la onda se haga mas alta en esa parte.
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Figura 3.5: Movimiento de las cargas, campos y velocidades en una onda de deriva. En el pico de una
onda (arriba), en el valle de una onda (abajo). La region méas densa del plasma (la parte del centro) se
encuentra arriba y la menos densa (el borde) se encuentra abajo. Fuente:|[2].

4+t
IRIRIN

IRIRIN
<
4+

)

29



Cuando pase un valle de la onda las derivas diamagnéticas producirdn una acumula-
cion de cargas opuestas que en el caso anterior, asi el campo eléctrico que se cree sera
en la otra direccion y por tanto la velocidad de deriva ahora se dirigira hacia la parte
interna del plasma, causando ahora que el valle de onda se haga mucho mas abajo, con
la densidad siendo mas baja lo cual se sumara al crecimiento de la onda. Esto es una
onda de deriva. Ver Figura |3.5]

Al promediarse los ciclos de la onda, se vera que se mueve mas densidad hacia abajo,
cuando esté en las crestas, que la que se pierde cuando estéa en los valles y provocara que
la onda mueva a esa parte del plasma hacia lo menos denso, alejandose del centro, y por
tanto hacia la pared. [2]

Las ondas de deriva son una inestabilidad muy importante porque provocan pérdidas
enormes de plasma.

Cuando la onda de deriva inestable provoca turbulencia se produce transporte anémalo.
Existen métodos para tratar de estabilizar al plasma viendo qué fluctuaciones se pueden
suprimir, pero no es tan sencillo. Métodos computarizados pueden ser de mucha ayuda,
ya que como hay turbulencia las ecuaciones que se tendrian que resolver siempre van a
ser no lineales. En ocasiones se pueden hacer calculos que no necesitan resolver ecuacio-
nes ya que se puede lograr algo con tan sélo seguir las trayectorias de las particulas para
ver hasta donde pueden llegar [2].

3.4.2. Cizallamiento

En la seccion que describe a los aparatos de confinamiento magnético se mencion6 al
factor de seguridad ¢. Las derivas verticales surgen cuando se le da la forma toroidal al
aparato de confinamiento, y ademas la corriente que circula toroidalmente en el tokamak
genera un campo magnético poloidal que hace que las lineas se tuerzan. El factor de se-
guridad ¢ indica qué tanto enrollamiento o torsion tienen las lineas de campo y muestra
qué tan estable es el plasma en el tokamak. Si ¢ > 1 el plasma es estable, si ¢ < 1 sera
inestable.

Para ver més claro lo anterior, si ¢ = 1 una linea de campo va a enrollarse alrededor del
toro en direccion poloidal exactamente una vez pero no sin antes haber dado una vuelta
completa toroidalmente hasta llegar al mismo punto en el que comenzo6 la vuelta. Y asi,
siqg =2, 3,4 o las que sean, le tomaré ese mismo niimero de vueltas toroidalmente para
volver a donde comenzo.

En los aparatos reales q casi nunca es un ntmero racional, lo que querra decir que una
linea de campo casi nunca va a enrollarse otra vez sobre si misma, mas bien dara muchas
vueltas y éstas no se podran numerar porque ira recorriendo la superficie magnética cu-
briéndola densamente.

Las lineas de campo no son paralelas entre si al encontrarse en diferentes superficies
magnéticas, o lo que es lo mismo, el campo magnético debe ser “cizallado”. El factor de
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seguridad esté en funcion del radio menor, ¢(r). Esta cizalla magnética logra detener un
poco las inestabilidades del plasma.

Para reducir las inestabilidades que llegan a producir turbulencia, el &ngulo de torsion
de las lineas de campo debe variar rapidamente con el radio y asi aumentar la cizalla [2].

3.4.3. Flujos zonales

Las micro inestabilidades en el aparato se pueden desarrollar en un estado turbulento

formado por flujos zonales, que son un tipo de turbulencia autolimitante en los tamanos
de los remolinos que se forman [2].
Los campos que crean las ondas de deriva causan flujo hacia adentro y afuera del to-
kamak en direccion radial. Como la turbulencia toma diferentes formas, estas derivas
adicionales se crean en diferentes capas radlales formando asi los flujos zonales en di-
reccion poloidal. Estos flujos son derivas Ex B impulsadas por las cargas contrarias en
los limites de cada zona, que se rompen para formar pequenas celdas convectivas y son
aproximadamente del tamano de un radio de Larmor de ancho. La turbulencia por tanto
es la que crea los flujos [2].

3.4.4. Barreras de Transporte

El logro de descubrir las barreras de transporte dentro de los tokamaks es de gran
beneficio. Ya que son un concepto teérico que sirve para, de alguna manera, detener
eficazmente el transporte de plasmas hacia las paredes que se localizan en una regiéon
especifica. Como ya se vio estas pérdidas las causan las inestabilidades y turbulencia.
Hay diferentes maneras de producir barreras de transporte. Las dos més importantes
son: debidas a flujos zonales y produciendo un cizallamiento negativo (implicando que
q(r) pasa por un minimo o méximo)

Cuando la funcion ¢(r) llega a un minimo, la cizalla tanto del campo magnético como
en la deriva E x B poloidal, es tan fuerte que la mayoria de las inestabilidades junto con
la difusion anomala se detienen, como si hubiera una pared en medio del plasma [2].

Para crear una buena barrera la corriente debe manipularse tal que no alcance un
pico en el centro. Asi se puede ir ajustando la corriente en las bobinas a través del ca-
lentamiento 6hmico y usando ondas para impulsar corrientes adicionales [2].

Es asi como se pudo predecir tedéricamente que el cizallamiento y las barreras de trans-
porte pueden reducir significativamente la pérdida de plasma.

El proposito de esta tesis es justamente ver como las barreras de transporte ayudan
a reducir la turbulencia, o en términos mas especificos, reducir la difusién global que
pueda presentarse cuando un plasma bajo ciertas condiciones es sometido a diferentes
niveles de turbulencia [2].
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Aproximacién de centro guia £ x B con
efectos de radio finito de Larmor y sis-
temas Hamiltonianos

El estudio del transporte andémalo en plasmas confinados en intensos campos magnéti-
cos se puede tratar de diferentes maneras. Esta tesis se basa en el trabajo de los articulos
[12] v [13], en donde se utiliza el modelo de particula de prueba. Ademas las particulas
siguen la aproximacion E x B de su centro gufa. Como es importante tomar en cuenta a
las particulas muy energéticas, a los calculos del modelo mencionado se le agregan tam-
bién los efectos que se crean debido al radio finito de Larmor en la trayectoria que llevan.

Ya que el plasma se supondré como una colecciéon de particulas que se mueven en dos
dimensiones, la dindamica descrita por sus ecuaciones de movimiento se puede expresar
con sistemas Hamiltonianos [14].

En esta secciéon se hara una breve descripcion de las propiedades de sistemas Hamil-
tonianos para luego aplicarlo al problema de interés a este trabajo, que es la dinamica de
particulas bajo la influencia de campos eléctricos fluctuantes, asociados a la turbulencia
y a campos eléctricos radiales que producen flujos poloidales en una geometria toroidal.
Aunque el interés es en plasmas toroidales se tomara la aproximacion de geometria de
placa (cartesiana).

4.1. FEcuaciones de sistemas Hamiltonianos

La dinadmica de los sistemas Hamiltonianos se basa en encontrar las ecuaciones y
las respectivas soluciones de sistemas mecénicos clasicos. A continuacién se describiran
brevemente algunos conceptos de sistemas Hamiltonianos.

El estado de un sistema Hamiltoniano se puede observar en un espacio al que se le
llama espacio fase. Todos los posibles estados de las variables de posicion y momento
corresponden a un punto tnico en el espacio fase del sistema en cuestion y su evolucion
en el tiempo se representa por una curva en este espacio.

Se tiene un sistema mecanico que se describe usando las coordenadas del espacio fase ¥ =
(q,p), con g siendo las coordenadas generalizadas del sistema y p el momento conjugado.
Con p, g € R™.
Y se tiene que,

H = Hoy(q,p). (4.1)

describe un sistema Hamiltoniano integrable de un grado de libertad, n = 1.
Que sea integrable significa que existen constantes de movimiento (o integrales primeras).
Y ademas, todos los sistemas auténomos de 1 grado de libertad (que no dependen del
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tiempo) son integrables.
Pero si ahora se tiene el sistema Hamiltoniano de 1 grado y medio de libertad:

H = Ho(q,p) + Hi(q, p, 1) (4.2)

con H, siendo una perturbaciéon dependiente del tiempo, el sistema ya no va a ser integra-
ble y por tanto su comportamiento se volveria globalmente cadtico. Hay varios métodos
que permiten encontrar las soluciones a estos sistemas no integrables, y asi entender la
dindmica de su transicion al caos [12].

Se puede hacer un cambio a coordenadas con variables de accion-angulo (J,6) en H,.
Este cambio, dentro de un sistema Hamiltoniano cerrado y acotado, sirve para encontrar
un par de variables tal que las coordenadas conjugadas, #, incrementen por 27 después
de cada periodo de movimiento [15].

Mediante una serie de calculos, la transformacion ya integrable se reduce a un cambio
canénico (de variables de angulo y accion), es decir, Hy(q, p) — Ho(J), ya que:

. OH . OH
De esta forma

Donde (Jo, 6p) es la condicion inicial y 2 la frecuencia sin perturbacion.

Finalmente, el Hamiltoniano perturbado en las nuevas variables es:
H = Hy(J)+ Hi(J,0,t). (4.5)

El espacio donde estén las soluciones se encuentra dentro de una variedad topolégica
toroidal, que son representadas a través de curvas que se encuentran sobre toros invarian-
tes anidados. Por el teorema de Liouville-Arnold el espacio fase de Hy son una foliacion
de toros. Los sistemas dinamicos cuyas soluciones no pueden obtenerse directamente de
integrar las ecuaciones se pueden resolver gracias al trabajo de Poincaré (1892), que dio
con la forma de describir estos sistemas que son llamados no integrables. Con lo mencio-
nado anteriormente se puede decir que al observar la seccién de Poincaré de algunos de

estos toros, se pueden ver los puntos que cada curva deja, en forma de espacio fase [16].
Como en la Figura [£.2]

El movimiento de Hy representado por las trayectorias que forman las curvas con-
finadas en el espacio fase es periddico en cada coordenada, ya que regresan al mismo
punto del espacio fase (donde p y ¢ son las coordenadas) después de un periodo de 27 /w,
siendo w la frecuencia de movimiento para completar un ciclo. Para dos o mas grados de
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libertad las trayectorias del sistema integrable se puede mostrar, a través del Teorema
de Liouville-Arnold, que estén sobre toros (o hipertoros) invariantes y, si el espacio es
acotado, para visualizar la dindmica se toma el producto directo de toros, T? = S} x S,
o en otras palabras se toma la interseccion del toro con el espacio fase de uno de los gra-
dos de libertad. El que el toro sea invariante significa que cada punto en el espacio fase
sobre el toro permanecera todo el tiempo en ese mismo toro. De esta forma, las variables
de acciéon-angulo, son el par de variables conjugadas tales que en las variables de
angulo (J;, 0;), incrementen 6; en 27 cada que se completa un periodo de movimiento
[15].

Considerando ahora dos grados de libertad (o pudiendo ser mas) en el sistema inte-
grable, es decir, cuando Hy(.Jy, J2), ocurre que similar a las ecuaciones , se pueden
obtener las frecuencias w; para cada grado de libertad independiente:

. OH . O0H
0= "=an

Y de acuerdo a esto se obtiene la frecuencia (), que es la pendiente de las lineas rectas
que forman las w; en su respectivo espacio fase. Entonces:

W9 (46)

Q=21 (4.7)

)

Para un toro con una 6rbita que tiene un conjunto de frecuencias w; (para cada grado
de libertad), si la razon entre frecuencias, sea wy /wq es irracional, entonces el movimiento
nunca se va a repetir sobre la misma orbita, o sobre si mismo. A estas orbitas se les llama
“cuasiperiddicas”. De esta forma, una sola érbita va a cubrir densamente (por completo)
al toro.

Pero si la razon entre las frecuencias resulta ser racional, el movimiento eventualmente
se repetird a si mismo, llamandoles a estas “Orbitas cerradas” (o periddicas).

Asi que, al agregar diferentes perturbaciones al sistema, como en la ecuacion ,
hay que considerar dos efectos posibles: 1) que la perturbacion sélo deforme al toro. 2)
que la perturbaciéon rompa al toro, lo que puede originar movimiento irregular se vuelva
cadtico (globalmente) ya que presenta fenomenos homoclinicos y heteroclinicos, lo cual
se explicara mas adelante [16].

Teorema de KAM (Kolmogorov-Arnold-Moser) explicado

El teorema expresa que si la perturbacion es lo suficientemente pequena, algunos
toros invariantes persistiran en el espacio fase del sistema Hamiltoniano perturbado, en
el caso de ([£.2), la perturbacion es H;. Siempre y cuando se cumpla la condicién de no
degeneracion, es decir, % diferente de cero. Ademés, los toros invariantes que primero se
van a romper son los que tienen nimero de rotacion (£) racional [16]. Los toros siempre
se van a romper, no importa qué tan pequena sea la perturbacion que se le agregue.

Los toros que van a persistir bajo perturbaciones son los que contienen 6rbitas cua-
siperiodicas [15].
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Figura 4.1: Espacios fase que muestran el comportamiento de un sistema en tres distintas condiciones.
(a) Sistema Hamiltoniano sin perturbacion. (b)Sistema Hamiltoniano en el umbral de perturbacion, ini-
cia la estocasticidad. (¢) Sistema Hamiltoniano perturbado, en donde se observa la region completamente
cadtica.

El teorema de KAM no menciona nada acerca del como se van a comportar los
toros con razén de frecuencia irracional, que son los que de alguna forma van a ser
destruidos bajo la perturbacion. Estos toros son la clave para entender a los sistemas no
integrables que tiendan al comportamiento cadtico [I5]. Los toros con frecuencia racional
se convierten en resonancias.

Dentro de un espacio fase, si se representa algin sistema descrito por las ecuaciones
(4.4), las lineas que arroja son las curvas KAM (Kolmogorov-Arnold-Moser) que son
circulos, orbitas o lineas invariantes.

Transiciéon al caos y sistemas Hamiltonianos con y sin torsion

La transicion al caos consiste en determinar como evolucionan las 6rbitas o toros
invariantes hasta el momento en que se deforman o terminan rompiéndose debido a la
perturbacion que se le agregé al sistema. Como ejemplo se puede observar la Figura [4.1]
que muestra el comportamiento de un sistema Hamiltoniano, convertido a mapeo sim-
pléctico (mas adelante se explicard esto) en tres diferentes casos. a) Cuando el sistema
no tienen ninguna perturbacion, b) cuando esta en el umbral de perturbacion y al final
¢) cuando la region ya se volvio globalmente cadtica.

La determinaciéon de las orbitas que seran deformadas o destruidas conforme evolu-
ciona el sistema es uno de los problemas que trataran de resolverse en este trabajo. El
que los circulos invariantes se mantengan o se lleguen a romper depende del grado de
irracionalidad de Q(.Jy). Hay métodos para resolver este problema, los cuales dependen
de las caracteristicas del Hamiltoniano respecto a su variaciéon con J. En el caso méas
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sencillo de analizar se cumple la condicién de no degeneracion, también conocida como
condicion de torsion (es muy comun llamarle también por su nombre en ingles: condicion
de twist), que es, para toda J:

oY 9°Hy 0 48)

57~ o 7" (4.
Esta ecuacion quiere decir que un cambio en la energfa implica un cambio en la frecuen-
cia de perturbaciéon y por tanto en el periodo. Se le llama de no degeneraciéon porque
bésicamente garantiza que el punto en el se evaliie no hay un méximo o minimo en el
nimero de rotacion, €2, por lo que éste varia de manera monétona y no habra dos coor-
denadas J que tengan el mismo valor de ).

Existen Hamiltonianos que si cumplen con la condicion (4.8)), llamados Hamiltonia-
nos de torsion (Hamiltonianos twist, en inglés) pero también hay muchos otros que
no, a estos se les llama Hamiltonianos sin torsion (o Hamiltonianos nontwist).

Este dltimo tipo de Hamiltonianos ayudan a resolver problemas de transporte re-
levantes a los plasmas porque estan caracterizados por tener un curvas de cizalla nula
(donde % = 0, aqui el cambio de energia no implica un cambio en la perturbacion),
que son barreras muy robustas de transporte y surgen a partir de la existencia de flujos
no monétonos (de los que se hablara mas adelante) que se producen en los plasmas y
ayudan de alguna forma a reducir el transporte cadtico en el sistema.

En donde ocurren las curvas de cizalla nula, que es donde se viola la condicién de torsion,
estéan las curvas KAM que son mas resistentes a romperse. Ahi puede tenerse una region
cadtica en cada lado de la curva, donde ya se han roto todas las curvas KAM pero no
se mezclan las dos regiones cadticas, mientras la curva de cizalla nula se mantenga integra.

La presencia de curvas sin cizalla puede dar pie a la aparicién de bifurcaciones, lo

cual consiste en la apariciéon de nuevas curvas de cizalla nula al variar algtin parametro.
En secciones mas adelante se describiran con detalle las implicaciones de tener flujos
zonales no monoétonos en el mapeo.
La robustez de la curva sin cizalla y las barreras de transporte que forman son funda-
mentales para el estudio del transporte en Hamiltonianos sin torsion [12]. Esto ocurre
en 2 grados de libertad, pues para 3 o mas grados de libertad los toros no son barreras
ya que no separan al espacio en 3 o mas dimensiones.

Cuando el Hamiltoniano es de torsion, la barrera de transporte la determina la dltima
curva KAM que se rompe debido a la perturbacion.
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Para ambos tipos de Hamiltonianos existen métodos para encontrar las barreras de
transporte. Esta tesis trata justamente de eso, describir un método para la determinacion
de los parametros en que se forman las barreras de transporte para dos tipos de mapeos.

4.1.1. Sistemas Hamiltonianos y mapeos simplécticos

Los mapeos son en esencia transformaciones discretas de un dominio de dos dimen-
siones hacia el mismo y que se llevan a cabo dentro de los espacios fase y son generados
por flujos Hamiltonianos en los que se toma un punto, digamos x; y la transformacion
lo lleva a un nuevo punto ;1.

Para un mapeo M, en dos dimensiones, la transformacion se representa asi:

Ty = M(z;)

donde z; = (z;,y;) denota algin punto del dominio sobre la i-ésima iteracion.

Para que preserven éareas se necesita que el Jacobiano de la transformacion de z; a
x;11 sea igual a 1 [I7].
Es decir,

O%it1
ozT;
A estas transformaciones que preservan areas se les llama “mapeos simplécticos”, y son
muy utiles porque exhiben un gran niimero de propiedades de los sistemas Hamiltonianos

no integrables [15].

= 1. (4.9)

Un mapeo con una perturbacion (f, g) se puede representar de la siguiente forma:

Tiy1 = T; + Q(%’H) + f(%‘a yi-i-l)' (4 10)
Yirr = Yi + 9(Ti, Yiy1).

En este caso, €2, de forma similar que en (4.8)), dependiendo si es mono6tona o no, deter-
minara si el mapeo es con torsiéon o sin torsion.

La ecuacién de no degeneracion para sistemas Hamiltonianos se describio en (4.8)),
analogamente para mapeos , como (4.10)), la ecuacion que aplica en este caso seria:

0T
Y

0. (4.11)
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la cual satisface la condicién de torsionm.

Mapeos con torsion

Los sistemas Hamiltonianos que son integrables indican que sus ecuaciones siempre

podran integrarse directamente y asi representarse mediante curvas invariantes en alguna
variedad topologica del espacio fase. La topologia que tendran sera la de un toroide en
donde las 6rbitas o curvas que representan a las soluciones se enredaran alrededor del
toro.
Aunque el espacio fase para un sistema de 2 grados de libertad es de cuatro dimensiones,
las trayectorias se pueden visualizar en un plano de dos dimensiones como puntos de la
trayectoria que intersectan una superficie donde dos de las coordenadas del espacio fase
son constantes. Estas superficies se les llama “secciones de Poincaré”.

En cada toro, las 6rbitas lo recorren dando un cierto niimero de vueltas en la direc-
cion larga, ny, por un numero de vueltas en la direcciéon corta, ny. El cociente se llama
numero de rotacion y puede ser racional o irracional. En el primer caso las 6rbitas se cie-
rran pero en el segundo cubren al toro densamente. En cada toro el ntimero de rotacion
es constante pero cambia de toro en toro. Cuando esta variacion es monotona el mapeo
se dice que tiene torsion.

En R*, la superficie de energia constante es una variedad de dimension 3, de esta
forma el mapeo de Poincaré se hace sobre esta variedad. Si se denotan las condiciones
iniciales de una 6rbita como p,, x, E'y y = 0, entonces en la superficie se denotara como
un punto X, y las siguientes intersecciones serdn X1, X, ..., X,,. Que seran representados
como puntos en la seccion de Poincaré, correspondientes a cada vez que la érbita pasa

por y = 0. [15] Ver Figura [4.2]

Mapeos sin torsion

En los mapeos sin torsion, {2 no es mondtona y esto implica que puede haber dos o
més toros con el mismo ntimero de rotaciéon. Esta degeneracién permite que se tengan
orbitas similares en toros alejados. A las superficies donde se viola la condicion se
les llama curva o superficie de cizalla nula.
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Figura 4.2: Seccion de Poincaré que representa las intersecciones de la 6rbita en el plano siguiendo las
condiciones iniciales aplicadas.

De sistemas Hamiltonianos a mapeos simplécticos

Se asocian las variables p y ¢, via una transformacion simpléctica a las de accion-
angulo J y 0, respectivamente, en un sistema Hamiltoniano. El mapeo se genera al ir
evolucionando las trayectorias, la secuencia temporal es la que se identifica con los indices
i en el mapeo (z;,y;).

La funcion €2 es la frecuencia del Hamiltoniano Hy, es decir, la ec. . Las funciones
[y g representan la perturbacion H; [17].

4.1.2. Modelo de particula prueba con Hamiltoniano giroprome-
diado

El sistema Hamiltoniano que se tratara en este trabajo consiste en describir el trans-
porte de una particula de prueba dentro de un plasma fuertemente magnetizado y por
el momento se ignoraran los efectos del radio finito de Larmor en primera aproximacion.
La dinamica sera determinada por la ecuacion del centro guia con la deriva eléctrica,

dr E x B
dt B2

(4.12)

En donde el centro guia de la partlcula en coordenadas cartesianas es 7 = (z,y), con
un campo magnético constante B= ByZz y un campo electrostatico E= V' (z,y,t).
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Resolviendo la ecuacion (4.12)), vemos que del lado izquierdo tendriamos

dr d(z,y)
— = . 4.13
dt dt (4.13)
y del lado derecho
ExB  —V¢(v,y,t) x B2 —V(a,y,t) x (4.14)
Bz B2 B By '
Y al resolver el producto cruz, considerando que %f = 0, se tiene:
V(@) x 21| by ge |1 [ 0d . 0¢ .
B B| o o T\ e (419)
0 ol o 0 1 0 Y Z
Juntando las expresiones (4.13)) y (4.15)), tendremos
dx ol dy  0¢
— = — = 4.16
dt oy’ dt  Ox (4.16)

por conveniencia el potencial se normaliz6 tal que ¢ = %.

La expresion anterior es equivalente a un sistema dinamico Hamiltoniano, en donde el
potencial electrostatico juega el papel del Hamiltoniano del sistema y las coordenadas
(x,y) el de las variables canonicas conjugadas del espacio fase [12].

El espectro de ondas escogido para el potencial llevard toda la informacion de la
dindmica de las particulas, considerando soélo la interaccién onda-particula.
En este trabajo se va a considerar un espectro de ondas que consiste en un nimero
infinito de ondas de deriva que se propagan en la direccién y, cuya direcciéon se puede
asociar con la direccion poloidal en un tokamak, y una variacion oscilatoria sobre el eje
x, asociada con la direcciéon radial en un tokamak.
El potencial electrostatico sera,

o(z,y,t) = A i cos(z + 6,) cos(y + 0,, — nt). (4.17)

n=—oo
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Para introducir un desfase de 7 entre las ondas, tendremos que [I8],

6, — {0, si n es par. (4.18)

” : .
5, sln esimpar.

Las ondas tendran el mismo nimero de onda k, misma amplitud A y diferentes
velocidades de fase que van a ser multiplos de la frecuencia fundamental w.. De esta
forma se normalizaran las variables: ¢; es la amplitud de onda del potencial eléctrico, x
yyson kxy kyytes wot.

Este potencial puede dar lugar a un mapeo procediendo de la siguiente forma.
En los siguientes célculos se hard uso de las siguientes identidades trigonométricas,

cos(x + y) = cos(z) cos(y) F sen(x) sen(y). (4.19)

sen(z £ y) = sen(x) cos(y) & cos(x) sen(y). (4.20)

cos(x) cos(y) = cos(x +9) —; cos(z y). (4.21)

i cos(nt) = 2w i d(t —2mm). (4.22)

> (=D)rcos(nt) =2r > o(t— (2m+ D). (4.23)
i sen(nt) = 0. (4.24)

Partimos del potencial (4.17]) que al usar la identidad (4.19)),

oz, y,t)=A Z cos(x + 0,,)[cos(y + 6,,) cos(nt) + sen(y + 6,,) sen(nt)]

= Al Z cos(z + 0,,) cos(y + 6,,) cos(nt) + Z cos(x + 0,,) sen(nt) sen(y + 6,,)].

n=—oo n=—oo

La segunda parte de la suma se vuelve cero por la identidad (4.24]) y usando (4.21])

_ 4] Z (cos(x + vy + 26,,) + cos(x — y)) cos(nt)

n=—o00 2
= é[ i cos(z + y + 0,) cos(nt) + f: cos(x — y) cos(nt)]
2 n=-—o00 " n=-—o0o
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Usando la condicion (4.18]), ocurre que cos(x +y + 6,,) cuando n es par, cos(x +y) y

cuando n es impar es cos(z 4+ y + 7) = — cos(x + y), por tanto:
= é[cos(x +y) i (—1)" cos(nt) + cos(z — y) i cos(nt)]
2 n=—oo n=—oo

Y sustituyendo por las identidades (4.22)) y (4.23) tenemos:

= é[COS(ﬂf +y)2m Y 8t — (2m+ 1)) + cos(z — y)2m Y 8(t — 2mm)]

m=—0oQ

Finalmente se llega a la expresion del potencial electrostatico en términos de sumas
de saltos por periodos de la frecuencia fundamental wy, usando funciones delta de Dirac,

oé(x,y,t) = wAcos(x+y) Z (t—(2m+1)m)+mAcos(x—y) Z d(t—2mm). (4.25)

m=—0oQ m=—00

El siguiente paso es sustituir esta expresion en las ecuaciones de movimiento (4.16)).

Primero se resolvera Zf = —9% FEntonces:
d 0 0
d_f:_a—j_ ay[wAcos(zc—Fy m_zoo5t—(2m+1) 7) + mAcos(x — y) Z 6(t — 2mm)]

—[rA > 5(t—(2m+1)7r)8%(cos(x+y))+m > 5(t—2wm)§y(cos(x—y))].

La derivada queda como,

dz -
7 =+7mA m_zooé (t—(©2m+1)m)sen(z +y) — A mzzooé(t — 2mm) sen(x — y).(4.26)
o 5 dy _ 9
La siguiente ecuacion a resolverse es % = 22,
dy 8gz5 0 -
== B2 ax[ﬁAcos(x—i-y) Z d(t—(2m+ 1)m) + mAcos(x —y) Z d(t — 2mm)]

m=—0oQ m=—0oQ
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=7A Z ot — (2m + l)w)aﬁ(cos(m +y))+7A Z ot — 27Tm)@a:17 (cos(z —¥))

m=—0oQ m=—0oQ

La derivada queda como,

dy

pn =-—7A Z 0(t—(2m+1)m)sen(z +y) — A Z d(t — 2mm) sen(x — y).(4.27)

m=—0o0 m=—00

Al sumar las expresiones (4.26]) y (4.27)) se tendré,

d(z+vy)

= +7A Z (t—(2m+ Dm)sen(z +y) — 1A Z d(t —2mm) sen(z — y)

—mA Z 0(t—(2m+1)m)sen(z +y) — 1A Z 0(t — 2mm) sen(z — y).

Y al restar las mismas expresiones se tiene,

d(xd; y) = 47A Z 0(t—(2m+1)m)sen(z +y) — 1A Z d(t —2mm) sen(zx — y)

m=—00 m=—00

+7A Z 0t —(2m+ Dm)sen(z +y) + 1A Z d(t — 2mm) sen(z — y).

m=—00 m=—0o0

Haciendo el siguiente cambio,
Ty =x L.

Y reducir las dos ecuaciones anteriores, quedaran en su forma final asi,

d(

= —21A Z sin(x_)o(t — 2mm). (4.28)
d(§t> = 2rA mz_:oo sin(z4)8(t — (2m 4 1)7). (4.29)

Las ecuaciones de movimiento en términos de las funciones de Dirac permite redu-
cirlas a mapeos de dos pasos, uno por cada ecuacion.
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4.1.3. Transformaciéon de las ecuaciones de movimiento a mapeos
simplécticos

Ecuaciones de movimiento a mapeo de 1 paso

La funcion delta de Dirac se utiliza para describir saltos, es por eso que da lugar a
variaciones discretas que se pueden representar por mapeos iterativos.
Para la ec. , el que la funcién sea 6(t — 2rm) quiere decir que al tiempo t = to,, =
2mm, x_ de la ec. se quedara constante mientras que x, dara un salto. Estos saltos
se calculan mediante integrales que en seguida se calcularan.
El diagrama de la figura [4.3| muestra explicitamente los saltos que dan las funciones delta
cada que se encuentra en algin multiplo entero par de 7 (en lineas rojas).
Para integrar sobre cada salto se toman los tiempos:

ty = ton + .

t2_m = tgm —&.

Donde ¢ indica la longitud infinitesimal a cada lado del salto de la funcién delta.

1 6(t — 2mm)
08
0.6
0.4
0.2
nim
-3 -2 -1 1 2 3
s s
i 12

Figura 4.3: Esquema que muestra los saltos de la funciéon §(t — 2rm) con base en la ecuacion 1i

La integral de la funcién constante cuando t,, sera,

tom—+e d(xf) tom—+e o0 tom+e
/ Tdt = ZWA/ Z sin(z1)d(t — 2m+ Dm)dt = d(z_) =0
¢ ¢

2m —¢& 2m —¢& m=—oo tom—¢
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= z_(tam +€) —x_(ta, —€) = 0. (4.30)

La integral de z de (4.28)) seré,

/tzm+€ Mdt = —21A /t2m+€ sen(z_) i d(t — 2mn)dt. (4.31)
t dt t

om—€ 2m—& n=—00

El lado izquierdo de (4.31]) sera,

tom+e d
/ (24) 4y Ty (tom 4 €) — T4 (tom — €) (4.32)
to—e Al
Y del lado derecho de (4.31)),
tom+e 0 tomte
—27TA/ sen(x_) Z §(t — 2mn)dt = — 27TA/ sen(z_)[6(0)+
tom—¢€ n——o0 tom—¢€

(t+2m) 4+ 0(t —2m) + 0(t + 4m) + 6(t — 4m) + ...]Jdt = — 2w Asen(z_(ta)) (4.34)

La ultima igualdad se debe a las propiedades de la funciéon delta.

Igualando ecuaciones (4.32) y (4.33)) se tendran las primeras ecuaciones del nuevo
mapeo,
Ty (tom +€) — x4 (tom — &) = —2wAsen(z_(tam)).

El mapeo completo, con (4.30)) y una notacién mas reducida, se tendra,
Ty (t3n) — T4 (tyn) = —2mAsen(z_(ty,))- (4.35)
- (th,) —a_(t5,) = O. (4.36)

El procedimiento sera similar ahora para la ecuacion (4.29)), pero ahora con los saltos
en tiempos igual a t = tg,,11 = (2m + 1)7. Ver figura @ Asi:

+ _

lomy1 = lomy1 — €.

La integral de la funcién constante cuando t,,, 1 sera,

tomy1+e d($+) B tomy1+e X B
Tdt =21A Z sen(z4)0(t — 2mm)dt =
¢ ¢

2m~+1—¢€ 2m+1—¢€ 1m—_o
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5(t — (2m + 1))

o
-3 -2 -1 1 2 3

i 12+
Figura 4.4: Esquema que muestra los saltos de la funciéon §(t — (2m + 1)) con base en la ecuacién

[-29).

= Ty <t2m+1 -+ E) =Ty <t2m+1 — E). (437)

La integral de z_ en ec. [£.29 sera,

tomt1+€ d(.CE_) 0
/t o dt = 2w A Z sen(z,)o(t — (2m + 1)7)

2m+1—¢€ m=—00

El lado izquierdo quedara,

tom+t1+e d(x_
/ Malt =2 _(tome1 +€) — x_(toms1 — €) (4.38)
tom41—¢€ dt

Y del lado derecho,

o) tom+1+€
2T A Z sin(xy)o(t — (2m + 1)w) =27 A sen(z)[0(t — m) + 6(t — 3m) + 0(t + 3m)
m=—o0 tom+1—¢
(4.39)
+6(t —bm) +0(t+ 5m) + ...]dt
tom+1+€
oA / sen( (£))3(t — (2m + 1)m)dt.
tom41—¢€
(4.41)
=2r Asen (x4 (tam+1)) (4.42)

La ultima igualdad se debe a las propiedades de la funciéon delta.
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Igualando ecuaciones (4.38)) v (4.39)), las otras ecuaciones del nuevo mapeo seran,
T_(tomi1 +€) — v (toms1 — €) = 2w Asen(xy (tam+1))-

Junto a (4.37)) y con una notacién mas reducida, se tendra,

E (1) — T (fyn) = 2mAsen(r(th,.)). (4.43)
$+(t;m+1)_x+(t2_m+l) = 0. (4.44)

Transformacion del mapeo de 2 pasos a mapeo de 1 paso

El mapeo que se acaba de obtener, que es de dos pasos, puede reducirse a un mapeo
con ecuaciones més directas, que es al que se le llamaria de 1 paso.
A continuacion se haré la reduccion para obtener el mapeo de un paso.

MAPEO DE 2 PASOS

$+(t;rm) - x+(t5m = —21A SGH(.I',(t;m»

)
(tF ) —x_(t;,) =0
"i (tom) — @ _( 2m) Movimiento sobre z — y = cte(4.45)
J:_(tQmH) — - (t2m+1) =0
Ty (t341) — 24 (toner) =0
(1) = - (tgmyn) = 2mAsen(a (t5,11))
tomi1) = T (tomyr) =0
5C+( 2m+1J)r x+( 2mir1) Movimiento sobre x 4+ y = cte(4.46)
$+(t2m) - 5’5+(t2m) =0

En donde es importante notar lo siguiente,

21 (t3,) = T (tymin). (4.47)

Este mapeo puede convertirse a uno de un paso, mediante los siguientes célculos.

47



Se hara una nueva sustitucion,
oy, = J- (4.48)
B = 7+ L. (4.49)

Enumerando cada sustituciéon se tendra,
1.- De la primera y segunda ecuacion de (4.45)) se obtendran las siguientes,

v4(t,) = ~2nAsen(v_(j) + 2. () (4,50)
v (t,) = () (451)
2.- La ecuacion (4.50) se sustituye en la tercer ecuacion de (4.45)), obteniéndose,
24 () = —27Asen(z_(j)) + 2 (j) (452)
De igual forma (4.51)) se sustituye en la cuarta ecuacion de (4.45)),
v (tnr) = 7-0)) (4.53)
3.- La ecuacion (4.53)) se sustituye en la primer ecuacion de (4.46)), obteniéndose,
v (Ehan) = 2rAsen(z, (t,01)) + 2 () (454)
De igual forma (4.52)) se sustituye en la segunda ecuacion de (4.46)),
v (Ehr) = 74() — 2 Asen(— (7)) (455)
4.- Sustituyendo (4.55)) y @4 (¢5,,41) = 2+(j + 1) en la tercer ecuacion de (4.46),
r(j+1) =24 (j) + 2mAsen(z_(j)) = 0 (4.56)

Y finalmente, sustituyendo (4.54) y z_(t3,,,,) = _(j + 1) en la cuarta ecuacion de
(@40),

r_(j+1)—z_(j) =2mAsen(z,(j + 1)) (4.57)

Con las ecuaciones (4.56)) v (4.57), que ya estan en términos de j el mapeo de 1 paso
queda asi:

va(j +1) = 2.(j) — 2nAsen(z_(j)). (159)
v_(j+1)=a_(j)+ 2nAsen(a+(j + 1)). (4.59)

Si al ponerlo en pasos j se pone en pasos de n, el mapeo finalmente queda asi:

MAPEO DE 1 PASO

g =2 — 2w Asen(a™). (4.60)
"t = 2" + 2r Asen(x+"T). (4.61)

Escribir el mapeo de esta forma servird mas adelante para poder variar los pardmetros
en los espacios fase numéricamente en el programa de Mathematica.
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4.1.4. Sistema Hamiltoniano giro-promediado

Potencial electrostatico giro-promediado sobre el radio finito de Larmor

Se intenta considerar el efecto en los tokamaks de las particulas altamente energéti-
cas, como las particulas alfa, es por eso que se tienen que considerar radios de Larmor
diferentes de cero. Los campos que experimentan estas particulas en sus 6rbitas son muy
diferentes a los que se encuentran en sus centros guia. Es por esta razéon que ahora se
tomara en cuenta el radio finito de Larmor de las particulas. Una manera de incluirlo
en los calculos es promediando el movimiento de la particula sobre la 6rbita en la que
da un giro. [12] Las ecuaciones de movimiento se modificaran ya que la velocidad
de deriva E x B se reemplazara por el promedio sobre un circulos de radio p, que es el
radio de Larmor. La contribuciéon de la fase giro-promediada sobre cada particula indi-
vidual se puede ver como un anillo cargado uniformemente, con su centro en R y radio p.

El promedio de la giro-fase se calcula asi:

Ox = o (4.62)

pu— 27T. .
Se define la funcion (¥), que promedia la giro-fase, que se da por hecho que barre

un movimiento circular (en coordenadas polares):

2m
(W) = — / U(x+ pcost,y+ psend)dd. (4.63)
0

Donde z y y son las coordenadas que aparecen en la ec. de movimiento (4.13), y r
aqui nos referimos a ella como p, el radio de Larmor.

Y las ecuaciones (4.16) quedaran de la siguiente forma,

dv _ Jos\ () dy 08\ (o)
TR R i (%), e

Lo siguiente es calcular el promedio (4.63) del potencial electrostatico (4.17)). Por
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2 o
(P)g = ; / [Z cos(x + pcos@ +6,) cos(y + psend + 6, — nt) | db. (4.65)
T Jo

n=oo

Usando la identidad (4.19)

2m 0
= ; { Z cos(x 4 pcos@ + 0,) [cos(y + psend + 0,,) cos(nt) + sen(y + psend + 6,,) sen(nt)]} do
T Jo

n=oo

El término sen(y + psend + 0,,) sen(nt) se hace cero por (4.24]) y entonces,

27 e
= A/ (cos(x + pcosf + 6,) cos(y + pcos B + 0,) Z cos(nt))do
0

n=oo

Usando la identidad (4.21]),

A 2 X
= - Z cos(x 4+ y + p(cos @ + sen ) + 26,,) + cos(x — y + p(cos 6 — sen ))[cos(nt)db)]
& 0 n=oo

Con (4.19)) tenemos,

2w
= 4£ Z [cos(nt)dl)] [cos(z + y + 26,,) cos(p(cos @ + sen d)) — sen(x + y + 26,,) sen(p(cos @ + sen §))]
& 0 n=oo

+ [cos(x — y) cos(p(cos§ — sen ) — sen(x — y) sen(p(cos§ — sen6))] (4.66)

Para resolver esta integral, hay que notar en particular que algunos términos de la
misma se pueden resolver mediante la funciéon de Bessel de orden 0, Jy, que con base
en su funcion generadora, toma la forma Jy = 5= fo% cos(xsenf)df. Por tanto, de la
ecuacion anterior tendremos que,

27 2
27rJ0(\/§p) = / cos(p(cos @ + send))dl = / cos(p(cos @ — sen 0))do (4.67)
0 0
y como:
27 27
/ sen(p(cos @ + senf))dd = / sen(p(cos @ —sen@))dd = 0. (4.68)
0 0
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El giro-promedio quedara de la siguiente forma,

2w AJo(V/2 -
(9)o :M ( Z (—1)" cos(x + y) + cos(x — y)> cos(nt). (4.69)
47 =
A o0
Jo \/_p Z o(t — (2m + 1)m) cos(x + y) + 27 Z d(t — 2mm) cos(z — y))
(4.70)
Usando las identidades con las funciones de Dirac,
Y finalmente, el potencial electrostatico giro-promediado queda como,
(P)g = mATH(V2p) Z (cos(x +y)o(t — (2m + 1)m) + cos(z — y)d(t — 2mm)) . (4.71)

Como en la seccién anterior, ahora hay que sustituir este giro-promedio en las ecuaciones

de movimiento (4.64)).
®)o

. B)
Primero con —

Toy -
CZ = 1AJo(V2p) Z [sen(x +y)d(t — (2m + 1)7) — sen(x — y)d(t — 27m)]. (4.72)
{P)o
ox
Ccli?i = 1Ay (V2p) Z [—sen(z +y)o(t — (2m + 1)) —sen(z — y)d(t — 2mm)] .
. (4.73)
Al sumar las expresiones (4.72)) y (4.73) se tendré,
d(z +y) S
- = T AJy(V2p) m:Z:OO —2sen(x — y)d(t — 27m)
dlx—y) = 1Ay (V2p) i 2sen(z + y)d(t — (2m + 1)m).
dt =
Las expresiones finales de estas derivadas van a ser,
d<x+) = .
= —21AJo(V2p) mz_:oo sin(x_)o(t — 2mm). (4.74)
d(z_) =N
e —21AJy(V2p) Z sin(z4)o(t — (2m + 1)m). (4.75)
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Estas ecuaciones de movimiento en términos de las funciones de Dirac permitira redu-
cirlas a mapeos de dos pasos, uno por cada ecuacion.

Como ya se desarroll en la seccidon anterior los pasos para llegar a los mapeos, aqui el
inico cambio que habra sera agregar el término con la funciéon de Bessel a las constantes
que acompanan a las amplitud A, es decir,

MAPEO DE 1 PASO GIROPROMEDIADO

ot =l — 21 AJo(V2p) sen(z™).

4.76
2™t = 2" 4 21 Ay (V2p) sen (2. (476)

4.1.5. Sistema Hamiltoniano con un flujo de fondo

El modelo de espectro de ondas para el potencial electrostatico con flujo E x B de
fondo es,

o(z,y,t) = go(z) + A Z cos(x + 6,) cos(y + 0,, — nt). (4.77)

Con ¢y(x) un flujo zonal agregado y cizallado, que como esta en funcién de x entonces
ird en la direccién de y y con una velocidad vy = %2 [12].

Al giro-promediar este potencial y con los efectos de radio de Larmor finito agregados,
el potencial a analizar sera el siguiente:

[e.o]

(¢) = (po(x)) + AJy(V2p) Z cos(x + 6,) cos(y + 0,, — nt). (4.78)

n=—oo

Siguiendo los pasos de las secciones anteriores se calcularan las derivadas de las ecuaciones
de movimiento.

Primero con —%‘?:
Ccll_i a@%o( z) + AJo(V2p) Z [sen(x +y)d(t — (2m + 1)7) — sen(x — y)d(t — 27m)].

m=—00

(4.79)
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Y ahora M,

oz
dy . olon) =
Pl AJy(V2p) mz_:oo [sen(z +y)o(t — (2m + 1)) + sen(x — y)d(t — 2mm)] .
(4.80)
Finalmente, como &’580—;”) = 0, las ecuaciones finales van a quedar de la siguiente
manera:
d(x+) . - . a¢0
= AJo(V2p) mz:oo sin(w)d(t — 2mm) + ==, (4.81)
d(x_ > 9
(j;t ) = AJy(V2p) Z sin(z)o(t — (2m + 1)7) — %. (4.82)

Para pasar estas ecuaciones a mapeos seguiremos los mismos célculos que para el
mapeo anterior de dos pasos.

El mapeo se queda como:

2"t = 2" 4 21 AJy(V2p) sin(a™) — Q(%),
n+1 n+1
2" = 2" — 2w AJo(V2p) sin(z7t) + Q(%)

donde Q(z" = 7[< ¢) >"T1/2 + < ¢ >]) es la velocidad promedio.
Dependiendo de ¢ el flujo sera monétono o no mondétono

Para el caso de mapeo con flujo de 1 paso, éste s6lo es valido para cuando el flujo
agregado es lineal, pero para casos generales, el mapeo de 2 pasos es el idoneo, es por
eso que es el que se describird a continuacion.

El mapeo de dos pasos se calcula con saltos de deltas de Dirac, similar al procedi-
miento de la seccién 5.1.3.
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MAPEOS CON FLUJO ARBITRARIO

» Flujo Lineal: Cuando la variacion es mondtona y por tanto €2(z) es lineal, el mapeo
es de torsion, simpléctico y de 1 paso, entonces si Q(x) = Cz, queda:

C
=2 + 21 AJo(V2p) sen(z") — —(z} +2")

n+1 1 n A \/_ i n+1 ¢ n+1 (483)
= 1_0/2[(%7 — 2 AJo(V2p)sen(a’ ™) + —al ]

2

» Flujo Gaussiano: Cuando la variacién es no monétona, el mapeo es sin torsion.
(2 . L -
Cuando Q(z) = Ce (%) el mapeo para ser simpléctico debe ser de 2 pasos, queda
asi:

x = 2" + Q")
x =" + 21 AJy(V2p) sen(x, ) — 7Q(a")

" =1 — Q)

‘TT_I _ x’+ _ 27TAJO(\/§[)) sen(z™ ) + WQ(m,)

(4.84)
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Topologia de los espacios fase modela-
dos en Mathematica

5.1. Mapeos en Mathematica

Los espacios fase presentados a partir de ahora se realizaron en el programa Wolfram
Mathematica 12. En esta seccion se explicard como funciona el cédigo y los parametros
para los mapeos con y sin flujo, usando de ejemplo el mapeo con flujo lineal descrito en
la seccion anterior.

5.1.1. Espacios fase de mapeo con flujo lineal

En la Figura se muestra el mapeo (4.83)) escrito en Mathematica, con el que se
genera la geometria de las trayectorias de las particulas en el espacio fase. Este se obtiene
con la funcion de la figura [5.3]

Points[x_, v , 0 ,A_, Cc_,n_] := ReleaseHold[Hold[points :={};
xplus® = x + y3;
XminusO = x - y3;

Do[po-i nts = Append[points, {xplus®, xminus@}];

c
xplus® = xplus® + 2 7 A BesselJ[O, \/E p] Sin[xminus0@] - 7 (xplus® + xminus0) ;

xminuso =

c
(xm'inuse -2 7 A Bessell [0, \/E p] Sin[xplus0] + 7 xpluso) , {n)];

points[i][1] + points[i][2] points[il[1l] - points[i][2] X .
Table [{ 2 N 2 }, {i, Length[points] )] ]]

Figura 5.1: Mapeo con flujo lineal
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Con el siguiente codigo se grafican los espacios fase en un plano = vs vy,

PhaseSpaceNeg[o_, A_, ¢_, n_] := {points = Flatten[Table[Points[x0, y0, o, A, ¢, n], {x0, -3, 0, 0.5}, {y0, 0, 6, 0.5}1, 2];
pointsl = Table[{points[i][1], Mod[points[i][2], 2x]}, {i, Length[points]}];

ListPlot[pointsl, PlotStyle » PointSize[0.001]]}[1]

Figura 5.2: Codigo para graficar los puntos en una malla del mapeo.

El codigo de a continuacion, se usa en las secciones posteriores, ya que sirve para
trazar la trayectoria de una sola particula,

PhaseSpacePoint[x_, v , 0o , A, c_, n_, color_] := (points = Points[x, y, o, A, ¢, nl;
pointsl = Table[{points[[i]]1[[1]], Mod[points[[i]]1[[2]], 2]}, {1, Length[points]}];

ListPlot[pointsl, PlotStyle » Directive[PointSize[0.001], color], PlotRange » {{-1, 6}, {0, 6.5}},

PlotLabel » HoldForm["p ="po ", A="A", c="c]])

Figura 5.3: Codigo para arrojar las érbitas de las particulas distribuidas en una malla.

La diferencia entre las dos tltimas funciones es que [5.2] es la que da la topologia del
espacio fase y sirve para seguir una sola particula y darle color a los puntos en el
espacio fase.

La figura[5.I muestra que el mapeo depende de 6 parametros, que son z, y, p, A, cy n
(ntmero de iteraciones). El movimiento dentro del espacio fase funciona tal que una par-
ticula inicia su recorrido desde el punto (z,y), y comenzara a evolucionar temporalmente
de acuerdo a los pasos del mapeo y tras de ésta continuaran saliendo aleatoriamente las
demés particulas (que en total van a ser n), y moviéndose una tras otra de acuerdo al
mapeo y cuyas condiciones iniciales cambian para cada particula.

Recordar que, cuando hay flujo, el movimiento es como si estuvieran dentro de toros
anidados. Si no hay flujo, la trayectoria de movimiento son lazos que se ven como las
orbitas en cuadricula en la seccién de Poincaré, ver figuras [5.4(b) y [.4(c).

Asi, cada que una particula recibe un empujon de la onda se marcard como un punto
en el diagrama de espacio fase, generando una orbita cerrada que representa que las
particulas estén atrapadas en el potencial periddico de la onda.
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Parametros a modificar dentro del mapeo

Una vez que empiezan a evolucionar las particulas se pueden ir modificando los
siguientes parametros, que sirven para cambiar la configuraciéon del espacio fase:

= p, el radio de Larmor
= A, amplitud de las ondas

» C, valor constante para el flujo agregado, por ejemplo para Q(z) = Cz

Algunos de los espacios fase que arroja el mapeo (4.83) calculado por medio del co6digo
de la Figura [5.1] con diferentes parametros, se muestran y analizan cualitativamente a
continuacion, con la intenciéon de conocer a profundidad la dindmica del mapeo con flujo
lineal.
El namero de iteraciones para todos los espacios fase que se van a mostrar en esta seccion
fueron igual a n = 1000. El movimiento en el espacio fase funciona tal que una particula
inicia su recorrido desde el punto (z,y) y evoluciona temporalmente de acuerdo a los
pasos del mapeo y tras de ésta contintan saliendo aleatoriamente las demas particulas.
En este caso se sigue el movimiento de una poblaciéon de particulas que inician en un
cuadricula de tamano 0.01 x 0.01 centrado en un la posicién de un punto hiperbélico y
se dejan evolucionar dentro del espacio fase [19].

Comportamiento del mapeo lineal en los espacios fase

Cuando A =0

= Si el parametro de amplitud de ondas A es nulo, la trayectoria de las particulas
sOlo se desplazard hacia arriba sin formar curvas u érbitas que describan lineas
continuas.
Bajo esta amplitud nula, si se agrega un pequeno flujo iinicamente se veran lineas
o curvas rectas, esto es debido a que las particulas simplemente son llevadas o
arrastradas por el flujo en la direcciéon y. Este movimiento se observa en la Figura
B.4(b) y[b.4(d). Las lineas que forman las particulas bajo estos parametros son los
toros KAM pero desplegados sobre un plano (si se unen los extremos de 6, que son
y, se forman circulos).
En cuanto afp.4(a) y[5.4{c), ya que no hay ni ondas ni flujo, no hay nada que afecte
a las particulas; por eso no se mueven quedandose solo en sus puntos iniciales.
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Para[5.4|b) y[5.4(d), hay que percatarse que el aumentar el radio de Larmor p, no
hace ninguna diferencia en cuanto a las trayectorias cuando A = 0.

Relacionando las particulas del plasma con el mapeo se puede decir que el que no
se mueva la particula, es porque en la ecuacion es so6lo para la velocidad de
deriva, sin considerar la velocidad de la particula que es la que tiene que ver con
la temperatura de la distribuciéon de las particulas y no de las derivas.

PhaseSpaceNeg[0.6, 6.0, .0, 1080] PhaseSpaceNeg[0.0, 0.0, 0.100, 1000] PhaseSpaceNeg[0.200, 0.0, 0.0, 1000] PhaseSpaceNeg[0.200, 0.0, 0.100, 1000]

Figura 5.4: Trayectorias del espacio fase para el mapeo lineal cuando (a) p = 0, A = 0, C = 0; (b)
p=0,A=0,C=0.100; (¢c) p=0.200, A =0, C = 0; (d) p=10.200 A = 0, C = 0.100.

Cuando A =0.100

= En la figura [5.5] no hay flujo agregado, pero si hay ondas con una amplitud de
A = 0.100 para tres diferentes radios de Larmor. Respecto al radio de Larmor, no
se puede afirmar nada aun debido a que A aun es muy pequena.

PhaseSpaceNeg[0.6, 0.100, 0.0, 1000] PhaseSpaceNeg[0.100, 0.100, 0.0, 1000] PhaseSpaceNeg[0.200, 0.100, 0.0, 1000]

Figura 5.5: Trayectorias del espacio fase para el mapeo lineal cuando A = 0.100, C = 0. (a) p = 0;
(b) p=10.100; (c) p = 0.200. Las trayectorias se mantienen circulares ya que no hay flujo de fondo, sélo
una ligera amplitud en las ondas.

» En 5.6 hay desplazamiento de érbitas en la direccion positiva del eje y debido al
flujo agregado C y sin cambiar la amplitud, haciendo que del lado izquierdo las
orbitas se abran y a la vez creaAndose pequenas orbitas dentro de las que persisten
todavia. Si tomamos en cuenta que son particulas de plasma, en sistemas dindmicos
a las orbitas que muestran geometria de circulos anidados se les llama “6rbitas alre-
dedor del punto 0” o puntos elipticos. Por ejemplo, en la figura (b) alrededor de
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PhaseSpaceNeg[0.0, 0.100, 6.250, 1000] PhaseSpaceNeg[0.100, 0.100, 0.250, 1000] PhaseSpaceNeg[0.200, 0.100, 0.250, 1000]

Figura 5.6: Trayectorias del espacio fase para el mapeo lineal cuando A = 0.100, C = 0.250. (a) p = 0;
(b) p = 0.100; (c) p = 0.200. Las lineas se abren y se forman pequenas 6rbitas dentro de las que aun
estan cerradas y dentro del flujo que se va desplazando en direcciéon del eje y positivo.

(x,y) = (0,7), se tiene un “o - point” y alrededor de (z,y) = (—1.5,7/2) se tiene un
“x - point ” o punto hiperbdlico que son los puntos que separan una 6rbita de otra.
Esta zona de puntos hiperbélicos siempre contiene caos localizado que al aumentar
los valores de los parametros se ird extendiendo hasta llegar al llamado caos global.

» En[5.7 aunque la amplitud no ha cambiado, el flujo ya es demasiado grande. Aho-
ra aparecen Orbitas que no son regulares, volviéndose cadticas y s6lo permanecen
orbitas cerradas cerca del punto (0, 7). Fuera de las orbitas cerradas, las particulas
pueden llenar el espacio entre ellas. Esta es la llamada zona ergddica o cadtica.
Aqui el aumento en el radio de Larmor si provoca un alargamiento en las érbitas y
un aumento en la region con 6rbitas regulares (o disminucion de la zona caotica).

PhaseSpaceNeg[0.0, 6.160, @.750, 1660) PhaseSpaceNeg[0.100, 0.160, 0.750, 1000] PhaseSpaceNeg[0.200, ©.100, 0.750, 1000]

Figura 5.7: Trayectorias del espacio fase para el mapeo lineal cuando A = 0.100, C = 0.750. (a)
p =0; (b) p=10.100; (c) p = 0.200. Con un flujo demasiado grande las pequefias orbitas comienzan a
multiplicarse cada vez maés, creciendo y forméndose nuevas.

» En la figura|5.8| para un flujo igual o cercano a C = 1.0 el comportamiento caético
yva es global. Con caos global se quiere decir que las particulas ya cruzaron cierta
barrera marcada arbitrariamente. Mas adelante se explicaré con detalle este hecho.
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PhaseSpaceNeg[0.100, ©.100, 1.0, 1000] PhaseSpaceNeg[0.200, 0.100, 1.0, 1000]

PhaseSpaceNeg[0.0, 0.100, 1.0, 1000]

Figura 5.8: Trayectorias del espacio fase para el mapeo lineal cuando A = 0.100, C = 1.0. (a) p = 0;
(b) p=10.100; (c) p = 0.200. Las orbitas definidas se comienzan a romper causando un comportamiento
cadtico de las particulas.

Fisicamente, dentro de un tokamak se podria decir que las particulas definitivamente
ya perdieron el confinamiento que se deseaba mantener. En el sentido de que las par-
ticulas que se quiere confinar en el centro del plasma, que es la regiéon de la izquierda,
pueden llegar al borde, que es la region de la derecha, por medio de 6rbitas cadticas. Y

nuevamente, estas afirmaciones solo aplican sobre el movimiento de las particulas con la
deriva F/ x B.

Cuando A = 0.200

» En la figura [5.9] como la amplitud de las ondas es grande, las orbitas ya estan
formadas, pero como el flujo es nulo, permanecen estaticas en el mismo lugar.

PhaseSpaceNeg[0.100, 0.200, 0.0, 1000]
PhaseSpaceNeg[0.0, 0.200, 0.0, 1000] ’ U PhaseSpaceNeg[0.200, 0.200, 0.0, 1000]

Figura 5.9: Trayectorias del espacio fase para el mapeo lineal cuando A = 0.200, C = 0. (a) p = 0; (b)
p = 0.100; (c) p = 0.200. Las orbitas que estan dentro de la separatriz se mantienen cerradas porque
aun no hay flujo agregado.

= En [5.10) cuando el flujo aumenta se observa un desplazamiento hacia arriba en
direccion poloidal y y la apertura principal de las érbitas del lado izquierdo, co-
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PhaseSpaceNeg[0.0, 0.200, 0.250, 1000] PhaseSpaceNeg[0.100, 0.200, 0.250, 1000] PhaseSpaceNeg[0.200, 0.200, 0.250, 1000]

B

Figura 5.10: Trayectorias del espacio fase para el mapeo lineal cuando A = 0.200, C = 0.250. (a)
p =0; (b) p=0.100; (c) p = 0.200. Las orbitas laterales se abren y dentro de las que aun estan cerradas
se forman otras pequeifias al tiempo que el flujo desplaza las ondas hacia arriba en direccion de y.

menzéandose a ver un ligero comportamiento cadtico. Sin ser del todo evidente los
cambios que genera el aumento en el radio de Larmor.

= En la figura el comportamiento cadtico se expande a una mayor area del
espacio fase.

PhaseSpaceNeg[0.0, 0.200, 0.750, 1000] PhaseSpaceNeg[0.100, 8.200, 0.750, 1000] PhaseSpaceNeg[0.200, 0.200, 0.750, 1000]

Figura 5.11: Trayectorias del espacio fase para el mapeo lineal cuando A = 0.100, C = 0.750. (a)

p =0; (b) p=0.100; (c) p = 0.200. El comportamiento es cadtico dentro de las érbitas que aun quedan
cerradas.

= Comportamiento cadtico global en la figura [5.12
Cuando A = 0.300,0.400, ...

» Cuando es demasiado grande la amplitud junto con el flujo agregado, como los
casos de la figura[5.13] el comportamiento siempre es caotico.

5.1.2. Espacios fase de mapeo con flujo Gaussiano

El segundo mapeo a analizar sera el que se mostro en (4.84)), cuyo perfil de velocidad
o flujo es Gaussiano. Este flujo zonal Gaussiano es continuo y derivable pero no se
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PhaseSpaceNeg[0.100, 0.200, 1.0, 1000] PhaseSpaceNeg[0.200, 0.200, 1.0, 1000]

PhaseSpaceNeg[0.0, 0.200, 1.0, 1000]

Figura 5.12: Trayectorias del espacio fase para el mapeo lineal cuando A = 0.100, C = 1.0. (a) p = 0;
(b) p = 0.100; (¢) p = 0.200. El comportamiento es caotico, ya no se distinguen las pequenas orbitas
que quedan todavia.

PhaseSpaceNeg[0.0, 0.200, 6.750, 1000] PhaseSpaceNeg[0.200, ©.400, 0.100, 1000] PhaseSpaceNeg[0.0, 0.500, 0.0, 1000]

()

Figura 5.13: Trayectorias del espacio fase para el mapeo lineal cuando (a) p = 0, A = 0.200, C =
0.750; (b) p = 0.100, A = 0.400, C = 0.100.; (¢) p =0 A = 0.500, C = 0.

cumple la condicién de torsion cuando J = 0 en x = 0, entonces es no monoétono y es:
Q(z) = Ce*. Se puede observar el perfil de velocidad en la figura

Para obtener los espacios fase se escribi6 el codigo en Mathematica, tal y como se muestra
en la figura [5.15]

Figura 5.14: Perfil de velocidad gaussiano

Con el codigo que se muestra a continuacion se grafican los espacios fase en el plano
T VS Y,

A este mapeo se le pueden modificar los mismos parametros que al anterior.
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= Points[x_, ¥ , 0 4 A, € 4, n_] := (points := {}; xplusO = x + y;
xminus® = x - y;

Do[points = Append[points, {xplus®, xminus0}];
repite anade

xplusl = xplus® + 7 Q[ (xplusO + xminus@) /2, c];

xminusl = xminus® - 7w Q[ (xplusO + xminus®) /2, c] + 2w A BesselJ[0, Sqrt[2] o] Sin[xplusl];
J de Bessel raiz cuadrada |seno

xminus® = xminusl - 7 Q[ (xplusl + xminusl) /2, c];
xplus® = xplusl + 7 Q[ (xplusl + xminusl) /2, c] - 2w A Besseld[0, Sqrt[2] o] Sin[xminus@],

J de Bessel raiz cuadrada |seno
{n}1;
Table[{ (points[[i]]1[[1]] +points[[i]][[2]]) /2,
tabla
(points[[i]1[[1]] - points[[i]1[[2]]) /2}, {1, Length[points]}])
longitud

nf]=Q[x_, €] t=cEMN-xA2

Figura 5.15: Mapeo con flujo Gaussiano

PhaseSpace2[o_, A_, c_, n_] := {points = Flatten[Table[Points2[x0, y0, 0o, A, ¢, n], {x0, -3, 3, 0.5}, {y0, 0, 6, 0.5}1, 2];
aplana tabla

pointsl = Table[{points[[i]]1[[1]], Mod[points[[i]11[[2]], 2x]}, {i, Length[points]}];
tabla operacion médulo longitud

ListPlot[pointsl, PlotStyle -» PointSize[0.001], PlotRange » {{-4, 4}, {0, 6.5}}1}[[1]]

Figura 5.16: Codigo para arrojar las particulas aleatorias del mapeo gaussiano.

Comportamiento del mapeo gaussiano en los espacios fase
Cuando A =0.100

= En la figura [5.17, como no hay flujo de fondo, se tiene lo mismo que en el mapeo
anterior de la figura [5.5]

PhaseSpace2[0.0, 6.100, 0.0, 1000] >haseSpace2[0.100, 0.100, 0.0, 1000]

PhaseSpace2[0.200, 0.100, 0.0, 1000]

TSN

Figura 5.17: Trayectorias del espacio fase para el mapeo gaussiano cuando A = 0.100, C = 0. (a)
p=0; (b) p=0.100; (c) p = 0.200. Solo hay amplitud de ondas, por lo tanto se mantienen estaticas.

» Enf5.18el flujo agregado hace que las ondas que se encuentran a la mitad del espacio
fase se abran y junten tal que se forme una especie de columna serpenteante que
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lleva la “corriente” de particulas y que va en la direccion positiva del eje y. El efecto
del flujo se ve que esté concentrado cerca de x = 0 pues el flujo es zonal haciéndose
cero lejos de x = 0.

PhaseSpace2[0.0, 0.100, 0.100, 1000] PhaseSpace2[0.100, 0.100, 0.100, 1000] PhaseSpace2[0.200, 0.100, 0.100, 1000]

Figura 5.18: Trayectorias del espacio fase para el mapeo lineal cuando A = 0.100, C = 0.100. (a)
p=0; (b) p=0.100; (c) p = 0.200. Se abren las 6rbitas que forman las ondas formando una trayectoria
serpenteante cerca del origen del espacio fase.

» En la figura [5.19) con un flujo mucho mayor, se forman pequenas orbitas cerradas
dentro de la columna de corriente.

PhaseSpace2[0.0, 0.100, 0.500, 1000] PhaseSpace2[0.100, 0.100, 6.500, 1000] PhaseSpace2[0.200, 0.100, 0.500, 1000]

Figura 5.19: Trayectorias del espacio fase para el mapeo gaussiano cuando A = 0.100, C = 0.500. (a)
p=0; (b) p=0.100; (c) p=0.200. Se forman o6rbitas pequenas dentro de la columna serpenteante.

» En la figura [5.20] el flujo pareciera que arrastra hacia arriba a las pequenas or-
bitas antes formadas, algunas de ellas siguen persistiendo dentro de las lineas de
corriente, observandose lineas de flujo de corriente.
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PhaseSpace2[0.0, 0.100, 0.800, 1000]

PhaseSpace2[0.100, 0.100, 0.800, 1000]

| il \K}Qk\&jéj;;
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PhaseSpace2[0.200, 0.100, 0.800, 1000]

Figura 5.20: Trayectorias del espacio fase para el mapeo gaussiano cuando A = 0.100, C = 0.800. (a)
p =0; (b) p = 0.100; (c) p = 0.200. El flujo lleva a las particulas de la columna serpenteante sobre la

direccion positiva del eje y.

El flujo C parece que so6lo afecta a las ondas intermedias, las ondas de los extremos no
se ven afectadas. Y el radio de Larmor, para el rango de variacién mostrado, no genera
ningin cambio importante en el tamano o forma de las érbitas.

Cuando A = 0.200

= En la figura la amplitud de las ondas se aumentd, no hay flujo de fondo.
De esta forma, las ondas se observan un poco alargadas y ademas permanecen
estacionarias. Es un caso idéntico al que se muestra en la figura [5.9) porque en
ninguno hay flujo de fondo.

PhaseSpace2[0.0, 0.200, 0.0, 1000]

PhaseSpace2[0.100, 0.200, 0.0, 1000]

PhaseSpace2[0.200, 0.200, 0.0, 1000]

7 (‘i 7z

T
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()

Figura 5.21: Trayectorias del espacio fase para el mapeo gaussiano cuando A = 0.200, C = 0. (a)
p=0; (b) p=0.100; (c) p = 0.200. Amplitud de ondas es mayor, pero no hay flujo de fondo, por tanto

se mantienen estacionarias.

= En la figura le fue agregado flujo, asi que como en el caso anterior, se formo
una columna serpenteante de “corriente” de particulas, la diferencia es que aqui se
formaron una especie de érbitas u hoyos continuos. Y a los alrededores se observan
regiones practicamente caobticas.
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PhaseSpace2[0.0, 6.200, 0.100, 1000] PhaseSpace2[0.100, 0.200, 0.100, 1000] PhaseSpace2[0.200, 0.200, 0.100, 1000]

Figura 5.22: Trayectorias del espacio fase para el mapeo gaussiano cuando A = 0.200, C = 0.100. (a)
p = 0; (b) p=0.100; (c) p = 0.200. Con el aumento del flujo se volvio a formar la columna serpenteante.

= En la figuralb.23|se observa la misma dindmica pero ahora con caos en practicamen-
te toda la zona intermedia. Siguiendo muy ligeramente la trayectoria serpenteante
que se habia descrito antes.

PhaseSpace2[0.0, 0.200, 0.200, 1000] PhaseSpace2([0.100, 0.200, 0.200, 1000] PhaseSpace2[0.200, 0.200, 0.200, 1000]

Figura 5.23: Trayectorias del espacio fase para el mapeo gaussiano cuando A = 0.200, C = 0.200. (a)
p =105 (b) p=0.100; (c¢) p = 0.200. Continua la trayectoria serpenteante pero con més regiones siendo
ya calticas

La curva de cizalla nula, que es el maximo de Q(x), es la curva serpenteante dentro
de la zona caodtica.

» En la figura hay caos en toda la zona intermedia.
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PhaseSpace2[0.0, 0.200, 0.300, 1000] PhaseSpace2[0.100, 6.200, 0.300, 1000] PhaseSpace2[0.200, 0.200, 0.300, 1000]

Figura 5.24: Trayectorias del espacio fase para el mapeo gaussiano cuando A = 0.200, C = 0.300. (a)
p =0; (b) p=0.100; (c) p = 0.200. Toda la zona intermedia ya es caotica.

Se puede observar como el radio de Larmor, para las figuras [5.21], [5.22] y [5.23] logré
cambios notables para p = 0.200, en cuanto a la reducciéon de caos respecto a una fraccion
de los espacios fase. Como en el caso anterior, las 6rbitas cerradas de los extremos debidas
a las ondas no se vieron para nada afectadas. Este cambio se observa con mas claridad
en las figuras [6.13] y [6.14] que son diagramas que mostraran el rompimiento de barreras
de transporte para cada una de las p mencionadas.

Cuando A = 0.300

» Se observa en la figura [5.25] que para una amplitud demasiado grande, el caos es
inminente en la zona intermedia, para p mayores la zona cadtica disminuye de
tamano.

PhaseSpace2[0.0, 0.300, 0.100, 1000] PhaseSpace2[0.0, 0.300, 0.200, 1000] PhaseSpace2[0.0, 0.300, 0.300, 1000]

Figura 5.25: Trayectorias del espacio fase para el mapeo gaussiano cuando (a) p = 0, A = 0.300, C
= 0.100; (b) p =0, A = 0.300, C = 0.200; (¢) p =0, A = 0.300, C = 0.300. Zonas caéticas en toda la
parte intermedia del espacio fase.
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Efectos de Radio de Larmor

Los efectos del radio de Larmor son el de estabilizar las érbitas, y esto se observa
claramente en las figuras [5.26], que ocurre para los dos tipos de flujo.

PhaseSpaceNeg[0.100, 0.2, 0.2, 1600] PhaseSpaceNeg([0.860, 0.2, 0.2, 1600]

Figura 5.26: Espacios fase de mapeo con flujo lineal que muestran como al aumentar el valor de p las
orbitas se estabilizan (a) p = 0.100; (b) p = 0.800.

Ahora que ya se conoce la dindmica de ambos mapeos, en la secciéon posterior co-
rresponde describir lo que son y qué significa que se creen barreras de transporte en los
espacios fase cuando se modifican los parametros de amplitud de ondas, radio de Larmor
y flujo zonal agregado.

5.1.3. Exponentes de Lyapunov

Una de las caracteristicas del caos es que dos puntos inicialmente muy cercanos
se van alejando al pasar el tiempo de forma de su distancia crece exponencialmente:
D = Dyexp(At) y a la constante A se le llama coeficiente de Lyapunov y éste determina
qué tan cabtico es un sistema. Asi que se va a calcular los coeficientes de Lyapunov para
algunos casos con el propoésito de cuantificar el nivel del caos.

5.1.4. Determinando con exponentes de Lyapunov el estableci-
miento de caos global en algunos espacios fase.

Se realiz6 un cédigo en el programa de Mathematica para calcular los exponentes de
Lyapunov para los valores de parametros indicados en las figuras y

El codigo describe dos puntos iniciando su movimiento alejados una distancia, se
iteran n veces, y se revisa en donde terminan esos puntos. Se calcula el exponente de
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Lyapunov. Se regresan los puntos iniciales para volver a realizar la iteraciéon y calcular
de nuevo el exponente de Lyapunov. Esto se realiza un ntimero definido de veces, y fi-
nalmente promediando los exponentes de Lyapunov obtenidos para cada iteracion.

El célculo de los exponentes de Lyapunov se basa en seguir dos puntos muy cercanos
entre si dentro de la regiéon cadtica mientras se calcula la distancia, D, entre ellos a cada
paso. Se grafica el log(D) contra cada iteracion n. Se ajusta una recta a esos puntos y
toma la pendiente de la ecuacién como el coeficiente de Lyapunov, A . Si se hace para
diferentes valores de p y se ve que A se reduce al aumentar p, entonces se probaria que
la region si se volvid cadtica.

Codigo para calcular el exponente de Lyapunov
En la figura y se muestra el c6digo que corre el mapeo para el flujo lineal y
gaussiano, respectivamente.

En la figura se muestra el coédigo para calcular el exponente de Lyapunov para
una region en especifica del espacio fase.

El codigo primero define las variables, que van a ser:

= dz: separacion entre los puntos iniciales;

p: radio de Larmor;

A: amplitud de ondas;

C: constante de velocidad de flujo;

n: namero de iteraciones;

x1: punto inicial en z;

y1l: punto inicial en y.

El calculo de los exponentes de Lyapunov se basa en seguir dos puntos muy cercanos
entre si dentro de la regién cadtica mientras se calcula la distancia, D, entre ellos a cada
paso. Se grafica log(D) contra el numero de iteracion n, que es equivalente al tiempo, y
se le ajusta una recta cuya pendiente se identifica como el coeficiente de Lyapunov, .
Sin embargo para evitar grandes errores se sigue un procedimiento mas cuidadoso. En
el codigo usado se toman dos puntos alejados una distancia muy pequeiia (dr = 10719)
y se inicia su movimiento iterando n veces. Se registra en donde termina uno de esos
puntos. Se calcula el exponente de Lyapunov para esa etapa. A partir de la posicion
final registrada se vuelven a iniciar dos puntos separados por dx para volver a realizar
la iteracion y calcular de nuevo el exponente de Lyapunov de la siguiente etapa. Esto
se realiza un niamero definido de veces, y finalmente se promedian los exponentes de
Lyapunov obtenidos para cada etapa.
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dx = 107%%;
rho = 0.0;
A = 0.200;
c = 0.300;
n =40;
x1l= -1

vyl = 1;
Lyapunovs := {};
Do[Pointsl = Points[x1l, yl, rho, A, c, n];

Lognormadist = Log[Map[Norm, Pointsl - Points[x1l+dx, yl1, rho, A, c, n]1]1];

Exponente = Fit[Lognormadist, {1, x}, x, "BestFitParameters"][[2]];
Lyapunovs = Append[Lyapunovs, Exponente];

x1 = Points1l[[n]][[1]]; Yyl = Pointsl[[n]][[2]];, {100000} ]
Mean[Cases [Lyapunovs, _Real]]

Figura 5.27: Coédigo para calcular exponentes de Lyapunov

5.1.5. Exponentes de Lyapunov en el Mapeo con Flujo Gaus-
siano

Para las figuras [5.24] se realiz6 el siguiente analisis. En la figura [5.28| se muestran
especificamente las tres regiones en donde se colocaron los puntos iniciales y se corri6 el

codigo de la figura [5.27]

Con lo que se obtuvieron tres exponentes de Lyapunov diferentes para tres diferentes
radios de Larmor p.

Puntos iniciales.
(_1’1) (Ov?’) (_175)
0 | 0.185383 | 0.197413 | 0.19746
a | 0.1]0.193757 | 0.188618 | 0.198641
0.2 | 0.183217 | 0.185934 | 0.180985

Tabla 5.1: Exponentes de Lyapunov para tres p distintas y en tres regiones diferentes. Gaussiano
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p=0,A=0.2,c=0.3

Figura 5.28: Espacio fase de Mapeo con flujo gaussiano que muestra los tres puntos en donde se inicio
el coédigo para calcular .

Pero para realizar mejor la comparacion entre los exponentes para cada p, lo mejor
fue calcular el promedio de los tres valores. Entonces:

p A

0 |0.193419
0.1 | 0.193672
0.2 | 0.183380

Con lo que se puede concluir analiticamente que ya que el exponente de Lyapunov
disminuy6 al aumentar el radio de Larmor, entonces el nivel de caos en los espacios fase
que esté representado por el exponente de Lyapunov si se vio reducido.

5.1.6. Exponentes de Lyapunov en el Mapeo con Flujo Lineal
Para las figuras se realiz6 el siguiente analisis. En la figura 5.29| se muestran

especificamente las tres regiones en donde se colocaron los puntos iniciales y se corrio el
codigo de la figura [5.27]
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PhaseSpaceNeg[0.0, 0.200, 0.750, 1000]

= Ea 1

-10

Figura 5.29: Espacio fase de Mapeo con flujo lineal que muestra los tres puntos en donde se inicio el
codigo para calcular A.

Y con esto, se obtuvieron tres exponentes de Lyapunov diferentes para tres diferentes
radios de Larmor p:

Puntos iniciales.
(0,1.5) (0,4.5) (3,3)
0 | 0.408967 | 0.414147 | 0.39954
a | 0.11]0.412588 | 0.409136 | 0.412201
0.2 | 0.398319 | 0.394021 | 0.405204

Tabla 5.2: Exponentes de Lyapunov para tres p distintas y en tres regiones diferentes. lineal

Pero para realizar mejor la comparacién entre los exponentes para cada p, lo mejor
era promediar los valores. Entonces:

p A

0 | 0.407551
0.1 0.411310
0.2 | 0.399181

Con lo que se concluye analiticamente que ya que el exponente de Lyapunov dismi-
nuy6 al aumentar el radio de Larmor, entonces el nivel de caos en los espacios fase que
esté representado por el exponente de Lyapunov se redujo.
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Barreras de Transporte

La principal motivacion, en fusion nuclear, para estudiar el transporte de particulas
es para evitar que aumente, lo que provocaria que las particulas pierdan el confinamiento
que se requiere.

Esta tesis presentard un método sencillo para encontrar curvas o mejor llamadas
barreras de transporte en espacios fase, solo para 2 grados de libertad. Los toros KAM
son Orbitas que se van destruyendo al aumentar la perturbacion, que en este caso es la
amplitud de la onda. Los toros més resistentes que sobreviven al caos son los que se
identifican como barreras de transporte.

Como se mostré en la seccidon anterior, en el espacio se marcan las trayectorias de

movimiento dentro de toros invariantes anidados con movimientos periédicos o cuasipe-
riddicos, que dependen de las frecuencias de movimiento w;.
De acuerdo a esto, el momento en el que ocurre la transicién al caos de cada mapeo se
muestra a través del rompimiento de la o las barreras de transporte que corresponden a
los toros KAM més robustos, al aumentar los valores en los parametros aplicados, los de
amplitud, radio de Larmor y flujo zonal.

Las barreras de transporte son curvas con distinto origen dependiendo del tipo de
flujo que se le aplique al mapeo. Esta diferencia radica en si el Hamiltoniano o mapeo es
de torsién o no.

6.1. Barreras de transporte en mapeo con flujo lineal
(con torsion)

Cuando el flujo o la variacion es lineal, el mapeo correspondiente es de torsion. Cuando
este flujo y la amplitud van aumentando su valor, los toros o curvas KAM se van a ir
rompiendo; el altimo en romperse es el que va a determinar la barrera de transporte.
Existen métodos para identificar esta curva, uno de ellos es el Método de Greene que
permite encontrar los valores umbrales de los pardmetros en los que se establece el caos
global y por lo tanto, el rompimiento de la barrera de transporte (predice los parametros
en los que se va a romper el tltimo toro).
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Aunque es certero, en esta tesis no se va a utilizar para determinar las barreras, mas
bien se ocupara un criterio visual para la determinaciéon de estas curvas.

Este criterio se basa en un codigo escrito en Mathematica, en el que se deja evolu-
cionar dos puntos iniciales, uno en cada lado de donde se piensa que esté la barrera. Los
dos puntos iniciales son de color rojo y azul.

La determinacion radica en ver para qué parametros especificos los puntos iniciales caen
del lado contrario de la barrera en el que iniciaron. Es decir, para asegurar que la barrera
se rompio, todo el espacio fase tiene que estar lleno de puntos azules y rojos.

A continuacién se muestran ejemplos de como se observan los espacios fase antes y
después de romperse la barrera.

En las figuras y fueron mostrados los cédigos utilizados primero para correr
el mapeo con flujo lineal, , y después para obtener sus espacios fase.
Primero hay que observar como funciona el codigo para una sola particula, de color
rojo, en el que se le asigna los puntos iniciales z y y y los parametros A, C y p que
se quieran observar. Y el resultado, en particular para un conjunto de parametros se
observa en figura 6.1

El niimero de iteraciones usado para detectar la barrera, en ambos mapeos, fue de
n = 10, 000.

Para los parametros asignados en la figura (a), la particula inici6 en un punto en
donde jamas pudo salir de la 6rbita que se observa. Pero si se modifica, los puntos iniciales
asi como la amplitud y el flujo, resulta una trayectoria més amplia indicando que no esta
confinada en una 6rbita cerrada, como en (b) En cambio, si los pardmetros amplitud
y flujo se aumentan exageradamente, el espacio fase que aparece ahora se muestra ya
caotico, como en [6.1](c). Para todos estos cambios p se mantuvo igual a cero.

La prueba se realizdé con diversos valores de parametros para ver como variaba el
espacio fase de este mapeo (como se puede constatar en la seccion 6 en donde se descri-
bi6 el comportamiento dindmico de forma mas completa del mapeo con flujo lineal), y
se encontrd que la ultima curva KAM en romperse, es decir la que seria la barrera de
transporte se encuentra un tanto serpenteada y aproximadamente en las coordenadas
(4.5,0), (2.7,2), (2.7,4.5), (4.5,6).
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PhaseSpacePoint([-1.0, 1.2, 0, 0.100, 0, 10000, Red] .
PhaseSpacePoint[-1.5, 1.5, @, 0.200, 0.100, 10000, Red] PhaseSpacePoint[-1.5, 1.5, 0, 0.300, 0.500, 10000, Red]

p=0,A=0.1,c=0

) .

p=0,A=02,c=0.1 p=0,A=0.3,c=05

o

Figura 6.1: Espacios fase con pardmetros distintos que muestran la aparicion de la barrera de trans-
porte cuando so6lo se corre una particula en el codigo. (a) La particula se quedd dentro de la misma
orbita todo el tiempo que se dejo correr el codigo; (b) La particula recorrié muchas trayectorias de forma
que se observa el umbral de la barrera de transporte; (c¢) Los pardmetros fueron tan altos que la barrera
de transporte se rompid y la zona se volvidé completamente cadtica.

Como se muestra en la figura[6.2] que se delinea de negro en donde deberia permanecer
la dltima curva KAM del mapeo o mejor llamada en este caso, la barrera de transporte
que interesa conocer.

PhaseSpacePoint[-1.5, 1.5, 0, 0.200, 0.300, 10000, Red]

p=0,A=02,c=0.3

Barrera de
<«—— Transporte

Figura 6.2: Barrera de transporte determinada a través de una serie completa de observaciones en la
topologia de los espacios fase para el mapeo con flujo lineal.

Bajo esta determinacion, el método mencionado de los dos puntos iniciales, rojo y
azul, se describe a continuaciéon con imagenes.

Cuando se asignan diferentes parametros como en la figura (a), la particula que
comenzo en el lado izquierdo es la de color rojo, y del lado derecho es la de color azul. El
movimiento de la particula se qued6 atrapado en una de las 6rbitas que formé un toro
en el espacio fase, y obviamente la barrera no esta rota aun para esos parametros.
Para la siguiente figura (b), aqui las particulas lograron salir de las 6rbitas anteriores
llenando muchos espacios del plano, y a pesar de esto para los parametros asignados,
la barrera final aun no se rompe. A diferencia de las anteriores, en la figura [6.3(c), la
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barrera ya se rompid, de forma que las particulas ya se encuentran en ambos lados. Es
por esto que el espacio ya esta lleno y mezclado de azul y rojo. Lo que quiere decir que
se tiene caos global.

Los puntos en donde iniciaron las particulas fueron modificados debido a que es im-
portante donde se van a poner porque pueden quedar siempre dentro de una zona sin
caos y entonces nunca van a cruzar aunque ya no haya barrera.

Asi que la eleccion manual de puntos iniciales fue esencial para seguir estos comporta-
mientos y hallar las barreras de transporte.

Lo mas importante a notar es el cambio que se aprecia al modificar los parametros de
amplitud y flujo. En este ejemplo se puede ver que cuando esos parametros llegaron a
ser demasiado grandes, la barrera de transporte se rompio.

Show[PhaseSpacePoint[-1.5, 1.5, 0, 0.100, 0.300, 10000, Red],  Show[PhaseSpacePoint[-1.5, 1.5, 8, 0.100, 0.750, 10000, Red], Show[PhaseSpacePoint[-1.5, 1.5, 0, 0.100, 0.950, 10000, Red],
PhaseSpacePoint[4., 1., 0, 0.100, 0.300, 10000, Blue]] PhaseSpacePoint[4.2, 0.5, 0, 0.100, 0.750, 10000, Blue]] PhaseSpacePoint[3.05, ©.7, 0, 0.100, 0.950, 10000, Blue]]

p=0,A=0.1,c=03 p=0,A=0.1,c=075 p=0,A=0.1,c=095

Figura 6.3: Espacios fase con diferentes parametros, y donde se corren dos particulas (azul y roja), que
muestran el umbral de la barrera de transporte de interés. (a) Ambas particulas quedaron atrapadas
en una misma oOrbita dentro del espacio fase; (b) Bajo los parametros dados, las particulas lograron
llenar muchas partes del espacio fase, sin romperse la barrera de transporte todavia; (c) La barrera de
transporte se rompid y el comportamiento en el espacio fase se volvié caotico.

Como el hecho de cambiar los parametros uno por uno y observar lo que pasaba en
cada uno iba a ser muy tardado de realizar, se implement6 una pequena modificacion a
la entrada para correr el codigo de las figuras [6.3], haciendo un barrido de parametros.
Aqui, las particulas se inician en unos puntos x y y dados, con amplitud A también
dada, p = 0 y lo que varia (y es lo que hace que se desplieguen tantos espacios fase) es
el flujo lineal agregado C.

Es decir para cada punto inicial, amplitud y radio de Larmor, el codigo le asignara una
C distinta.
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6.1.1. Procedimiento para la deteccién de barreras de transporte
en mapeo con flujo lineal

En seguida se muestra un ejemplo especifico, mediante una Tabla en Mathematica, de
esta funcion donde se despliegan espacios fase para los siguientes parametros especificos:

- Particula roja: x = —1.5, y = 1.5, p =0, A = 0.100.
- Particula azul: x = 2.05, y = 0.7, p =0, A = 0.100.
Para la figura [6.4[a) el parametro C se dejo correr de 0 hasta 0.500 en pasos de 0.001.
Y para la figura (b), C desde 0.801 hasta 0.900 en pasos de 0.001. Lo que result6 en
900 espacios fase desplegados tan sélo para estos parametros.

La figura[6.4]s6lo muestra unos cuantos espacios fase de los que realmente se corrieron,
es decir, aqui no se muestran los espacios para el parametro C desde 0.501 hasta 0.800.
Pero eso no quiere decir que no fueran realizados. Sélo se omitieron por falta de espacio.
Dicho esto, el trabajo fue encontrar visualmente el momento en el que se mezclaban los
dos colores.

Table[Show[PhaseSpacePoint[-1.5, 1.5, 8, ©.100, c, 10000, Red], Table[Show[PhaseSpacePoint[-1.5, 1.5, 0, 0.100, c, 10000, Red],

PhaseSpacePoint([2.05, 6.7, 0, 6.100, c, 10000, Blue]], {c, 0, 0.500, 6.001}] PhaseSpacePoint[2.05, 0.7, 0, 6.100, c, 10000, Blue]], {c, 0.801, 0.900, 0.001}]

p=0,A=0.1,c=0. p=0,A=0.1,c=0.001 p=0,A=0.1,¢c=0.002 p=0,A=0.1,c=0.801 P

0,A=0.1,c=0.802
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(a) (b)

Figura 6.4: Despliegue de espacios fase con dos particulas para diferentes parametros, dados los mismos
puntos z y y de inicio. (a) Para A = 0.100 y C de 0 a 0.500 en pasos de 0.001; (b) A = 0.100 y C de
0.801 a 0.900 en pasos de 0.001.

Se acaba de mencionar algo no del todo aplicable, porque no es tal cual asi. Por
ejemplo, en la figura (b), en donde ya se ven mezclados los colores podria pensarse
que la barrera se rompi6, pero como ya se remarco en la figura[6.2] la barrera se encuentra
mucho mas adelante de lo que se puede observar en [6.4(b). Entonces no, en ninguno de
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los espacios fase de la barrera se ha roto. El mezclado observado de los puntos se
debe a la aleatoriedad de las condiciones iniciales, pudiendo ocurrir que las condiciones
iniciales para los dos puntos estuvieran del mismo lado de la barrera, por ejemplo en la
particula azul, que aunque deberia haber iniciado en un punto del lado derecho, estaba
tan cerca de la barrera que en realidad su movimiento ocurrié ya en el lado izquierdo,
mezclandose con la roja, pero como del lado derecho no se observa ningin punto, se
puede decir que la barrera determinada aun no se ha roto, a pesar de dicha mezcla.

Una vez que los 900 espacios fase fueron desplegados, como primer método de prueba
se intent6 resaltar el primer espacio en el que se observara que, efectivamente, la barrera
se habia roto, pero parecia ser no tan confiable, debido a la aleatoriedad de los puntos
iniciales cada que se corre una segunda o tercera vez la entrada individual como el de
las figuras [6.3] Es por esta razon que se opté mejor por destacar absolutamente todos
los parametros para los que la barrera ya se hubiera roto.

De esta forma, para los parametros dichos arriba, la primer barrera rota detectada se
encontr6é en C = 0.843, figura (a), y a partir de esta primer barrera se fueron encon-
trando aleatoriamente espacios fase en donde si se rompia y adonde no se rompia, como

en la figura [6.5(b).

p=0,A=0.1,c=0.838 p=0,A=0.1,c=0.839 p=0,A=0.1,c=0.84

5 4 0 1 2 3 4 5 6 -1 0 1 2 3 4 5 6 -1 0 1 2 3 4 5 6
40 1 2 3 4 5 6 -1 0 1
p=0,A=0.1,c=0.892 p=0,A=0.1,c=0.893 p=0,A=0.1,c=0.894
p=0,A=0.1,c=0.841

10 1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6
p=0,A=0.1,c=0.899 p=0,A=0.1,c=0.9
p=0,A=0.1,c=0.849

Figura 6.5: Despliegue de espacios fase con dos particulas para diferentes pardmetros similar a la figura
pero aqui ya ocurri6 el rompimiento de la barrera de transporte. (a) Cuando C = 0.843 ocurre el
primer rompimiento de barrera de transporte; (b) La barrera de transporte se rompe y restaura de
forma aleatoria.

Este procedimiento fue realizado para amplitudes igual a A € {0.100,0.300} en

intervalos de 0.005. Cada una de las amplitudes para radios de Larmor igual a p =
0,0.100, 0.200.
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Y por supuesto para cada uno de estos parametros C se corrié desde 0 hasta 0.900 en
pasos de 0.001.

Considerando estos ntmeros, el numero total de espacios fase para el mapeo con flujo
lineal que se obtuvieron fue de 110,700.

6.1.2. Discusion de los resultados

Las curvas KAM son las trayectorias que llevan las particulas y se mueven sobre el
eje y. Que es la misma direccién que recorre el flujo, asi que como se puede ver en los
diagramas de la seccién 6, si un espacio presenta lineas bien formadas, se puede decir que
estas actiian como barreras de transporte porque impiden que las particulas se salgan
hacia la direccion del eje x.

Al aumentar la amplitud de las ondas, las érbitas se alargan, haciendo que el caos
se haga més grande, como se observa en toda la serie de figuras de la seccién 6.1.1.
Solo dejando algunas érbitas aun cerradas. Pero al aumentar el tamano de C ocurre lo
mismo, pero de una forma mas rapida, porque transporta a las particulas a lo largo del
la direcciéon poloidal y.
Cuando A aumenta las curvas KAM se van rompiendo, es por esto que la forma de las
orbitas se va deformando o incluso desapareciendo.
Asf mismo, al aumentar tanto A como C, las érbitas se rompen casi subitamente, ini-
ciando la zona cadtica més rapido.

Respecto al radio de Larmor, parece que al ir aumentandolo fuera restaurando las
orbitas rotas, hay que observar las figuras |5.11] en donde a través del analisis de los
exponentes de Lyapunov de la seccion 6.1.3 se puede afirmar que el caos se extendi6 el
espacio fase.

Las curvas o barreras se van rompiendo, conforme A y C aumentan, siempre resis-
tiendo hasta el ultimo momento la curva mas gruesa, que es la que se le llamara barrera
de transporte central y es la que se pudo localizar al correr diferentes valores (o iterarlos
de nuevo) y ver que era la que siempre resistia parametros muy altos. Esta barrera se
mostro6 en la figura (6.2
También se mencion6 que dada la primer ruptura, para los siguientes valores de pardme-
tros podia ocurrir que se volviera a reconstruir o a destruir aleatoriamente. La explicacion
para este hecho se basa en el teorema de Aubry-Mather, el cual dice que las superficies
KAM que se rompen se convierten en superficies Cantori, y estas permiten que algin
nimero pequeno de puntos las cruce. De esta forma parece que las barreras se vuelven
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a reconstruir, pero es debido a las excepciones que logran hacer las superficies Cantori
[19].

Pero para adentrarse mas en este teoria de Aubry-Mather se va a referir al articulo [20)]
el cual contiene una explicacion mucho mas detallada y tedrica del teorema mencionado.

La destruccion y aparicion de barreras fue reflejada en varias graficas donde aparecen
los diferentes valores de amplitud contra los de flujo. Que dependen de los datos que ya
se mencionaron en la subseccién anterior.

Estas graficas se muestran més adelante en las figuras [6.12] [6.13] y [6.14]

6.2. Barreras de transporte en mapeo con flujo Gaus-
siano

Cuando la variacion del flujo agregado (zonal) es no mondtona, o el flujo no es lineal,
el mapeo correspondiente seré ahora el que no tiene torsion. A diferencia del de torsion,
las barreras de transporte en éste ya no son solamente el tltimo toro KAM en romperse.

Volviendo al mapeo (4.10)), hay que observar que cuando la funcion g(z;, yiy1) = 0
las iteraciones de las condiciones iniciales van a permanecer en lineas o curvas que se
envuelven en el dominio que esta en x. Bajo este supuesto, la linea formada en y = 0
sera llamada la curva de cizalla nula, y se le llama de esa forma porque en esa parte no
se cumple la condiciéon de torsion, es decir va a ser igual a cero. La cizalla aqui es
la variacion de la velocidad € con z. [17]

Debido a que falla la condicion de torsién, la teoria de KAM no se aplica en este tipo
de mapeos. [17]

Por esta razon, en el umbral de caos, las barreras de transporte se asocian a la curva
de cizalla nula.

La curva de cizalla nula es una superficie robusta que se localiza en el maximo de
velocidad, o flujo zonal agregado. Asi, la destruccion de la superficie de cizalla nula es la
que determina el caos global, cuando las barreras de transporte desaparecen [17].

En la vecindad de la barrera central de transporte se crean bifurcaciones (o abertu-

ras en las curvas) que cambian la topologia del espacio fase, y éstas son las llamadas
separatrices [17].
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Las separatrices son las 6rbitas que separan los puntos hiperbélicos de las regiones
donde existen curvas KAM externas a las islas o puntos hiperbélicos.

A causa de la degeneracion del mapeo o Hamiltoniano, hay dos o méas regiones en
las que el flujo o perturbaciéon puede tener resonancias creando pares de cadenas de islas
delimitadas por las separatrices. Se ha observado que si la amplitud crece se tiene el
fenbmeno de reconexién de separatrices, credndose una sola separatriz a partir de las
dos cadenas de islas que pueden ser de tipo homoclinico o heteroclinico segtin sea que la
separatriz cruce sobre si misma o no.

Asi que en este sistema, las curvas de cizalla nula van a producir barreras de transpor-
te robustas. Decir robustas significa que los circulos o curvas invariantes van a persistir
a pesar de que las curvas invariantes a su alrededor se hayan destruido ya, a causa de la
intensidad de la perturbacion. [12]

Después de esta breve explicacion, se procede ahora a analizar los espacios fase del

mapeo (4.84)) arrojados por los codigos mostrados en las figuras y |5.16]

Show[PhaseSpacePoint[-0.5, 6.1, 0, 0.175, 1.0, 10000, Red] , X
Show[PhaseSpacePoint[-0.5, 0.1, 8, 0.200, 0.190, 10000, Red] , Show[PhaseSpacePoint[-0.5, 6.1, 8, 0.125, 6.760, 16000, Red],

PhaseSpacePoint[0.3, 4.0, ©, 0.175, 1.0, 10000, Blue: :
P t ’ ’ 1 PhaseSpacePoint[0.3, 4.0, 0, 0.200, 6.190, 10600, Blue]] PhaseSpacePoint[0.3, 4.0, 6, 0.125, 0.700, 10000, Blue]]

A=0.175,c=1

p=0,A=02,c=0.19 p=0,A=0.125,¢c=0.7
i

Figura 6.6:

Show[PhaseSpacePoint[-0.5, 0.1, 0, 0.250, 0.120, 10000, Red] , Show[PhaseSpacePoint[-0.5, 0.1, 0, 0.100, 1.286, 10000, Red], Show[PhaseSpacePoint[-0.5, 0.1, 0, 0.250, 6.700, 10000, Red],
PhaseSpacePoint[0.3, 4.0, 0, 0.250, 0.120, 10000, Blue]] PhaseSpacePoint[0.3, 4.0, 0, 0.100, 1.286, 10000, Blue]] PhaseSpacePoint[0.3, 4.0, 0, 0.250, 6.700, 10000, Blue]]

p=0,A=0.25,c=0.12 p=0,A=0.1,0=1.286 p=0,A=025,6=07
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La serie de figuras y muestran que en este mapeo la separaciéon debida a la
barrera puede verse muy diversa, pero finalmente la curva de cizalla nula, que se puede
asociar a la barrera de transporte tltima se ve en la figura

Show[PhaseSpacePoint[-0.5, 6.1, 6, 0.100, 1.506, 10 000, Red],

PhaseSpacePoint[0.3, 4.0, 0, 0.100, 1.506, 10 000, Blue]]

p=0,A=0.1,c=1.506

Barrera de
Transporte

2 4

Figura 6.8: Barrera de transporte determinada a través de una serie completa de observaciones en la
topologia de los espacios fase para el mapeo con flujo gaussiano.

6.2.1. Procedimiento para la deteccién de barreras de transporte
en mapeo con flujo Gaussiano

Se sigui6 el mismo procedimiento descrito en la secciéon 7.1.1, y se muestra un ejemplo
en especifico, mediante la Tabla en Mathematica, cuya funcion despliega espacios fase
para los siguientes parametros.

- Particula de color rojo: x = —0.5, y = 0.1, p =0, A = 0.100.

- Para la particula de color azul: x = 0.3, y = 4.0, p =0, A = 0.100.

Para la figura el pardmetro C dejandose correr desde 0 hasta 1.0 en pasos de 0.001.
Y para el siguiente conjunto se dejo correr de 1.0 hasta 2.0 en pasos de 0.001.

Como en la descripciéon anterior se dijo, no se pueden mostrar absolutamente todos los
espacios fase que se obtuvieron, pero se muestran en las figuras y algunos
de los espacios en donde aun no se rompe la barrera, y otros en los que la barrera ya se
rompio. Las barreras de transporte rotas para este tipo de flujo fueron mucho mas claras
de detectar. Mas adelante se explicara con detalle la razoén de este hecho.

Ya que los 2000 espacios fase fueron desplegados para la amplitud dada, se intento
realizar el mismo procedimiento inicial de detectar la primer barrera rota, pero, aunque
si fue mas sencillo ubicar esta barrera que en la del flujo lineal, tampoco fue totalmente
claro decidir cuéal era la primera de todas; Por lo que se procedi6é a realizar lo mismo,
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detectar todos los parametros en los que se veia que la barrera ya se habia roto.

De esta forma, para los parametros que se acaban de mencionar arriba, la primer barrera
rota fue encontrada cuando C = 0.523, que se puede observar en la figura [6.9(b) y al
igual que en el flujo lineal, a partir de esta primer ruptura se fueron encontrando casi
aleatoriamente mas espacios fase con barreras rotas y reconstruidas.

Para este mapeo pareciera que hubo més variaciones en cuanto a la apariencia de la
ruptura de barreras de transporte, como en [6.10, en donde aleatoriamente los colores del
mapeo se ven o rojos o azules, pero ambos mostrando evidentemente la ruptura de la
barrera. Aqui ya es més clara la ruptura porque se ve la mezcla de colores en el espacio
fase, ver figura [6.11}

p=0,A=0.1,c=0.518 p=0,A=0.1,¢=0.519 p=0,A=0.1,c=0.52

Table [Show[PhaseSpacePoint[-0.5, 6.1, 8, ©.100, c, 10000, Red],

PhaseSpacePoint([0.3, 4.0, 0, ©.100, c, 10000, Blue]], {c, 0, 1.0, 0.001}]
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Figura 6.9: Despliegue de espacios fase con dos particulas para diferentes parametros cuyos puntos
de inicio z y y son los mismos en todos. (a) Las particulas aun se mantienen dentro de sus o6rbitas. (b)
La barrera de transporte se rompi6 por primera vez cuando C = 0.523 y a partir de ese momento las
barreras se rompen y restauran (supuestamente) de forma aleatoria.

Este procedimiento fue realizado para amplitudes igual a
A € {0.100,0.300} en intervalos de 0.005.
Cada una de las amplitudes para radios de Larmor igual a
p = 0,0.100, 0.200.
El parametro C se corrié desde 0 hasta 2.0 en pasos de 0.001.
Considerando estos valores, el nimero total de espacios fase para el mapeo con flujo
gaussiano que se obtuvieron fue de 246,000.
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Figura 6.10: Despliegue de espacios fase con dos particulas para diferentes parametros similar a la
figura pero aqui ya ocurri6 el rompimiento de la barrera de transporte tanto en (a) como en (b).

p=0,A=0.1,0=1.989 p=0,A=0.1,c=1.99 p=0,A=0.1,c=1.991
J b J
-4 -2 o 2 4 -4 -2 o 2 4 -4 -2 o 2 4
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Figura 6.11: Despliegue de espacios fase en donde se observa zona cadtica, es decir, ambas particulas
ya cruzaron la barrera de transporte (central) y ademaés, para estos parametros tan grandes, esta barrera
ya no se vuelve a restaurar como en el caso del mapeo anterior.

El comportamiento de la barrera de transporte para cada uno de los parametros
se ilustro en las graficas [6.15] [6.16] y [6.17], su explicacion y discusion se trataran més
adelante.
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6.2.2. Discusion de los resultados

La teoria de KAM no aplica en este mapeo porque la condicién de torsiéon no se
cumple (porque se hace cero) en la superficie mas robusta, que es en donde se localiza
el maximo de la velocidad.

Entonces es sobre las destrucciones de éstas curvas en las que hay que poner atenciéon
porque son las que determinaran el inicio del caos

Estas barreras parecen ser mas robustas y ademas traen consigo un efecto que no se

vio en el caso anterior. Hay que fijarse en las figuras y en las que se muestran las
diferentes formas en que las barreras méas robustas se pueden presentar. En todas se ven
diferentes separaciones entre ambos lados. Sélo en [6.7|(c) se muestra una de las muchas
formas en las que el caos se expandié globalmente. Pero en general, la superficie méas
robusta y duradera que se pudo observar en todas las corridas o iteraciones realizadas
fue la que se mostrd en la figura [6.8f Esta barrera es la que se piensa que es la mas
resistente a romperse debido a que era la que més se mantenia ahi a pesar del aumento
gradual en los valores de los parametros.
Ademas de esta barrera escogida, existen otras dos, podria llaméarselas barreras laterales,
que son las que se encuentran a los lados extremos de ambos colores, que de igual forma
persisten aunque los pardmetros aumenten cada vez més. Esto se ve claro en las figuras
[6.11] donde la barrera central ya se ha roto, pero las laterales siguen ahi a pesar de que los
valores de los parametros ya estan muy altos. El rompimiento de la barrera central ocurre
porque el flujo gaussiano es zonal, es decir es localizado, y tiene su minimo justamente
alrededor del 0. En donde se encuentran las barreras laterales el flujo no afecta, por esta
razon ahi no se rompen las barreras.

Respecto al radio de Larmor, parece que al ir aumentandolo fuera restaurando las
orbitas rotas, hay que observar las figuras en donde a través del anélisis de los
exponentes de Lyapunov de la seccion 6.1.3 se puede afirmar que el caos se extendi6 el
espacio fase.

Se habia dicho que el rompimiento de las barreras era mas evidente en este tipo de
mapeos, esto se puede ver graficamente al comparar las figuras [5.12] y [5.13] con [5.23] y
[5.24] A pesar de que ya el caos se extendio en las cuatro imagenes, en los tltimos dos, se
alcanza a ver todavia las lineas que conformaron a las barreras més robustas. En cambio
en el primer par ya no se ve absolutamente ningtn rastro de las barreras ya destruidas.
Este comportamiento matematicamente se explica porque en el mapeo con torsiéon se
comporta méas regular debido a la no existencia de derivadas singulares. [19]
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6.3. Ruptura de Barrera de Transporte

Para determinar como afectan los parametros del mapeo a la ruptura de las barreras
de transporte se graficaron con puntos los valores de los parametros de amplitud y flujo,
C vs A, para los casos descritos en la seccidon anterior, en los que la barrera se rompia.
Cada diagrama se realiz6 para tres valores de radio de Larmor: p = 0,0.100, 0.200.

6.3.1. Diagrama estilo ala de pajaro

Este tipo de diagrama se realiz6 con la intencién de localizar con exactitud el umbral
de rompimiento de barreras, para el caso que se describié6 donde las barreras alterna o
aleatoriamente se rompian y se volvian a reconstruir, recorriendo el espacio entero de
parametros ya mencionados. La grafica es un primer intento por mostrar el umbral lo
mas exacto posible. No se puede decir exactitud con toda la seguridad, justamente por
la aleatoriedad de las implicaciones del calculo numérico, los parametros podrian variar
en algunos decimales cada que se vuelva a iterar, pero lo que si se puede asegurar es que
el error no puede ser nada significativo.

A este estilo de gréfica se le suele llamar de ala de pdjaro debido a la similitud con

las plumas de las alas de un pajaro. Tienen una estructura tipo fractal muy interesante,
la referencia [21] detalla méas al respecto.
El diagrama muestra A vs ¢ (en esta subseccion ¢ = C de la seccion anterior) en la que
se hizo un barrido sobre ¢ manteniendo fija la amplitud y luego barriendo A, es por eso
que en el diagrama se ven lineas verticales perpendiculares al eje de A. Al ir variando
¢, los puntos rojos indican que la barrera se rompi6, es decir la parte blanca indica que
hay barrera. Este procedimiento fue para ambos mapeos. Que en seguida se describiran
a fondo.
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Mapeo con flujo lineal

Para p=0:

0.9*! l

'I

0.8 H
. ®
[
L}

Lineal,p=0

0.7+

0.6 . . :

05+

04+

LI |
arn g

02t .

I I I
0.1 0.125 0.15 0.175 0.2 0.225 0.25 0.275 0.3

01r-

A

Figura 6.12: Diagrama fractal del mapeo con flujo lineal de ¢ vs A, p = 0. La zona en rojo se mantiene
la barrera central, en la zona blanca ocurrié el rompimiento de la barrera central.

En el diagrama [6.12] fueron graficados 16,788 puntos o parametros para los que la
barrera se rompi6. Se observa que para la primer amplitud, A, la primera vez que se
rompe la curva KAM o barrera, es aproximadamente para un flujo ¢ = 0.840. A partir
de ahi ocurren casi de corrido los demés rompimientos. Para las siguientes amplitudes, el
primer rompimiento ocurre a cada vez menor flujo c. Notar que cuando aproximadamente
¢ = 0.480, 0.330, 0.190 (dentro del diagrama se ven como “picos” que sobresalen del area
color blanco), la barrera se rompe por primera vez, pero se vuelve a restaurar varias
iteraciones después, hasta que se rompe definitivamente y solo para contados pardmetros
se restaura una sola vez después de esto. Los parametros correspondientes a la amplitud
para los mencionados de ¢, estan en A = 0.150, 0.175,0.220. Con base en estos picos,
ocurre otra cosa interesante, ya que en aproximadamente ¢ = 0.660, 0.5, 0.360, 0.250,
0.100, la curva KAM no se rompe aun a pesar de que alrededor de esas lineas ‘blancas”
las barreras ya estdn completamente rotas. Para un trabajo posterior podria realizarse el
mismo procedimiento pero para valores aun mas pequenos dentro de esas zonas; o bien
revisar cuidadosamente si estos valores tienen algo que ver con el inverso de la razoén
aurea, y mediante el método de Greene ver si efectivamente estos son los pardmetros
teoricos exactos de rompimiento de barrera de transporte para este mapeo.
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Lineal, p = 0.100

0.9—!

s
07} I
0.6 | ¢ b
0.5

|
I
|

[ ltullll||||
0.4 |
03| LU ]
0.2}
[ ]
o1l iy

* @ ‘ [ ]
| | | 1 | . ! I l A
0.1 0125 015 04175 0.2 0225 025 0.275 0.3

Figura 6.13: Diagrama fractal del mapeo con flujo lineal de ¢ vs A, p = 0.100. La zona en rojo se
mantiene la barrera central, en la zona blanca ocurrié el rompimiento de la barrera central.

En el diagrama [6.13] se graficaron 17,591 puntos de pardmetros en donde la barrera
ya se habia roto. Para la primer amplitud, la primer barrera se rompi6 aproximadamente
en ¢ = (0.820, se restauro después algunos valores, y posteriormente se volvié a romper.
Y de igual forma, la barrera se fue rompiendo més rapido mientras el flujo ¢ iba dismi-
nuyendo y A aumentando. Los picos sobresalientes de color rojo se encontraron ahora en
aproximadamente ¢ = 490, 0.340 y 0.060, y amplitud A = 0.150, 0.175 y 0.205. Mientras
que las lineas blancas donde la barrera no se rompe aun a pesar de que en sus alrededores
ya ocurri6 es para ¢ = 0.510, 0.350, 0.190 y 0.050. Estos espacios en blanco parecen ser
menos que en el diagrama anterior. Una razén podria deberse al aumento en el radio de
Larmor, que como ya se menciond, estos dentro de los espacios fase ayudan a restaurar
las 6rbitas rotas.
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Para p =0.200 :

Lineal, p = 0.200
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Figura 6.14: Diagrama fractal del mapeo con flujo lineal de ¢ vs A, p = 0.200. La zona en rojo se
mantiene la barrera central, en la zona blanca ocurrié el rompimiento de la barrera central.

En este diagrama [6.14] se graficaron 16,474 puntos donde los parametros mostraron

barreras de transporte rotas. Y al igual que los dos anteriores, se sigue la misma tendencia
de picos sobresalientes. Pero los pardmetros para este caso son en aproximadamente c
= 0.480, 0.340, 0. 090, en amplitud corresponden a A = 0.150, 0.175,0.220. Y las lineas
en blanco se encuentran en ¢ = 0.505, 0.350, 0.220 y 0.110. Aqui pareceria, si es que
es la razon, que el aumento en el radio de Larmor no causo algiun efecto reparador de
barreras, ya que no se distingue disminucion considerable de puntos rojos.
Finalmente, se puede decir que como en este mapeo la tltima curva en romperse es la
que determina la barrera de transporte que se rompe, y esta curva es la més irracional.
Entonces, mediante trabajos posteriores se podrian usar métodos mas avanzados para
poder ubicar los valores exactos de los parametros para los que esta curva se rompe.
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Mapeo con flujo gaussiano

Para p=0:

Gaussiano, p=0
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Figura 6.15: Diagrama fractal del mapeo con flujo gaussiano de ¢ vs A, p = 0. La zona en azul se
mantiene la barrera central, en la zona blanca ocurri6 el rompimiento de la barrera central.

El diagrama de la figura [6.15] se graficaron 9,012 puntos cuyos valores de parametros
indicaron barrera rota. El rango de ¢ fue aumentado hasta 1.6, a diferencia de los de flujo
lineal, que solo llegaron hasta 0.9. De igual forma se observan los picos sobresalientes pero
se alcanzan a ver menos agudos que los anteriores, aqui se encuentran aproximadamente
en ¢ = 1.390, 1.100, 0.780 y 0.520, que corresponden a amplitudes pequenas de entre A
= 0.100 y 0.125. Hay dos lineas blancas que estan en ¢ = 1 y 0.250 aproximadamente.
Estas lineas blancas dan a pensar que de igual forma podrian encontrarse en pardmetros
mas pequenos de los ya graficados, valores para los cuales la barrera se destruyera o se
volviera a restaurar. Se ha mostrado que la frontera umbral para el rompimiento de las
barreras de transporte es de tipo fractal y por eso muestra esa forma tan irregular. los
diagramas de alas de pajaro (para mayor detalle y explicacion de los mismos se puede
revisar la referencia [2I]) son muy usados por la variedad de informacion que pueden
proporcionar.
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Para p =0.100 :

Gaussiano, p = 0.100
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Figura 6.16: Diagrama fractal del mapeo con flujo gaussiano de ¢ vs A, p = 0.100. La zona en azul se
mantiene la barrera central, en la zona blanca ocurrié el rompimiento de la barrera central.

En el diagrama de la figura [6.10] se graficaron 8,887 puntos de parametros donde
la barrera ya se habia roto. Los picos sobresalientes realmente no cambiaron mucho a
los del anterior diagrama. A excepcion de que en el area azul se ven muchos puntos
blancos distribuidos aleatoriamente. Es decir, hubo més intermitencia en cuanto a la
restauracion momentanea de barreras de transporte. Pudiéndose deber al aumento en el
radio de Larmor.
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Para p =0.200 :

Gaussiano, p = 0.200
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Figura 6.17: Diagrama fractal del mapeo con flujo gaussiano de ¢ vs A, p = 0.200. La zona en azul se
mantiene la barrera central, en la zona blanca ocurrié el rompimiento de la barrera central.

En el diagrama de la figura[6.17]se graficaron 8,916 puntos para los que los pardmetros

indicaron rompimiento de barrera. Los picos practicamente se mantuvieron igual que en
los anteriores, a excepcion de que surgié uno nuevo en ¢ = 0.690, y aunque pudiera
parecer insignificante, surgié un rompimiento extrano en aproximadamente ¢ = 0.110
y A = 0.120. Esto cualitativamente no tiene significado alguno, més que atribuirlo a
la aleatoriedad de los puntos. Y comparado con el caso anterior, donde p = 0.100, los
puntos blancos intermitentes dentro de la zona azul ya no aparecen con este nuevo radio
de Larmor.
Finalmente, como ya se habfa mencionado, la barrera que se intenta hallar es la curva
de cizalla nula, que es la mas robusta. Esta podria ser la razéon por la que en los tres
diagramas azules, la zona azul, o donde la barrera se rompio, se ve mucho mayor que los
diagramas rojos del mapeo con flujo lineal. Es decir, una vez rota la barrera, dificilmente
se pudo volver a restaurar. Esta es la principal diferencia entre ambos mapeos.
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6.3.2. Anexo de Ruptura de barrera de transporte

El trabajo de la seccién anterior sirvié para conocer cualitativamente la dindmica en
la ruptura de barreras de transporte al modificar los parametros de flujo C (aqui C = C
= ¢, por la notacion usada en secciones anteriores), respecto a la amplitud A, dejando
siempre fijo un valor para el radio de Larmor p. Pero la dindmica no esta completa hasta
conocer cOmo varian esos mismos parametros entre si pero de distinta forma a la ya
realizada.
De acuerdo a esto, el ultimo diagrama se pudo elaborar realizando las mismas corridas o
iteraciones en el mapeo con flujo gaussiano, pero ahora variando C respecto a diferentes
radios de Larmor p, y dejando constante el valor de la amplitud.
Es decir, para un valor fijo de A = 0.5, se corrié C desde 0.015, hasta 1.605 en pasos de
0.015 (siendo 106 espacios fase solo para un valor de p), y para p se iter6 desde 0 hasta
2.7 en pasos de 0.025.
Se utilizaron los mismos codigos que para los diagramas anteriores, iinicamente cam-
biando p, A y C del anterior, por A, C y p, respectivamente.
En total se obtuvieron 11,448 espacios fase para poder realizar el diagrama que se mues-
tra a continuacion.
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Figura 6.18: Diagrama fractal del mapeo con flujo gaussiano de p vs C, con A = 0.5 constante. La
zona en dorado cuando la barrera de transporte ya se rompid, y en la blanca se mantiene la barrera.
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En el diagrama [6.18] al igual que los anteriores que tienen estilo de ala de pdjaro, la
barrera se mantiene en el espacio en blanco, y se rompe donde estan los puntos dorados.
Pero ocurre una configuracion que podria parecer extrana, pero se logra explicar con base
en la funcion de Bessel de orden 0, Jy, cuyo argumento es v/2p, que aparece en el mapeo
gaussiano . La brecha blanca intermedia existe debido a los ceros de la funcién
Jo. Al graficar los ceros de la funcion de Bessel, se nota siempre que el primer cero de
Jo se encuentra en aproximadamente 2.4. De acuerdo esto, al graficar ahora la funcion
2w AJo(v/2p), con A = 0.5, ahora el maximo cambia, y el primer cero es aproximadamente
en 1.7. Es por eso que la brecha blanca en el diagrama aparece alrededor de 1.7, debido
a que en ese intervalo es en donde dicha funcién se hace cero o casi cero. Es por eso que
la amplitud se haria cero o casi cero y en esa parte las barreras aun no se rompen porque
la amplitud resulta ser muy pequena para llegar al umbral de rompimiento de la barrera
de transporte. Ver el diagrama

Intuitivamente se puede senalar que por la oscilacion de la funcion de Bessel, el patron
de puntos donde aparece y desaparece la barrera deberia repetirse para los siguientes
ceros de la funcion Bessel, es decir, habria otra brecha blanca si el diagrama llegara méas
alla de 6 en el eje p, porque el siguiente cero aparece en p = 5.552, y asi sucesivamente
para los otros ceros. De acuerdo a esto se ve que si la iteraciéon se hubiera continuado
hasta C y p méas grandes, este diagrama tendria una forma muy particular que dependeria
de los ceros de la funcion Bessel y el flujo, el cual serviria para describirse en un trabajo
posterior. Sin embargo, desde el punto de vista fisico, no tiene gran interés porque el radio
de Larmor no se puede hacer arbitrariamente grande pues esas particulas se saldrian del
aparato de confinamiento.

Respecto al tipo de particulas confinadas, de acuerdo a este diagrama[6.18] se puede
decir algo muy especifico de las particulas alfa o impurezas que se encuentran dentro
del plasma confinado en el tokamak. Ya que estas particulas, una vez que entregaron
toda su energia al proceso de fusiéon, terminan sobrando dentro del plasma, el diagrama
mencionado muestra la solucion para dejar escapar esas particulas sobrantes. Y esto es
que para lograr que ahora éstas se muevan hacia los bordes del aparato deben disminuir
su radio de Larmor, y de acuerdo a la ecuacion del radio de Larmor que va como:

94



Conclusiones

Se explic6 de manera concisa la teoria detrés de la fusiéon nuclear, entendiendo en
principio a los plasmas, que son el elemento principal para llevar a cabo la fusién nuclear
controlada. Posteriormente al explicar brevemente el funcionamiento del aparato de con-
finamiento magnético con el que se pretende realizar este proceso, el tokamak. Se decidié
que la manera de abordar tedricamente el problema planteado, que es lograr el buen
confinamiento de las particulas de fusion dentro del tokamak seria estudiandolo a través
del transporte anémalo o turbulento. Para obtener buen confinamiento se requiere, en
parte, que el transporte de particulas sea pequeno.

Para estudiar el transporte turbulento de particulas en el plasma se asumi6 que la tur-
bulencia consiste en un espectro discreto de ondas de deriva de dos dimensiones a la que
se le agregan flujos con cizalla provocados por el modelo de particula de prueba.

Por otro lado, la dinamica de las particulas se resolvié usando dinamica Hamiltoniana
y mapeos discretos resultantes de las ecuaciones de movimiento de las particulas. Las
ecuaciones de movimiento que involucran a la deriva E x B , se pudieron transformar
a mapeos simplécticos iterativos que fueron usados para simular evolutivamente a un
ensamble grande de particulas dentro del programa de Mathematica en tiempos relati-
vamente pequenos, cuyos resultados se mostraban a través de espacios fase.

Los mapeos seleccionados fueron con dos tipos de flujos de fondo, uno lineal, donde la
velocidad incrementa linealmente con el radio (mono6tono) y el otro gaussiano, donde la
velocidad tiene un maximo ya que se encuentra en una posicion radial (no monétono) y
constituye un flujo zonal, ya que es localizado. Esta diferencia de flujos se puede asociar
a la teoria de KAM, cuyas caracteristicas se asemejan en gran forma a la manera en la
que se mueven las particulas dentro de los tokamaks.

Al agregar los flujos de plasma, y bajo la suposicion de estudiar este problema como
transporte anémalo, se esperaba un comportamiento cadtico en varias zonas de los espa-
cios fase. Y en efecto, se encontré visual y cualitativamente la manera en que estos flujos
cambiaban la dindmica de las particulas. Los espacios fase resultantes muestran que los
flujos agregados arrastran a las particulas poloidalmente (a lo largo del eje y), esto pro-
voca que el movimiento cadtico se mantenga solamente sobre regiones delimitadas por
superficies a lo largo de ese eje. Esta reduccion de caos disminuye significativamente el
transporte a través de algunas de estas superficies. Las superficies en cuestion son las
barreras de transporte, que fueron el objetivo de anélisis de este trabajo.

La reduccién de caos con el radio de Larmor se analiz6 con un codigo que calculara los
exponentes de Lyapunov en ciertas regiones de los espacios fase y se encontré que en
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efecto, el caos se veia reducido al aumentar el radio de Larmor de 0 a 0.200.

El origen de estas barreras de transporte depende de si el mapeo es con torsiéon o sin
torsion. Las barreras de mapeos con torsiéon son las superficies, curvas o toros KAM, que
son mas dificiles de romperse dado un flujo aplicado y una amplitud de ondas demasiado
altos. En cambio, como en el mapeo sin torsion surgen las curvas de cizalla nula, estas
son las barreras de transporte, unas superficies extremadamente robustas, que son las
que terminan rompiéndose al ultimo. Finalmente las barreras de transporte se rompen y
la region cadtica se vuelve global dentro del espacio fase. Fisicamente el establecimiento
del caos ocurre cuando las particulas del plasma se salen del confinamiento y llegan a
los bordes del tokamak.

Dada la diferencia entre los flujos, el objetivo de la tesis fue describir un método para
encontrar visualmente donde se rompian estas barreras de transporte, es decir, primero
se observo la separacion entre regiones donde no habia caos total de las que si habia, a
través de iteraciones en los mapeos, realizadas en Mathematica, y posteriormente identi-
ficar con detalle el momento en el que se rompieran. Estas barreras fueron identificadas a
través de tres pardmetros importantes de los mapeos, la amplitud de las ondas A, el radio
de Larmor p y el la magnitud del flujo C. El proceso de deteccion visual de rompimiento
de barreras consistié en encontrar los valores “exactos” de los parametros para los que la
barrera desaparecia.

Lo que indicaron estos pardametros fue que las barreras aparecen cuando el flujo, ¢, va en
aumento, y desaparecen o se rompen cuando c llega a un valor umbral. Este valor umbral
fue el que se mostro en los diagramas de la seccion 7.3.1, para ambos mapeos, cada que
la barrera se rompia se graficaba el valor de esos parametros como un punto. Al igual
que la amplitud de las ondas, A, cuando se aumenta el caos se vuelve global aunque no
forzosamente se crean barreras de transporte tan sélo modificando este parametro. La
relacion entre aumento de amplitud contra el flujo, con radio de Larmor variando sé6lo
en tres valores, se mostr6 en los diagramas mencionados, cuyo estilo de ala de pdjaro
refleja un comportamiento tipo fractal el cual incentiva a pensar que el rompimiento de
barreras se puede encontrar cuando los valores se vuelven mas exactos (agregando mas
decimales a los valores de parametros). Para estos diagramas, el cambio en el valor de
radio de Larmor no parecié que causara un gran efecto. Aunque si pareceria que logra
un efecto estabilizador cuando p cambia de 0 a 0.100, pero de 0.100 a 0.200 no se percibe
notablemente ningtin cambio. Lo tinico seguro que puede decirse sobre el aumento en p es
que si logra visualmente restaurar 6rbitas que se habian roto antes, dentro de los espacios
fase. Para el mapeo con flujo gaussiano se observo que aparecieron dos diferentes tipos de
barrera, primero la barrera central, que fue la que se describié y mostré en los diagramas,
y las barreras laterales que son las que persisten mucho mas alla de que la barrera central
se hubo roto. Y que no se llegan a romper debido a que los flujos no se localizan en esas
partes, el flujo solo se localiza en el minimo de la funciéon de velocidad de flujo, que es en 0.

Por ultimo se present6 un diagrama de ala de pajaro de p vs C, y el comportamiento
resulté muy dependiente de la funcion de Bessel de orden cero. Ya que consistié en lo
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mismo que las anteriores, marcar el valor para el que se rompia la barrera cuando p y
C cambiaban y A = 0.5. Pero esta vez el comportamiento fue muy distinto ya que la
grafica presentd una brecha blanca en medio de las doradas, es decir donde habia y no
habia barrera de transporte. Todo debido al comportamiento oscilatorio de la funcién.
Como se mencioné ya, este diagrama resulta muy interesante por el hecho de que al
continuar detectando barreras de transporte bajo esos parametros, se puede encontrar
que habria méas brechas blancas intermedias entre las doradas, justo donde esta funcion
de Bessel se volviera a hacer cero.

Respecto al diagrama de ala de pdjaro de p vs C, en donde los valores de p son muy
grandes, se concluy6 que las particulas alfa pueden perder su confinamiento al entregar
toda su energia en el proceso de fusion, debido a la relacion de la energia que llevan (o
velocidad) con el radio de Larmor, es decir al disminuir la velocidad disminuye el radio
de Larmor, lo que hace que las barreras de transporte se rompan més facil y por tanto
se muevan hacia los bordes méas rapidamente.

Finalmente cabe recalcar que el método presentado en esta tesis no se puede decir
que es exacto debido al sesgo visual y a la aleatoriedad de las iteraciones dentro de Mat-
hematica, pero de igual forma este trabajo ayuda para futuros analisis que se requieran
hacer con métodos més directos como el de Greene para el mapeo con flujo lineal, o el de
puntos indicadores para el mapeo con flujo gaussiano, al ya tener identificados muchos
parametros o las zonas en donde ocurre el rompimiento de las barreras de transporte.

Y en general hay que tomar en cuenta que el problema de confinamiento de plasmas
de fusion nuclear no soélo depende del transporte de particulas, ya que estan involucrados
los materiales usados en el tokamak, la eficiencia de los aparatos auxiliares, etc. Pero sin
duda alguna el trabajo presentado es una gran contribucién dentro de las muchas que
hay ya para lograr la tan limpia y anhelada obtencion de energia a través de la fusion
nuclear.

97



Bibliografia

1]

2l

3]

4]

[5]
6]
17l

8]

19]

[10]

[11]

[12]

[13]

Strassler M. What holds nuclei together? Of particular Significance. Conversations
about science with theoretical phycisist Matt Strassler, 2013.

F.F. Chen. An Indispensable Truth. How Fusion Power Can Save the Planet.
Springer-Verlag New York, 2011.

J. Martinell Benito. Los prometeos modernos o el esfuerzo para controlar la fusion
nuclear. Fondo de Cultura Econémica, 1993.

Quang M. Kikuchi M., Lackner K. Fusion Physics. International Atomic Energy
Agency, 2012.

F.F. Chen. Introduction to Plasma Physics. Springer US, 2012.
M. Gedalin. Lecture Notes in Physics Introduction to Plasma Physics.

C.W. Horton and W. Horton. Turbulent Transport in Magnetized Plasmas. World
Scientific, 2012.

Frangois Orain. Edge localized mode control by resonant magnetic perturbations in
tokamak plasmas. (tesis doctoral). Université d’Aix-Marseille, 2014.

VITELA Javier and Julio Martinell. Robust stabilization of burn conditions in
subignited fusion reactors using artificial neural networks. 01 2000.

ITER Confinement Database and Modelling Working Group (presented Cordey).
Energy confinement scaling and the extrapolation to ITER. Plasma Physics and
Controlled Fusion, 39(12B):B115-B127, dec 1997.

Nick McGreivy. Classical, Neoclassical, and Anamolous Transport. Notes AST 568.
Princeton University, Spring, 2018.

JJ Martinell D del Castillo-Negrete. Gyroaverage effects on nontwist hamilto-
nians: Separatrix reconnection and chaos suppression. Communications in Non-
linear Science and Numerical Simulation, 17(5):2031-2044, May 2012/5/1.

D del-Castillo-Negrete N Kryukov, Julio J Martinell. Finite larmor radius effects
on E x B weak turbulence transport. Journal of Plasma Physics, 84(3):905840301,
2018/6.

98



[14]

[15]

[16]

[17]

18]

[19]

20]

21

Diego del Castillo-Negrete. Chaotic transport in zonal flows in analogous geophysical
and plasma systems. Physics of Plasmas, 7(5):1702-1711, May 2000.

M. Tabor. Chaos and Integrability in Nonlinear Dynamics: An Introduction. Wiley,
1989.

A. Morbidelli. An introduction to hamiltonian dynamical systems and practical per-
turbation methods: New insight by successive elimination of perturbation harmonic.
Celestial Mech Dyn Astr, 56:177-190, 1993.

PJ Morrison D del Castillo-Negrete, JM Greene. Area preserving nontwist maps:
periodic orbits and transition to chaos. Physica D: Nonlinear Phenomena, 91:1-23,
March 1996/3/1.

Drake JF. Kleva RG. Stochastic E x B particle transport. Physics of Fluids,
27(7):1686-1698, 1984.

Carolina A. Tafoya Julio J. Martinell and Jorge Torres. Proceedings of the 13th
Chaotic Modeling and Simulation International Conference, CHAOS2020, en pren-
sa., 2020.

R de La Llave. C Falcolini. A rigorous partial justification of greene’s criterion.
Journal of Statistical Physics, 67(3):609-643, 1992.

Y. Shinohara, S.; Aizawa. The breakup condition of shearless kam curves in the
quadratic map. Progress of Theoretical Physics, 97(3):379-385, 1997.

99



	Portada

	Resumen
	Índice General
	1. Introducción

	2. Fusión Nuclear

	3. Transporte en Plasmas

	4. Aproximación de Centro Guía E x B con Efectos de Radio Finito de Larmor y Sistemas Hamiltonianos

	5. Topología de los Espacios Fase Modelados en Mathematica

	6. Barreras de Transporte

	Conclusiones

	Bibliografía

