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2.3. Topoloǵıa de la métrica de Hausdorff . . . . . . . . . . . . . . 20
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Introducción

Un hiperespacio es una colección de subconjuntos de un espacio topológico
equipada con una topoloǵıa. A principios del siglo XX se dieron los primeros
pasos para dar una topoloǵıa a una clase de subconjuntos de un espacio X.
En [15], Hausdorff se basó en las ideas de Pompeiu ([22]) para asignar una
métrica a la clase CL(X) de subconjuntos cerrados y no vaćıos de X, en el
caso en el que X es un espacio métrico acotado. Gran parte del estudio de
la estructura de hiperespacios con la métrica de Hausdorff en los siguientes
años se reunió en [17] por Kelley en 1942. En [26] y [27], Vietoris definió una
topoloǵıa en CL(X) cuando X es un espacio topológico, cuyas propiedades
fueron investigadas por Michael en [19] en 1951. Este art́ıculo sentó el pre-
cedente para el estudio de hiperespacios en los siguientes años. En la década
de 1960, la topoloǵıa de Fell se definió en [14], y la topoloǵıa de Wijsman se
introdujo en [29] inicialmente por sus aplicaciones en estad́ıstica.

En análisis convexo, en la clase ConvB(X) de subconjuntos cerrados, con-
vexos, acotados y no vaćıos de un espacio normado X se ha usado princi-
palmente la topoloǵıa de la métrica de Hausdorff ([10]), pero esta resulta
demasiado fuerte en colecciones de subconjuntos que no son necesariamente
acotados. En el caso de un espacio normado X de dimensión finita, la to-
poloǵıa de Fell solucionó el problema de extender la topoloǵıa de la métrica
de Hausdorff a la clase Conv(X) de subconjuntos cerrados, convexos y no
vaćıos ([8]). Sin embargo, la topoloǵıa de Fell no es ni siquiera Hausdorff
cuando se consideran espacios normados de dimensión infinita ([6, Proposi-
ción 5.1.2]). La topoloǵıa de Attouch-Wets se definió y se estudió inicialmente
en [20, 1, 2]. Resultó ser la mejor topoloǵıa que se reduce a la topoloǵıa de
Fell en el caso de dimensión finita ([6, Teoremas 3.1.4, 5.1.10]) y es adecuada
para problemas de optimización ([1, 2, 8]).

En este trabajo estudiaremos las topoloǵıas de la métrica de Hausdorff,
de Vietoris, de Fell, de Wijsman y de Attouch-Wets en hiperespacios de con-
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vi INTRODUCCIÓN

juntos cerrados y la relación entre ellas. También discutiremos el problema
de cuándo una función continua f : X → Y entre espacios topológicos induce
una función continua f ∗ : CL(X)→ CL(Y ) entre sus respectivos hiperespa-
cios (véase la ecuación 4.1 para la definición precisa de f ∗).

La función inducida tiene un papel importante en el área de sistemas
dinámicos ([4, 28]), por lo que el problema de su continuidad ha sido estudiado
desde hace tiempo ([16, 19, 28]). Usualmente se considera el hiperespacio
K(X) de subconjuntos compactos no vaćıos de un espacio métrico X, y en
este caso la función inducida f ∗ : K(X) → K(X) siempre resulta continua
([4]). En el contexto de hiperespacios de subconjuntos cerrados, la función
f ∗ : CL(X) → CL(Y ) es continua cuando se usa la topoloǵıa de Vietoris
([19]), y Hitchcock dio una caracterización de su continuidad en el caso de
la topoloǵıa de la métrica de Hausdorff ([16, Teorema 2]). Con respecto a
la topoloǵıa de Fell sólo existen resultados parciales, y la continuidad de
la función inducida no ha sido aún estudiada utilizando las topoloǵıas de
Wijsman y de Attouch-Wets.

Este texto está organizado de la siguiente manera:
El caṕıtulo 1 corresponde a los preliminares. En este se establecerán la

notación, definiciones y resultados que se usarán posteriormente.
En el caṕıtulo 2 se introducirán las topoloǵıas de la métrica de Hausdorff,

de Vietoris, de Fell, de Wijsman y de Attouch-Wets y sus propiedades básicas.
En la primera sección del caṕıtulo 3 se estudiarán las topoloǵıas en el

espacio CL(X) que son inducidas por una topoloǵıa en el espacio de funciones
C(X,R). Es decir, si (X, d) es un espacio métrico, a cada elemento A de
CL(X) se le puede asignar la función dA : X → R definida por dA (x) =
d (x,A), que es un elemento de C(X,R). Esta identificación permite obtener
una topoloǵıa en CL(X), por cada topoloǵıa en C(X,R).

El resto del caṕıtulo 3 se dedicará a la relación entre las topoloǵıas intro-
ducidas en el caṕıtulo 2. Se establecerá bajo qué condiciones en un espacio
X se cumple que dos de las topoloǵıas coincidan en CL(X), y se estudiará
en qué subespacios de CL(X) se da la igualdad entre estas topoloǵıas.

En el caṕıtulo 4 se discutirá el problema de cuándo la función inducida
es continua. En particular, se dará una caracterización para la continuidad
de f ∗ : CL(X) → CL(Y ) cuando se considera la topoloǵıa de Attouch-Wets
en CL(X) y CL(Y ). También se caracterizará su continuidad cuando se usa
la topoloǵıa de Fell, en el caso en el que la función original f : X → Y es
cerrada.



Caṕıtulo 1

Preliminares

En esta sección se introducirán la notación y los conceptos que se utili-
zarán a lo largo de este trabajo.

Si (X, τ) es un espacio topológico y A es un subconjunto de X, denota-
remos por intA y A al interior y la cerradura de A en X, respectivamente.
Si (Y, σ) es otro espacio topológico, escribiremos C(X, Y ) para designar el
conjunto de funciones continuas de X a Y .

Si (X, d) es un espacio métrico, x ∈ X y ε > 0, denotaremos por Bε (x) y
Bε [x] a las bolas abierta y cerrada, respectivamente, con centro en x y radio
ε. Es decir,

Bε (x) = {y ∈ X | d (x, y) < ε} y Bε [x] = {y ∈ X | d (x, y) ≤ ε} .

Dados un elemento x y un subconjunto no vaćıo A del espacio métrico (X, d)
se define la distancia de x a A como d (x,A) = ı́nf {d (x, a) | a ∈ A}. Para
A ⊆ X y ε > 0 denotaremos

Nε (A) = {x ∈ X | d (x,A) < ε} =
⋃
a∈A

Bε (a).

Sea X un conjunto. Una métrica infinita en X es una función d : X×X →
[0,∞] tal que, para cada x, y, z ∈ X,

1. d (x, y) = 0 si y sólo si x = y,

2. d (x, y) = d (y, x),

3. d (x, z) ≤ d (x, y) + d (y, z).

1



2 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

Es decir, cumple las condiciones usuales de una métrica, pero se permite que
d (x, y) = ∞. Para x ∈ X y ε > 0, definimos las bolas abierta y cerrada
con centro en x y radio ε de la misma forma que en un espacio métrico. La
métrica infinita d induce una topoloǵıa en X igual que lo hace una métrica
ordinaria, es decir, U ⊆ X es abierto en X si y sólo si para cada x ∈ U existe
ε > 0 tal que Bε (x) ⊆ U . Esta topoloǵıa es metrizable, por ejemplo por la
métrica d′ : X ×X → [0,∞) dada por d′ (x, y) = mı́n {d (x, y) , 1}.

Sea (X, τ) un espacio topológico de Hausdorff. Usaremos la siguiente no-
tación para ciertas clases de subconjuntos de X:

2X = {A ⊆ X | A es cerrado en X} ,

CL(X) = {A ⊆ X | A 6= ∅ y A es cerrado en X} ,
K(X) = {A ⊆ X | A 6= ∅ y A es compacto} .

Si (X, d) es un espacio métrico, denotaremos

CLB(X) = {A ∈ CL(X) | A es acotado} .

Por último, si (X, ‖·‖) es un espacio normado, denotaremos

Conv(X) = {A ∈ CL(X) | A es convexo} ,

cc(X) = {A ∈ CL(X) | A es convexo y compacto} .
Sea (X, τ) un espacio topológico de Hausdorff. Llamaremos hiperespacio

a un espacio topológico formado al asignar una topoloǵıa a una subfamilia
de CL(X). Sea ∆ una subfamilia de CL(X) que contiene a los conjuntos
unitarios. Una propiedad mı́nima que pediremos que cumpla una topoloǵıa
en ∆ es que preserve la topoloǵıa del espacio X. Si una topoloǵıa en ∆ cumple
que la función i : X → ∆ dada por i (x) = {x} es un encaje, diremos que
esta topoloǵıa es admisible.

1.1. Topoloǵıa débil

Sean X un conjunto, {(Xα, τα)}α∈A una familia de espacios topológicos y
{fα : X → Xα}α∈A una familia de funciones. A la topoloǵıa en X generada
por la subbase {

f−1
α (U) | U ⊆ Xα es abierto en Xα, α ∈ A

}
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se le llama la topoloǵıa débil inducida por {fα}α∈A. Es la topoloǵıa más débil
en X que cumple que cada fα es continua. Es claro que si Bα es una subbase
de Xα para cada α ∈ A, entonces{

f−1
α (U) | U ∈ Bα, α ∈ A

}
también es una subbase para la topoloǵıa débil inducida por {fα}α∈A.

Tenemos el siguiente teorema sobre la convergencia de redes en un espacio
con la topoloǵıa débil inducida por una familia de funciones. Las definiciones
de red y convergencia de red pueden consultarse en [13, Sección 1.6].

Teorema 1.1.1. Sea X un espacio con la topoloǵıa débil inducida por la
familia de funciones {fα : X → Xα}α∈A. Sean (xλ)λ∈Λ una red en X y x un
elemento de X. Entonces (xλ)λ∈Λ converge a x si y sólo si la red (fα (xλ))λ∈Λ

converge a fα (x) para cada α ∈ A.

Demostración. Si (xλ)λ∈Λ converge a x, entonces (fα (xλ))λ∈Λ converge a
fα (x) para cada α ∈ A, debido a la continuidad de cada función fα.

Por otro lado, supongamos que (fα (xλ))λ∈Λ converge a fα (x) para cada
α ∈ A. Sea V un conjunto abierto en X tal que x ∈ V . Como X tiene la
topoloǵıa débil inducida por {fα}α∈A, existen α1, . . . , αn ∈ A y Ui ⊆ Xαi

abierto en Xαi para cada i = 1, . . . , n, tales que

x ∈
n⋂
i=1

f−1
αi

(Ui) ⊆ V.

Como (fαi (xλ))λ∈Λ converge a fαi (x) en Xαi y además fαi (x) ∈ Ui para
cada i = 1, . . . , n, entonces existe λ0 ∈ Λ tal que fαi (xλ) ∈ Ui para cada
λ > λ0 y cada i = 1, . . . , n. Por lo tanto, se cumple que xλ ∈ V para toda
λ > λ0, y esto implica que (xλ)λ∈Λ converge a x.

Teorema 1.1.2. Sea X un espacio con la topoloǵıa débil inducida por la
familia de funciones {fα : X → Xα}α∈A. Si para cada α ∈ A Xα es comple-
tamente regular, entonces X es completamente regular.

Demostración. Sean C ⊆ X cerrado y z ∈ X\C. Existen α1, . . . , αn ∈ A y
Ui ⊆ Xαi abierto en Xαi para cada i = 1, . . . , n, tales que

z ∈
n⋂
i=1

f−1
αi

(Ui) ⊆ X\C.
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Entonces, fαi (z) /∈ Xαi\Ui para toda i = 1, . . . , n. Como cada Xαi es
completamente regular, existe una función continua gi : Xαi → [0, 1] tal que
gi ◦ fαi (z) = 1 y gi (x) = 0 para toda x ∈ Xαi\Ui.

Por lo tanto, la función g : X → [0, 1] dada por el producto

g (x) =
n∏
i=1

gi ◦ fαi (x)

es continua y cumple que g (z) = 1 y, como C está contenido en el conjunto
X\
⋂n
i=1 f

−1
αi

(Ui), entonces g (c) = 0 para toda c ∈ C. Esto implica que X es
completamente regular.

1.2. Topoloǵıas en espacios de funciones

Sean X y Y espacios topológicos, A un subconjunto de X y U un subcon-
junto abierto de Y . Denotaremos [A,U ] := {f ∈ C(X, Y ) | f (A) ⊆ U}. Re-
cordemos las definciones de las topoloǵıas punto-abierta y compacto-abierta
en el espacio C(X, Y ).

Definición 1.2.1. La topoloǵıa punto-abierta τPA en C(X, Y ) es la generada
por la subbase

{[{x} , U ] | x ∈ X, U ⊆ Y abierto} .

Definición 1.2.2. La topoloǵıa compacto-abierta τCA en C(X, Y ) es la ge-
nerada por la subbase

{[C,U ] | C ⊆ X compacto, U ⊆ Y abierto} .

Claramente se cumple que τPA ⊆ τCA.
Por otra parte, si además Y es un espacio métrico con métrica d, se define

la topoloǵıa de la convergencia uniforme en C(X, Y ) de la siguiente manera.

Definición 1.2.3. La topoloǵıa de la convergencia uniforme τCU en C(X, Y )
es la inducida por la métrica infinita dCU : C(X, Y )×C(X, Y )→ [0,∞] dada
por

dCU (f, g) = sup
x∈X

d (f (x) , g (x)) .

Si X es también un espacio métrico, se define la topoloǵıa de la conver-
gencia uniforme en acotados en C(X, Y ) de la siguiente manera.
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Definición 1.2.4. La topoloǵıa de la convergencia uniforme en acotados
τCUA en C(X, Y ) es la generada por la base local en cada f ∈ C(X, Y )
formada por los siguientes conjuntos:

{g ∈ C(X, Y ) | d (f (x) , g (x)) < ε para cada x ∈ B} ,

con B ⊆ X acotado y ε > 0.

De las definiciones anteriores es claro que τCUA ⊆ τCU . Por otra parte,
también se cumple que τCA ⊆ τCUA.

Proposición 1.2.5. Sean (X, ρ) y (Y, d) espacios métricos. En C(X, Y ), la
topoloǵıa compacto-abierta está contenida en la topoloǵıa de la convergencia
uniforme en acotados.

Demostración. Sean C ⊆ X compacto y U ⊆ Y abierto. Consideremos f ∈
[C,U ]. Entonces f (C) ⊆ U y, como f (C) es compacto y U es abierto en Y ,
existe r > 0 tal que Br (f (x)) ⊆ U para cada x ∈ C. Además, C es acotado
por ser compacto, y se cumple que

f ∈ {g ∈ C(X, Y ) | d (f (x) , g (x)) < r para cada x ∈ C} ⊆ [C,U ] .

Por lo tanto f es un punto interior de [C,U ] con respecto a τCUA, y entonces
podemos concluir que todo abierto subbásico de τCA pertenece a τCUA.

Sean (X, ρ) y (Y, d) espacios métricos. Recordemos que una familia F
de funciones de X en Y se llama equicontinua en un punto x ∈ X si para
cada ε > 0 existe δ > 0 tal que si f ∈ F , y ∈ X y ρ (x, y) < δ entonces
d (f(x), f(y)) < ε. La familia F se llama equicontinua si es equicontinua en
cada punto x ∈ X.

Teorema 1.2.6. Sean (X, ρ) y (Y, d) espacios métricos, y F una subfami-
lia equicontinua de C(X, Y ). Entonces, en F la topoloǵıa punto-abierta y la
topoloǵıa compacto-abierta coinciden.

Demostración. Sea V un abierto subbásico de la topoloǵıa compacto-abierta
en F , es decir, V = [C,U ] ∩ F para algún compacto C ⊆ X y un abierto
U ⊆ Y . La topoloǵıa punto-abierta es siempre más gruesa que la compacto-
abierta, por lo que basta ver que V es un abierto de la topoloǵıa punto-abierta
en F .
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Sea g ∈ V . Entonces g (C) ⊆ U . Como U es abierto en Y y g (C) es
compacto, existe r > 0 tal que Br (y) ⊆ U para cada y ∈ g (C).

Por otra parte, ya que F es equicontinua, para cada x ∈ C existe δx > 0
tal que f (Bδx (x)) ⊆ B r

2
(f (x)) para toda f ∈ F . Como C es compacto,

existen p1, . . . , pm ∈ C tales que

C ⊆
m⋃
i=1

Bδpi
(pi) .

Además, los conjuntos
[
{pi} , B r

2
(g (pi))

]
∩ F , i = 1, . . . ,m, son abiertos

subbásicos de la topoloǵıa punto-abierta en F , y

g ∈
m⋂
i=1

[(
{pi} , B r

2
(g (pi))

]
∩ F

)
⊆ V .

Por lo tanto, V es abierto en la topoloǵıa punto-abierta en F .



Caṕıtulo 2

Topoloǵıas en el hiperespacio
CL(X)

En este caṕıtulo se introducirán las topoloǵıas en el hiperespacio CL(X)
que se estudiarán a lo largo del texto, aśı como sus propiedades y resultados
básicos.

2.1. Topoloǵıa de Wijsman

La topoloǵıa de Wijsman, que puede definirse en CL(X) para cualquier
espacio métrico X, se introdujo inicialmente en [29]. Es una herramienta
fundamental en la teoŕıa de hiperespacios de un espacio métrico, dado que
muchas hipertopoloǵıas clásicas pueden expresarse como supremos de topo-
loǵıas de Wijsman (ver Teorema 2.2.9, por ejemplo).

Sea (X, d) un espacio métrico. Dado x ∈ X, denotaremos por dx a la
función de CL(X) en R definida por dx (A) = d (x,A).

Definición 2.1.1. Sea (X, d) un espacio métrico. La topoloǵıa de Wijsman
τWd

en CL(X) es la topoloǵıa débil inducida por la familia de funciones
{dx : CL(X)→ R | x ∈ X}.

Entonces, {d−1
x ((−∞, a)) , d−1

x ((a,∞)) | a ∈ R, x ∈ X} es una subbase
para la topoloǵıa de Wijsman. Como cada dx es no negativa, basta considerar
a > 0. Aśı, los conjuntos de la forma

{A ∈ CL(X) | dx (A) < a} , {A ∈ CL(X) | dx (A) > a} , con a > 0, x ∈ X

7



8 CAPÍTULO 2. TOPOLOGÍAS EN EL HIPERESPACIO CL(X)

son subbásicos para esta topoloǵıa.
El par (CL(X), τWd

) será denotado por CLWd
(X).

Por el Teorema 1.1.1, tenemos el siguiente lema sobre la convergencia en
el espacio CLWd

(X):

Lema 2.1.2. Sean (X, d) un espacio métrico, (Aλ)λ∈Λ una red en CLWd
(X)

y A un elemento de CLWd
(X). Entonces (Aλ)λ∈Λ converge a A en el espacio

CLWd
(X) si y sólo si la red (dx (Aλ))λ∈Λ converge a dx (A) en R para cada

x ∈ X.

Proposición 2.1.3. Sea (X, d) un espacio métrico. La topoloǵıa de Wijsman
en CL(X) es admisible.

Demostración. Queremos probar que la función i : X → CLWd
(X) dada por

i (x) = {x} es un encaje. Consideremos (yλ)λ∈Λ una red en X y y un elemento
de X.

Para ver que la función i es continua, supongamos que (yλ)λ∈Λ converge
a y. Entonces, debido a la continuidad de la función d (x, ·) : X → [0,∞)
para cada x ∈ X fijo, la red (d (x, yλ))λ∈Λ converge a d (x, y). Es decir, la
red (dx ({yλ}))λ∈Λ converge a dx ({y}) para cada x ∈ X. Esto implica, por el
Lema 2.1.2, que ({yλ})λ∈Λ converge a {y}. Aśı, se tiene que la función i es
continua.

Para ver que la inversa de i es continua, supongamos que la red ({yλ})λ∈Λ

converge a {y} en CLWd
(X). Por el Lema 2.1.2, (dx ({yλ}))λ∈Λ converge a

dx ({y}) para cada x ∈ X. En particular para x = y se tiene que (d (y, yλ))λ∈Λ

converge a 0, y por lo tanto (yλ)λ∈Λ converge a y. Aśı, i−1 es continua, y
entonces la función i es un encaje.

Proposición 2.1.4. Sea (X, d) un espacio métrico. El encaje i : (X, d) →
CLWd

(X), dado por i (x) = {x}, es cerrado.

Demostración. Sea C ∈ CL(X)\i (X). Entonces existen x, y ∈ C tales que

x 6= y. Aśı, si ε = d(x,y)
2

,

C ∈ {A ∈ CL(X) | dx (A) < ε}∩{A ∈ CL(X) | dy (A) < ε} ⊆ CL(X)\i (X) ,

y por lo tanto CL(X)\i (X) es abierto en CLWd
(X).

Recordemos que un espacio topológico X es de Tychonoff si es T1 y com-
pletamente regular.
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Proposición 2.1.5. Sea (X, d) un espacio métrico. El espacio CLWd
(X) es

de Tychonoff.

Demostración. Sean B y C elementos de CLWd
(X) distintos entre śı. Sin

pérdida de generalidad podemos suponer que b ∈ B\C. Como C es cerrado

en X, d (b, C) > 0 y d (b, B) = 0. Sean r = d(b,C)
2

y

U := {A ∈ CL(X) | db (A) < r} , V := {A ∈ CL(X) | db (A) > r} .

Entonces B ∈ U , C ∈ V y los conjuntos U y V son abiertos subbásicos
ajenos entre śı. Por lo tanto, CLWd

(X) es un espacio de Hausdorff.
Además, como τWd

es la topoloǵıa débil inducida por la familia {dx}x∈X
y R es completamente regular, el Teorema 1.1.2 garantiza que CLWd

(X) es
completamente regular.

El siguiente ejemplo sobre la estructura de CLW‖·‖(X) cuando (X, ‖·‖) es
un espacio de Banach separable de dimensión infinita se puede consultar en
[18].

Ejemplo 2.1.6. Sea X un espacio de Banach separable de dimensión infi-
nita.

1. El hiperespacio CLW‖·‖(X) es homeomorfo al espacio de Hilbert sepa-
rable `2.

2. El hiperespacio CLB(X)W‖·‖(X) es homeomorfo a

`2 × {(xn) ∈ `2 | xn = 0 para toda n ∈ N\F, F ⊆ N finito} .

2.2. Topoloǵıas hit-and-miss

Varias de las topoloǵıas clásicas en CL(X) pertenecen a un tipo de hiper-
topoloǵıas llamadas hit-and-miss.

Sea X un espacio topológico de Hausdorff y Y un subconjunto de X.
Definimos los siguientes subconjuntos de CL(X):

Y − := {A ∈ CL(X) | A ∩ Y 6= ∅} , Y + := {A ∈ CL(X) | A ⊆ Y } .

Definición 2.2.1. Sea X un espacio topológico de Hausdorff y ∆ un sub-
conjunto de CL(X). A la topoloǵıa en CL(X) que tiene como subbase los
conjuntos de la forma V −, con V un subconjunto abierto de X, y (X\B)+,
con B ∈ ∆, le llamaremos la topoloǵıa hit-and-miss inducida por ∆.
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Dado ∆ un subconjunto de CL(X), denotaremos por τ (∆) a la topoloǵıa
hit-and-miss en CL(X) inducida por ∆, y por Σ (∆) a la familia de uniones
finitas de elementos de ∆. Entonces, una base para τ (∆) consiste en los
conjuntos de la forma

V −1 ∩ . . . ∩ V −n ∩ (X\E)+ , con Vi abierto en X y E ∈ Σ (∆) .

Proposición 2.2.2. Sean X un espacio de Hausdorff y ∆ un subconjunto
de CL(X). La topoloǵıa τ (∆) en CL(X) es admisible.

Demostración. Queremos probar que la función i : X → CL(X) dada por
i (x) = {x} es un encaje. Consideremos V ⊆ X abierto y B ∈ ∆. Entonces

i−1
(
V −
)

= {x ∈ X | {x} ∩ V 6= ∅} = V y

i−1
(
(X\B)+) = {x ∈ X | {x} ⊆ X\B} = X\B.

Por lo tanto, la imagen inversa bajo i de todo abierto subbásico de CL(X)
es abierta en X, y entonces i es continua.

Por otra parte, dado U ⊆ X abierto, se tiene que

i (U) = {{x} | x ∈ U} = U− ∩ i (X) .

Lo anterior implica que i es abierta en su imagen. Por lo tanto, i es un
encaje.

Proposición 2.2.3. Sea (X, τ) un espacio de Hausdorff. El encaje i : (X, τ)→
(CL(X), τ (∆)), dado por i (x) = {x}, es cerrado.

Demostración. Sea C ∈ CL(X)\i (X). Entonces existen x, y ∈ C tales que
x 6= y. Como X es Hausdorff, existen U, V ⊆ X abiertos ajenos tales que
x ∈ U y y ∈ V . Aśı,

C ∈ U− ∩ V − ⊆ CL(X)\i (X) ,

y por lo tanto CL(X)\i (X) es abierto en CL(X).

Teorema 2.2.4. Sean X un espacio de Hausdorff y ∆ un subconjunto no
vaćıo de CL(X). Entonces, τ (∆) es Hausdorff si y sólo si para cada x ∈ X
y cada vecindad abierta U ⊆ X de x existe E ∈ Σ (∆) tal que x ∈ intE ⊆
E ⊆ U .
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Demostración. Supongamos que |X| > 1, en otro caso es claro que la propo-
sición es cierta.

Supongamos que para cada elemento x ∈ X y para cada vecindad abierta
U ⊆ X de x, existe E ∈ Σ (∆) tal que x ∈ intE ⊆ E ⊆ U . Sean A y B
elementos de CL(X) distintos entre śı. Sin pérdida de generalidad podemos
suponer que existe a ∈ A\B. Como X\B es abierto en X, existe F ∈ Σ (∆)
tal que a ∈ intF ⊆ F ⊆ X\B. Sean

U := (intF )− y V := (X\F )+ .

Como a ∈ intF y B ⊆ X\F , entonces A ∈ U y B ∈ V . Además, los
conjuntos U y V son ajenos y abiertos en CL(X). Por lo tanto, τ (∆) es
Hausdorff.

Inversamente, supongamos que τ (∆) es Hausdorff y sean x ∈ X y U ⊆ X
abierto tal que x ∈ U . Podemos suponer que U ( X pues, como X es
Hausdorff y |X| > 1, existe un subconjunto abierto propio de X que contiene
a x. Entonces X\U y (X\U) ∪ {x} son elementos de CL(X) distintos entre
śı. Como τ (∆) es Hausdorff, existen V1, . . . , Vn,W1 . . . ,Wm abiertos en X y
C,D ∈ Σ (∆) tales que

1. X\U ∈ B1 :=
(⋂n

i=1 V
−
i

)
∩ (X\C)+,

2. (X\U) ∪ {x} ∈ B2 :=
(⋂m

i=1W
−
i

)
∩ (X\D)+,

3. B1 ∩ B2 = ∅.

Como X\U ∈ V −i para cada i = 1, . . . , n y también X\U ∈ (X\C)+,
entonces

X\U ∈ (Vi\C)−

para cada i = 1, . . . , n. Análogamente,

(X\U) ∪ {x} ∈ (Wi\D)−

para cada i = 1, . . . ,m. Por lo tanto, podemos suponer que Vi ∩ C = ∅ y
Wi ∩ D = ∅. En caso contrario sustituimos cada Vi y Wi por V ′i := Vi\C y
W ′
i := Wi\D, respectivamente.

Ya que (X\U)∪{x} ∈ (X\D)+, entonces también X\U ∈ (X\D)+. Pero
como X\U /∈ B2, se sigue que X\U /∈ W−

j para alguna j ∈ {1, . . . ,m}.
Como (X\U)∪{x} śı pertenece a W−

j , concluimos que x ∈ Wj. Por lo tanto,
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existen ı́ndices i ∈ {1, . . . ,m} tales que x ∈ Wi. Supongamos sin pérdida de
generalidad que estos ı́ndices son 1, . . . , k, para alguna 1 ≤ k ≤ m.

Afirmamos que existe l ∈ {1, . . . , k} tal que Wl ⊆ C. Supongamos lo
contrario. Entonces Wi 6⊆ C para toda i = 1, . . . , k. Tomemos xi ∈ Wi\C
para cada i = 1, . . . , k. Sea Y = (X\U) ∪ {x1, . . . , xk}. Notemos que:

1. Como X\U ∈
⋂n
i=1 V

−
i , entonces Y ∈

⋂n
i=1 V

−
i .

2. Como X\U ∈ (X\C)+ y xi /∈ C para cada i = 1, . . . , k, entonces
Y ∈ (X\C)+.

3. Como xi ∈ Wi para cada i = 1, . . . , k, entonces Y ∈
⋂k
i=1W

−
i . Por

otra parte, tenemos que (X\U) ∪ {x} ∈ W−
i pero x /∈ Wi para cada

i = k + 1, . . . ,m. Esto implica que X\U ∈
⋂m
i=k+1W

−
i . Por lo tanto,

Y ∈
⋂m
i=k+1W

−
i .

4. Tenemos que X\U ∈ (X\D)+. Además xi /∈ D para cada i = 1, . . . , k,
ya que Wi ∩D = ∅ para cada i = 1, . . . ,m. Entonces Y ∈ (X\D)+.

De los cuatro puntos anteriores se tiene que Y ∈ B1 ∩ B2, lo que contradice
que B1 y B2 son ajenos. Por lo tanto, existe l ∈ {1, . . . , k} tal que Wl ⊆ C.

Como l ∈ {1, . . . , k}, entonces x ∈ Wl. Aśı, ya que Wl es abierto en X,
tenemos que x ∈ intC. Por otra parte, el hecho de que X\U ∈ (X\C)+

implica que C ⊆ U . Entonces C cumple que x ∈ intC ⊆ C ⊆ U y además
C ∈ Σ (∆).

Ejemplo 2.2.5. Sea X un espacio de Hausdorff.

1. Si ∆ = CL(X), entonces τ (∆) es Hausdorff si y sólo si X es regular.
Ésta es la topoloǵıa de Vietoris.

2. Si ∆ = K(X), entonces τ (∆) es Hausdorff si y sólo si X es localmente
compacto. Ésta es la topoloǵıa de Fell.

3. Si X es un espacio métrico y ∆ es el conjunto de las bolas cerradas en
X, entonces τ (∆) es Hausdorff.

4. Si X es un espacio de Banach y ∆ es el conjunto de los subconjuntos
débilmente compactos no vaćıos de X, entonces τ (∆) es Hausdorff si
y sólo si X es reflexivo. Ésta es la topoloǵıa de Mosco.

A continuación veremos algunos ejemplos clásicos de topoloǵıas hit-and-
miss.
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2.2.1. Topoloǵıa de Vietoris

Una de las topoloǵıas hit-and-miss más estudiadas es la topoloǵıa de Vie-
toris, que puede definirse en CL(X) para cualquier espacio X de Hausdorff.
Fue introducida por Vietoris en [26] y [27], y Michael identificó gran parte
de sus propiedades topológicas básicas en [19].

Definición 2.2.6. SeaX un espacio topológico de Hausdorff. La topoloǵıa de
Vietoris τV en CL(X) es la topoloǵıa hit-and-miss inducida por ∆ = CL(X).

Entonces, una subbase para la topoloǵıa de Vietoris consiste en los con-
juntos de la forma V − y W+ con V y W abiertos en X. Notemos que
Σ (CL(X)) = CL(X), por lo que una base para la topoloǵıa de Vietoris
está formada por los conjuntos

V −1 ∩ . . . ∩ V −n ∩W+, con Vi y W abiertos en X.

Por otra parte, para A1, . . . , An subconjuntos de un espacio de Hausdorff
X denotaremos

〈U1, . . . , Un〉 :=

{
A ∈ CL(X) | A ∩ Ui 6= ∅ para cada 1 ≤ i ≤ n y A ⊆

n⋃
i=1

Ui

}
.

Si U1, . . . , Un son abiertos en X, entonces 〈U1, . . . , Un〉 ∈ τV , ya que

〈U1, . . . , Un〉 = U−1 ∩ . . . ∩ U−n ∩

(
n⋃
i=1

Ui

)+

.

Además, si A es un elemento de CL(X), V1, . . . , Vn,W son subconjuntos
abiertos de X y A ∈ V −1 ∩ . . . ∩ V −n ∩W+, entonces

A ∈ 〈V1 ∩W, . . . , Vn ∩W,W 〉 ⊆ V −1 ∩ . . . ∩ V −n ∩W+.

Por lo tanto, los conjuntos de la forma 〈U1, . . . , Un〉, con cada Ui abierto en
X, también forman una base para la topoloǵıa de Vietoris.

Denotaremos el espacio (CL(X), τV ) por CLV (X).
Notemos que la topoloǵıa de Vietoris es admisible, debido a la Proposición

2.2.2. Además, como Σ (CL(X)) = CL(X), por la Proposición 2.2.4, tenemos
el siguiente resultado.
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Proposición 2.2.7. Sea X un espacio de Hausdorff. Entonces CLV (X) es
de Hausdorff si y sólo si X es regular.

A continuación, veremos en el Teorema 2.2.9 una forma de ver la topoloǵıa
de Vietoris como una topoloǵıa débil, en el caso en el que el espacio X es
metrizable. Para esto, primero probaremos el siguiente lema.

Lema 2.2.8. Sean (X, d) un espacio métrico y φ : X → R una función
continua. Entonces, la métrica ρ en X dada por

ρ (x, y) = mı́n

{
1

2
, d (x, y)

}
+ |φ (x)− φ (y)|

es equivalente a d.

Demostración. Sean x ∈ X y ε > 0.
Usando que φ es continua, podemos encontrar δ > 0 tal que para cada

y ∈ X si d (x, y) < δ entonces |φ (x)− φ (y)| < ε
2
. Sea r = mı́n

{
δ, ε

2
, 1

2

}
.

Entonces, si d (x, y) < r se cumple que ρ (x, y) < ε. Esto nos permite concluir
que la topoloǵıa en X inducida por ρ está contenida en la inducida por d.

Por otra parte, consideremos s = mı́n
{
ε, 1

2

}
. Entonces, si ρ (x, y) < s se

cumple que mı́n
{

1
2
, d (x, y)

}
< s, y por lo tanto d (x, y) < ε. Aśı, podemos

concluir que la topoloǵıa en X inducida por d está contenida en la inducida
por ρ.

Teorema 2.2.9. Sean X un espacio metrizable y D el conjunto de métri-
cas en X compatibles con su topoloǵıa. Entonces la topoloǵıa de Vietoris en
CL(X) es la topoloǵıa débil inducida por la familia

{dx : CL(X)→ R | x ∈ X, d ∈ D} , (2.1)

donde cada dx está dada por dx (A) = d (x,A). Por lo tanto, la topoloǵıa de
Vietoris es el supremo de las topoloǵıas de Wijsman τWd

generadas por cada
métrica d ∈ D.

Demostración. Denotemos por τD a la topoloǵıa débil inducida por la familia
2.1. Primero demostraremos que τD ⊆ τV .

Sean d ∈ D, x ∈ X y a > 0. Entonces

{A ∈ CL(X) | d (x,A) < a} = Ba (x)− ,



2.2. TOPOLOGÍAS HIT-AND-MISS 15

y por lo tanto este conjunto pertenece a τV . Por otra parte, si

B ∈ {A ∈ CL(X) | d (x,A) > a} ,

sea r ∈ R tal que d (x,B) > r > a. Entonces

B ∈ (X\Br [x])+ ⊆ {A ∈ CL(X) | d (x,A) > a} ,

y por lo tanto {A ∈ CL(X) | d (x,A) > a} es un abierto de τV . Aśı, tenemos
que τWd

⊆ τV . Como d se eligió arbitrariamente, entonces τD ⊆ τV .
Para la otra contención, consideremos V ⊆ X abierto y sea d ∈ D. Si

C ∈ V −, existen c ∈ C ∩ V y ε > 0 tales que Bd
ε (c) ⊆ V , donde Bd

ε (c) es la
bola abierta con respecto a la métrica d. Entonces

C ∈ {A ∈ CL(X) | d (c, A) < ε} ⊆ V −,

y por lo tanto V − es un abierto de τWd
. Esto se cumple para cada métrica

d ∈ D, y entonces V − pertenece a τD.
Por otra parte, sean W ⊆ X abierto y F ∈ W+. Entonces F ⊆ W . Sin

pérdida de generalidad podemos suponer que W es un subconjunto propio
de X, pues si W = X tenemos que W+ = CL(X) ∈ τD. Sea x0 un punto
fijo en X\W . Como F y X\W son cerrados ajenos no vaćıos, usando el lema
de Urysohn podemos encontrar una función continua φ : X → [0, 1] tal que
φ (F ) = 0 y φ (X\W ) = 1.

Sea d ∈ D arbitraria. Definimos una métrica ρ en X por

ρ (x, y) = mı́n

{
1

2
, d (x, y)

}
+ |φ (x)− φ (y)| .

Por el Lema 2.2.8 tenemos que ρ ∈ D. Afirmamos que

F ∈
{
A ∈ CL(X) | ρ (x0, A) > ρ (x0, F )− 1

4

}
⊆ W+,

lo cual garantizaŕıa que W+ es un abierto de τWρ , y por lo tanto de τD.
Supongamos por contradicción que existe G ∈ CL(X) tal que ρ (x0, G) >

ρ (x0, F )− 1
4

pero G 6⊆ W . Entonces exsite z ∈ G\W . Como x0 y z pertenecen
a X\W y φ (X\W ) = 1, tenemos que ρ (x0, z) ≤ 1

2
. Además, como φ (F ) = 0,

entonces ρ (x0, F ) ≥ 1. Aśı,

1 ≤ ρ (x0, F ) < ρ (x0, G) +
1

4
≤ ρ (x0, z) +

1

4
≤ 1

2
+

1

4
=

3

4
.

Esta contradicción nos permite concluir que W+ pertenece a τD. Por lo
tanto, τV ⊆ τD.
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El teorema anterior implica que si X es metrizable, entonces CLV (X) es
de Hausdorff y completamente regular, por el Teorema 1.1.2.

2.2.2. Topoloǵıa de Fell

Otro ejemplo clásico de topoloǵıas hit-and-miss es la topoloǵıa de Fell,
que puede definirse en CL(X) para cualquier espacio X. Fue introducida
por Fell en [14], y se ha estudiado más recientemente tanto en hiperespa-
cios de conjuntos cerrados como en espacios de funciones, en parte por sus
aplicaciones en optimización ([5, 6]).

Definición 2.2.10. Sea X un espacio topológico de Hausdorff. La topoloǵıa
de Fell τF en CL(X) es la topoloǵıa hit-and-miss inducida por ∆ = K(X).

Entonces, una subbase para la topoloǵıa de Fell consiste en los conjuntos
de la forma V − y (X\C)+, con V y C subconjuntos de X, V abierto en X
y C compacto. Notemos que Σ (K(X)) = K(X), por lo que una base para la
topoloǵıa de Fell está formada por los conjuntos

V −1 ∩ . . . ∩ V −n ∩ (X\C)+ , con Vi abierto en X y C compacto.

El par (CL(X), τF ) será denotado por CLF (X).
La Proposición 2.2.2 implica que la topoloǵıa de Fell es admisible. Además,

por la Proposición 2.2.4 tenemos el siguiente resultado.

Proposición 2.2.11. Sean X un espacio de Hausdorff. Entonces CLF (X)
es de Hausdorff si y sólo si X es localmente compacto.

La topoloǵıa de Fell en CL(X) se puede extender a 2X = CL(X) ∪ {∅}
usando la misma subbase, pero ahora permitiendo que los conjuntos (X\C)+,
con C ⊆ X compacto, contengan también a ∅. El conjunto 2X equipado con la
topoloǵıa de Fell será denotado por 2XF . De hecho, originalmente Fell definió
esta topoloǵıa en 2X en [14], y probó una propiedad importante: La topoloǵıa
de Fell en 2X siempre es compacta, sin importar cuál sea el espacio X. Para
ver esto, recordemos el teorema de la subbase de Alexander ([13, 3.12.2]).

Teorema 2.2.12 (Teorema de la subbase de Alexander). Sean X un espa-
cio topológico y B una subbase de X. Si cada cubierta de X formada por
elementos de B tiene una subcubierta finita, entonces X es compacto.

Teorema 2.2.13. Sea X un espacio topológico. Entonces 2XF es compacto.
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Demostración. Para usar el teorema de la subbase de Alexander, considere-
mos la siguiente subbase de la topoloǵıa de Fell en 2X :

B :=
{
V − | V ⊆ X abierto

}
∪
{

(X\C)+ | C ⊆ X compacto y no vaćıo
}
.

Supongamos que {Vα | α ∈ A} es una familia de abiertos en X y {Cγ | γ ∈ Γ}
es una familia de subconjuntos compactos no vaćıos de X tales que

U :=
{
V −α | α ∈ A

}
∪
{

(X\Cγ)+ | γ ∈ Γ
}

es una cubierta de 2XF . Notemos que, como ∅ /∈ V −α para cada α ∈ A y
X /∈ (X\Cγ)+ para cada γ ∈ Γ, entonces los dos conjuntos A y Γ deben ser
no vaćıos.

Afirmamos que existe γ0 ∈ Γ tal que Cγ0 ⊆
⋃
α∈A Vα. Supongamos lo

contrario. Entonces, podemos elegir xγ ∈ Cγ para cada γ ∈ Γ tales que

{xγ | γ ∈ Γ} ∩

(⋃
α∈A

Vα

)
= ∅.

Como
⋃
α∈A Vα es abierto en X, lo anterior implica que

{xγ | γ ∈ Γ} ∩

(⋃
α∈A

Vα

)
= ∅.

Por lo tanto, {xγ | γ ∈ Γ} es un elemento de 2XF que no pertenece al conjunto
V −α para ningún α ∈ A ni al conjunto (X\Cγ)+ para ningún γ ∈ Γ. Esto
contradice el hecho de que U es una cubierta de 2XF .

Entonces, existe γ0 ∈ Γ que cumple que Cγ0 ⊆
⋃
α∈A Vα. Además, como

Cγ0 es compacto, existen α1, . . . , αn ∈ A tales que Cγ0 ⊆
⋃n
i=1 Vαi . Conside-

remos
V :=

{
V −αi | i = 1, . . . , n

}
∪
{

(X\Cγ0)
+} .

Si B ∈ 2XF y B /∈ (X\Cγ0)
+, entonces B∩Cγ0 6= ∅. Esto implica que B∩Vαi 6=

∅ para alguna i = 1, . . . , n, y por lo tanto B ∈ V −αi . Esto demuestra que V
es una subcubierta finita de U , y por lo tanto podemos concluir que 2XF es
compacto.

Igual que para CLF (X), que el espacio 2XF sea de Hausdorff es equivalente
a que X sea localmente compacto.
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Proposición 2.2.14. Sean X un espacio de Hausdorff. Entonces 2XF es un
espacio de Hausdorff si y sólo si X es localmente compacto.

Demostración. Si 2XF es un espacio de Hausdorff, en particular el subespacio
CLF (X) es de Hausdorff, y por lo tanto X es localmente compacto.

Por otra parte, si X es localmente compacto, el mismo argumento que
se usó para ver que CLF (X) es un espacio de Hausdorff prueba que 2XF
también es de Hausdorff. En efecto, supongamos que A,B ∈ 2XF son distintos.
Sin pérdida de generalidad supongamos que existe a ∈ A\B, y sea C una
vecindad compacta de a tal que C ⊆ X\B. Entonces intC− y (X\C)+ son
abiertos disjuntos en 2XF que separan a A y a B.

Por otra parte, el espacio CLF (X) no es en general compacto, y el hecho
de que sea compacto es equivalente a que X sea compacto.

Proposición 2.2.15. Sea X un espacio de Hausdorff.

1. Si X es localmente compacto, entonces CLF (X) es localmente compac-
to.

2. X es compacto si y sólo si CLF (X) es compacto.

Demostración. 1. Si X es localmente compacto, por la Proposición 2.2.14 se
tiene que 2XF es un espacio de Hausdorff, y como es compacto, es localmente
compacto. Por lo tanto, ya que CL(X) = 2X\ {∅} es un subespacio abierto
de 2XF , entonces CLF (X) también es localmente compacto.

2. Como el encaje i : X → CLF (X) es cerrado (por la Proposición 2.2.3),
si CLF (X) es compacto entonces X también es compacto.

Por otra parte, si X es compacto, entonces (X\X)+ = (∅)+ es abierto
en 2XF y ∅ es un punto aislado. Esto implica que CLF (X) es cerrado en el
espacio compacto 2XF , y por lo tanto es compacto.

Por el Teorema 2.2.9 sabemos que la topoloǵıa de Wijsman está contenida
en la topoloǵıa de Vietoris. A continuación veremos que la topoloǵıa de Fell
está contenida en la de Wijsman.

Proposición 2.2.16. Sea (X, d) un espacio métrico. En CL(X), la topoloǵıa
de Fell está contenida en la topoloǵıa de Wijsman.
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Demostración. Sean V un subconjunto abierto de X y F ∈ V −. Entonces
F ∩ V 6= ∅ y podemos tomar p ∈ F ∩ V . Sea ε > 0 tal que Bε (p) ⊆ V . El
conjunto {A ∈ CL(X) | d (p,A) < ε} es abierto en la topoloǵıa de Wijsman
y

F ∈ {A ∈ CL(X) | d (p,A) < ε} ⊆ V −.

Entonces F es un punto interior de V − con respecto a τWd
para cada F ∈ V −,

y por lo tanto V − pertenece a τWd
.

Por otra parte, sean C un subconjunto compacto de X y G ∈ (X\C)+.
Entonces G ∩ C = ∅ y, como X\G es abierto en X, para cada x ∈ C existe
εx > 0 tal que la bola Bεx (x) está contenida en X\G. Como C es compacto,
podemos tomar x1, . . . , xn ∈ C tales que

C ⊆
n⋃
i=1

Bri (xi) ,

donde ri =
εxi
2

para cada i = 1, . . . , n. Entonces,

G ∈
n⋂
i=1

{A ∈ CL(X) | d (xi, A) > ri} ⊆ (X\C)+ .

Esto implica que G es un punto interior de (X\C)+ con respecto a τWd
para

cada G ∈ (X\C)+, y por lo tanto (X\C)+ pertenece a τWd
.

Aśı, los subbásicos de la topoloǵıa de Fell son abiertos en la topoloǵıa de
Wijsman, y por lo tanto se tiene que τF ⊆ τWd

.

Denotaremos por I al intervalo [−1, 1] ⊆ R y por Q al cubo de Hilbert
IN. Como Q es homogéneo (ver [9, Teorema 4.1]), el espacio Q\ {x} es ho-
meomorfo a Q\ {y} para cualesquiera x y y elementos de Q. Los siguientes
resultados se probaron en [24] y [25]:

Ejemplo 2.2.17. Sea X un espacio de Hausdorff. El hiperespacio CLF (X)
es homeomorfo al cubo de Hilbert sin un punto Q\ {x} si y sólo si X es un
espacio metrizable, separable, localmente conexo, localmente compacto y no
tiene componentes conexas compactas.

Ejemplo 2.2.18. 1. Para cada n > 1, el hiperespacio ConvF (Rn) es ho-
meomorfo a Rn ×Q.

2. El hiperespacio ConvF (R) es homeomorfo a R× I.
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2.3. Topoloǵıa de la métrica de Hausdorff

Una de las hipertopoloǵıas más estudiadas es la topoloǵıa de la métrica
de Hausdorff, que puede definirse en CL(X) para cualquier espacio métrico
X. Hausdorff introdujo esta métrica originalmente en [15] basándose en el
trabajo de Pompeiu ([22]).

Definición 2.3.1. Sea (X, d) un espacio métrico. La topoloǵıa de la métrica
de Hausdorff τHd en CL(X) es la topoloǵıa inducida por la métrica infinita
Hd : CL(X)× CL(X)→ [0,∞] dada por

Hd (A,B) = sup
x∈X
|d (x,A)− d (x,B)| . (2.2)

Por ser inducida por una métrica infinita, la topoloǵıa de la métrica de
Hausdorff es metrizable.

En el subespacio CLB(X) de subconjuntos no vaćıos, cerrados y acotados
de X, Hd es una métrica usual.

Denotaremos el espacio (CL(X), Hd) por CLHd(X).

Proposición 2.3.2. Sea (X, d) un espacio métrico. Entonces, para cada
A,B ∈ CL(X) se cumple que

Hd (A,B) = máx

{
sup
x∈B

d (x,A) , sup
x∈A

d (x,B)

}
. (2.3)

Demostración. Denotemos por H ′d (A,B) a la parte derecha de la igualdad
2.3.

Sean A,B ∈ CL(X), x ∈ X, a ∈ A y b ∈ B. Entonces d (x,A) ≤ d (x, a) ≤
d (x, b) + d (b, a), y por lo tanto d (x,A)− d (x, b) ≤ d (b, a) para toda a ∈ A.
Aśı,

d (x,A)− d (x, b) ≤ d (b, A) ≤ sup
x∈B

d (x,A) ≤ H ′d (A,B) para toda b ∈ B,

lo que implica que d (x,A)−d (x,B) ≤ H ′d (A,B). Análogamente tenemos que
d (x,B) − d (x,A) ≤ H ′d (A,B), y entonces |d (x,A)− d (x,B)| ≤ H ′d (A,B)
para cada x ∈ X. Por lo tanto, se cumple que Hd (A,B) ≤ H ′d (A,B).

Por otra parte,

d (b, A) = |d (b, A)− d (b, B)| ≤ Hd (A,B) para toda b ∈ B,

y entonces supx∈B d (x,A) ≤ Hd (A,B). Análogamente supx∈A d (x,B) ≤
Hd (A,B), y por lo tanto H ′d (A,B) ≤ Hd (A,B).
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Lema 2.3.3. Sean (X, d) un espacio métrico, A,B ∈ CL(X) y ε > 0.

1. Si Hd (A,B) < ε, entonces A ⊆ Nε (B) y B ⊆ Nε (A).

2. Si A ⊆ Nε (B) y B ⊆ Nε (A), entonces Hd (A,B) ≤ ε.

3. Hd (A,B) = ı́nf {r > 0 | A ⊆ Nr (B) , B ⊆ Nr (A)}.

Demostración. 1. Sea a ∈ A. Por la Proposición 2.3.2 tenemos que

d (a,B) ≤ sup
x∈A

d (x,B) ≤ Hd (A,B) < ε,

por lo que a ∈ Nε (B). Por lo tanto A ⊆ Nε (B), y análogamente tenemos
que B ⊆ Nε (A).

2. Como B ⊆ Nε (A), entonces d (b, A) < ε para toda b ∈ B, y por lo
tanto supx∈B d (x,A) ≤ ε. Análogamente se tiene que supx∈A d (x,B) ≤ ε.
Por la Proposición 2.3.2, esto implica que Hd (A,B) ≤ ε.

3. Esta igualdad es una consecuencia directa de 1 y 2.

Sean (X, d) y (Y, d′) espacios métricos. Recordemos que una función
f : (X, d) → (Y, d′) es llamada una isometŕıa si se cumple que d (x, y) =
d′ (f (x) , f (y)) para cada x, y ∈ X. En el caso en el que d o d′ sean métricas
infinitas, también llamaremos isometŕıa a una función que cumple la condi-
ción anterior.

Proposición 2.3.4. Sea (X, d) un espacio métrico. La función i : (X, d)→
CLHd(X) dada por i (x) = {x} es una isometŕıa.

Demostración. Sean a, b ∈ X. Por la desigualdad del triángulo se tiene que
|d (x, a)− d (x, b)| ≤ d (a, b) para toda x ∈ X, y por lo tanto

sup
x∈X
|d (x, a)− d (x, b)| ≤ d (a, b) .

Por otra parte,

sup
x∈X
|d (x, a)− d (x, b)| ≥ |d (a, a)− d (a, b)| = d (a, b) .

Por lo tanto, se tiene que

Hd ({a} , {b}) = sup
x∈X
|d (x, a)− d (x, b)| = d (a, b) ,

y esto implica que i es una isometŕıa.
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Por la proposición anterior podemos observar que la métrica Hd depende
de la métrica d en X.

Como la función i : (X, d) → CLHd(X) es una isometŕıa, entonces tam-
bién es un encaje. Por lo tanto, la topoloǵıa de la métrica de Hausdorff es
admisible.

Proposición 2.3.5. Sea (X, d) un espacio métrico. El encaje i : (X, d) →
CLHd(X) es cerrado.

Demostración. Sea C ∈ CL(X)\i (X). Entonces existen x, y ∈ C tales que

x 6= y. Consideremos ε = d(x,y)
2

. Si A ∈ CL(X) y se cumple que Hd (C,A) <
ε, entonces C está contenido en Nε (A) y por lo tanto A ∩ Bε (x) 6= ∅ y
A ∩ Bε (y) 6= ∅. Como Bε (x) ∩ Bε (y) = ∅, A tiene al menos dos elementos
distintos. Entonces,

{A ∈ CL(X) | Hd (C,A) < ε} ⊆ CL(X)\i (X) ,

y por lo tanto CL(X)\i (X) es abierto en CLHd(X).

Un espacio métrico no vaćıo, conexo y compacto es llamado un continuo.
Se dice que un continuo es no degenerado si tiene más de un punto. Por otra
parte, un continuo localmente conexo es llamando un continuo de Peano.
Los siguientes resultados centrales sobre hiperespacios con la topoloǵıa de la
métrica de Hausdorff pueden consultarse en [12] y [11]:

Ejemplo 2.3.6. Sea (X, d) un espacio métrico. El hiperespacio CLHd(X) es
homeomorfo al cubo de Hilbert Q si y sólo si X es un continuo de Peano no
degenerado.

Ejemplo 2.3.7. Sea (X, d) un espacio métrico. El hiperespacio KHd(X) es
homeomorfo al cubo de Hilbert sin un punto si y sólo si X no es compacto y
es conexo, localmente conexo y localmente compacto.

2.4. Topoloǵıa de Attouch-Wets

La topoloǵıa de Attouch-Wets se introdujo inicialmente en [20] por Mosco,
y su estudio se retomó en [1, 2] por Attouch y Wets. Puede definirse en CL(X)
para cualquier espacio métrico X. En este trabajo definiremos la métrica de
Attouch-Wets como en [23], que es equivalente a [6, Definición 3.1.2].
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Sean (X, d) un espacio métrico y x0 un punto fijo en X. Definimos la
métrica dAW : CL(X)× CL(X)→ [0,∞) como

dAW (A,B) = sup
k∈N

{
mı́n

{
1

k
, sup
x∈Bk(x0)

|d (x,A)− d (x,B)|

}}
.

Notemos que dAW está acotada por 1 y cumple lo siguiente.

Lema 2.4.1. Sean (X, d) un espacio métrico y x0 ∈ X. Sean 0 < ε ≤ 1 y
j ∈ N tal que 1

j+1
< ε ≤ 1

j
. Entonces, para cada A,B ∈ CL(X) se cumple

que

dAW (A,B) < ε si y sólo si sup
x∈Bj(x0)

|d (x,A)− d (x,B)| < ε.

Demostración. Sean A,B ∈ CL(X) y supongamos que dAW (A,B) < ε. En-
tonces, en particular

mı́n

{
1

j
, sup
x∈Bj(x0)

|d (x,A)− d (x,B)|

}
< ε,

y como 1
j
≥ ε, se tiene que

sup
x∈Bj(x0)

|d (x,A)− d (x,B)| < ε.

Por otra parte, supongamos ahora que

sup
x∈Bj(x0)

|d (x,A)− d (x,B)| < ε.

Como además 1
j+1

< ε, existe r ∈ R tal que

máx

{
sup

x∈Bj(x0)

|d (x,A)− d (x,B)| , 1

j + 1

}
< r < ε.

Aśı, para cada k ≤ j se tiene que

mı́n

{
1

k
, sup
x∈Bk(x0)

|d (x,A)− d (x,B)|

}
≤ sup

x∈Bj(x0)

|d (x,A)− d (x,B)| < r,
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y para cada k ≥ j + 1

mı́n

{
1

k
, sup
x∈Bk(x0)

|d (x,A)− d (x,B)|

}
≤ 1

j + 1
< r.

Esto implica que dAW (A,B) ≤ r < ε.

Proposición 2.4.2. Sea (X, d) un espacio métrico. La topoloǵıa en CL(X)
inducida por la métrica dAW : CL(X) × CL(X) → [0,∞) no depende del
punto x0 ∈ X que se usa para la definición de dAW .

Demostración. Sean x0 y y0 elementos de X, y denotemos por dx0AW y d y0AW
a las métricas respectivas. Sea ε > 0. Queremos ver que existe δ > 0 tal que
d y0AW (A,B) < δ implica que dx0AW (A,B) < ε para cada A,B ∈ CL(X). Esto
implicaŕıa que la topoloǵıa inducida por dx0AW está contenida en la inducida
por d y0AW , y análogamente se tiene la otra contención.

Podemos suponer que ε ≤ 1. Sea j ∈ N tal que 1
j+1

< ε ≤ 1
j
, y sea

m ∈ N tal que Bj (x0) ⊆ Bm (y0). Consideremos δ = mı́n
{

1
m
, ε
}

. Entonces,
si A,B ∈ CL(X) cumplen que d y0AW (A,B) < δ, se tiene que

mı́n

{
1

m
, supx∈Bm(y0) |d (x,A)− d (x,B)|

}
< δ

y, como 1
m
≥ δ, entonces

supx∈Bm(y0) |d (x,A)− d (x,B)| < δ.

Ya que Bj (x0) ⊆ Bm (y0), lo anterior implica que

sup
x∈Bj(x0)

|d (x,A)− d (x,B)| < δ ≤ ε.

Por lo tanto, por el Lema 2.4.1 tenemos que dx0AW (A,B) < ε.

Definición 2.4.3. Sea (X, d) un espacio métrico. La topoloǵıa de Attouch-
Wets τAWd

en CL(X) es la topoloǵıa inducida por la métrica dAW : CL(X)×
CL(X)→ [0,∞).

Denotaremos el espacio (CL(X), τAWd
) por CLAWd

(X).



2.4. TOPOLOGÍA DE ATTOUCH-WETS 25

Sean (X, d) un espacio métrico y x0 un punto fijo de X. Notemos que
para cada A,B ∈ CL(X) se tiene que

mı́n

{
1

k
, sup
x∈Bk(x0)

|d (x,A)− d (x,B)|

}
≤ sup

x∈X
|d (x,A)− d (x,B)|

para toda k ∈ N. Por lo tanto, en general se cumple que dAW (A,B) ≤
Hd (A,B). Esto implica que la topoloǵıa de Attouch-Wets está contenida en
la topoloǵıa de la métrica de Hausdorff.

Proposición 2.4.4. Sea (X, d) un espacio métrico. La topoloǵıa de Attouch-
Wets en CL(X) es admisible.

Demostración. Sea x0 un punto fijo en X. Queremos probar que la función
i : (X, τd) → CLAWd

(X) dada por i (x) = {x} es un encaje. Por una parte,
sabemos que la función i′ : (X, d) → CLHd(X) dada por i′ (x) = {x} es
continua, pues de hecho es una isometŕıa, y como τAWd

⊆ τHd , entonces i es
continua.

Por otra parte, para ver que i es abierta en su imagen consideremos
U ⊆ X abierto y {z} ∈ i (U). Queremos ver que {z} es un punto interior
de i (U) en i (X). Sea ε > 0 tal que Bε (z) ⊆ U . Tomemos j ∈ N tal que

z ∈ Bj (x0), y sea δ = mı́n
{

1
j
, ε
}

. Entonces, si y es un elemento de X tal

que dAW ({z} , {y}) < δ, en particular

mı́n

{
1

j
, sup
x∈Bj(x0)

|d (x, {z})− d (x, {y})|

}
< δ,

y como 1
j
≥ δ,

sup
x∈Bj(x0)

|d (x, {z})− d (x, {y})| < δ ≤ ε.

Entonces, ya que z ∈ Bj (x0), se tiene que

|d (z, {z})− d (z, {y})| = d (z, y) < ε,

y por lo tanto y ∈ Bε (z) ⊆ U y {y} ∈ i (U). De esto concluimos que
Bδ ({z})∩ i (X) ⊆ i (U), lo que implica que {z} es un punto interior de i (U)
en i (X). Entonces, i (U) es abierto en i (X) y la función i es abierta en su
imagen. Por lo tanto, i es un encaje.
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Proposición 2.4.5. Sea (X, d) un espacio métrico. El encaje i : (X, d) →
CLAWd

(X) es cerrado.

Demostración. Sea C ∈ CL(X)\i (X). Entonces existen y, z ∈ C tales que
y 6= z. Sea x0 un punto fijo en X, en el cual basaremos la métrica de Attouch-
Wets. Sea j un número natural tal que y y z pertenecen a la bola Bj (x0) y
1
j
< d(y,z)

2
. Si A ∈ CL(X) y se cumple que dAW (C,A) < 1

j
, por el Lema 2.4.1

se tiene que

sup
x∈Bj(x0)

|d (x,C)− d (x,A)| < 1

j
.

Ya que y, z ∈ Bj (x0) ∩ C, tenemos que d (y, A) < 1
j

y d (z, A) < 1
j
. Pero

como 1
j
< d(y,z)

2
, entonces A tiene al menos dos elementos. Aśı, se tiene que{
A ∈ CL(X) | dAW (C,A) <

1

j

}
⊆ CL(X)\i (X) ,

y por lo tanto CL(X)\i (X) es abierto en CLAWd
(X).

En algunas ocasiones las topoloǵıas de Vietoris y de la métrica de Haus-
dorff resultan demasiado fuertes. Por ejemplo, en el plano R2 con su métrica
usual, se esperaŕıa que las rectas por el origen con pendiente 1

n
convergieran

al eje horizontal. Esto no pasa cuando CL(R2) tiene la topoloǵıa de Vietoris
o de la métrica de Hausdorff, pero śı cuando tiene la topoloǵıa de Attouch-
Wets:

Ejemplo 2.4.6. Sea d la métrica usual de R2, y consideremos las rectas

Cn =
{

(x, y) ∈ R2 | y =
x

n

}
para cada n ∈ N y

C =
{

(x, y) ∈ R2 | y = 0
}
.

Entonces, la sucesión (Cn)n∈N converge a C en el espacio CLAWd
(R2), pero

no en CLV (R2) ni en CLHd(R2).

Demostración. El conjunto (R× (−1, 1))+ es abierto en CLV (R2) y contiene
a C, pero no contiene a Cn para ninguna n ∈ N. Por lo tanto, la sucesión
(Cn) no converge a C en CLV (R2). Además, como

Cn 6⊆ R× (−1, 1) = N1 (C) para cada n ∈ N,
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por el Lema 2.3.3 tenemos que la sucesión (Cn) tampoco converge a C en
CLHd(R2).

Por otra parte, veamos que (Cn) converge a C en CLAWd
(R2). Sean ε > 0

y j un número natural tal que 1
j
< ε. Para cada n ∈ N denotemos

Bn = Cn ∩ ([−j, j]× R) y B = C ∩ ([−j, j]× R) .

Entonces, si x pertenece a la bola Bj (0), se cumple que d (x,Cn) = d (x,Bn)
para cada n ∈ N y d (x,C) = d (x,B). Por lo tanto, por el Lema 2.4.1 tenemos
que dAW (C,Cn) < 1

j
si y sólo si dAW (B,Bn) < 1

j
.

Sea k un número natural tal que j
k
< 1

j
. Si n ≥ k, es fácil ver que

Bn ⊆ N 1
j

(B) y B ⊆ N 1
j

(Bn), y por lo tanto

dAW (B,Bn) ≤ Hd (B,Bn) <
1

j
.

Aśı, se tiene que dAW (C,Cn) < 1
j
< ε para toda n ≥ k, y por lo tanto

podemos concluir que la sucesión (Cn) converge a C en CLAWd
(R2).

El siguiente resultado sobre la estructura de CLAW‖·‖(X) cuando (X, ‖·‖)
es un espacio de Banach de dimensión infinita se probó en [3].

Ejemplo 2.4.7. Sea X un espacio de Banach de dimensión infinita con peso
w (X).

1. El hiperespacio CLAWd
(X) es homeomorfo a un espacio de Hilbert con

peso 2w(X).

2. Si X es separable, CLAWd
(X) es homeomorfo al espacio `∞ formado

por todas las sucesiones acotadas y equipado con la norma del supremo,
dada por ‖(xn)‖ = supn∈N |xn|.





Caṕıtulo 3

Coincidencia de topoloǵıas

En este caṕıtulo estudiaremos qué topoloǵıas en el hiperespacio CL(X)
son inducidas por una topoloǵıa en el espacio de funciones C(X,R), aśı como
la relación entre las topoloǵıas en CL(X) introducidas anteriormente. Recor-
demos que en el caṕıtulo 2 se demostraron las contenciones τF ⊆ τWd

⊆ τV
y τAWd

⊆ τHd . En este caṕıtulo veremos qué otras relaciones hay entre estas
topoloǵıas y daremos condiciones en el espacio X para que coincidan entre
śı.

3.1. Topoloǵıas en el espacio C(X,R)
Sea (X, d) un espacio métrico. Dado A ∈ CL(X), denotaremos por dA a

la función continua de X en R definida por dA (x) = d (x,A). Consideremos
la función F : CL(X) → C(X,R) dada por F (A) = dA. Como la distancia
de un subconjunto cerrado A de X a un punto x ∈ X\A es positiva, F es una
función inyectiva. Por lo tanto, podemos ver a CL(X) como un subconjunto
de C(X,R), y considerar las topoloǵıas de subespacio inducidas en CL(X)
por ciertas topoloǵıas que usualmente se dan al espacio de funciones C(X,R):
la topoloǵıa punto-abierta, la topoloǵıa compacto-abierta, la topoloǵıa de la
convergencia uniforme y la topoloǵıa de la convergencia uniforme en acotados.

Proposición 3.1.1. La topoloǵıa punto-abierta en C(X,R) induce la topo-
loǵıa de Wijsman en CL(X).

Demostración. Recordemos que, para cada x ∈ X, denotamos por dx a la
función de CL(X) en R que está definida como dx (A) = d (x,A).

29
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Bajo la identificación A ∈ CL(X) → dA ∈ C(X,R), la topoloǵıa de
subespacio en CL(X) dada por la topoloǵıa punto-abierta en C(X,R) está
generada por la subbase que consiste en los conjuntos

{A ∈ CL(X) | dA ({x}) ⊆ U} = {A ∈ CL(X) | dx (A) ∈ U} = d−1
x (U) ,

con x ∈ X, U ⊆ R abierto. Entonces es la topoloǵıa débil inducida por
{dx | x ∈ X}, que es la topoloǵıa de Wijsman.

Lema 3.1.2. La familia {dA : X → R | A ∈ CL(X)} es equicontinua.

Demostración. Sean A ∈ CL(X), a ∈ A y x, y ∈ X. Como

d (x,A) ≤ d (x, a) ≤ d (x, y) + d (y, a) ,

entonces d (x,A)− d (x, y) ≤ d (y, a) para cada a ∈ A, por lo que d (x,A)−
d (x, y) ≤ d (y, A). Entonces d (x,A) − d (y, A) ≤ d (x, y), y análogamente
d (y, A) − d (x,A) ≤ d (x, y). Por lo tanto, |dA (x)− dA (y)| ≤ d (x, y) para
cada A ∈ CL(X) y x, y ∈ X. La desigualdad anterior garantiza que la familia
{dA : X → R | A ∈ CL(X)} es equicontinua.

Del Lema 3.1.2 y del Teorema 1.2.6 concluimos que la topoloǵıa compacto-
abierta en C(X,R) no induce una topoloǵıa más fina en CL(X) que la topo-
loǵıa punto-abierta. Aśı, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.1.3. La topoloǵıa compacto-abierta en C(X,R) induce la topo-
loǵıa de Wijsman en CL(X).

Teorema 3.1.4. La topoloǵıa de la convergencia uniforme en acotados en
C(X,R) induce la topoloǵıa de Attouch-Wets en CL(X).

Demostración. Sean A ∈ CL(X) y B un elemento de la base local de A en
la topoloǵıa inducida por τCUA en CL(X). Es decir,

B = {C ∈ CL(X) | |dA (x)− dC (x)| < ε para cada x ∈ B}

con B un subconjunto acotado de X y ε > 0. Supongamos que la métrica dAW
está basada en el punto x0 ∈ X. Como B es acotado, podemos tomar j ∈ N
tal que B ⊆ Bj (x0) y 1

j
≤ ε. Entonces, si C ∈ CL(X) y dAW (A,C) < 1

j
, por

el Lema 2.4.1 se tiene que

sup
x∈Bj(x0)

|d (x,A)− d (x,C)| < 1

j
≤ ε.
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Esto implica que la bola abierta
{
C ∈ CL(X) | dAW (A,C) < 1

j

}
en la topo-

loǵıa de Attouch-Wets está contenida en B. Por lo tanto, todo elemento de
la base local de A en la topoloǵıa inducida por τCUA en CL(X) es abierto en
CLAWd

(X).
Por otra parte, Sea 0 < r ≤ 1, y consideremos j ∈ N tal que 1

j+1
< r ≤ 1

j
.

Entonces, el Lema 2.4.1 implica que el conjunto{
C ∈ CL(X) | |dA (x)− dC (x)| < r

2
para cada x ∈ Bj (x0)

}
está contenido en la bola {C ∈ CL(X) | dAW (A,C) < r}. Por lo tanto, toda
bola abierta en τAWd

con centro en A y radio r ≤ 1 es abierta en la topoloǵıa
inducida por τCUA. Entonces, podemos concluir que la topoloǵıa en CL(X)
dada por τCUA es τAWd

.

Recordemos que la topoloǵıa de la convergencia uniforme en C(X, Y ) es
la inducida por la métrica infinita dCU : C(X, Y ) × C(X, Y ) → [0,∞] dada
por

dCU (f, g) = sup
x∈X

d (f (x) , g (x)) ,

y por lo tanto induce en CL(X) una topoloǵıa que está generada por la
métrica infinita d′CU : CL(X)× CL(X)→ [0,∞] dada por

d′CU (A,B) = dCU (dA, dB) = sup
x∈X
|dA (x)− dB (x)| .

Usando la definición de la métrica de Hausdorff Hd (ecuación 2.2), concluimos
que d′CU (A,B) = Hd (A,B). Por lo tanto, tenemos el siguiente teorema.

Teorema 3.1.5. La topoloǵıa de la convergencia uniforme en C(X,R) induce
la topoloǵıa de la métrica de Hausdorff en CL(X).

Por el hecho de que τPA ⊆ τCA ⊆ τCUA ⊆ τCU y por los Teoremas 3.1.1,
3.1.4 y 3.1.5, obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 3.1.5.1. Sea (X, d) un espacio métrico. Entonces, τWd
⊆ τAWd

⊆
τHd.

Del corolario anterior y la Proposición 2.2.16 se tienen las contenciones

τF ⊆ τWd
⊆ τAWd

⊆ τHd .

A continuación veremos bajo qué condiciones se dan las igualdades entre
estas topoloǵıas.
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3.2. Relación entre las topoloǵıas de Fell y de

Wijsman

En esta sección veremos que la coincidencia de τF y τWd
en CL(X) es

equivalente a que las bolas cerradas propias del espacio X sean compactas.

Proposición 3.2.1. Sean (X, d) un espacio métrico y ∆ un subconjunto de
CL(X) que contiene a F2 (X) := {{x, y} | x, y ∈ X}. Entonces, la topoloǵıa
de Fell y la topoloǵıa de Wijsman coinciden en ∆ si y sólo si las bolas cerradas
propias de X son compactas.

Demostración. Supongamos que toda bola cerrada propia en X es compacta.
Veamos que τF y τWd

coinciden en CL(X), y por lo tanto también en ∆. Sean
x ∈ X y a > 0. Entonces

{A ∈ CL(X) | d (x,A) < a} = Ba (x)− ,

y por lo tanto este conjunto pertenece a τF . Por otra parte, sea

B ∈ {A ∈ CL(X) | d (x,A) > a} ,

y sea r ∈ R tal que d (x,B) > r > a. Entonces, B ⊆ X\Br [x]. Además, si
C ∈ CL(X) y C está contenido en X\Br [x], entonces d (x, c) > r para cada
c ∈ C, y esto implica que d (x,C) ≥ r > a. Por lo tanto,

B ∈ (X\Br [x])+ ⊆ {A ∈ CL(X) | d (x,A) > a} .

Como ∅ 6= B ⊆ X\Br [x], entonces Br [x] es una bola cerrada propia en X y
por lo tanto es compacta. Esto implica que (X\Br [x])+ es un abierto en la
topoloǵıa de Fell, por lo que B es un punto interior de

{A ∈ CL(X) | d (x,A) > a}

con respecto a τF . Entonces, este conjunto pertenece a τF .
De lo anterior podemos concluir que τWd

⊆ τF , y la contención τF ⊆ τWd

se tiene por la Proposición 2.2.16.
Ahora supongamos que τF y τWd

coinciden en ∆. Sean x ∈ X y ε > 0
tales que la bola cerrada Bε [x] está contenida propiamente en X. Entonces
existe y ∈ X tal que d (x, y) > ε.

Sea (xn)n∈N una sucesión enBε [x]. Afirmamos que la sucesión ({xn, y})n∈N
no converge a {y} en ∆ con la topoloǵıa de Wijsman. En efecto, como
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d (x, ({xn, y}) ≤ ε para cada n ∈ N y d (x, y) > ε, entonces la sucesión
(dx ({xn, y}))n∈N no converge a dx ({y}) en R. Por el Lema 2.1.2, esto impli-
ca la afirmación.

Como τF y τWd
coinciden en ∆, ({xn, y}) tampoco converge a {y} en ∆

con la topoloǵıa de Fell. Por lo tanto, existen V1, . . . , Vn abiertos en X, C un
subconjunto compacto de X y una subsucesión (xnk)k∈N de (xn) tales que

{y} ∈ V −1 ∩ . . . ∩ V −n ∩ (X\C)+ ∩∆

y {xnk , y} /∈ V −1 ∩ . . . ∩ V −n ∩ (X\C)+ ∩∆ para cada k ∈ N.
Estos dos hechos implican que {xnk , y} /∈ (X\C)+ para cada k ∈ N, y como
{y} śı pertenece a (X\C)+, tenemos que la subsucesión (xnk) está contenida
en el compacto C. Por lo tanto, tiene una subsucesión convergente.

Entonces, toda sucesión en Bε [x] tiene una subsucesión convergente, y de
esto concluimos que Bε [x] es compacta. Aśı, toda bola cerrada propia de X
es compacta.

Como un espacio normado es localmente compacto si y sólo si tiene di-
mensión finita, la proposición anterior implica lo siguiente:

Corolario 3.2.1.1. Sean (X, ‖·‖) un espacio normado y ∆ un subconjunto
de CL(X) que contiene a F2 (X). Entonces, la topoloǵıa de Fell y la topoloǵıa
de Wijsman coinciden en ∆ si y sólo si X tiene dimensión finita.

La Proposición 3.2.1 implica que las topoloǵıas de Fell y de Wijsman en
general no coinciden en CL(X) ni en K(X), y se tiene el siguiente corolario.

Corolario 3.2.1.2. Sea (X, d) un espacio métrico. Si la topoloǵıa de Fell y la
topoloǵıa de Wijsman coinciden en el subespacio F2 (X) de CL(X), entonces
coinciden en CL(X).

De hecho, τF y τWd
tampoco coinciden en general en el espacio cc(X) de

subconjuntos convexos, compactos y no vaćıos de un espacio normado X (y
por lo tanto tampoco en Conv(X)):

Ejemplo 3.2.2. En el espacio `2 = {(xn) |
∑∞

n=1 x
2
n <∞}, con la norma

dada por

‖(xn)‖ =

(
∞∑
n=1

x2
n

) 1
2

,

el abierto {A ∈ cc(`2) | d ((3, 0, 0, . . .) , A) > 2} en ccWd
(`2) no es abierto en

ccF (`2) (donde d es la métrica inducida por la norma ‖·‖).
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Demostración. Supongamos que U := {A ∈ cc(`2) | d ((3, 0, 0, . . .) , A) > 2}
es abierto en ccF (`2). Como {0} es un elemento de U , existen V1, . . . , Vj
abiertos en `2 y C un subconjunto compacto de `2 tales que

{0} ∈ V −1 ∩ . . . ∩ V −j ∩ (X\C)+ ∩ cc(`2) ⊆ U .

Para cada i ∈ N mayor o igual a 2 sea yi el elemento de `2 con 2 en
la primera coordenada, 1 en la i-ésima coordenada y 0 en las demás, y sea
Yi = {tyi | t ∈ [0, 1]} el segmento que une 0 con yi. Como d ((3, 0, 0, . . .) , yi) =√

2 < 2 para cada i ≥ 2, ningún segmento Yi pertenece a U . Además, ya que

Yi ∈ V −1 ∩ . . . ∩ V −j ∩ cc(`2) para toda i ≥ 2,

entonces cada Yi intersecta a C.
Por lo tanto, para toda i ≥ 2 existe ti ∈ [0, 1] tal que tiyi pertenece

al compacto C, y entonces existe una subsucesión (ik)k∈N de (i)i≥2 tal que
(tikyik)k∈N converge a algún y ∈ C. Pero para cada n,m ≥ 2, con n 6= m se
tiene que

d (tnyn, tmym) =
(
(2tn − 2tm)2 + t2n + t2m

) 1
2 ≥ tn.

Aśı, la sucesión (tik)k∈N converge a 0, y como la sucesión (yik)k∈N es acota-
da, entonces (tikyik)k∈N converge a 0. De aqúı se tiene que y = 0, lo cual
contradice que {0} ⊆ X\C.

3.3. Relación entre las topoloǵıas de Wijs-

man y de Attouch-Wets

Recordemos que un subconjunto Y de un espacio métrico (X, d) es total-
mente acotado si para cada ε > 0 existe un subconjunto finito F de X tal que
Y ⊆

⋃
x∈F Bε (x). Es claro que todo subconjunto de un conjunto totalmente

acotado también es totalmente acotado. Además, un subconjunto de X es
compacto si y sólo si es totalmente acotado y completo ([13, Teoremas 4.3.27,
4.3.28, 4.3.29]).

En esta sección veremos que la coincidencia de τWd
y τAWd

en CL(X) es
equivalente a que los subconjuntos acotados del espacio X sean totalmente
acotados. Para esto, demostraremos primero el siguiente lema.

Lema 3.3.1. Sea (X, d) un espacio métrico. Si para toda vecindad U de X
en CLAWd

(X) existen V1, . . . , Vn, abiertos no vaćıos en X, tales que V −1 ∩
. . .∩V −n ⊆ U , entonces todo subconjunto acotado de X es totalmente acotado.
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Demostración. Sean Y un subconjunto acotado de X y ε > 0. Sea x0 un
punto fijo en X, en el cual basaremos la métrica de Attouch-Wets. Conside-
remos j ∈ N tal que Y ⊆ Bj (x0) y 1

j
< ε. Por la hipótesis del lema, existen

V1, . . . , Vn abiertos no vaćıos tales que

V −1 ∩ . . . ∩ V −n ⊆
{
A ∈ CL(X) | dAW (X,A) <

1

j

}
. (3.1)

Sea xi ∈ Vi para cada i = 1, . . . , n, y denotemos G = {x1, . . . , xn}. Por
3.1 podemos inferir que dAW (X,G) < 1

j
. Por lo tanto, usando el Lema 2.4.1

se tiene que

sup
x∈Bj(x0)

|d (x,X)− d (x,G)| < 1

j
< ε.

Como d (x,X) = 0 para cada x ∈ X, entonces d (x,G) < ε para toda x ∈
Bj (x0). Aśı, como Y está contenido en la bola Bj (x0), tenemos que

Y ⊆
⋃
x∈G

Bε (x) .

De esta manera podemos concluir que todo subconjunto acotado de X es
totalmente acotado.

Proposición 3.3.2. Sea (X, d) un espacio métrico. Entonces, la topoloǵıa
de Wijsman y la topoloǵıa de Attouch-Wets coinciden en CL(X) si y sólo si
los subconjuntos acotados de X son totalmente acotados.

Demostración. Supongamos que la métrica dAW está basada en el punto
x0 ∈ X.

Supongamos que los subconjuntos acotados de X son totalmente acota-
dos. Sean C ∈ CL(X) y ε > 0. Escogemos n ∈ N tal que 1

n
< ε. Como

Bn (x0) es totalmente acotado, existe un subconjunto finito F de X tal que

Bn (x0) ⊆
⋃
x∈F

B 1
4n

(x) . (3.2)

Denotemos por B al conjunto⋂
x∈F

{
A ∈ CL(X) | d (x,A) < d (x,C) +

1

4n
y d (x,A) > d (x,C)− 1

4n

}
.
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Entonces B es abierto en CLWd
(X) y contiene a C. Sean B ∈ B y x ∈ Bn (x0).

Por la contención 3.2, existe y ∈ F tal que d (x, y) < 1
4n

. Entonces, para cada
b ∈ B se tiene que

d (x,B) ≤ d (x, b) ≤ d (x, y) + d (y, b) <
1

4n
+ d (y, b) ,

y por lo tanto d (x,B) ≤ 1
4n

+ d (y,B). Como y ∈ F y B ∈ B, inferimos que

d (x,B) < d (y, C) +
2

4n
. (3.3)

Por otra parte, para cada c ∈ C se tiene que

d (y, C) ≤ d (y, c) ≤ d (y, x) + d (x, c) <
1

4n
+ d (x, c) ,

y por lo tanto d (x,C) ≥ d (y, C)− 1
4n

. De esto y la desigualdad 3.3 concluimos
que

d (x,B)− d (x,C) <
3

4n
.

De manera análoga al razonamiento anterior obtenemos que d (x,C)−d (x,B) <
3

4n
. Entonces, se cumple que |d (x,C)− d (x,B)| < 3

4n
para cada x en la bola

Bn (x0), y por lo tanto

sup
x∈Bn(x0)

|d (x,C)− d (x,B)| ≤ 3

4n
<

1

n
.

Por el Lema 2.4.1, esto implica que dAW (C,B) < 1
n
< ε. Entonces, el

conjunto B está contenido en la bola abierta en CLAWd
(X) con centro en C

y radio ε, y por lo tanto ésta es abierta también en CLWd
(X). Aśı, conclui-

mos que τAWd
⊆ τWd

, y la otra contención se tiene por el Corolario 3.1.5.1.
Entonces, τWd

= τAWd
.

Ahora, supongamos que τWd
y τAWd

coinciden en CL(X). Una base de
vecindades en el punto X en CLWd

(X) está dada por los conjuntos de la
forma

n⋂
i=1

{A ∈ CL(X) | d (xi, A) < r} , con x1, . . . , xn ∈ X y r > 0,

ya que no se cumple que d (x,X) > δ para ningunos x ∈ X y δ > 0. Entonces,
como

{A ∈ CL(X) | d (xi, A) < r} = Br (xi)
−
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para cada i = 1, . . . , n, el hecho de que τAWd
⊆ τWd

y el Lema 3.3.1 implican
que los subconjuntos acotados de X son totalmente acotados.

Si un espacio normado tiene dimensión finita, entonces es localmente com-
pacto y por lo tanto sus subconjuntos acotados son totalmente acotados. Por
otra parte, si un espacio de Banach tiene dimensión infinita, entonces sus
bolas cerradas no son compactas. Por ser subconjuntos cerrados de un espa-
cio completo śı son completas, y por lo tanto no son totalmente acotadas.
Entonces, se tiene el siguiente corolario.

Corolario 3.3.2.1. Sea (X, ‖·‖) un espacio de Banach. Entonces, la topo-
loǵıa de Wijsman y la topoloǵıa de Attouch-Wets coinciden en CL(X) si y
sólo si X tiene dimensión finita.

En el caso en el que X es un espacio de Banach de dimensión infinita, se
puede dar una descripción topológica de CL (X) como sigue:

Ejemplo 3.3.3. Sea (X, ‖·‖) un espacio de Banach separable de dimensión
infinita. Entonces,

1. el hiperespacio CLW‖·‖(X) es homeomorfo al espacio de Hilbert separa-
ble `2 ([18]);

2. el hiperespacio CLAW‖·‖(X) es homeomorfo al espacio `∞ ([3]).

La Proposición 3.3.2 implica que las topoloǵıas de Wijsman y de Attouch-
Wets en general no coinciden en CL(X), y de hecho tampoco coinciden en el
espacio cc(X) cuando X es un espacio normado (y por lo tanto tampoco en
K(X) ni en Conv(X)):

Ejemplo 3.3.4. En el espacio `2, con la norma dada por

‖(xn)‖ =

(
∞∑
n=1

|xn|2
) 1

2

,

para cada i ∈ N sea ei el elemento de `2 que tiene 1 en la i-ésima coordenada
y 0 en las demás, y sea Ei el segmento que une 0 con ei. Entonces, la suce-
sión (Ei)i∈N converge a {0} en ccWd

(`2) pero no en ccAWd
(`2), donde d es la

métrica inducida por la norma ‖·‖.
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Demostración. Sea x = (xn) ∈ `2. Por el Lema 2.1.2, para demostrar que
(Ei)i∈N converge a {0} con respecto a la topoloǵıa de Wijsman basta ver que
(d (x,Ei))i∈N converge a d (x, 0) = ‖x‖ en R.

Sea ε > 0. Como la función ráız es continua, podemos tomar δ > 0 tal

que si r ≥ 0 y
∣∣‖x‖2 − r

∣∣ < δ entonces
∣∣∣‖x‖ − r 1

2

∣∣∣ < ε. Sea N ∈ N tal que

‖x‖2 −
N∑
n=1

|xn|2 < δ.

Entonces,

‖x‖ −

(
N∑
n=1

|xn|2
) 1

2

< ε.

Sea k > N . Para toda y = (yn) ∈ Ek, las primeras N coordenadas de y
son 0, por lo que

‖x− y‖ ≥

(
N∑
n=1

|xn − yn|2
) 1

2

=

(
N∑
n=1

|xn|2
) 1

2

> ‖x‖ − ε.

Esto implica que d (x,Ek) ≥ ‖x‖ − ε, y como además 0 ∈ Ek, entonces
d (x,Ek) ≤ ‖x‖. Aśı, podemos concluir que |‖x‖ − d (x,Ek)| ≤ ε para toda
k > N . Por lo tanto, la sucesión (d (x,Ei))i∈N converge a ‖x‖, y entonces
(Ei)i∈N converge a {0} con respecto a la topoloǵıa de Wijsman.

Por otra parte, como para cada i ∈ N

sup
‖x‖<2

|d (x, {0})− d (x,Ei)| ≥ |d (ei, {0})− d (ei, Ei)| = ‖ei‖ = 1 >
1

2
,

por el Lema 2.4.1 se tiene que dAW ({0} , Ei) ≥ 1
2

para toda i ∈ N, y por lo
tanto la sucesión (Ei)i∈N no converge a {0} con respecto a la topoloǵıa de
Attouch-Wets.

3.4. Relación entre las topoloǵıas de Attouch-

Wets y de la métrica de Hausdorff

En esta sección veremos que la coincidencia de τAWd
y τHd en CL(X) es

equivalente a que el espacio X sea acotado.
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Proposición 3.4.1. Sean (X, d) un espacio métrico y ∆ un subconjunto de
CL(X) que contiene a F2 (X) o que contiene a X y a las bolas cerradas. En-
tonces, la topoloǵıa de Attouch-Wets y la topoloǵıa de la métrica de Hausdorff
coinciden en ∆ si y sólo si X es acotado.

Demostración. Supongamos que la métrica dAW está basada en el punto
x0 ∈ X.

Supongamos que X es acotado. Entonces existe j ∈ N tal que X ⊆ Bj (x0)
y, por lo tanto, para cada A,B ∈ CL(X) se cumple que

Hd (A,B) = sup
x∈Bj(x0)

|d (x,A)− d (x,B)| .

Por el Lema 2.4.1, esto implica que para cada 0 < ε ≤ 1
j

se cumple que si

dAW (A,B) < ε entonces Hd (A,B) < ε. Por lo tanto, τHd está contenida en
τAWd

en CL(X), y por el Lema 3.1.5.1 se tiene la otra contención. Aśı, τAWd

y τHd coinciden en CL(X), y entonces también en ∆.

Ahora, supongamos que τAWd
y τHd coinciden en ∆. Supongamos primero

que ∆ contiene a F2 (X). Como la bola abierta con centro en {x0} y radio
1 en ∆ con la topoloǵıa de la métrica de Hausdorff es también abierta con
respecto a la topoloǵıa de Attouch-Wets, existe δ > 0 tal que si A ∈ ∆ y
dAW ({x0} , A) < δ entonces Hd ({x0} , A) < 1.

Podemos suponer sin perder la generalidad que δ ≤ 1. Sea k el número
natural tal que 1

k+1
< δ ≤ 1

k
. Afirmamos que X está contenido en la bola

B2k (x0). Supongamos lo contrario, entonces existe y ∈ X tal que d (x0, y) ≥
2k. Aśı, para cada x ∈ Bk (x0) se tiene que

2k ≤ d (x0, y) ≤ d (x0, x) + d (x, y) < k + d (x, y) ,

y por lo tanto d (x, y) > k. Entonces, d (x, {x0, y}) = d (x, x0) para toda
x ∈ Bk (x0), y esto implica que

sup
x∈Bk(x0)

|d (x, {x0})− d (x, {x0, y})| = 0.

Por el Lema 2.4.1, podemos concluir que dAW ({x0} , {x0, y}) < δ, y por lo
tanto Hd ({x0} , {x0, y}) < 1. Usando el Lema 2.3.3, se tiene que d (x0, y) < 1.
Pero d (x0, y) ≥ 2k, que contradice k ≥ 1. Entonces X está contenido en la
bola B2k (x0), por lo que es acotado.
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Por otra parte, supongamos que ∆ contiene a X y a las bolas cerra-
das. Como τAWd

y τHd coinciden en ∆, existe r > 0 tal que si A ∈ ∆ y
dAW (X,A) < r entonces Hd (X,A) < 1.

Podemos suponer que r ≤ 1. Sea m el número natural que cumple que
1

m+1
< r ≤ 1

m
. Como

sup
x∈Bm(x0)

|d (x,X)− d (x,Bm [x0])| = sup {0} = 0,

por el Lema 2.4.1 se tiene que dAW (X,Bm [x0]) < r, y esto implica que
Hd (X,Bm [x0]) < 1. Por lo tanto, usando nuevamente el Lema 2.3.3, con-
cluimos que

X ⊆ N1 (Bm [x0]) =
⋃

p∈Bm[x0]

B1 (p) ⊆ Bm+1 (x0) .

Entonces, X es acotado.

La proposición anterior implica que las topoloǵıas de Attouch-Wets y de
la métrica de Hausdorff en general no coinciden en CL(X) ni en K(X), y
tampoco en Conv(X) cuando X es un espacio normado. Además, se tiene el
siguiente corolario:

Corolario 3.4.1.1. Sea (X, d) un espacio métrico. Si la topoloǵıa de Attouch-
Wets y la topoloǵıa de la métrica de Hausdorff coinciden en el subespacio
F2 (X) de CL(X), entonces coinciden en CL(X).

Si (X, d) es un espacio métrico, denotaremos por

CB(X) = {A ∈ CL(X) | A es conexo y acotado} .

Aunque τAWd
y τHd en general no coinciden en K(X) o en Conv(X), śı coin-

ciden en CB(X), y por lo tanto también en el subespacio cc(X) cuando X
es un espacio normado:

Proposición 3.4.2. Sea (X, d) un espacio métrico. La topoloǵıa de Attouch-
Wets y la topoloǵıa de la métrica de Hausdorff coinciden en CB(X).

Demostración. Supongamos que la métrica dAW está basada en el punto
x0 ∈ X.
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Sean C ∈ CB(X) y ε > 0. Como C es acotado, existe r > 0 tal que
C ⊆ Br (x0). Sea j un número natural que cumple que j > r + ε

2
y que

1
j
≤ ε

2
.

Supongamos que D ∈ CB(X) y que dAW (C,D) < 1
j
. Por el Lema 2.4.1,

esto implica que

sup
x∈Bj(x0)

|d (x,C)− d (x,D)| < 1

j
≤ ε

2
.

Como C está contenido en Br (x0) ⊆ Bj (x0), para cada c ∈ C se tiene que

d (c,D) = |d (c, C)− d (c,D)| < ε

2
.

Por lo tanto, C ⊆ N ε
2

(D).
De forma análoga, para cada d ∈ D ∩Bj (x0) se tiene que d (d, C) < ε

2
, y

entonces D ∩Bj (x0) ⊆ N ε
2

(C).
Veamos que de hecho D = D ∩ Bj (x0). Supongamos que existe w ∈

D\Bj (x0). Como C es no vaćıo, existe y ∈ C, y ya que C está contenido en
N ε

2
(D), existe z ∈ D tal que d (y, z) < ε

2
. Debido a que y ∈ C ⊆ Br (x0),

entonces
d (x0, z) ≤ d (x0, y) + d (y, z) < r +

ε

2
.

Además, como D es conexo, entonces su imagen bajo la función continua
d (x0, ·) : X → R es un intervalo en R. Como w y z son elementos de D y

d (x0, z) < r +
ε

2
y d (x0, w) ≥ j > r +

ε

2
,

existe p ∈ D tal que d (x0, p) = r + ε
2
< j.

Por lo tanto, p es un elemento de D ∩Bj (x0), y como este conjunto está
contenido en N ε

2
(C), existe q ∈ C tal que d (p, q) < ε

2
. Entonces,

r +
ε

2
= d (x0, p) ≤ d (x0, q) + d (q, p) < d (x0, q) +

ε

2
,

y por lo tanto d (x0, q) > r. Pero esto contradice que q pertenece a C ⊆
Br (x0). Entonces, concluimos que D = D ∩Bj (x0).

Aśı, tenemos que C ⊆ N ε
2

(D) y que D ⊆ N ε
2

(C), y esto implica que
Hd (C,D) ≤ ε

2
< ε. Por lo tanto,{

A ∈ CB(X) | dAW (C,A) <
1

j

}
⊆ {A ∈ CB(X) | Hd (C,A) < ε} ,
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y de esto concluimos que la topoloǵıa de la métrica de Hausdorff está con-
tenida en la topoloǵıa de Attouch-Wets en CB(X). Como la topoloǵıa de
Attouch-Wets está contenida en la topoloǵıa de la métrica de Hausdorff en
CL(X), entonces también en el subespacio CB(X). Por lo tanto, estas topo-
loǵıas coinciden en CB(X).

Como τF ⊆ τWd
⊆ τAWd

⊆ τHd en CL(X), las cuatro topoloǵıas coin-
ciden si y sólo si el espacio X es compacto, como veremos en la siguiente
proposición.

Proposición 3.4.3. Sea (X, d) un espacio métrico. Entonces, la topoloǵıa
de Fell y la topoloǵıa de la métrica de Hausdorff coinciden en CL(X) si y
sólo si X es compacto.

Demostración. Si X es compacto, las Proposiciones 3.2.1, 3.3.2 y 3.4.1 im-
plican que τF = τWd

, τWd
= τAWd

y τAWd
= τHd en CL(X).

Inversamente, supongamos que τF y τHd coinciden en CL(X). Entonces,
por las Proposiciones 3.2.1, 3.3.2 y 3.4.1 se tiene que X es totalmente acotado
y que las bolas cerradas propias de X son compactas. Podemos suponer que
X tiene más de un punto, pues en otro caso X es compacto. Entonces, existen
x, y ∈ X tales que d (x, y) > 0. Esto implica que toda bola cerrada de radio

ε = d(x,y)
3

es propia, y por lo tanto compacta. Como X es totalmente acotado,
existe un subconjunto finito F de X tal que X =

⋃
x∈F Bε [x]. Aśı, X es la

unión finita de subconjuntos compactos, y entonces es compacto.

3.5. Relación de la topoloǵıa de Vietoris con

otras topoloǵıas

La topoloǵıa de Vietoris suele ser demasiado fuerte. Por ejemplo, en el
plano R2 con su métrica usual d, las rectas horizontales con ecuación y = 1

n

convergen al eje y = 0 en CLHd(R2) (y entonces también en CLAWd
(R2),

CLWd
(R2) y CLF (R2)), pero no en CLV (R2).

Ejemplo 3.5.1. Consideremos las rectas

Cn =

{
(x, y) ∈ R2 | y =

1

n

}
para cada n ∈ N y

C =
{

(x, y) ∈ R2 | y = 0
}
.
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Entonces, la sucesión (Cn)n∈N converge a C en el espacio CLHd(R2), pero no
en CLV (R2).

Demostración. Como Cn está contenido en N 2
n

(C) y C está contenido en

N 2
n

(Cn) para cada n ∈ N, por el Lema 2.3.3 tenemos que Hd (C,Cn) ≤ 2
n
, y

por lo tanto la sucesión (Cn) converge a C en CLHd(R2).
Por otra parte, consideremos el conjunto

V =

{
(x, y) ∈ R2 | x > 0 y y <

1

x

}
∪
{

(x, y) ∈ R2 | x ≤ 0
}
.

Como V es abierto en R2, V + es un abierto de CLV (R2). Ya que V + contiene
a C pero no contiene a Cn para ninguna n ∈ N, entonces la sucesión (Cn) no
converge a C en CLV (R2).

Este ejemplo implica que en general τV no está contenida en ninguna
de las topoloǵıas τF , τWd

, τAWd
y τHd . Por otra parte, por el Teorema 2.2.9

sabemos que śı se cumplen las contenciones τF ⊆ τV y τWd
⊆ τV . Sin embargo,

por el Lema 3.3.1 se tiene que la contención τAWd
⊆ τV sólo se puede dar

si en el espacio X todos los subconjuntos acotados son totalmente acotados.
Por lo tanto, en general no se dan las contenciones τAWd

⊆ τV y τHd ⊆ τV .
Aunque τV no coincide con ninguna de las topoloǵıas τF , τWd

, τAWd
y τHd

en CL(X), o incluso en Conv(X) (Ejemplo 3.5.1), en la siguiente proposición
veremos que τV y τHd śı coinciden en el espacio K(X).

Proposición 3.5.2. Sea (X, d) un espacio métrico. La topoloǵıa de Vietoris
y la topoloǵıa de la métrica de Hausdorff coinciden en K(X).

Demostración. Sean A ∈ K(X) y ε > 0. Como A es compacto, existen
x1, . . . , xn ∈ A tales que

A ⊆
n⋃
i=1

B ε
4

(xi) .

Entonces, A pertenece a 〈B ε
4

(x1) , . . . , B ε
4

(xn)〉, que es un abierto básico de
la topoloǵıa de Vietoris. Además, si B ∈ 〈B ε

4
(x1) , . . . , B ε

4
(xn)〉 ∩ K(X),

entonces

B ⊆
n⋃
i=1

B ε
4

(xi) y B ∩B ε
4

(xi) 6= ∅ para cada i = 1 . . . , n.
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Por lo tanto B ⊆ N ε
4

(A) y, como A está contenido en
⋃n
i=1B ε

4
(xi), también

A ⊆ N ε
2

(B). Esto implica que Hd (A,B) ≤ ε
2
< ε por el Lema 2.3.3, y

entonces

A ∈ 〈B ε
4

(x1) , . . . , B ε
4

(xn)〉 ∩K(X) ⊆ {C ∈ K(X) | Hd (A,C) < ε} .

De esto concluimos que en K(X) la topoloǵıa de la métrica de Hausdorff está
contenida en la topoloǵıa de Vietoris.

Ahora, sean V un subconjunto abierto de X y D ∈ V −∩K(X). Entonces
existen y ∈ D ∩ V y δ > 0 tal que la bola Bδ (y) está contenida en V . Aśı, si
E ∈ K(X) cumple que D ⊆ Nδ (E), entonces E ∩ Bδ (y) 6= ∅. Esto implica
que

{C ∈ K(X) | Hd (D,C) < δ} ⊆ V − ∩K(X),

y por lo tanto V − ∩K(X) es abierto en KHd(X).
Por otra parte, sea F ∈ V + ∩ K(X). Entonces F ⊆ V , y como F es

compacto y V es abierto en X, existe r > 0 tal que Br (z) está contenida
en V para cada z ∈ F . Aśı, si G ∈ K(X) cumple que G ⊆ Nr (F ), entonces
G ⊆ V . Por lo tanto,

{C ∈ K(X) | Hd (F,C) < r} ⊆ V + ∩K(X)

y V + ∩K(X) es abierto en KHd(X). Entonces, los subbásicos de KV (X) son
abiertos con respecto a la topoloǵıa de la métrica de Hausdorff. Aśı, podemos
concluir que estas topoloǵıas coinciden en K(X).

Si un espacio métrico X es compacto, entonces CL(X) = K(X), y por
lo tanto τV y τHd coinciden en CL(X). Aśı, por la Proposición 3.4.3 se tiene
que todas las topoloǵıas τV , τF , τWd

, τAWd
y τHd coinciden en CL(X) cuando

X es compacto.
Conversamente, la coincidencia de τV con cualquiera de las topoloǵıas τF ,

τWd
, τAWd

y τHd implica que X es un espacio compacto, como veremos en las
siguientes proposiciones.

Proposición 3.5.3. Sea (X, d) un espacio métrico. La topoloǵıa de la métri-
ca de Hausdorff y la topoloǵıa de Vietoris coinciden en CL(X) si y sólo si X
es compacto.

Demostración. Supongamos que τHd = τV . Primero demostraremos que el
espacio X es totalmente acotado. Sea ε > 0. Como τHd ⊆ τV , la bola abierta
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{A ∈ CL(X) | Hd (X,A) < ε} es abierta con respecto a τV , y por lo tanto
existen V1, . . . , Vn abiertos en X tales que

X ∈ 〈V1, . . . , Vn〉 ⊆ {A ∈ CL(X) | Hd (X,A) < ε} .

Sea xi ∈ Vi para cada i ∈ 1, . . . , n. Como F := {x1, . . . , xn} ∈ 〈V1, . . . , Vn〉,
entonces Hd (X,F ) < ε, y por lo tanto

X ⊆ Nε (F ) =
⋃
x∈F

Bε (x).

Aśı, concluimos que X es totalmente acotado.
Ahora demostraremos que X es completo. Sea (xn)n∈N una sucesión de

Cauchy en X. Para probar que esta sucesión converge basta demostrar que
tiene una sucesión convergente. Supongamos por contradicción que (xn) no
tiene subsucesiones convergentes. Entonces el conjunto {xn | n ∈ N} es infi-
nito, y por lo tanto existen (xnk)k∈N y (xml)l∈N subsucesiones de (xn) tales
que

{xnk | k ∈ N} ∩ {xml | l ∈ N} = ∅.

Como (xnk)k∈N y (xml)l∈N no tienen subsucesiones convergentes, los conjuntos
B := {xnk | k ∈ N} y C := {xml | l ∈ N} son cerrados en X. Entonces, como
B ∈ (X\C)+ y τV ⊆ τHd , existe r > 0 tal que

{A ∈ CL(X) | Hd (B,A) < r} ⊆ (X\C)+ .

Además, como (xn) es una sucesión de Cauchy, existeN ∈ N tal que d (xn, xm) <
r para cada n,m ≥ N . Sean i, j ∈ N tales que ni,mj ≥ N . Entonces

Hd

(
B,B ∪

{
xmj
})

< r,

pero, como xmj ∈ C, tenemos que B ∪
{
xmj
}
/∈ (X\C)+. Esta contradic-

ción nos permite concluir que (xn)n∈N es convergente, y por lo tanto X es
completo. Entonces, X es compacto.

Proposición 3.5.4. Sea (X, d) un espacio métrico. La topoloǵıa de Wijsman
y la topoloǵıa de Vietoris coinciden en CL(X) si y sólo si X es compacto.

Demostración. Supongamos que τWd
= τV . Como τWd

⊆ τHd , entonces se
cumple que τV ⊆ τHd . Esto implica que X es completo, como se probó en la
Proposición 3.5.3.
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Afirmamos que X es acotado. Supongamos que no lo es. Entonces existen
a ∈ X y una sucesión (an)n∈N tales que d (a, an) > n para toda n ∈ N. Sea
x ∈ X. Como d (x, an) ≥ n− d (a, x) para cada n ∈ N, entonces se tiene que
d (x, an)→∞. Por lo tanto, la sucesión (d (x, {a, an}))n∈N es eventualmente
constante y converge a d (x, a). Esto pasa para cada x ∈ X, por lo que por el
Lema 2.1.2 tenemos que ({a, an})n∈N converge a {a} en el espacio CLAWd

(X).

Por otra parte, como {a, an} /∈ (B1 (a))+ para toda n ∈ N, ({a, an}) no
converge a {a} en CLV (X). Esto contradice que τWd

= τV . Por lo tanto, X
es acotado.

Demostraremos que X es totalmente acotado. Supongamos lo contrario.
Entonces existen ε > 0 y una sucesión (xn)n∈N en X tales que d (xn, xm) ≥ ε
para cada n 6= m. Esto implica que (xn) no tiene subsucesiones convergentes,
y por lo tanto todo subconjunto de {xn | n ∈ N} es cerrado en X. Conside-
remos dos casos posibles.

Caso 1: Existen δ > 0 y una subsucesión
(
xnj
)
j∈N de (xn) tales que

Bδ

(
xnj
)

=
{
xnj
}

para cada j ∈ N.
Denotemos z1

j = xnj para cada j ∈ N. Como X es acotado,
(
d
(
z1

1 , z
1
j

))
j∈N

es una sucesión acotada en R, y por lo tanto existe una subsucesión
(
z2
j

)
j∈N

de
(
z1
j

)
j∈N tal que

(
d
(
z1

1 , z
2
j

))
j∈N es convergente. De la misma forma, existe

una subsucesión
(
z3
j

)
j∈N de

(
z2
j

)
j∈N tal que

(
d
(
z2

2 , z
3
j

))
j∈N es convergente, y

podemos continuar de esta manera. Ahora, tomemos la subsucesión diagonal(
zjj
)
j∈N. Para facilitar la notación, denotemos wj = zjj para cada j ∈ N. Si

m ∈ N, tenemos que (wj)
∞
j=m+1 es una subsucesión de

(
zm+1
j

)
j∈N, y entonces

se cumple que (d (wm, wj))j∈N es convergente para cada m ∈ N.
Sean

Y := {w2j | j ∈ N} , Z := X\Y y Zj := Z ∪ {w2j}

para cada j ∈ N. Como Y es un subconjunto de {xn | n ∈ N}, entonces es
cerrado en X. Además, por la hipótesis de este caso Y es abierto en X. Por
lo tanto, Z y cada Zj son también cerrados y abiertos en X.

Como Zj /∈ Z+ para toda j ∈ N, (Zj)j∈N no converge a Z en CLV (X), y
por lo tanto tampoco en CLWd

(X). Entonces, usando el Lema 2.1.2, sabemos
que existe x ∈ X tal que (d (x, Zj))j∈N no converge a d (x, Z). Esto implica
que existen r > 0 y J ⊆ N infinito tales que d (x, Z)−d (x, Zj) > r para toda
j ∈ J . Entonces d (x, Zj) < d (x, Z)− r, y por lo tanto existe pj ∈ Zj tal que
d (x, pj) < d (x, Z) − r. Esta desigualdad implica que pj debe ser el punto
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w2j, para cada j ∈ J , y también que x /∈ Z. Entonces x ∈ Y . Sea i ∈ N tal
que x = w2i. Aśı, tenemos que para cada j ∈ J

d (w2i, w2j) < d (w2i, Z)− r. (3.4)

Por otra parte, como la sucesión (d (w2i, wj))j∈N es convergente, existe
K ∈ N tal que

|d (w2i, wn)− d (w2i, wm)| < r

2
(3.5)

para cada n,m ≥ K. Como J es infinito, podemos elegir s ∈ J tal que
2s ≥ K. De las desigualdades 3.4 y 3.5 inferimos que

d (w2i, w2s+1) < d (w2i, w2s) +
r

2
< d (w2i, Z)− r

2
.

Recordemos que los términos de la sucesión (xn) son todos distintos entre śı,
y por lo tanto los términos de su subsucesión (wj) también. Esto implica que
w2s+1 ∈ Z, y entonces tenemos que d (w2i, Z) < d (w2i, Z) − r

2
, que es una

contradicción.
Caso 2: Para toda δ > 0 existe un subconjunto finito F de N tal que

Bδ (xn) 6= {xn} si n ∈ N\F .
Entonces, podemos construir una subsucesión (xnk)k∈N de (xn) tal que

B ε
k

(xnk) 6= {xnk} para cada k ∈ N. Tomemos un punto yk ∈ B ε
k

(xnk)
tal que yk 6= xnk para toda k ∈ N. Como (d (xnk , yk))k∈N converge a 0,
el hecho de que (xnk) no tiene subsucesiones convergentes implica que (yk)
tampoco. Por lo tanto, el conjunto A := {yk | k ∈ N} es cerrado en X. Sean
B := {xnk | k ∈ N} y Bk := B ∪ {yk} para cada k ∈ N. La elección de cada
punto yk y el hecho de que d (xn, xm) ≥ ε para cada n 6= m garantizan que
A ∩B = ∅.

Como para cada x ∈ X y k ∈ N se tiene que d (x,Bk) = d (x, yk) o que
d (x,Bk) = d (x,B), entonces

0 ≤ d (x,B)− d (x,Bk) ≤ d (x,B)− d (x, yk)

≤ d (x, xnk)− d (x, yk)

≤ d ((xnk , yk) <
ε

k
.

Por lo tanto, la sucesión (d (x,Bk))k∈N converge a d (x,B) para toda x ∈ X,
y entonces, usando el Lema 2.1.2, podemos concluir que (Bk)k∈N converge a

B en el espacio CLAWd
(X). Sin embargo, como B ∈ (X\A)+ y Bk /∈ (X\A)+
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para toda k ∈ N, (Bk) no converge a B en CLV (X). Esto contradice que
τWd

= τV .
Por lo tanto, concluimos que X es totalmente acotado, y como es com-

pleto, entonces es compacto.

Proposición 3.5.5. Sea (X, d) un espacio métrico. La topoloǵıa de Fell y la
topoloǵıa de Vietoris coinciden en CL(X) si y sólo si X es compacto.

Demostración. Supongamos que τF = τV . Como τF ⊆ τWd
⊆ τV , entonces

τWd
= τV , y por lo tanto la Proposición 3.5.4 garantiza que X es compacto.

Proposición 3.5.6. Sea (X, d) un espacio métrico. La topoloǵıa de Attouch-
Wets y la topoloǵıa de Vietoris coinciden en CL(X) si y sólo si X es com-
pacto.

Demostración. Supongamos que τAWd
= τV . Entonces, por la Proposición

3.5.2 tenemos que τAWd
y τHd coinciden en K(X), y por el Corolario 3.4.1.1

concluimos que τAWd
y τHd también coinciden en CL(X). Por lo tanto τHd =

τV , y la Proposición 3.5.3 garantiza que X es compacto.

Si (X, d) es un espacio métrico, denotaremos

C(X) = {A ∈ CL(X) | A es compacto y conexo} .

Las Proposiciones 3.4.2 y 3.5.2 implican que τV , τAWd
y τHd coinciden en

C(X). Por lo tanto, por las Corolarios 3.2.1.1 y 3.3.2.1 se tiene el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 3.5.7. Si (X, ‖·‖) un espacio de Banach de dimensión finita, todas
las topoloǵıas τV , τF , τW‖·‖, τAW‖·‖ y τH‖·‖ coinciden en C(X), y por lo tanto
también en cc(X).

Por la Proposición 2.2.15 sabemos que un espacio de Hausdorff X es
compacto si y sólo si CLF (X) es compacto. A continuación veremos que esto
también se cumple para las otras topoloǵıas.

Proposición 3.5.8. Sea (X, d) un espacio métrico. Supongamos que CL(X)
tiene cualquiera de las topoloǵıas τV , τF , τWd

, τAWd
, τHd. Entonces X es

compacto si y sólo si CL(X) es compacto.
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Demostración. Como τF está contenida en cualquiera de las topoloǵıas τV ,
τF , τWd

, τAWd
y τHd , si CL(X) es compacto entonces CLF (X) es compacto,

y por la Proposición 2.2.15 se tiene que X es compacto.
Por otra parte, siX es compacto, entonces τV , τF , τWd

, τAWd
, τHd coinciden

en CL(X), y son compactas por la Proposición 2.2.15.

3.6. Resumen del caṕıtulo

En esta sección resumiremos los resultados de este caṕıtulo. Sea (X, d)
un espacio métrico. Recordemos que se cumplen las contenciones

τF ⊆ τWd
⊆ τAWd

⊆ τHd y τF ⊆ τWd
⊆ τV

en el espacio CL(X).
La siguiente tabla indica condiciones necesarias y suficientes en el espacio

X para que estas topoloǵıas coincidan en CL(X), aśı como los subespacios
de CL(X) en los que śı coinciden.

Condiciones para la igualdad en CL(X) Subespacios en los que
se cumple la igualdad

τWd
= τV si y sólo si X es compacto

τWd
= τF si y sólo si las bolas cerradas
propias de X son compactas

τWd
= τHd si y sólo si X es totalmente acotado
τWd

= τAWd
si y sólo si los subconjuntos

acotados de X son totalmente acotados
τV = τF si y sólo si X es compacto
τV = τHd si y sólo si X es compacto τV = τHd en K(X)
τV = τAWd

si y sólo si X es compacto τV = τAWd
en C(X)

τF = τHd si y sólo si X es compacto
τF = τAWd

si y sólo si las bolas cerradas
propias de X son compactas y sus subconjuntos

acotados son totalmente acotados
τHd = τAWd

si y sólo si X es acotado τHd = τAWd
en CB(X)





Caṕıtulo 4

Continuidad de la función
inducida

Sean X y Y espacios topológicos de Hausdorff y f : X → Y una función
continua. Denotaremos por f ∗ a la función inducida f ∗ : CL(X) → CL(Y ),
definida por

f ∗ (A) = f (A). (4.1)

Es un hecho conocido que si X y Y son espacios métricos compactos y
CL(X) y CL(Y ) tienen la topoloǵıa de Vietoris (que en este caso coincide
con las otras hipertopoloǵıas), entonces la función inducida f ∗ : CLV (X)→
CLV (Y ) es continua. También, si X y Y son espacios métricos y consideramos
los espacios K(X) y K(Y ) con la topoloǵıa de Vietoris (que en estos espacios
coincide con la topoloǵıa de la métrica de Hausdorff), entonces la función
f ∗ : KV (X) → KV (Y ) es continua. (Estos dos hechos son consecuencias de
[19, Teorema 5.10]).

En esta sección discutiremos el problema de cuándo la función inducida es
continua, cuando los espacios CL(X) y CL(Y ) tienen alguna de las topoloǵıas
definidas anteriormente. Daremos una caracterización para la continuidad de
f ∗ : CL(X) → CL(Y ) con la topoloǵıa de Attouch-Wets, en términos de
ciertas condiciones en la función original f : X → Y . Además, en el caso
en el que la función f es cerrada, caracterizaremos la continuidad de f ∗ con
respecto a la topoloǵıa de Fell. También demostraremos los hechos sabidos
sobre la función inducida en los casos de la topoloǵıas de Vietoris y de la
métrica de Hausdorff.

51
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4.1. Continuidad de la función inducida res-

pecto a la topoloǵıa de Vietoris

El siguiente resultado fue probado por Michael en [19].

Proposición 4.1.1. Sean X un espacio de Hausdorff, Y un espacio normal
y f : X → Y una función continua. Entonces f ∗ : CLV (X) → CLV (Y ) es
continua.

Demostración. Sean V y W abiertos en Y . Queremos probar que (f ∗)−1 (V −)
y (f ∗)−1 (W+) son abiertos en CLV (X). Como V es abierto en Y ,

(f ∗)−1 (V −) =
{
A ∈ CL(X) | f (A) ∩ V 6= ∅

}
= {A ∈ CL(X) | f (A) ∩ V 6= ∅}
=
{
A ∈ CL(X) | A ∩ f−1 (V ) 6= ∅

}
= f−1 (V )− .

Como f es continua, f−1 (V ) es abierto en X, y por lo tanto (f ∗)−1 (V −) es
abierto en CLV (X).

Por otra parte, sea B ∈ (f ∗)−1 (W+). Entonces f (B) ⊆ W . Como Y es
un espacio normal, existe un abierto U ⊆ Y tal que

f (B) ⊆ U ⊆ U ⊆ W.

Entonces,

B ∈ f−1 (U)+ =
{
A ∈ CL(X) | A ⊆ f−1 (U)

}
= {A ∈ CL(X) | f (A) ⊆ U}

⊆
{
A ∈ CL(X) | f (A) ⊆ W

}
= (f ∗)−1 (W+

)
.

Como f es continua, f−1 (U) es abierto en X, y por lo tanto f−1 (U)+

es abierto en CLV (X). Entonces B es un punto interior de (f ∗)−1 (W+) en
CLV (X), y podemos concluir que (f ∗)−1 (W+) es abierto en CLV (X).

4.2. Continuidad de la función inducida res-

pecto a la topoloǵıa de Fell

Sean X y Y espacios topológicos. Recordemos que una función f : X →
Y es llamada propia si f−1 (C) es compacto para cada C ⊆ Y compacto.
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Además, si X es de Hausdorff y g : X → Y es continua, cerrada y cumple
que g−1 (y) es compacto para cada y ∈ Y , entonces g es propia (ver [13,
Teorema 3.7.2], por ejemplo).

Proposición 4.2.1. Sean X y Y espacios de Hausdorff y f : X → Y una
función continua.

1) Si f es propia y Y es localmente compacto, entonces f ∗ : CLF (X) →
CLF (Y ) es continua.

2) Si f es cerrada, entonces f ∗ : CLF (X)→ CLF (Y ) es continua si y sólo
si f es propia o constante.

Demostración. 1) Sean V un subconjunto abierto de Y y C un subconjun-
to compacto de Y . Como (f ∗)−1 (V −) = f−1 (V )−, entonces (f ∗)−1 (V −) es
abierto en CLF (X).

Por otra parte, sea A ∈ (f ∗)−1 ((Y \C)+). Entonces f (A) ⊆ Y \C, y por lo

tanto C ⊆ Y \f (A). Como Y es localmente compacto, existe un subconjunto
abierto W de Y tal que W es compacto y

C ⊆ W ⊆ W ⊆ Y \f (A).

Entonces A ∈ f−1
(
Y \W

)+
. Además, f (B) ⊆ Y \W para cada B ∈

f−1
(
Y \W

)+
, y como W es abierto en Y , entonces

f (B) ⊆ Y \W ⊆ Y \C.

Por lo tanto, f−1
(
Y \W

)+ ⊆ (f ∗)−1 ((Y \C)+).
Como la función f es propia, f−1

(
Y \W

)+
=
(
Y \f−1

(
W
))+

es abierto en

CLF (X), y aśı podemos concluir que (f ∗)−1 ((Y \C)+) es abierto en CLF (X).
Entonces, f ∗ es continua.

2) Si f es constante, entonces f ∗ también es constante y por lo tanto
es continua. Supongamos que f es propia. Sean V abierto en Y y C ⊆ Y
compacto. Tenemos que (f ∗)−1 (V −) = f−1 (V )− y, como f es cerrada,

(f ∗)−1 ((Y \C)+) = {A ∈ CL(X) | f (A) ⊆ Y \C}
=
{
A ∈ CL(X) | A ⊆ X\f−1 (C)

}
=
(
X\f−1 (C)

)+
.



54 CAPÍTULO 4. CONTINUIDAD DE LA FUNCIÓN INDUCIDA

Como f es continua y propia, f−1 (V ) es abierto en X y f−1 (C) es com-
pacto. Por lo tanto, f−1 (V )− y (X\f−1 (C))

+
son abiertos en CLF (X), y

entonces f ∗ es continua.

Ahora supongamos que f ∗ es continua y que f no es constante. Como f
es continua y cerrada, para probar que f es propia basta ver que f−1 (y) es
compacto para cada y ∈ Y .

Sea y ∈ Y . Entonces (Y \ {y})+ es abierto en CLF (Y ) y, ya que f ∗ es
continua,

U := (f ∗)−1 ((Y \ {y})+) =
{
A ∈ CL(X) | A ⊆ X\f−1 (y)

}
es abierto en CLF (X). Además, como f no es constante, existe x ∈ X tal que
f (x) 6= y, y por lo tanto {x} ∈ U . Aśı, existe un abierto básico B de CLF (X)
tal que {x} ∈ B ⊆ U . Sean V1, . . . , Vn abiertos en X y K ⊆ X compacto
tales que

B = V −1 ∩ . . . ∩ V −n ∩ (X\K)+ .

Sea p ∈ f−1 (y). Entonces {x, p} /∈ U , y esto implica que {x, p} /∈ B. Pero
como {x} ∈ V −i para toda i = 1, . . . , n y {x} ∈ (X\K)+, concluimos que
p /∈ X\K. Por lo tanto, f−1 (y) ⊆ K. Ya que f−1 (y) es cerrado en X y K es
compacto, tenemos que f−1 (y) es compacto.

En [28], los autores consideraron el caso de una función continua f :
X → X cuando X es un espacio localmente compacto y segundo numerable,
y probaron que la función inducida f ∗ : CLF (X)→ CLF (X) es continua si f
es perfecta. También dieron condiciones en f para que la continuidad de la
función inducida implique que f es perfecta. La proposición anterior es una
generalización de estos resultados.

4.3. Continuidad de la función inducida res-

pecto a la topoloǵıa de la métrica de

Hausdorff

Para ver la continuidad de la función inducida f ∗ : CL(X)→ CL(Y ) con
respecto a la topoloǵıa de la métrica de Hausdorff usaremos los siguientes
dos lemas:
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Lema 4.3.1 (Lema de Efremovic). Sean (X, d) un espacio métrico, ε > 0 y
(xn)n∈N, (yn)n∈N sucesiones en X tales que d (xn, yn) ≥ ε para toda n ∈ N.
Entonces existe J ⊆ N infinito tal que d (xi, yj) ≥ ε

4
para cada i, j ∈ J .

Demostración. Consideremos dos casos posibles.
Caso 1: Existen K ⊆ N infinito y x0 ∈ X tales que {xn | n ∈ K} ⊆

B ε
4

(x0) ó {yn | n ∈ K} ⊆ B ε
4

(x0).
Supongamos sin pérdida de generalidad que {xn | n ∈ K} ⊆ B ε

4
(x0).

Sean i, j ∈ K. Como xi, xj ∈ B ε
4

(x0), entonces d (xi, xj) < ε
2
. Por otra

parte, por hipótesis d (xj, yj) ≥ ε. Aśı,

ε ≤ d (xj, yj) ≤ d (xj, xi) + d (xi, yj) <
ε

2
+ d (xi, yj) ,

y por lo tanto d (xi, yj) >
ε
2

para cada i, j ∈ K. Entonces podemos tomar K
como el conjunto J que buscamos.

Caso 2: Para cada K ⊆ N infinito y x ∈ X ocurre que {xn | n ∈ K} 6⊆
B ε

4
(x) y {yn | n ∈ K} 6⊆ B ε

4
(x).

Construyamos recursivamente una subsucesión (nk)k∈N de N que cumpla
que d

(
xni , ynj

)
≥ ε

4
para cada i, j ∈ N.

Sea n1 = 1. Entonces, por hipótesis, d (xn1 , yn1) ≥ ε > ε
4
. Sea k > 1 y

supongamos que ya se construyeron n1, . . . , nk−1 tales que d
(
xni , ynj

)
≥ ε

4

para cada i, j ∈ {1, . . . , k − 1}. Por la suposición de este caso, los conjuntos

{xn | n ∈ N} ∩

(
k−1⋃
i=1

B ε
4

(yni)

)
y {yn | n ∈ N} ∩

(
k−1⋃
i=1

B ε
4

(xni)

)

son finitos. Por lo tanto, existe nk ∈ N tal que xnk /∈
⋃k−1
i=1 B ε

4
(yni) y ynk /∈⋃k−1

i=1 B ε
4

(xni). Esto y el hecho de que d (xnk , ynk) ≥ ε > ε
4

implican que

d
(
xni , ynj

)
≥ ε

4
para cada i, j ∈ {1, . . . , k}.

Entonces, existe una subsucesión (nk)k∈N de N tal que d
(
xni , ynj

)
≥ ε

4

para cada i, j ∈ N. El conjunto J = {nk | k ∈ N} cumple lo que buscamos.

Lema 4.3.2. Sean (X, d) y (Y, d′) espacios métricos, f : X → Y una función
continua y ε > 0. Supongamos que (xn)n∈N y (yn)n∈N son sucesiones en X
que cumplen que (d (xn, yn))n∈N converge a 0 y que d′ (f (xn) , f (yn)) ≥ ε
para cada n ∈ N. Entonces {xn | n ∈ N} es cerrado en X.
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Demostración. Supongamos que {xn | n ∈ N} no es cerrado en X. Entonces
existen p ∈ X y una subsucesión (xnk) de (xn) tales que (xnk) converge
a p. Como (d (xn, yn)) converge a 0, la sucesión (ynk) también converge a
p. Aśı, ya que f es continua, (f (xnk)) y (f (ynk)) convergen a f (p). Pero
esto contradice que d′ (f (xn) , f (yn)) ≥ ε para cada n ∈ N. Por lo tanto,
{xn | n ∈ N} es cerrado en X.

Sean d y d′ métricas infinitas en los conjuntos X y Y , respectivamente. Al
igual que en espacios métricos, diremos que una función f : (X, d)→ (Y, d′)
es uniformemente continua si cumple que para cada ε > 0 existe δ > 0 tal
que si x, y ∈ X y d (x, y) < δ, entonces d′ (f (x) , f (y)) < ε.

Proposición 4.3.3. Sean (X, d) y (Y, d′) espacios métricos y f : X → Y
una función continua. Los siguientes enunciados son equivalentes:

1) f ∗ : CLHd(X)→ CLHd′ (Y ) es continua.

2) f ∗ : CLHd(X)→ CLHd′ (Y ) es uniformemente continua.

3) f : X → Y es uniformemente continua.

Demostración. 3) =⇒ 2). Supongamos que f : X → Y es uniformemente
continua, y sea ε > 0. Existe δ > 0 tal que si x, y ∈ X y d (x, y) < δ entonces
d′ (f (x) , f (y)) < ε

4
. Consideremos A,B ∈ CL(X) tales que Hd (A,B) < δ.

Queremos ver que Hd′ (f
∗ (A) , f ∗ (B)) < ε para probar que f ∗ es uniforme-

mente continua.
Sea z ∈ f (A). Existe a ∈ A tal que d (z, f (a)) < ε

4
. Además, como

Hd (A,B) < δ, por el Lema 2.3.3 existe b ∈ B tal que d (a, b) < δ, y por lo
tanto d′ (f (a) , f (b)) < ε

4
. Entonces,

d (z, f (b)) ≤ d (z, f (a)) + d (f (a) , f (b)) <
ε

2
.

Esto implica que z ∈ N ε
2

(
f (B)

)
para cada z ∈ f (A), y entonces f (A) ⊆

N ε
2

(
f (B)

)
. Análogamente se tiene que f (B) ⊆ N ε

2

(
f (A)

)
, y por lo tanto,

debido al Lema 2.3.3,

Hd′

(
f (A), f (B)

)
≤ ε

2
< ε.

Aśı, concluimos que f ∗ : CLHd(X)→ CLHd′ (Y ) es uniformemente continua.
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2) =⇒ 1). Es claro.
1) =⇒ 3). Supongamos que f : X → Y no es uniformemente continua.

Entonces existe ε > 0 tal que para toda n ∈ N hay xn, yn ∈ X tales que
d (xn, yn) < 1

n
y d′ (f (xn) , f (yn)) ≥ ε. Aplicando el Lema 4.3.1, podemos

suponer que d′ (f (xn) , f (ym)) ≥ ε
4

para cada n,m ∈ N.
Consideremos el conjunto A := {xn | n ∈ N}. Por el Lema 4.3.2 tenemos

que A ∈ CL(X). Veamos que f ∗ no es continua en A.
Afirmamos que para toda δ > 0 existe B ∈ CL(X) tal que Hd (A,B) < δ

pero Hd′ (f
∗ (A) , f ∗ (B)) ≥ ε

4
. En efecto, sea δ > 0, y sea m ∈ N tal que

1
m
< δ. Definimos el conjunto

B := (A\ {xm}) ∪ {ym} .

Por el Lema 4.3.2, B también pertence a CL(X). Además, como d (xm, ym) <
1
m

, el Lema 2.3.3 implica que

Hd (A,B) ≤ 1

m
< δ.

Por otra parte, ya que d′ (f (xn) , f (ym)) ≥ ε
4

para toda n ∈ N, entonces

f (ym) /∈ N ε
4

(f (A)) = N ε
4

(
f (A)

)
.

Por lo tanto f (B) no está contenido en N ε
4

(
f (A)

)
, y por el Lema 2.3.3 se

tiene que Hd′

(
f (A), f (B)

)
≥ ε

4
. Entonces, podemos concluir que f ∗ no es

continua.

Hitchcock probó estos resultados en [16], en el contexto de espacios uni-
formes.

4.4. Continuidad de la función inducida res-

pecto a la topoloǵıa de Attouch-Wets

A continuación, en las Proposiciones 4.4.1 y 4.4.2 veremos condiciones
necesarias para que la función inducida f ∗ : CL(X) → CL(Y ) sea continua
con respecto a la topoloǵıa de Attouch-Wets. Posteriormente, en la Propo-
sición 4.4.5, caracterizaremos la continuidad de f ∗ precisamente con estas
condiciones.
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Si f : (X, d) → (Y, d′) es una función entre espacios métricos y A es un
subconjunto de X, se dice que f es uniformemente continua en A si para
cada ε > 0 existe δ > 0 tal que si a ∈ A, x ∈ X y d (a, x) < δ entonces
d′ (f (a) , f (x)) < ε. Esto es más fuerte que el hecho de que la restricción
f �A sea uniformemente continua.

Proposición 4.4.1. Sean (X, d) y (Y, d′) espacios métricos y f : X → Y
una función continua. Si f ∗ : CLAWd

(X)→ CLAWd′
(Y ) es continua, entonces

f es uniformemente continua en todo subconjunto A de X tal que f (A) es
acotado.

Demostración. Sean x0 y y0 puntos fijos en los espacios X y Y , respectiva-
mente. Supongamos que las métricas dAW y d′AW en CL(X) y CL(Y ) están
basadas en los puntos x0 y y0.

Sea A un subconjunto de X tal que f (A) es acotado. Supongamos que f
no es uniformemente continua en A. Entonces existe ε > 0 tal que para toda
n ∈ N hay an ∈ A y xn ∈ X tales que d (an, xn) < 1

n
y d′ (f (an) , f (xn)) ≥ ε.

Aplicando el Lema 4.3.1, podemos suponer que d′ (f (an) , f (xm)) ≥ ε
4

para
cada n,m ∈ N.

Consideremos el conjunto B := {xn | n ∈ N}. Por el Lema 4.3.2 tenemos
que B ∈ CL(X). Veamos que f ∗ no es continua en B.

Como f (A) es acotado, podemos tomar j ∈ N tal que f (A) ⊆ Bj (y0).

Sea ε′ = mı́n
{
ε
4
, 1
j

}
. Afirmamos que para toda δ > 0 existe C ∈ CL(X) tal

que dAW (B,C) < δ pero d′AW (f ∗ (B) , f ∗ (C)) ≥ ε′. En efecto, sea δ > 0, y
sea m ∈ N tal que 1

m
< δ. Definimos el conjunto

C := (B\ {xm}) ∪ {am} .

Por el Lema 4.3.2, C también pertence a CL(X). Además, para cada x ∈ X
se tiene que

|d (x,B)− d (x,C)| ≤ d (xm, am) <
1

m
,

lo que implica que

dAW (B,C) = sup
k∈N

{
mı́n

{
1

k
, sup
x∈Bk(x0)

|d (x,B)− d (x,C)|

}}
≤ 1

m
< δ.

Por otra parte, como d′ (f (am) , f (xn)) ≥ ε
4

para cada n ∈ N, entonces
d′ (f (am) , f (B)) ≥ ε

4
. Ya que f (am) es un elemento de f (A) ⊆ Bj (y0), se
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tiene que

sup
x∈Bj(y0)

|d′ (x, f (B))− d′ (x, f (C))| ≥ |d′ (f (am) , f (B))− d′ (f (am) , f (C))|

= d′ (f (am) , f (B)) ≥ ε

4
≥ ε′.

Además 1
j
≥ ε′, y entonces

d′AW

(
f (B), f (C)

)
≥ mı́n

{
1

j
, sup
x∈Bj(y0)

∣∣∣d′ (x, f (B)
)
− d′

(
x, f (C)

)∣∣∣}

= mı́n

{
1

j
, sup
x∈Bj(y0)

|d′ (x, f (B))− d′ (x, f (C))|

}
≥ ε′.

Por lo tanto, f ∗ no es continua.

Proposición 4.4.2. Sean (X, d) y (Y, d′) espacios métricos y f : X →
Y una función continua. Si f ∗ : KAWd

(X) → KAWd
(Y ) es continua, en-

tonces f−1 (B) es acotado para cada subconjunto acotado B de Y tal que
|B ∩ f (X)| > 1.

Demostración. Sean x0 y y0 puntos fijos en los espacios X y Y , respecti-
vamente. Supongamos que las métricas dAW y d′AW en K(X) y K(Y ) están
basadas en los puntos x0 y y0.

Sea B un subconjunto acotado de Y tal que |B ∩ f (X)| > 1. Entonces
existen a, b ∈ f−1 (B) tales que f (a) 6= f (b). Sea r > 0 tal que la intersección
de las bolas Br (f (a)) y Br (f (b)) es vaćıa. Además, como B es acotado,
podemos tomar M ∈ N tal que se cumple que B ⊆ BM (y0). Consideremos
ε = mı́n

{
r, 1

M

}
.

Como f ∗ es continua en {a} y en {b}, existe δ > 0 tal que para cada
C ∈ KAWd

(X)

dAW ({a} , C) < δ implica que d′AW ({f (a)} , f (C)) < ε

y dAW ({b} , C) < δ implica que d′AW ({f (b)} , f (C)) < ε.

Podemos suponer que δ ≤ 1. Sea j ∈ N tal que 1
j+1

< δ ≤ 1
j
. Tomemos L ∈ N

tal que a, b ∈ BL (x0) y sea k = máx {j, L}.
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Afirmamos que f−1 (B) ⊆ B3k (x0). Supongamos lo contrario. Entonces
existe p ∈ f−1 (B) que cumple que d (x0, p) ≥ 3k. Aśı, si x ∈ Bk (x0), se tiene
que

3k ≤ d (x0, p) ≤ d (x0, x) + d (x, p) < k + d (x, p) .

Esto implica que d (x, p) > 2k. Por otra parte, como a y b son elementos de
BL (x0) ⊆ Bk (x0), entonces se tiene que d (x, a) ≤ d (x, x0) +d (x0, a) < 2k y
d (x, b) ≤ d (x, x0) + d (x0, b) < 2k. Aśı, para cada x ∈ Bk (x0) las distancias
de x a a y a b son menores que la distancia de x a p. Por lo tanto,

sup
x∈Bk(x0)

|d (x, {a})− d (x, {a, p})| = 0 = sup
x∈Bk(x0)

|d (x, {b})− d (x, {b, p})| .

Como j ≤ k y 1
j+1

< δ ≤ 1
j
, lo anterior implica, por el Lema 2.4.1, que

dAW ({a} , {a, p}) < δ y dAW ({b} , {b, p}) < δ. Entonces,

d′AW ({f (a)} , {f (a) , f (p)}) < ε y d′AW ({f (b)} , {f (b) , f (p)}) < ε.

Aśı, tenemos que

mı́n

{
1

M
, sup
x∈BM (y0)

|d′ (x, {f (a)})− d′ (x, {f (a) , f (p)})|

}
< ε,

y como 1
M
≥ ε, entonces

|d′ (x, {f (a)})− d′ (x, {f (a) , f (p)})| < ε para cada x ∈ BM (y0) .

En particular, ya que p ∈ f−1 (B), entonces f (p) ∈ B ⊆ BM (y0) y

d′ (f (p) , f (a)) = |d′ (f (p) , {f (a)})− d′ (f (p) , {f (a) , f (p)})| < ε.

Por lo tanto, como ε ≤ r, tenemos que f (p) pertenece a Br (f (a)), y análo-
gamente que f (p) pertenece a Br (f (b)). Esto contradice que la intersección
de las bolas Br (f (a)) y Br (f (b)) es vaćıa. Por lo tanto, concluimos que
f−1 (B) ⊆ B3k (x0) y que entonces f−1 (B) es acotado.

Ejemplo 4.4.3. Para cada espacio métrico (X, d) no acotado existe una
función 1-Lipschitz f : X → R tal que la función inducida f ∗ : KAWd

(X)→
KAWd

(R) no es continua.
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Demostración. Sea x0 un punto fijo en X. Supongamos que las métricas dAW
y d′AW en K(X) y K(R) están basadas en los puntos x0 y 0, respectivamente
(donde d′ es la métrica usual de R).

Consideremos la función f : X → R definida por f (x) = tan−1 (d (x0, x)).
Esta función es 1-Lipschitz, pues para cada x, y ∈ X

|f (x)− f (y)| =
∣∣tan−1 (d (x0, x))− tan−1 (d (x0, y))

∣∣
≤ |d (x0, x)− d (x0, y)| ≤ d (x, y) .

Por otra parte, como f−1
((
−π

2
, π

2

))
= X no es acotado, la Proposición

4.4.2 implica que f ∗ : KAWd
(X)→ KAWd′

(R) no es continua.

Notemos que aunque la función f : R→ R definida por f (x) = tan−1 (x)
es un encaje abierto Lipschitz, estas buenas propiedades no garantizan la
continuidad de la función f ∗ : KAWd

(X)→ KAWd′
(R).

Finalmente, antes de caracterizar la continuidad de la función inducida
con respecto a la topoloǵıa de Attouch-Wets probaremos primero el siguiente
lema.

Lema 4.4.4. Sean (X, d) un espacio métrico, x0 ∈ X, j > 0 y C un subcon-
junto no vaćıo de X. Si L > 2j + d (x0, C), entonces

d (x,C) = d (x,C ∩BL (x0)) para cada x ∈ Bj (x0) .

Demostración. Sea x ∈ Bj (x0). Basta ver que existe z ∈ C ∩BL (x0) tal que
d (x, z) ≤ d (x, y) para toda y ∈ C\BL (x0).

Como para cada w ∈ C

d (x,C) ≤ d (x,w) ≤ d (x, x0) + d (x0, w) ,

entonces
d (x,C) ≤ d (x, x0) + d (x0, C) < j + d (x0, C) .

Por lo tanto, existe z ∈ C tal que

d (x, z) < j + d (x0, C) , (4.2)

y entonces, por la hipótesis sobre L,

d (x0, z) ≤ d (x0, x) + d (x, z) < j + j + d (x0, C) < L.
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Esto implica que z pertenece a C ∩ BL (x0). Además, si y ∈ C\BL (x0),
entonces d (x0, y) ≥ L y por lo tanto, por la desigualdad 4.2,

d (x, y) ≥ d (x0, y)− d (x0, x) > L− j > j + d (x0, C) > d (x, z) .

Entonces d (x, z) < d (x, y), como se queŕıa demostrar.

Proposición 4.4.5. Sean (X, d) y (Y, d′) espacios métricos y f : X → Y
una función continua. Entonces f ∗ : CLAWd

(X) → CLAWd′
(Y ) es continua

si y sólo si se cumple lo siguiente:

1) La función f es uniformemente continua en todo subconjunto A de X
tal que f (A) es acotado.

2) El conjunto f−1 (B) es acotado para cada subconjunto acotado B de Y
tal que |B ∩ f (X)| > 1.

Demostración. Sean x0 y y0 puntos fijos en los espacios X y Y , respectiva-
mente. Supongamos que las métricas dAW y d′AW en CL(X) y CL(Y ) están
basadas en los puntos x0 y y0.

Si la función f ∗ : CLAWd
(X) → CLAWd′

(Y ) es continua, entonces la res-
tricción f ∗ : KAWd

(X) → KAWd′
(Y ) también es continua, y por las Proposi-

ciones 4.4.1 y 4.4.2 se tiene que se cumplen 1) y 2).
Inversamente, supongamos que se cumplen las condiciones 1) y 2). Si f

es constante, f ∗ también es constante y por lo tanto es continua. Entonces,
supongamos que f no es constante. Sean A ∈ CL(X) y 0 < ε ≤ 1. Sea j ∈ N
tal que 1

j+1
< ε ≤ 1

j
. Como f no es constante, existe L ∈ N que cumple que

|BL (y0) ∩ f (X)| > 1, y podemos suponer que

L > 2j + d′ (y0, f (A)) + ε. (4.3)

Como se cumple 2), entonces f−1 (BL (y0)) es acotado, y por lo tanto
existe M ∈ N tal que f−1 (BL (y0)) está contenido en la bola BM (x0).

Además, como se cumple 1), f es uniformemente continua en f−1 (BL (y0)),
y por lo tanto existe δ > 0 tal que para cada p ∈ f−1 (BL (y0)) y x ∈ X que
cumplen que d (p, x) < δ se tiene que d′ (f (p) , f (x)) < ε. Podemos suponer
que δ ≤ 1

M
.

Sea B ∈ CL(X) tal que dAW (A,B) < δ. Como δ ≤ 1
M

, debido al Lema
2.4.1 se tiene que

sup
x∈BM (x0)

|d (x,A)− d (x,B)| < δ. (4.4)
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Queremos ver que d′AW (f ∗ (A) , f ∗ (B)) < ε para probar que f ∗ es continua
en A.

Aplicando el Lema 4.4.4 al conjunto f (A) obtenemos lo siguiente.

Afirmación 1. Se cumple que d′ (x, f (A)) = d′ (x, f (A) ∩BL (y0)) para toda
x ∈ Bj (y0).

Afirmación 2. Se cumple que d′ (y0, f (B)) ≤ d′ (y0, f (A)) + ε.

Demostración. Consideremos y ∈ f (A) ∩ BL (y0) y tomemos z ∈ A tal que
f (z) = y. Como z es un elemento de f−1 (BL (y0)) ⊆ BM (x0), por la de-
sigualdad 4.4 se tiene que

d (z,B) = |d (z, A)− d (z,B)| < δ.

Entonces, existe b ∈ B tal que d (z, b) < δ y, como z ∈ f−1 (BL (y0)), esto
implica que d′ (f (z) , f (b)) < ε. Por lo tanto,

d′ (y0, f (B)) ≤ d′ (y0, f (b)) ≤ d′ (y0, y) + d′ (y, f (b))

= d′ (y0, y) + d′ (f (z) , f (b))

< d′ (y0, y) + ε

y, como esto se cumple para cada y ∈ f (A) ∩BL (y0), entonces

d′ (y0, f (B)) ≤ d′ (y0, f (A) ∩BL (y0)) + ε.

Por la Afirmación 1, esto es lo que se queŕıa demostrar.

De la Afirmación 2 inferimos que d′ (y0, f (B))+2j ≤ d′ (y0, f (A))+ε+2j.
Entonces, usando el Lema 4.4.4 y la desigualdad 4.3 obtenemos lo siguiente.

Afirmación 3. Se cumple que d′ (x, f (B)) = d′ (x, f (B) ∩BL (y0)) para
toda x ∈ Bj (y0).

Ahora, consideremos y ∈ f (B) ∩ BL (y0). Sea z ∈ B tal que f (z) = y.
Como z es un elemento de f−1 (BL (y0)) ⊆ BM (x0), por la desigualdad 4.4
se tiene que

d (z, A) = |d (z, A)− d (z, B)| < δ.

Entonces, existe a ∈ A tal que d (z, a) < δ y, como z ∈ f−1 (BL (y0)), esto
implica que d′ (f (z) , f (a)) < ε. Por lo tanto,

d′ (y, f (A)) = d′ (f (z) , f (A)) ≤ d′ (f (z) , f (a)) < ε. (4.5)
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Sea x ∈ Bj (y0). Como para cada w ∈ f (A) se tiene que

d′ (x, f (A)) ≤ d′ (x,w) ≤ d′ (x, y) + d′ (y, w) ,

entonces d′ (x, f (A)) ≤ d′ (x, y) + d′ (y, f (A)). Por 4.5, esto implica que
d′ (x, f (A)) < d′ (x, y) + ε, y como esto se cumple para cada y ∈ f (B) ∩
BL (y0), entonces

d′ (x, f (A)) ≤ d′ (x, f (B) ∩BL (y0)) + ε.

Aśı, por la Afirmación 3 se tiene que d′ (x, f (A))−d′ (x, f (B)) ≤ ε. Además,
debido a la Afirmación 1 se tiene de manera análoga a lo anterior que
d′ (x, f (B)) − d′ (x, f (A)) ≤ ε. Entonces |d′ (x, f (A))− d′ (x, f (B))| ≤ ε,
y como esto pasa para toda x ∈ Bj (y0),

sup
x∈Bj(y0)

∣∣∣d′ (x, f (A)
)
− d′

(
x, f (B)

)∣∣∣ =

sup
x∈Bj(y0)

|d′ (x, f (A))− d′ (x, f (B))| ≤ ε.

Como 1
j+1

< ε ≤ 1
j
, lo anterior implica que d′AW

(
f (A), f (B)

)
≤ ε,

por el Lema 2.4.1. Con esto podemos concluir que f ∗ es continua en cada
A ∈ CL(X), y por lo tanto es continua.

Finalmente notemos que para garantizar la continuidad de la función
inducida en el caso de la topoloǵıa de Wijsman, sólo es necesario verificar
que la preimagen de los conjuntos de la forma {A ∈ CL(Y ) | d′x (A) > a},
con x ∈ Y y a > 0, es abierta en CL(X). Esto es porque sabemos que la
preimagen de cada conjunto {A ∈ CL(Y ) | d′x (A) < a} = Ba (x)− es de la
forma V −, con V abierto en X, y estos conjuntos están contenidos en la
topoloǵıa de Wijsman.

Terminamos este caṕıtulo con la siguiente pregunta.

Pregunta 4.4.6. Sean (X, d) y (Y, d′) espacios métricos y f : X → Y una
función continua. ¿Bajo qué condiciones la función inducida f ∗ : CLWd

(X)→
CLWd′

(Y ) resulta continua?
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