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Introduccion

Esta tesis se basara en el estudio de la teoria de filas, asi como también en sus
aplicaciones a la vida real. La teoria surgio en el trabajo The Theory of Probabili-
ties and Telephone Conversations en el afio 1909, hecho por el danés Agner Kraup
Erlang, cuando se presentaba el problema de la congestion de trafico en las redes
telefonicas. Esta teoria ha tenido un fuerte impacto por su utilidad en el modelado
del comportamiento estocastico de un gran numero de fendmenos, tanto naturales
como creados por el hombre.

El estudio de la teoria de filas proporciona tanto una base tedrica del tipo de
servicio que se puede esperar de un determinado recurso, como la forma en la
cual puede ser disefiado, por lo que es utilizada para determinar la forma mas
efectiva de gestionar un sistema de lineas de espera. Para aterrizar esta idea se
presentan en este trabajo ejemplos explicitos donde la teoria de filas brinda in-
formacion para administrar mejor los recursos de cada sistema. Ademds de los
ejemplos convencionales que podemos encontrar en la literatura, en este trabajo
también se presentard otro tipo de fendémeno que podemos modelar con un sis-
tema de filas y nos servird para abrir la mente y atrevernos a usar esta teoria en
contextos mas complejos. Este ejemplo especial es la descripcion de la contami-
nacion en la Ciudad de México, en este podemos observar que en un sistema de
filas no necesariamente las llegadas son de individuos a un establecimiento o lla-
madas telefénicas entrando a un servidor, sino que también las llegadas se pueden
interpretarse como conjuntos de dias de contaminacién que entran al ambiente de
una ciudad. Obteniendo con esta teoria un modelo que utiliza un sistema de filas
para analizar su comportamiento para predecir cual serd su impacto.

A continuacion, se hard una breve descripcion del contenido de este trabajo.
En el primer capitulo se encontrardn las definiciones y teoremas basicos para po-
der desarrollar el tema principal. Entre las definiciones que més destacan esta la
definicién de cadena de Markov a tiempo continuo dada su utilidad para analizar
varios tipos de aplicaciones. El proceso Poisson también aparece aqui gracias a
que este proceso da una muy buena descripcion de muchos fenémenos de la vi-
da real. El proceso de nacimiento y muerte también es una definicién importante,
dado que este se refiere al modelo probabilistico que describe las llegadas (naci-
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mientos) y las salidas (muertes) de individuos que entran a un sistema de filas.
Gracias a este proceso se puede saber a cualquier instante de tiempo cuantos indi-
viduos se encuentran dentro del sistema, el tiempo medio que hay entre la llegada
de un individuo con su sucesor, y el tiempo medio que tarda un individuo de salir
del sistema. Mds atn, en este primer capitulo se encontraran definiciones y pro-
cedimientos de la estadistica bayesiana, como lo son el algoritmo de Metropolis
- Hastings y el muestreo de Gibbs. Estos son métodos via cadenas de Markov de
simulacién para generar muestras de distribuciones y estimar cantidades de in-
terés como la media, mediana, entre otras. Con estos métodos se generan valores
sucesivamente de una densidad propuesta, formando una cadena de Markov cuya
distribucion estacionaria es la distribucién de interés. De ahi viene la denomina-
cion de via cadenas de Markov.

En el segundo capitulo se encuentra la teoria de distintos sistemas de filas que
podemos encontrar. En este capitulo se explica la descripcion de cada sistema, asi
como la informacién que se puede obtener haciendo los cdlculos sefalados. En
este, daremos a conocer sistemas de filas, los cuales podran simular fenémenos de
la vida cotidiana. El reto es elegir con conciencia el sistema a utilizar y hacer los
célculos, con el objetivo de reducir o maximizar la frecuencia de ciertos eventos
de nuestro interés.

En el tercer capitulo se encuentran los ejemplos. Estos ayudaran a tener una
visién mads clara, de casos particulares donde se puede utilizar la teoria presentada
en el capitulo dos. Mds aun, se muestra como utilizar los teoremas, como hacer
los célculos explicitamente en ejemplos mas concretos y de esta manera obtener
resultados en concreto, los cuales se puedan interpretarse a la vida real.

En el cuarto y dltimo capitulo de esta tesis, se encuentra la descripcién de
un trabajo de Barrios y Rodrigues (2015). En este trabajo se utiliza directamen-
te tanto la teoria de filas como la estadistica bayesiana para explicar y estudiar
el problema de la contaminacion en la Ciudad de México. Se describira el pro-
cedimiento que se puede hacer con las herramientas presentadas en los capitulos
anteriores, para poder dar estrategias de como solucionar la problematica, con el
objetivo de minimizar la frecuencia de la ocurrencia de dias con altos niveles de
contaminacién en la Ciudad de México.



Capitulo 1

Resultados preliminares

En este capitulo se presentardn algunas definiciones y resultados preliminares,
necesarios para desarrollar el trabajo de tesis. Entre los conceptos basicos que
se presentardn en este capitulo, estdn la definicién de procesos estocdsticos, las
cadenas de Markov en tiempo continuo y el proceso Poisson.

El material presentado se basa en Ross (1996 y 2010) y en Cooper (1981).

1.1. Procesos Estocasticos

Definicion 1.1.1. Un proceso estocdstico es un conjunto X = {X; : t € T} de
variables aleatorias definidas en un mismo espacio de probabilidad, con un mismo
espacio de estados S, e indizada por un conjunto de indices 7. En general T = R
e indicard el tiempo. Asi, X; denotard el estado en el que se encuentra el proceso
al tiempot,t €T.

Cuando pensamos en un proceso estocdstico que describe un evento de la vida
cotidiana, tenemos el supuesto que el proceso este en tiempo continuo, es decir,
que ¢ no solo pertenezca a los naturales, sino que también pueda tomar fracciones
de minutos, dias u horas. Como puede ser el caso en una carretera, que conecta
dos ciudades y queramos predecir el nimero de autos averiados a la hora ¢ del dia,
para asi poder solucionar el problema lo mas rdpido posible para el bienestar de
los afectados y de los que transiten la carretera.

1.2. Procesos Semi-Markov

Definicion 1.2.1. Un proceso semi-Markov X = {X; : 1 > 0} es un proceso es-
tocastico, con espacio de estados S = {1,2,...}, en el cual, cada vez que el proceso
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entra a un estado i, i € S, se cumple con lo siguiente:

(i) El siguiente estado en el que entrard el proceso serd al estado j # i, con
probabilidad F;j, j € S,con ) ;4 Pij = 1.

(i1) Contando que el siguiente estado serd el estado j, el tiempo que permanece
el proceso en estado i antes de estar en el estado j, tiene una distribucién
F s i,jeS.

A un proceso semi-Markov X = {X; : t > 0}, se le puede asociar un proceso a
tiempo discreto X5 = {X> :n =0, 1,...}, que registra la sucesién de diferentes es-
tados visitados por X. Este proceso es conocido como la cadena de saltos asociada
a X. La definicion estd dada a continuacion.

Definicion 1.2.2. Sea X = {X; : t+ > 0} un proceso semi-Markov con espacio
de estados S = {1,2,...}. La cadena de saltos asociada a X es la cadena X* = {X5 :
n=0,1,..},donde X, = X;,, n > 0y t, es el tiempo en el cual el n-ésimo cambio
de estado ocurrid.

La cadena de saltos X5 = {X? : n > 0} también tiene espacio de estados Sy es
una cadena de Markov cuyas probabilidades de transicion son las P;; € S, dadas
en la definicién 1.2.1.

1.3. Cadenas de Markov en Tiempo Continuo

Definicion 1.3.1. Un proceso estocdstico X = {X; : ¢ € T'}, con espacio de
estados Sy T = R, es una cadena de Markov a tiempo continuo, si cumple con
la propiedad Markoviana, es decir, para cualesquiera estados k, j, jo, j1,--s jn € S
y tiempos 0 <1y <t < ... <t, <t <s,setiene que

PXs=k|X: = j. X1, = jns--s Xty = Jo) =P(Xy =k | X, = ).

Una cadena de Markov a tiempo continuo también puede ser visto como un
proceso semi-Markov, asi que, tenemos la siguiente definicion.

Definicion 1.3.2. Un proceso semi-Markov X = {X; : t > 0}, con espacio de
estados S, con distribucion de permanencia en un estado i antes de cambiar a un
estado j # 1,1, j €S, F;; y con cadena de saltos X5 = {X3 : n > 0} con probabili-
dades de transicion Pj;, ij € S, es una cadena de Markov a tiempo continuo, si Fj;
es una distribucién exponencial con pardmetro ¥ > 0, i € S, es decir
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Fij=exp(¥),i,j €S.

Definicion 1.3.3. La probabilidad de transicion al tiempo 7 de una cadena de
Markov X = {X; : t > 0}, la cual indica la probabilidad que el proceso cambia de
un estado i al tiempo ¢, a un estado j en un tiempo (7 +s), indicada por P;;(z,7 +s),
estd dada por

Pj(t,t+s)=PXiys=J| X =1i),i,j€S,t,5>0.

Observacién. Cuando P;;(¢,t + s) no depende de ¢, entonces tenemos una ca-
dena de Markov homogénea en el tiempo y esta probabilidad de transicion se le
indica por P;j(s) = P(X;4s=j| X; =i),coni, j€Syt,s > 0. De ahora en adelante,
solo consideraremos cadenas homogéneas.

Definicion 1.3.4. La matriz de transicion de la cadena de Markov a tiempo
continuo se define como P(t) = {P;j(t)}; jes. En el caso t = 0, la probabilidad de
transicion, para todo i, j € S se define como

P.A(0) = 1 ,sii=],
YU 00 L sii

Definicion 1.3.5. Sea X = {X; : t > 0} una cadena de Markov a tiempo conti-
nuo, con S su espacio de estados, se define la tasa de transicion instantdnea de un
estado 1 al j como g;;, dada por

qij = ViPij7 l?.] € Sa

siendo v; la tasa de cambio del estado i a cualquier otro en Sy F;; la proba-
bilidad de transicién del estado i al j de la cadena de saltos X5 = {X5 : n > 0}
asociada a X.

De la definicién 1.3.5, se sigue la siguiente proposicion.

Proposicion 1.3.1. Para X = {X; : r > 0}, una de una cadena de Markov a
tiempo continuo, se cumple lo siguiente:

@vi=YviPij =Y +i4ij-

qij _  dij

by Py = J .
®) By Vi Xj#iqij
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Demostracion.

(a) Note que de la definicion 1.3.5, se tiene que ¢;; = v;;P;j. Entonces
Yirtiqij = YitjViPij =viY j+i Pij.

Por las definiciones 1.3.1, y 1.3.2, se tiene que ) ;;F;; = 1. Por lo tanto,
Y. j+iqij = Vi, y el resultado sigue.

(b) Teniendo en cuenta que g;; = v;P;j, por la definicién 1.3.5, se tiene que

Pj= dij De esta forma, usando (a) en el denominador se tendra lo buscado.
Vi

O

De esta forma, especificando las tasas de transicion instantdneas, se determi-
nan los pardmetros de la cadena de Markov a tiempo continuo.

Observacion: Cuando tenemos una cadena de Markov a tiempo continuo con
espacio de estados S, cada vez que el proceso entra a un estado, digamos al estado
i €8, se tiene que:

= La cantidad de tiempo que el proceso tarda para a pasar de un estado es
exponencialmente distribuida con tasa ¥; entonces su media es 1/7;.

» Paratodoi,j€ Syt e RT secumple P;j(r) > 0.

» Para todo i,j € Syt € RT se cumple que Y, 2Py <1. La desigualdad
ocurre cuando S es infinito y cuando § es finito se tiene la igualdad (ver en
Ross (1996)).

Definicién 1.3.6. La matriz de tasas de transiciéon Q = {g,;}; jes de una cadena
de Markov a tiempo continuo, con S su espacio de estados, es la matriz Q, donde
cada g;; indicard la tasa de cambio del estado i al j, dadas en la definicion 1.3.5,
y donde g;; = —v;.

Proposicion 1.3.2. En una cadena de Markov a tiempo continuo X = {X; : ¢ €
T}, con matriz de transicién P(t) = (P;(t))i jes, para todo i, j,k € S, k #i,j,y
t,s > 0, se cumple

Pi(t+s) =Y Pi(t)P(s).

kes
A esta ecuacion se le conoce como la ecuacion de Chapman Kolmogorov.
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Demostracion. Por propiedades de probabilidad de transicion, la ley de la
probabilidad total y propiedad de Markov se tiene que,

Pj(t+s)=PXiys=j| Xo=1i) =) P(Xirs=j, Xi =k | Xo=1i)
keS

=Y P(Xis=j| Xi =k)P(X, =k|Xo=1i) =) Py(t)P(s).
keS keS

i

Ahora se presentardn definiciones y teoremas de las cadenas de Markov dis-
cretas, que no se demostrardn, ya que nos desviariamos del tema de la tesis pero
se puede encontrar en Ross (1996). El motivo de ver esta parte de cadenas de
Markov discretas es la aplicacion de algunos teoremas en la teoria de filas, que es
el objetivo de la tesis.

Definicion 1.3.7. Sea X = {X, : t > 0} una cadena de Markov homogénea en
el tiempo y con espacio de estados S, tal que T C N se dice, que X es una cadena
de Markov discreta. En este caso, la probabilidad de transicién de m > 0 pasos
estéd definida por

Pjm)=PX,=j|Xo=1i),i,j€S.

Cuando m = 1, entonces tenemos la llamada probabilidad de transicién en un
paso o probabilidad de transicion y se denotara como P, i, j € S.

Definicion 1.3.8. En una cadena de Markov discreta el periodo de un estado
i €8, es el valor d(i), dado por

d(i)=mdc. {n>0:P" >0},

donde m.d.c. indica el maximo comun divisor. Si d(i) = 1, decimos que el
estado i es llamado aperiddico.

Definicion 1.3.9. Una cadena de Markov discreta X = {X; : r > 0}, se dice
que es irreducible, si para toda i, j € S, existen n,m > 0, tales que, P;j(m) >0y
Pji(n) > 0.

Definicion 1.3.10. En una cadena de Markov discreta X = {X; : t € N}, defini-
mos a 7rj(."), como la probabilidad de que el proceso en el paso n estd en el estado

J» dicho de otra forma P(X,, = j), j € S, n > 0.
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Definicion 1.3.11. En una cadena de Markov discreta X = {X, : ¢ € N}, deci-
mos que tiene una distribucion de probabilidades estacionaria & = {m,,x € S}, si
paratodai >0, m >0y Y m =1, se cumple que

T =nP,

donde P es la matriz de transicion en un paso de la cadena, es decir,
P = (Fij)ijes-

Definicién 1.3.12. La cadena X = {X,, : n > 0}, se llama estacionaria si 77:1‘(0) _
7;, i € S, entonces )

J
n . . . . .
que cada 717]( ) no cambia con el tiempo, es decir son estacionarias.

= 7, para todan > 0, j € S. De esta forma, se entiende

Definiciéon 1.3.13. Una cadena de Markov discreta X = {X,, : n > 0}, con es-
pacio de estados S, tiene una distribucion limite & = (7;);cs, si el limite

lim P(X, = k)

f—>o0
existe. Cuando este existe es igual a 7, es decir, para una cadena de Markov
ergddica se tiene

imP(X, =k)=m, keES.

t—o0

Definicion 1.3.14. Una cadena de Markov se dice que es ergddica si es irre-
ducible, aperiddica y para todo estado i, la probabilidad de regresar al estado i es
igual a uno.

Definicion 1.3.15. Sea X = {X,, : n € Z} una cadena de Markov, con espacio
de estados S, matriz de transicion P = (P;); jes, y distribucion estacionaria {; :
i € S}. Suponga que X estd en estado estacionario, es decir, P(X,, = j) = m;, donde
J € S. Considere ahora la cadena de Markov X* = {X,* : n € Z}, donde si X’ = X,
entonces X7 | = X;, 1. La cadena X* tendrd el mismo espacio de estados S, y su
matriz de transicién P* = (P;;), jes, estd dada por

pr _ Tibii
12 7[[ ’

para todo i, j € S. Adicionalmente, X* también tiene distribucion estacionaria
{m; : i € S}. Definimos la cadena X* como la cadena de Markov reversa en el
tiempo con respecto a P. Mds ain, si F;; = F;j, entonces la cadena X es llamada
reversible en el tiempo, es decir, se tendrd que
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T :Pij = 7'[ij,', i,j € S.

Definicion 1.3.16. Sea X = {X; : r € T}, tal que, X; indique el nimero de even-
tos que han ocurrido hasta el tiempo ¢. Este tipo de proceso es llamado proceso de
conteo.

Observacion. Un ejemplo de proceso de conteo es aquel que cuenta en un
partido de futbol el nimero de goles al minuto # o también podria contar el nimero
total de tarjetas amarillas al minuto 7.

Formalizando a continuacion, la definicién de proceso de conteo.

Definicion 1.3.17. Un proceso estocastico X = {X; : ¢ € T}, se dice que es de
conteo, si cumple:

1) X; = 0.

(i) X, € Z".

(iii) Si s <t entonces X < X;.

(iv) Para toda s <t , X; — X, es el nimero de eventos ocurridos en el intervalo de

tiempo (s,7] , donde 5,7 € R™.

h
Notacion. Denotamos por o(h), a una funcién tal que limy,_q # =0.

Definicion 1.3.18. Un proceso de conteo X = {X, : ¢ € T'}, es llamado proceso
Poisson con tasa A, A > 0, si su espacio de estados es S = {0, 1,2, ...} y se cumple

(1) Xp =0.

(i1) Es estacionario, es decir, la distribucién de probabilidad en un instante de
tiempo fijo es la misma para todos los instantes de tiempo.

(i11) Tiene incrementos independientes, dicho de otra manera, el nimero de su-
cesos que tienen lugar en intervalos de tiempo que no se interceptan son
variables aleatorias independientes.

(V) P(Xpap =i+ 1| X = i) = Ah+o(h).
V) P(Xesn = i +2 | X, = i) = o(h).

i) P(Xypp =i | Xi =i) =1—Ah+o(h).
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(vii) La probabilidad de ocurrencia de k eventos en el intervalo de tiempo [t + s, 1)
tiene distribucion Poisson con parametro A > 0, es decir

A k
P(X[+S—Xt :k) = %e_ls,t,.?}(),k:(),l,...

Definicion 1.3.19. Sea X = {X; : t € T'} un proceso de Poisson, indicamos el
tiempo hasta que ocurra el primer evento por Y;. Ademas, paran > 1, ¥, representa
el tiempo transcurrido entre la ocurrencia del (n — 1)-ésimo y el n-ésimo eventos.

Lema 1.3.1. Si una variable aleatoria X, se distribuye de manera exponencial
con tasa A, donde A > 0, entonces para todo s 'y > 0 se tiene que

PX>s+t|X>t)=P(X >s).

Demostracion. Suponga que X tiene distribucion exponencial con tasa A > 0.
Por propiedades de probabilidad condicional tenemos

PX>s+t,X>t) PX>s+t1)

P(X I X>t)= =
(X>st1]X>1) P(X >1) P(X >1)
1 —Fx(s+1) _e*l(”t)

1 —Fx(l‘) N 6711

—eM=PX >5s).

O

Observacion. El lema 1.3.1. es conocido como la propiedad de falta de me-
moria de la distribucion exponencial.

Lema 1.3.2. Las variables aleatorias ¥,,, n = 1,2, ..., son independientes y tie-
nen distribucién exponencial con tasa A > 0, y media 1/A.

Demostracion. Esta demostracién puede encontrarse en Ross (2010).
O

Definiciéon 1.3.20. Sea X = {X; : t € T} un proceso de Poisson, se define a el
tiempo de llegada del n-ésimo evento como S,,, dado por

n
Su=Y Y n>l
=1

1
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Proposicion 1.3.3. Si se tiene un proceso X = {X; : ¢ > 0} Poisson con tasa
A > 0, entonces la probabilidad de que haya n ocurrencias en un intervalo de
tiempo [0,7), es una Poisson con tasa Az.

Demostracion. Sabemos que paran>1,S, =Y, +Y>+...+ Y, ~ Gama (n,1)
(gama con parametros n y A), dado que S, es suma de n variables aleatorias in-
dependientes con distribucion exponencial con pardmetro A > 0. Entonces si X;
indica el nimero de eventos en [0,7) se tiene que

n 1
P(X; =n)=P( /7L —hs is_l) e Mgy
A A(As)t— AT _ t
- As —At As o At n—1
—/0 e Ve Me (n—1)1 ds— (n—l)!e /Os ds

I Vi 8 L e vy
(n—1)! ni, (n—1)! n o n
_ M (’_> = A e

(n—1)! n n!

g

El siguiente modelo puede verse como una cadena de Markov a tiempo con-
tinuo. Para tanto debemos asignar adecuadamente el espacio de estados y deducir
correctamente las probabilidades de transicion.

Ejemplo. Suponga que un taller mecéanico es famoso por su servicio de com-
postura completa de un auto en completo desuso ya sea por un gran golpe o falla.
Este servicio consiste en tres pasos bien definidos. Por hipétesis tenemos que los
tiempos de servicio de los tres pasos se distribuyen como variables aleatorias ex-
ponenciales independientes con tasas U, U, U3 > 0 respectivamente.

Lamentablemente el taller tiene mecanicos limitados y por ello no puede asu-
mir una responsabilidad de ingresar a este proceso a mas de un auto a la vez. Por
ultimo, suponga que los clientes entran a este servicio de acuerdo a un proceso
Poisson con tasa A > 0. Se puede notar que, ya que no habrd més de un cliente a
la vez, siempre que halla un cliente o ninguno. Ademas, si el taller tiene un cliente,
nos gustaria saber en cuales de los tres pasos del servicio estd su auto.

Por lo tanto, se puede definir los estados del proceso como 0, 1, 2, 3 donde
tendran la interpretacion siguiente:

0: cuando el taller no tiene cliente,

1: cuando el taller tiene cliente y estd en el paso uno,
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2: cuando el taller tiene cliente y estd en el paso dos,

3: cuando el taller tiene cliente y estd en el paso tres.

Las probabilidades de transicion son faciles de deducir, pues Py; = Pjp = Pz =
1, y son cero en otro caso. Esto se debe al hecho que la probabilidad de que el
proceso pase del estado uno al tres es cero, pues ningin automodvil puede pasar
del paso uno al tres sin tomar el paso dos.

El tiempo de permanencia en el estado cero antes del pasar al estado uno,
como ya se menciond, tiene una distribucion exponencial con tasa A, dado que los
clientes llegan de acuerdo a un proceso Poisson con esta tasa.

El tiempo de permanencia en el estado uno antes de pasar al dos y del dos al
tres se distribuyen exponencialmente con tasas [ y Uy, respectivamente. Adicio-
nalmente, la tasa con la que el cliente deja el sistema es 3 dado que es el tiempo
de servicio en el tercer y ultimo paso.

Definicion 1.3.21. Sea X = {X; : 1 > 0} una de una cadena de Markov a tiempo
continuo, se define %P(XI =n), paran = 0,1,..., como su ecuacién diferencial

asociada, donde
d P(Xt+h:n)—P(Xt:n)

(X, =n) = If
g P =n) = lim n

1.4. Procesos de Nacimiento y Muerte

Definicion 1.4.1. Un proceso de nacimiento y muerte es una cadena de Markov
a tiempo continuo X = {X; : r > 0}, con espacio de estados S C Z, donde si X; = i
entonces X, € {i+ 1,i — 1}. Suponiendo que X; = n, el tiempo hasta el cambio
al estado n+ 1, se distribuye exponencial con tasa A, > 0. Por otro lado, el tiempo
hasta el cambio al estado n — 1, tiene distribucion exponencial con una tasa u,, > 0,
n=1,2,...,con uy=0.

Definicion 1.4.2. Una forma equivalente de definir un proceso X = {X; :r € R}
de nacimiento y muerte es:

(i) Para cualquier instante de tiempo ¢ € R™, se tiene que X; € N.
(i) Para n € N, se tiene que P(X;1p, — Xy = 1| X; = n) = Ah+o(h).
(iii) Para n € N, se tiene que P(X; 1, — X; = —1 | X; =n) = upyh+o(h).

(V) P(| X3 — X, | = 2) = o(h).
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Observacion. El tiempo promedio de espera para la ocurrencia de un evento
de nacimiento y muerte, dado que se tiene n eventos son de 1/4, y 1/, respecti-
vamente. Esto se debe que al hecho que la esperanza de una variable aleatoria que
se distribuye exponencial con pardmetro A es 1/A.

Definicién 1.4.3. Los pardmetros {A,}> vy {u,};_, son llamados, respecti-
vamente tasas de nacimiento de muerte del proceso.

De esta forma, usando la definicién 1.3.6, se tiene que la matriz de tasas Q,
donde cada una de sus entradas ¢g;; indica la tasa de cambio del estado i al j, esta
dada por:

—Ao Ao 0 0
e (it M 0
Q=1 o 1 —(+h) A

Teorema 1.4.1. Sea X = {X; : # > 0} un proceso de nacimiento y muerte, con
tasa de nacimiento A, > 0, paran =0,1,2,..., y con tasa de muerte u, > 0, para
n=1,2,..., con Uy =0, entonces paran =0

~AP(X; = 0) + mP(X, = 1) =0, (1.1)

y paratodan > 1

A 1P =1 —1) — (A + ) P(Xs =1) + o1 P, =n+ 1) =0, (1.2)

Las ecuaciones (1.1) y (1.2) son llamadas ecuaciones diferenciales de un pro-
ceso de nacimiento y muerte.

Demostracion. Para obtener las ecuaciones diferenciales generales de un pro-
ceso de nacimiento y muerte, debemos analizar dos casos: cuando en el sistema
no haya individuos y cuando haya uno o més.

Iniciando cuando X;,; = 0O, teniendo en cuenta la condicién (iv) de la defi-
nicién 1.4.2, si se tiene que en el intervalo de tiempo [¢,z + &), no hay ningdn
individuo en el sistema. Entonces, solo debemos analizar dos casos, los cuales
son

(1) Al tiempo ¢ no habia ningiin individuo y no ocurrié ningin nacimiento.
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(i1) Al tiempo ¢ habia un individuo en el sistema, pero después ocurrié una muerte
y ni un nacimiento.

(ii1) Por dltimo, cuando ocurrié mas de una muerte en el sistema y al tiempo ¢ + A
no hay ningin nacimiento.

Traduciendo esto a probabilidades y por la definicién 1.3.18, se sigue que

PX;p=0)=PX;1p,=0|X,=0)P(X, =0)+P( X1, =0 | X, =1)P(X; = 1)
+PXetn =0[X; 2 2)P(X; > 2)
= (1—=2Ah+o0(h))P(X; =0)+ (u1h+o(h))P(X; = 1) +o(h).
Por lo que,

P(X,1n=0)—P(X; = 0) = (—Aoh+0(h))P(X; = 0) + (trh+0(h))P(X; = 1) +o(h)

Dividiendo entre 4 por ambos lados, tomando el limite cuando 27 — 0 y por la
definicion 1.3.21, se tiene que

d P(X,1p =0)—P(X, =
—P(X; =0) = lim (i =0) = P(X; O>:—AOP(X,:O)+M1P(X,=1).
dt h—0 h

Concluyendo, notamos que la ecuacion diferencial asociada es

%P(Xt =0)=—AP(X, =0)+w P(X; = 1).

Ahora, siguiendo con el caso X, ., = n, con n > 0, notamos que tenemos cinco
€asos:

(i) Al tiempo ¢, hay n individuos en el sistema y no ha ocurrido ningtin nacimiento
ni muerte.

(i1) Al tiempo ¢, hay n — 1 individuos en el sistema y ocurrié un nacimiento y ni
una muerte.

(iii) Al tiempo ¢, hay n + 1 individuos en el sistema y ocurrié una muerte y ni un
nacimiento.

(iv) Los dos ultimos casos son cuando ocurren mas de un nacimiento o mas
de una muerte en el sistema, pero de igual manera al tiempo ¢ + & hay n
individuos.
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Se sigue con las probabilidades que

P(Xi1p =n) =P(Xi1p =n| Xy =n)P(X; =n)

+P(Xt+h:n|X[:n—1)P(Xt_n—l)
+PXin=n|Xs=n+1)PX;=n+1)
+PX,up=n|X, =2n+2)P(X; >n—|—2)

+P(Xpp=n|X, <n-2)P(X, -2
= (I =Zuh+o(h))(1 —Nnh+0(h))P(Xr =n)

+ (An—1th+o0(h))(1 — Uy—1h+o0(h))P(X, =n—1)

+ (1 =App1h+0(h))(Unsr1h+o(h))P(X; =n+ 1)+ o(h) +o(h)

=P(X; =n)(1 —Ah)(1 — puh) + P(X; = n— 1) Ay—1h(1 — W, 1 h)

+P(Xy =n+1)(1 = A 1h)yr1h+o(h) +o(h).

//\

~—

Por lo que,

P(X;1p =n)—P(X; =n) = —P(X; = n)(Uph+ Ayh — A hy,h)
+P(X, =n— l)ln 1/’1(1 — Uy 1/’1)
+P(X; = n+ 1)y y1h(1 = Ay 1 h)

De la misma forma, dividiendo por &, haciendo & — 0, y usando la definicion
1.3.21, se obtiene

iP(Xt =n) = lim P(Xiip=n)—P(X; =n)
dt h—0 h

g

Definicion 1.4.4. Un proceso de nacimiento puro es un proceso de nacimiento
y muerte, donde para toda n > 0 se tiene que i, =0,y A, > 0.

Observaciones.

(i) El proceso de nacimiento puro se interpreta como, un proceso donde el
tiempo de las sucesivas llegadas se distribuyen exponenciales con media 1/4,
pero las salidas en ningin tiempo ocurren.
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(if) Un proceso Poisson es un proceso de nacimiento puro.

Definicion 1.4.5. Un proceso de muerte puro es un proceso de nacimiento y
muerte, donde para toda n > 0 se tiene que w, > 0,y 4, = 0.

1.5. Estadistica Bayesiana

Definicion 1.5.1. Sea ¥ = (x,x,...,X,) una muestra aleatoria obtenida de un
conjunto de variables aleatorias X = (X1,X2,...,X,), con funcién de distribucién
conjunta fz(xy,x2,...,x, | 0), donde 6 es un vector de la forma 6 = (6,...,6,,),
representando los parametros de la densidad conjunta. Por ejemplo, 6 puede con-
tener la media y la varianza de la funcion de densidad. Definimos la funcién de
verosimilitud de X, como la funcion L(¥ | ) proporcional a la funcion de densidad
conjunta de ¥ evaluada en (xy,...,x,), es decir

L('f| 9) :L(x17“'7-xn | 6) 'xf(xl;"'?xn | 9)

Definicion 1.5.2. Sea ¥ = (xy, ...,x,) una muestra aleatoria e independiente de
X con funcién de densidad f(- | 6). Definimos a fy,(- | 8), como la funcién de
densidad marginal de X, es decir,

fxi (x,-) = f(xl,xz, ceey Xi— 15X, Xi+1, ...,xn)dxl...dxi,ldxiﬂ...dxn.

XpFXi

Ejemplo. Podemos tomar una muestra aleatoria e independiente {xi, ..., x, } de
X con funcién de densidad normal de pardmetros i y &, por lo que 6 = (u,0).
De esta manera se obtiene la funcion de verosimilitud esta dada por:

L(x1,..c;Xn | £, 0) o< f(x1,....x, | 0) = Hin(xi |u,o)
i=1

.

i1 V2mo
2

:( 1 )e—%lz):?l(xi—:“)z'
2no

Definicion 1.5.3. Sea 6 el parametro de un modelo describiendo un conjunto
de datos D, cuya funcion de verosimilitud es L(D | 0). Si consideramos 6 una
entidad aleatoria, entonces la distribucion a priori de 6, indicada por p(6) es la

1 (-

e 202
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distribucién de 6 sin tomar en cuenta la informacién proporcionada por D, y su
distribucién a posteriori, indicada por p(6 | D), es su distribucién cuando ya se
incorpora la informacion proporcionada por los datos D.

Proposicion 1.5.1. Sea 6 el pardametro del modelo, que describe un conjunto
de datos D, se tiene la relacion,

P(6 | D)< L(D|6)p(6).

Demostracion. Primero se observara cual es la relacion entre los datos D y el
parametro 0, para esto, se usa la probabilidad conjunta, es decir, P(0,D). Apli-
cando la definicidn de probabilidad condicional, se tiene que

P(6,D) =P(D|6)p(6),
donde P(D | 6) es la distribucién conjunta de X y esta es proporcional a la

funcién de verosimilitud L(D | 0), y el término p(6) es la distribucién a priori del
pardmetro 6. Por lo tanto,

P(6|D)e<L(D|86)p(6).

Es decir, probabilidad a posteriori de 0 es proporcional al producto de su pro-

babilidad a priori y la funcién de verosimilitud.
O

1.6. Seleccion del Modelo mas adecuado

Cuando dos o mas modelos son considerados para describir algun fenémeno,
es interesante usar algin método para seleccionar el que mejor representa el fenémeno
en estudio. Dos de estos métodos son dados a seguir.

Definicion 1.6.1. La suma de las diferencias absolutas (SAD), estd definida
por
SAD =Y |p(i) = p(i)],
i

donde p(i) es el valor estimado de la p(i) observada.

El SAD nos da el desempefio global de cada conjunto de datos estimados y
con eso podemos realizar un andlisis preliminar de la idoneidad de un modelo
dado.
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Definicion 1.6.2. El método de discriminacién de Bayes (BDM), esta descrito
de la siguiente manera, tenemos de Raftery (1996) que la funcién de probabilidad
marginal (MLF) para un conjunto de datos D para el modelo /, esta dado por

V= [L(D|6pelhael 1=1,2,..

donde 6! es el vector de parametros para el modelo [ y P(@m) es la distribu-
cion a priori conjunta de 6!1. El BDM determina que es mejor el modelo i que el
modelo j si

1.7. Métodos de Monte Carlo via cadenas de Mar-
kov

El método de Monte Carlo surgi6é con Ulam (1949) mientras trabajaba en el
proyecto Manhattan en los Alamos en Estados Unidos. El jugaba solitario y pensé
algo que muchos nos preguntamos al jugar este juego, ;cudl es la probabilidad de
que al repartir las cartas se consiga terminar el juego? Lo que observo es que era
mas facil jugar 100 veces solitario y ver después cuantas partidas habia ganado
que calcular la probabilidad mateméaticamente a lapiz y papel.

La base del método de Monte Carlo es obtener la media de ocurrencia de algtin
evento (o esperanza de alguna variable aleatoria) usando la generacién aleatoria.
El método fue llamado asi, en referencia al Casino Monte Carlo al ser la ruleta un
generador simple de niimeros aleatorios.

Se conoce como muestreo a la técnica para la seleccion de una muestra a par-
tir de una poblacién de nuestro interés. Al elegir una muestra aleatoria se espera
conseguir que sus propiedades sean extrapolables a la poblacidn, es decir si selec-
cionamos una buena muestra, la informacién obtenida de esta serd la misma que si
se considerara toda la poblacion. Muestrear correctamente una poblaciéon depende
del tamafio de la muestra y de la técnica de muestreo.

Los métodos de Monte Carlo son utilizados cuando queremos obtener una
muestra de valores generados a partir de una funcién de densidad que es de la
forma

m(x) = ==, (1.3)

teniendo como dominio un conjunto S, donde A(-) es una funcién de densidad
conocida, y ¢ es la constante normalizadora, es decir, ¢ hace cumplir que
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/Sﬂ:(x)dx =1.

Los casos donde los métodos de Monte Carlo son de utilidad son cuando el
espacio de estados S es muy grande haciendo que la constante normalizadora c,
no sea fécil de calcularse, o cuando A(-) es multidimensional y no existe un al-
goritmo implementado en algin paquete que se pueda usar para simular valores,
o cuando la forma de &(+) es conocida pero no puede ser identificada con alguna
funcion de densidad conocida que se pueda utilizar como forma de obtener valores
muestreados que simulan los que son producidos por la funcién A(-).

En los llamados métodos de Monte Carlo via cadenas de Markov el objetivo
es construir una cadena de Markov ergodica (definicion 1.3.14.) con espacio de
estados S y distribucion limite estacionaria {7(x) : x € S} que es la distribucién
(1.3) de la cual queremos obtener una muestra.

Por lo tanto, lo que tiene que ser construido es una cadena de Markov X =
{X,:n=0,1,2,...} donde su espacio de estados es el dominio de A(-), es decir,
el conjunto S, con X ergddica y tal que para Py, (n), x,y € S las probabilidades de
transicion en n pasos de X, tengamos

1imy, 00 Pey(n) = 1im, e P(X,, =y | Xo = x) = w(y), x,y € S.
De esta forma, tenemos que existe una n* tal que
P(X,=x)=m(x), x €S,

para toda n > n*.

Con esto surge un nuevo problema que es estimar el valor de n* adecuado,
pero esto no es el objetivo de la tesis. El algoritmo de Monte Carlo via cadenas de
Markov mds conocido y utilizado es el de Metropolis - Hastings (Hastings 1970)
que es una generalizacién del algoritmo de Metropolis (Metropolis et al. 1953), el
cual se describe a seguir.

1.7.1. Algoritmo de Metropolis

El algoritmo de Metropolis es un método de Monte Carlo via cadenas de Mar-
kov para obtener una secuencia de muestras aleatorias a partir de una distribu-
cion de probabilidad cuyo muestreo directo no es simple. El algoritmo genera una
cadena de Markov, que cumple con ser ergddica cuya distribucion limite es la
distribucion de donde queremos muestrear valores. En términos generales, cada
iteracion del algoritmo de Metrépolis consiste de dos pasos: proponer un nuevo
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estado del sistema y aceptarlo o rechazarlo, con cierta probabilidad. En caso de
rechazarlo, se mantiene el estado actual.

El procedimiento del algoritmo de Metropolis es el siguiente: sea S el espacio
de estados de la funcién A(-), considerada en (1.3). Este conjunto S serd el espacio
de estados de la cadena de Markov ergddica que se construird. Sea {7 (x) : x € S}
definida en (1.3) la distribucién de la cual queremos simular valores.

Continuando, debemos considerar la matriz de transicion R = (ny)weg, con
R,y >0, x,y €S, es decir serd posible la transicién de un estado x € S, a un estado
y € S, a esto se le suele llamar que todos los estados estén comunicados. Se debe
cumplir de igual manera que si tenemos x € S, debe ser facil generar y € S a
partir de R,. Por ultimo esta matriz de transicién debe ser simétrica, es decir, debe
cumplir que Ry, = Ry.

Después seguir los pasos siguientes (ver, por ejemplo, en Rodrigues 2013):

(a) Tome Xy = 0 es generado de acuerdo a alguna funcién de distribucion,

(b) Paracadan = 1,2, ..., suponga que el estado de la cadena es X,,_| = x(”*l),

(i) generar y € S a partir de R (,—1).

(i1) calcular
OC(x( ),y)_mm{l,m}

(i11) hacer

o 71
X, — ) — y , con probabilidad a(x"~ 1 y)
x(n=1) , en otro caso.
Notar que en el algoritmo de Metropolis, la constante normalizadora ¢, de la
ecuacion (1.3) no aparece en la construccion de la cadena de Markov ergddica.
Por lo que, para utilizar este algoritmo basta tener A(-) y la matriz R.

1.7.2. Algoritmo de Metropolis - Hastings

El método de Metropolis - Hastings es el método de Monte Carlo maés utiliza-
do. Laidea de este algoritmo es también la construccién de una cadena de Markov
para generar valores de una distribucion que sera su distribucion estacionaria.

Esta generalizacion del algoritmo de Metropolis fue propuesta por Hastings
(1970), y considera una matriz de transicién R = (R;;); jes (donde S es el espacio
donde se requiere generar valores) tal que sus componentes sean valores positivos
y que sea facil generar valores a partir de ella.
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Indicaremos por {7(x) : x € S} la distribucion de la cual queremos simular
valores. Sea R = (Ryy)x yecs, Una matriz de transicion con Ry, > 0, x,y € S, y tal
que dado x € S, es relativamente facil generar valores y € S a partir de R,.

Construya una cadena de Markov X = {X,, : n =0, 1,2,...} de forma similar a
la que fue construida usando el algoritmo de Metropolis, pero ahora la probabili-
dad de aceptacion a(x,y) estd dada de la siguiente forma: sea X,,_| = x=1 sj el
valor propuesto generado es y € S, entonces haga X,, = y con probabilidad

(1-1) 3} — mi ﬂ“m )
a(x""y) mm{l IR },

caso contrario haga X,, = x(n=h),

Observaciones. La cadena de Markov X = {X,,: n =0,1,2,...} generada es
una cadena de Markov ergddica por la construccion del algoritmo. También serd
reversible en el tiempo (definicion 1.3.15.), con espacio de estados S y la distribu-
cion estacionaria de X serd {m(x) : x € S}.

El algoritmo permite que X, = X, por lo tanto la cadena es aperiddica. La
irreductibilidad es satisfecha al tenernos Ry, > 0 para todas x,y € S (dado que
R,y > 0 para todas x,y € S). La recurrencia positiva viene de que el espacio de
estados es finito y de la propiedad de irreductibilidad.

1.7.3. El Muestreador de Gibbs
El muestreador de Gibbs (Geman y Geman 1984; Gelfand y Smith 1990) se

descubre a seguir.

El proceso inicia con tomar el vector aleatorio (X1,X3,...,Xy), d > 1, con dis-
tribuci6n conjunta 7((x,x2,...,%4)). Para ¥ = (x1,x2,...,x4), definimos por ¥_;
el vector x sin la i—ésima coordenada, es decir,

X(_i) = (X17x27---,xiflaxiJrly---,xd)-

Las distribuciones marginales condicionales completas de 7(-) son las distri-
buciones definidas como

(- | %), parai=1,2,....d.

Suponga que sea posible generar valores a partir de las distribuciones margi-
nales condicionales completas 7;(- | ¥_;)), i = 1,2,...,d. El algoritmo de Gibbs
continua de la siguiente forma:



22 CAPITULO 1. RESULTADOS PRELIMINARES

(0) (0) (0))

(a) tomar Xy = (X 7,xy Xy ) = %0 de acuerdo a alguna distribucion inicial,

(b) paratodan =1,2,...,sea X, | = (xgn_l),xén_l),...,xc(in_l)) — xn=1)

)

(n)

(1) generar x; ’, utilizando la distribuciéon marginal condicional completa

m (- ]xzn U,xgn*l),...,xc(in*l))

e para toda i =2,3,...,d — 1, generar xl(n)
marginal condicional completa

n n n n—1 n—1
(- |x§ ),xg )7“'7x§—)1’x§+1 )>'“ch(1 )).

, utilizando la distribucién

(n)

(ii) Calcule x;, utilizando la distribucién marginal condicional completa

(- |x§n),x§n),...,xg21).

(c) Hacer X,, = (xgn),xgn), ...,xé")) = x().

La cadena X = {X, = (Xl("),Xz(n),...,Xcgn)) :n=1,2,...} construida de esta
forma es una cadena de Markov. Mds atn, en el caso que X sea ergddica y su
distribucién limite es

(%) = w((x1,%2, .-, Xq))-

Observacion. Notemos que X tiene como probabilidades de transicién (Ro-
drigues 2013)

P—(n—l)f(n) = P(Xn = )E(n) | Xn 1 :x(n 1)) =71 (.Xgn) | Xgn_l), ...,xt(in_l))

X

(n) n n—1 n—1
H”l |x1 ;- l()l"xl(-‘rl )v--wxf(z ))

nd(xd | x1 ,xé ),...,xg?]).

Por ultimo, una de las condiciones para que se pueda utilizar el muestreador
de Gibbs es que sea posible generar valores de las probabilidades condicionales
marginales completas. Si no es posible calcular estas probabilidades, una solu-
cion para este problema es utilizar el algoritmo de Metropolis-Hastings dentro
del muestreador de Gibbs. También recalcar la importancia de que X cumpla con
ser ergddica cuando utilicemos el algoritmo de Gibbs, ya que de lo contrario el
algoritmo puede dejar de funcionar (Robert y Casella 1999).



Capitulo 2

Sistemas de Filas

El objetivo de este capitulo es describir algunos tipos de sistemas de filas que
cominmente se encuentran en la literatura, asi como algunas de sus propiedades.
Estos sistemas de filas serdn procesos de nacimiento y muerte con propiedades es-
pecificas, las cuales serdn detalladas cuando se consideren los diferentes sistemas.
El material presentado se basa en Bhat (2015) y en Ross (1996).

Primero vamos a dar algunas definiciones y notaciones que serdn utilizadas a
lo largo de este capitulo.

2.1. Resultados de Little

Considere el proceso X = {X; : t > 0} un sistema de fila, donde cada X;, indica
el nimero de individuos en el sistema al tiempo ¢. Lo que se busca, es relacionar
a la media del nimero de usuarios en un sistema de fila con la tasa de llegada y el
tiempo de espera. Esto, se hard a seguir.

Definicién 2.1.1. Definimos a las variables L(t), L,(t), Ls(t), A;, W(t), Wy(1)
y W(¢) que participan en cualquier sistema como:

» L(t) : La esperanza del nimero de individuos en el sistema al tiempo 7.

» L,(t) : La esperanza del niimero de individuos en la fila al tiempo 7.

L,(t) : La esperanza del ntimero de individuos en los servidores al tiempo ¢.

A; : El numero total de individuos que han ingresado al sistema al tiempo ¢.

= W(r) : La esperanza del tiempo de un individuo en el sistema al tiempo ¢.

23
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= W,(7) : La esperanza del tiempo de un individuo en la fila al tiempo .

» W;(¢) : La esperanza del tiempo de un individuo en el servidor al tiempo ¢.

Definicion 2.1.2. En un sistema de fila X = {X; : t > 0}, que es un proceso
de nacimiento y muerte, para A, definida como la tasa promedio de llegada de
individuos en el sistema al tiempo ¢ y para W(¢) definida como el tiempo medio
de espera de cada cliente en un sistema al tiempo ¢, tenemos

A
A't:_t7t>07
t
! Xyd
W(I)ZM,I>O.
Ay

Teorema 2.1.1. En un sistema de fila X = {X; : # > 0}, con tasa promedio de
llegada al sistema A,, se cumplen las siguientes igualdades

@) L(1) = A x W (1),
(b) Ly(t) = A4 x Wy(o),
(C) Ls(t) - Av X Ws(t)7

donde L, (1) es la media del nimero de clientes en la fila de espera al tiempo
t, W,(t) es la media del tiempo que permanece cada cliente en la fila de espera
al tiempo 7, Ls(¢) es la media del nimero de clientes en el servidor al tiempo ¢, y
W;(¢) la media del tiempo de servicio en el servidor al tiempo 7.

Demostracion.

(a) Por la definicion de la media, se tiene que la esperanza del nimero de
individuos en el sistema al tiempo ¢, es igual a

_féXsds
i

L(1)

donde X; indica el ntimero de individuos en el sistema al tiempo s. Multipli-
cando y dividiendo por A;, tenemos que

A 5 Xds
A

L) = A X W(2).
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(b) Ahora, por la definicion de la media, se tiene que la esperanza del niumero
de individuos en la fila de espera al tiempo ¢, es igual a

B féXsds

LQ(t) t )

donde X; indica en este caso el numero de individuos en la fila de espera al
tiempo s. Multiplicando y dividiendo por A;, tenemos que

A JoXeds

Ly(2) [ A

A X Wy(t).

(c) Finalmente, por la definicién de la media, se tiene que la esperanza del
ndmero de individuos en el servidor al tiempo ¢, es igual a

B fé Xds

LS (t) l b

donde X indica en este caso el nimero de individuos en el servidor al tiempo
s. Multiplicando y dividiendo por A;, tenemos que

Lema 2.1.1. En un sistema de fila X = {X, : r > 0}, se tiene que

W (1) = Wy(t) + Wi),

es decir, el tiempo medio de un individuo en el sistema es igual al tiempo
medio en la fila de espera mas el tiempo medio en el servidor.

Demostracion. Dado que el tiempo de un individuo en el sistema es igual al
tiempo que el individuo permanece en la fila de espera mas el tiempo que pasa en
el servidor, denotando a estos tiempos como R;, B;, C; respectivamente, aplicando
la esperanza, se tiene:

E[R] = E[B,+C| = E[B]+E|C,).

Por lo tanto, como por definicién E[R;] =W (t), E[B,] = W,(t) y E[C;] = Ws(¢)
se tiene la igualdad buscada.
U
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2.2. El Sistema de Fila M/M/1/e0

En esta seccidn se definird un sistema de fila M/M/1 /oo, y también se presen-
taran algunas de sus propiedades.

Definicion 2.2.1. Un sistema de fila M/M/1/ es una cadena de Markov a
tiempo continuo X = {X; : r > 0}, la cual X; indica el nimero de individuos que
hay en un sistema al tiempo ¢. El sistema tiene un solo servidor. Asi, si un indi-
viduo llega al sistema tendrd dos opciones las cuales serdn, ingresar al servidor
si este estd vacio o ir a una fila de espera. Esta fila de espera tendrd capacidad
infinita. Este sistema de filas recibe clientes de acuerdo a un proceso Poisson con
tasa A > 0. Por otro lado, si el sistema estd ocupado, la salida de los individuos
(es decir, el tiempo de servicio) es de acuerdo a un proceso Poisson de tasa u > 0.

Este sistema de filas se indica por M/M/1/e0 pues la primera M indica la distri-
bucién de tiempos de llegada al sistema, que por ser un sistema Poisson, cumple
la propiedad Markoviana, es decir, es un proceso sin memoria (lema 1.3.1). La
segunda M corresponde a la distribucién de tiempo de servicio en el sistema o
tiempo de salida que es también una distribucién exponencial, la cual también
cumple la propiedad Markoviana. Finalmente, el nimero 1" indica el nimero de
servidores que tiene el sistema y oo indica que el tamaio de la fila es ilimitado.

Definicion 2.2.2. Definimos a los intervalos de tiempo que hay entre las llega-
das consecutivas de los individuos al sistema como U = {U,, : n € N}, donde cada
U; indica el tiempo que transcurrié entre las llegadas (i — 1)-ésima y la i-ésima.

Observacion. Notar que por definicion, en un sistema de filas M/M/1/eo, el
tiempo que hay entre la llegada consecutiva de dos individuos al sistema tiene
distribucién exponencial con pardmetro A > 0, y los tiempos de servicio tiene
distribucion exponencial con tasa (1 > 0, como se demostrara en el teorema 2.2.1,
dado a seguir.

Teorema 2.2.1. Sea un sistema de fila M/M/1 /oo, entonces la llegada de clien-
tes es de acuerdo a un proceso Poisson de tasa A4 si y solo si el tiempo de la llegada
consecutiva de dos individuos al sistema se distribuye exponencial con tasa A.

Demostracion.

(a) Suponga que el sistema recibe individuos de acuerdo a un proceso Pois-
son. De esta forma, por el lema 1.3.2, se tiene que los tiempos entre llegadas son
independientes e idénticamente distribuidas exponencial con pardmetro A > 0, y
de media 1/A.
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(b) Ahora, suponga que los U;, i = 1,2, ..., son independientes y con la distri-
bucién exponencial con pardmetro A. De esta forma, dado que Y7 ; U;, la suma
de las variables aleatorias con distribucion exp(A) tiene distribucién gama(n,A),
se tiene que

Axln—i-lxn

n!

dx.

P(X, <n)=PU +Us+ ...+ Ups1 >t):/ o
t

Haciendo el cambio de variable v = x —¢, se tiene dv = dx, y los intervalos de
integracion 0 y oo. De esta forma,

0 nyn+l oo n+1 n
P(X,gn):/ e?L(vH)%dv:/o A l [Z (n) i l]

i—0
+1 n +1
/ A(v+t) )’n ln ldV:Z A" tl e—lt/ e—lvvn—idv
(n—1)! = il(n—i)! 0

Utilizando otro cambio de variable u = Av, se tiene que du = Adv, y se obtiene

du
que dv = ——, entonces

A
)LnJrlti Py oo oty N i
P(X, <n)= M d
( t\l’l) l;)l'(n—i)!e 0 ),”_l)[‘ u
1.i A oo
:zn: ln—i— t e t . uun idu
Ziin—i) AniA Jo
_i A'iti —M/Doe Wi
= il(n—i)! 0

Para resolver la integral [,"e “u" 'du, se usara el siguiente resultado. Para
cualquier nimero n € N, se tiene que

/ e *x"dx =n!,
0

La demostracion se basa en hacer n veces la integracion por partes, tomando a
u=x"y dv = e *dx, ver, por ejemplo, en Spivak (1967). Aplicando el resultado
se tiene que

oy
23
N
2

I
D=

Aii o
—)’e M/ e U 'du
0

i'(n—1i)!

Il
o

Mo WA,
T AUl P

I

Il
o
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O

Observaciones.

(1) Dado que en el sistema de fila M/M/1/e0 cada U; tiene distribucion exponencial
con tasa A;, entonces por propiedades de esta distribucion, la esperanza de
cadaUjes 1/A.

(ii) Si A < u entonces no se tendra una fila de espera, dado que, si un cliente
entrara al sistema, como la tasa de salida es mayor a la de llegada, entonces
antes de que llegue otro cliente al sistema el primero ya habra salido y asi
sucesivamente. Si A = u entonces no se formara una cola, ya que cada vez
que llegue un cliente entonces el cliente en servicio, en ese misSmo momen-
to saldra del sistema. Este proceso seria el sistema ideal pues el servidor
siempre estaria ocupado y no tendriamos una fila de espera en el sistema.
Por dltimo, si A > u entonces conllevaria a tener en el sistema una fila de
espera.

Definicion 2.2.3. Definimos el coeficiente p de intensidad de trafico de la fila
como la tasa de llegada entre la tasa de salida, es decir

P—ﬁ-

Definicion 2.2.4. Se dice que el sistema es estable si la tasa de llegada es
menor que la tasa de salida, o sea

p==<1.
u

Teorema 2.2.2. En un sistema de fila M/M/1/c0 representado por el proceso
X ={X; : t > 0}, con tasas de llegada y salida A > 0 y u > 0, respectivamente,
tales que A < u, se tiene que

P(Xt :n) = pnP(Xt = 0),
donde

Demostracion. La demostracion sera usando induccién matematica. Usando
las ecuaciones diferenciales obtenidas en el teorema 1.4.1, la definicion 2.2.3 y el
hecho que A; = A y u; = u. Se puede escribir
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yparan > 1
APX;=n—1)—(A+u)P(X;=n)+uP(X;=n+1)=0.
A
Dividimos entre u y sustituyendo a E por p, se tiene
—pP(X; =0)+P(X;=1)=0 2.1

yparan > 1

pPX;=n—1)—(14+p)P(X;=n)+P(X;=n+1)=0 (2.2)
Empezando con induccién, demostramos para n = 1. Por (2.1) se tiene que

Supongamos que la igualdad sea valida para k < n, es decir, supongamos que
P(X; = k) = p*P(X; = 0). Demostremos que vale para k = n. De (2.2) se tiene
que

PX,=n)=(1+p)P(X;=n—1)—pP(X;, =n-2)
= (1+p)[p"'P(X; = 0)] - p[p"*P(X, = 0)]
= (p" ' +p"P(X; = 0)—p" 'P(X, = 0)
=p" 'P(X, = 0)+p"P(X, = 0) — p" ' P(X, = 0)
=p"P(X; =0).

Ahora para saber quién es P(X; = 0), hacemos
Y P(Xi=n)=P(X,=0)+ ) p"P(X,=0) =P(X, =0)+P(X, =0) }_ p"
n=1

n=1
=P(X;=0) (14—21)”) =P(X; =0) (i)l)n)'

Dado que p < 1, tenemos que la suma )", p" converge y es iguala 1/1 —p
(ver Spivak 1967), por lo que

ip(xt =n) =P(X, =0) (i p”) _PX=0)
n=0 n=0 l_p
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Como, la suma de todas las probabilidades debe ser igual a 1 por ser una
funcidn de distribucidn, es decir,

[

Y P(X;=n)=1,

se tiene que,

por lo que,

O

Corolario 2.2.1. En un sistema de fila M/M/1/e0 representado por el proceso
X ={X; :t > 0}, donde la tasa de llegada A es menor a la tasa de salida u, la
variable X; sigue una distribucién geométrica, con pardmetro 1 — p.

Demostracion. Teniendo en cuenta el teorema 2.2.2, vemos que P(X; =n) =
p"P(X; =0), donde P(X; =0) = 1 — p. Por lo tanto,
PX;=n)=(1—-p)p", n=0.
O

Dado que X; tiene distribucién geométrica con parametro 1 — p, la esperanza
y varianza del ndmero de individuos en el sistema de fila M/M/1/e0, son
p
B = 2.
—p

respectivamente.

Definicion 2.2.5. El ndmero de individuos en la fila del sistema M/M/1 /oo,
denotado por la variable aleatoria Y}, es

Y — 0 ,8siX;=0o0s1X; =1
TYIX —1 LsiX 2.
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Proposicion 2.2.1. Para un sistema de fila M/M/1 /e, con A < u, la variable
Y; es tal que

1 —p? ,sin=0
Pti=m=q P
(I—p)p ,sin> 1.

Demostracion. Por la definicion de Y; y por el teorema 2.2.2, se cumple que
si n = 0, entonces

P(Y; =0) =P(X, = 0)+P(X; = 1) = [1 - p] +[(1-p)p] = 1 - p*.

Suponga ahora que n > 1, entonces

PY,=n)=PX,—1=n)=PX,=n+1)=(1—p)p".
O

Proposicion 2.2.2. Para un sistema de fila M/M/1 /e, si A < u. La esperanza
de la variable Y; es p?/1 — p, dicho en otras palabras, usando la variable L,(t)
dada en la definicién 2.1.1, se tiene

L,(t) =E[Y] =

l—p

Demostracion. Usando la proposicion 2.2.1 y el hecho de que la esperanza de
una variable geométrica de parametro p es p/1 — p, tenemos que

[e )

E) = Y nP(t, =n) = Yn(1—p)p™ ! =p ¥ n(1—p)p" = -2
n=1 n=1

n=1

g

Proposicion 2.2.3. En un sistema de fila M/M/1/e representado por el proceso
X ={X;:t >0}, con A < u la esperanza del nimero de individuos en el sistema
al tiempo ¢ esta dada por

p A

L(t) = l—p:u—/l'

Demostracion. Por definicion se tiene que
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[ee] oo

L) = Y nP(X,=n) = Y. n(1—p)p" = (1—p)p ¥ np" .
n=0

n=0 n=1

Notamos que la expresién np”~! es la derivada de p” con respecto a p, y
ademds notamos que las sumas

> (") = X (550").

n=0 n=0 dp

d - n

convergen. La primera converge, pues p < 1, entonces,

lim np" ' =0
n—o0 p

(ver, por ejemplo, en Spivak 1967). La segunda converge, pues por Spivak
(1967) se tiene que si p < 1, entonces

-
L=,

Por lo tanto, por Friedberg (2000), podemos hacer la siguiente sustitucién

_ . - n n—1: . - i n
L(t)=(1 p)png,o p (1 p)an:)O(dpp)
= ( —p)p% <i_°:0p”),
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Definicion 2.2.6. Definimos a el tiempo de espera de un individuo en el siste-
ma de fila M/M/1/e<, indicado por la variable aleatoria W;, de la siguiente forma,

0 L siX, =0,
W, = )
YRS ,siX;=nn>1,

donde cada S; se distribuye de manera exponencial con pardmetro U; y repre-
senta el tiempo de servicio en el sistema de i-ésimo individuo atendido.

Proposicion 2.2.4. En un sistema de fila M/M/1 /oo, con A < u, la funcién de
distribucién asociada a la variable W;, estd dada por

Fy,(x) = P(W; <x) =1—pe=H)x x> 0.

Demostracion. Si x = 0, tenemos
Fy,(0)=P(X;=0)=1—p.

Ahora suponiendo que x > 0 y como sabemos que la suma de n variables alea-
torias de distribucidn exponencial, de pardmetro (, tiene a una funcién de distri-
bucién Gama, de parametros n'y U, es decir, S1 4+ 52 + ... + S, tiene distribucion
Gama(n, 1), entonces

Fy,(x) =P(W; <x) = i PW; <x| X, =n)P(X; =n)
n=0

=PW, <x| X, =0)P(X, =0)+ Y P(W; <x|X, =n)P(X; =n)

n=1
=1(1=p)+ Y P(S1+S2+...+S, <x)(1—p)p”
=1

o0 X ‘untn—l
—1—p+Y (1- / w B
p n;( p)p" | e D)

Dado que la expresion (1 — p) no depende de ¢ y n por la integral y por la
suma, respectivamente, puede salir de estas. Usando el mismo razonamiento, la
expresion e M puede salir de la suma. Por lo tanto,
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0 X ntn—l
Fy(x)=1-p+Y (1 —p)p”/ e “"u_—l)'dt
n=1 :

B B B i p ‘untn 1
—(1-p)+(1 /e g "
- (%)u”t”l
~(1=p)+(1=p) [ ¢ ”;Wdf
00 nen— 1
=(1-p)+(1=p) [l ¥ 0
Entonces,
5] n—1
) = (1-p)+2(1-p) "o Y. n_tl 23)

Usando el hecho que
i -
=n!

(ver, por ejemplo, en Spivak 1967) y notando que es la misma suma con x =
At, la que aparece en la integral en (2.3) tenemos que

X o an—1.n—1
Fy,(x)=(1—p)+A(1 —p)/O e My ):n——tl)!dt

n=1

—(1-p)+A(1 —p)/xe—ﬂfe“dz —(1-p)+A(l —p>/xe<’t—ﬂ>fdz
0 0

A=t eA—)x 1
A—u A—p

=(1—-p)+A(1-p) [l—u] =(1-p) (Hl
0

- Aop Aermr g
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_(1_&> A—p+ At _ 3 _(u—/l> — U4 AeAp)x
u A—u u A—u

(=) (AR 2 peP Y Ay — A 2eA R

mA—p) N WA —p)
(A AP F A (= AP (A — ) (u— AeA RN
p(A—p) w(A—p)
A—u)x
_po et _ pelt-nx,
il

g

Proposicion 2.2.5. En el sistema de fila M/M/1/e, con A < U, las siguientes
férmulas también son validas y se pueden encontrar en Bhat (2015).

(a) La es esperanza del nimero de individuos en el sistema al tiempo ¢, indi-
cado por L(t), es

L(t) = Ly(t) +p. 2.4)

donde L,(t) es el niimero de individuos en la fila al tiempo ¢, y p = A /L.
(b) La esperanza del tiempo de un individuo en la fila de espera al tiempo ¢,
indicado por W,(t), es

W,(t) = Ly (t). (2.5)

(¢) La esperanza del tiempo de un individuo en el sistema al tiempo ¢, indicado
por W(t), es

W(t) = W, (1) + % 2.6)

Observacion. La matriz de tasas del sistema de filas M/M/1/e0, usando la de-
finicion 1.3.6, es
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2.3. El Sistema de Fila M/M/1/k

Definicion 2.3.1. Un sistema de fila M/M/1/k, k € N, es una cadena de Markov
a tiempo continuo X = {X; : ¢ > 0}, donde las llagadas de clientes ocurren de
acuerdo a un proceso Poisson con tasa A > 0, y el tiempo de salida de clientes es
exponencial con tasa i > 0. Este sistema cuenta con un solo servidor y tiene la
caracteristica que la capacidad del sistema tiene un limite, es decir, si en el sistema
hay k individuos entonces no podra entrar al sistema ninguin otro.

Teorema 2.3.1. En un sistema X = {X; : 7 > 0} de fila M/M/1/k, suponiendo
que p = % < 1, se tiene que paran =0,1,2, ...

l1-p .
Pt osip<l
P(X,=n)={ [P
- sip=1.
k+1 P

Demostracion. Teniendo en cuenta el teorema 1.4.1, observamos que las ecua-
ciones diferenciales asociadas al sistema M/M/1/k son
paran=1,2,...k—1

A+wPX;=n)=APX, =n—1)+uP(X; =n+1)
yparan=k
AP(X; =k—1)=uP(X, =k).

Usando el teorema 2.2.2, se tiene que
P(X[ :n) - pnP(Xt - 0), n= 172,...7k.

Ahora, como la suma de la probabilidad de todos los estados es 1, por ser
funcion de probabilidad, se sigue que

k
1=

k
OP(X, =n)= ;)p”P(X, =0)=P(X,=0)) p".

Por lo tanto, como tenemos p < 1,
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pues es una suma geométrica (ver, por ejemplo, en Spivak 1967). Cuando
p =1, se tiene que

k
Y p"=(k+1).
n=0
De esta forma,
l_pk+l
k .
PX,=0)—— 1
1:P(X[:O)an: (f ) l—p ,Slp<
n=0 P(X;, =0)(k+1) ,sip=1.
Por lo tanto, se tiene
1—-p )
P(X;=0)= kTSP < 1,

1
PX;=0)=——,sip=1.
Sustituyendo, P(X; = 0) en P(X; = n) = p"P(X; = 0), concluimos que para
n=0,1,2,....k

1-p
1
k1

p" sip<1

,sip=1.
0

Definicion 2.3.2. En un sistema X = {X; : r > 0} de fila M/M/1/k, definimos
el nimero de individuos en la fila al tiempo ¢, como una variable aleatoria Y;, dada
por

0 ,si X, =0,1
Y, = .
n—1 ,siX;=n>2.

Teorema 2.3.2. En un sistema X = {X; : t > 0} de fila M/M/1/k, donde las
llagadas de clientes son de acuerdo a un proceso Poisson con tasa A > 0 y el
tiempo de salida es exponencial con tasa (> 0, suponiendo que p = % <1, se
tiene que
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1-p

Pt =n)=p"" 5

Demostracion. Usando la definicion 2.3.2, para calcular P(Y; = 0), y el teo-
rema 2.3.1, se tiene que

P(Y;=0)=P({X;, =0}u{X, =1})
=P(X,=0)+P(X, =1)
l-p p(l—p) 1-p+p(l-p)

_l—p+p-p* 1-p?
T l—pkl T pktl”

Ahora paran =1,...,k— 1 tenemos que
1—p
P(Y,:n):P(X,:n—H):p"“P(Xt:O):p"Hl_le.
O

Teorema 2.3.3. Sea X = {X, : r > 0} un sistema de fila M/M/1/k, donde las
llagadas de clientes son de acuerdo a un proceso Poisson con tasa A > 0 y el
tiempo de servicio es exponencial con tasa i > 0, suponiendo que p = % <1, se

tiene que la esperanza del nimero de individuos en este sistema de fila es

1—p 1—(k+1)p*+kp*t!
L(t) = — kt1 ( z 2 :
l-p (1—p)

Demostracion. Si X; indica el nimero de individuos en el sistema al tiempo 7,
entonces por definicion de esperanza se tiene que

k
n 1—
EX))=)Y nP(X,=n)=) np fH
n=0 n=0 1—P
£ n 1_p l_p L n
:;npl P ] pkHan
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Se sabe que, la derivada es una transformacion lineal, ver por ejemplo, en
Friedberg (2000), es decir, se cumple que para toda funcion f que depende de x,
se tiene

dfi(x) d
L = LA

Entonces,

Como ademads, se sabe que,

¢ .
; l—r)’

si r < 1, ver por ejemplo Spivak (1967), aplicando este resultado se tiene que,

d (p(1-p"\ 1-p
p_<2p) P"“ p%( I—p )1—p"+‘
<[<1—p>—<kp—><p>]<1—p>+p<1—pk>) 1= p

=P (1—p)2 1 — pktT
:p( (l—p)+p(1—pk)) 1—p
1—P) 1— pk+1
(1 ok —kpk — p 4+ pkt! L kpkHl £ p pk+1) 1—p
(1-p)? 1—phtl
pll- k+1 +kp* 1—p  p[l—(k+1)pF+kpFt!]
—-p)? 1 —pktl (1=p)(1—p*th

g

Teniendo en este sistema de filas su matriz de tasas, es la siguiente, tomando
en cuenta la definicién 1.3.6, donde esta contara solamente con k renglones.

- A
noo—(A+p) A

po—(A+u) 2
u —u
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2.4. El Sistema de Fila M/M/s/~

Definicion 2.4.1. Se le llama sistema de fila M/M/s/e a la cadena de Markov
a tiempo continuo X = {X; : t > 0}, donde los individuos llegan al sistema de
acuerdo a un proceso Poisson con tasa A > 0, a una tnica fila. Este sistema no
tiene limite en su capacidad dentro la fila de espera. Ademas, tiene s servidores,
los cuales brindan un servicio independiente con un tiempo de servicio de acuerdo
a una distribucién exponencial de pardmetro y > 0.

Supongamos que tenemos n individuos en el sistema, entonces en este sistema
de fila se cumple lo siguiente

= Para cada servidor se tiene la siguiente probabilidad
P( finalizar un servicio en un intervalo de tiempo [t,7 + h] ) = ph+o(h).

= P( finalizar un servicio entre todos los servidores en un intervalo de tiempo
[t,t+h]) =suh+o(h).

= Sin < s entonces n servidores estardn ocupados y como se tiene que la tasa
de salida de cada servidor es u entonces

P( la salida de un individuo del sistema ) = nuh+o(h).

= Sin > s entonces todos los servidores estardn ocupados y habra clientes en
lafilay

P( la salida de un individuo del sistema ) = suh+ o(h).

Definicion 2.4.2. En el sistema de fila M/M/s/eo, se define el coeficiente p
como

p— A
m
Observacion. Si suponemos que en este sistema de fila A < u, entonces el

coeficiente p es menor a uno.

Lema 2.4.1. En el sistema de fila M/M/s/oo, con tasas A y u de llegadas y
salidas, respectivamente, se tiene que

Ay=A,paran=0,1,2,...
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nu ,sin<s—1
.un:{ . N
nz

donde A, y u, son las tasas de nacimiento y muerte, respectivamente, dadas
en la definicién 1.4.1.

Demostracion. Iniciando con la tasa de llegadas al sistema, notamos que, la
tasa no cambia con el ndmero de clientes en el sistema, es decir, es la tasa de
llegada constante. Por lo que, paran =0,1,2,..., se tiene que A, = A.

Ahora, para la tasa de salidas del sistema, debemos considerar los dos casos
a seguir. Cuando hay n < s clientes en el sistema, cada cliente recibira el servicio
(es decir, no iran a la fila de espera) y, por lo tanto, el tiempo hasta una salida
serd el minimo de n exponenciales independientes, cada uno con una tasa {, por
lo que serd exponencial con una tasa nit. Por otro lado, si hay n > s clientes en el
sistema, entonces solo s de los n estardn en servicio, por lo que la tasa de salida
en este caso es sU.

O

Teorema 2.4.1. La probabilidad que haya n individuos en el sistema de fila

M/M/s/oo, es
p"
—'P(Xt:0) ,sin<s
P(X;=n)= npn
oy (X, =0) ,sin>s,
donde
1
P(Xt = 0) - 1 p” s )
“1p p
R R )
conp=A/u<l.

Demostracion. Por el teorema 1.4.1, para el sistema de fila M/M/s/e~ tendre-
mos que las ecuaciones diferenciales asociadas a este sistema son

y

An 1P = n— 1) — (A + ) P(Xs = 1) + s 1 PG =n+1) =0, sin >0,
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que para nuestro caso M/M/s/eo, y como u; = 1 x u = u, por el lema 2.4.1,
se puede escribir

AP(X; =0) = uP(X; = 1) 2.7)

A+nuw)P(X; =n)=APX;=n—1)+(n+ 1)uP(X; =n+1), (2.8)
dado que A, = A por el lema 2.4.1. De esta forma, de (2.7) se tiene

A

Aplicaremos induccién para la férmula cuando n < s. Iniciamos en el caso
n =1, entonces de (2.8) se tiene que

donde sustituyendo P(X; = 1), dada por (2.9), se tiene

(A +u)pP(X; =0) = AP(X; = 0) +2uP(X, =2)
u(% +1)pP(X, = 0) = AP(X, = 0) +2uP(X; = 2)
(% +1)pP(X, =0) = %P(Xt =0)+ %P(Xz =2)

p(1+p)P(X; =0) = pP(X; =0)+2P(X; =2)

y por lo tanto

P, =2) = 5 [p(1+p)P(X, = 0) ~ pP(X, = 0)

1 p?

2
=2 P(X, = 0).

Ahora, suponga que la formula siguiente vale para n < s

P(X,=n) = %p(xr —0).
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Veamos que vale para n = s. Por (2.8) se tiene que

A+ (s— D)PX, =s—1) = AP(X, = s — 2) + suP(X, = s) (2.10)

como la férmula vale, por hip6tesis para X; = s — 1 y para X; = s — 2, se tiene
que

s—1

_ _ b _
ps—2

Sustituyendo estas probabilidades en (2.10), tenemos que

s—2

s—1
(H(s—l)u)(f_l)!P(X, —0) :JL(SP_Z)!

P(X; =0)+suP(X; =s).

Por lo tanto,

§— s—1 s—2
P(X, =s) = j +((S _11))‘!‘ P px, = 0) %P(Xt - 0)]
[ A+ (s—Dwp~"  Ap?
- P(X_O)( 5 1) ‘<s—z>!)1

s—l

Ap '+ (s—up*” ) (S—l)),ps_z)}

ApS L (s—Dups~ 1 —sApS=2 + Ap*—2
(s—1)!

P2 (Ap +( s—l),up—s/l+7t)ﬂ
(s—1)!

-

-

( 2

(p“‘ (Ap +sup — up—slH)ﬂ
-0 (=

=

(s—1)!
P 2(Ap+sA —A —sA +A)
(s—1)!

ps 2 >:|
[ Ap*! . A ps!
s—1)! ) (X =0)= (H) (s(s—l)!)P(Xt:O)

) P(X,=0)="P(X,=0).

I
P e e e e W W i
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Hasta aqui hemos demostrado que para n < s se tiene que

pn
n!
Abhora, sin > s, haremos la demostracion por induccion. Primero demostrando

la base, cuando n = s+ 1, por (2.8) se tiene

A+su)P(X;=5)=APX; =s—1)+suP(X; =s+1).

Dado que se sabe que

P(X,=s) = %P(Xt —0)

y que 1

P(X,=s5—1)= (Sp_ P =0)
Usando el lema 2.4.1, tenemos que

ps ps—l
()L +S[.L)FP(X; = 0) = )u (S— 1)'P(Xt == 0) +S,UP<X; =5+ 1).

Entonces,

A+ su)p’ Aps~! 1

~
_|_
“ | e
=
)
1)
|
=~
L=,
= L
N
—
2]
<=
N——

VR
[2)

|-

N——

%}
|- ==

=
i)
1=}
L
>
o)
+
%
=
©
|
o5}
=
N———
/N
[*0)
=
N~ ——

e}
1)
I
>
©
+ <
()
>
|
[}
=
N—
VR
| —
N——

>~
[}
==,
N——
VRN
A
2=
N———
I
hac]
2<
I
=
N
al=
N—
N
|~

:)

Por lo tanto,
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P(X, =s+1)=P(X, = 0) (”—S> (p) = P(X, = 0) (le) .

ss! ss!

Ahora, suponga vdlido para n > s. Veamos que vale para n+ 1, por (2.8) se
tiene que

(A +su)P(X; =n) = AP(X; =n—1)+suP(X, =n+1). (2.11)

Por hipotesis se tiene que

s 5s!

P(X, =n) :P(X,:0)< P )

P(X,=n—1)=P(X, = 0) (”—1) .

Sn—l—ss!

Sustituyendo estas probabilidades en (2.11), tenemos

( +s,u)P(Xt:0)( P >:/IP(Xt:0) (p—l) P =t 1),

st—5s! sh—1=sg1

Por lo tanto,

sh—sg| Snflfvsy su
A+su)p”  Ap"! 1
o (B 2t (1)
: u
Ap"+sup”  Apl N [ 1
:P<Xl = O) ( psn—sslfp o sn—pl—ssl> (S_>
! ! U
n=1(dp+ —sA 1
_ P(X,—0) (p AP L okp = )) (—)
: u
~LAp 4 sA —sA 1
=P(X;, =0) (p ( z—sjy - )) (S_)
: u
Ap" 1 n A
e (25) () -ra () )

Por lo que,

P(X, =n+1) =P(X, = 0) (”—) (p) = P(X; = 0) (S’_’H—fls,) .
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De esta forma, en general se tiene que

p—'P(X,:O) ,sin<s
P(Xt:n): npn

st5s!

P(X;=0) ,sin>s.

Notar que debemos tener )~ ,P(X; = n) = 1. Suponiendo que d <1,se
s

puede calcular P(X; = 0) de la siguiente forma

Entonces,

O

Definicion 2.4.3. En un sistema de fila M/M/s/e0, definimos a la variable alea-
toria V;, el numero de servidores ocupados al tiempo ¢, como

Vv — k ,siX;=k parak=0,1,2,..,.5—1
s LsiX >

Corolario 2.4.1. Para X = {X; : r > 0} un sistema de fila M/M/s/co, la proba-
bilidad de que en el sistema haya n servidores ocupados es



2.4. EL SISTEMA DE FILA M/M/S/>~ 47

p—'P(XtZO) ,Sin<s
PVi=n)=4 ™  pn P(X,=0) ,si
GG KT s

Demostracion. Usando el teorema 2.4.1, tenemos las probabilidades de que
en el sistema haya n < s servidores ocupados. Solo se debe obtener la probabilidad
cuando haya s servidores ocupados. Eso ocurre cuando X; > s. Por el teorema
2.4.1, tenemos que para n > s

p"
P(Xt = n) = sl (X[ = 0),
entonces,
oo n oo n+s K 0 n
P 25)=Y L Px=0)=Y L _pPx,=0)=LPx,=0)} 2.
= nss) = sts! s! = s
Como se sabe que
Fo_
n=0 " S—P
(ver, Spivak 1967), tenemos
PV, = 5) = P(X > 5) = 2 p(X, = 0)—° P px,—0)
=5)= >s)="— = = =
t ’ s s —p (s=p)(s—)r
U

Proposicion 2.4.1. Para X = {X; : ¢ > 0} un sistema de fila M/M/s/eo, con tasas
de llegada y salida A > 0, y u > 0, respectivamente, la esperanza del nimero de
servidores ocupados es p = i

Demostracion. Sea V; el nimero de servidores ocupados al tiempo ¢ > 0. De
esta forma, por el corolario 2.4.1, se tiene que

o s s—1
ElV}] = ;)nP(Vt =n)= ;)np(w =n)= anp(v, =n)+sP(V, =s)

s—1 pn pn
— —_P(X = — P(X; =
,Eo”n! K =0)+s =it K =0)
s—1

= P(X; =0) ;"Z +<s—p‘3’?;—1>!
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[s—1 n—1 s—1
p P
(X: =0)p = (n—1)! (s—p)(s—l)!]
[s—1  n—1 s—1 s—1 sl
= P(X; =0)p F=ACE] * (s—1)! (s—1)! (S—P)(S—l)!]
[s—1 n s—1 s—1
_ p(x — PP £
=P(X =0)p = n! (s—1)! (S—P)(S_l)!]
[s—1 ~n s—1 s—1
p"  sp* T =(s—p)p
=P(X, =0 —
T LR ]
[s—1 ~n s—1 s—1 s
p"  sp —sp' +p
P IR
= P(X; =0)p Y P =P(X, =0)pP(X, =0)"' =p
=n! o (s—p)(s—1)!

Definicion 2.4.4. Para X = {X; :r > 0} un sistema de fila M/M/s/eo, definimos
el ndmero de individuos en la fila de espera al tiempo ¢, como la variable aleatoria
Y;, dada por

0 ,Sin<S
Y, = .
X;—s ,s1X; >s.

Teorema 2.4.2. Para X = {X; : r > 0} un sistema de fila M/M/s/co, con tasas
de llegada y salida A > 0, y u > 0, respectivamente, la probabilidad de tener n
individuos en la fila de espera es

n+s

P =m) = | B0 TP =0) sin=0
inTP(Xt:()) ,sin> 1.

Demostracion. Si ¥; = 0, es decir, cuando no haya nadie en la fila de espera
es porque X; < s, dicho de otra forma, es cuando en el sistema haya 0,1,...;s
individuos. Por el teorema 2.4.1, se tiene la probabilidad de que haya n usuarios
en el sistema. Por otro lado, la probabilidad de que ¥; =0 es



2.4. EL SISTEMA DE FILA M/M/S/>~ 49

P(Y; =0) = P(Up_o{Xi = e})
=) P(X,=e)
e=0
N pl’l
= ,;)HP(X’ =0).

SiY; = n, con n > 0, usamos nuevamente el teorema 2.4.1, y se tiene que

pn—l—s

PY,=n)=PX,—s=n)=P(X;=n+s)= P(X; =0).

sts!

g

Proposicion 2.4.2. En un sistema de fila M/M/s/e, con tasas de llegada y
salida A > 0,y u > 0, respectivamente, la esperanza del nimero de individuos en
la fila al tiempo ¢ es,

ps—l—l
(s=Ds—p)?

Ly(1) = E[Yi] = P(X; =0).

Demostracion. Por la definicién de la esperanza y usando el resultado dado
por el teorema 2.4.2, tenemos que

EY) = Y nP(Y, = n) = (0) (i‘bp—np(x, _ 0)) + ilnpnﬂp(xt —0)

=0 = n! = sl

oo ps—O—lpn—l 1 ps+l oo P n—1
= ——PX,=0)=(-|PX,=0 — .

n;" ss"—Lg! (X =0) s (X =0) s! El”<s>

. . . e p .
Primero se resolverd la suma. Aplicando la sustitucién m = —, se tiene que
s

rgn (g)nl = ;nmn_l.

Notar que el termino nm™ !, es la derivada de m”, con respecto a m, y ademds
notar que las sumas

> -1 _ > dmn
n;lnm” _Z(dm)

n=1



50 CAPITULO 2. SISTEMAS DE FILAS

(2]

convergen. La primera suma converge, dado que m < 1, pues p < 1, y s es un
numero entero positivo, entonces

lim nm" ' =0

(ver, por ejemplo, Spivak 1967). La segunda suma converge dado que m < 1,
por lo que,
- 1

Zmn:l—m’

n=1

ver por ejemplo en Spivak (1967). Por lo tanto, por Friedberg (2000), pode-
mos hacer la siguiente sustitucion

Por lo tanto,
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Proposicion 2.4.3. En un sistema X = {X; : r > 0} de fila M/M/s/e0, con tasas
de llegada y salida A > 0,y u > 0, respectivamente, se tiene que el nimero medio
de individuos en el sistema al tiempo ¢, el tiempo medio de un individuo en la fila
de espera y en el sistema al tiempo 7, son respectivamente

ps+1
M”:(FJMQ_pyP@F:®+P (2.12)
P p(X, = 0)
wg@)::(**”“*Pi : (2.13)
s+1 P(X O)
G—DI—p)2" VT 1
W(t) = +—. (2.14)
(t) 1 i

Demostracion. Dado que ya conocemos el valor de L,(¢) por la proposicién
2.4.2,y por (2.4) se tiene que

ps+1
(s—1){(s—p)?

Ahora para calcular W,(¢), usando (2.5) y la proposicién 2.4.2, se tiene que

L(t) = Ly(t) +p =

ps+l PX_O
_Ly(t)  Gm)iG=p)2 (X; =0)
W,(t) = . -

Por dltimo, para calcular W (z), usamos (2.6) y (2.13), para obtener

g

En este caso, de acuerdo con la definicién de matriz de tasas dada por la defi-
nicién 1.3.6, la matriz asociada a el sistema de filas M/M/s/eo, es la siguiente

A A
no —(A4u) A

s —(A+su) A
sy —(A+su) A

Notar a partir renglén s la matriz cambia el parametro u por su.
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2.5. El Sistema de Fila M/M/s/k

Definicion 2.5.1. Se le llama sistema de fila M/M/s/k, a la cadena de Markov
a tiempo continuo X = {X; : t > 0}, donde los individuos llegan al sistema de
acuerdo a un proceso Poisson con tasa A > 0. El sistema cuenta s servidores, los
cuales brindan un servicio independiente, en un tiempo de servicio de acuerdo
a una distribucién exponencial de pardmetro u > 0, con A < u. Este sistema,
ademads, no puede tener més de k individuos.

Definicion 2.5.2. En el sistema de fila M/M/s/k, definimos a la tasa de trafico
p y ala variable o¢ como

Proposicion 2.5.1. En un sistema X = {X; : ¢ > 0} de fila M/M/s/k, la proba-
bilidad de que haya » individuos en el sistema al tiempo ¢, es
o’ .
—P(X; =0) ,si0<n<s,
n!
—p"P(X; =0) ,sis<n<k,

donde
s—1 o oS k -1
_ _ el el n—s
P(X;=0) = 0n!+s‘2p :

n= * n=s
Demostracion. Utilizando el teorema 2.4.1, para n < s, se tiene que
1 /A\" o
PX;=n)=—|(—)] PX,=0)=—P(X;, =0).
o=m = (5) P =0 = %P —0)

Por el mismo teorema 2.4.1, para n > s, en particular paran > sy k > n, se
cumple que

R gl A
Sﬂ SS!I.LS‘IJ,H s

_1 (&)S (i)HP(Xt =0)= ﬁsp”‘sP(Xr =0).

s!

P(X; =0)
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Ahora, para encontrar P(X, = 0), se sabe que YX_, P(X; = n) = 1, pues por ser
funcién de distribucién debe cumplir esta propiedad. Por lo que

k s—1 ol a’ k
1=Y PX,=n)=Y —PX=0)+—) p" *P(X,=0).
n=0 n=0 """ S* n=s
Entonces,
k s—1 al o k
n=0 n=0 n: St op=s

-1
s—1 o o’ k I
P(tho):< —+F2p .

|
n=0 n. i

g

Proposicion 2.5.2. En un sistema X = {X; : t > 0} de fila M/M/s/k, con tasa
de llegada y de salida, A > 0y u > 0, respectivamente, con A < U, se tiene que
el nimero medio de individuos en la fila de espera al tiempo ¢, es

P(X;=0)(A/u)'p
sl(1—p)?

Ly(r) = L=p =t — (k—s+1)p"*(1-p)|.

Demostracion. Sea X = {X; : r > 0} el proceso representando el sistema de
fila. Notar que L,(t), estd dada por

k
Ly(t)= Z (n—s)P(X; = n).
n=s+1

Esto se debe a que X; indica el nimero de individuos en el sistema al tiempo
1,y se necesitan s + 1 individuos en el sistema para que s individuos estén siendo
servidos por los s servidores mientras que el individuo restante debe entrar en la
fila de espera. De esta forma, si X; = s+ 1 entonces en la fila de espera habra un
individuo, esto hasta que se alcance el limite k£ de individuos en el sistema. La
expresion (n— s)P(X; = n) se debe a que si n = s+ 1 la expresion se convierte en
1 x P(X; = s+ 1), que indica 1 por la probabilidad de que haya 1 individuo en la
fila de espera, que es el inicio de la definicién de esperanza. En la demostraciéon

de la proposicion 2.5.1, se vio que si n > s, se tiene que
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k O
Ly(t)= Z (n—s)P(X; =n) = Z (n—y) .P(X,:0)

n=s+1 n=s+1 s" sl
k n o k s
=Y (n—s) SIHS!P(X, =0)= FP(X, =0) ) (n—s) s
n=s+1 n=s+1
o’ k asp k
=—P(X =0) Z (n—s)p""* = —-P(X; =0) Z (n—s)p" 51
S n=s+1 s n=s+1
asp & n—1
== P(X; = O)Enp

Notar que el termino np"~!, es la derivada de p”, con respecto a p, y se sa-
be que, la derivada es una transformacién lineal, ver por ejemplo en Friedberg
(2000). Es decir, se cumple que para toda funcién f que depende de x, se tiene

dfi(x
;’ dx Zfl

Por lo tanto,

! n=1 ! n=1 dp
OCSp d k—s
= P(X,=0)— "
<l (X )dp (};]P )
Ahora, como se sabe que
1— k—s+1
Zp p ,
—p

ver por ejemplo Spivak (1967). Por lo que,

o’ d k—s . a’ d 1— k—s+1
Ly(t) = s!pP(Xt :0)% (Z:IP ) = pP(Xt :0)% (p—)
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Calculando la derivada tenemos que

d (1_pks+1) 1—pkfs+1—(k—s—i—l)pkfs(l—p)

ap\ 1-p )~ (1—p)?
Por lo tanto,
PX;=0)o’ s s
Lf0) = TG (1=t (ks Dt (1 -p)].
O

Proposicion 2.5.3. En un sistema X = {X; : t > 0} de fila M/M/s/k, con tasa
de llegada y de salida, A > 0 y u > 0, respectivamente, con A < U, se tiene que
el nimero medio de individuos en el sistema al tiempo ¢ es,

l(l —P(Xt :k>) :Lq(l) +OC<1 —P(Xt = k))

L(t) = Ly(t) +

u
_ P(X; =0)a’p k—s+1 k—s _
El tiempo medio de un individuo en la fila de espera al tiempo ¢ es,
L,(t
We(r) = ()

A(1—P(X, =k))
At =P = ks Dt (- p)]
A(l—P(X;, =k))

Y

y el tiempo medio de un individuo en el sistema al tiempo ¢ es,

L(t)
A(1I—P(X, =)

PRSP [1 - pk st (k= s+ 1)pk (1= p)] + (1 — P(X; = K))
B A(1—P(X, =k)) '

W(t) =

Demostracion. Esta demostracion puede encontrarse en Gross (2008), o usar

la proposicion 2.5.2, y las definiciones de L(z), W, (1), y W (z).
U

De acuerdo con la definicidén 1.3.6 de matriz de tasas, la matriz asociada a el
sistema de filas M/M/s/k tiene la caracteristica de que a partir renglon s cambia el
parametro U por s y tiene k renglones, es decir
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—A A
nwoo—(A+p) A

s —(H+su) A—su
SU

2.6. El Sistema de Fila M/G/1/

Este sistema generalizara el tiempo de servicio para funciones de distribucién
que no sean exponenciales, es decir, no necesariamente el tiempo de servicio ird
de acuerdo a una funcién de distribucién exponencial de pardmetro pu > 0.

Definicion 2.6.1. El sistema de fila M/G/1/e, es una cadena de Markov a tiem-
po continuo X = {X; : 1 > 0}, con X; como el nimero de individuos en el sistema
al tiempo ¢, donde los individuos llegan al sistema de acuerdo a un proceso Pois-
son con tasa A > 0. El sistema cuenta con un servidor y no tiene limite en su
capacidad. Sea {S, : n > 0}, el conjunto de variables aleatorias independientes
e idénticamente distribuidas a una variable aleatoria S, donde cada S,,, indica el
tiempo de servicio del n-ésimo individuo en el sistema. Sean fs(-) y Fs(-), la fun-
cién de densidad y de distribucién de S.

Suponga que se sabe o se llega a estimar la esperanza y la varianza de la
funcion de distribucion del tiempo de servicio, denotadas respectivamente como,
ﬁconu>0,y62.

Definicion 2.6.2. En el sistema de fila M/G/1/~ se define a p como la intensi-
dad de trafico en el sistema o la utilidad que se le da al sistema, definido por

P—ﬁ-

Observacion. Suponiendo que p < 1 se puede deducir la probabilidad de que
no haya ningun individuo en el sistema usando la propiedad del complemento, es
decir

A
PX=0=1—-p=1——.
X ] P 1
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Definicion 2.6.3. En un sistema de fila M/G/1/e0, definimos {¢, : n > 0}, co-
mo el conjunto de #, indicando el tiempo donde se produce la n-ésima salida de
sistema.

Definicion 2.6.4. En un sistema de fila M/G/1/eo, definimos {N,, : n > 0}, como
el conjunto de los N,, indicando el ndmero de individuos dentro del sistema justo
después de t,, es decir, justo después de que se produzca la n-ésima salida de
sistema. Por lo tanto, N, toma la siguiente forma

N,+A—1 ,siN,>1
Nn—l-l: .
A ,SIN, =0,

donde A es una variable aleatoria, la cual indicara el nimero de individuos que
ingresen al sistema en un tiempo de servicio.

Observacion. A solo depende de #,11, y N,+1 por definicién solo depende de
N,y de A. Entonces N = {N,, : n > 0} es una cadena de Markov.

En el sistema de fila M/G/1 /e, las llegadas van de acuerdo a un proceso Pois-
son de tasa A > 0. Sin embargo, el tiempo de servicio serd de acuerdo a una fun-
cion de distribucion general, no necesariamente exponencial de pardmetro y > 0.
De manera que la variable aleatoria A también serd descrita por una funcion de dis-
tribucion general. Usando la propiedad de la probabilidad total, paran =0,1,2, ...,
se tiene que

P(A=n) = /:P(A — |1 =t fs(0)dt,

donde esta integral es la de Stieltjes, fs(¢) es la funcion de densidad del tiempo
de servicioy P(A =n |t = t,1) indica la probabilidad de que A = n, en el tiempo
donde se produce la (n+ 1)—ésima salida del sistema, es decir, t = t,,1 1.

Ahora, usando la proposiciéon 1.3.3, se cumple que dado que el nimero de
llegadas si esta descrito por un proceso Poisson de tasa A > 0, el nimero de ocu-
rrencias (llegadas) en el tiempo que ocurra la (n + 1)—ésima salida del sistema
es

At)"
PA=n|t=ty) = e"ltq, n=0,1,2,..
n!

Si se tuviera la distribucion con la que se describe las salidas del sistema se
conoceria fg(t), y de esta forma se solucionara la integral que aparece en la defi-
niciéon de P(A = n), y de este modo, se podria obtener la funcién de distribucion
de la variable A.
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Teorema 2.6.1. En un sistema de fila M/G/1/e0, la esperanza del nimero de
individuos en la fila de espera al tiempo ¢, es

A%o? 4 p?
L(t)=2""F (2.15)
! 2(1-p?)
Demostracion. Esta demostracion se encuentra en Bhat (2015).
O

Proposicion 2.6.1. En un sistema de fila M/G/1/e0, se tiene que el nimero
medio de individuos en el sistema al tiempo 7, el tiempo medio de un individuo en
la fila de espera y en el sistema al tiempo ¢, son respectivamente

A2c? +p?
L(t) = 20— p?) +p (2.16)
120.2+p2
_n2
W, (1) = % (2.17)
/1202—0—[)2 1
2(1-p?)
W(t)=—"+—. (2.18)
(7) 1 m

Demostracién. Usando L,(¢), dada por el teorema 2.6.1, podremos calcular
L(t), que indica la esperanza del nimero de individuos en el sistema y por (2.4),
se tiene que

_ A?o%4p?

L(t)=Ly(t) +p = W+P

Continuando, podemos calcular a W, (t) y W(z) utilizando (2.5) y (2.6), es
decir,

226242
11 (l‘) _ LQ(I) _ 2(1-p?)
4 A A
y 2.2, .2
A“c+p
1 L, (t 2(1—p2
W(t) = W, (1) + ~ — ql(): 5 4 1
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2.7. El Sistema de Fila M/G/s/s

Definicion 2.7.1. Se le llama sistema de fila M/G/s/s, al sistema X = {X; : t >
0}, donde cada X; indica el nimero de individuos en el sistema al instante ¢, las
llegadas van de acuerdo a un proceso Poisson de tasa A > 0. Este sistema cuenta
con s servidores disponibles. El sistema tiene el limite de aceptar a s individuos
antes de que este se cierre. Sea {S, : n > 0}, el conjunto de variables aleatorias
idénticamente distribuidas e independientes, donde cada S,,, indica el tiempo de
servicio del n-ésimo individuo en el sistema, con fs(x) y Fgs(x) su funcién de
densidad y de distribucidn, respectivamente.

Suponga que se sabe o se pueda estimar la esperanza y la varianza de la fun-
cion de distribucion del tiempo de servicio, denotadas respectivamente como ﬁ,
con i > 0, y 62, entonces tenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.7.1. Sea X = {X; :t > 0} un sistema de fila M/G/s/s, la probabilidad
de que j de sus s servidores estén ocupados es

Demostracion. Este resultado puede encontrarse en Anderson (1976).

Proposicion 2.7.1. Sea X = {X; : > 0} un sistema de fila M/G/s/s, la esperan-
za del numero de individuos en el sistema que es igual a la esperanza del nimero
de servidores ocupados al tiempo ¢ es

L(t) = %[1 —P(X, =5)].

Demostracion. Este resultado puede encontrarse en Anderson (1976).

2.8. El Sistema de Fila G/M/1/>

Definicion 2.8.1. El proceso X = {X; : 7 > 0} es un sistema de filas G/M/1/eo,
con cada X;, indicando el nimero de individuos en sistema al instante ¢, donde el
tiempo entre llegadas sucesivas poseen una distribucion general G, con parametro
A > 0, el tiempo de servicio se distribuye exponencialmente con tasa g > 0. El
sistema cuenta con un servidor y no tiene limite en su capacidad.
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Definicion 2.8.2. En un sistema de fila G/M/1/e0, el proceso {R, : n > 0}, con
R, indicando el nimero de individuos en el sistema a la llegada n-€ésima, se define
como,

R,—A+1 ,siR,>1
Rn—HZ .
A ,S1R, =0,

donde A es una variable aleatoria, indicando el nimero de individuos que sal-
gan del sistema en el lapso de tiempo que ocurra una llegada.

Definicion 2.8.3. Para el proceso {R, : n € N}, con S, su espacio de estados,
se define a Pi(f) (t), i, j € S, como la probabilidad de transicién de un estado i al

estado j, en un tiempo ¢.

Teorema 2.8.1. Para el proceso {R, : n € N}, se tiene que la probabilidad de
que el proceso salte del estado i al estado i+ 1 — j, para j =0,1,2,...,i, en un
tiempo ¢, es

00 J
Piv1—j(t) = /0 e“f%dG(t). (2.20)

Demostracion. Primero hay que notar que el nimero de servicios en un in-
tervalo de tiempo ¢ es una variable aleatoria de Poisson con esperanza . Esto se
debe a que el tiempo entre servicios sucesivos es exponencial de tasa i y por la
proposicién 1.3.4. Por lo que, usando la definicion de la funcién de probabilidad,
tenemos que

P ( niimero de servicios al tiempo t = j) = e M (2.21)

(ur)!

Esto nos da la probabilidad de que tengamos j ndmero de servicios en el in-
tervalo de tiempo .

Dado que, si ocurre una llegada al sistema y se encuentra que hay i individuos
en él, entonces en la préxima llegada encontrard i + 1 individuos menos el nimero
de individuos que hayan sido servidos. Por lo tanto si queremos F; ;| ; entonces
debemos integrar (2.20) con respecto al tiempo, esto debe ser con respecto a la
distribucion que describe las llegadas al sistema, es decir, G. Por lo que,

Piv1—j(t) = /Om e”t(“Tt!)jdG(t).
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Observacion. Si G(-) es diferenciable y sea g(-) su funcién de densidad, en-
tonces se tiene

P i) = [ e gnar

Jj!

Corolario 2.8.1. En el proceso {R, : n € N}, se tiene que la probabilidad
Py(t), parai=1,2,..., en un tiempo ¢, es

i
N)=1=Y Pi(t). (2.22)
=0
Demostracion. Dado que

N=1=Y Pt
=0

por el teorema 2.8.1 podemos calcular Py(t).
0

Definicion 2.8.4. En un sistema de filas G/M/1 /oo, se define a 7, como la pro-
babilidad de que al llegar un individuo al sistema encuentre » individuos dentro.

Teorema 2.8.2. El proceso {R, : n € N}, tiene la distribucion de probabilida-
des estacionaria, es decir, m, k =0,1,2,..., dada por

i = (1 —/Oooe“t(lﬁ)dG(t)) (/Oooe“’(lﬁ)dG(t))k.

Demostracion. Por la definicion 1.3.11, tenemos que 7, es tal que

M =Y miPy(t)
i=1

con la propiedad que su suma es igual a uno, es decir,

i T, = 1.
k=1

Abhora, por el teorema 2.8.1, se conoce el valor de Py (t), entonces se tiene que

z+1 k
Z m/ o Ht ‘fl_k) dG(1). (2.23)
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Para resolver la ecuacién (2.23), se hara la siguiente sustitucion: 7, = c¥.
Asi,

l+1 —k
k_ Z ﬁ/ ot \HO (u1) o a6

H— 1—
(2.24)

_ = gk (ﬁ,ut)’“ k
_c/o ol Y el

i=k—1

Sin embargo,

= (Bt (B
lzl (i+1—k)! Jg gt

Como se sabe que,

[e5)

x"

n=0 ; B
(ver, por ejemplo, Spivak 1967). Por lo que, si tomamos x = ¢, tenemos

que

que sustituyendo en la ecuacién (2.24), nos da

cB* = c/ e H B PR 4G (1),
0
Entonces -
cpk = c/ e HU=B) Bk=14G (1),
0
es equivalente a

ﬁk _ Bk—l /ooe—,ut(l—ﬁ)dG(t)’
0

que es equivalente a

B = / " e O-B)gG(p). (2.25)
0

Ahora, para obtener el valor de la constante ¢, usaremos el hecho de que

S
k=1
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Pero como m, = ¢f8¥, implica que

c Z Bk =1.
k=0
Para B < 1, se tiene que

= 1
L6 =it
k=0 1-p
(ver, por ejemplo, en Spivak 1967). Por lo que

c

1-p

=1,
entonces

c=1-p.

Por lo tanto, para cada k > 0, se tiene que

o = Cﬁk =(1— B)ﬁk7
y el resultado sigue.

0

Definicion 2.8.5. Para un sistema de filas G/M/1/eo se define a Ty, como el
tiempo hasta que un individuo entre al sistema encuentre a k individuos dentro.

Teorema 2.8.3. Para el proceso {R, : n € N}, se tiene que la esperanza del
tiempo de espera de un individuo en el sistema, W (¢), es

_
pu(l—B)’

donde f3 esta dado en la demostracién del teorema 2.8.2, en (2.25).

W) =

Demostracion. Dado que 7, es la probabilidad de que haya k individuos en el
sistema cuando ocurre una llegada, entonces

W(l) = i E[Tk]ﬂik.
k=0

Dado que si ocurre una llegada y hay k individuos en el sistema, ese individuo
esperara k + 1 servicios en el sistema, y como el tiempo de servicio se distribuye
exponencialmente con tasa ¢ > 0, entonces,



64 CAPITULO 2. SISTEMAS DE FILAS

k+1
E[l]=——
i}
Usando también que
- X
ko =
sz) (1—x)2
y
— 1
) =
=0 1—x

(ver, por ejemplo, en Spivak 1967). Por lo tanto, como se conoce a 7 por el
teorema 2.8.2, tenemos que

Wi =Y Efiim = Y, -t = B Y gt

k=0 k=0 H o o
C(1-B) ek, v ekl (1=B) B 1
= Lgokﬁ +1<—ZE)[3]_ ]
<1—ﬁ>[ﬁ+1—ﬁ]:<1—ﬁ>[ ! ]_ !
u (1-B)? u u(1—-pg)

(1-B)
O
Corolario 2.8.2. En un sistema de filas G/M/1/e, el tiempo medio de un indi-

viduo en la fila de espera al tiempo ¢, el nimero medio de individuos en el sistema
y en la fila de espera al tiempo 7, son respectivamente

B
W, (1) = S0P (2.26)
A
L(t) = BB (2.27)
Ly(t) = u(ftfﬁ) (2.28)

Demostracion. Usando el teorema 2.8.3, podemos obtener el valor de W (z),
que indica el tiempo promedio de un individuo en este sistema al tiempo ¢, usando
las formulas de Little, que indican que
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(a) Wy(t) =W (1) —

==

(b) L(t) = AW (¢)
(€) Ly(t) = AW,(2).

Asi, sustituyendo el valor de W(¢), se tiene lo que se quiere demostrar para
las ecuaciones (2.26) y (2.27). Para la ecuacion (2.28), solo debemos sustituir el

valor de W, (1), obtenido con la ecuacién (2.26).
g

Teorema 2.8.4. Sea X = {X; : t > 0} un sistema de filas G/M/1 /e, con A <
U, la probabilidad de que haya k individuos en el sistema al tiempo 7, es decir,
PX;,=k),k=1,2,...;es

P(X;=k)= %(1 — BB, (2.29)
donde
P(X,=0)=1- % (2.30)

con f3 dado en (2.25).

Demostracion. Esta demostracion se puede encontrar en Ross (2010).
g



Capitulo 3

Ejemplos de Sistemas de Filas

En este capitulo se presentardn ejemplos, con el fin de ilustrar algunas de las
aplicaciones que puede tener la teoria de filas presentada en los capitulos anterio-
res. Cada ejemplo dard uso a un distinto tipo de sistema de fila, esto nos ayudara
a saber que fila utilizar en el caso que queramos utilizar esta teoria para otro pro-
blema.

3.1. Ejemplo 1

Considere establecimiento de comida rdpida en la Cuidad de México, cuya es-
pecialidad sean las hamburguesas. Este tiene solamente una caja para dar servicio
a cada cliente que llegue. El gerente al querer optimizar el negocio observa que,
con tasa A = 0.75 los clientes llegan por cada minuto y con tasa it = 1 por minuto
los clientes son servidos. Notamos que este negocio puede ser bien simulado por
el sistema de filas M/M/1/e< al cumplirse la condicion de la definicion 2.2.4. Adi-
cionalmente, se tiene A < . Por lo tanto la teoria vista en el capitulo 2, y todas
sus férmulas estardn disponibles. De tal forma, tenemos:

(a) El valor del coeficiente que indica la intensidad de tréfico en la fila, dada
en la definicién 2.2.3, es

075

= — =0.75.
p 1 0.75

=

(b) La probabilidad de que no haya ningin individuo en el sistema, dada por
el teorema 2.2.2, es

P(X,=0)=1—p=1-0.75=0.25.

66
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(c) La esperanza del numero de individuos en la fila de espera al tiempo ¢,
dada por la proposicion 2.2.2, es
p? 0.75%

I1-p 1-0.75

Ly(1)

(d) La esperanza del nimero de individuos en el sistema al tiempo ¢, dada por
la proposicion 2.2.3, es

L(t)=Ly(t)+p =225+0.75=3.

(e) La esperanza del tiempo de un individuo en la fila de espera al tiempo ¢,
dadaen (2.5), es

L,(t) 225
Wq(): q)L :ﬁ

= 3 min.

(f) La esperanza del tiempo de un individuo en el sistema al tiempo ¢, dada en
(2.6), es

1 1
W(t):Wq(t)+;=3+T=4min.

Continuamos con la probabilidad de que haya n clientes en el sistema, es decir,
en el negocio de hamburguesas. Por el teorema 2.2.2, sabemos que

P(X;=n)=(1-p)p",

por lo que,
P(X; =0) = (1-0.75)0.75° = 0.25,
P(X;=1)=(1-0.75)0.75! = 0.1875,
P(X, =2) = (1-0.75)0.75> = 0.1406,
P(X, =3) = (1-0.75)0.75° = 0.1055,
P(X; = 4) = (1-0.75)0.75* = 0.0791,
P(X; =5) = (1-0.75)0.75° = 0.0593,
P(X; = 6) = (1—0.75)0.75° = 0.0445,

6
P(X;>7)=1-Y P(X;=n)=0.1335.
n=0
Note que a la medida que el nimero de clientes en el sistema crece la proba-
bilidad disminuye. Esto se debe al hecho que la tasa de salida es mayor que la
tasa de llegada. Por lo tanto, la probabilidad de que se acumulen muchas personas
dentro del sistema es baja.
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3.2. Ejemplo 2

Tomando de nuevo el negocio de comida rapida del ejemplo 1, con tasa de
llegada y de salida por minuto A = 0.75 y u = 1, respectivamente. Dado que
el numero de clientes ha aumentado el gerente decide aumentar el nimero de
servidores a dos, con el fin de seguir creciendo y observar el comportamiento
del negocio. Ahora lo podremos usar un sistema de filas M/M/s/eo, con s = 2.
Entonces se obtienen los siguientes datos utilizando la teoria vista en el capitulo
2. Empezando por el coeficiente de intensidad de trafico p, dado en la definicion

2.4.2.
A 075

=— =0.75.
p 0 e
Se sabe por el teorema 2.4.1 que la probabilidad de que haya n individuos en el
sistema es
P(X; =0) ,sin<s—1,

P
P(X,=n)=< ",
(X =n) {P P(X,=0) ,sin>s,

sSs!

donde

De tal forma, con s = 2, tenemos que

1 1

[ g
P(X, = 1) = Off ' (0.4545) — 0.3408.
P(X,=2)= O';S © (0.4545) = 0.1278,
P(X, =3) = 2(; 72523 (0.4545) = 0.0479,
P(X, = 4) = 2(: 725; (0.4545) = 0.0179,
P(X, = 5) = 22 725; (0.4545) = 0.0067,
P(X, = 6) = 206 72526, (0.4545) = 0.0025,

P(X, —I—ZP =0.0016.
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(a) La esperanza del numero de individuos en la fila de espera al tiempo ¢,
dada en la proposicion 2.4.2, es

ps-H 0'7524—1

L) = e ie—p ™M 0" e e =07

0.4545) = 0.1227.

(b) La esperanza del nimero de individuos en el sistema al tiempo ¢, dada en
(2.12), es
L(t)=Ly(t)+p =0.1227+0.75 = 0.8727.

(c) La esperanza del tiempo de un individuo en la fila de espera al tiempo ¢,
dadaen (2.13), es

Ly(t)  0.1227
A 075

W, (1) = = 0.1636 min.

(d) La esperanza del tiempo de un individuo en el sistema al tiempo 7, dada en
(2.14), es

1 1
W) =W, (1) + = 01636+ 7 = 1.1636 min.

Observaciones. Comparaciones con uno y dos servidores en el negocio.

(i) En el sistema M/M/2/ al tener dos servidores el nimero de clientes en el
sistema serd menor que solo tener un servidor tanto en términos de la espe-
ranza del nimero de individuos en la fila de espera al tiempo ¢, L,(), como
en términos del valor esperado de nimero de individuos en el sistema al
tiempo ¢, L(t).

(i1) En términos de la esperanza del tiempo de un individuo en el sistema y en
la fila de espera, W (r) y W, (1), respectivamente, la cantidad del tiempo de
espera de un individuo en el sistema M/M/1/e es mucho mayor que en el
sistema M/M/2/e, dado que con dos servidores el cliente no espera mas de
un minuto y medio para irse mientras que con solo uno espera cuatro.

(iii) En el caso M/M/2/e0, la distribuciéon del nimero de clientes en el sistema
también muestra una tendencia a decrecer a la medida que el nimero de
individuos crece. Este decrecimiento es todavia mas rapido que en el caso
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M/M/1 /oo, dado que para el sistema M/M/2 /o en el caso n = 3, la proba-
bilidad es bastante baja mientras que en el caso M/M/1/e0, este comporta-
miento solo aparece para n = 6. Este comportamiento es esperado dado que
el sistema M/M/2 /o el nimero de servidores es el doble del niimero en el
sistema M/M/1 /oo y las tasas de llegada y servicio son las mismas en ambos
sistemas.

(iv) La figura 3.1 muestra que en el sistema de fila M/M/2/e, la probabilidad
de que haya 1 o 2 individuos en el sistema es mayor que en el sistema de
fila M/M/1/e0. Para n > 3, la probabilidad de que haya »n individuos en el
sistema de fila M/M/1/ec, es mayor que en el sistema M/M/2/e. Esto es una
indicacion que el sistema de fila M/M/2/e, es menos probable que se tenga
mas de 3 individuos en el sistema que en el sistema M/M/1 /oo, ya que el
sistema M/M/2 /s tiene dos servidores.
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MNimero de individuos en el sistema

Figura 3.1: Probabilidad de que haya n individuos en el sistema, donde e indica el
el sistema de fila M/M/2/ y A indica el sistema de fila M/M/1/co.
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3.3. Ejemplo3

En el Banco de México para solicitar un préstamo, hay un trabajador designa-
do para dar el servicio a clientes que tengan un buen historial crediticio. Suponga
que los clientes llegan al banco con tasa A = 40 por hora y que la capacidad de la
sala para solicitar el préstamo es de 4 clientes, contando al que esté siendo atendi-
do por el trabajador del banco. El trabajador da servicio con tasa y de 4 minutos a
cada cliente. Se pide obtener la siguiente informacidn para asi, optimizar esta drea
del banco:

(i) La probabilidad de que al tiempo ¢ el sistema este vacio y lleno.
(ii) La esperanza del nimero de clientes en el sistema al tiempo 7.

Por la descripcion del problema podemos describirlo como un sistema de filas
M/M/1/k, donde k = 4. De esta forma, podemos usar la teoria del capitulo 2. En
el presente caso tiene A = 40, y tomando en cuenta que a cada cuatro minutos se
termina el servicio de un cliente entonces la tasa de servicio por cada hora es

60
=—=15.

De esta forma, el coeficiente de intensidad de trifico p, dada en el teorema
2.3.1, es,

40

= — =2.66.
P=1s
La probabilidad de que el sistema este vacio, dada por el teorema 2.3.1, es
1—p 1-2.66
_ _ A0 _ 0 _
y la probabilidad de que el sistema este lleno, dada por el teorema 2.3.1, es
o4 l=p 4 1—-2.66

Asi mismo, la esperanza del numero de clientes en el sistema, dada por el
teorema 2.3.3, es

_ 1-p 1—(k+1)pF+kpt!

1 pk (1-p)?

_1-266 1—(4+1)2.66*+ (4)(2.66%"1)
C1-2.66%! (1-2.66)2

L(r)

= 3.437.
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3.4. Ejemplo 4

Suponga que, en un taller mecdnico para vehiculos, los clientes llegan de
acuerdo a un proceso Poisson con tasa A = 15 por hora, también suponga que
el taller cuenta con 4 mecanicos para dar servicio y tiene capacidad para admitir
a 3 autos en espera. Ademas, suponga que las leyes municipales no permiten que
los demds autos esperen en la via pablica. Por ello, el taller avisa que no puede
admitir a mds de 4 autos para evitar una posible multa. Suponga que el tiempo de
servicio sigue una distribucidén exponencial de tasa g = 12 minutos por servicio.
Para mejorar el servicio, el jefe del taller comienza con cuestionarse las siguientes
probabilidades

(i) La esperanza de autos en el taller.
(ii) La esperanza del tiempo de un auto en el taller.
(iii) La probabilidad de que el taller este lleno, es decir, que haya 7 autos.

Noétese que el sistema descrito puede ser modelado por un sistema de fila M/-
M/s/k, donde s =4 y k = 7. Usando la teoria vista en el capitulo 2, se comienza
por calcular la intensidad de trafico del sistema, es decir, p. El valor de A es 15,
y tomando en cuenta que a cada doce minutos se termina el servicio de un cliente
entonces la tasa de servicio por cada hora es

60
H=p=>
Asi, se tiene que, el coeficiente de intensidad de trafico p, dada en la definicién
2.5.2,es
A 15 3

P15 7
y el coeficiente ¢, dado en la definicién 2.5.2, es

A 15
—_= — = 3
u 5

La probabilidad de que no haya ningtn auto en el taller, dada por la proposi-
cién 2.5.1, es

4 7

-1 —1
s—1 al o’ k s 4—1 3n 3 i
P(XZZO):< OH‘F—E p > :<E m+znz4(3/4)

|
n—= D n=0

32 33 34 3 32 33\1"'
S PR ST AT A I A —0.0263
[+ +2+3!+4!(+4+42+43)] ’
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y la probabilidad de que haya 7 autos en el taller, dada por la proposicion
2.5.1,es

s 34
P(X, =7) = %p7_SP(X, —0) = 573/4774(0.0263) = 0.0374.

Asi mismo, la esperanza del nimero de autos en la fila de espera, dada en la
proposicion 2.5.2, es

P(X; =0)(A/u)°p

L)=—""a_pr 1 —p" T — (k—s+1)p" (1 - p)]
- <0'Oi6(31)(_1§?2))33/4 [1=3/47"*1 —(7-4+1)3/47"%(1-3/4)]
=0.2788.

La esperanza del nimero de autos en el taller, dada en la proposicién 2.5.3, es

L(t)=Ly(t) + (1 - P(X; =k))
=0.2788+3(1—P(X; =7)) = 3.1665.
Por la proposicion 2.5.1, podemos obtener la probabilidad de tener 1, 2, 3, 4,

5y 6 individuos en el sistema de la siguiente manera,

1

n 3

P(X,=1)= %P(X, = 0) = 7(0.0263) = 0.0789.
o’ 32

P(X, =2) = “-P(X; = 0) = 7;(0.0263) = 0.1183.
ot 3

P(X; =3) = “-P(X, = 0) = 5:(0.0263) = 0.1183.
o’ 34

P(X; =4) = “-P(X, = 0) = 7:(0.0263) = 0.0887.
o 3°

P(X; =5) = ©-P(X, = 0) = 5;(0.0263) = 0.0532.
o’ 36

P(X; = 6) = ~-P(X, = 0) = =(0.0263) = 0.0266.

La esperanza del tiempo de un auto en el sistema (en horas), dada en la propo-
sicién 2.5.3, es
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- L(t) 31665
W) = T0=po, =79 ~ 15(1—0.037a) _ 2193

La esperanza del tiempo de un auto en la fila de espera (en horas), dada en la
proposicién 2.5.3, es
Ly(t) 0.2788

Walt) = 70 =P, =7)) ~ 15(1—0.037a) ~ 0193 R

3.5. Ejemplo 5

Suponga que, en una aseguradora muy exitosa de la Cuidad de México es-
pecializada en seguros de automoviles, el tiempo de llegada de los clientes son
aleatorias con una tasa de llegada de 21 clientes por hora o A = % = 0.35 clien-
tes por minuto. La aseguradora solo tiene por el momento un empleado para dar
servicio.

Un estudio basado en las firmas de salida de los clientes muestra que el tiempo
de servicio es de 2 minutos por cliente, con una desviacion estindar de o = 1.2
minutos. El tiempo medio de 2 minutos por cliente muestra que el empleado tiene
una tasa de servicio de u = % = (.5 clientes por minuto.

Notamos que podemos usar un sistema de filas M/G/1/ec para modelar a este
sistema. Por ello podremos usar la teoria desarrollada en el capitulo 2. Asi, te-
nemos que el coeficiente de intensidad de trafico p, dada en la definicién 2.6.2,

€S

A 035
2 =222 —0.70.
1L 050

Dado que el coeficiente p indica lo cuanto se utiliza el sistema, utilizamos la
probabilidad del complemento para saber la probabilidad de que no haya ningin
individuo en el sistema, es decir,

P(X;=0)=1-p=1-0.70 = 0.30.

La esperanza del nimero de individuos en la fila de espera al tiempo ¢, dada
en el teorema 2.6.1, es

A?c?+p?  (0.35)%(1.2)%+(0.70)*
L) = o P (0357127 + 0707 4,
2(1—p2) 2[1—(0.70)2]
La esperanza del nimero de individuos en el sistema al tiempo ¢, dada en
(2.16), es

L(t) = Ly(t) +p = 1.110740.70 = 1.8107.
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La esperanza del tiempo de un individuo en la fila de espera al tiempo ¢, dada
en (2.17), es

L,(r) 1.1107
W, (1) = ‘;E): G35 =3-1733 min.

La esperanza del tiempo de un individuo en el sistema al tiempo ¢, dada en
(2.18), es

1 1 .
W) =W,(1)+ [ = 317334 55 = 51733 min.

3.6. Ejemplo 6

Considere una compaiiia que vende un Software muy exitoso, el cual, cada
usuario lo podra adquirir, si se llama por teléfono a hacer el pedido. Supongamos
que la tasa de llamadas de usuarios es de A = 12 llamadas por hora. El tiempo de
servicio para procesar cada orden en cada llamada varia, pues cada usuario puede
hacer un pedido diferente. Sin embargo, se puede esperar que cada representante
de ventas de la compafia = 6 llamadas por hora. El nimero de teléfono de la
compaifiifa cuenta con tres lineas para admitir llamadas de los clientes, donde cada
una es operada por un representante de ventas por separado. Las llamadas recibi-
das en el nimero se transfieren autométicamente a una linea, si estd disponible.
Cuando las tres lineas estdn ocupadas, los usuarios que llaman reciben una sefial
de ocupado y se les recomendara llamar mads tarde, es decir, no podrdn ingresar al
sistema.

Cuando esto pasa un nimero considerable de usuarios no vuelven a llamar y
por consecuente se pierden pedidos. Por lo que la gerencia de la compaiiia soli-
cité un andlisis del sistema de pedidos por teléfono. Especificamente, la gerencia
queria saber el porcentaje de personas que llaman que reciben sefiales de ocupado
y por lo tanto estan bloqueadas del sistema.

Si el objetivo de la administracion es proporcionar la capacidad suficiente para
atender al 90 por ciento de las personas que llaman, ;cuantas lineas telefonicas y
representantes de ventas deben usar la compafifa para maximizar las ganancias?

Podemos ajustar el sistema de filas M/G/s/s y calcular la probabilidad de que
las tres lineas telefonicas estén en uso y las llamadas adicionales se bloqueen,
dada por el teorema 2.7.1, es decir

=0.2105.

o A/upp/3r o (12/6)3/31 133
=3 = o(A/W)i/it Y3 (12/6)i/it 6.33
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Por lo tanto, el 79 por ciento de las llamadas totales se estan atendiendo, mien-
tras que las demas se ponen en espera. Ahora supongamos que se tienen 4 lineas
telefénicas para atender a los usuarios que llaman por el Software. Por el teorema
2.7.1, continuamos por calcular

L (Awdar (12/6)4 /41 0.667
=)= oA )it Y (12/6)i/it T

De esta manera al tener 4 lineas telefonicas notamos que el 9.52 por ciento de
las llamadas serdan bloqueadas, por lo tanto, se obtendra lo que se buscaba, que era
atender a més del 90 por ciento de las llamadas entrantes.

La esperanza de llamadas entrantes al sistema de cuatro lineas y por lo tanto,
el nimero esperado de lineas y representantes de ventas que estardn ocupados,
estd dada por la proposicion 2.7.1, es decir

= 0.0952.

A 12
L(t) = E (1-P(X;,=4)) = F(l —0.0952) = 1.8095.
Entonces al ver este andlisis la compaiia debera tener cuatro lineas telefénicas
para asi, cubrir con el 90 por ciento de las llamadas entrantes y de esta manera no
perder ganancias. Finalizamos con las probabilidades que indican que las lineas

0, 1, 2, 3 y 4 estén ocupadas, con 4 servidores. Por el teorema 2.7.1, tenemos

o A/l (a2/e)°/0r 1
PO =00 =5 i~ s (ajeyyn 71 04
o Wt az/e)t/n
PO = e T jer T
o A w2 (12/6)%7/20
S S NG/ TR NG R
P(X,=3)= (A/wpP/3t _ (2/6)°/3! ) g0s

XA )it Y (12/6)i i)
Naturalmente, la probabilidad de tener 3 lineas ocupadas es menor si se tiene
4 servidores en vez de 3.



Capitulo 4

La contaminacion en la CDMX

En este capitulo se verd como se puede usar la teoria de filas ante un fenémeno
del mundo real. La diferencia con los ejemplos del capitulo anterior es que en esta
aplicacion se usa herramientas de estadistica bayesiana. Se presentard aqui la des-
cripcion del problema y describird los modelos que pueden simular el fenémeno
y la seleccion del modelo que tenga un mejor ajuste a este. Esto con el objetivo
predecir el comportamiento del fendmeno en estudio y asi tomar medidas para
que este cambie su comportamiento.

El modelo descrito aqui es el presentado por Barrios y Rodrigues (2015).

4.1. Introduccion al problema

En las grandes ciudades del mundo, los altos niveles de contaminacién en al
aire es actualmente un fendmeno que aumenta dia a dia y que se busca resolver,
dado que, el peligro para la salud de sus habitantes no es insignificante. Dentro de
las ciudades mds grandes del mundo se encuentra la Ciudad de México que esta
considerada como una de las ciudades mas pobladas del planeta y con una gran
cantidad de contaminacion en el aire.

Uno de los contaminantes que afectan a la salud es el ozono, por lo que, este
contaminante no es algo que se quiera con abundancia dentro del ambiente, pues si
su concentracion sobrepasa el nivel de 0.11 partes por millon (ppm), la poblacion
de cualquier megaciudad estard expuesta a un ambiente daifiino para su salud. Los
mds afectados ante este fendmeno son los recién nacidos y ancianos, ya que estos
son mds propensos a desarrollar problemas cardiorrespiratorios.

Sabiendo esto, las megaciudades deben tener demasiado cuidado con el medio
ambiente, dado que si las mediciones del ozono sobrepasan el umbral de 0.11 ppm,

77
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la contaminacion tendré un alto impacto ante la poblacion y sus actividades como
ya fue mencionado.

Por ello, dos cuestiones importantes en cualquier megaciudad, como lo es la
Cuidad de México, es el poder estimar cuando pueda ocurrir un aumento en la
cantidad de ozono en el aire. Dicho de otra forma, cuando la ciudad cambia de
un estado ambiental saludable a un estado ambiental dafiino para la poblacion.
La segunda a ser estudiada es estimar el periodo de tiempo en el que la ciudad
permanece en un estado ambiental con altas concentraciones de ozono en el aire.

De esta forma, la informacién obtenida podra ser utilizada para tomar medidas
de prevencion y a su vez poder hacer un estudio en el impacto econémico que sufre
la cuidad al ocurrir este fenémeno.

Sin embargo, el objetivo principal es evitar que la poblacion permanezca en
un estado dafiino para su salud, por lo que el evento de interés es el cambio de un
estado ambiental saludable a uno dafino, es decir, cuando los niveles del ozono
superen el umbral de 0.11 ppm. Esto se puede entender mejor observando la figura
4.1.

Se sabe que, el grupo de dias con exceso de ozono en la ciudad se puede
presentar en cualquier momento y esto se produce con mayor frecuencia si no
se toman medidas preventivas. Por lo que un proceso a tiempo continuo serd lo
mds adecuado para simular la llegada de los grupos de dias con superacion del
umbral considerado. El tiempo de servicio seguird una distribucién discreta, dado
que en el estudio que realizamos se basa en determinar el nimero de dias que el
grupo de dias con excedencia de ozono permanece en el ambiente. Por ejemplo, el
grupo numero 1 puede ser de 7 dias y no consideramos que pueda permanecer 7.5
dias, por esto, se considera una distribucion discreta. Por lo tanto, se considerara
el sistema de filas serd con tasas de llegadas de acuerdo a un proceso Poisson no
homogéneo y los tiempos de servicios siguen una distribucion discreta.
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Ambiente Ambiente

Dafiino 1 Dafiino 2

Ambiente
Saludable

Ambiente
Saludable

Figura 4.1: Esta figura muestra dos tipos de nubes, las cuales representan los es-
tados que puede tomar el ambiente de una cuidad. El ambiente dafiino 1 indica
el grupo nimero 1 de dias con superacion de ozono que se presenta en la ciudad,
andlogamente con el ambiente dafino 2. Notar que los ambientes dafino 1 y 2 no
necesariamente son de la misma longitud.

4.2. Descripcion del modelo

Sea un sistema de filas, donde las llegadas de individuos al sistema se pueden
identificar como las ocurrencias de excedencia de ozono en el ambiente. Dicho de
otra forma, cada que llegue un individuo al sistema es como si llegara un grupo
de dias con excedencia de ozono al ambiente. Los tiempos de servicio a cada
individuo que ingrese al sistema se pueden interpretar como el nimero de dias
consecutivos con exceso de 0zono.

Empecemos a nombrar a las variables presentes en el modelo. Definimos:

(a) T como un nimero natural fijo mayor a cero representando el nimero de dias
en que se tomaron las mediciones de contaminantes en el aire de la cuidad.

(b) L como un ndmero real fijo mayor a cero representando el valor considerado
como el umbral referente al estado ambiental saludable. En este caso, como
ya fue mencionado L = 0.11ppm.

(c) K como un nimero natural fijo mayor a cero y dentro del intervalo [0, T], que
representa el nimero de dias en el que la concentracion del ozono excede el
valor L, siempre que el dia anterior haya estado debajo de €él. Dicho de otra
forma, K indica el niimero de dias en el que empieza una secuencia de dias
con ambiente dafiino para la poblacion.
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Sea Z; la concentracioén del ozono en el dia i- ésimo, i = 1,2,...,7. También
debemos saber si en el dia i-ésimo la concentracion Z; supera el umbral L, por
ello, definamos a X; como la variable que indique si en el i-ésimo dia se supera el
valor L, es decir

X; =

0 ,sizZ;<L
1 ,SiZi>L.

También nos interesa saber qué dia se empieza las ocurrencias de las exce-
dencias del ozono y cuantos dias permanece en ese estado danino. Por lo que
definimos para cada i = 1,2, ..., a la variable Y;, que indica el nimero de dias en
el que la concentracion de contaminante se mantiene por encima de L, que fue
excedida el dia i y estaba por debajo del valor L en el dia (i — 1), es decir, Y; =k,
siXi=Xit1=...=Xiyx—1 =1y Xi_1 = Xi1x = 0. Esto se puede ver mas claro en
la figura 4.2.

Diai-1 n Dii n Dia i+1 n n Dia i+k-1 n Dia i+k

A A A A
VA7 vm¥® V¥ vaad?d S~
<l > <.> B - <.> <1©>
. (O WA DA

\/

\ K dias f

Figura 4.2: Esta figura muestra una sucesién de dias con mediciones de ozono en
el ambiente. Cada sol indica un dia. Si el sol no se encuentra negro indica que
en ese dia la medicion del ozono no superd el umbral y si estd en color negro la
medicion del ozono supero el umbral de 0.11 ppm.

Supongamos que los grupos de dias de excedencias de ozono en el ambiente,
llegan de acuerdo a un proceso Poisson no homogéneo, con funcién de tasa A(z)
positiva, localmente integrable y media fi(¢) = [ A (s)ds, t > 0. Denotamos a es-
te proceso por N = {N; : t > 0}. Se sabe ademas por Achcar et al. (2008, 2011,
2012) que los modelos de Poisson no homogéneos explican bastante bien el com-
portamiento de los excesos de ozono cuando el objetivo implica estimar el nimero
de superaciones en un intervalo de tiempo dado.

Por lo dicho anteriormente este problema puede ajustarse a el sistema de fila
M/G/1/k, M es porque el proceso de llegada de los agrupamientos es de acuerdo a



4.2. DESCRIPCION DEL MODELO 81

un proceso de Poisson, G es una distribucion discreta, 1 porque el sistema tiene un
unico servidor y kK = 1 pues solamente puede haber un individuo en sistema. Este
sistema de filas fue introducido por Omosigho (1985). En la presente notacién
X; es 0 o 1, asi que el nimero maximo de clientes en el sistema es 1. También
suponemos que las llegadas de grupos de excedencias y su longitud son indepen-
dientes, aunque en general no lo son. Esta suposicion es una forma de simplificar
el problema para estudiarlo.
Definimos la siguiente cadena de Markov bivariada

(X,Y) ={(Xp,Y,) :n >0},

donde X, indica el estado del n-ésimo dia, es decir, si ocurrié un exceso de
contaminacion o no y Y, indica, en el caso de que haya una superacion, el tiempo
hasta que la concentracion de ozono regrese a un nivel por debajo del umbral L.

Proposicion 4.2.1. La cadena bivariada de Markov (X,Y), tiene como espacio
de estados el conjunto

S={(0,00}U{(L,k):k=0,1,2,...}.

Demostracion. El estado (0,0) se presenta en el proceso cuando no ocurre un
exceso de ozono, por lo que X, =Y, = 0. Por hipdtesis, en el proceso no puede
ocurrir que X,, > 1, es decir, no puede ocurrir varios excesos de ozono en el mismo
dia. Si ocurre un exceso de ozono en el dia n-€simo entonces X,, = 1 y este exceso
puede durar O dias o maés, es decir, Y, puede tomar cualquier valor en el conjunto
de los nimeros naturales. De esta forma se tiene los estados (X, = 1,Y,, = k),
k=0,1,...

O

Teorema 4.2.1. En el sistema de fila M/G/1/k, se tiene que la probabilidad de
que ocurra cada estado del conjunto S, es

P(Xy=0,%, = 0) = ¢ " D[p(X, | =0,%,, =0)

4.1)
+P(Xy—1 = 1,Y,1 = 1)]
yparak=0,1,2,..., se tiene
PX,=1,Y,=k)=¢ ["0)=m0=Dlpx, | =1, | =k+1) w2

+(1— e_[m(n)_m(n_l)bP(anl =0,Y,-1 =0)p(k),
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donde p(-) es la distribucién del tamaiio del grupo de dias con contaminacién
y p(k) indica la probabilidad de que el tamafo del grupo sea k.

Demostracion. Defina los siguientes conjuntos:

Ago = {no hay excedencias en el intervalo de tiempo [z — 1,n) y no hay
excedencias al instante de tiempo (n—1)}

y

Bgyo = {no hay excedencias en el intervalo de tiempo [n — 1,n) y hay una

superacion al instante de tiempo (n — 1) con una duracidn restante de solo un
dia}.

Por la teoria vista en los sistemas de filas que tienen un solo servidor, con
llegadas que siguen un proceso Poisson no homogéneo y un tiempo de servicio
de a acuerdo a una distribucion discreta, tomando en cuenta la ecuacién (4.1), se
debe notar que el evento {X,, = 0,Y,, = 0}, indica que el ambiente no tiene exceso
de ozono, el cual es la union de los eventos disjuntos Agg y Boo.

Se encuentra en Omosigho (1985), que la probabilidad de que ocurra Agg y
By son

P(Ago) = e~ Im=mn=Ulp(x, | =0,Y,_ = 0),

P(By) = ¢ ")=m0=Vlpx, | =1Y,_;=1).

Por lo tanto,

P(X, =0,Y, =0) = M)-m=llpx | =0,¥,_;=0)
+e M =m=Dlp(x, | =1,Y,_;=1)
— ¢ [m(n)=m(n=1)] [P(X,_1 =0,Y,_; =0)
+P(Xp-1=1,Y-1 =1)].

Ahora para demostrar (4.2), defina los conjuntos:

Ay = {no hay excedencias en el intervalo de tiempo [n — 1,n) y hay una
superacion que comienza antes del tiempo (n — 1) con la duracion restante de k
dias}
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Bor = {no hay superaciones en el momento (n— 1) y se produce una superacién
en el intervalo [n — 1,n) con la duracién restante de k dias}.

Notamos que (4.2) es la unién de los eventos disjuntos denotados por Ay y
Boy- Se encuentra en Omosigho (1985), que las probabilidades de que ocurra Ay,
y By son

P(Alk) _ e—[m(n)—m(n—l)]P(Xn_1 =1,Y, 1 =k+ 1)

P(By) = (1 — e m)=mn=Dlyp(x, | =0,Y,_; =0)p(k).

Por lo tanto,

P(Xy =1,Y, =k) = mt=mn=Dlpx, | =1y, | =k+1)
+(1— e_[m(n)_m(n_l)])P(anl =0,Y,-1 =0)p(k).

i

Habiendo terminado de demostrar las probabilidades (4.1) y (4.2), de aqui en
adelante se puede saber cudl es la probabilidad de que cuando ocurra una super-
acion de ozono en el ambiente dure exactamente k dias.

Se dijo anteriormente que las llegadas al sistema seguird un proceso Poisson
no homogéneo con tasa A (). Esta funcién A (¢) se puede considerar de formas va-
rias. Aqui tomaremos la funciéon de Weibull, indicada por W, dada en Muldholkar
(1995) y la funcién de Musa — Okumoto, indicada por MO, dada en Musa (1984).
Estas funciones son respectivamente, son dadas por

AWt = (a/B)(t/B)* ",

MO ) =B/ (1 +a),

donde las funciones de medias correspondientes son, respectivamente
m™ () = (1/B),

mMO)(1) = Blog(1+1/a),
dondet >0y a,B € (0,).
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Observacion. Los autores decidieron usar esas funciones porque se ha demos-
trado en Achcar et al. (2012), que ellas proporcionan un buen ajuste para los datos
del ozono de la Ciudad de México.

Con respecto a la distribucion discreta que indica el tamaifio del grupo de dias
de superacion de ozono. Se supone que parai= 1,2, ..., cada ¥; son independientes
y tienen como distribucion comun una funcion de distribucion geométrica con
parametro p € (0, 1), es decir, para cada k = 1,2, ..., se tiene que

p(k) = P(Y; = k) = p(1—p)*".

O también cada Y;, pueden tener como distribucién comtina Y~ + 1, con Y™,
una variable aleatoria con una distribuciéon binomial negativa generalizada, con
parametros p € (0,1), y r > 0. Es decir, para k =0, 1,2, .., se tiene

P(Y™ = k) = [[(r+k)/(T(r)k)]p" (1 - p)*,

donde I'(+) es la funcién gama.

Por lo tanto, para la distribucion discreta que indica el tamafio del grupo de
dias de superacion de ozono se usaran dos distribuciones (geométrica y binomial
negativa generalizada) y veremos cual se ajusta mejor.

Observacion. Los autores decidieron tomar ¥; como una distribucién negativa
generalizada de esta forma se tiene una cola mas pesada en comparacion a la de
la distribucion geométrica. Una funcion de distribucion con cola mas pesada nos
favorece, ya que, hay algunos grupos de dias con longitud grande de superaciones
de ozono con una probabilidad de ocurrencia no tan pequeiia. Dicho de otra forma,
el hecho de que el ambiente dafiino permanezca en la cuidad por un largo periodo
es un posible caso y no se puede descartar.

A seguir se presenta el modelo bayesiano usando la estimacion de los parame-
tros del modelo.

4.3. Formulacion bayesiana de un modelo adecuado

Los datos observados pueden ser representados por el conjunto
D’ = {(l‘iﬂ’l,’) = 1,2,...,K},

donde #; representa el dia en que comenzd el i-€simo grupo de dias con exce-
dencia del contaminante y »; indica el nimero de dias, comenzando en el dia #;, en
el que la superacidn contindia permaneciendo en el ambiente, es decir, »; indica el
tamafio del grupo, y K indica el nimero de grupos de excedencia.
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El conjunto D’ puede considerarse como una realizacién de la cadena de Mar-
kov bivariada (X,Y), donde si hay alguna superacion en el dia n, es decir, X,, = 1
entonces Y, =n; — (n—t;), cont; < n < t;+n;. Sin olvidar el caso donde no ocurre
ninguna superacién de ozono en el ambiente, el cual sera (X,,Y,) = (0,0).

La estimacion de los pardmetros del modelo se realiza utilizando una muestra
extraida de la distribucion posteriori, que por la proposicién 1.5.1, puede escribir-
se como

P(6[D’) < L(D’ [ 6)P(8),

donde L(D’ | 0) es la funcion de verosimilitud de describiendo el conjunto D’
y P(0) es la distribuci6n a priori de 6.

En este caso, el vector de pardmetros a estimar es 8 = (6;,6,), donde 0, es el
vector de pardmetros de los modelos relacionados con la funcion de tasa de llegada
del proceso Poisson y 6, es el relacionado con la distribucion del tamafio del grupo
de dfas con superacion. Por lo que, 8; = (@, ), en ambas funciones de tasas de
llegadas al sistema y 6, es 6, = p, cuando se considera la distribucién geométrica
y 6, = (p,r) cuando se usa la distribucién binomial negativa generalizada. Esto se
debe a que la distribucion geométrica solo depende de un pardmetro y la binomial
negativa generalizada de dos.

Supongamos a priori una independencia entre los parametros 0; y 6. Los
cuales uno depende solo del proceso de llegada, es decir, cuando ocurre una exce-
dencia y el otro solo del tiempo de servicio o dicho de otra forma, el tamaio del
grupo de dias con excedencias. Este hecho es una consecuencia del supuesto de
independencia entre los procesos de llegada y del servicio.

Sea Ly(D’ | 0) y Les(D’ | 0) las funciones de verosimilitud de la llegada de
los grupos de dias con excedencias y el de tamafio del grupo, respectivamente. Por
lo tanto, podemos escribir

L(D’|0)=Ls(D’|6) xLcs(D’ | 0).

Sean los conjuntos t = {t,1,...,tx } y n = {ny,ny,...,ng }, donde ¢; representa
el dia en que comenz6 el i-ésimo grupo de dias con contaminacién y »; indica el
nimero de dias, comenzando en el dia ¢#;, en el que la superacién continua perma-
neciendo en el ambiente.

Proposicion 4.3.1. Las funciones de verosimilitud Ly (D’ | 8) y Lcs(D’ | 6),
son respectivamente,
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Ly(D’ | 6) = m(t;—1]6) [ﬁ m(t;|6)— (fi—1|9)])]

= 4.3)

K—1
x [H e—[m(fi+1—1|9)—m(fi|9)}] o [m(T|6)—m(ix|6)]
i=1

Les(D? | 0) = Les(n | 6) H p(n (4.4)
donde p(-) es la distribucién del tamafio del grupo de dias con contaminacion.

Demostracion. La funcion de verosimilitud L4 (D’ | 0) se puede demostrar de
la siguiente manera. Primero notar que es lo mismo

Ly(D’ | 0) = La(r | 6),

dado que 7 es el conjunto que contiene a los #;, los cuales indican el dia en que
comenzo el i-€simo grupo de dias con contaminacion.

Después, tomar t; =0, y tener en cuenta que la distribucidn inicial de la cadena
de Mdrkov (X,Y) es (9 0)(-), es decir, con probabilidad uno empieza en el punto
(0,0), dado que no hay individuos en el sistema hasta el momento #;. Dicho de
otra manera no llega un dia con excedencia de ozono hasta el momento #;. Por lo
tanto, (4.1) nos dice que

P(Xn — O,Yn — ()) — e*[m(")*m("*l)] [P(Xn—l = O,Yn—l = O)
+P(Xn71 = 1,Yn,1 = 1)]7

tenemos que el primer término de la funcién de verosimilitud L4 (D’ | 8), es
H o~ [m(K0)—m(k=10)] _ ,—m(1—1]6)

Mas atn, si un individuo llega al tiempo 71, este necesita n; unidades de tiempo
para ser atendido, ya que solo se permite un individuo en el sistema, es decir, solo
puede haber un grupo de dias con exceso de ozono, entonces t; +n; < tp. Por
lo que, no llega ningdn individuo al sistema en el intervalo de tiempo (t1,%,),
después, usando (4.1) y (4.2), encontramos que el segundo término de la funcién
de verosimilitud L4 (D’ | 6), es
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(1 — ¢~ mnl®)=—mn—=110)]y H o [m(k|8)—m(k—1]6)]
k=t;+1

(1 — ¢ 0110 -116))) o~ m(2-118)-m(s[ )]

En general, si un individuo llega al tiempo #; y n; unidades de tiempo son
necesarias para atenderlo, tenemos ahora que

trr1—1 _
(1 — & IO -0y ) T & II0)-mii-1l0)
j=tr+1

=(1— e [m(1|0)—m(5—1 \9)])p(nk)e—[m(tk+1 —1]6)—m(1[6)]

Por lo que,

a

i=1
[He m(tip1—1|6)— (ti9)]] e~ [m(T[0)—m(ix[6)]

Abhora, para la funcién de verosimilitud Lcg(D’ | 6), notar que

Ly(D’ | 0) =La(r | 8) = e (17110 [H mi1|0)— (zi—1|e>}]

Les(D [ 6) =Les(n| 6),

dado que n es el conjunto que contiene a los n;, los cuales indican el nimero
de dias, comenzando en el dia ¢, en el que la superacién continua permaneciendo
en el ambiente. De esta manera, usando que p(-) es la distribucién del tamafio del
grupo de dias con contaminacion, tenemos que

Les(D’ | 0) =Les(n | 0) = Hl?(ni)-

O
Las distribuciones posteriores de los parametros a estimar pueden obtenerse
de la siguiente manera

P(0|D’) o< Ly(t| 0) x Les(n | 0) x P(61) x P(62).

Los valores muestreados, utilizados en la estimacion de los parametros, se
obtienen utilizando el algoritmo de muestreo de Gibbs con el software OpenBugs,
como se muestra en Lunn et al. (2009). La convergencia del algoritmo se controla
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mediante el andlisis de los trazados y la prueba Gelman-Rubin, ver por ejemplo
Gelman y Rubin (1992).

Como estamos considerando dos funciones de tasas para indicar el proceso de
llegadas al sistema, dependiendo de sus expresiones, la funcién de verosimilitud
L4 (D’ | 6) puede tomar una forma diferente. A seguir se presentan las formas que
esta puede tomar.

Teorema 4.4.1. La funcién de verosimilitud L4 (D’ | &, 8), usando la tasa de
Weibull es

K
LYD&, ) = e (- 11/B)" [H(l _e—[(n/ﬁ)“—((n—l)/ﬁ)“])]
=1 (4.5)

K—1
" [H e—[((ti+1—U/B)“—Wﬁ)“]] o L(T/B) ek /B)*)
i=1

Demostracion. Dado que sabemos que la funcion de tasa de llegada de Wei-
bull, con su respectiva funcién de media son

W) = (a/B)(/B),

m™) (1) = (1/B)*,
t >0y a,B € (0,). Ahora, usando el resultado (4.3), con 68 = (&, ), se
sabe que

K
La(D’ | 8) = e—m(1—1]6) [H(l _e[m(lt|9)m(fil|9)]]

i=1

K—1
" [H e[m(fi+11|9)m(li|9)]] o m(T16)—m(ix|0)]
i=1

Calculemos el primer término, usando la funcién de media de Weibull, mW) (1),
(los otros términos se obtienen de manera similar)

e mn=110) — ,—((n—=1)/B)*

y asi obtenemos que



4.3. FORMULACION BAYESIANA DE UN MODELO ADECUADO 89

K
Lf(‘W)(D’ la,B)=c" (n-1)/B)* [H (1—e" [(ti/B)* ((ti—l)/ﬁ)“])]

i=1

1
v [He (tiy1=1)/B)* (ti/ﬁ)“]] e [(T/B)*—(tx/B)]

i=1

g

Teorema 4.4.2. La funcién de verosimilitud L4 (D’ | a, ), usando la tasa de
Musa-Okumoto, es

11— K I‘i fif
LY | o, p) = o~ (Blog(1+1122)) [HU _ o~ (Blog(1+))—(Blog(1+ ofm)]
i=1

[He (Blog(1+ 1~ ))~ (Blog (144 m] o [(Blog(14 1))~ (Blog(1+5))]

(4.6)

Demostracion. Dado que sabemos que la funcién de tasa de llegada de Musa-
Okumoto, con su respectiva funcién de media son

Ot)y=PB/t+a)

m™MO(1) = Blog(1+1/a),
t >0y o,B € (0,00). Usando el resultado (4.3), con 6 = («, B), se sabe que

K
Ly(D’ | ) = ¢ (1 116) [H(l _e[m(tie)m(tille)}]
i=1

[He m(tiy1—1(6)— (ti9)]] o [m(T16)—m(ix|6)]

Calculemos el primer término, usando la funcioén de media de Musa-Okumoto,
mMO) (1), los otros se obtienen de forma similar

o-mn-118) _ ,—(Blog(1+5"))
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y asi obtenemos que

K .
LgMO)(D, | a ﬁ) — e (Blog(1+ [H —[(Blog( 144 &) —(Blog(1+ al))})]
i=1

« [ﬁ e—[(ﬁlog(1+”+é,l))—(ﬁlog(1+2))]] o~ [(Blog(1+ L))~ (Blog(1+%))]

O

Teorema 4.4.3. La funcién de verosimilitud para el tamafio de grupo usando
la distribucién geométrica de pardmetro p y la binomial negativa generalizada de
parametros p y r, son respectivamente,

L (D | p) = pK (1 — p)Eiani! 4.7)
y
K r+n _
LE D | p,r) H nl_l) "(1—py !, (4.8)
1

i=

Demostracion. Por (4.4), sabemos que

Lcs(D’ | 9) LCS n | 9 Hp

donde p(-) es la distribucién del tamafo del grupo. Por lo que, para Lgse %) (D’ |
0), se tiene 6 = p, usando que la funcién de probabilidad de una distribucion
geométrica de parametro p, tenemos

p(ni)=p(1—p)"".

Por lo tanto,

K K

i=1 i=1

Para L(Cig; b) (D] 0), se tiene O = (p,r), y después usamos que la funcion de
densidad de una distribucion binomial negativa generalizada de parametros p y r,
es
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Por lo tanto,

K T(r+m—
Lég;b)(]), | 9) = HP(I’L,') = HMPr(l _p)”i—l.

4.4. Datos de contaminacion en la CDMX

Aqui se describirén los resultados obtenidos por Barrios y Rodrigues (2015)
cuando el modelo de filas descrito al principio de este capitulo son aplicados a
datos reales de contaminacion de la Ciudad de México.

La Ciudad de México se divide en cinco secciones, estas son, el noreste, el
noroeste, el centro, el sureste y el suroeste, indicados respectivamente por NE,
NO, CE, SE y SO (ver por ejemplo en Achcar et al. (2008), Alvarez et al. (2005)
y http://www.sma.df.gob.mx). Los datos que los autores utilizaron corresponden
a las mediciones diarias maximas de ozono tomadas desde el 1 de enero del 2003
hasta el 31 de diciembre del 2010 y pueden obtenerse en www.sma.df.gob.mx/sima
t2. Las mediciones en cada estacion de monitoreo se obtienen minuto a minuto y
el resultado promedio por hora se informa en cada estacion. El dato maximo diario
para cada region es la medida maxima de todos los valores promedios registrados
aquel dia. Por lo tanto, los autores tomaron cada dia el valor maximo que alcanzo
el ozono por region. Dado que las alertas de emergencia en la Ciudad de México
se declaran regionalmente, se analiz6 cada regidn por separado.

Durante el periodo de observacion aclarado, obtuvieron un total de 7 = 2,922
observaciones. Con estos datos los autores calcularon, la media, la desviacidén
estdndar, el numero de dias que la concentracion del ozono en el ambiente superd
el umbral, el nimero de grupos, el tamafio medio de los grupos y su desviacion
estandar, por cada regién. Estas cantidades se muestran en la tabla 4.1.

Con estos datos se tiene un andlisis exploratorio y se da una idea de como
son los grupos de dias con excedencias de ozono en cada regién de la cuidad.
Por ejemplo, se nota que la region con mas dias de superacion del umbral es al
suroeste de la cuidad, mientras que la region con menos dias de contaminacion es
al noreste. Con esto se toma un grado mds de atencion a las regiones mas afectadas
a la hora de ver los resultados para tomar las medidas preventivas necesarias.
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Tabla 1 \ Media \ SD \ Dias L \ Grupos \ Media G \ SD G ‘
NE 0.078 | 0.028 | 389 23 1.66 1.26
NO 0.094 | 0.035 | 944 441 2.14 1.76
CE 0.096 | 0.035 | 999 426 2.35 2.21
SE 0.098 | 0.032 | 1124 465 2.42 2.6
SO 0.109 | 0.038 | 1510 466 3.24 3.38

Tabla 4.1: Esta tabla presenta la media, la desviacion estdndar, el nimero de dias
que la concentracion del ozono en el ambiente super6 el umbral, el nimero de
grupos, el tamafio medio de los grupos y su desviacién estandar, por cada region,
donde SD indica la desviacion estandar, Dias L indica el nimero de dias que
superaron el umbral L, Grupos indica el nimero de grupos que ocurrieron en el
lapso de tiempo considerado, Media G y SD G indican el tamafo medio de los
grupos y su desviacion estdndar, respectivamente.

Para utilizar el punto de vista bayesiano, se deben asignar distribuciones a
priori a los pardmetros del modelo. Por lo tanto, las distribuciones a priori que se
consideran para los pardmetros del proceso de Poisson no homogéneo se mencio-
nan a continuacion.

Al considerar el modelo de Weibull para la tasa de llegadas, para todas las
regiones, los pardmetros o y f3 tienen como distribuciones a priori distribucio-
nes uniformes U(0,2) y U(0, 100), respectivamente. En el caso del modelo de
Musa—Okumoto, para todas las regiones, los pardmetros o y 8 tienen como dis-
tribuciones a priori una distribucién Gama (160, 1) y una Gama (64, 1), respecti-
vamente, donde se toma la parametrizacion de la distribuciéon Gama de tal forma
que si ella tiene parametros (a,b), entonces su media y varianza son, respectiva-
mente, a/by a/b’.

La seleccidn de las distribuciones anteriores y sus parametros en el modelo de
Poisson no homogéneo se basé en estudio de Achcar et al. (2012), donde no se
consideraron grupos de dias con excedencias de ozono.

En el caso de la distribucién del tamafio de los grupos, que para la distribu-
cién geométrica, el pardmetro p tiene como distribucion a priori una distribucion
uniforme U (0, 1) en todas las regiones. Los parametros p y r de la distribucion bi-
nomial negativa generalizada tienen como distribuciones a priori una distribucién
U(0,1) y una Gamma (1, 1), respectivamente. Los parametros de estas distribu-
ciones se basaron en un andlisis de la distribucion empirica del tamafio del grupo.

La estimacion de los pardmetros en el caso de cualquiera de las funciones
de tasas de llagada y con una distribucién binomial negativa generalizada para
los tamanos de los grupos se realizd, utilizando una muestra de tamafio 3,234,
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recolectada de la distribucion posteriori condicional marginal completa respectiva,
después de un periodo de 3,000 iteraciones y con un intervalo de muestreo de 30
pasos.
En el caso de la distribucion geométrica, el tamafio de la muestra fue de 2,000
y los valores muestreados se extrajeron directamente de la distribucién marginal
posteriori del parametro p, que es una distribucion Beta de pardmetros K+ 1 y
lK:] n; — K + 1, donde para la distribucién Beta de parametros (a,b), su media
y varianza son, respectivamente, (a —1)/(a+b—2) y ab/[(a+b)*(a+b+1)].
Los valores de los pardmetros estimados explicitamente se encuentran en Barrios
y Rodrigues (2015).

4.5. Proceso de eleccion del modelo y valores esti-
mados

En el caso del proceso de llegada, la seleccion del modelo que mejor se ajusta
a los datos se realiza mediante inspeccién visual de las graficas de las medias
observadas y estimadas con el proceso Poisson. En el caso de la distribucion del
tamano de los grupos de dias con excedencias de ozono, se requiere la inspeccion
visual entre las funciones de probabilidad estimadas y observadas.

También se utiliza la suma de los valores absolutos de las diferencias para
esas probabilidades, indicado por SAD. En ambos casos, también se utilizara el
método de discriminacion de Bayes, indicado por BDM.

Es muy importante tener siempre presente el objetivo, este fue ajustar un sis-
tema de filas adecuado al fenémeno de la presencia del exceso de ozono en la
Ciudad de México. Se consideré que las llegadas al sistema van de acuerdo a
un proceso Poisson no homogéneo. A continuacion, se dird que funcion de tasa se
ajusté mas a los datos observados, si la funcién de Weibull o la de Musa - Okumo-
to y se explicara la razon de esta decision. De igual manera que distribucion elegir
para los tiempos de servicio, ya sea una distribucién geométrica o una binomial
negativa generalizada.
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4.5.1. La funcion de tasa de llegadas

Se ha hablado de un sistema de filas con llegadas de acuerdo a un Poisson no
homogéneo. El modelo considerado fue una adaptacion del propuesto por Omo-
sigho y Worthington (1985), donde los autores demuestran que el modelo discreto
puede usarse para aproximar el sistema continuo. Las funciones de tasa de Wei-
bull y de Musa-Okumoto son las funciones que fueron consideradas como la tasa
para el proceso de llegada del proceso Poisson no homogéneo.

Al obtener el logaritmo de los valores de la respectiva MLF utilizada en el
criterio BDM, se inici6 a seleccionar al mejor modelo. Por lo tanto, al observar
los resultados y en base al BDM, se puede ver que los modelos de Poisson elegi-
dos fueron el modelo de Weibull para la regiéon NE y el modelo de MO para las
regiones NO, CE, SE y SO.

Los autores notaron también que con el proceso Poisson no homogéneo que
describe las llegadas al sistema para todas las regiones con las funciones de tasas
consideradas, aunque para las regiones NO, CE, SE y SO, el modelo selecciona-
do era el de Musa—Okumoto, el modelo de Poisson con una funcion de tasa de
Weibull es el que proporcioné el mejor ajuste grafico para todas las regiones de la
ciudad.

Las graficas que realizaron de las medias acumuladas observadas y estimadas
del proceso de llegada de Poisson mostraron que el modelo que mejor se ajusta a
los datos observados es el que asume la funcién de tasa de Weibull. Por otro lado,
se observo que, si se usa el criterio de discriminacion bayesiano, este sugiere que
el modelo elegido puede variar, dependiendo la region.

Por ejemplo, se vio el caso de la region SO, se considerd el modelo con un
proceso Poisson no homogéneo que supone una funcion de tasa de Weibull. Por
lo que, la tasa A = 1/ del proceso Poisson fue aproximadamente, 0.21. Lo cual
indica que, el tiempo medio entre llegadas de grupos es aproximadamente 1 /A =
4.76. dias para esa la region. Asi de forma andloga, para las otras regiones y se
obtiene la tabla 4.2 asi se da cuenta de como va tiempo medio entre llegadas de
grupos para todas las regiones de la ciudad.

Una razén para tener ese comportamiento homogéneo podria ser el hecho de
que la region SO es la que tiene el problema de ozono mas grave, es decir, el
umbral de 0.11 ppm se supera con mayor frecuencia alli. Por lo tanto, se espera
un comportamiento m “as homogéneo en términos de llegadas de grupos de dias
con excedencias. En las otras regiones, se tuvo un proceso de Poisson con una
funcién de tasa decreciente, es decir, se calculdé un o < 1, en la funcién Weibull,
ver figura en https://sites.google.com/site/ jmbarrios / recursos / jas-Supplemental.
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Tabla42 | o [ B |
NE [0.79[3.03
NO |0.87 | 2.54
CE ]0.87 266
SE  [0.89]2.69
SO 0.96 | 474

Tabla 4.2: Esta tabla presenta para cada region los parametros estimados de Wei-
bull ¢ y B.

Por lo tanto, el tiempo medio entre llegadas de grupos es de tres dias en gene-
ral, es decir, si se considera toda la Ciudad de México.

4.5.2. La distribucion del tamariio de los grupos

En el caso de la distribucion elegida para los tamafios de los grupos, las op-
ciones consideradas fueron los modelos que suponen una distribucioén geométrica
o una binomial negativa generalizada.

Al obtener los valores estimados de los parametros en los modelos para el
proceso de tamafio de los grupos, el valor del logaritmo de la MLF para cada
modelo y la SAD en cada caso, se inici6 a seleccionar al mejor modelo. Por lo
que, al observar los resultados y en base al BDM, los autores pudieron ver que, en
todas las regiones, el modelo elegido es el que utilizo una distribucién binomial
negativa generalizada.

Los autores también hicieron la grifica que muestra la raiz cuadrada de las
distribuciones binomiales negativas generalizadas y geométricas estimadas, y de
la distribucion de tamafio del grupo observado. Esto se hizo con el fin ver el ajuste
que hay entre el tamafio de grupo estimado y el tamafio del grupo observado. Todo
esto para cada una de las regiones de la ciudad. Por lo que se pudo concluir, se
tienen las siguientes observaciones:

(i) Los autores observaron que existen algunos grupos muy pequefios y otros
que son muy grandes, donde el ajuste para los tamafios de grupos pequefios es
mejor que el de los tamafios grandes. Esto implico la posible existencia de mas de
un comportamiento para el proceso de tamafo del grupo. Por lo que, es posible
pensar en utilizar un modelo mixto en el caso de las distribuciones binomiales
negativas generalizadas y geométricas que describen el tamafio de los grupos,
pero este caso no se tratard en este trabajo.
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(ii) Para los grupos grandes, tanto las distribuciones geométricas como las bi-
nomiales negativas generalizadas proporcionaron un ajuste similar, si se comparan
con los valores observados. Por ello, se pudo elegir una distribucion geométrica o
una binomial negativa generalizada para el tamafio de grupos grandes.

(iii) En el caso de los grupos pequefios, la distribucion binomial negativa ge-
neralizada proporciond un ajuste ligeramente mejor en la mayoria de las regiones.
Eso se concluy6 gracias al SAD entre las funciones de probabilidad estimadas y
observadas de los tamaios de los grupos.

(iv) Se not6 que los valores de SAD, en el caso de la distribucién binomial
negativa generalizada, a veces son la mitad que los de la distribucién geométrica,
como, por ejemplo, en el caso de la region NO. Sin embargo, en el caso de las
regiones SE y SO, los valores son los mismos y son muy similares en el caso de
las regiones NE y CE.

Teniendo en cuenta que el modelo seleccionado es el que asume una distri-
bucién binomial negativa generalizada para todas las regiones, dado que la media
de una variable aleatoria con una distribucion binomial negativa generalizada con
pardmetros p y r es [(1 — p)r/p]. Usando los pardmetros p y r que se calcularon
en Barrios y Rodrigues (2014), se puede calcular el tamafio medio estimado de
los grupos para todas las regiones como se muestra en la tabla 4.3 (recordar que en
nuestro caso la media del tamafio de grupo es la media de la distribucién binomial
negativa generalizada mas uno).

[ Tabla43 | p | r [[(1—p)r/p] | Media |
NE [048[0.63] 0.6825 | 1.6825
NO [038]072] 1.1747 [2.1747
CE [037]081] 13791 [23791
SE  [028]0.56 1.44 2.44
SO [023]066] 22095 |[3.2095

Tabla 4.3: Esta tabla presenta para cada region la media de la distribucion bino-
mial negativa generalizada y el tamano medio estimado de los grupos de dias con
contaminacion en la ciudad.

Por lo tanto, se not6 que cuando ocurre una superacion del umbral 0.11 en la
Ciudad de México, esta excedencia permanece aproximadamente dos dias.
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4.6. Informacion proporcionada por el modelo se-
leccionado

Por el anélisis realizado, se concluyé que un modelo con tasa de llegadas de
Weibull y una distribucién binomial negativa generalizada para el tamafio de los
grupos con el modelo seleccionado se puede ahora estimar algunas cantidades que
pueden dar informacion sobre la calidad del aire.

Usando los parametros @ y 3 estimados y las ecuaciones (4.1) y (4.2) es posi-
ble calcular tanto la probabilidad que el préximo grupo de dias de contaminacién
ocurrird en una fecha en especifico, como también el tamafio que este puede llegar
a tener.

Por ejemplo, si se considera la region del centro de la ciudad, es decir, CE,
en ese caso se obtuvo que los parametros estimados de la funcion media son @ =
0.87 y B = 2.66, y el ultimo grupo en el periodo de observacién comenzé el dia
t = 2909, el siguiente comenzd, de hecho, 55 dias después, ya en el ano 2011.

Los autores tienen interés en saber la probabilidad de tener una superacién en
el dia 2914 y que dicho grupo dure k dias, es decir, Y2914 = k. Por lo que, por (4.2)
es posible en calcular

P(X2914 = 1,Ya914 = k) = ¢ PO p(x,513 = 1, Yag13 = k+1)

+(1 — ¢~ mEN=m2I) p(x,9,13 = 0, Y2913 = 0) p(k), (4.9)

donde la funcion de media de Weibull es

m(t) = (t/B)*

plk) = [L(r+k—1)/T((r) (k= 1)H]p" (1 - p)* ",

k=1,2,...,y P(X2913 = 0,Y2913 = 0) dado por la ecuacién (4.1). Por lo tanto,
el valor de la probabilidad puede ser obtenido de forma recursiva.

Tener en cuenta que el dltimo grupo finalizé el dia 2,910. Por lo que, los
datos mostraron que X9 = 0, también se tuvo que P(Xp911 = 0,Y291; =0) =1,
y en este caso los pardmetros estimados para la distribucion binomial negativa
generalizada son p = 0.37, r = 0.81. Por lo tanto,

P(Xp914=1,Y2914=2) = e’[(2914/2'66)0'87*(2913/2'66)0'87]1”()(2913 =1,Y2913=2+1)
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+(1— e*[(2914/2.66)0‘877(2913/2.66)0'87})P(X29]3 =0, Y5013 = 0)

x [[(0.81+2—1)/T((0.81)(2—1)1)]0.37%81(1 - 0.37)>"! = 0.02,

que es comprensible con la rareza del evento, pues el préximo grupo ocurre
55 dias después de que el dltimo finalizo.

El nimero medio de superaciones en un intervalo de tiempo en especifico es
una informacion que se puede obtener y puede ser de utilidad si queremos saber,
por ejemplo, el nimero esperado de grupos con excedencias en el mes de junio.
Para obtener esta informacion, considere un intervalo de tiempo (z,7+ ), con
t,s > 0. El nimero de grupos de excedencias en ese periodo de tiempo viene dado
por Nyt — N, donde N = {N; : t > 0} es el proceso Poisson no homogéneo que in-
dica las llegadas del sistema. Sea D; la longitud del i-€simo grupo de excedencias
en el intervalo de tiempo (¢,7+s),i=1,2,..., N1y — N;. Recordar que, por hipéte-
sis, las variables aleatorias D; son independientes e idénticamente distribuidas, es
decir, todas tienen la misma distribucion.

Sea W, ;1 el nimero de dias en que ocurrié una superacion durante el intervalo
de tiempo (¢,7 +s), por lo que, el nimero medio de superaciones en ese intervalo
de tiempo estd dado por

Nis—N;
E(W,,15) =E ( ) D,-) =E
i=1

= E[Ni1s — NE(D),

Niys—Ni
E Dj | Ny, Ny
=1

1

(4.10)

donde D es una variable aleatoria con la misma distribucién que D;.

Al tener la expresion (4.10), se puede utilizar para cualquier region de la Ciu-
dad, por ejemplo, los autores consideran el caso de la regiéon CE, se sabe que el
ultimo dia en que ocurrié una superacion fue el 19 de diciembre de 2010, que
corresponde a la observacion 2910. Considere el intervalo de tiempo que va del
20 de diciembre de 2010 al 28 de febrero de 2011. Por lo que, se tiene t = 2911 y
s = 71. Como el modelo seleccionado para el tamaiio del grupo es el que supone
una distribucién binomial negativa generalizada, por lo que

E(D) = [r(1—p)/p] +1.

También se sabe que el modelo de Poisson para el proceso de llegada que
ofrece el mejor ajuste grafico es el que asume una funcién de tasa Weibull. Por lo
que,
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E(Ni) =m(t) = (t/B)".

Usando los valores estimados de los pardmetros por los autores, se tiene que

E(W, ;+s) = [E(N29g2) — E(Npoi1)] [r(l;p) + 1}

0.87 0.87
2982\ ¥ 12911 081(1-037) T 5
2.66 2.66 0.37

Por lo tanto, en teoria se debe esperar aproximadamente 22 dias con supera-
ciones de ozono dentro del ambiente entre el 20 de diciembre de 2010 y el 28 de
febrero de 2011, tenga en cuenta que el nimero observado de superaciones du-
rante ese tiempo fue de cuatro dias. Por lo que, el modelo predijo un valor mayor
en comparacion del nimero medio de dias con excedencia de ozono observado en
los primeros dos meses del afio 2011, pero esto puede servir como algo favorable
dado que se podria tomar alguna accion para evitar que las excedencias ocurran y
que la poblacién se exponga a niveles dafiinos de contaminacion.

En conclusién, los autores obtuvieron que el modelo que presenta el mejor
ajuste, para la llegada de los grupos de dias de contaminacién es el proceso de
Poisson no homogéneo que supone una funcién de tasa Weibull para todas las
regiones de la ciudad de México. Mas aun, se observo que el tiempo medio entre
llegadas de grupos en la ciudad es de tres dias.

En el caso del tamafio de los grupos, la distribucion que mejor se ajusté al
fenémeno es la distribucion binomial negativa generalizada para todas las regio-
nes de la ciudad. Se obtuvo que el tamaifio promedio de los grupos es de aproxima-
damente dos dias, eso indica que, en promedio, cuando se produce una superacion
del umbral de 0,11 ppm, es probable que dure solo dos dias.

Utilizando la expresion P(N,+s—N; = k), cont,s >0,k =0,1,..., y tomando
k =1, se puede calcular la probabilidad de que ocurra un grupo de dias de conta-
minacién en el intervalo de tiempo [¢,7 + s). Esto puede servir, en el caso de los
dias festivos del ano, dado que esos dias la mayor parte de la poblacién se mueve
mas y por lo tanto més expuesta a exteriores, por lo que seria interesante no tener
un ambiente dafiino para la salud. También usando la expresion E(W; ;) dada
por (4.10), se puede calcular el tamafio medio del grupo de excedencias.

La importancia del modelo descrito aqui es que proporciona informacién sobre
la velocidad a la que se producen grupos de dias de contaminacion, junto con su
distribucion de tamaifios. Por lo tanto, utilizando esa informacidn, las autoridades
ambientales pueden implementar medidas con el fin de para aumentar el tiempo
entre la llegada de los grupos y disminuir sus tamafos, dicho en otras palabras,
disminuir la contaminacién en la Ciudad de México.
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4.7. Conclusion

Esta seccién es para resumir el trabajo hecho por Barrios y Rodrigues (2015),
remarcar la informacion capturada por esté.

Los autores estudiaron el fenémeno de la contaminacién en la Ciudad de
Meéxico, observaron que la clave de tener un estado ambiental saludable es te-
ner un nivel menor o igual a 0.11 ppm de ozono en el ambiente. Continuaron con
utilizar las mediciones del ozono cada dia durante un periodo de tiempo y anota-
ban si cada dia excedia el umbral de 0.11 o no. Con esto se define una cadena de
Markov bivariada (X,,Y,), donde X, indica el estado de n - ésimo dia (es decir,
estado ambiental saludable o dafiino) y Y, indica en el caso que haya un exceso
de ozono en el ambiente el tiempo hasta que la concentracién de ozono regrese a
un nivel por debajo del umbral. Notaron que este proceso encaja con el sistema de
fila M/G/1/k.

Se consideraron las llegadas con respecto a un proceso Poisson no homogéneo
con tasa de Weibull o de Musa - Okumoto. Los tiempos de servicio que pueden
seguir una distribucién geométrica o una binomial negativa generalizada.

Los autores formularon el modelo que puede describir el fendmeno de la con-
taminacion en la ciudad utilizando herramientas de la estadistica bayesiana. Dan-
do pie a utilizar las distribuciones a priori, posteriori y la funcién de verosimilitud
con el objetivo de estimar los pardmetros de las distribucion geométrica y bi-
nomial negativa generalizada para los tiempos de servicios. También los autores
utilizaron estas herramientas para estimar los parametros de la tasa de Weibull o
Musa - Okumoto del proceso Poisson no homogéneo para las llegadas al sistema.
Esto con el fin de ver que distribucion y tasa se ajusta més a los datos observados.

Obteniendo que para las llegadas al sistema se concluyd que el proceso de
Poisson no homogéneo que supone una tasa Weibull es el que mejor se ajusta a las
llegadas observadas, esta tasa para todas las regiones de la ciudad, segtn el criterio
BDM. Para los tiempos de servicio del sistema la distribucién seleccionada es la
binomial negativa generalizada, esta para todas las regiones de la cuidad, segin
el criterio BDM. Al tener completo el modelo que describe al fendmeno, con su
tasa para el proceso de llegadas y la distribucién para los tiempos de servicio, se
continud con obtener la informacién que puede ayudar a entender el fenémeno de
la contaminacion en la Ciudad de México con respecto a los datos observados.

Por ejemplo, se utilizaron las férmulas para saber la cantidad de dias que se
pueden esperar con excedencias en un periodo de tiempo y la probabilidad que
hay de que en un dia en especifico se tenga altos niveles del contaminante. Natu-
ralmente si se quiere saber la cantidad de dias que se esperan para otro periodo de
tiempo, debemos calcular segtn la férmula, como lo muestra el ejemplo. Y con es-
to finaliza este capitulo, con la aplicacion de la teoria antes vista y la informacion
que se puede capturar e interpretar.



Capitulo 5

Conclusion

En este capitulo haremos una recapitulacion de lo que vimos en este trabajo.
En el primer capitulo vimos las definiciones y teoremas necesarios para desa-
rrollar el tema principal. Presentamos las definiciones de cadenas de Markov a
tiempo continuo, el proceso Poisson y los procesos de nacimiento y muerte que
posteriormente vimos que son conceptos de suma importancia para la nocién de
teoria de filas.

En el segundo capitulo vimos que existen distintos sistemas de filas y esto se
debe a que los fendmenos de la vida real no siempre tienen las mismas carac-
teristicas. Observamos que, aunque hay distintos sistemas de filas, la informacion
que se obtienen de ellos normalmente es la misma, por ejemplo, la probabilidad
de tener n individuos en el sistema o el tiempo medio de un individuo que entra al
sistema, ambos a un cierto tiempo ¢.

En el tercer capitulo comenzamos a ver como la teoria desarrollada servia y
como podemos obtener conclusiones de la informacién calculada. Esta parte es
importante, pues es donde realmente observas a la teoria en accion.

En el cuarto capitulo nos adentramos a un problema donde podemos pensar
que las llegadas al sistema de filas que normalmente es de individuos que entran
a algun negocio, ahora se trata de un grupo de dias de contaminacion. De esta
forma abrimos un poco més la mente a que esta teoria se puede aplicar a distintos
fenémenos.

Finalmente notar que esta tesis consta de dos capitulos de parte tedrica y dos
capitulos de parte aplicada, esto con el fin de ilustrar como las matematicas no
solamente quedan en los pizarrones de clases, sino que podemos darle un uso en
distintos fendmenos de la vida cotidiana. Dejando en claro que el objetivo de la
tesis es un trabajo realizado para mostrar que la probabilidad y estadistica junto a
la programacion en softwares estadisticos pueden ser una gran herramienta para
el estudio de cualquier fendmeno que sea de nuestro interés.
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Naturalmente no siempre es facil analizar, extraer la informacion que la teoria
nos puede brindar y mas atin tener que interpretar los resultados para darles un
uso adecuado. Sin embargo, esperamos que esta tesis sea de ayuda a la hora de
estudiar un determinado fenémeno.
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