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Introduccion.

El concepto de moédulo surge por primera vez en un trabajo de Richard
Dedekin en 1871, pero no de la forma en que lo estudiamos hoy. Para Dedekind
los médulos eran lo que en la terminologia de hoy son los Z-submédulos de C.
Fue el matematico Leopold Kronecker el primero que dio ejemplos de médulos
para anillos distintos de Z. Alrededor de 1920 los algebristas Emmy Noether
y Michael Artin estudiaron a profundidad el concepto de médulo y quitaron
hipétesis que no eran indispensables. De hecho, el matematico Israel Kleiner
afirma que fue Noether quien inicié el estudio de los médulos de una manera
abstracta. En 1950, con la llegada del algebra homoldgica, la teoria de mdédulos
cobré vital relevancia.

La teorfa de mddulos engloba la teoria de los grupos abelianos (Z-médulos)
y la de los espacios vectoriales (médulos sobre un campo). Frecuentemente es
1util pensar en las propiedades de estos 1itlimos para comprender nociones de los
modulos, pero hay que tener cuidado pues no todos los conceptos de los espacios
vectoriales se pueden generalizar a la teoria de médulos, por ejemplo el concepto
de base.

En esta tesis estudiaremos la suma directa de los médulos sobre un anillo
con uno. La suma directa de moédulos es importante ya que el Teorema de
Krull-Schmidt afirma que, bajo ciertas condiciones de finitud, todo mddulo se
puede descomponer de manera tnica (salvo isomorfismo) en una suma directa de
submodulos inescindibles. El resultado anterior facilita el estudio de los médulos
ya que, mediante el uso de la descomposicién en suma directa del médulo, se
reduce el estudio de éste al estudio de los submdédulos inescindibles que aparecen
en dicha descomposicién.

El trabajo consta de 3 capitulos. En el primer capitulo damos la definicién de
modulo, de homomorfismo de médulos y estudiamos sus principales propiedades.
De esta manera, en las primeras secciones recordamos concepto bésicos de la
teoria de conjuntos y de anillos que seran necesarios en el desarrollo de la teoria
de moédulos. En el capitulo 2 estudiamos la nocién de sumando directo. Para
ello, estudiamos los conceptos de homomorfismo que se escinde, endomorfismo
idempotente y médulo inescindible. Finalmente en el capitulo 3 estudiamos de
manera profunda el concepto de suma directa. Para esto, iniciamos estudiando
la nocién de producto directo para luego estudiar la nocién de coproducto. Una
vez establecida la nocién de coproducto finalizamos el trabajo estableciendo el
concepto de suma directa externa y el de suma directa interna.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo abordaremos los conceptos fundamentales para el estudio
de la suma directa de médulos, dando por conocida la Teoria bésica de grupos.
Definiremos a los conjuntos parcialmente ordenados, al producto cartesiano de
conjuntos y algunos conceptos basicos de anillos y médulos. Enfatizando en éstos
ultimos daremos la definicién de homomorfismo de mddulos, veremos algunas
caracterizaciones importantes y enunciaremos los Teoremas de isomorfismo de
modulos.

1.1. Conjuntos parcialmente ordenados.

En esta secciéon definiremos algunos conceptos que utilizaremos més adelante.
Para mayor informacién se puede consultar el siguiente libro [5].

Definicién 1.1.1. Una relacion < en un conjunto P es un orden parcial en
P si es reflexiva, transitiva y antisimétrica. Un par (P, <) que consiste de un
conjunto y un orden parcial es llamado conjunto parcialmente ordenado.
Por simplicidad escribiremos P en lugar de (P, <).

Definicién 1.1.2. Sea P un conjunto parcialmente ordenado. Un elemento
m € P es mazimal (minimal) en P si para todo x € P con x > m (z < m)
implica que x = m.

Definicién 1.1.3. Sean P un conjunto parcialmente ordenado y A C P.

1. Un elemento e € A es mayor (menor) en A, si para todo x € A se tiene
que z < e (e < x).

2. Decimos que b € P es una cota superior (inferior) de A si para toda
a € A se tiene que a < b (b < a).

3. Decimos que un elemento x € P es supremo (infimo) de A si es el
menor (mayor) del conjunto de todas las cotas superiores (inferiores) de
A. Y lo denotaremos por supA, (infA).

3



4 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Notemos que no todo subconjunto de un conjunto parcialmente ordenado
tiene elemento mayor o menor, pero de tenerlo este es tinico.

Definicién 1.1.4. Sean P un conjunto parcialmente ordenado y Py C P. De-
cimos que Py es una cadena de P si para cualesquiera dos elementos a,b € Py
se tiene que a < b 6 b < a.

Definicién 1.1.5. Dado un conjunto parcialmente ordenado P y Py una cadena
de P. Decimos que la cadena Py estd acotada superiormente (inferiormen-
te), si tiene cota superior (inferior).

Definicién 1.1.6. Una reticula (reticula completa), es un conjunto par-
cialmente ordenado P en el cudl cada par de elementos (cada subconjunto) de
P tiene supremo e infimo.

1.2. Producto cartesiano de conjuntos.

En esta seccién daremos la definicién de conjunto de indices y producto car-
tesiano de conjuntos [5], las cuales serdn de utilidad en el Capitulo 3.

Definicién 1.2.1. Sea A una familia de conjuntos. Una funcion indizadora
para A es una funcién suprayectiva o : I — A, donde I es un conjunto no
vacio. I es llamado conjunto de indices. La coleccion A, junto con la funcion
indizadora es llamada familia indizada de conjuntos. Y la denotaramos por

{Ao}aer-

Ejemplo 1.2.2. Cualguier familia no vacia de conjuntos A puede considerarse
como una familia indizada de conjuntos, donde la funcion indizadora es

o: A— A dada por c(A) = A y el conjunto de indices es el el mismo A. A
saber A={A,: a€ A}.

Definicién 1.2.3. Sea {Ay}acr una familia indizada de conjuntos. El pro-
ducto cartesiano de la familia {A,}wcr, denotado por X A, lo definimos
acl
como el conjunto de todas las funciones que van de I a |J Aa, representadas
acl
por 0 = (an)acr, tales que o(a) = aq € A, para cada o € I, a las cuales

algunas veces llamaremos I-tuplas. Esto es

XAy ={0:1—|JAu: Vaelo(a)e A}

acl acl

Si B e I, al conjunto Ag lo llamaremos el B-ésimo factor del producto X A,.
La coordenada f-ésima de un elemento (o(a))aer en el producto Xaia es
por definicién ag = o (). o
SiI=1{1,2,..,n} entonces X A, = A1 x Ay x ... X A,,. Notemos ademds que
si A=A, para cada o € I, Oéfl{conces el producto cartesiano X A, = AL,

ael



1.3. ANILLOS. )

Ejemplo 1.2.4. Consideremos al conjunto de indices I =N y A,, = {0,1} para

cadan € N. El producto cartesiano X A, es precisamente el conjunto de todas
neN
las sucesiones de ceros y unos, a veces llamado Conjunto de Cantor.

Definicién 1.2.5. Para cada o € I, definimos la a-ésima proyeccion
Ta @ X Aa = Aq dada por mo((ag)ser) = aq-
aecl

Notemos que si 0,0’ € X A,, entonces o = ¢’ siy solo si 1,0 = m,0' para
acl
toda «a € I. Este hecho establece una afirmacién de unicidad que enunciaremos

en el siguiente lema.

Lema 1.2.6. Sean {A,}acr una familia indizada de conjuntos no vacios y'Y
un conjunto, para cada o € I sea fo 1Y — Ay una funcion . Entonces existe

una unica funcion f:Y — X Ay tal que wo f = fo para cada o € 1.
a€cl

1.3. Anillos.

En esta seccion daremos algunas definiciones bésicas tales como, anillo, ideal,
homomorfismo de anillos, las cuales nos seran de gran utilidad para entender el
concepto de moédulo, el cual introduciremos en la siguiente seccion.

Para profundizar en la Teoria de Anillos podemos consultar el siguiente libro

[7].

Definicién 1.3.1. Un anillo (R,+,) es una terna donde R es un conjunto
no vacio y +, - denotan dos operaciones binarias, la operacion +: Rx R - R
llamada suma y la operacion - : R X R — R llamada producto que satisfacen las
siguientes propiedades:

1. Elpar (R,+) es un grupo abeliano, es decir, la operacion + es asociativa,
conmutativa, tiene neutro aditivo 0 € R y cada r € R tiene inverso aditivo
—-reR.

2. El producto es asociativo, es decir, para cualesquiera a,b,c € R se tiene
quea-(b-c)=(a-b)-c.

3. La suma y el producto se relacionan mediante las propiedades distributi-
vas. Es decir, para cualesquiera a,b,c € R se tiene que:

ma-(b+c)=a-b+a-c
= (a+b)-c=a-c+b-c

Algunas veces nos referiremos a un anillo (R, +, -) simplemente como R.
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Definicién 1.3.2. Si el anillo R satisface ademds que existe un elemento 1 € R
tal que 1 -r = r = r -1 para todo v € R, diremos que R es un anillo con
elemento unitario o anillo con uno.

Definicién 1.3.3. Si en un anillo R el producto es conmutativo, es decir para
todo a,b € R se tiene que a-b = b-a, decimos que R es un anillo conmutativo.

Ejemplo 1.3.4. El conjunto de los numeros enteros Z es un anillo conmutativo
comn uno, con la suma y el producto usuales.

Ejemplo 1.3.5. Consideremos (M, +) un grupo abeliano y el conjunto
End (M) = {f:M — M : f es un homomor fismo de grupos}.

Sean f,g € End' (M), definimos f4+g : M — M dada por (f+g)(m) = f(m)+g(m)
para todam € M y fog: M — M como f(g(m)) para toda m € M.

Es fdcil mostrar que (End'(M),+,0) es un anillo con uno. Al anillo End'(M)
se le conoce como el anillo de endomorfismos izquierdos de M.

Definicién 1.3.6. Sea R un anillo. Un ideal izquierdo de R es un subconjunto
no vacio I C R que satisface:

1. (I,+) es un subgrupo de (R,+).
2. Para todo r € R y para todo x € I se tiene que rx € I.

Ejemplo 1.3.7. Consideremos el anillo Z con la suma y el producto usuales y

el conjunto I ={z € Z: z es par}. Es rutinario ver que I es un ideal izquierdo
de 7.

A continuacién introduciremos el concepto de elemento idempotente de un
anillo R, el cual usaremos en el Capitulo 2.

Definicién 1.3.8. Sea R un anillo. Un elemento e € R es un idempotente si

6226.

Ejemplos 1.3.9. Consideremos un anillo R con uno. Entonces:
1. El anillo R tiene al menos dos idempotentes a saber 0 y 1.

2. Sea e € R un idempotente de R. Entonces (1 — e) también es un idempo-
tente de R. En efecto, (1 —e)’=1—-¢e—e+e?=1—c—ct+e=1—ce.

A continuacién daremos la definicion de homomorfismo de anillos, la cual
usaremos en la siguiente seccion.

Definicién 1.3.10. Sean A y B anillos. Un homomorfismo de anillos
f:A— B es una funcion tal que:

1. f(a+b) = f(a)+ f(b) para cualesquiera a,b € A.
2. f(a-b) = f(a)- f(b) para cualesquiera a,b € A.
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Por otro lado si, A y B son anillos con uno y f : A — B es un homomorfismo
de anillos tal que f(14) = 1p entonces decimos f es un homomorfismo de
anillos con uno.

Dado un anillo A y a,b € A algunas veces escribiremos ab en lugar de a - b.

Ejemplo 1.3.11. Sean A, B y C anillosy f: A— B y g: B — C homomor-
fismos de anillos. La composicion de homomorfismos go f : A — C también es
un homomorfismo de anillos.

Notemos que si (4,+,:) v (B,+,-) son anillos tenemos en particular que
(A,4) y (B,+) son grupos abelianos. Por el inciso 1 de la Definicién (1.3.10)
se tiene que si f : A — B es un homomorfismo de anillos entonces f es en
particular un homomorfismo de grupos. De donde por la Teoria de grupos, ver
[6] o [2] se tiene el siguiente lema.

Lema 1.3.12. Sean A y B anillos y f : A — B un homomorfismo de anillos.
Entonces :

1. £(04) = 05.

2. f(—a) = —f(a), para todo a € A.

1.4. Moébdulos y submoédulos.

En esta seccion introduciremos el concepto de médulo y submédulo sobre un
anillo R, ver [4]. A dicho anillo R lo supondremos siempre con uno. As{ mismo
daremos algunos ejemplos y veremos ciertos tipos de médulos con los cuales
trabajaremos posteriormente.

Definicién 1.4.1. Sea R un anillo. Un par (M, \) es un R-mddulo izquierdo,
si M es un grupo abeliano y A es un homomorfismo de anillos con uno, de R al
anillo de endomorfismos izquierdos de M. Esto es X\ : R — End‘(M) satisface
las siguientes propiedades.

Para todo a,b € R y para toda x,y € M se cumple que:

1. Ma)(z + y) = Ma)(x) + Aa)(y), ya que A(a) es un homomorfismo de
grupos.

2. Ma+0b)(x) = Aa)(z) + A(b)(x), ya que X es un homomorfismo de anillos.
3. Aab)(z) = Ma)(A(b)(z)), ya que X es un homomorfismo de anillos.

4. M1)(z) =z, ya que X\ es un homomorfismo de anillos con uno.
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Por comodidad se omitird A y los paréntesis y solo escribiremos ax en lugar
de Ma)(x).
Podemos pensar al homomorfismo de anillos con uno X : R — End*(M) como
una operaciéon de multiplicacién por la izquierda por R. Es decir como una
funcién

tRxM—M

(a,x) — azx.

Los R-médulos derechos se definen de manera andloga con la multiplicacién
por escalares por la derecha.
En ésta tesis trabajaremos tinicamente con R-mdédulos izquierdos y cuando sea
claro escribiremos que M es un R-mddulo 6 simplemente un médulo en lugar
de escribir (M, X).

Ejemplos 1.4.2. Consideremos los siguientes ejemplos:
1) Los grupos abelianos son exactamente los Z-mddulos.

2) Si R es un anillo, entonces los ideales izquierdos de R son los R-mddulos
1zquierdos.

3) Sean K un campo y V un K-espacio vectorial. Se tiene que V es un K-
modulo.

4) Sea M un grupo abeliano. El mddulo cero es {0y} donde Oy es el elemento
neutro de M y las operaciones de suma y producto estdn dadas por:

m Opr +0ps =0y
= 7-0p = 0p7 para toda v € R.

A continuacién definiremos un submddulo de un médulo M. Este concepto
serd de gran utilidad ya que nos permitira estudiar y caracterizar a los moédulos.

Definicién 1.4.3. Sean (M,\) un R-mddulo y N C M un subgrupo abeliano
de M. Decimos que N es un R-submédulo de M si A : R — End'(N) es un
homomorfismo de anillos con uno. Es decir, para cada a € R hay una funcion
Ma) : N — N tal que para todo a,b € R y para todo x,y € N se cumple que :

1. Ma)(z +y) = Aa)(x) + A(a)(y)-
2. Ma+b)(@) = Ma)(z) + Ab)(z).
3. A(ab)(x) = Ma)(AB)(2)).

4. M1)(z) = z.

Y lo denotaremos por N < M.
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Nos referiremos a los R-submédulos izquierdos de M cémo subméddulos de
M cuando el anillo R sea claro.

Observacion 1.4.4. FEs fdacil ver que si N es un R-submddulo de M, entonces
N es un R-mddulo.

Ejemplos 1.4.5.

1) Sea V un K-espacio vectorial. Entonces los submddulos de V' son los K -
subespacios vectoriales de V.

2) Consideremos R3 como R-mddulo y sea
U={(z,y,2) € R®: 2z —y + 52 = 0}.

Entonces U es un submddulo de R3.

A continuacién dado un subconjunto X de un mdédulo M, definiremos el
submoédulo de M generado por el conjunto X. Para esto necesitaremos el si-
guiente resultado.

Lema 1.4.6. Sean M un R-mddulo y X C M. Entonces la interseccion de
todos los R-submddulos de M que contienen a X es un R-submddulo de M.

Demostracion. Sean A un conjunto de indices y {Sq,}a;ca la familia de R-
submédulos de M que contienen a X. Dado que M € {S,, }a,c4 tenemos que
{Sa,taiea # 0.

De la teoria de grupos sabemos que la interseccién de subgrupos de un grupo
G es un subgrupo de G y como para cada a; € A, S,, es un submddulo de

M, en particular S,, es un subgrupo abeliano de M por lo que () S, es un
a; €A
subgrupo abeliano del grupo M.

Resta verificar que la funcién X : R — End'( ()| Sa,) es un homomorfismo de
a; EA
anillos. Consideremos a,b € Ry xz,y € [] Sa;, cOmo x = s; y y = s, para
a; €EA
toda «;. Como S, es un submédulo de M para cada «; tenemos que:

1. a(z+y) =a(s; + s}) = as; + as}, = ax + ay.
2. (a+b)x = (a+b)s; =as; + bs; = ax + bx.
3. (ab)x = (ab)s; = a(bs;) = a(bx).

4. lx =1s; = s; = x.

Por lo tanto [ S, es un submdédulo de M. O
a; EA

Es claro que la interseccién de todos los submddulos de M que contienen al
conjunto X también contiene al conjunto X . Esto motiva la siguiente definicion.
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Definicién 1.4.7. Sean M un R-modulo y X C M. Se tiene que la intersec-
cion de todos los submddulos de M que contienen a X se llama el submddulo
generado por X y se denota por (X). También decimos que X es un conjun-
to generador de (X). Ademds, si X es finito decimos que X es un conjunto
generador finito.

Observacién 1.4.8. Sean M un R-mddulo y X C M. Tenemos que (X) es el
menor submddulo de M que contiene a X (con respecto a la relacidn contencion.

Ejemplo 1.4.9. Consideremos el R-mdédulo R3 y X = {(3,-2,1)} C R3. Se
puede ver que el R-submddulo generado por X, es (X) = {\(3,-2,1) : A € R}.

En general no es ficil encontrar el submoédulo generado por un subconjunto
X de un médulo M, ya que para ello es necesario encontrar todos los submédu-
los del médulo M que contienen a X.
Por ello daremos una caracterizacién de (X), para la cual requerimos la defini-
cién de combinacién lineal y algunos resultados.

Definicién 1.4.10. Sean M un R-mddulo, 9 # X C M y 0 # A C R. Cual-
quier elemento de la forma aixi + asws + ... + apxy, con T1,To, ... Ty € X y
a1,G2, ..., 4y € A es una combinacion lineal de X con coeficientes en A. De-
notaremos al conjunto de todas las combinaciones lineales de X con coeficientes

en A por AX. Ademds si X =0 definimos RO = {0}

Ejemplo 1.4.11. Consideremos M = C°(—oc0,+00) el R-mdédulo formado por
las funciones de variable real, continuas, definidas en el intervalo (—oo,+00),
con las operaciones usuales de suma de funciones y multiplicacion por escalares.
Sean X = {cos(z), sen(z)} y A =Q C R. Tenemos que

AX = {)Aicos(x) + Aasen(x) : A\, Ay € Q}.

El siguiente resultado afirma que el conjunto formado por todas las combi-
naciones lineales de X con coeficientes en R es un R-submddulo de M.

Proposicion 1.4.12. Sean M un R-mddulo y X un subconjunto no vacio de
M. Entonces el conjunto RX es un R-submddulo de M.

Demostracion. Sea x € X, como 0y = 0xr € RX. Si z,y € RX, entonces
T =121 +rexet... 1Ty y y = 1z +rhxe + ...+ 1 2, para algunos r;, v € R
v € Xconi=1,...n. Asi x —y = (r1x1 + roxe + ... + rpxy,) — (rizy +rhas +
vt rhmy) = (r1—r)x1+ (re—7rh)z2+ ...+ (rn — 7))z, € RX. Como RX C M
obtenemos que RX es un subgrupo de M.

Ahora sean a,b € R, entonces:

1. alz + y) = a(rzy + roxe + ... + Tz, + iz + vhre + o+ 7hxy,) =
(aryz1 + arsxs + ... + arpxy,) + (arizy + arbas + ... + arlx,) = a(rizg +
roxo + ... + rpy) + a(rizy + rhxe + ... + 1l x,) = ax + ay.
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2. (a+b)x = (a+b)(riz1+raxe+ ...+ 10xy) = (ar1z1 +arsxo+...+ar,x,)+
(bry +broxe + ... + brpxy) = a(rixy + raxa + ... + 1py) +b(rixy + rowe +
e+ Rxyn) = ax + bx.

3. (ab)x = (ab)(rix1 +roza+ ...+ rpxy) = (abrizy +abrozs + ...+ abrpx,) =
a(brizy + broxs + ... + brpx,) = a(bx).

4. 1(z) = 1(rz + roxo + oo + rpxy) = (Irizg + Irazs + oo + Irpa,) =
(rzy +roxo + .. + rpxy) =2

Ver la Definicién (1.4.3). De lo anterior probamos que RX es un submédulo de
M. O

Antes de poder dar la caracterizacién del submoédulo generado por un con-
junto X necesitamos el siguiente resultado, el cual nos proporciona una carac-
terizacién de un submédulo N de un médulo M.

Proposicion 1.4.13. Sean M un R-mddulo izquierdo y N un subconjunto no
vacio de M. Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

(a) N es un submddulo de M.
(b) RN = N.
(¢) Para cada a,b € R y cada x,y € N se tiene que ax + by € N.

Demostracion. Veamos que (a) implica (b). Supongamos que N es un submédulo
de M. Claramente N C RN, entonces resta verificar que RN C N. Sea x €
RN, x = rix1 + roxe + ... + rpx, para algunos r; € Ry x; € N donde cada
r;x; € N. Dado que N es un submédulo de M es cerrado bajo la suma, entonces
r=riT1 + ...+ rpx, € N. Lo que prueba que RN C N.
Veamos que (b) implica (a). Supongamos que RN = N, como ) # N C M por
la Proposicién 1.4.12 tenemos que N = RN es un submodulo de M.
Veamos que(b) implica (¢). Supongamos ahora que RN = N y sean a,b € Ry
x,y € N entonces ax + by € RN = N
Finalmente veamos que (¢) implica (b). Supongamos que para cada a,b € Ry
cada z,y € N se tiene que axz + by € N. Como N C RN pues para cada n € N
tenemos que n = In € RN, resta verificar que RN C N. En efecto sea z € RN,
tenemos que x = rn para alginr € Ry n € N, asi x =rn+ 0 € N. Por tanto
RN C N. Por lo tanto RN = N.

O

La siguiente proposicién nos da una caracterizacién del submédulo generado
por un conjunto X.

Proposicién 1.4.14. Sea M un R-mddulo y X un subconjunto de M. Entonces
el submddulo de M generado por X esto es (X) es precisamente el conjunto de
todas las R-combinaciones lineales de X, esto es RX.
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Demostracion. Podemos suponer que X es un conjunto distinto del vacio. Pues
si X = ) tenemos que (X) = {0/} = RX.

Debido a la proposicién 1.4.12 tenemos que RX es un submddulo de M. Por
otro lado, tenemos que para todo x € M, 1x = z por lo que X C RX.
Finalmente, por la proposicién 1.4.13 inciso (b) tenemos que cada submdédulo
que contiene a X debe contener las R-combinaciones lineales de X. Por lo tanto
RX estd contenido en cada submédulo de M que contiene a X y como RX es
uno de estos submédulos tenemos que el submdédulo generado por X es RX. [

Definicién 1.4.15. Decimos que un mddulo M es finitamente generado si existe
un subconjunto finito X de M tal que M = (X).

En particular, si M es un R-médulo y X = {m} para algiin m € M tenemos
la siguiente definicién.

Definicién 1.4.16. Sea M un R-mddulo y m € M.
1. El submddulo de M generado por el conjunto {m} es
({m}) = {rm : v € R},
llamado el submddulo ciclico generado por {m} y se denota por Rm.
2. Decimos que M es un médulo ciclico si M = ({m}).
Por comodidad para m € M escribiremos (m) en lugar de ({m}).

Ejemplo 1.4.17. Consideremos el Z-maodulo Z. y m € Z con m > 1. Tenemos
que el Z-mddulo ciclico generado por m es Zm = {km : k € Z}.

Definicién 1.4.18. Dado un R-mddulo M y ) # X C M, definimos
ZRx:z{ Z rix;: r, € Ry x; € X}
reX finitas

Observacion 1.4.19. Dado un R-mddulo M y X un conjunto generador de M

tenemos que M = > Rr = RX.
z€X

A continuacién dados los médulos My, Ms, ..., M,, definiremos la suma de
ellos.

Definicién 1.4.20. Si My, My, ..., M,, son submddulos de M. Definimos la su-
ma de My, Mo, ..., M,, como el conjunto

{m1 +mo+...+my, : m; € M; (7, = 1,...,’[7,)}
y la denotamos por My + My + ... + M,,.

Ejemplo 1.4.21. Consideremos al R-mddulo R3 y a sus submddulos:
M = {(2,5,0): @,y € RY, My ={(0,9/,0): y' € R}, My = {(0,0,2) : 2 € R}
y My ={(0,y",2"): y', 2" € R}. Entonces

Ml + M2 + M3 + M4 = {(xvyao) + (an/ao) + (0,0,Z) + (an”a'z/)}~
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Lema 1.4.22. Sea M un R-mddulo izquierdo. Si My, My, ..., M, son submddu-
los de M, entonces My + My + ... + M, es un submddulo de M. De hecho
My + My + ... + M, es el conjunto de todas las combinaciones lineales de
My UMyU...UM,.

Demostracion. Sean © = my +msg + ... + my,y = my +mh+ ...+ m!, € My +
My + ...+ M, y sean 1,75 € R. Se tiene que r1x + roy = r1(mq + mo + ... +
My) +ro(my +mh+ ... +m)) =rimy +rimg + ... +1r1my, +rom) + romb... +
rom! = rimy + rom + rime + romb... + rym,, + rem),. Como cada M; es
submédulo de M para cada i = 1,...,n se tiene que rym; +rom} € M; Por tanto
rix+roy = rimy+romi+rime+romh+...+rim,+rom!, € Mi+Mo+...+M,.
Por la proposicién (1.4.13) inciso (c¢) concluimos que My + Ms + ... + M, es un
submddulo de M.

O

Hasta ahora hemos estudiado la interseccién y la suma de médulos. A con-
tinuacion veremos como se relacionan estas dos operaciones.
En general, para un R-médulo M y cualesquiera H,K,L, submédulos de M se
verifica que HN (K + L) > (HN K) + (H N L). En particular, cuando K < H
tenemos la siguiente proposicién llamada ley modular.

Proposicién 1.4.23. (Ley modular). Sean H,K y L submddulos de M. En-
tonces, si K < H se tiene que HN (K + L) =K + (HNL).

Demostracion. Sea © € H N (K + L) entonces © € Hy x € (K + L) asi
x=h=Fk+1 para algunas h € H, k € K yl € L. Se tiene que [l = h — k
y como K C H. De donde | € H esto implica que [ € L N H. Por tanto
r=k+le K+ (HNL). O

Si N es un submédulo de un R-moédulo M tenemos que N es un subgrupo
del grupo abeliano M y por tanto podemos considerar el grupo cociente
M/N :={z+ N :x € M}. A este grupo cociente le podemos dar una estructura
de R-médulo como sigue:
Para .+ N € M/N y a € R definimos a(z + N) := ax + N. Veamos que estd
bien definida. Es decir si z + N = y + N entonces ax + N = ay + N. Como
z+ N =y + N tenemos que x —y € N de donde a(z — y) € N y por tanto
ax + N = ay + N. Es decir, la operaciéon multiplicacién por escalares esta bien
definida. De lo anterior podemos dar la siguiente definicién.

Definicién 1.4.24. Sea N un submddulo de un R-mddulo M, al grupo cociente
M/N le damos una estructura de R-mddulo como sigue:

Para (x + N) € M/N y a € R definimos a(x + N) := azx + N. Al mddulo
resultante M /N lo llamaremos mdédulo cociente.

Ejemplo 1.4.25. Consideremos al Z-mddulo Z. Entonces Z, = Z/Zm es el
modulo cociente del mddulo Z con el submddulo Zm.
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1.5. Homomorfismos de modulos.

En esta seccién estudiaremos el concepto de homomorfismo de médulos. En
particular enunciaremos el Teorema del factor y como corolario de este enun-
ciaremos los Teoremas de isomorfismo.

Definicién 1.5.1. Sean M y N R-mddulos. La funcion f : M — N es un
R-homomorfismo si para toda a,b € R y para toda x,y € M se cumple que
flaz +by) = af(x) +bf(y); es decir si f es R-lineal.

Por comodidad a los R-homomorfismos de médulos les llamaremos simple-
mente homomorfismos cuando el anillo R sea claro.

Observacion 1.5.2. La aritmética de los homomorfismos de mddulos es andlo-
ga a la de los homomorfismos de grupos y transformaciones lineales de espacios
vectoriales. En particular la composicion de dos R-homomorfismos es también
un R-homomorfismo.

Ejemplos 1.5.3.

1. Consideremos un mddulo M y N < M. La funcién iy : N — M dada
por i(n) = n para toda n € N es un homomorfismo de mddulos llamado
inclusion candonica de N en M.

2. Consideremos a un maodulo M. La funcion 1y : M — M dada por
1p(m) = m para toda m € M es un homomorfismo de mddulos llamado
homomorfismo identidad.

3. Consideremos dos mddulos M y N. El homomorfismo 0 : M — N dado
por 0(m) = 0 para toda m € M es llamado homomorfismo cero.

Los siguientes conceptos nos seran de gran utilidad para el estudio de los
homomorfismos de médulos.

Definicién 1.5.4. Sean M y N mddulos y f : M — N un homomorfismo.
1. La Imagen de f se define por Imf = {f(zx) € N:x € M}.
2. Fl Kernel de f se define por Kerf :={x € M : f(z) =0}.
3. La Coimagen de f se define por Coimf = M/Kerf.
4. El Cokernel de f de define por Cokerf = N/Imf.
)

. Sea L C N, la Imagen inversa de L se define por
Y L)y ={zreM: f(x)e€ L}

Observacion 1.5.5. Notemos que la Imagen de [ y el Kernel de f son submddu-
los de N y M respectivamente.

Ejemplo 1.5.6. Sean M un mddulo y N submddulo de M. Consideremos el
homomorfismo inclusion iy : N — M de N en M. Entonces Imiy = N y
Keriy =0.
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La siguiente proposicién nos serd de gran ayuda para saber cuando dos ho-
momorfismos son iguales.

Proposicion 1.5.7. Sean M y N R-mddulos, y X un conjunto generador de
M. Si f: M — N es un R-homomorfismo, entonces Imf es generada por
f(X):={f(x): z € X}. Mds atin si g : M — N es un R-homomorfismo,
entonces f = g siy sdlo si f(x) = g(x) para cada x € X.

Demostracion. Debido a la Observacién (1.4.19) tenemos que M = RX por lo
que Imf = f(M) = f(RX) = Rf(X). Si f = g se tiene que f(m) = g(m) para
cada m € M en particular se cumple para cada x € X.

Ahora supongamos que f(z) = g(x) para cada z € X. Afirmamos que K =
{y e M : f(y) = g(y)} es un submédulo de M. En efecto sean a,b € Ry
z,y € K, entonces ax+by € My f(ax+by) = f(az)+ flay) = af(z)+bf(y) =
ag(z) + bg(y) = glaz) + g(by) = g(ax + by) de donde ax + by € K y por la
Proposicién (1.4.13) tenemos que K es un submédulo de M. Y como X C K
nuevamente por la Proposicién (1.4.13) M = RX C K. Asi f(y) = g(y) para
toda y € M. O

Definicién 1.5.8. Sean M, N y L mddulos y f : M — N un homomorfismo.
FEntonces:

1. Si g,h : N — L son homomorfismos, f es un epimorfismo si siempre
que gf = hf, se tiene g = h.

2. Sig,h: L — M son homomorfismos, f es un monomorfismo si siempre
que fg = fh se tiene que g = h.

8. El homomorfismo f es un isomorfismo si es epimorfismo y monomor-
fismo.

Ejemplos 1.5.9.

1. Para cada submddulo K de M el homomorfismo ng : M — M/K de
M sobre M/K, definida por ng(x) = x + K para cada x € M, es un
epimorfismo de mddulos llamado epimorfismo candnico con Kerng =
K.

2. Sean M un mdédulo y N un submddulo de M, la inclusion canénica de N
en M es un monomorfismo de mddulos.

3. La composicion de epimorfismos (monomorfismos) es un epimorfismo (mo-
nomorfismo).

4. Consideremos a los R-mddulos
Ps(t) = {ao + a1t + a2t2 + a3t3 . Qp,a1,02,a3 € R}
y RY. El homomorfismo T : P3(t) — R* dado por

T(ap + art + ast® + azt®) = (ag, a1, as, az)
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es un isomorfismo de R-mddulos.

Las siguientes proposiciones caracterizan a los epimorfismos de médulos y a
los monomorfismos de médulos.

Proposicion 1.5.10. Sean M y N dos mddulos y sea f : M — N un homo-
morfismo. Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

(a) [ es un epimorfismo.
(b) f es suprayectivo.
(¢) CoKerf =0.

(d) Para cada médulo K y cada homomorfismo g : N — K, gf = 0 implica
que g = 0.

Demostracion. Veamos que (a) implica (b). Si f no es suprayectivo, entonces
Imf es un submédulo propio de N y 0 # N/Imf. Consideremos los homomor-
fismos a: N — N/Imf dado por a(n) =n+Imfy : N — N/Imf dado por
B(n) = 0+ Imf y notemos que como N/Imf # 0, entonces a # (. Por otro
lado para cada x € M se tienen que af (x) = a(f(x)) = f(z)+Imf =0+ Imf
y también Bf(x) = B(f(z)) = 0+ Imf, de donde af = Bf. Y como f es
epimorfismo a = f lo cuél es una contradicciéon pues o # (. Por tanto f es
suprayectivo.
Veamos que (b) implica (a). Supongamos que f es suprayectivo y sean L un
moédulo y «a, 8 : N — L homomorfismos tales que af = Sf. Ahora si x € N, en-
tonces existe y € M tal que x = f(y) porlo que a(z) = af(y) = B(f(y)) = B(x).
Asi a = B y por lo tanto f es epimorfismo.
Veamos que (b) implica (c¢). Es clara dado que f es suprayectivo, es decir
Imf =N asi. N/Imf=N/N =0.
Veamos que (c¢) implica (b). Supongamos que N/Imf = 0 esto implica que para
cada n € N se tiene que n + Imf = 0+ Imf es decir n € Imf por lo tanto
N =1Imf.
Veamos que (c¢) implica (d). Supongamos que Coker f = 0y sean K un R-mdédulo
y g : N = K un homomorfismo tal que g f = 0. Consideremos al homomorfismo
cero, entonces 0 = 0f, de donde gf = 0f. Por (a) concluimos que g = 0.
Finalmente veamos que (d) implica (b). Supongamos que para cada médulo K
y cada homomorfismo ¢ : N — K, gf = 0 implica que g = 0. Consideramos el
homomorfismo p : N — N/Imf dado por p(n) = n+Imf. Ahora consideremos
la composicién pf entonces p(f(m)) = f(m)+ Imf =0+ Imf es decir pf =0
asi g = 0. Por lo tanto N = Imf.

O

Proposicion 1.5.11. Sean M y N dos R-mddulos izquierdos y f : M — N un
homomorfismo. Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

(a) [ es inyectivo.
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(b) f es monomorfismo.
(¢) Kerf =0.

(d) Para gada R-mddulo izquierdo K y cada R-homomorfismo g : K — M,
fg =0 implica que g = 0.

Demostracion. Veamos que (a) implica (b). Supongamos que f es inyectiva y
sean g,h : M — N dos homomorfismos tales que fg = fh. Si z € M, enton-
ces f(g(x)) = fg(x) = fh(z) = f(h(xz)) y como f es inyectiva se tiene que
g(x) = h(z) para cada z € M. Por lo tanto g = h.

Veamos que no (a) implica no (b). Supongamos que f no es inyectiva, entonces
existen z,y € M con x # y tales que f(x) = f(y), as{ f(x—y) = 0 pero z—y # 0.
Ahora sea K = R(x—y) # {0} < M. Para cada r € R definimos g : K — M co-
mo g(r(x—y)) =0y h: K — M como h(r(z—y)) = r(z—y), entonces g es el ho-
momorfismo cero y h es la inclusiéon de K en M por lo que g # h. Pero para cada
r € R fo(r(z—y)) = £(0) =0y fh(r(z—y)) = f(r(z—y)) = rf(z—y) =0 = 0.
Es decir fg = fh. Por lo tanto f no es monomorfismo.

Veamos que (a) implica (¢). Supongamos que f es inyectiva y Kerf # 0, enton-
ces existe 0 # x € Kerf. De donde f(x) =0 = f(0) lo que es una contradiccién
el hecho de que f es inyectiva. Por lo tanto Kerf = 0.

Ahora veamos que (c¢) implica (a). Supongamos que Kerf =0y sean x,y € M
tales que f(z) = f(y). Entonces f(z) — f(y) = 0 por lo que f(x —y) = 0. Es
decir x — y € Kerf = 0, entonces z — y = 0 de donde = = y. Por lo tanto f es
inyectiva.

Veamos que (a) implica (d). Supongamos que f es inyectiva. Sea K un R-mdédulo
y ¢ : K — M un homomorfismo tal que fg = 0. Consideremos al homomorfismo
cero 0 : K — M, como 0 = f0 entonces fg = f0 por lo tanto g = 0.
Finalmente veamos que (d) implica (c¢). Sea K = Kerf < M, consideremos
al homomorfismo inclusién i : K — M. Entonces 0 = fi : K — N dado por
fi(k) = f(k) = 0. Entonces i = 0 por lo tanto K = Kerf = 0. O

Proposicién 1.5.12. Sean M y N R-mddulosy f : M — N un homomorfismo.
Entonces f es un isomorfismo si y solo si existen funciones g,h : N — M
tales que fg = 1 y hf = 1p. Mds aun, cuando estds ultimas condiciones se
satisfacen, g = h es un isomorfismo.

Demostracion. Supongamos que el homomorfismo f es un isomorfismo, entonces
f es una biyeccion por lo que existe una funciéon g : N — M tal que fg=1yy
gf =1u.

Resta verificar que la funcién g es un homomorfismo. Sean =,y € N y a,b €
R. Entonces f(g(ax + by)) = az + by = af(g(x)) + bf(9(y)) = f(ag(z) +
bg(y)). Como f es isomorfismo, en particular monomorfismo y por la Proposicién
(1.5.11) es inyectivo, de donde g(ax + by) = ag(x) + bg(y).

Ahora supongamos que existen funciones g,h : N — M tales que fg = 1y y
hf = 1, entonces f es biyectiva por lo tanto es inyectiva y suprayectiva. De las
Proposiciones (1.5.11) y (1.5.10) tenemos que f es monomorfismo y epimorfismo.
Por lo tanto f es un isomorfismo. O
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Observacién 1.5.13. Cuando f : M — N es un isomorfismo, entonces el
unico homomorfismo g : N — M que satisface las condiciones del Teorema
anterior se le llama el inverso de f y lo denotamos por f~'.

A continuacién enunciaremos y demostraremos el Teorema del factor, el cual
nos serd util para demostrar los Teoremas de isomorfismo.

Teorema 1.5.14. (Teorema del factor.)Sean M, M' ;N y N' mddulos iz-
quierdos y f : M — N un homomorfismo.

1. Sig: M — M’ es un epimorfismo con Kerg C Kerf. Entonces existe un
inico homomorfismo h: M' — N tal que f = hg.
Ademds, Kerh = g(Kerf) y Imh = Imf, de donde h es monomorfismo
siy solo si Kerg = Kerf yh es epimorfismo si y sélo si f es epimorfismo.

2. Sig: N — N es un monomorfismo con Imf C Img. Entonces existe un
inico homomorfismo h : M — N' tal que f = gh. Ademds,
Kerh = Kerf y Imh = g~ *(Imf), entonces h es monomorfismo si y sélo
si f es monomorfismo, y h es epimorfismo si y sélo si Img = Imf.

Demostracion.

1. Debido a la Proposicién (1.5.10) tenemos que el homomorfismo g es su-
prayectivo. Es decir para cada m’ € M’ hay al menos un m € M tal
que g(m) = m/, ademds si hay un I € M con g(I) = m/, se tiene que
(m —1) € Kerg. Como Kerg C Kerf, tenemos que f(m) = f(l), por lo
que hay una funcién bien definida h : M’ — N dada por h(m') = f(m).
Es claro que f = hg.

Veamos que la funcién h es homomorfismo. Sean z’,y' € M’y x,y € M con
g(z) =2 y g(y) = ¢/. Entonces g(az + by) = ax’ + by’ para cada a,b € R
ast que h(az’ +by') = f(az + by) = af(z) + bf(y) = ah(z’) + bh(y'), por
lo tanto h es homomorfismo.

Supongamos que existe un homomorfismo A’ : M’ — N tal que f = h'g
entonces hg = h'g y como g es epimorfismo tenemos que h = h’ por lo
tanto el homomorfismo A es tnico.

Veamos ahora que Kerh = g(Kerf) y Imh = Imf. Sea m’ € M’ tal que
h(m') = f(m) =0con m € M. Entonces m € Kerf. Como g(m) =m’ te-
nemos que m’ € g(Kerf). Por tanto Kerh C g(Kerf). La otra contencién
es andloga. Es claro por la definicién de h : M’ — N que Imh = Imf.
Veamos que h es monomorfismo si y s6lo si Kerg = Kerf y h es epimor-
fismo si y s6lo si f es epimorfismo.

Supongamos que h es monomorfismo, debido la Proposicién (1.5.11) tene-
mos que Kerh =0, asi Kerh =0 = g(Kerf) por lo que Kerf C Kergy
por hipétesis Kerg C Kerf. Por lo tanto Kerg = Kerf.

Si Kerg = Kerf, entonces como Kerh = g(Kerf) = g(Kerg) = 0 tene-
mos que Kerh = 0y debido a la Proposicién (1.5.11) h es monomorfismo.
Ahora supongamos que h es epimorfismo y veamos que f es epimorfismo.
Como el homomorfismo f = hg y tanto h como g son epimorfismos tene-
mos que f es epimorfismo pues la composicion de epimorfismos es también
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un epimorfismo.

Finalmente supongamos que f es epimorfismo, entonces I'mf = N. Y por
hipétesis Imh = Imf = N, entonces el homomorfismo h es suprayectivo
y por la Proposicién (1.5.10) tenemos que h es epimorfismo.

2. Como para cadam € M, f(m) € Imf CImgyg: N — N es monomor-
fismo, entonces hay un tnico n’ € N’ tal que g(n’) = f(m). Por lo que
hay una funcién bien definida h : M — N’, dada por h(m) = n’ tal que
[ =gh.

Claramente la funcién h es un homomorfismo, veamos que es tnico. Sea
h': M — N’ un homomorfismo tal que f = gh. Entonces gh = gh’ y como
g es monomorfismo se tiene que h = h'.

Afirmamos que Kerh = Kerf y Imh = g~*(Imf). En efecto, si

m € Kerh, entonces 0 = h(m) y como f = gh tenemos que 0 = g(0) =
g(h(m)) = f(m) por lo que m € Kerf. La otra contencién es andloga.
Es claro por la definicién de h : M — N’'que Imh = g~ t(Imf).

Veamos ahora que h es monomorfismo si y sélo si f es monomorfismo y h
es epimorfismo si y sélo si Img = Imf.

Primero supongamos que h es monomorfismo, como f = gh y la com-
posiciéon de monomorfismos es un monomorfismo, tenemos que f es un
monomorfismo.

Supongamos que f es un monomorfismo, entonces por la Proposicion
(1.5.11) Kerf = 0y como 0 = Kerf = Kerh nuevamente por la Pro-
posicién (1.5.11) tenemos que h es un monomorfismo.

Ahora supongamos que h es epimorfismo, queremos ver que I'mg = Imf.
Por hipétesis tenemos que Imf C Img, resta verificar que Img C Imf.
Sea x € I'mg, entonces x = g(n') para algtin n’ € N', y como h es epimor-
fismo, por la Proposicién (1.5.10) tenemos que h es suprayectivo, entonces
n' = h(m) para algin m € M, asi z = g(n') = g(h(m)) = f(m) por lo
que x = f(m), es decir € Imf. Por lo tanto Img C I'mf.

Finalmente supongamos que Img = Imf, como el homomorfismo f = gh
entonces Img = Imf = Imgh. Y notemos que Imh = g 'Imf, asi
N' =g~ '(Img) = g~ '(Imf) = g~ ' (Imgh) = g~"(g(Imh)) = Imh por lo
que el homomorfismo h es suprayectivo y por la Proposicién (1.5.10) h es
epimorfismo.

O

A consecuencia del primer inciso del Teorema del factor tenemos un impor-
tante corolario llamado ”Los Teoremas de isomorfismo”, el cudl presentaremos
a continuacion.

Corolario 1.5.15. (Teoremas de isomorfismo). Sean M y N mddulos.

1. Si f : M — N es un epimorfismo con Kerf = K. Entonces existe un
tnico isomorfismo h : M/K — N tal que h(m + K) = f(m) para toda
me M.
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2. Si K <L<M. Entonces M/L = (M/K)/(L/K).
3. SiH<MyK<M. Entonces (H+ K)/K 2 H/(HNK).
Demostracion.

1. Sea M’ = M/K y g el epimorfismo canénico (Ver Ejemplo 1.5.9) g = n :
M — M/K. Como Kerf = K = Kerg, por (1.5.14) inciso 1 tenemos
que existe un tinico homomorfismo h : M’ — N tal que f = hg de donde
h(m+ K) = f(m). Ademds como Kerh = g(Kerf) = g(K) = 0. Tenemos
que h es monomorfismo. Como por hipdtesis f es epimorfismo tenemos
que h también es epimorfismo. Por lo tanto h es isomorfismo.

2. Definamos la funcién ' : M/K — M/L, via f'(m+ K) =m+ L.
Veamos que f’ estd bien definida. En efecto, sean my+K,ms+ K € M/K.
Simy+ K = ms+ K, entonces m; —msg € K C L, por lo que mi; —mo € L
de donde my + L = mg + L.

Ahora veamos que f’ es homomorfismo. Sean mi,ms € M y 711,72 €
R, entonces: f'((rimy + romso) + K) = (rymq + rams) + L = r1(my +
L)+ ro(my + L) = rif'(m1 + K) + rof'(me + K). Por lo tanto f’ es
homomorfismo.

Por otro lado notemos que

Kerf'={m+K € M/K :m+L=0+L} ={m+K € M/K :m € L} = L/K.

Afirmamos que f’ es epimorfismo. En efecto, sea m + L € M/L, entonces
m+KeM/Ky f'(m+ K)=m+ L, de donde f’ es suprayectivo. Y por
la Proposicién (1.5.10) f’ es epimorfismo.

Debido al inciso anterior tenemos que, existe un tnico isomorfismo A :
(M/K)/(L/K) — M/L. Por lo tanto (M/K)/(M/L) = M/L.

3. Definamos la funcién [’ : H — (H + K)/K, via f"(h) =h+ K.
Claramente f” estd bien definida. Veamos que f” es homomorfismo.
Sean hy,ho € H y r € R, entonces:

[ (h1+h2)=(h1+he) + K= (h1+K)+ (ha + K) = f"(h1) + " (ha)

y f"(rhy) = (rh1) + K = r(hy + K). Por lo tanto f” es homomorfismo.
Por otro lado notemos que,

Kerf"={heH:h+K=04+K}={heH:he K} =HNK.

Veamos ahora que f” es epimorfismo. En efecto, sea h+ K € (H+ K)/K.
Entonces h € H y f”(h) = h+ K por lo que f” es suprayectivo. Y por
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la Proposicién (1.5.10) f” es epimorfismo. Por (1.5.15) inciso 1, existe un
dnico isomorfismo

h:H/(HNK)— (H+ K)/K.
Por lo tanto (H + K)/K 2 H/(HN K).

O

A continuacién daremos la definiciéon de sucesién exacta la cudl usaremos
mas adelante.

Definicién 1.5.16. Se dice que una sucesion de homomorfismos (finita o in-

finita) de R-médulos ... =} o LN M,, *f";MnH _ ... es exacta

si para cada par sucesivo de homomorfismos fn, fni1 se tiene que
Imf, = Kerfni1.

Ejemplo 1.5.17. Consideremos dos mdédulos M y N y f: M — N un homo-

morfismo, entonces 0 Kerf LM ! N 1 Cokerf ——0 es

una sucesion exacta, donde i es la inclusion de Kerf en M y n es el epimor-
fismo candnico de N en Cokerf = N/Imf.

En efecto, sabemos que el homomorfismo inclusion es un monomorfismo con
i(Kerf)=1Im(i) = Kerf y por otro lado el homomorfismo 1 es un epimorfis-
mo con Kern=Imf.

Ahora introduciremos el concepto de diagrama conmutativo y enunciaremos
el Lema del quinto, el cual relaciona las sucesiones exactas y los diagramas
conmutativos, y lo usaremos en el siguiente capitulo.

Definicién 1.5.18. Sean A, B, C, y D mddulosy f : A - B, g : C — D,
a:A—CypB:B— D, homomorfismos de mddulos. Decimos que un diagrama
de mddulos y homomorfismos de la forma

f

A——2B
|l
c—2+~D

—_—

conmuta si Bf = ga.
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Lema 1.5.19. (Lema del quinto.) Supongamos que el siguiente diagrama de
mddulos y homomorfismos

A f1 B f2 C 5. D E

b

A g1 B g2 C, g3 D’ 94 B

conmuta y tiene renglones exactos. Entonces:

(a) Si « es epimorfismo y § y § son monomorfismos, entonces vy es mono-
morfismo.

(b) Si e es monomorfismo y  y & son epimorfismos,entonces vy es epimorfis-
mo.

(c) Sia, B, ye son isomorfismos, entonces vy es un isomorfismo.

Demostracion. Supongamos que « es epimorfismo y 8 y § monomorfismos. Sea
¢ € Kervy, entonces v(¢) = 0 y como el diagrama es conmutativo §(f3(c)) =
93(v(c)) = 0. De donde f3(c) = 0 pues § es monomorfismo y por la Proposicién
(1.5.11) Keréd = 0.
Como Imfy = Kerfs existe b € B con fa(b) = ¢ y por la conmutatividad del
diagrama g2(8(b)) = v(f2(b)) = v(c) = 0. Por lo que existe o’ € A’ tal que
g1(a’) = B(b), y como « es epimorfismo por la Proposicién (1.5.10) se tiene que
es suprayectivo, entonces existe a € A tal que a(a) = a’.
Ast gi(a(a)) = gi(a’) = B(fi(a) = B(b), esto implica que f1(a) = b pues A
es monomorfismo y por la Proposicién (1.5.11) es inyectivo, entonces fa(b) =
f2(f1(a)) = 0 = ¢. Por lo tanto Kervy = 0y por la Proposicién (1.5.11) conclui-
mos que 7y es monomorfismo.
Ahora supongamos que € es monomorfismo y 3 y ¢ epimorfismos. Sea ¢’ € C’,
como 0 es epimorfismo por la Proposicién (1.5.10) es suprayectivo, entonces
existe d € D tal que 6(d) = g3(¢’). Y como el diagrama tiene renglones exactos
la I'mgs = Kergy por lo que g4(g3(c’)) = 0 = €(f4(d)). Ademds e es monomor-
fismo y por la Proposicién (1.5.11) es inyectivo, entonces fy(d) = 0.
Entonces existe ¢ € C con f3(c) = d por lo que g3(¢’' —v(¢)) = g3(c)—g3(y(c)) =
0(d) —6(f3(c)) = 6(d) — 0(d) = 0. Asi existe b’ € B con g2(b') = ¢ —v(c), y
como 3 es epimorfismo por la Proposicién (1.5.10) es suprayectivo por lo que
existe b € B tal que S(b) =0'.
Entonces 7(f2(b) + ¢) = 7(f2(b)) + v(c) = g2(B(b)) + v(c) = g2(b') + v(c) =
¢ —~(e) +v(c) = ¢. Por lo tanto v es suprayectivo y debido a la Proposicién
(1.5.10) concluimos que v es suprayectivo.
Finalmente supongamos que «, 3,  y € son isomorfismos, es decir son monomor-
fismos y epimorfismos. De los incisos (a) y (b) se sigue que v es un isomorfismo.
O



Capitulo 2

Sumandos directos.

2.1. Homomorfismos que se escinden.

En esta seccién introduciremos los conceptos de sumando directo y com-
plemento directo de un médulo M. Daremos la definicion de epimorfismo y
monomorfismo que se escinden, retomaremos las sucesiones exactas, veremos
cuando una sucesion exacta corta se escinde y finalmente daremos algunas ca-
racterizaciones de ellas.

Definicién 2.1.1. Sean My y Ms submddulos de un mdodulo M.
1. Decimos que M es generado por My y Mo si My + My = M.
2. Decimos que My y Ms son independientes si My N My = 0.
Ejemplos 2.1.2.

1. Consideremos al R-mddulo M = R3 y a sus submddulos
My = {(z,9,0) : z,y € R} y My ={(0,y,2) : y,z € R}. Entonces M es
generado por My y Ms, es decir M = My + My y en este caso My y My
no son independientes.

2. Nuevamente consideremos al R-mddulo M = R3 y sean
M ={(0,y,0): yeR} y M" ={(0,0,2) : z € R}. Entonces M" Y M"
son independientes y en este caso M’ y M" no generan a M.

Si M; y My son R-submédulos de un R-médulo M tenemos que hay un
R-homomorfismo i : My x My — M dado por
i(x1,22) = 21 + x2. Tenemos que I'mi = My + My y
Keri = {(z,—x) : x € M; N My}. Asi que ¢ es epimorfismo si y sélo si M; y
M generan a M y es monomorfismo si y sélo si My y Ms son independientes.
Cuando el homomorfismo i es un isomorfismo tenemos la siguiente definicién.

Definicién 2.1.3. Sean M; y My submddulos de un mdodulo M. Decimos que
M es suma directa (interna) de sus submddulos My y Ms si el homomorfis-
mo i : My X My — M es un isomorfismo. Y la denotamos como M = My & Ms.

23
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Es decir cuando My y My son independientes y generan a M.

Se puede ver facilmente que M es suma directa de My y My si y sélo si para
cada x € M, x se tiene que x se escribe de manera tinica como x = z1 + To con
$1€M1yx2€M2.

Definicion 2.1.4. Un submddulo My de un mddulo M es un sumando direc-
to de M si existe un submdodulo My de M tal que M = My & M.

En este caso decimos que My es también un sumando directo de M y a My y
My los llamamos complementos directos o sumandos directos comple-
mentarios.

Ejemplos 2.1.5.
1. Si M es un modulo distinto de cero, M es suma directa de M y 0.

2. Consideremos al R-médulo M = R? y a sus submddulos
My = {(z,0): x € R} y My ={(0,y) : y € R}. Entonces M es la suma
directa de My y Ms, esto es M = My & Ms y en este caso My y My son
complementos directos.

El siguiente lema nos serd de gran utilidad para encontrar sumandos directos
de un modulo.

Lema 2.1.6. Sea f: M — N y f' : N — M dos homomorfismos de mddulos
tales que ff' = 1y. Entonces f es un epimorfismo, f' un monomorfismo y
M = Kerf®Imf'.

Demostracion. Veamos que f es epimorfismo. Si y € N, entonces f'(y) = =
para alguna x € M y como ff" = 1x tenemos que y = f(f'(y)) = f(z) por lo
que y € Imf, asi N C Imf y como Imf C N tenemos que Imf = N por lo
que f es suprayectivo y por la Proposicién (1.5.10) f es epimorfismo.
Veamos que f’ es monomorfismo. Si z € Kerf’, entonces f'(x) = 0 y como
ff = 1y tenemos que 0 = f(0) = f(f'(z)) = = asi © = 0. Por lo tanto
Kerf' =0y debido a la Proposicién (1.5.11) f’ es monomorfismo.
Ahora veamos que M = Kerf @& Imf’. Primero veremos que Imf’ y Kerf
generan a M, es decir que M = Kerf 4+ Imf’. Por el Lema (1.4.22) Kerf +
Imf" < M, en particular Kerf + Imf’' C M. Por otro lado, si x € M, entonces
flx—f'f(z)) = f(x) — f(x) = 0 por lo que x — f'f(x) € Kerf y notemos
que z =z — f'(f(x))+ f'(f(x)) € Kerf + Imf de donde M C Kerf + Imf'.
Por lo tanto M = Kerf + Imf’. Finalmente veamos que Kerf e Imf’ son
independientes, es decir que Kerf NImf = 0. Sea x = f'(y) € Kerf NImf'.
Entonces 0 = f(z) = f(f'(y)) =y y x = f'(y) =0 por lo que KerfNImf' =0.
Por lo tanto M = Kerf ® Imf'.

O
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Definicién 2.1.7. Sean f: M — N y f' : N — M homomorfismos de mddulos
tales que ff' = 1x. En tal caso decimos que:

1. El homomorfismo f es un epimorfismo que se escinde y escribimos
f
M —&> N——->0.
2. El homomorfismo f' es un monomorfismo que se escinde y escribimos
f/
0——=N—9=>M.

Sean M7 y Ms dos moédulos, podemos considerar su producto cartesiano
M; x Ms al cual le podemos asociar los homomorfismos inclusién natural y
proyeccién natural, i; : M; — My x My y 7y : My X My — Mj con j = 1,2,
definidos por i1 (z1) = (21,0), i2(x2) = (0,22) y 71 (21, z2) = 21, Ta(T1,22) = T2
para todo x1 € My y zo € Mo.

Claramente 7; y m; son homomorfismos de médulos y podemos observar que
ity = O0ijlar, ¥y 11m1 +i2m2 = 1o s Ms-

Ejemplo 2.1.8. Consideremos a los homomorfismos de mddulos proyeccion
natural © : 7. X 7. — 7. e inclusion natural i : 7. — 7 X 7, entonces wi = 17. Por
lo tanto © es un monomorfismo que se escinde y ™ es un epimorfismo que se
escinde.

Definicién 2.1.9. Sean My, My y M mddulos, decimos que una sucesion exacta

f g . .
corta 0 My M Moy 0 se escinde si f es un monomor-

fismo que se escinde y g es un epimorfismo que se escinde.

Ejemplo 2.1.10. Consideremos a los homomorfismos inclusion natural i; y
proyeccion natural w; con j = 1,2. Como w11 = 1y, y maia = 1y, tenemos que

. il )
las sucesiones exactas cortas 0 —— My ——> My X My —— My ——=0 y

i2 T .
0——= My —— My X My ——= M; ——=0 se escinden.

La siguientes proposiciones nos proporcionan caracterizaciones para las su-
cesiones cortas que se escinden.

Proposicion 2.1.11. Sean N un maodulo y

0— M L o2

Mo 0
una sucesion exacta corta. Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:
(a) La sucesidn exacta corta se escinde.

(b) El monomorfismo f: My — M se escinde.
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(¢) El epimorfismo g : M — My se escinde.
(d) Imf = Kerg es un sumando directo de M.

(e) Cada homomorfismo h: My — N se factoriza mediante f. Es decir, eviste
un homomorfismo h : M — N tal que hf = h.

(f) Cada homomorfismo h : N — My se factoriza mediante g. Es decir, existe
un homomorfismo h : N — M tal que gh = h.

Demostracion. Notemos que (a) implica (b) y (a) implica (c) se siguen de la
definicién anterior, ya que una sucesién exacta corta se escinde si f : My — M
es un monomorfismo que se escinde y g : M — Ms es un epimorfismo que se
escinde.
Veamos que (b) implica (d). Como f : M; — M es un monomorfismo que se
escinde tenemos que existe un homomorfismo f' : M — M; tal que f'f = 1.
Ademés la sucesién es exacta por lo que Imf = Kerg y debido al Lema (2.1.6)
M =Imf @ Kerf’, de donde Imf = Kerg es un sumando directo de M.
Veamos que (c¢) implica (d). Como g : M — M es un epimorfismo que se es-
cinde tenemos que existe un homomorfismo f': My — M tal que ff' = 1p,.
Nuevamente debido al Lema 1.5.11 M = Imf’ & Kerg de donde Imf = Kerg
es un sumando directo de M.
Notemos que si suponemos ciertos (b) y (c¢) entonces ocurre (a), por lo que
basta probar que (d) implica (e), (e) implica (b), (d) implica (f) y (f) implica
(c). Primero veamos que (d) implica (e). Supongamos que M = Imf @ K y
h: M; — N. Como f es un monomorfismo se tiene que para cada m € M hay
un dnico my € My y k € K tal que m = f(mq) + k. Definimos el homomorfismo
h: M — N dado por h(m) = h(f(m1) + k) = h(m;). Claramente el homomor-
fismo h estd bien definido y hf = h.
Veamos que (d) implica (f). Supongamos que M = Kerg ® K y h: N — M.
Como KNKerg =0y g(M) = g(K) ya que g(Kerg) = 0, entonces g restringido
a K, esto es g|g : K — Ms es un isomorfismo, por lo que existe el inverso de
g, g~' : My — K. Entonces h := g~'h : N = K es un homomorfismo tal que
gh = h.
Veamos que (e) implica (b). Sea h = 1y y N = M, entonces existe un homo-
morfismo h : M; — M tal que hf = h = 1y,. Por lo tanto el homomorfismo f
es un monomorfismo que se escinde. Finalmente veamos que (f) implica (c). Sea
1nx v N = M,, entonces existe un homomorfismo h : My — M tal que gh = h.
Por lo tanto el homomorfismo g es un epimorfismo que se escinde.

O

Como consecuencia del resultado anterior tenemos el siguiente resultado.

Proposicion 2.1.12. Para una sucesion exacta corta de homomorfismos

0 M, f1 JVE

Mo 0

los siguientes enunciados son equivalentes.
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(a) La sucesion exacta corta se escinde.

(b) Ezxiste una sucesion exacta corta de homomorfismos

0 My~ M

g1

M,y 0

que se escinde.

(¢) Existe un isomorfismo h : My x My — M tal que el siguiente diagrama
conmuta.

M1><M2

Demostracion. Veamos que (a) implica (¢). Definimos h : My x My — M dado
por h(zi,z2) = fi(x1) + fo(x2) para algunos x1 € M; y xo € Ms. Donde
fa @ Ma — M satisface que gafa = 1, entonces el diagrama conmuta. Para
ver que el homomorfismo h es isomorfismo consideremos el siguiente diagrama
conmutativo con renglones exactos.

00— M; — % My x My 2> My —>0
ST
0 M — T a2 gy 0

Entonces como 1g, 1as, ¥ 1as, son isomorfismos por el Lema del quinto inciso
(c) obtenemos que el homomorfismo A es un isomorfismo.

Veamos que (¢) implica (b). Dado un isomorfismo h que hace conmutar el diagra-
ma definimos f2 = higy yg1 = Wlhil. Entonces gifj = Wihilhij = Wiij = 61]11\/[7
¥ [191 + faga = hiymh™! + higmoh ™! = h(iymy +iama)h ™t = hh™1 = 1.
Finalmente veamos que (b) implica (a). Supongamos entonces que f1g1 + fage =
1p por lo que M = Imf; 4+ Imfs. Pero gofi = 0 lo que implica que Imf; C
Kergy y ademds go fa = 1p,, entonces por la Proposicién (2.1.6) tenemos que
M = Kergs & Imfs. De la ley modular obtenemos que Kergs, = Kergs N M =
Kergo N (Imf1 + Imfa) = Imfr + (Kerga N Imfy) = Imfy. Por lo tanto la

sucesién 0 M, i M2 M,y 0 es exacta y como g1 f1 = 1,

v g2fo = 1, la sucesion exacta se escinde.

O

El siguiente ejemplo ilustra el inciso ¢) de la Proposicién anterior.
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Ejemplo 2.1.13. Sean M = R? un R-mdédulo y M; = R y My = R submddulos

de M y supongamos que 0 M, h M —25 M, 0 se escinde.

Entonces existe h : My x My — M dado por h(zx,y) = fi(x) + g5 *(y) donde
9292_1 =1p,; 92_1 : My — M tal que el siguiente diagrama conmuta.

MlXMQ

0—— M, h My ——0

M

Ya que ir(x) = (2,0) y h(z,0) = fi(z) + g5 () fi(z).
Por otro lado tenemos que h(z,y) = f1(z) + g5 (y) y
-1
9o

92(f1(@) + 931 (1) = g2(f1(2)) + 92(92 " (9) = 0+ Lary (y) = y = ma(, ).

2.2. Proyecciones.

En esta seccién veremos un caso particular de epimorfismos llamados pro-
yecciones, los cuales nos seran de gran utilidad para caracterizar a los sumandos
directos de un médulo M.

Definicién 2.2.1. Sea K un sumando directo de un mddulo M con complemen-
to directo K', es decir M = K @& K'. Entonces la funcion px(k + k') = k con
ke K yk' € K' define un epimorfismo px : M — K llamado la proyeccién
de M en K a lo largo de K.

Proposicion 2.2.2. Sean M un mddulo y K, K' submddulos de M.
Si M = K @K', entonces la proyeccion de M en K a lo largo de K' es el inico

epimorfismo M K ——0 que satisface (p|x) = 1k y Kerpx = K'.

Demostracion. Notemos que por consecuencia directa de su definicién el epi-
morfismo pg satisface que (px|x) = 1k y Kerpg = K'. Ahora supongamos
que g : M — K es un epimorfismo tal que (g|x) = 1x y Kerg = K', entonces
paratodo k € Ky k' € K', g(k+ k') = g(k) + g(k') = k = pr(k + k'). Por lo
tanto px es el Unico epimorfismo que cumple dichas condiciones.

O

Nuevamente consideremos un sumando directo K de un médulo M con com-
plemento directo K', M = K ® K’'. Entonces K’ es un sumando directo de M
con complemento directo K. Ademaés si px es la proyeccién de M en K a lo
largo de K’, entonces la proyeccién pgs de M en K’ a lo largo de K puede ser
caracterizada por pg(m) = m — px(m) para toda m € M.

Ahora siig : K - M y i% : K/ — M son los homomorfismos inclusién de K
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en M e inclusién de K’ en M, entonces por las proposiciones (2.1.11) y (2.1.12)
las sucesiones exactas cortas:

se escinden.
En general un sumando directo de un médulo tiene muchos complementos di-
rectos, las proyecciones nos proporcionan una util caracterizacién para estos.

Proposicién 2.2.3. Sean M un mddulo y K, K’ sumandos directos de M tales
que M = K ® K', y sean px la proyeccion de M en K a lo largo de K' y L
un submddulo de M. Entonces M = L & K’ si y sélo si pi|r : L — K es un
isomorfismo.

Demostracion. Sea L < M = K & K'. Entonces Ker(pk|r) = LN Kerpg =
LN K’ por lo que (pk) es monomorfismo si y sélo si LN K’ = 0.

Por otro lado, como (px|x) = 1k y Kerpx = K’ tenemos que

pic(L) = pic(L+ K') = pre((L+ K" 0 (K + K') = pie((L+ K') N K) + K) y
por la ley modular pg (L+K')NK)+K') =pxg(L+K')NK) = (L+K')NK
entonces pi (L) = K siy sélosi M = L+ K'. O

A continuacién retomaremos el Ejemplo (2.1.5) inciso 2 para ilustrar la Pro-
posicién anterior.

Ejemplo 2.2.4. Consideremos al R-mddulo M = R? y a sus submddulos

K ={(z0): zeR}, K ={0,y): ye R} yL ={(22): z € R}
Entonces M = K ® K' = L & K' y la proyeccion pil|r : L — K dada por
pi|L((z,2)) = (2,0) es un isomorfismo.

2.3. Endomorfismos idempotentes.

Sean K un sumando directo de un R-Mddulo M con complemento directo K,
estoes M = K@ K', y pi la proyecciéon de M en K a lo largo de K’. Definimos
ex € End(M) como ek (z) = pkx(z) para todo z € M. Como (pk|x) = 1k,
tenemos que ey es un endomorfismo idempotente de M, es decir e = €2 €
End(M) y notamos que K = Imeg. Asi cada sumando directo de M es la
imagen de un endomorfismo idempotente de M.

Recordemos que dado un homomorfismo f : M — N, algunas veces denotamos
por f(M) ala Imf. En el siguiente lema veremos que también se cumple el
reciproco.

Lema 2.3.1. Sea e € End(M) un endomorfismo idempotente. Entonces
1y — e € End(M) es un endomorfismo idempotente tal que:

Kere={zeM: x= 1y —e)(x)} =Im(l—e),
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Ime={zeM: z=ce(z)} = Ker(l —e)
yM=e(M)®(1-e)(M).

Demostracion. Recordemos que si e es un idempotente, entonces 1,7 —e también
lo es. Como e? = e, tenemos que Ime C {x € M : z=¢(z)} C Ker(ly —e), ya
que si x € M, entonces (1p7 — e)(e(z)) = 1p(e(z)) — e(e(x)) = e(z) —e(z) =0
yIm(ly —e)={xeM: z= 1y —e)(x)} C Kere, ya que e(ly; —e)(x)) =
e(1ap(x))—ele(z)) = e(z)—e(x) = 0.Y es claro que Ker(1py —e) C I'me pues si
x € Ker(1p—e) entonces (17 —e)(xz) = z—e(z) = 0 por lo que x = e(z) € Ime.
Anélogamente se puede ver que Kere C Im(1y —e).
Ahora notemos que para todo x € M se tiene que x = e(x) + (1pr — e)(z) de
donde M = e(M) + (15 — e)(M). Por otro lado si x = e(z) = (1p — €)(y)
para algin y € M se tiene que e(z) = e2(x) = e((1ar — €)(y)) = e(y — e(y)) =
e(y) — e2(y) = e(y) — e(y) = 0. Por lo tanto e(M) N (1 — €)(M) = 0, de donde
M =e(M)®(1—e)(M).

O

Proposicion 2.3.2. Sea M un mddulo y K, K' submddulos de M. Si M =
K ® K', entonces hay un dnico endomorfismo idempotente ex € End(M) tal
que K =exg (M) y K' = (17 — ex)(M).

Demostracion. Como ex € End(M) es un endomorfismo idempotente por el
Lema (2.3.1) M = ex(M) @® (1n — ex)(M), entonces p, (ar)(z) = e(x) es la
proyeccién de M en ex (M) a lo largo de (1p; — ex)(M), con K = ex (M) y
K' = (1p —ek)(M). De la Proposicién (2.2.2) el endomorfismo ex (z) = pase
es Unico.

O

Corolario 2.3.3. Un submddulo K de un mddulo M es un sumando directo de
M siy solo si K = Ime para algun endomorfismo idempotente e de M.

Demostracion. Supongamos que K es un sumando directo de M, es decir M =
K @ K’ para algin K’ < M, entonces px : M — K es un endomorfismo
idempotente tal que px (M) = K.
Ahora supongamos que K = Ime para algin endomorfismo idempotente e de
M, entonces K = e(M). Como e es un endomorfismo idempotente tenemos
que 1p; — e también es un endomorfismo idempotente y por el Lema (2.3.1)
M =e(M)® (1p —e)(M). Por lo tanto K = e(M) es un sumando directo de
M.

O

Definicién 2.3.4. Decimos que un modulo M # 0 es inescindible si 0 y Mson
sus unicos sumandos directos.

Ejemplo 2.3.5. Consideremos al Z-mddulo 7., entonces Z es inescindible. En
efecto, sean nZ y mZ submddulos de Z, con n,m € N, tales que nZ + mZ =7
ynZNmZ = 0. Sin # 0, entonces nZ # 0 y como nZ + mZ = (n,m)Z
y nZNmZ = [n,m]Z = 0 tenemos que (n,m) = 1 y [n,m] = 0 por lo que
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nm = (n,m)[n,m] =1-0=0 esto implica que m = 0, es decir mZ = 0. Por lo
tanto Z = nZ.

Definicién 2.3.6. Decimos que un par de idempotentes e1, es de un anillo R
son ortogonales si ejea =0 = esge;.

Ejemplos 2.3.7.
1. Dado un anillo R, el par de idempotentes 0,1 son ortogonales.

2. Si e es un idempotente de un anillo R, el par de idempotentes e, 1 —e son
ortogonales tales que 1 = e+ (1 —e).

Definicién 2.3.8. Un idempotente e de un anillo R es un tdempotente pri-
mitivo si e # 0 y para cada par ey, es de idempotentes ortogonales tales que
e =e1 + ey implica que e; =0 0 ea = 0.

Ejemplo 2.3.9. Consideremos el anillo 7 tenemos que 1 es un idempotente
primitivo.

Proposicion 2.3.10. Sea M un mddulo no cero. Entonces los siguientes enun-
ciados son equivalentes:

(a) M es inescindible.
(b) 0 y 15 son los tinicos idempotentes en End(M).
(c) 1n es un idempotente primitivo en End(M).

Demostracion. Veamos que (a) implica (b). Sea e € End(M) un idempotente
tal que 0 # e # 1,7, por Lema (2.3.1) M = e(M) @ (137 — e)(M) lo cual es un
contradiccién al hecho de que M sea inescindible. Por lo tanto 0 y 1,7 son los
unicos idempotentes en End(M).
Veamos que (b) implica (). Supongamos que 0 y 1,7 son los tinicos idempotentes
en End(M). Claramente 1, = 15 + 0y 0y 1y son los tnicos idempotentes
ortogonales por lo que 1) es un idempotente primitivo en End(M).
Finalmente veamos que (¢) implica (a). Si e es un idempotente en End(M),
entonces e y 137 —e son ortogonales y por Lema (2.3.1) M = e(M)® (1—e)(M).
Como 17 es primitivo y 1py = e+ (1ys — €) se tiene que e = 0o 1y —e) = 0.
Sie =0, entonces (1y; —e) = 1p; y M = 0@ M por lo que M serfa inescindible.
Si(lpyr—e) = 0, entonces 1y = ey M = M &0 por lo que M seria inescindible.
Por lo tanto concluimos que M es inescindible.

O

Corolario 2.3.11. Sea e un endomorfismo idempotente no cero de un modulo
M. Entonces el sumando directo e(M) de M es inescindible si y sdlo si e es un
idempotente primitivo en End(M).

Demostracion. Supongamos que el sumando directo e(M) de M es inescindible y
sean ej, ez idempotentes ortogonales en End(M) tales que e = e1 +e2. Entonces
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e(M) = e1(M) @ e2(M) y como e(M) es inescindible, entonces e (M) = 0y
ea(M) =e(M) o e;(M) =e(M) y es(M) = 0. Por lo tanto e; =0 0 ey = 0, es
decir e es un idempotente primitivo en End(M).
Ahora supongamos que e es un idempotente primitivo en End(M), entonces para
cualquier par de 1dempotentes ortogonales e, e; tales que e = e; + €5 se tiene
que €1 = 00 ey =0.Como e =e; + ey tenemos que e(M) = ey (M) @ ex(M), si
e1 = 0 tenemos que e(M) = 0+ ex(M), de donde e(M) = ey(M), es decir e(M)
es inescindible. Si ey = 0 entonces e(M) = e1 (M) + 0 de donde e(M) = e1 (M),
es decir M es inescindible.

O

2.4. Submoddulos superfluos y esenciales.

Recordemos que un submoédulo K de un médulo M es un sumando directo
de M si existe un submédulo K’ de M tal que KNK' =0y K+ K' = M.
Para cada submddulo K de M siempre podemos encontrar un submaédulo que
satisfaga alguna de las condiciones anteriores. En efecto KN0 =0y K+M = M.
A continuacién introduciremos los conceptos de submédulo superfluo y submédu-
lo esencial de un médulo M, los cuales estan estrechamente relacionados con las
condiciones anteriores.

Definicion 2.4.1. Sea K un submddulo de un mddulo M.

1. El submddulo K es esencial en M si para cada submddulo L < M tal
que KN L =0 implica que L =0. Y lo denotamos por K I M.

2. El submdédulo K es superfluo en M si para cada submddulo L < M tal
que K + L = M implica que L = M. Y lo denotamos por K < M.

Ejemplos 2.4.2.

1. Consideremos al R-mddulo R?, entonces R? es esencial en R?. Ya que si
L <R?2 yR?2NL =0, entonces L = 0. Pues si L # 0, entonces existe
0#2¢€LCR? porlo que0+# x € R? de donde RN L # 0 lo cual seria
una contradiccion pues R2N L =0, por lo tanto L = 0.

De hecho, en general dado un mdédulo M, tenemos que M es esencial en
M.

2. Dado un médulo M, el submddulo 0 es superfluo en M. Ya que si L < M
tal que 0+ L = M, entonces L = M. Pues si L es un submddulo propio
en M tememos que L = L + 0 estd contenido propiamente en M.

Definicién 2.4.3. Sean K, M y N mddulos.
1. Un monomorfismo f: K — M es esencial si Imf < M.
2. Un epimorfismo g : M — N es superfluo si Kerg < M.

La siguiente proposicién nos proporciona una caracterizacién de los submédu-
los esenciales de un médulo.
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Proposicion 2.4.4. Para un submddulo K de un mddulo M los siguientes
enunciados son equivalentes.

(a) K <M.
(b) El homomorfismo inclusién iy : K — M es un monomorfismo esencial.

(¢) Para cada mddulo N y para cada homomorfismo h : M — N, si (Kerh)N
K =0 implica que Kerh = 0.

Demostracion. Notemos que (a) implica (b) es claro ya que Imix = K I M.
Veamos que (a) implica (c). Sea h : M — N un homomorfismo tal que (Kerh)n
K = 0. Como K es esencial en M tenemos que Kerh = 0.
Finalmente veamos que (c) implica (a). Sean L un submédulo de M tal que
KNL=0yn: M — M/L el epimorfismo canénico, entonces (Kerny) N K =
LN K =0 de donde kerny, = L = 0. Por lo tanto K es esencial en M.

O

El siguiente corolario caracteriza a los monomorfismos esenciales.

Corolario 2.4.5. Un monomorfismo f : L — M es esencial si y solo si para
todo homomorfismo h, si hf es monomorfismo, entonces h es monomorfismo.

Demostracion. Supongamos que el monomorfismo f : L — M es esencial. Sea
h un monomorfismo tal que hf es un monomorfismo. Afirmamos que Imjf N
Kerh = 0, pues de lo contrario existe 0 # x € Imf N Kerh esto implica que
0+# x = f(l) para algin | € L con [ # 0 pues 0 # f(I) y f es monomorfismo,
y h(z) = 0. Asi h(f((I)) = h(x) = 0 de donde [ € Kerhf =0, es decir I =0 lo
cual es una contradiccién al hecho de que [ # 0. Por lo tanto Imf N Kerh =0
y como f es esencial en M tenemos que Kerh = 0 lo que implica que h es
monomorfismo.

Ahora supongamos que para todo homomorfismo h, si hf es monomorfismo,
entonces h es monomorfismo. Sea K un submddulo de M tal que K N Imf =0
y sea h : M — M/K el epimorfismo canénico. Veamos que el homomorfismo
hf es un monomorfismo. En efecto, sea x € Kerhf, entonces h(f(z)) = 0 por
lo que f(x) € Kerh = K de donde f(z) € KNImf =0, asi f(z) =0y como f
es monomorfismo Kerf = 0, entonces z = 0 por lo tanto Kerhf = 0. Entonces
hf es monomorfismo por lo tanto h es monomorfismo de donde Kerh = K = 0.
Por lo tanto f es esencial en M. O

Notemos que la siguiente proposicion y el siguiente corolario son los resulta-
dos duales de la proposicién y el corolario de submddulos esenciales.

Proposicion 2.4.6. Para un submddulo K de un modulo M los siguientes
enunciados son equivalentes.

(a) K < M.

(b) El epimorfismo candnico nx : M — M/K es superfluo.
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(¢) Para cada médulo N y para cada homomorfismo h: N — M, si
(Imh) + K = M entonces Imh = M.

Demostracion. Veamos que (a) implica (b). Supongamos que K < M, como
Kerng = Ky K < M tenemos que el epimorfismo candnico ng es superfluo.
Veamos que (b) implica (c). Supongamos que el epimorfismo canénico ng :
M — M/K es superfluo, entonces Kerng = K < M. Sea h : N — M un
homomorfismo tal que (Imh) + K = M. Como Imh < M y K es superfluo en
M tenemos que Imh = M.

Finalmente veamos que (c) implica (a). Supongamos que para cada médulo N y
para cada homomorfismo h : N — M si (Imh)+ K = M implica que Imh = M.
Sea L < M tal que L + K = M. Consideremos el monomorfismo inclusiéon
i: L — M, haciendo N =LY h =14, tenemos que L + K = (Imh) + K = M
de donde L = Imh = M. Por lo tanto K < M. O

Corolario 2.4.7. Un epimorfismo g : M — N es superfluo si y sélo si para
todo homomorfismo h, si gh es epimorfismo, entonces h es epimorfismo.

Demostracion. Supongamos que el epimorfismo g : M — N es superfluo. Sea L
un méduloy h : L — M un homomorfismo tal que gh es epimorfismo. Afirmamos
que M = Kerg + (Imh). En efecto como Kerg e I'mh son submédulos de
M y sabemos que la suma de submddulos de un médulo M es un submddulo
de M por lo que en particular Kerg + (Imh) C M, asi resta verificar que
M C Kerg + (Imh). Sea x € M, entonces g(x) = n para algunan € N y
como gh es epimorfismo se tiene que n = g(h(l)) para alguna [ € L, entonces
n = g(x) = g(h(l)) lo que implica que g(x —h(l)) = 0 es decir z — h(l) € Kerg y
notemos que x = (x — h(l)) + h(l) € Kerg+ Imh por lo que M = Kerg+ Imbh.
Y como Kerg < M se tiene que Imh = M de donde el homomorfismo & es
suprayectivo y por la Proposicién (1.5.10) epimorfismo.
Ahora supongamos que K es un submédulo de M tal que M = Kerg + K.
Consideremos al monomorfismo ix : K — M y vramos que gix : K — N es
un epimorfismo. Por la Proposicién (1.5.10) es equivalente a demostrar que gix
es suprayectivo. Sea n € N. Como g : M — es epimorfismo, nuevamente por la
Proposicién (1.5.10) tenemos que g es suprayectivo, as{ que existe m € M tal
que n = g(m). Pero como M = Kerg + K tenemos que m = m; + k, donde
m1 € Kergy k € K. Asi n = g(m) = g(m1 + k) = g(m1) + g(k) = g(k). De
donde n = g(k) = gix (k). Lo cual prueba que gix es un epimorfismo, entonces
i es epimorfismo. Por lo tanto K = i(K) = M por lo que Kerg es superfluo en
M.

O

Proposicion 2.4.8. Sea M un mddulo con submodulos K < N < M yH < M.
Entonces.

(1) K <M siysélosi KINyN<M.

(2) HNK I4M siy solosi HIM y K <M.
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Demostracion. Para el inciso (1) supongamos que K <M y sea 0 # L < M,
entonces LN K # 0. En particular en cierto si L < N, entonces K << N. Ademés
si K < N < M, entonces LN N # 0 de donde N < M.
Ahora supongamos que K <N y N I M y sea L < M tal que LN K = 0 como
K es esencial en N tenemos que K N LN N = 0 por lo que LN N = 0 y como
N < M, entonces L = 0. Por lo tanto K < M.
Para el inciso (2) supongamos que H N K I M. Sea L < M tal que KN L =0.
Entonces HN K NL =0y como HNK JM tenemos que L = 0 por lo que
K es esencial en M. Andlogamente sea L’ < M tal que H N L' = 0, entonces
KNHNL =HNKNL =0y como HN K <M tenemos que L' = 0 por lo
que H es esencial en M.
Ahora supongamos que H <My K I M. Sea L < M tal que LN HN K =0,
como LNH <My KM tenemos que LN H =0y como H < M tenemos
que L = 0. Por lo tanto H N K < M.

O

Proposicion 2.4.9. Sea M un mddulo con submodulos K < N < M yH < M.
FEntonces.

(1) N« M siysélosi K< M yN/K<M/K.
(2) H+ K < M siy sélosi H<K M y K < M.

Demostracion. Para el inciso (1) supongamos que N < M. Sea L < M tal que
K+ L =M. Entonces N+ L =M y como N <« M se tiene que L = M. Por
lo tanto K << M.
Por otro lado, sea L' < M tal que N/K+L'/K = M/K. Se tiene que N+ L' = M
de donde L' = M, entonces L'/K = M/K. Por lo tanto N/K < M/K.
Ahora supongamos que K <« M y N/K < M/K. Sea L <« M tal que N+ L =
M. Entonces N/JK+L/K =(N+L)/K = M/K y como N/K <« M/K se tiene
que L/K = M/K por lo que L = M. Por lo tanto N <« M.
Para el inciso (2) supongamos que H + K < M y veamos que H < M y
K<« M.Sea L < M tal que H+ L = M. Entonces H+ K + L = M y como
H+ K <« M se tiene que L = M. Por lo tanto H < M. Analogamente para K.
Ahora supongamos que H < My K < M. Sea L' < M tal que (H+ K)+ L =
M.Como (H+K)+L=H+(K+L)=My H < M tenemos que K +L = M
y K < M, entonces L = M. Por lo tanto (H + K) < M.

O

Lema 2.4.10. Sean M un mddulo y K un submddulo de M. Si K < M vy
f: M — N es un homomorfismo, entonces f(K) < N. En particular, si
K < M < N entonces K < N.

Demostracion. Sea L un submédulo de M tal que L+ f(K) = N. Afirmamos que
fS(L)+ K =M. Como f<(L)+ K C M resta verificar que M C f< (L) + K.
En efecto sea © € M, como N = L + f(K) y f(z) = n para alguna n € N,
entonces f(x) = n = 1+ f(k) para alguna |l € L y k € K esto implica que
fl@)—f(k) = f(x—k)=1,dedonde x—k € f< (L) y notemos que x = x—k+k
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por lo que z € f< (L) + K. Por lo tanto M = f<(L)+ K y como K <« M
tenemos que f< (L) = M, entonces f(K) < L de donde L = N. Por lo tanto
J(K) < N.

O

Fl siguiente lema nos proporciona una prueba muy util para las inclusiones
esenciales.

Lema 2.4.11. Un submddulo K de un R-mddulo M es esencial en M si y solo
st para cada 0 # x € M existe unr € R tal que 0 #rz € K.

Demostracion. Supongamos que K < M y sea 0 # = € M, entonces 0 # Rux.
Luego Rz N K # 0 de donde rz € K para alguna r € R.

Ahora supongamos que para cada 0 # x € M existe un r € R tal que 0 # rx €
K.Sea0#xz € L <M, entonces existe un 7 € R tal que 0 #rx € KNL, es
decir 0 # K N L. Por lo tanto K es esencial en M. O

Proposicion 2.4.12. Supongamos que K1 < My < M, Ko < My < M, y
M = M; ® M, entonces:

(1) K1+K2<<M1@M2 S’L'ySO/ZO SlKl <<M1 yK2<<M2.
(2) K1+ Ko <My + My siy solo si Ky <My y Ko <M.

Demostracion. Para el inciso (1), supongamos que Ky + Ko < M. Seap; : M —
M; la proyeccién de M en M; a lo largo de M; con i # j, i = 1,2. Entonces
K; = pi(K;) y por el Lema (2.4.10) tenemos que K; = p;(K;) < M;. Por lo
tanto K1 < My v Ko < Mos.

Supongamos ahora que K; < M; para i = 1,2. Sea ik, : K; = M la inclusién
de K; en M. Entonces ik, (K;) = K; y nuevamente por el Lema (2.4.10) tenemos
que K; < M = M; & M, y de la Proposicién (2.4.9) inciso (2) obtenemos que
Ki®Ky=K;+ Ky <M.

Para el inciso (2), supongamos primero que K; + Ko I M7 + M. Sea 0 # Ly <
M tal que K1 N Ly = 0. Afirmamos que (K7 + K2) N L; = 0. En efecto sea
x € (K1 + K3) N Ly, entonces © = ki + ko = ; para algin ky € Ky, kg € Ky y
ly € Ly, entonces ko =11 — ky € My N My = 0. Por lo tanto (K; + Ko) N Ly =0
y como K7 4+ Ko < M tenemos que L; = 0. Por lo tanto K7 es esencial en Mj.
Anélogamente para K.

Supongamos ahora que K; < M; para i = 1,2. Sea 0 # z; € M;, por el Lema
(2.4.11) existe un 1 € R tal que 0 # riz; € Ky. Si riaxs € Ko, entonces
0 # rixy +rizg € Ky ® Ks. Sirixg ¢ Ko, por Lema (2.4.11) existe o € R tal
que 0 # rorize € Ko y tenemos que 0 # rorjxy + rorize € K1 @ Ky, Por lo
tanto K1 & Ko I M. O



Capitulo 3

Suma directa de modulos.

3.1. Producto directo.

En esta seccién daremos la generalizacién de producto directo de médulos y
supondremos que {M, }qer es una familia indizada de R-médulos (ver la Defi-
nicién 1.2.1).

Dada una familia { M,, }ocr de R-médulos, al producto cartesiano de { My }aer
se le puede dar estructura de R-médulo de la siguiente manera.
Dados = = (aa)act; ¥ = (ba)acr € X My, definimos
I

Tty = (aa + ba)ae] = (ﬂ-a(m) + 7Ta(y))aél

con 7y : X M, — M, dada por 7, (x) = 7o ((ag)ser) = ao. A la funcién «, se
I

le conoce como la a-ésima proyeccion. Para cada r € R,

rT = T(aa)ael = (Taa)ael-

Al R-mdédulo resultante lo llamaremos producto directo o cartesiano de la
familia {M,}aer y lo denotaremos por [[ M,. Cuando I es un conjunto finito
I

lo denotaremos por H?:l M; o My x My x ... x M,,. Ademas si M = M, para
toda a € I denotaremos por M a [ M,,.

I
Si I = 0 se tiene que el producto directo [[ My = 0= {(04)acr}
0

Por el Lema (1.2.6) estas operaciones estdn bien definidas en el producto
directo y es facil verificar que inducen una estructura de R-mddulo.

Observacién 3.1.1. Dada una familia de R-mddulos {My}acr tenemos que

0= (0a)acr €s el neutro aditivo del R-mddulo producto directo [] M.
T
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Mas ain, dado que © = (aq)acs € [[ Ma se tiene que —x = (—aq)a € I es el
T
inverso aditivo de x = (aq)acr-

La siguiente proposiciéon nos da una propiedad fundamental que caracteriza
al producto directo de una familia indizada de médulos. A la cual llamaremos
Propiedad universal del producto directo.

Proposicién 3.1.2. Sea {M,}aer una familia indizada de mddulos. Sea N un

mddulo y {fa}acr una familia de homomorfismos con fo : N — M,,. Entonces

existe un unico homomorfismo f : N — [[ Ma tal que para cada o € I el
T

siguiente diagrama conmuta.

Demostracion. Para cada x € N definimos f(x) € [ M, coordenada a coorde-
T

nada por 7, f(z) = fa(x). Como 7, y fo son homomorfismos se sigue que f es

un homomorfismo. Més ain 7, f = f, para toda o € I.

Ahora supongamos que g : N — [[ M, es un homomorfismo tal que 7,9 = fo
I

para toda o € I. Entonces para cada x € N y cada a € I tenemos que
Tag(2) = mo f(2) por lo que f(z) = g(z). Por lo tanto f = g.
O

Al homomorfismo f : N — [] M, de la proposicién anterior algunas veces lo
1
llamaremos el producto directo de {f,}acr v lo denotaremos por f =[] fa.
T

Esté caracterizado por ser el inico homomorfismo tal que para cada a € T

Wa(Hfoc) =7of = fa-
I

Ejemplo 3.1.3. Sea N = R el R-mddulo reqular y {My}ocr = {RTq}acr con

To € R para cada o € I una familia indizada de mddulos. Sea {fo}lacr una

familia de homomorfismos con fo : R — Rz, dado por f.(r) = rz, para cada

acl.

Definiendo f : R — [[ Rxo como f(r) = r((za,)a;cr) tenemos que el siguiente
I

diagrama conmuta.
f

1Rz
T
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Corolario 3.1.4. Sea {f.}acr una familia indizada de homomorfismos con
fa: N = M, para cada o € I. Entonces Ker([] fa) = ?Kerfa.
T

Demostracion. Sean f = [[ fa, v * € N. Entonces f(z) = 0 si y sélo si para
I

toda oo € I 7o f(x) = 0 siy sélo si para toda o € I f(x) = 0. O

Si I es un conjunto de indices y J C I, entonces tenemos dos productos
directos [[Mp y [[ Ma. Si z € [ Mg, entonces x es una funcién con dominio
J I J

J y tiene una dnica extensién a un elemento y € [[ M, donde y(a) = 0 para
1
toda « ¢ J. Entonces hay una funcién i, : [[ Mg — [[ M, dada por iy(x) = y.
J T
Claramente ¢; es un monomorfismo cuya imagen es el submédulo de [ M, que
1

consiste de todas aquellas I-tuplas que se anulan en I — J.
Por otra parte, para cada x € [| My, la restriccién x| es un elemento de [ Mp.
I J

Notemos ademds que la funcién 7y : [[ My — [[ Mp dada por my(x) = x| es
I J
un homomorfismo de [[ M, a [[ Mg. La siguiente proposicién muestra algunas
T
propiedades interesantes del monomorfismo ¢ ;. Omitimos su demostracién.

Proposicién 3.1.5. Sea {M,}aer una familia indizada de mddulos y sea I la
unton disjunta de J y K. Entonces.

(1) iy = 11;[1\/1,3-

(2) ];[Ma = 'LJ(];I Mpg) & zK(];{[ M,).

(8) La sucesion exacta corta 0 [1Mps L M. =511 M,——0
J I K
se escinde.
O
Si g € I, solemos identificar {I;[} Mg con Mg y 73y con 7. El monomorfismo

ig: Mg — ];[ M, esta caracterizado por myig = (5aﬁ1Mﬁ para toda o € I.

La proposicién 3.1.2 motiva la siguiente definicién.

Definicién 3.1.6. A un par (M, {pa}acr) que consta de un mdédulo M y una
familia de homomorfismos po : M — M, para toda o € I lo llamaremos pro-
ducto directo de la familia de R-mddulos { My }acr, en caso de que para cada
mddulo N y cada familia de homomorfismos {fo}acr con fo : N — M, exista
un unico homomorfismo f: N — M tal que fo, = pof para toda o € I.

El siguiente teorema nos dice que el producto directo es inico salvo isomor-
fismos.
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Teorema 3.1.7. Sea (M,{pa}acr) un producto directo de la familia de R-
mddulos (My)acr. Entonces un par (M',{pl, }acr), donde M’ es un R-mddulo
y cada pl, : M — M, es un R-homomorfismo para cada o € I, es también un
producto de (M, {pa}acr) si y solo si existe un inico isomorfismo p: M’ — M
tal que pop = pl, para cada o € T

Demostracion. Como (M, {pa tacr) es un producto directo de la familia { M, }aer,
existe un tinico homomorfismo p : M’ — M tal que p,p = p,, para cada « € I.
Si el par (M’,{p., }acr) también es un producto para la familia {M, }acr, en-
tonces existe un tinico homomorfismo p’ : M — M’ tal que p,,p = p, para cada
a € I. Entonces pl, = pap = pLp'p. Pero pl, = pl, 15 v por la unicidad de p y p’
tenemos que p’'p = 1. Anédlogamente pp’ = 1), y por la Proposicién (1.5.12)
p es un isomorfismo.

Ahora sea N un R-médulo y supongamos que f, : N — M, es un R-homomorfismo
para cada a € I. Como (M, {pas}acr) es un producto directo de la familia
{Mu}aer, existe un dnico homomorfismo h : N — M tal que f, = poh para
cada o € I. Sip: M’ — M es un isomorfismo tal que p,p = p/,, entonces
en particular p es un isomorfismo por lo que existe su inverso p~! : M — M.
Haciendo f = p~'h tenemos que (M’,{p.,}acr) es un producto de la familia

{Ma}aer ya que pl,f = pop~'h = pah = fa. O
Ejemplos 3.1.8. Consideremos los siguientes ejemplos de producto directo.
1. Dada una familia de R-mddulos {Mu}acr, (II Ma,{7a}acr) es un pro-
ducto directo de la familia {My}ocr- !

2. Consideremos al grupo abeliano Zsg. Las clases residuales modulo 2, 8 y
5 respectivamente dan homomorfismos ps : Zsg — Zs, p3 : Zsg — Zs,
ps : Zso — Zs. Entonces por la Proposicidn (3.1.2) existe un dnico ho-
momorfismo p : Zgyg — Zo X Zz X Zs tal que po, = Tap con o = 2,3,5,
donde Ty : Zo X Lg X Ls — Ze es la a-éstima proyeccion del producto.
Por el Corolario (3.1.4) Kerp = Kerpa N Kerps N Kerps = 0. Entonces
p es un monomorfismo y como Zsg y Zo X Z3 X Zs tienen la misma car-
dinalidad finita, p es un homomorfismo suprayectivo y por la Proposicion
(1.5.11) p es epimorfismo y por lo tanto p es un isomorfismo. Del Teore-
ma (3.1.7) tenemos que (Zso, (p2,p3,05)) es un producto de {Zs,Zs,Z5},
aunque claramente Zsy y el producto cartesiano Zo X Z3 X Zs son conjuntos
diferentes.

3.2. Coproducto.

En esta seccion daremos el concepto dual del producto directo, para el cual
simplemente invertiremos las flechas en la definicion de producto.
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Definicién 3.2.1. A un par (M, {ja}acr) que consiste de un mddulo M y una
familia de homomorfismos {jo}tacr con jo : My — M para cada o € I lo
llamaremos suma directa o coproducto de la familia de R-mddulos {Mg}aecr
en caso de que para cada mddulo N y cada familia de homomorfismos {fa}tacr
con fo : My — N exista un unico homomorfismo f: M — N tal que fo = fja
para toda o € I.

Ejemplo 3.2.2. Sean M = Z X Z, M, = Z para o = 1,2 y N = Z2. Sean
Jo = ta : L — Z X Z con a = 1,2 los homomorfismos inclusion dados por
i1(2) = (2,0), i2(2) = (0,2) ¥ fo : Z — Z2 la familia de homomorfismos dados
por fo(z) = 22. Definiendo a f : Z X Z — Z2 como f(z1,22) = (21 + 22)2
tenemos que fo = fja-

El siguiente teorema establece que si existe la suma directa entonces ésta es
Unica, salvo isomorfismo.

Teorema 3.2.3. Sea (M, {ja}acr) un coproducto de la familia de R-mddulos
{Mu}acr. Entonces un par (M’',{j. }Yacr), donde M’ es un R-mddulo y j!, :
M, — M’ es un R-homomorfismo para cada o € I, es también un coproducto
de la familia {My}acr si, y sdlo, si existe un unico isomorfismo j : M — M’
tal que jjo = ji, para cada o € I.

Demostracion. Como (M, {ja}tacr) es un coproducto de la familia {M, }aer,
existe un tnico homomorfismo j : M — M’ tal que j/, = jj, para cada « € I.
Si el par (M', {j.,}acr) es también un coproducto para la familia {M, }acr en-
tonces existe un unico homomorfismo j' : M’ — M tal que j'j., = j, para cada
a € I. Entonces j!, = jjo = jj'jl. Pero j!, = 155, de donde jj'j/, = 1p5l, v
por la unicidad de j y j' tenemos que jj' = 1. Andlogamente j'j = 15, y de
la Proposicién (1.5.12) j es un isomorfismo.

Ahora sea N un R-médulo y supongamos que f, : M, — N es un R-homomorfismo
para cada o € I. Como (M, {ja}aecr) es un coproducto de la familia {My}aer,
existe un Unico R-homomorfismo h : M — N tal que si f, = hj, para ca-
daa €l Sij: M — M esun isomorfismo tal que jj, = j,, entonces en
particular j es isomorfismo por lo existe su inverso j~! : M’ — M. Haciendo
f = hj~'tenemos que (M’,{j’ }acr) es un coproducto de la familia {M,}acr
va que £, = hj='jl = hja = fa- 0

3.3. Suma directa externa.

En la seccién anterior estudiamos la suma directa o coproducto (M, {ja }acr)
de la familia de R-mddulos {M,, },er y vimos que si ésta existe, entonces es tni-
ca salvo isomorfismo. En esta seccién describiremos explicitamente al médulo
M. Para ello, empezaremos dando la siguiente definicién.

Decimos que un elemento x € [[ M, es cero para casi toda o € I si

T
tiene soporte finito. Es decir, si el conjunto S(z) = {a € I : z, = mo(x) # 0}
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es finito. Si ademds y € [[ M, y r € R tenemos que S(z +y) C S(z) U S(y)
T
y S(rz) C S(z). De donde @M, = {z € [[ M, : =z tiene soporte finito}
T T

es un submddulo de [] M,. Abusando del lenguaje (ver la Proposicién (3.3.1))
I
decimos que el submédulo @@ M, es la suma directa externa de la familia de

R-médulos { M, Facr-

Cuando I es finito denotaremos a la suma directa externa por @}, M;. Note-

mos que si I es finito, entonces la suma directa externa es de hecho el producto

directo. Més atin si M, = M para cada « € I, entonces M) = @ M es la
I

suma directa externa de I copias de M.

M4ds aun, para una familia indizada de R-médulos {M,}aecr y para cada
a € I, la imagen i,(M,) de la a-ésima inclusién i, : M, — & M, dada por
T

ia(Ta) = (08,a%a)ser es €l conjunto de x € [[ M, tal que S(z) C {a}. Mds
T
aun, para todo z € [[ M, se tiene que x tiene soporte finito si, y sélo si es

T

una suma finita de elementos, cuyo soporte es a lo més un conjunto con un sélo

elemento (un singular). Asi @ M, es el submédulo de [] M, generado por los
T T

submédulos {iq(My)tacr- Ademds cada a-ésima inclusion i, : M, — B M, es
T
un monomorfismo y cada a-ésima proyeccién 7, : & M, — M, es un epimor-
T

fismo.

Proposicién 3.3.1. Sean {M,}aer una familia de mddulos, N un mddulo y

{fa}acr una familia indexada de homomorfismos fo : M, — N para cada

«a € I. Entonces existe un unico homomorfismo f : ®& M, — N tal que fiq, = fo
I

para cada o € I. Asi (& My, {ia}acr) €s la suma directa de {My}aer-
)i

Demostracion. Para cada x € @ M, tenemos que el soporte de x es S(x) =
{a € T: mo(x) = 0} es finito, entlonces hay una funcién f : @ M, — N definida
por f(z) = 5. fama(z) donde f(z) = 0 si S(z) = 0. EIS facil verificar que
f es un hOH?OGIflE;CY)ﬁSInO ya que i, y To son homomorfismos. Ademads es claro
que para cada o € I, fi, = f,. Ahora supongamos que g : GIBMQ — N es un

homomorfismo tal que gi, = fa, entonces giy(x) = fio(z) para cada x € M, y
para cada « € I, por la Proposicién (1.5.7) tenemos que f = g. Por lo tanto el
homomorfismo f es unico. O

Al homomorfismo f lo llamaremos la suma directa de {f,}ocr y escribi-

remos f =@ fa-
T
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Ademds observemos que para cada z = (24)acr € @ M, tenemos que
T
f(@) =3 fa(zs). Como fi, = fo es claro que Imf, < Imf. Por lo tanto la
T

demostracion de la siguiente proposicién es inmediata a partir de la definicién
de f.
Proposicién 3.3.2. Sean N un mddulo y {My}acr una familia indizada de

mddulos. Si f = @ fa es la suma directa de los homomorfismos fo : My — N,
1

entonces Imf =5 Imf,.
T

Retomemos el ejemplo de la seccién anterior.
Ejemplo 3.3.3. Sean M =Z xXZ, My =7, My =7, N =72

Sea I un conjunto de indices y J C I. Es facil verificar que la restricciéon
del monomorfismo ¢y : @ Mg — @ M, es un homomorfismo en la suma directa
J I
P M,,. Similarmente, la restriccién 7y : & My — & Mg es un epimorfismo.
I J

T
Concluimos esta seccién con la siguiente proposicién, la cual establece al-

gunas propiedades de los homomorfismos inclusiéon y proyeccién. Omitimos su
demostracion.

Proposicién 3.3.4. Sea { M, }aer una familia indizada de mddulos e I la unidn
disjunta de J y K. Entonces:

(Z) ﬂJijzlnMﬁ.
J

2) @ M, =i;(D M) ®in(®M,).
(2) & 15(® Mp) ®ixc (B M)

iy

(8) La sucesién 0 —— & Mpg & M, &M, 0 es ezxacta cor-
J

ta.

3.4. Suma directa interna.

En el capitulo anterior vimos que dados dos submédulos M7, Ms de un
moédulo M, si éstos generaban a M y eran independientes entonces M era la
suma directa interna de M; y Ms. Usando los resultados establecidos en la
seccién anterior, tenemos que si My y Ms son submoédulos de un médulo M e
i1 : My — M, iy : My — M son las inclusiones de My, Ms en M respectiva-
mente, entonces M es la suma directa interna de My y Mo siy sélo si i1 D is es
un isomorfismo.
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En esta seccién abordaremos la nocién de suma directa interna para una
familia indizada {My}aer de submédulos de un médulo M y relacionaremos
dicho concepto con el de suma directa externa.

Supongamos que {M,}qacr es una familia indexada de subédulos de un
médulo M. Sea i, : M, — M la inclusién de M, en M para cada a € I.
Decimos que M es la suma directa interna de sus submédulos { M, }aer si

el homomorfismo i = $i, : P My — M es un isomorfismo. Ademds se puede
T
ver facilmente que 7 es un isomorfismo si y sélo si cada x € M tiene una tnica

representacién como suma de elementos x, con x, € M,, para cada o € I,
donde z, = 0 para casi toda o € I, esto es & = )| Z4.

Con esta notacién de suma y dado que 7 es un R-homomorfismo tenemos que
ZI Ta + ZI Ya = ZI(IQ +Ya) ¥ T(ZI To) = Z[ Tz, para cadar € R.
Ademsds si f : M — N es un R-homomorfismo, entonces como cada elemen-
to € M es una suma finita en M (z = ), z,), tenemos que f(>_,zq) =
IEN)

En otras palabras, si M es la suma directa interna de una familia indizada de
sus submédulos { M, }aer, entonces podemos estudiar a M coordenada a coor-
denada.

Sea {M, }oer una familia indizada de submédulos de M con la familia de homo-
morfismos inclusién {i, }ocr. Entonces debido a la Proposicién (3.3.2) tenemos

que
Im(@ia) = > Imiq =Y M,.
I I

Si la suma directa de las inclusiones i = @i, es un monomorfismo, entonces el
T

submédulo 3 M, es una suma directa interna de sus submédulos {M,, }aer-
T
La siguiente definicion generaliza el concepto de independencia de dos submédu-

los de un médulo M para una familia arbitraria de submédulos.

Definiciéon 3.4.1. Sea {My}acr una familia indizada de submddulos de un
mddulo M. Decimos que la familia {My}acr es independiente si para cada
ael

Mo () Mg)=0
B#a

Notemos que la familia {M,}aer puede ser independiente a pares sin ser
independiente.

Proposicién 3.4.2. Sea {My}aer una familia indizada de submddulos de un
mddulo M con la familia de homomorfismos inclusion {i}acr. Entonces los
siguientes enunciados son equivalentes:

(a) > M, es la suma directa interna de { My }acr-
T

(b) i =@in: P M, — M es monomorfismo.
I I
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(c) {Mu}acr es independiente.
(d) {Mu}acr es independiente para cada subconjunto finito F C I.

(e) Para cada par J, K subconjuntos de I, si J N K =), entonces
(ZJ? Mpg) N (; M) = 0.

Demostracion. Veamos que (a) implica (b). Como Y M, es la suma directa
T

interna de { My }aer €l homomorfismo i = @i, es un isomorfismo, en particular
I

es un monomorfismo.
Veamos que (b) implica (c). Definimos J = {a} y K = {f € I : 8 # a}.
Claramente I es la unién disjunta de J y K y debido a la Proposicién (3.3.4)
tenemos que @ M, = i;(M,) ®ix (D Mp).

T K
De donde 0 = ’i](Ma) n ZK(%MB) = iJ(Ma) N ’LK(Z MB) = M,N ( Z Mg)

K B#«

Por lo tanto la familia de submddulos {M, }aer es independiente.

Veamos que (c¢) implica (d). Esta implicacién es clara ya que si {Mq}aer es

independiente es particular lo es para cada subconjunto finito ' C I.

Veamos que (d) implica (e). Sean J y K subconjuntos de I tales que J N K =

0. Siz e (3 Mg)n (3 M,), entonces x = Y a3 = »_ x, esto implica que
J K J K

> xg— > xy = 0 por lo que para cada 3 € J zg = =, para algin vy € K. Y
7 K

como J N K = () se tiene que 23 = 0 para cada 3 € J de donde z = 0. Por lo
tanto (> M) N (>_M,) =0
J K

Finalmente veamos que (e) implica (a). Supongamos que el homomorfismo i =
@i, no es monomorfismo, entonces i((zq)acr) = 1((Ya)acr) con (To)acr #
1

(Yo)aer por lo que existe o € I tal que 0 # i (xo) = ig(ys) para algin 8 # a.

Sea J = {a} y K = {f}. Entonces J y K son subconjuntos de I tales que

JNK =0y por hipétesis tenemos que > M, Ny Mg = M, N Mg = 0. Pero
J K

0 # ia(za) = ig(yp) € Imia N Imig = M, N Mg lo cual es contradiccién pues
M, N Mg = 0. Por lo tanto el homomorfismo ¢ es un monomorfismo de donde

> M, es la suma directa interna de {M, }aer- O
T

Corolario 3.4.3. Un mddulo M es la suma directa interna de sus submodulos
{Mu}acr sty sdlo sila familia de submddulos {My}acr de M es independiente
y genera a M.

Demostracion. Si M es la suma directa de sus submédulos {M,}aer, enton-
ces el homomorfismo i = @i, : &M, — M es un isomorfismo, en particular
T T

es un monomorfismo y por la Proposicién anterior tenemos que {My}acr s
independiente. Y también por ser ¢ = @i, un isomorfismo tenemos que cada
I

x € M tiene una tnica representacién como suma r = Y o = Bin((Ta)acr)
T I
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con x4 € M,. De donde M = > Imin(M,) = > M,. Por lo tanto { M, }acr
T T

genera a M.

Ahora supongamos que {M,}aer es independiente y genera a M. Entonces

de la Proposiciéon anterior tenemos que ¢ = @i, es un monomorfismo. Y co-
I

mo (Mg )aer genera, tenemos que M = > M,. De donde para cada m € M
T
m=> 24 = ®is((%a)aer para algunas x, € M,. Por lo tanto el homomor-
I I

fismo i = @i, es epimorfismo. Asi el homomorfismo i = ® i, es isomorfismo y
1 T

por lo tanto M es la suma directa interna de sus submdédulos { Mg baer- O

Si los submédulos { M, }aer de un médulo M son independientes, decimos

que la suma Y M, es directa y escribimos > M, = & M, algunas veces
I I I
también nos referiremos a esto como una descomposicién directa de > M,,.
T
Notemos que la suma directa externa de { M, }qcr es la suma directa interna de

las imagenes (iq(Mq))acr pero no es la suma directa interna de {My }oer. Asi
la notacién @ tiene dos usos relacionados.

Proposicién 3.4.4. Sea {M1, My, ..., M, } una sucesion finita de mdédulos. En-
tonces My x Mo x---xX M, = Ml@MQEB . @Mn = 11(M1>@22<M2)@ . @Zn<Mn)

O
Ejemplos 3.4.5.

1. Consideremos un espacio vectorial V' sobre un campo K, y sea {xq}acr un
conjunto indexado en V. Entonces {xs}acr genera a' V siy sélo si V =

> Kx. Por otro lado, {x}acr €s un conjunto linealmente independiente
T
de vectores si, y sdlo si, el conjunto indexado {Kxy}tacr de submddulos

ciclicos de V' es independiente. Asi pues, V es la suma directa interna de
{K2zo}tacr, esto es, V=5 Kz, = ® Kz, si, y sélo si, {xatacr s una
T I

base de V.

2. Consideremos al grupo abeliano Zsg y a sus subgrupos 15Zsq, 10Zsg, 6Z3¢
y sean i1, 12, i3 los correspondientes homomorfismos inclusion. Entonces
por la Proposicion (3.3.1) la suma directa i = i; @iz i3 es un homomor-
fismo i : (15Z30) @ (10Z30) © (6Z30) — Zso-

Ademds Imi = 15Z30 + 10Z3q + 6Z39 = Z3o por lo que el homomorfismo i
es epimorfismo. Y como ademds la cardinalidad de 15730 X 6Zs30 X 10Z3q
es igual a la cardinalidad de Zs3o se sigue que el homomorfismo i es un
isomorfismo. Por lo tanto Zsy es la suma directa interna de sus submddu-
los {15Z30, 10Z30, 6Z30}.

Notemos que estos submddulos son isomorfos a Zs, Zs y Zs respectiva-
mente. De donde

Z30 = (15Z30) D (10Z30) D (6Z30) = Z2 @ Zg @ Z5 = Zz X Z3 X Z5.
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3. Consideremos al siquiente carcaj *

_a ;

Q=g —>3
Consideremos el ideal I = (73) del dlgebra de caminos > KQ y considere-
mos el dlgebra cociente A = KQ/I. Tenemos que s A = Ae; @ Aes ® Aes.

4. Consideremos a P(x) = {ap + a1z + -+ + anzn : n € Nya; € C}, el
conjunto de los polinomios en la indeterminada x con coeficientes en C,
como C-mddulo. Sabemos que B = {1,z,2°,..} es una base de P(z).
Entonces

Plz) = QR]? Ca'.

3.5. Propiedades de independencia.

Ademsés de las propiedades de independencia tratadas en la Proposicion
(3.4.2) hay otras tres propiedades de independencia que tienen una gran im-
portancia. La primera es una generalizacién que conocimos en &algebra lineal
la cual nos dice que en espacio vectorial un conjunto ordenado de vectores es
independiente si y sélo si ninguno de los vectores depende de su predecesor.

Proposicion 3.5.1. Una sucesion My, Mo, ... de submddulos de un modulo M
es independiente si y solo si para cada n > 1

(M1+M2+"'+Mn)ﬁMn+1:0-

Demostracion. Si la sucesién de submédulos My, M, ... es independiente tene-
mos que M; N (Y M;) = 0 para toda i, j # i € N. En particular tenemos que
i

(My 4+ My + -4+ M,)N M,11 =0 para toda n > 1.

Ahora supongamos que (M; + My + -+ + M,,) N M,,+1 = 0 para toda n > 1.

Sea & € M; N (Y. M;) con i,j € N. Entonces € M; y « € Y M; por lo que
2 3

zeMiyz:nzL?+m2+~~+mn donde m; € M; conl;éi.”é

Sii > n, entonces (My; + Mo+ -+ M;_1) N M; =0y como x € (M7 + Ms +

<+« + M;_1) = 0 se tiene que x = 0.

Sii <mn.Como x € M;N Y M) tenemos que x € M; y x € My + My +--- +

J#i

M;_1+M;414---+M,, entonces t = m;+ma+---+m_1 +0+mip1+---+m,

porloque 0=z —x=mi+ma+---+m;—1 —x+m;y1 +---+my,. De donde

my € (M1 + Mo+ -+-+ M,_1) N M, =0 por lo que m,, = 0.

Recursivamente se prueba que z = 0. Por lo tanto la sucesién de submédulos

My, Ms, ... es independiente. O

IPara ver la definicién de carcaj consultar la pagina 41 del libro [1]. Se puede encontrar
mayor informacién acerca de dlgebras y carcajes en los siguientes libros [1], [3].
2Ver definicién en la paginas 43 del libro [1]
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Proposicién 3.5.2. Sea {Mgz}scp una familia de submddulos independientes

de un médulo M. Para cada 8 € B, sea {Laﬁ }aﬁeAﬁ una familia de submaodulos

de Mg. Sea A =] Ag la union ajena de las Ag. Si{La,}asea, €s independiente
B

para cada B € B, entonces {Lay}aca es independiente.

Demostracion. Sea * € Lo, N (>, Ly) con o,y € A. Entonces x € L, y
yFa
n
x € > Liconi #aporloquel=z—2=uxz +x3+ -+ 2, — . Sin
i=1
perdida de generalidad podemos suponer que existe un kK € Ny un 8 € B con
1,00, ..., 05 € Ag ¥ gy, ..., an & Ag. Como la familia {Mp}gep es indepen-
diente se tiene que 1 + 22 + -+ + 2 = 0 = 241 + -+ + . Como también

la familia {Laﬁ}aﬁeAﬁ es independiente tenemos que x1 = x5 = --- = x = 0.
Andlogamente se puede ver que x4 = --- =z, = 0. De donde = 0 y por lo
tanto la familia {L,}aea es independiente. O

Corolario 3.5.3. Sean {Mg3}gep una familia de submddulos de un médulo M y
para cada 8 € B {La,} una familia de submédulos de Mg tales que M = Mpg
B

y Mg =73 Lo, Sea A= gAB la union ajena de las Ag. Entonces M = @ L,
Apg A
siy s6lo si M = ®Mpg y Mg = @© Ly, para toda 8 € B.

Demostracion. Supongamos que M = & L,. Como M = > Mg, para ver que
A B

M = & Mpg basta probar que la familia de submédulos {Mg}secp es indepen-
B
diente. Para ello hay que probar que Mg N (> M,) = 0. Notemos que como
v#B

M = &L,, entonces Mg = &L, = ) L, para algin C C A, as{ mismo
A C C

> M,= & Lo, = ) Lo Entonces MgN (> M,)=>LoaN(> La).
Y#B A=C A—C v#B c A=C
Como ademds C N (A — C) = y la familia {L,}aca es independiente, por la
Proposicién 3.4.2 tenemos que Mg N (Y, M,)=> L,N( > Ly)=0.

Y#B ¢ A=C
Anélogamente se prueba que la familia { Lo, }a,ca, es independiente para cada

B € B.
Ahora supongamos que M = & Mg y Mg = @ Lo, para toda 3 € B. Entonces
B Ap

por la Proposicién (3.5.2) tenemos que la familia {L, }oca es independiente. [

Proposicién 3.5.4. Supongamos que {La}aca es un conjunto de submddulos
independientes de un mdédulo M. Si {My}aca es un conjunto de submddulos de
M tales que Lo, < M« para cada o € A, entonces:

(1) {My}aca es independiente.

2 Lo <®M,.
9 gl 3
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Demostracion. Supongamos que Ly y Lo son submédulos independientes de M
con Ly I My y Ly I My, entonces (L1 N Ms)N Ly = LN Ly = 0. Como Ly < My
tenemos que Ly N Ms = 0. Pero (MyNM3)NLy < LiNM; =0,y como Ly IM;
tenemos que M7 N My = 0. Es decir, (M;, Ms) es un conjunto independiente.
Ms4s atin por la Proposicién (2.4.12) inciso (2) Ky @ Ko < My & M.
Supongamos ahora que para algin F' = {aq, a2, ....,an} C A {M,}acF es inde-
pendiente y % L, < ? M. Entonces para cualquier a,,41 € A — F

(Ln-‘rl n iMO“) n iLaz = Ln+1 N iLat == 0
=1 =1 i=1

n
y como % Ly, < % M,, tenemos que L, 1 N Y. M,, = 0. De donde
i=1 i=1 i=1

1=

n

n
(Mo iy N Ma,) N Lng1 < My, 0 Lyyy =0.
=1 =1

Finalmente como L1 < M,

n
tenemos que M, N> M,, = 0. Por lo
i=1

n+41 n+1

n+1 +1
tanto Y M,, = "® M, y nuevamente por la Proposicién (2.4.12) inciso (2)
i=1 =1

n n

‘@1 La,y S Ln+1 S] ‘@1 Maq-, S Moen+1 .

i= i

Anélogamente para cualquier subconjunto finito F* C A. Y por la Proposicién
(3.4.2) inciso (d) el conjunto {M,}neca es independiente. O

3.6. Los idempotentes para una descomposicién.

En esta seccién estableceremos la relacion que existe entre la suma directa in-
terna M = & M, de una familia de submédulos { M, }aer de un médulo M y un
I

conjunto {e, }aecsr de enfomorfsimos idempotentes de M. Es decir, mostraremos
la siguiente proposicién.

Proposicién 3.6.1. Sea {M,}ocr una familia de submddulos de un mddulo M.
Entonces M = @ M, si, y solo si existe un unico conjunto indexado {eq}acr
T

de endomorfismos idempotentes de M tales que para toda o € I, My, = Ime,, y
> Mg = Kere,.

fa

Ademds, si tal endomorfismo idempotente de M existe, entonces e, es el idem-

potente para M, en la descomposicion M = & M, .
I

Demostracion. Supongamos que M es la suma directa interna M = & M,,. En-
I

tonces para cada« € I, M = M, @& (> Mpg), de donde por el Lema (2.3.1) y la
o
Proposicién (2.3.2) existe un tinico idempotente e, € End(M) con M, = I'me,,
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y >, Mg = Kere,. De donde el conjunto indexado {e, }aer de endomorfismos
pFo
idempotentes de M es tal que paratoda o € I, My, = Ime,y Y, Mg = Kere,.
fa
Ahora supongamos que existe un conjunto indexado {e, }ocr de endomorfismos

idempotentes de M tal que para toda « € I, M, = Imey y Y., Mg = Kere,.
fZa
Entonces por el Lema (2.3.1) tenemos que M = e, (M) @ (1 — e,)(M) =
Ime, @ Kere, de donde Ime, N Kere, = My, N Y, Mg =0 para cada a € I.
fZa
Por lo tanto {M, }acr es independiente. Asi mismo, por el Lema (2.3.1) tene-

mos que I'me, + Kere, = M. Por lo tanto { M, }ocr genera a M. Finalmente
la unicidad se sigue de la Proposicién (2.3.2).
O

Llamamos a los idempotentes {e, }ocr los idempotentes para la descom-
posicion de M = @& M,, y para cada a € I, llamamos a e, el idempotente
I

para M, es esta descomposicion.

Para poder enunciar el Corolario (3.6.5) necesitamos la siguiente definicién.

Definicién 3.6.2. Un conjunto de idempotentes {eq }acr €n un anillo R se dice
ortogonal si es ortogonal por pares, es decir si para toda o, 5 € I se tiene que
€aeg = 0n,8€q-

Ejemplo 3.6.3. Consideremos el anillo Ms(R) de las matrices de 2 x 2 con
coeficientes en los reales . Entonces el conjunto de idempotentes

s_[(1 0) (0 1) (0 0\ (0 0
B 0 0/’\0 0/7\1 0/7\0 1
de M3(R) no es ortogonal.

Mds en general, se puede ver que la base candnica correspondiente al R-espacio
vectorial de las matrices cuadradas de nxn con entradas en R no es un conjunto
de idempotentes ortogonales en el anillo M, (R) de las matrices de n x n con
entradas en R.

Ejemplo 3.6.4. Consideremos el anillo Ms(R) de las matrices de 2 x 2 con
coeficientes en los reales. Entonces el conjunto

{6 9)

es un conjunto de idempotentes ortogonales.

Corolario 3.6.5. Los idempotentes {€q}acr para una descomposicion M =
@ M, son ortogonales. Ademds, si x € M, entonces en(x) = 0 para casi toda
I

acl yzr=> ey(x).
T
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Demostracion. Si oo # € I, entonces Mg C > M, = Kere,, por lo que
YFa

eaes(M) = ea(ep(M)) = ea(Mg) = 0.

Por otro lado, si x € M, escribiendo x = Yz, con z,, € M, = I'me, cero para
1

casi toda « € I, tenemos que eg(z) = eg(d . x4) = x5 para toda € I. O
T

Definicién 3.6.6. Un conjunto finito ortogonal de idempotentes ey, €3, ..., e, en

un anillo R es completo sie; +ex+---+e, =1€ R.

Ejemplo 3.6.7. Nuevamente consideremos el anillo My(R) de las matrices
de 2 X 2 con coeficientes en los reales. Entonces el conjunto de idempotentes

ortogonales
;L 1 0 0 0
=1 0)-6 )

del anillo M5(R) es completo.

Ejemplo 3.6.8. Consideremos un campo K y

K 0 0
A=|K K 0
K 0 K

el dlgebra® de matrices triangulares inferiores con coeficientes en K,
(Nij) € M3(K), con Az =0y A\pg =0 sip>q. Si

100 00 0 00 0
er=10 0 0],ea=[0 1 0],e5=100 0 0},
00 0 00 0 00 1

entonces {e1, ea,e3} es un conjunto completo de idempotentes ortogonales de A.
Mas aun, el A-maodulo A es la suma directa interna de la familia de submddulos
{Aey, Aeq, Aes}. Esto es, A= Aey @ Aey @ Aes.

Para el siguiente corolario veremos que hay una correspondencia uno a uno
entre la descomposicién directa (finita) de un médulo M y el conjunto completo
de idempotentes ortogonales en su anillo de endomorfismos.

Corolario 3.6.9. Sean M, M,, ..., M, submddulos de un mddulo M. Enton-
ces M = My & My @ ---® M, siy solo si existe un unico conjunto completo
€1, €32, ..., ey de idempotentes ortogonales en el anillo End(M), con M; = e;(M)
para it =1,2,...,n.

Demostracion. Sean eq,es, ..., e, idempotentes de una descomposiciéon M =
Mi®My&®- - -®M,. Entonces por el Corolario anterior son ortogonales y para to-
n

dazeMax=> e,(r)=(e1+ex+---+e,)(x),dedonde ey +ea+--+e, = 1.
i=1

3La definicién de K-4lgebra se puede consultar en la pagina 2 del libro [1]
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Si ey, eq,...,en, € End(M) son idempotentes ortogonales tales que M; = e;(M)
para toda i = 1,2,...,n, entonces paracadax € M x = (e +ea+---+ep)(x) =
e1(x) + ea(x) + -+ + en(x). Notemos ademds que si M; = e;(M), entonces
> M; = Kere;. Ya que como para cada x € M = = (eg +ea + -+ + e,)(2),
J#i

entonces © — y_ ej(z) = e;(x) de donde z = )" e;(x) si y sélo si e;(z) =0. Y

J#i J#i

de la Proposicién (3.6.1) obtenemos que M = My @ My @ --- & M,. O

Ejemplo 3.6.10. Consideremos el Z-maodulo Zg. Sabemos que Zg es la suma
directa interna de la familia de submddulos {2Z¢,3Zs}, esto es, L = 2Z¢ B
326, Denotando por My a 2Ze y por My a 3Zg, tenemos que el idempotente
e1 1 Zg — Zg correspondiente al submodulo My estd dado por: el((_)) =0,
e1(1 ) =4, e1(2) =2, e1(3) =0, e1(4) = 4, e1(5) = 2. De donde concluimos
que Imey = 2Z¢ y Kerey = 3Zg. Andlogamente tenemos que el idempotente
es 1 Zg — Zg correspondiente al submddulo My estd dado por: e3(0) = 0,
ea(1) = 3, e2(2) = 0, e2(3) = 3, e2(4) = 0, e2(5) = 3. De donde vemos que
se verifica que Imeq = 3Z¢ y Kerea = 2Z¢g. Mds aun, {e1,es} es un conjunto
completo de idempotentes ortogonales del anillo End(Zsg).

3.7. Una caracterizacion de la sumas directas.

Terminamos este trabajo enunciando una caracterizacién de la suma directa
interna de una familia indexada de submoddulos de un médulo M.

Proposicién 3.7.1. Sean {M,}ocr una familia indexada de mddulos y M un
modulo. Para cada o € 1 sea jo @ My — M un homomorfismo. Entonces
(M, {jatacr) es una suma directa de {Ms }ocr sty sélo si para cada « € I existe
un unico homomorfismo qo : M — M, que satisface que para cada o, 5 € I y
toda x € M,

(1) Qa.]a = 5(161M(¥7

(2) go(x) =0 para casi toda o € I,

(3) 3 Jada(w) = 2.

T
Mas ain, si (M,{jo}acr) es una suma directa de { My }acr y para un médulo N
fa : My — N es un homomorfismo para cada o € 1, entonces f(x) = fada(x)
T

para cada x € M es el inico homomorfismo f: M — N tal que fo = fjq-

Demostracion. Supongamos que (M, {ja }acr es una suma directa de { M, }acr-
Entonces por la Proposicién (3.3.1) existe un tnico homomorfismo j = & j, :
I

@M — M tal que jiq = ja, cOn iy : M, — @M el monomorfismo coor-
denado usual de la suma directa. De donde (@ Ma, {ia}tacr) es también una

suma directa de {My}aer. Asi por la Proposmlon (323)j : My - M
1
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es un isomorfismo. Consideremos ahora 7, la proyeccién usual de la suma di-
recta externa @ M, y para cada o € I sea qo = maj ' : M — M,. En-
I

tonces qoja = Taj ‘ja = Taia = lar,. Es claro que go(z) = 0 para casi
toda a € I. Ahora veamos que Y jogo(z) = x. En efecto, para cada z € M
T

T = jjil(x) = ](Z ia'frozjil(x)) = Zjioﬂrozjil(x) = Zjaqa(m)~
T T T
Por otro lado por la Proposicién (3.3.2) M =3 Imj, y como ¢gja = 6apl,
T
concluimos que el homomorfismo ¢, es tnico para cada « € I.
Supongamos ahora que existe un unico homomorfismo ¢, : M — M, para
cada a € I que satisface las condiciones (1), (2), (3). Sean N un mdédulo

v fa : My — N un homomorfismo para cada o € I. Entonces definiendo
f(@) = > faga(z) con x € M tenemos que para toda o € Iy z, € M,,
T

fia(za) = > fo@eta(Ja(za)) = fa(za). Si ademds g : M — N es un homo-
Bel

morfismo tal que gj, = fo para cada o € I, entonces para © € M g(x) =
90" jata(x)) = > faga(x) = f(z). Por lo tanto (M, {j.}tacs €s una suma
T T

directa de { My }acr- O

El siguiente corolario es una caracterizacion para el caso finito de la suma
directa interna.

Corolario 3.7.2. Sean My, Ms, ..., M,, una sucesion finita de maodulos y j; :
M; — M coni=1,2,...,n homomorfismos. Entonces (M, {j1,72,---sJn}) €S una
suma directa interna de {My, Ma, ..., M} si y sélo si existen homomorfismos
g M — M; coni=1,2..n tales que para toda 1 < i, k <n qrji = dixln, Y
S Jig = 1ar.

O
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