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1. Introduccion

En esta tesis se desarrolla teoria estacionaria de dispersion para operadores autoadjuntos
H sobre (*(Z,CL) de la forma

(Hu)(n) = u(n+1) + V(n)u(n) + u(n—1), nez, (1)

donde V(n) = V(n)* € C*L es una matriz autoadjunta de L x L con L € N un ntimero
fijo. Estos operadores tridiagonales son también conocidos como operadores de Jacobi. Estos
son el andlogo discreto de los operadores de Sturm-Liouville y muchas de las técnicas se
pueden traspasar con modificaciones adecuadas. Aqui el enfoque sera sobre teoria de dispersion
elemental donde V'(n) no se anula en un nimero finito de sitios n, esto es la perturbacién V' de
el laplaciano discreto Hy = H —V tiene soporte finito. Hay muchos trabajos [20, 25] [34], 133] 32]
que cubren esta situacion y nos dan varios resultados generales. Mas recientemente, el caso de
potenciales no lineales ha sido trabajado por ejemplo en [12],24]. Mas atin, el caso escalar L = 1
ha sido tratado en detalle por Hinton, Klaus, Shaw [14], ver tambien la reciente contribucién
[15]. Para el caso continuo de operadores de Schrodinger matriciales hay trabajos por Klaus
[19] v Aktosun, Klaus y Van Der Mee [3] asi como recientes contribuciones por Aktosun,
Klaus y Weder [7, 4], 8]. También el caso de la semirecta de la anterior ecuacién matricial de
Schrédinger ha sido analizado antes en [5] [26]. Problemas inversos han sido también tratados
en numerosos trabajos (ver por ejemplo [, [2, ] [6l 1T, T3] [16]).

En esta tesis nos enfocaremos en varios hechos y caracteristicas que solidifican nuestra
comprension de la teoria de la dispersién estacionaria:

= La estructura analitica de la matriz de dispersién y el 'time delay’ en energia compleja
E, o mas bien el pardametro z definido por £ = z + 271, es estudiado en detalle.

= La relacion unitaria de la matriz de dispersion es extendida a energias complejas, inclu-
yendo a los umbrales.

= La conexién entre la matriz de transferencia de onda plana y la matriz de transferencia
estandar usada en la teoria de operadores de Jacobi es establecida.

Comencemos por recordar un poco sobre el andlisis espectral de H.
Denotamos por F : (3(Z,CF) — L*([—m, 7], CF) la transformada de Fourier y por F~! su
inversa. Estas estan dadas por

FO)K) = <=3 *o(n). From = [ =it @

Un céalculo directo muestra que
FHoF (k) = (e + e )i(k) = (e + ™) (k) = 2 cos(k)w (k). (3)

Como la transformada de Fourier es unitaria, entonces el espectro de Hy es o(Hy) = [—2, 2]
y este es absolutamente continuo . Por el teorema de Weyl (ver Seccién XIII.4 en [23]), el



espectro esencial de H esta dado por el espectro absolutamente continuo de Hy, o(Hy) =
[—2,2]. Seréd parte de los resultados posteriores que el resto del espectro de H consta solo
de un numero finito J, de eigenvalores Ej,..., E; € R (listados con multiplicidad) fuera
de [—2,2]. Los eigenvectores asociados son llamados estado acotados y representan todo el
espectro puntual o,(H) = {E4, ..., E;} de H, notablemente no hay embedded eigenvalues’.
En los umbrales ' = £2, puede haber un nimero J, de los llamados estados semi-acotados
que seran discutidos mas adelante.

Para el analisis del problema de dispersion y la continuacién analitica de la matriz de
dispersién, es conveniente estudiar la ecuacién de Jacobi Hu = Fu para energias complejas
E y funciones a valores matrices o vectores de la forma v : Z — CY*L o u : Z — C* donde
H esta dado por la misma prescripcion como en . Las soluciones de jost son soluciones
particulares que estan determinadas por su comportamiento asintético en +oo impuesto por
las soluciones de la ecuacién libre de Jacobi Hyu = FEu asociada al hamiltoniano libre H,.
Para cualquier £ € C\ {—2,2} hay dos soluciones libres

ug(n) = 2" 1, ué/z(n) =2"1,
donde 1 € C'*% es la matriz identidad y z, 27! € C son las soluciones de
E=2z+2". (4)

Obsérvese que (u, u(l)/ “) es una solucién fundamental de Hyu = Eu. Notemos que para E ¢

(—2,2), las funciones uf crecen o decrecen de manera exponencial en n, mientras que para
z € S'\ {—1,1} son las bien conocidas ondas planas. Nétese también que para z = +1
correspondiente a los umbrales ¥ = £2, solo hay una solucion libre ugd. Existe, sin embargo,
una segunda solucién v de Hyu = +2u dada por vi'(n) = (+1)" n. Esta segunda solucién
es entonces linealmente creciente en n. A continuacion son definidas las soluciones de jost.

Definicién 1. Las soluciones de jost ui : Z — C**L de Hu = Fu con E = z + 27! estan
definidas por las iqualdades

ui(n) = ug(n),  uZ(-n) = us(-n),
para n € N suficientemente grande tal que el soporte de V esta contenido en (—n,n).

Hay un total de 2L soluciones linealmente independientes u : Z — C% de la ecuacién
Hu = Eu. Para E € C\ {—2,2}, es decir z € C\ {—1,0,1}, las columnas de la matriz
(uz, ui/ “) provén una base del espacio de soluciones. Lo mismo se da para (u”, u ). Uno
puede entonces expandir cualquier solucién con respecto a una de estas bases. Esto justifica

que sea posible la siguiente definicién

Definicién 2. Para z € C\{—1,0, 1}, la matriz de transferencia de onda plana M? € C*1*2L
es definida por
2 1/z z 1/z z
(u*,u?) = (ui,ul/?) M* (5)

Las entradas de L x L de la matriz de transferencia son denotadas por

. MY* N



Note que ([5)) contiene las ecuaciones u* = uiMi/Z + ui/ZNi/z y ut* = ui NZ + ui/ZMf,
que de hecho son idénticas si z es remplazado por z~!. Teniendo de supuesto que M? es
invertible, uno puede reescribir la segunda ecuacién como ufr/ 2=y (MZ)Tt—wiNE (M)
De una manera similar, uno puede expandir u% en terminos de ufr/z y u* , suponiendo también

que MY* es invertible. La matriz de dispersion es entonces definida por una relacién similar
a . Para simplificar la notacion, vamos a introducir el conjunto Cy que consiste en los
puntos z € C\ {—1,0,1} tales que tanto M'/* como M? son invertibles. Mas adelante se
probara (Corolario que todos los puntos en el disco cerrado estan en Cy, excepto aquellos
z € (—1,1) para los cuales z + 27! es un eigenvalor de H.

Definicién 3. Para cualquier = € Co, la matriz de dispersion S* € C**2L capresa las
, 1 L 1 : .
soluciones de Jost u* and u+/z en términos de u3 y u_/z, es decir esta definida por

(uz_,ui/z) = (ui,ul/z) S (7)

Las entradas de L X L de la matriz de dispersion son denotadas por

. (T R’
& _(Ri Tf)’

. P . N
y son llamados los coeficientes de transmision 15 y los coeficientes de reflexion R .

Por supuesto, existe una estrecha conexion entre los coeficientes matriciales de M?* y §%.
Por ecjemplo, la relacién u}/* = u'/*(M?)~1 — ui N?(M?)~" descrita anteriormente implica
directamente que 77 = (M?)™' y R* = —N?*(M?)~'. A continuacién vamos a proveer de
una lista de propiedades algebraicas basicas de la matriz de transferencia de onda plana y la
matriz de dispersién. Algunas seran expresadas en términos de las matrices de Pauli reales
de tamano 2L x 2L con bloques de L x L :

R B () BN (R

Ademsds, denotaremos M* al adjunto (traspuesta conjugada) de una matriz M y 1+ = /—1.

Proposicién 4. (i) La matriz de transferencia de onda plana satisface para toda z € C\

{-1,0,1} . .

Para z € S*\ {—1,1}, esto muestra que M* es J-unitaria, es decir (M*)*JM* = TJ.

(ii) Para z € R, la matriz de transferencia de onda plana es Z-unitaria, es decir (M?*)*IM? =
7.

(ili) Para todo z € Cy, uno tiene que
(878 =1, S8 =K(©E)K.
Para z € St \ {—1,1}, esto implica que 8% es unitaria, (17)* =T y (R1)* = R7.
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(iv) Si V=0, uno tiene M* =1 y §* = 1 para toda z € Cy.
(v) Ambas M* y 8% son meromorfas sobre C.

Las pruebas de (i) y (ii) estdn dadas en la Secci6[] y las de (iii) y (v) en Seccién[6] El inciso
(iv) es obvio. Un detallado andlisis de las singularidades y ceros de M?*, S* y sus entradas
matriciales componen una gran parte de la tesis. Vamos a hacer algunas observaciones sobre
las propiedades estructurales de la matriz de transferencia de onda plana y de la matriz de
dispersién.

Observacion 5. Hay dos razones principales que justifican la terminologia matriz de trans-
ferencia de onda plana para M?. Primero que nada, esto refleja que las soluciones de onda
plana de la derecha son transferidas a las soluciones de onda plana de la izquierda La segunda
razén es que M? es el producto ordenado de las matrices de transferencia de onda plana
puntuales definidas como

M(n) = <1 0) N wz< V(n) z—2nV(n)> | (10)

0 1 —22"V(n) —=V(n)
donde .
v: = 11
— (11)
es una cantidad que aparecerd en varias férmulas mas adelante. Esta satisface v* = —v/% =

(vY/?)*, es analitica en C\ {—1,0,1} y tienen polos de orden uno en £1. Entonces la multipli-
catividad, una propiedad definida para cualquier tipo de matriz de transferencia, esta dada
por

M = ME(K MK = 1) MK+ 1),

donde [K_+1, K|NZ contiene al soporte de V. La multiplicatividad sera explicada a detalle
en la Seccién [ y explotada mas adelante. Uno de los resultados de esta tesis es como obtener
a M? y M?(n) de las matrices de transferencia estandar usadas en la teoria de matrices de
Jacobi, ver Seccién [4] o

Observacién 6. En esta observacién, z € S!. Vamos primero a recordar (en una variante
un poco distinta que en [31), B0, 21]) que para cualquier matriz J-unitaria M (es decir, que
satisface M*JM = J y por eso también MJTM* = J), existe una matriz unitaria asociada
V(M) € C**2L dada por

V(M) = ((5‘3; _ng_l) = (B(ﬁ?;)*_)ll _ng_l) . M = <é g) S (12)

Esta satisface

V(M) = VM) = TVM)' T,

y, mas ain, existe una estrecha relacién entre la teoria espectral de M y V(M), a saber la
multiplicidad de 1 como un eigenvalor de M es igual a la multiplicidad de 1 como eigenvalor de



V(M). Ademsds, V es una biyeccién de el conjunto de matrices J-unitarias sobre el conjunto
de elementos en el grupo unitario U(2L) que tienen entradas en la diagonal invertibles. En la
presente situacién donde M = M? para z € S' \ {—1,0, 1}, uno obtiene explicitamente que

V(M®) = 5% (13)
Por lo que la matriz de dispersién codifica la 'twisted graph’ de la matriz de transferencia
M=, o

Observacion 7. En la Definicion 3] la matriz de dispersién actia por la derecha sobre las so-
luciones de Jost. En la literatura de fisica de estado solido de sistemas cuasi-uno-dimensionales,
la matriz de dispersion usualmente actiia por la izquierda sobre los vectores. La conexién entre
estos dos puntos de vista se establece seleccionando dos soluciones particulares u* ¥, y ui/ “o_
tomando dos vectores 1., ¢_ € CL. Entonces las soluciones decrecientes hacia la izquierda y
creciente hacia la derecha u/ " y ui¢y estén dadas por vectores ¢_, ¢ € C que estén,

de acuerdo a , especificados por

vt () = ity () = e (1)

o) - ()

Entonces existe una manera estadanr de pasar (e.g. [22]), de la matriz de dispersién a la
matriz de transferencia M?* mandando las componentes 14 de la derecha a aquellas 14 de la

izquierda:
z er _ (bJr z er _ ¢+
s(o) = () = »(5) = (%)

Por lo tanto también la matriz de transferencia de onda plana actia por la izquierda so-
bre los coeficientes de las soluciones. Como ya se establecid, la relacién con las matrices de
transferencia estandar es explicada en la Seccién [4] o

es decir

Hasta ahora todo lo anterior se sigue de técnicas relativamente estandar. El segundo punto
principal de esta tesis es el comportamiento asintético de la matriz de dispersion en los bordes
de banda F = £2 correspondientes a z = £1. Se probara que el limite lim,_,+; S* siempre
existe por lo que la singularidad es removible (ver Seccién @7 en particular la Proposicion .

Teorema 8. La matriz de dispersion se extiende analiticamente a {—1,1}.

Mas atn, seran provistas formulas explicitas de los limites anteriores. Para simplificar la
notacion, nos enfocaremos en z = 1, ya que z = —1 puede ser tratado de manera similar (o
ser obtenido por una inversién de el potencial). Para un potencial genérico, uno tiene (ver

mas adelante)
e (01
lm s = (1 o) : (14)



Existe, sin embargo, casos no genéricos también llamados casos excepcionales para los cuales
los limites de los coeficientes de transmisién son no triviales y pueden ser expresados explici-
tamente en términos del wronskiano de las funciones de jost, ver Seccién [9] mas adelante.

El tercero y ultimo resultado mencionado en esta introducciéon es una formula de la matriz
de dispersion en términos de la funcion de Green. Esta usa una estrecha conexion entre la
matriz de transferencia y las funciones de Green para matrices de Jacobi finitas, también en
el caso de entradas matriciales (e.g. [29]). Para n,m € Z y E ¢ o(H), la funcién de Green
esta definida por

GE(n,m) = 7, (H — E)™ " (m,,)* € CH& | (15)

donde 7, : (2(Z,Cl) — CF es la isometria parcial definida por m,¢ = ¢, € CI para un vector
= (¢n)nez € (*(Z,CL). La siguiente férmula es derivada en la Seccién |12} ver las ecuaciones

.Y.

Proposicién 9. Para |z| <1 con z+ 27 ¢ o(H), la matriz de dispersién 8% esta dada por

S* = (z— 2 1)K GH(Ky, K-) g (GP(K Ky ) +wf)
— BB (GE(K_, K_) 4+ w?) GF(K_,K,) '

También puede considerarse la situacion de dispersién con un soporte no acotado de V/,
pero bajo una condicién de rango corto. Donde la existencia de las soluciones de jost es
asegurada por un argumento estandar basado en la ecuacién de Volterra, varios (pero no
todos) los resultados aqui establecidos se traspasan a esta situacién mas general.

2. Matriz de transferencia y soluciones de jost

Como ya se destaco, el soporte de el potencial es supuesto finito. Para ser mas concreto,
vamos a suponer que el soporte esta contenido en {—K_ +1,..., K, } para algin finito y fijo
K4 con K_ < K. Construir soluciones de Jost explicitamente es simple usando las matrices

de transferencia n)
T%(n) = < 1 0 )

Las matrices de transferencia sobre varios sitios estan definidas como

TE(n,m) = T¥(n)---TE(m+1), n>m,
junto con la convencién de que TZ(n,n) = 1,,. También hacemos TZ(m,n) = TE(n,m)~*.
Entonces uno tiene que 7% (n,n—1) = T (n) y la relacién de concatenacién 7 (n, m) T (m, k)
TE(n, k). Mas atn, B
TE(n,m)*ZTT"(n,m) = T, (16)

donde Z es la segunda matriz real de Pauli definidas en . Para energias reales ' € R,
estos estados de la matriz de transferencia estan en el grupo de las matrices Z-unitarias



que satisfacen T*Z7T = Z. Las matrices de transferencia permiten reescribir la ecuacién de
Schodinger Hu = Eu estableciendo

B(n) = (“(3(;1)) € C2LrL (17)

entonces uno tienen que
d(n) = TE()®d(n—1) = T¥(n,m)d(m) .

Para usar esto de manera iterada, uno necesita algunas condiciones iniciales. Entonces con-
diciones iniciales particulares nos dan las soluciones de jost u7. Las condiciones iniciales
apropiadas estan determinadas por la diagonalizacion de la matriz de transferencia no per-

turbada
s (E -1
76 - (_1 0 )

que es igual a T#(n) paran ¢ {—K_+1,...,K,}. Recordar que por la relacién (), uno

tiene que
EF -1 21 2711 (=1 211 z1 0
1 0 1 1 o 1 1 0 z'1)°~

Esto permite reconocer eigenvectores para los eigenvalores z y 2~ 1. Mas atin, esto motiva a
usar la siguiente notaciéon

. 21 z7'1 . _zKl 0
C‘<1 1)’ D<K>_<o z—Kl)'

Ahora la anterior identidad matricial puede simplemente ser escrita como T,FC* = C*D?(1),
que muestra que

(%E)Kcz — CZDZ(K) )

Para las soluciones de jost u% uno puede entonces escoger (K, ) = (Zl

1
normalizacién, y escoger ®(K_) = (le) para u®. Agregando potencias de z adecuadas esto

muestra que las soluciones de Jost son, para z € C\ {0}

w(n) = (2)*TE(n,Ki) (Z11> oK

Como en ((17), las soluciones de Jost nos permiten construir matrices ®%(n) € C?**L que
generan planos L-dimensionales en C2?%:

o7 (n) — (“i(”“)) — TE(n, Ky) (211> e (18)

ui(n)

) salvo un factor de

Usando la anterior notacién, uno tiene que

(®2(n), ®Y*(n)) = T(n, K+)C*D*(KL). (19)



Note que para n > K, uno tiene que

n+1 —n—1
z 1 =z 1> ’ (20)

z 1/z o z Tz o
@22 ) = e = (Tt
y de forma similar para (7 (n), <I)1_/Z(n)) cuando n < K_.

A continuacién, vamos brevemente a puntualizar que también es posible construir las
soluciones que crecen de manera lineal v para z = 1, por ejemplo:

o) = (V) s (W01

Para concluir esta seccion, vamos a indicar como se pueden obtener las soluciones de Jost
cuando se debilita la hipdtesis del soporte de la perturbacién V. Es decir, solo en esta tltima
parte omitiremos la hipétesis de que V' tiene soporte compacto para suponer que tiene primer

momento finito, esto es
> InV(n)] < oo.

nez

Definicién 10 (Soluciones de Jost). Para cualquier z € D\ {0}, denotamos por v , M a

las soluciones a valores en M1 de )
Hu: = Eu:,  Hu/" = Bu!? E=2z+1/z (21)
que satisfacen, cuando n — +00 y n — —oo respectivamente,
wi(n) = 2"(1 + o(1)), W) = 271+ o(1)). (22)
Mas ain, para z = 1, denotamos por v3 la solucion a valores en My, de
Hvi = Evi, E =2, (23)
que satisface, cuando n — 00,
vi(n) =n(1+o(1)). (24)

1/z

Lema 11 (Soluciones de Jost). Las soluciones de Jost u?, u”'~ como estan definidas en la De-

ﬁm’cz’én existen, para cada z € D\ {0}. Mds ain, para cada n, las funciones uZ (n), ul_/z(n)
son analiticas en D \ {0} y continuas en D \ {0}. Ademds estas satisfacen las siguientes
ecuaciones de Volterra:

o

wi(n)=2"1— Y §(j—n)V(ui(j), neZ,

Jj=n+1

n—1
ul_/z(n) =z"1+ Z sY7(j — n)V(j)ul_/Z(j), n € Z,

j==o0

donde s* es la solucion escalar de Hs* = Es*, que satisface s*(0) =0 y s*(1) = 1.

9



Demostracion. EL resultado se sigue de el Teorema: Tomando g = 1, K*(n, j) = —27"s*(j—
n)V () y M(j) = jllV(j)||, obtenemos una solucién @7 de la ecuacién (para n € N)

o0

) =1- Y S0 - V() "), (26)

j=n+1

Un célculo directo usando (26]) muestra que u% (n) = 2" (n) resuelve la ecuacién de Schrodin-
ger uz(n—1)+V(n)ui(n)+ui(n+1) = (2+1/2)u’(n), para n > 2 (esto es probado en el
Lema [33). Para n € Z~ U {0}, recursivamente ajustamos la ecuacion Hu? = Eu? definiendo:
uwi(n—1) = (z+1/2)u7(n) — V(n)ui(n) —ui(n+1). La construccién de la otra solucién es
similar. O

Lema 12. Las soluciones vl introducidas en la Definicion |1(} existen.

Demostracion. El Teorema implica que hay una solucién 07 a la ecuacién de Volterra (para
n > N)

) =1+ 3 AVHELm + 3 V()i @)

donde N € N es tal que Y72\ [V (j)[| < 1/2. Aqui estamos haciendo g = 1,
: Vi), jzn+1

K — )
) { BV(j), N<j<n

and M(j) = j||V(j)]]. Un célculo directo usando prueba que vi(n) = nvi(n) resuelve
la ecuacién de Schrodinger vi(n — 1) + V(n)vi(n) + vi(n+ 1) = 20l (n), paran > N + 1
(esto es obtenido utilizando métodos similares a los de la prueba del Lema . Para n <
N, recursivamente ajustamos la ecuacién Hu? = Eu? definiendo vl (n — 1) = 2vi(n) —

V(n)vi(n) —vi(n+ 1). La construccién de la otra solucién es similar. O

3. Identidades del wronskiano

Definicién 13. Para las dos funciones u,v : Z — CEXL yn € Z, los wronskianos estan
definidos por
W (u,v) = 1 (u(n+1)*v(n) — u(n)v(n+1)) € C". (28)

Si Wi (u,v) es independiente de n, esto se denota simplemente por W (u,v).

Claramente uno tiene de la definicién que W, (u,v)* = W, (v,u). La definicién también
sugiere que el wronskiano es independiente de n para funciones u y v de interés. Este hecho
se sigue de un rapido calculo:

Lema 14. Para un par de soluciones matriciales Hu = Eu y Hv = Ev de la ecuacion de
Schrédinger en energia conjugada, el wronskiano W, (u,v) es independiente de n.

10



Demostracion. Por hipétesis v y v satisfacen, para cada n € Z, que
u(n+1) +V(n)u(n) +u(n — 1) = Eu(n), v(n+1)+V(n)v(n) +v(n —1) = Ev(n),

tomando adjunto en la primera igualdad (recordar que V'(n) es autoadjunta) y multiplicandola
por la derecha por v(n) obtenemos

u(n +1)*v(n) + u(n)*V(n)v(n) + u(n — 1)*v(n) = Eu(n)*v(n),
ahora multiplicando la segunda igualdad por u(n)* por la izquierda obtenemos
u(n)*v(n + 1) + u(n)*V(n)v(n) + u(n)*v(n — 1) = Bu(n)*v(n).
Tomando la resta de las ecuaciones anteriores obtenemos que
u(n+1)"v(n) —u(n)v(n+1) — (u(n)v(n —1) —u(n — 1)*v(n)) =0,

por lo que
Wy (u,v) — W1 (u,v) = 0.
Como lo anterior es para toda n € Z, se tiene el resultado. O

. . = 1/z .. , .
A partir de ahora, en wronskianos como W (u?,u%) y W(u_/ “,u?) omitiremos el subindi-

ce n. Usando la constancia, los wronskianos de las soluciones de jost pueden ser evaluados
explicitamente en n, ya sea paran > K, on < K_. Usando esto uno encuentra las siguientes
identidades del wronskiano

W(u7,u2) = 0, W(uli/g, ul) = (V)71
Usando la notacion de podemos reescribir estas identidades como
Wi, ui) = (891705, W/ ui) = (8Y) 175 . (20)
Las identidades del wronskiano entonces se convierten en
(@Y7, ®3) 1T (25, 2)7) = ()17 . (30)

Aqui el indice n en todo ®% (n) no es escrito. En particular, estas identidades implican que

las matrices (9%, ®1/%) € C2L*2L son invertibles.

Las siguientes identidades del wronskiano envuelven las derivadas de las soluciones de jost
con respecto a z que también se usaran mas adelante.

Lema 15. Para z € C\ {0}, o,n € {—,+} yn € Z, uno tiene que

W(uZ, 0.ul) = Woi(uZ,0.u) — o(1—272)ul(n) ui(n) .

o n

Una identidad similar se da para Wn(ucl,/z, d.uy).

11



Demostracién. Escribiendo la ecuacién Hu? = (z + z~!)u? para cada n € Z tenemos

uz(n+1) + V(n)uz(n) + uz(n—1) = (z+2 uz(n). (31)

g

Tomando el adjunto de esta ecuacién con z reemplazada por z y multiplicando por la derecha
por d,u;(n) obtenemos que

ug (n+1)*0.u; (n) + uZ(n)'V(n)dui (n) + ui (n—1)*0.u; (n) = (z—l—z‘l)ui(n)*ﬁzu;(n) . (32)
Derivando la Ecuacién (31]) (reemplazando o por 1) con respecto a z se obtiene

d.uy(n+1) + V(n)o.uy(n) + d.uy(n—1) = (1— z‘2)uf7(n) + (z+ z_l)azug(n) . (33)

Multiplicando la Ec. (33 por la derecha por uZ(n)* y restando la Ec. se obtiene el
resultado deseado. ]

4. Matriz de transferencia de onda plana

La matriz de transferencia de onda plana M? es introducida en la Definicién 2 Esta
terminologia sera explicada y justificada en esta seccién. Recuerde la definicién (5)), es de-
cir (ui,ui/z) = (ui,ui/z)/\/lz. Usando las matrices ®%(n) € C**% en (1§), esto puede ser
reescrito como

(@7, 07) = (@2, 0}") M*.
Note que en ambos lados de esta igualdad uno puede seguir evaluando en el sitio n. Multipli-
cando la ecuacion de el lado izquierdo por (fbli/ 07" %I y tomando en cuenta las identidades
del wronskiano (30)) asi como J? = 1 se prueba que
1/ 27 \* 1
MF = 2 J(0)7,02) 1T (9%, 0'/%) . (34)
Se sigue que M?* es analitica para z fuera de {—1,0,1}. Con la intencién de hacer una
conexién con la matriz de transferencia, vamos ahora a usar ((19) con el signo de menos y

n = K seguido de :
TE(K, K_)C*D*(K_) = (9 (K,), oY% (K,))
= (%K), @7 (Ky)) M?
DKM

—~

lo cual implica que que
M = (C*D*(K,)) TE(K,, K_) (C*D*(K_)) . (35)

Esto motiva que se introduzca la matriz de transferencia de onda plana puntual en n € Z
como

M(n) = (CD*(n)) " T"(n) (CD*(n — 1)) , (36)

12



también la version en varios puntos como M?*(n,m) = M?*(n)--- M*(m+1) y M?*(m,n) =
MZ(n,m)~! para n > m, justo como para las matrices de transferencia. También hacemos
M?*(n,n) = 1. Con esta notacién, uno tiene que M?*(n,n — 1) = M?*(n) y la matriz de
transferencia de la Definicién [2| se puede escribir ahora como M?* = M?*(K,, K_). Ahora uno
puede deducir una primera propiedad crucial de M*(n,m), a saber que su multiplicatividad
se mantiene. En efecto, descomponiendo 7% (n,m) = T#(n)T*(n — 1,m) obtenemos que:

MZ(n,m)
— (¢*D*(n)) "' TP(n) (C*D*(n — 1)) (C*D*(n — 1)) T(n — 1,m) (C*D*(m))
= M*(n) M*(n—1,m)
= MA(n)- M (m+1). (37)

De , también uno puede calcular la matriz de transferencia de onda plana de manera

explicita:
wor = (80 o (Ml TG e

Por lo tanto M?*(n) = 1 si el potencial V(n) se anula. De uno facilmente obtiene las
identidades MYZ(n)*JM?*(n) = J y M*(n)J MYZ(n)* = J. Combinadas con se puede

deducir la siguiente propiedad:

Ml/g(n,m)*JMz(n,m) = J, (39)
M (n,m) T MYZ(n,m)* = T . (40)

Para z € S'\ {—1,1}, esto muestra que M?(n,m) es J-unitaria, es decir que satisface

M*TM = J. Esto también implica (9).

En conclusién, las matrices M?*(n, m) tienen la propiedad de multiplicatividad y son J-
unitarias, de manera similar a las matrices de transferencia que son multiplicativas y Z-
unitarias. Mas atn, estas son triviales cuando el potencial se anula y entonces se adaptan
a las ondas planas. Todo esto justifica la terminologia usada. La conexién con las matrices
de transferencia 7%(n,m) es establecida por (36). Esto prueba que el paso de T#(n,m) a
M?Z(n,m) esta dado por un cambio de base inducido por C?, seguido por los factores diago-
nales. Este cambio de base C* para z = +¢ induce via la acciéon de Mobius la transformacion
de Cayley y esta es bien conocida que induce un mapeo de Z-unitarias a J-unitarias (e.g.
[30]). Esto es también efecto de el cambio de base. Para ser mas concretos, vamos a escribir
a M?(n,m) en términos de las entradas de L x L (que dependen de FE) de la matriz de
transferencia:

A B
E —
T%(n,m) = (C’ D> : (41)
Entonces se tiene que

_ _ -1 _ -1 _ -2
Mz(n,m):zuzDz(n)_l< B+C—zA+2z'D —B+zYD—-A)+z C)Dz(m).

B+ z2(A—D)—z2%C —C+B+z2z1'A-=zD

13



Ahora vamos a fijarnos cuando z € R, correspondientes a energias £ € R\ (—2,2). Uno
puede hacer el calculo y verificar que

M*(n)*ITM*(n) = T, (42)
que es la Z-unitariedad de M?*(n) para z € R. Esto implica que también M?*(n, m) y entonces

M es Z-unitaria, que es el inciso (ii) de la Proposicién [4]

5. Entradas matriciales de la matriz de transferencia de
onda plana

Vamos a comenzar por recordar la relacion @ que define a M?, es decir (uz_ , 1_/ Z) =
(u i ui/ Z)/\/lz. Multiplicando esta por el inverso de M?* obtenemos que (u u ul/ Z) ( )

Vamos a introducir notacién para los coeficientes de la matriz

M? Nl/z
M= L]
N: M"

las anteriores dos ecuaciones junto con @ implican

wio= w M+ uPNE L W = N WM (43)
que se da para z € C\ {—1,0, 1}. Esto también puede ser reescrito como

= M+ NI, YT = dINT 4 0

Usando las identidades de el wronskian se obtiene que

M; = (@) 1107 = W),

Ni = =V (@) 1107 = - W2, u?),

z 1 * 1 1/z 1/z 1/z (44)
N_ = ( + ) I® =V W(u+ , U )7
ME = - (81T = - W ).

Esto prueba que Mi y N7 son analiticos en C \ {—1,0,1}. Ahora M? puede también ser
escrito usando los wronskianos:

1/z 1/z 1/z
M — o W (u) ,uz) W (uy/ ,ul/z) ‘ (45)
Wi, u?) —W(ui,ul)

Ademas notemos que (M?*)~! = J(MYZ)*J debido a ([40)), que es equivalente a

(N*)* = —NY* (M2)" = M. (46)
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Mas aun, usando las relaciones y (40)), uno obtiene que:

Mi(MF)y = 14+ NG, (MR M = 14 (NYRNE (47)
Z NTZ 1/2 5 rz 2 nTZ 1/2z 7 12

M:N* = —N}J*M* M*N? = —NY*M* (48)

AL ME = 14 (V)N A = e NP ()

Combinando estas ecuaciones con implica que para z € R:
(N?)*M? = (M?)*N*,  (MY**M? =1+ (N/*)*N* . (50)
Lema 16. Para z € S'\ {—1,1}, M3 son invertibles.

Demostracién. Para z € S', uno tiene 1/Z = z y por eso la identidad implica que
(M3)*M3 > 1 entonces M} son invertibles. O

6. La matriz de dispersion

La matriz de dispersién fue introducida en la Definicién [3] Esta seccién estd destinada a
expresar la matriz de dispersién en términos de los coeficientes M7 y N7, y entonces deducir
algunas primeras propiedades basicas. Con este propdsito, sea z € Cy, es decir que los inversos
(M%)~ existen. Entonces uno puede reescribir como

W= (M) - WENEME) Tl = )T - N (M)

Comparando a con la Definicion [3, 1la matriz de dispersion para z € Cy es entonces

. (M=)~! —NZ(M*)™1
s = (vt oo ) oy

que nos permite ocupar los coeficientes de transmision y reflexiéon. Mas atin las ecuaciones

y tambien permiten reescribir (51)), e.g.

(M2)INYE () )
Basado en las formulas de a , un calculo nos permite verificar las afirmaciones de la
Proposici(ii). Mas aun, la Proposicién (v) también se sigue porque z — M?Z es meromorfo
debido a (44))) y por lo tanto z — det(M?) también. Mas ain, Mi — 1 cuando z — 0, y los
limites (MZ)~! existen cuando z — +1 (ver Proposiciones [22| y . Por lo tanto los ceros de
el tiltimo mapeo y los puntos singulares de (M?)~! forman un conjunto discreto. Por lo tanto
también z — (M?)~! es meromorfa y entonces lo es z — S~.
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7. Estados acotados

En esta seccién, £ € R\ [-2,2]. Por lo que z € R\ {—1,0,1}. Si |z|] < 1, entonces las
soluciones de jost u? decaen exponencialmente en 400, y las soluciones de jost u'* decaen
exponencialmente en —oo. Si estas dos soluciones se emparejan, uno obtiene un eigenvalor de
el operador autoadjunto H. Por supuesto, tales eigenvalores no pueden aparecer para energias
complejas.

Proposicién 17. Para E =z + 27" ¢ o(H) con |z| <1, MZ son invertibles.

Y7 — w2 N* + u}/* M. Vamos a asumir
que M7 es no invertible y entonces vamos a probar que E € o(H). Si M? tiene kernel no

- . 1
Demostracion. Recordemos que de se tiene que u /2

trivial y ¢ € Ker(M?), entonces la solucién u "¢ = uiNZ¢ es un eigenvector cuadrado
integrable de H, entonces en efecto E € o(H). Ahora la invertibilidad de M7 se sigue de

(H). =

Vamos ahora a poner mas atenciéon a la multiplicidad de los eigenvalores. La interseccién
de los espacios de soluciones decrecientes hacia la izquierda y decrecientes hacia la derecha
nos produce un estado acotado cuadrado integrable en la energia E. Mas precisamente, esta
interseccion puede ser parametrizada por

Ran (®% (K )) NRan(TE(K, K )®Y*(K_)) . (53)

Si la interseccién es no trivial, uno puede escoger ¢ € C tal que ®% (K )¢ esta en la inter-
seccion, y esto produce un estado acotado

w) = (3) TR0 K (0.

Observacion 18. Reemplazando en , uno encuentra que
(M7 M7 =1 - N:N?, (MYP)"MZ = 1 — N*N? .

Esto implica que NYNZ¢ = ¢ para ¢ € Ker(M?),y N?N; ¢ = ¢ para ¢ € Ker(M7). Mas atin,
las ecuaciones implican que NZ(Ker(M?)) C Ker(M7) y Ni(Ker(M7)) C Ker(M?). Por
lo tanto

Ni\Ker(Mi) : Ker(M?) — Ker(M?) (54)

: : ;
es un isomorfismo con inverso N7 |Ker( M) o
Proposicién 19. Para E =2+ 2" € R con 2| < 1,

multiplicidad de E como eigenvalor de H = dim Ker(M3)

— orden de z como cero de 2’ — det(MZ) .

1

En particular, M7 es invertible si z 4+ 27" no es un eigenvalor.
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Demostracidn. El argumento en la prueba de la Proposicién[17]y la discusién anterior implican

la primera parte de la igualdad. Para la prueba de la segunda igualdad notemos que z+1/z € R

con |z| < 1. Esto implica que z € R. Denotemos por p la dimensién de Ker(M?) y sea

{w1,..., wp} una base de Ker(M?). Como NZ : Ker(M?) — Ker(M?) es un isomorfismo por

la Observacién e sigue que {NZwy, ..., N2w,} es una base Ker(M7;) = Ker((M2)*) =
()

Ran(M*)*+ (ver ). Sea {vpt1,..., v} una base ortonormal de Ran(M?) y {upiq,...,ur}
vectores tales que M"u; = v; para j € {p+1,...,L}. Entonces {wy,...,wp, Upy1,...,ur} y
{NZwy,...,N*w,,vp41,...,v5} son bases de CF. Vamos a introducir las siguientes matrices

invertibles de L x L

— _ 4 z
U, = (wl,...,wp,upﬂ,...,uL), Vi = (N_wl,...,N_wp,vp+1,...,vL).

‘e 00
ViMAU, = (0 1).

Como ¢ — M es analitca alrededor de z, uno tiene que M* = M?+(C—2)0,M*+0O((¢C—2)?)
entonces

Se sigue que

. (€= 2)V50.M2U;  (C—2)B 2
VM£U=< Y 1+(C_Z)D)+O((C—Z)),

para algunas matrices constantes B, C, D y donde Us, V5 estan dadas por
U2 = (wl,...,wp) y ‘/2 = (wal,...,wap) = NiUQ

La matriz V;'0,M*Us, es invertible, por que el Lema 20| implica que para z > 0 y para todo
peCr

P VZOMUsp = (Va9) 0. MZUs¢p = (U)"(N2)"0.MZ(Uzg) > 0,

y de manera similar se da para z < 0. Usando la férmula del complemento de Schur para el
determinante, uno obtiene que

det(VyMEUY) = det(1+ (¢ —2)D + O((C — 2)?)) det((¢ — 2)(V58.M2Us + O(C — 2)))
= (€=2)"9(0)
con g una funcién que satisface g(z) = det(V5'0,M?U,) # 0. Esto implica la afirmacién. [
Lema 20. Para z € (—1,1) y ¢ € Ker(M?),

O (N?) .M ¢ = 2~ |[u"g||? .

. . o 1

Demostracion. Primero notemos que para ¢ € Ker(M?), (43) implica que u_/z¢ =uiNZ¢y
por lo tanto es un vector cuadrado sumable tanto hacia —oo como oo. Consecuentemente la
(*-norma ||u1,/ 6| que aparece en la afirmacon es en efecto finita.

Vamos a comenzar por M* = —I/ZW(ui,ul_/Z) dada en () con = = 2 € R. Derivando
obtenemos que
asz = - (GZVZ)W(uj-7u1_/Z) - Vng(azuj—7ul_/z) - I/ng(uj-?azul_/z) )
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donde n € Z es arbritario. Como W (u?, ul,/z)gzﬁ —0yulip= u% N? ¢, esto implica que

(N OM* ¢ = — 17 (N VW (0, u*)p — 176" (N? ) W, (w7, 0.u')
— — V(NP W, (002, 02 )NZ ¢ — 1" W, (w7, 0,u7) .

Como |z] < 1, uno tiene
lim W, (0.u7,u?) = 0.

n—o0

Para calcular el limite de la otra contribucién vamos a hacer uso de el Lema [[§ iteradamente.
Como 0, f(1/z) = —z201,.f(1/z) para cualquier funcién analitica, se tiene que
" (N?VO.M>¢ = 22 lim <¢>*Wk(u1_/z,81/zul_/z)¢ - > (1-2) ¢*u1_/z(m)*u1_/z(m)qb> .
n—oo
m=k-+1

Esto se tiene para cualquier k. Como

i Wi(u?, 0y .u%) = 0,

k——o0
la afirmacién se sigue tomando limite cuando k — —oo. O]

Corolario 21. Recuerde que Cy es el conjunto de puntos z € C\ {—1,0,1} donde M3 son
wvertibles. El conjunto Cy contiene una vecindad abierta de el disco unitario con los puntos
{-1,0,1} y{2 €C : 2+ 2" €0,(H)} removidos.

Demostracién. Para z € S'\ {—1,1} la invertibilidad de M? es establecida en el Lema
Para Sm(z) # 0 esta es la Proposicion Para z # 0 real la invertibilidad esta probada en
la Proposicion (19| O]

El Corolariono contiene ninguna afirmacién acerca de la analiticidad de M? in {—1,0,1}.
La Seccién [§ considerard z = 0 y la Seccién [9] y [I0] los puntos z = £1.
8. Analisis asintético a altas energias

Comencemos por notar que z — 0 si y solo si |E| — oo. Por eso la siguiente afirmacion
concierne al comportamiento asintético a altas energias.

Proposicién 22. Se tiene que lim,_,o M? = 1. Entonces z = 0 es una singularidad removible
de M?=.

Demostracion. Debido a la propiedad de factorizacién , se tiene que

M= I M),

n=K_
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donde aqui y en lo siguiente los factores del producto estan ordenados de acuerdo al indice,
el n mas pequeno esta en el lado derecho. Cada matriz M?*(n) esta dada por y sera
factorizada como sigue:

=1+ () e ()]

Las matrices del lado derecho conmutan. Reemplazando en lo anterior, obtenemos que

(" vw)| D7+ (0]

neJ neJ

Mo=1+ > (w)

O£ ICK—+1,K /]

donde la suma es tomada sobre todo subconjunto J de {K_ + 1,..., K} y |J| denota la
cardinalidad de .J. Ahora por la ecuacién @ M? es el entrada inferior derecha de M?.
Efectuando los productos de la derecha obtenemos una gran cantidad de sumandos, pero en
cada uno habré factores ordenados que estan fuera de la diagonal del tipo

0 »—2n 0 »—2m _ _Z2(m—n) 0
—2n 0 _2m 0 - 0 _2n-m) | n>m,

o posiblemente con un factor 7 entre los primeros dos factores. El hecho crucial es que ahora
la entrada inferior derecha es no singular, debido a que n > m. Por lo tanto todas las entradas
inferiores derechas son no singulares. Mas atn, lim,_,o * = 0. Esto implica la afirmaciéon. [J

9. Singularidades en el borde de banda

En el borde de banda E = 42, uno tiene que z = +1. Cuando z — +1 sobre el circulo
unitario, ¥* — oo con un polo de orden uno. Debido a y (37), se tienen singularidades en
la matriz de transferencia de onda plana M?. A primera vista, uno puede esperar que estas
singularidades sean de orden K, — K_, derivado de la multiplicacién de los factores v*. Sin
embargo, la estructura especial de implica que esta singularidad es solo de orden 1.

Proposicién 23. Eziste una funcidn analitica z € C\ {0} — G € C**?L y matrices
Fyp € C*x2L tqles que M* = G% + v*Fy en una vecindad de +1.

Demostracion. Vamos a dar dos pruebas. Primero consideremos el conjunto

2n
G = {( v =V ) . Ve, n,mEZ}.

_ZQmV _Z2n+2mv
Note que V' no es necesariamente autoadjunta aqui. El conjunto & es un subsemigrupo mul-

tiplicativo de C22*2L porque para cualquier V, V' € CE*L y n,m,n’,m’ € Z, uno tiene la
siguiente identidad

% 2y V! 2V ontom! 4% 2V
_2my, _2nt2my, _z2m/ v _ZQn’Jer’ v = (1 -z ) — 2my\! _Z2n/+2mvvl :
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Por y , M?Z esta en el generado de &. Mas atn, para n +m’ > 0, cada uno de
los productos contiene un factor (1 — z2"*2™) = (1 — 22)(1 + 22 + ... + 22"*2"'=2), Como
v*(1 — 2?) = —1z, este cancela la singularidad de uno de los factores v*. Para n +m’ < 0, se
argumenta de manera similar y para n +m’ = 0 el producto se anula. En consecuencia, en
todos los productos en solo un factor singular v* permanece. Extrayendo esta singularidad
se sige la afirmacién.

La segunda prueba esta basada en y en un calculo explicito de el inverso de C* que
prueba que

-1 z'1

M = "D (K, )t (1 1

) TE(K,, K_)C*D*(K_) .

Por lo tanto uno puede calcular el limite

— ! z\—1 z -1 +1 +1 +1
Fe = lm ()" M _’(1 :F1)7_Q<K+’K_)<1 1)’

y definir G7 = M?* — v*F,. O

Las matrices F1 en la Proposicion pueden también ser expresadas en términos del
wronskiano de las soluciones de jost. En efecto, comparando con (45)), uno encuentra

1z - 1/z  1/z
Fo = lim (v)"'"M* = lim W(w™ uz) W), u_l/z)
z—+1 z—+1 —W(ui,uz_) —W(ui’ui )

Ademads la Proposicién 23] implica que como M? es una entrada matricial de M?* entonces
tiene un comportamiento singular similar, a saber en una vecindad de 41

M? = Gi + v Fy

para polinomios trigonométricos G3 € CI*I y matrices Fy € CL*L. Note otra vez que
los subindices + corresponden al alto/bajo borde de banda +2 y no estan relacionados al
subindice en M?. Comparando con lo anterior, uno deduce que

Fe = lim —W(,u’?) = —W(u!,u'). (55)

z—+1 -

Para un analisis mas detallado, vamos a enfocarnos en F' = F; en el borde de banda superior
(E = 2). El borde de banda inferior (F = —2) se analiza de forma similar. Tomemos su
descomposicién en valores singulares F' = UDU’ donde U y U’ son unitarias y D > 0 es
diagonal. Si F' es no singular de modo que D > 0, uno tiene

z z z -1 z * * Y2 * z _1*
T! = lim (G* + v F) = lim (U)(U"G*(U")" + v* D) U" = 0.

z—1

Tambien los coeficiente matriciales N? tienen una descomposiciéon N? = G* 4+ v*F con

F o= lim W) u?) = W, u').

z—1 -
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En consecuencia uno encuentra en el caso no singular que
RL = —lim N*(M?)™' = — lim (GF+V*F)(G*+ v F)™ = —FF' = 1. (56)
zZ—r zZ—r

Ahora vamos a tratar el caso de que la matriz F' es singular. Entonces D = diag(0, f) con
f > 0. Para posterior uso, vamos a denotar J; = L—rank(f) = L—rank(F) = dim Ker(F).
Entonces

T° = (G*+v*UDU')" = (U) (U*G*(U')* + v*diag(0, f)) " U* .
Ahora el inverso puede ser calculado utilizando la férmula del complemento de Schur. Sea
* Y2 A a® bz
U G (U) - (CZ dz) .
Entonces
— (s5) (s 4 )
— —(dZ+VZf)_1CZ(8Z)_1 (dZ+VZf)_1+(dz+sz)_1CZ(SZ)_1bZ(dZ+I/Zf)_1 ’
(57)
con el complemento de Schur s* = a* —b*(d* +v7 f)~'¢*. Recuerde que un hecho general es que
el complemento de Schur de una matriz con entrada inferior derecha invertible es invertible
si y solo si la matriz es invertible. Aqui la matriz U'T?U = U'(M?)~'U es invertible para
z €S, =8"\{-1,1}. Mas atn, [|[UT?U|| = ||T*|| = [[(M?)7!|| < 1 para z € S} debido a que
(M?)*M? > 1 (ver la prueba del Lema . Por lo tanto también [|(s*)7!]] < 1 para z € S}.
Por otro lado, f > 0 implica lim,_,; s* = a' por eso a' is invertible. Se sigue que
1y—1
' = (U ((ao) 8) U . (58)

Ademds, uno tiene que RZ = (G* + v*F)T*. Como el limite T* es acotado v ||RZ|| < 1,
se debe tener que FT! = 0 por lo que

R = G'T! .

Férmulas para T y R}F pueden ser obtenidas de manera similar. Otras formulas para el limite
que resultan de las identidades son

1 _ 1y -1 1/Z  zy\—1 1 _ oy -1 z ,1/z\-1
T, = ll_rg 1z 2) Wu’l~ul)™ T ?3% (z—277) W(ui,ul7),

y de manera similar para R}. Esto implica

T' = lm o(z -2 ") Wi, u'/?)™ = (h’m 1(z7h = 2) W(ul_/g,ui)’ly = (T})*.

z—1 z—1

De forma similar, uno obtiene que R! = (R!)*. Férmulas andlogas para z = —1 pueden ser
obtenidas. Debido a la identidad (M?)~! = T*, lo anterior implica el siguiente hecho que serd
usado posteriormente.

1

Proposicién 24. El limite lim,_, 4, (M?)~" eziste.
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10. Estados semi-acotados

En el borde de banda E = 2 (y de forma similar £ = —2), uno tiene z = 1. En el limite
1/

. > z . . .
z — 1, las soluciones u7 y u’" pueden posiblemente alinearse y entonces su wronskiano

W (u?, u “) converge a 0, al menos sobre un subespacio. Por eso su inverso divergerd ahi. En
esta seccion, se probara que el polo asociado puede ser extraido y entonces determinarse el
limite de la matriz de dispersion. El comportamiento no genérico donde no se da, esta
conectado a la existencia de estados especiales en las energias del borde de banda. En efecto, si

. 3 1 . o . . . .2
el wronskiano W (uZ, u! “) tiene un kernel no trivial en el limite z — 1, entonces la alineacién

de direcciones de u7 y u'/* en el limite z — 1 permiten construir soluciones acotadas, que
pertenecen a (*°(Z,CL) y por lo tanto el generado de las soluciones acotadas u} cuando +oo.

De forma similar como en ([18]) estas conducen a las matrices

1 .
dl(n) = <1) e C*xL n> K, o n < K_ respectivamente.

Estas matrices satisfacen (®1)*Z®L = 0. Si la interseccién
Ran (@) (K4)) NRan(T?(Ky, K_)®' (K_)), (59)

es no trivial, de vectores en esta interseccion se pueden construir soluciones asintéticamente
constantes (ambas en +oo y —00). Si tomamos ¢ € C* tal que ®! (K )¢ esta en la intersec-
cién, uno obtiene una solucién acotada

win) = (1) T Ko
Estas soluciones son constantes fuera de {K_ + 1,...,K,}. En el caso de operadores de
Schrodinger continuos, tales soluciones son llamadas estado semi-acotados porque estas tienen
una contribucion % en el teorema de Levinson. Estos estados no estan en el espacio de Hilbert,
pero en algunos casos, dependiendo de la dimensién, tienen decaimiento [I7]. Aqui estas
soluciones son constantes asintéticamente. Por supuesto, estos estados semi-acotados no nos

proporcionan eigenvalores de H como operador autoadjunto.

Ahora sea J; la dimensién de esta interseccion. Por construccion, esta es igual a la di-
mensién de el espacio de soluciones acotadas en la energia £ = 2 con lo cual z = 1 (esto

es, la dimension de los estados semi-acotados en z = 1). Hay una dimension similar .J,  para
EF=-2yz=-1

Proposicion 25. Uno tiene que Jf = dim Ker(FL), con Fy definido como en la Seccién @
en z = £1. Mas ain, el mapeo z — det(M?) tiene un polo de orden L — J,f en z = =+1.

Demostracion. Vamos a enfocarnos en z = 1. Por ((55]),

Fpo= —W(ub,ul) = a(ul(n+1) —ul(n)),
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para toda n > K. Se sigue que

o u) S (1) — ()

n—00 n n—00 n

- _ZFJ’_ .

Como (ui, ’U}r) es una solucion fundamental en £ = 1, hay matrices X,Y de L x L tales que
ut =ul X +0lY. Usando que u! (n) = 1y vi(n) = n paran > K, se sigue que Y = —1F,.
Por lo tanto, u! (n) = X —wnF, paran > K,. Por lo que soluciones de la forma u! ¢ son
acotadas si y solo si ¢ € Ker(F,). Esto implica que J," = dim(Ker(F,)).

La segunda afirmacion, es equivalente a que z — det((M?)~!) = det(T?) tenga un cero
de orden L — J;L—L en z = +1. Esto sera verificado para z = 1 usando las férmulas explicitas
de T* dadas en la Seccién |§| El caso z = —1 es andlogo. Para U, U’ como estdn dadas, vamos
a introducir la siguiente notacién para las entradas matriciales de U'T*U como esta dada en

(©7):

z z
~y > )
C

es decir, a7 = (7)1, b7 = —(s7) b (d* + 2 f) ' y asf sucesivamente. Como f > 0y ||d7|| < 1
para z € S}, se tiene que

jw)
S

>

UTU = <

lim (& +v7f) = 0,  lim oA (& +v7 ) = [

z—1 z—1

Esto implica que

lim b°(d*)~'¢* = lim () 707 (d" + v f) 7 (1 + ¢ (8°) 0 (d + v )7

z—1 z—1

(5 =0.

Notemos que d* es invertible porque vid — f~! por . Por eso

_1A

lim det (a* — (&) &) = lim det ((s9)71) = det ((a’)™?) #0,

. . A [P N T . . .
porque a' es invertible. Por lo tanto a* — b*(d*) ¢* es invertible en una vecindad de 1. De
manera similar,

lim det (v*d*) = det(f~') .

z—1

Finalmente, usando la férmula de Schur para el determinante,

-1

det(U'T?U) = ()40 det (v2d?) det (a° — 07 (d°) &) ,

por que el tamaiio y el rango de f es L—.J;". Debido al comportamiento asintético establecido
antes y al hecho de que v* tiene un polo de orden 1, se implica el resultado. O

Por dltimo recolectamos la informacién anterior sobre los estados semi-acotados en la
siguiente proposicion.
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Proposicién 26. Para cada ¢ € Ran(T"), existe un estado uy € (°°(Z,Cl) que satisface la
ecuacion de Schrodinger Hug = 2ugy. Bl limite

existe. La dimension J," de el espacio de estos estados semi-acotados es igual a dim(Ran(7")).
Una afirmacion similar se da para z = —1.

Demostracion. Se sigue de lo anterior y de el hecho de que
Ran(T") = (U’)*(CE=rankF-)) = Ker(F,),
donde la primera igualdad se debe a y la segunda a que Fy = UDU’. O

11. Time delay

El Teorema de Levinson concierne al 'winding number’ de la matriz de dispersién sobre el
circulo unitario. El integrando es también llamado 'the time delay’. Este puede ser calculado
por el siguiente principio general relacionado simplemente con el paso de la J-unitaria

M a la unitaria V(M).

Proposiciéon 27. Sea t — M, una trayectoria diferenciable de matrices J-unitarias con
entradas en la diagonal Ay y Dy. Entonces

Tr(VM) 0V(M,)) = Tr((A)'0:A — (D)) '0,Dy) .

Demostracion. Vamos a omitir el indice ¢ y escribiremos 0 = §;. La J-unitariedad de M y
M* es equivalente a las siguientes identidades

A*A = 14+C*C, D'D =1+BB, A'B = C*D,
AA* = 1+ BB*, DD* =1+CC*, AC* = BD*.

Como se noté antes, A y D son entonces invertibles. Ahora
. A1 A™'B (A*)"t  —BD™!
Tr(V(/\/l) 81}(./\/1)) = Tr ((—(D*)_lB* (D*)_l) 0 (B*(A*)_l D1 ))
= Tr(A7'0(A") '+ A" BOB*(A*) ' + AT'BB*9(A*) ™!
+(D*)"'B*0BD™' + (D*)"'B*BOD " + (D*)"'oD™!) .

Ahora utilizando las primeras identidades, reemplazamos BB* y B*B en la anterior expresién
en el tercer y quinto sumando y obtenemos

Tr(V(M)*OV(M)) = Tr(A*0(A*)™' + A'BOB*(A*) ' + (D*)"'B*dBD~' + DD ')
= Tr(4*9(A") ' + (A*)'A7'BOB*+ D~'(D*)"'B*0B + DOD ™)
= Tr(4*0(A") ™" + (AA")"'BOB* + (D*D)"'B*dB + DOD ") .
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Ahora reemplazando AA* y D*D en términos de B y usando (14+B*B)"'B* = B*(1+BB*)™!
obtenemos

Tr(V(M)*OV(M)) = Tr(A*0(A*)~' + (1 + BB*)"'9(BB*) + DOD™")
Tr(A*0(A*) ™" + (AA*)T'O(AA*) + DOD™)
= Tr(— (A*")'9A* + (AA*) " (0AA* + ADA*) — D7'OD) ,

que implica el resultado deseado. O

Cuando aplicamos lo anterior y , se obtiene una formula para ’the time delay’ para
z € St\ {—1,1}. Como ambos lados son meromorfos, esta férmula se extiende para todo

{zeC:z 21 eCyl.
Corolario 28. Para todo z,z7' € Co U {—1,1},

Tr((gl/z)*azsz) _ Tl"(( 1/z) 13 Ml/z_< z)flazMi) (60)
= det(MY*)71 0, det(MY*) — det(M?)' 0, det(M?).  (61)

12. Funcién de Green y la matriz de dispersion

Recuerde la definicién (15) de la funcién de Green. Note que \sm(GE (n,n)) > 0 para
Sm(E) > 0, por lo que es 1nvert1ble Ademés, la funcién z — G*t%7' (n,m) es analitica en

C\ S

Proposicién 29. Para E =2+ 2" € o(H) con |2] < 1,

KK
Mi == 1 GE(K*7K+)717
z—z
KK
N2 = 78 GR(K Ky GP(K K ) ™ = ——— GP(K K y) ™
z—z

Demostracion. Vamos a hacer G¥(n) = G¥(n, K,) y ver esto como una funcién a valores
matrices en Z. Entonces

GP(n+1) + GPF(n—1) + (V(n) = E)G"(n) = 6.k, 11 .

GFP(n+1)
VP (n) = :
Usando los tres términos de la relacion de recurrencia de manera iterada, se puede ver que
U¥(n) tiene rango L. Ademds, se tiene que

Vamos a introducir

V() = TEm) T2 —1) + Sni, (é) |
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En particular,

UK, = TE(K,, K_)VP(K_) + (3) . (62)

Como la matriz U (n) esta expresada en términos de el resolvente, esta decae tanto cuando
n — oo como cuando n — —oo porque n — G¥(n) es cuadrado sumable. Para |z| < 1, se
sigue de (|17)) y de argumentos similares que hay soluciones \I/f y W¥ con condiciones iniciales
VE(K,) y WP(K_) que decaen en +00 y —o0, respectivamente, de forma cuadrado sumable.
Esto implica que hay matrices cuadradas of tales que \Iff = Piaf y V2 = %07, En
particular,
1
VE(K,) = @3 (Ky)aet, WKL) = oYK, )at

Como UF(K ) son de rango L, las matrices a7 son invertibles. De estas ecuaciones, se obtiene
que
of = 2 GHF(KY), o = Z-GE(K.).

Mas aun,
OU(Ky) = TP(K,, K )oY (K.) = TP(K, K )UP(K_)(a®)!
= (v - (§)] @t = Jesaes - (§)] @
Ahora usando las ecuaciones y , se obtiene que
M = —v & (K,) L ToYH(K,)
(KL T [«bi(m)ai - (3)] (a2)7!

=0+ et (}) (@)

LK+ LK —K_

= (o)t = GP(K_,Ky)™.

z—2z1 z—z1

De manera similar
NZ = v YKL ) LTV (k)
z * z z 1 zZ\—
= v oV )T eyl - ()] @)

— atfer) - v el (1) (@)

KK
_ ZfK_,_fK_ GE(K+,K+) GE(Ki,KJr)*l _ — GE<K,,K+)*1 .
Z—Z

Esto demuestra las dos identidades. O
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Notemos que la Proposicién 29 también provee una prueba alternativa de la Proposicién
Ademas, esta implica una férmula de los coeficientes de transmisién 77 y los coeficientes de
reflexion R? en términos de la matriz de Green:

17 = ZK_7K+(Z_271) GE(KfaKJr)a R = Z72K+(_1 + (Z_Zil)GE(KJr:KJr)) ) (63)

Donde |2] <1y z+ 27! ¢ o(H). Los otros coeficiente de la matriz de dispersién para |z| < 1
pueden ser obtenidos usando la relacién

GE(n,m)* = GF(m,n).
Debido a que 7% = (77)* y a la unitariedad, se obtiene que

T; = 2N (-2 GP(KL,KD), R =2 (1 - (z—2")GP(K_,K_)). (64)
Entonces la matriz de dispersién S8 para |z| < 1 puede ser escrita de manera compacta como
establece la Proposicién 9]y asf se completa la prueba de estos resultados.

13. Ejemplos

Si Ky = K_ por lo que V = 0, entonces no hay obstaculo para las soluciones de jost que
satisfacen u? = u”. Entonces la matriz de transferencia asi como la matriz de dispersién es
la identidad. Ahora vamos a considerar el caso de una perturbacién en un sitio, digamos el
sitio 1. Asi K, =1y K_ = 0. Entonces uno trata solo con M?*(1,0) = M?(1) dado por
y, usando la ecuaciones @ y , uno encuentra

S - < (1 —ZVZV(l))_l , viz72V (1) (1 —Zl/z‘l/(l))_1> .
—v 22 V(1) (1 — V(1)) (1 -7V (1))

Note que si |z| = 1, el inverso en efecto siempre existe porque la parte real de 1 —21*V (1) es
positiva. Ademas, si V(1) es de rango completo, uno obtiene en el limite cuando z — 1
porque entonces v* — 0o. En general, sea P la proyeccién sobre el kernel de V' (1), entonces
T! = P. La solucién que es constante asintoticamente u, de la Proposicién puede ser
escogida constante en este caso. Por lo tanto V' tiene un canal sin reflexion si P es no trivial.

Ahora sea Ky =1y K_ = —1 es decir la perturbacién tiene soporte en dos sitios 0 y 1.
Entonces

s = oo (280 e (S S0)]

que permite obtener

M? = 1 -5V (0)+ V(1)) + (v*)2*(2* = )V (0)V (1)
= 1—°(V(0)+ V(1) — 2V (0)V (1))
= 1-ZV(O)V(1) -2 (V(0) + V(1) = V(0)V (1)),



donde fue usada la identidad (2% — 1) = 12. Recuerde que MZ es invertible para |z| = 1 (ver

el Lema [16)), el coeficiente de transmision es en este caso

T = (1—22(V(0) + V(1) — 2V (0)V(1)) " .

Con la notacién de la Seccién [9) uno puede entonces obtener que G* = 1 — 2 V(0)V/(1)
y F'=—(V(0) + V(1) — V(0)V(1)). Ahora es posible construir ejemplos con F singular y

entonces bordes de banda con comportamiento asintético no genérico.

14. Apéndice

Sea M = M1 v I’(N, M) el espacio de las sucesiones h : N — M con ) [|h(n)|]P < oo
para p € [1,00) y sup, ||h(n)| < co para p = .

Teorema 30 (Lemma 7.8 [32], Ecuacién de Volterra). Sea g € (N, M) y K(n,m) € M
para cada m,n € N. Considere la ecuacion de suma de Volterra

o0

f(n) =g(n)+ Y K(n,m)f(m), (65)

m=n+1

y supongamos existe una sucesion M € ['(N,R) tal que | K (n,m)|| < M(m) para cada m,n €
N. Entonces, la Ecuacion tiene una unica solucion f € I*®°(N, M). Mas ain, si g(n) y
K(n,m) dependen continuamente (resp. analiticamente) de un parametro z (para cadan), M
no depende de z, y g(n) es uniformemente acotada con respecto a n y z, entonces se tiene
que lo mismo es verdadero para f(n).

Demostracion. Para cada k € N, si uno encuentra una soluciéon f € (NN [k, 00), M),
entonces esta puede ser extendida a una solucién en [*°(N, M) definiendo recursivamente
f(n) =g(n)+ > .1 K(n,m)f(m) para cada n < k. Como M € I'(N,R), entonces existe
k€ Ntal que >, M(m) < 1/2. Entonces, sin perder generalidad, podemos asumir que
k=0,ide,Y ~_ M(m)<1/2 Entonces introducimos el siguiente operador 1" : [**(N, M) —
[*(N, M) como

(Tf)(n) = > K(n,m)f(m)
m=n-+1
que esta bien definido porque
Yo AKmmfml < Y IKmm) )] < 1/2]f]l.
m=n+1 m=n+1

Maés atin, la tdltima ecuacién también implica que T es acotada y que ||T|| < 1/2, por lo que
I — T es invertible y f := (I —T) 'g es una solucién a la ecuacién que esta en [*(N, M).

Ahora vamos a asumir que g(n) = ¢*(n) y K(n,m) = K?(n,m) dependen continua-
mente (resp. analiticamente) respecto al parametro z (para cada m), M no depende de
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z, y g*(n) es uniformemente acotada con respecto a n y z. Como la serie (T'¢%)(n) =

Y omnst KZ(n,m)g?(m) converge uniformemente, (T'g%)(n) es entonces continua (analitica)

para cada n € N y esta es uniformemente acotada con respecto a n y z. Repitiendo el argu-
mento, uno obtiene que lo mismo es cierto para 77¢*, para cada nimero natural 5. Usando

que [ T7g| < (1/2) sup,,.{llg(n)}, se sigue que la serie f*(n) = 372 (T7g)*(n) converge
uniformemente. Esto implica que el mapeo z +— f*(n) es continuo (analitico). O

Lema 31 (Lema de Gronwall). Sea (un)nen, (Wn)nen una sucesion de reales no-negativos y
a un numero real tal que para n € N

n—1

=1

Entonces, para n € N tenemos que

n—1
U, < aexp (Z w,) .
i=1

Demostracion. Notemos que

1+ ; (1:[(1 —i—wl)) wy, < 1:[(1 + wy,) (66)

1= =1

donde el producto vacio se define como 1 y la suma vacia como 0. Probaremos por induccion

sobre n que
n—1

Uy < o H(l + wy) (67)

i=1

para n = 1 es claro, y el paso inductivo se deduce de lo siguiente ocupando ([66)),

aH(1+wn) Zoc—l—ozz (ﬁ(l—l—wl)) Wi

i=1 i=1 =1

n
> a+ E UpWg 2 Upg1
=1

con lo que se tiene @, notemos que para x € R™, 1+ z < exp(z) ocupando esto y se

tiene que
n—1 n—1 n—1
U, < @ H(l +w,) < aHexp(wn) = aexp <Z wn> :
i=1 i=1 i=1

que es lo que se quiera probar.

29



Lema 32 (Variacién de parametros). Consideremos la siguiente ecuacion de diferencias
X(n—1)+AX(n)+X(n+1)=B(n)X(n), (68)

donde A, B(n) € M para cada n € Z. Suponga que Sy, Sy son soluciones de la ecuacion
X(n=1)+AX(n)+ X(n+1) =0, (69)

tales que S1(0) =0, S1(1) =1 y S2(0) = S»(1) = 1. Entonces, para C, D € M, la solucién S
de la Ecuacién (68)), con condiciones iniciales S(0) = C, S(1) = D, satisface paran € N

S(n) = S0~ C) + S,(C + 3 Si(n— HBHISG). (70
y para n € Z~ U {0}
S(n) = Si(n)(D = C) + S5 (n)C = Y Si(n—§)B(7)S(), (71)
j=n+1

donde esta identificando Z?Zl Si1(=7)B(7)S(j) =0y Z?Zl S1(1—4)B(5)S(j) = 0.

Demostracion. Las Ecuaciones y junto con las condiciones iniciales definen recur-
sivamente una funcion a valores matrices que es denotada por S. Ahora vamos a probar que
S satisface la Ecuacion . La prueba es dada solo para n > 2, los otros casos se tratan de
manera similar. Para cada X € M?%, usamos la notacién

ho(X)=X(n—1)+AX(n)+ X(n+1).
Usando la Ecuacion y n > 2 obtenemos (aqui recuerde que S; y S, satisfacen y, por
lo tanto, h,(S1) = 0 = h,(S2); mas atin S1(0) =0,5,(1) =1)

n—2

hn(S) = ha(S1)(D = C) + ha(S2)C + D h(S1) B()S(5)

+ ASi(n—(n—1))B(n — 1)Szn —1)+Si(n+1—-(n—-1)Bn—-1)Sn-1)
+Si(n+1—n)B(n)S(n)
=AS;(1)B(n—1)S(n—1) + S1(2)B(n — 1)S(n — 1) + B(n)S(n)
- (ASl(l) + 51(2)>B(n —1)S(n —1) + B(n)S(n)
= —51(0)B(n—1)S(n—1) 4+ B(n)S(n) = B(n)S(n).
Obtenemos que h,(S) = B(n)S(n), que es (63). O

Lema 33. Consideremos la configuracion de el Teorema cong=1,K*(n,j) = —2/""s*(j—
)V (i) y M(j) = jl|V(j)| donde s* es como en la Proposicion . Ademds sea u*_ la corres-
pondiente solucion de la ecuacion de Volterra (para n € N)

@(n)=1- > s —n)V() i) (72)

Jj=n+1
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Finalmente denotemos por u7(n) = 2"u7 (n), n € N. Se sigue que
(0= 1)+ V(s (n) 4 (n + 1) = (= + 1/ (), nz2 (1)

Demostracién. Vamos a tomar n > 2. Usamos la notacién de el Lema[32]y su prueba, tomando
A = —(z + 1/2)1, y haciendo y(n) = 2". Un célculo directo prueba que h,,(s*) = 0 and
hm(y) = 0, para cada m. Ademés notemos que

[e.o]

wi(n) =)+ Y s (n— V(i) (74)

Jj=n+1

Se sigue de por un célculo algebraico usando la definicion de h,, que

hn(UZ) = () + Z hnj(s)V(7)ui(G) + As*(n — (n+ ))V(n+ Dui(n+1)  (75)
+s5'(n—1—(n+1)V(n+Dui(n+1)+s*(n—1—-n)V(n)ui(n).

Usando ([75)), el hecho de que hy,(s7) = 0, h,(7) = 0y s*(m) = —s*(—m) junto con s*(0) = 0,
s*(1) = 1, se obtiene que
hn(u?) = — (As*(1) +57(2)V(n+ Dui(n+ 1) — s*(1)V(n)ui(n)
=s7(0)V(n+ 1ui(n+1) — V(n)u?(n)
= = V(n)uj-<n)7
que es . ]
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