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Resumen

En los sistemas multiagente uno de los problemas a resolver es el consenso ĺıder – segui-
dor, en particular, para nodos seguidores con una estructura de cadena de integradores
de segundo orden perturbados, se considera el problema de estimación de velocidad del
ĺıder e información sobre las posiciones relativas entre los nodos.

Basado en la teoŕıa de los modos deslizantes, se utiliza una estructura diferenciación
distribuida que converge en tiempo finito, por lo que se propone añadir un término de
escalamiento en las ganancias del diferenciador, tal que, se asegura la estimación exacta
en un tiempo máximo definido.

Finalmente, se proponen dos esquemas distintos de control basados en los valores es-
timados en el diferenciador en tiempo predefinido, capaces de lograr el consenso cuando
la norma de error de diferenciación es acotada. Algunas de las ventajas de utilizar este
esquema de diferenciación en tiempo predefinido son: la convergencia de los términos
correctivos en el diferenciador en un tiempo definido y el diseño flexible del esquema
de control, el cual, resuelve un problema espećıfico. Este diferenciador solo requiere el
conocimiento de la posición del ĺıder en los nodos adyacentes.
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Índice general
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Caṕıtulo 1

Introducción

Los sistemas multiagente son un grupo particular de sistemas que operan en una
red de agentes autónomos, en el cual cada agente se comunica entre si con sus vecinos
y cuyo propósito es resolver un problema que individualmente es imposible de realizar,
algunas de las aplicaciones potenciales son: sistemas multivehiculo aeronáuticos para
combate, reconocimiento o sobrevuelo, satélites, sincronización de sistemas dinámicos
no tripulados, etc. Llevar a cabo las acciones deseadas en los ejemplos anteriores no es
una tarea trivial, por lo general, no todos los miembros de una red poseen la información
requerida para lograr su objetivo, es por esa razón es necesario que la información dentro
de una red se comparta, tal y como se menciona en [27].

En los últimos años algunos grupos de investigación han analizado distintos proble-
mas en los sistemas multiagente, tales como: sincronización, consenso, parvada, entre
otros objetivos considerando distintos conceptos y puntos de vista. En particular, en
el consenso existen dos clases de problemas: el problema de consenso con ĺıder y el
problema de consenso sin ĺıder. Este trabajo de tesis aborda únicamente el primer caso,
el cual intenta resolver el problema a partir de la información que poseen los agentes
adyacentes a un ĺıder, los cuales reciben el nombre de agentes seguidores, los agentes
comparten información a través de un canal de comunicación y mediante un esquema de
control, se intentan imitar el comportamiento del sistema ĺıder. El consenso se consigue
una vez que el comportamiento entre los agentes sea el mismo que el ĺıder, lo anterior
se menciona en [26].
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Posición X

Posición X

Posición X

Posición X

L

S3

S2

S1

Figura 1.1: Problema de consenso con ĺıder

La figura 1.1 representa un ejemplo del problema de consenso en una red de comu-
nicación, el cual muestra un agente ĺıder L con una posición X y una serie de agentes
seguidores S1, S2 y S3. El consenso se logra cuando los agentes seguidores alcanzan la
misma posición del agente ĺıder, es decir, la posición X. Las interacciones en una red
de comunicación están asociadas a un grafo el cual establece las reglas de como es que
la información se distribuye entre los agentes, a lo largo de este trabajo de tesis cada
agente puede representar un sistema dinámico en particular, tal como se menciona en
los trabajos de [4] y [3] sobre teoŕıa de grafos. Por ejemplo, sea el siguiente sistema
multiagente cuyas interacciones están asociadas a un grafo G, con una dinámica que
describe su comportamiento dado por las ecuaciones del ĺıder y seguidor:

ẋ0 = f(x), (Ĺıder)

ẋi = ui, ∀ i = {1, 2, 3, . . . N}. (Seguidores)

0
1

2 i

3

Figura 1.2: Grafo G
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En la figura 1.2, solo el seguidor 1 es adyacente al ĺıder y conoce los estados del
mismo. El objetivo es lograr que los estados en los seguidores i-ésimos sigan al estado
del ĺıder, por lo que se diseña un grupo de controladores que utilicen la información
relativa de sus estados i, respecto a sus vecinos j. De [28] se muestra el protocolo lineal
de consenso clásico, para un grupo de nodos integradores de primer orden, en el cual
se puede diseñar la entrada de cada nodo ui = −Φ(xi − xj), tal que, los estados en
los seguidores tiende al estado del ĺıder para todo tiempo, sin embargo, el protocolo
no converge exactamente a las trayectorias del ĺıder y ante presencia de perturbaciones
en el canal de comunicación, es decir, xi = ui + ζ(t), las trayectorias en los seguidores
divergen respecto a las del ĺıder. Las trayectorias de los sistemas seguidores conver-
gen exponencialmente a las trayectorias del sistema ĺıder siempre y cuando no existe
presencia de perturbaciones. En un intento por robustificar lo anterior, es posible apo-
yarse en la teoŕıa de los modos deslizantes, la cual puede otorgar robustez a cierta clase
de perturbaciones y una convergencia exacta de las trayectorias. Lo anterior deja las
puertas abiertas a trabajos cuyo enfoque es cubrir temas de robustez. Muchos de los
trabajos que se han realizado en el tema de consenso se enfocan en el control distribui-
do, sin embargo, el control distribuido supone que los agentes adyacentes al ĺıder tienen
información completa de los estados del mismo, por lo cual no siempre es posible llevar
a cabo aquellos algoritmos.

En concreto, si se tiene una estructura ĺıder-seguidor como una cadena de integra-
dores de segundo orden, con una dinámica en el ĺıder de la forma:

ẋ10 = x20,

ẋ20 = f(t, x10, x20),
(1.1)

donde x0 ∈ R2 son los estados y |f(x10, x20)| < L, con L ∈ R+ como una constante
positiva. Los seguidores tienen una dinámica de la forma:

ẋ1i = x2i,

ẋ2i = ui,
(1.2)

donde xi ∈ R2 representa los estados y ui es la entrada de control.
Se desea lograr el consenso, es decir:

||xi − x0|| → 0 cuando t→ +∞,

esto significa que los estados en cada seguidor, alcanzara al ĺıder y para ello basta
utilizar la entrada que se propone en el quinto caṕıtulo en [26]:

ui =
∑
j∈Ni

aij [ẋ2j −Kri(x1i − x1j)−Kvi(x2i − x2j)] ,

+ ai0 [ẋ20 −Kri(x1i − x10)−Kvi(x2i − x20)] ,
(1.3)

donde aij representa un elemento de la matriz de adyacencia, Kri y Kri son las ganan-
cias del control. Es claro que para llevar a cabo este algoritmo, los nodos seguidores
adyacentes al ĺıder deben conocer la posición, velocidad y aceleración del mismo.

3
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Por ejemplo, sea el grafo no dirigido:

0

1

3
4

2

Figura 1.3: Grafo Ge

donde f(t, x10) = −x10 y utilizando la entrada de control ui de la expresión (1.3),
para condiciones iniciales cercanas, se tiene el siguiente resultado de simulación:

0 2 4 6 8 10

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

(a) Posición

0 2 4 6 8 10

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

(b) Velocidad

Figura 1.4: Estados en el sistema multiagente

La figura 1.4 muestra como para condiciones iniciales cercanas, se logra el consenso,
sin embargo, se debe hacer énfasis en que el algoritmo anterior depende de conocer
todos los estados del ĺıder hasta la aceleración en los nodos seguidores adyacentes al
ĺıder, además supone condiciones ideales, es decir, cuando no existen perturbaciones en
los nodos seguidores.

En el siguiente ejemplo, se mantiene la dinámica del ĺıder y se cambia la dinámica
del seguidor por:

ẋ1i = x2i,

ẋ2i = ui + ζi,
(1.4)

4



donde |ζ̇i| es un termino de perturbación acotada por la misma constante L.

0 2 4 6 8 10

-0.5

0

0.5

1

(a) Posición

0 2 4 6 8 10

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

(b) Velocidad

Figura 1.5: Estados en el sistema multiagente perturbado

Más allá de conocer todos los estados del ĺıder para los nodos seguidores adyacentes,
el problema de utilizar el mismo algoritmo, radica en su falta de robustez cuando los
nodos seguidores están perturbados y la figura (1.5) muestra como no se consigue el
consenso.

En particular, en los sistemas mecánicos, se puede utilizar las derivadas de su salida
para reconstruir las posiciones, velocidades y aceleraciones, por lo que algunos trabajos
como en [6] se enfocan en utilizar los modos deslizantes de segundo orden para estimar
una señal de referencia. Otros diferenciadores basados en los modos deslizantes como
en [7] utilizan filtros con el propósito de reconstruir la derivada deseada de la señal de
salida, sin embargo, están limitados por la constante de tiempo en el filtro. Por otro
lado el diferenciador de primer orden de [14], también basado en los modos deslizantes
de segundo orden dan una mejor precisión en el sentido de [Kolmogorov], no obstante,
se encuentra limitado a la primera derivada de la señal base, sin embargo, obtener las
derivadas de un orden superior el trabajo de [15] y [16] propone un diferenciador de
orden arbitrario, modificando los argumentos en el mismo, ya que estos son iterati-
vos a diferencia del primer trabajo. Los diferenciadores de orden superior requieren de
conocimiento adicional de la cota del error de diferenciación inicial para asegurar la
convergencia durante el tiempo de asentamiento del sistema, sin embargo, para evitar
ese requerimiento, el trabajo de [5] propone una convergencia en tiempo fijo usando el
diferenciador de primer orden basado en el algoritmo de super twisting. Otros trabajos,
como en [2] consiste en la reconstrucción de la N -esima derivada de una señal base
utilizando un diferenciador de orden arbitrario, el cual converge en tiempo finito inde-
pendientemente de las condiciones iniciales. Este trabajo de tesis pretende centrarse en
la estimación distribuida a partir de la información que se intercambia en la red.
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Figura 1.6: Control basado en la estimación distribuida

Es importante dejar en claro que el grafo asociado a la red de comunicación es
unicamente para la parte de estimación y por esa razón recibe el nombre es estimación
distribuida. La figura 1.6 muestra como cada agente seguidor utiliza la información
relativa de sus vecinos para estimar la información restante, la cual sera utilizada en el
diseño de control para lograr el consenso. Trabajos como en [19], se proponen estruc-
turas de diferenciación basadas en [14], en la cual se intercambian las posiciones entre
los nodos, aśı como las velocidades estimadas en la red. El primer diferenciador que
presentan estima el protocolo lineal en la red y el segundo diferenciador estima el error
de seguimiento, ambos enfoques son similares y en cierto sentido pueden visualizarse
de la misma manera, ya que ambas visiones tienen como objetivo facilitar el diseño de
control, en el cual los errores tienden a cero incluso frente a perturbaciones acotadas.
En [32] se considera el problema de seguimiento en múltiple sistemas Euler-Lagrange
sin depender de la velocidades, utilizando observadores distribuidos, los cuales utilizan
la posición relativa entre un nodo y sus vecinos, la información estimada se emplea en
un control el cual tiene como propósito hacer que el error de seguimiento tienda a cero.
Ambos trabajos proponen estructuras de convergencia en tiempo finito, sin embargo,
en los últimos años se ha propuesto conocer la cota máxima de convergencia en las
trayectorias independiente de las condiciones iniciales.

Algunos trabajos cómo [9] consideran la sincronización para sistemas multiagente
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de segundo orden con perturbaciones acotadas cuyo algoritmos homogéneos de control
basado en observación alcanzan una convergencia en tiempo fijo independientemente
de las condiciones iniciales, partiendo del conocimiento de la posición y velocidad de
sistema ĺıder. En este trabajo se propone estimar los errores de seguimiento entre los
seguidores y el ĺıder, cuya información estimada es empleada en el diseño de control
con el objetivo de que el error de seguimiento converja a cero. En [21] se considera el
problema de sincronización en una estructura ĺıder seguidor, cuando existe la presencia
de retrasos en la entrada de los seguidores en sistemas de segundo orden, se emplean
algoritmos homogéneos para la parte de observación y de control en el seguimiento,
cuyo tipo de convergencia dependerá de los ajuste en los parámetros del observador, la
cual puede ser en tiempo fijo o tiempo finito. Estos trabajos están enfocados en lograr
una convergencia en tiempo fijo, incluso en presencia de perturbaciones, sin embargo,
existen trabajos enfocados en definir la cota máxima de convergencia, tal es el caso
del trabajo en [22] que muestra la misma visión del trabajo en [9], es decir, estimar
los errores de seguimiento en un tiempo definido por el usuario dependiendo de los
parámetros en el observador, información que sera usada en el diseño del controlador.
En la práctica, tener la estimación exacta de las trayectorias de ĺıder es en cierto sentido
imposible de realizar, sin embargo, es posible obtener una cota de la estimación en un
tiempo definido.

Tiempo predefinido

Tiempo finito

Escalamiento

Figura 1.7: Escalamiento del tiempo

Trabajos enfocados en definir la cota máxima de convergencia, en los cuales se tiene
como objetivo una convergencia predefinida, tales como en [1], [31] y [11] enfocados en
introducir transformaciones temporales, las cuales definen un nuevo instante temporal
para el cual el control u observador preservan su tipo de convergencia dada su estructura
original, sin embargo, fuera de ese instante la convergencia es distinta, tal y como se
muestra en el ejemplo de la figura 1.7. El usuario define el nuevo instante o tiempo, por
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1. INTRODUCCIÓN

lo que el resultado concluye en una convergencia en tiempo predefinido. Este trabajo
de tesis utiliza una diferenciación distribuida en tiempo predefinido, debido a que se
desea estimar los estados del ĺıder antes de un tiempo definido por el usuario, dato que
será usado para el diseño del control cuyo objetivo sera lograr el consenso.

Estos trabajos previos han servido como una inspiración de lo que se pretende
mostrar en este trabajo de tesis, es decir, lograr que los agentes seguidores puedan
seguir a un agente ĺıder aún cuando cada uno de ellos es perturbado de distinta forma.

1.1. Objetivo

Este trabajo de tesis, considera una estructura de diferenciación distribuida en cual
se agrega un término que escala al diferenciador distribuido en tiempo finito para que
la dinámica de error converja a cero en tiempo predefinido.

1.2. Planteamiento del problema

En sistemas multiagente ĺıder - seguidor el problema de consenso puede ser resuelto
utilizando esquemas de control distribuido, sin embargo, cuando los nodos son de orden
mayor a uno, dif́ıcilmente los seguidores conocerán los estados completos del ĺıder. Este
trabajo de tesis aborda una manera de resolver el problema de consenso basado en la
diferenciación distribuida para estimar la información del ĺıder.

Diferenciadores en tiempo fijo o tiempo pre-escrito mencionados previamente en la
introducción, dependen del conocimiento de la aceleración del ĺıder y por otro lado, los
parámetros de diseño suelen ser complicados de calcular, por lo cual se considera el
diferenciador propuesto [19], el cual estima las diferencias de posición entre los nodos
y su error de seguimiento en la velocidad, sin embargo, el problema de utilizar el
diferenciador distribuido en tiempo finito, radica en el lazo cerrado, debido a que no es
posible (hasta el momento) garantizar la estabilidad del lazo antes de que los términos
correctivos en el diferenciador sean cercanos a cero, por lo cual, se emplea un termino
que escale el diferenciador, tal que la dinámica del error (en el diferenciador) tienda a
cero en tiempo predefinido.

En [11] y [1] se establecen las condiciones necesarias para definir el término de
escalamiento, tal que, el diferenciador distribuido converge en tiempo predefinido en el
espacio original y converge en tiempo finito en el espacio transformado.
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1.3 Contribuciones

Tc = Tiempo máximo de convergencia

Diferenciador en tiempo predefinido Diferenciador en tiempo finito

t

Tc

Figura 1.8: Diferenciación

La intención de la figura (1.8) es ejemplificar como diferenciador en tiempo prede-
finido converge como máximo en el tiempo definido y posteriormente como se leerá en
caṕıtulos posteriores, se recupera la estructura del diferenciador en tiempo finito, con-
secuencia del diseño en la ganancia variante con el tiempo. Debido a que los términos
de corrección en el diferenciador son lo suficientemente cercanos a cero, la informa-
ción estimada puede ser utilizada en el diseño de control para resolver el problema de
consenso.

1.3. Contribuciones

Este trabajo muestra una manera de resolver el problema de consenso basado en
la diferenciación distribuida cuya convergencia de la dinámica de error es en tiempo
predefinido.

1.4. Estructura de la tesis

Este trabajo está dividido en seis caṕıtulos, en los cuales el caṕıtulo dos comienza
por definir algunos conceptos, definiciones y herramientas utilizadas en el desarrollo de
este trabajo de tesis, tales como, la teoŕıa de grafos y los conceptos de control utilizados.
En el caṕıtulo tres se presenta el diferenciador distribuido en tiempo finito, el objetivo
de diferenciación, la estructura del diferenciador distribuido, aśı como la prueba de
convergencia en tiempo finito. El caṕıtulo cuatro replantea el problema de diferenciación
en tiempo finito y la necesidad de alcanzar una convergencia en tiempo predefinido,
se presenta el diferenciador distribuido en tiempo predefinido, aśı como los detalles del
enfoque de diferenciación, finalmente se muestra la prueba de convergencia. El caṕıtulo
cinco presenta las aplicaciones en dos distintos problemas de sistemas multiagente, en
particular, resolver el problema de consenso empleando el diferenciador distribuido,
utilizando protocolos continuos y discontinuos, aśı como una prueba de convergencia
del diferenciador utilizando distintas condiciones iniciales. Finalmente el caṕıtulo seis
finaliza el trabajo con las conclusiones del trabajo.
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1. INTRODUCCIÓN

NOTACIÓN

int(Ω) es el interior del conjunto Ω ⊆ Rn.

sign(ρ) es la función signo y se define como:

sign(ρ) =

{
1 si ρ > 0,

−1 si ρ < 0.

dxcα = |x|αsign(x) es una operación de potencial, la cual preserva el sign de
x ∈ R.

Dado un vector z = [z1, z2, . . . , zN ]T , se define lo siguiente:

• dzcα = [dz1cα , dz2cα , . . . , dzNcα]T .

• |z|α = [|z1|α, |z2|α, . . . , |zN |α]T .
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Caṕıtulo 2

Preliminares

Este caṕıtulo tiene como propósito introducir algunos conceptos y herramientas
empleados a lo largo de este trabajo de tesis. Se comienza con una introducción sobre
la teoŕıa de grafos que nos permite definir las interacciones entre agentes. Se continua
con la definición de sincronización y consenso, es decir, como la información se propaga
en la red para lograr un fin. Finalmente se muestran algunos conceptos de estabilidad y
diferenciación usando la teoŕıa de modos deslizantes para el desarrollo de este trabajo
de tesis.

2.1. Teoŕıa de grafos

Muchas situaciones en el mundo real pueden ser descritas por un diagrama com-
puesto de un conjunto de puntos con lineas ingresando a ciertos pares de esos puntos.
Por ejemplo, los puntos pueden representar centros de comunicación y las lineas in-
gresando representan los enlaces de comunicación. Una forma clara para simbolizar el
intercambio de información entre agente es la teoŕıa de grafos, la cual hace posible ver a
cada sistema como un elemento conectado que busca lograr un objetivo en común. A lo
largo de esta sección se emplean definiciones tomadas de [10], [4] y [3] para la parte de
teoŕıa de grafos; de [27], [26] y [28] para la parte de sincronización, aśı como de [25], [14]
y [29] para la parte que corresponde a conceptos de estabilidad y diferenciación basada
en los modos deslizantes, trabajos que resultan de importancia para el desarrollo de
este trabajo.

Definición 2.1 (Grafo) Un grafo G es un conjunto finito V(G) = {vi, . . . , vN}, cuyos

elementos nodos o vértices, junto con el conjunto E(G) ⊂ V × V cuyos elementos son

llamados bordes.
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2. PRELIMINARES

Definición 2.2 (Grafo dirigido) Un conjunto no vació de vértices o nodos V(G) y un

conjunto de arcos A(G), donde un arco o arista dirigida es un par ordenado de vértices

distintos de G recibe el nombre de grado dirigido. Sean vj y vi los vértices de una arista

dirigida, donde los indices indican la “cola” y “cabeza” de la arista respectivamente.

Figura 2.1: Grafo dirigido

G =(V,A)

V ={V0,V1,V2,V3,V4}
A ={(V0,V1), (V1,V2), (V2,V3), (V3,V4)}

Definición 2.3 (Grafo no dirigido) Un grafo no dirigido G consiste de un conjunto

de vértices o nodos V(G), donde vi ∈ V, o i ∈ I := {1, . . . , n} es un nodo, y un conjunto

de aristas E(G), donde una arista es un par no ordenado de vértices distintos de G.

Sea e = (vi, vj) una arista formada por los vértices vi y vj. Se dice que vi y vj son

adyacentes o que vj es un vecino de vi, se denota por vi ∼ vj. Un vértice es incidente

con una arista si alguno de ambos vértices forma parte de la arista.

ν3 ν2

ν1ν0

Figura 2.2: Grafo no dirigido

G =(V,E)

V ={v0, v1, v2, v3}
E ={(v0, v1), (v1, v0), (v1, v2),

(v2, v1), (v2, v3), (v3, v2),

(v3, v0), (v0, v3), (v3, v1), (v1, v3)}

Definición 2.4 (Grafo dinámico) Sea (V,E, A) un grafo que consiste de un conjunto

de V(G) nodos, un conjunto de aristas E(G) y A = [aij ] ∈ RN×N es la matriz de

adyacencia asociada al grafo. Un grafo dinámico es aquel en el que cada nodo representa

un sistema dinámico, es decir:

ẋi = f(xi, ui) i = {0, . . . , N}. (2.1)
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2.1 Teoŕıa de grafos

Donde N es el número máximo de nodos en el grafo.

Definición 2.5 (Matriz de adyacencia) La matriz de adyacencia a(G) de un grafo

G es una matriz con entradas enteras de filas y columnas indexadas por vértices de

G, tal que la entrada aij de a(G) es igual al número de arcos de i a j. Para un grafo

G = (V,A) definido sobre V se define la matriz de adyacencia cómo a(G) = aij donde

aij = 1 si (i, j) ∈ E, y aij = 0 si (i, j) /∈ G.

Sea el grafo dirigido de la figura 2.1, la matriz de adyacencia correspondiente es:

a(G) =


0 0 0 0 0
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0


Sea el grafo dirigido de la figura 2.2, la matriz de adyacencia correspondiente es:

a(G) =


1 0 0 1
1 0 1 1
0 1 0 1
1 1 0 1



Definición 2.6 (Matriz de grado) El grado de un nodo es el número de vecinos

adyacentes Ni con los que se interactua y se denota por deg(vi). La matriz de grado de

[23] se define como una matriz diagonal ∆ ∈ Rn×n, donde:

∆ij :=


deg(vi), i = j

0, i 6= j.

(2.2)

Definición 2.7 (Matriz Laplaciana) La matriz Laplaciana de un grafo G se define

en [23] como:

L = ∆−A. (2.3)

La matriz Laplaciana L de G satisface la propiedad de simetŕıa.
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Definición 2.8 (Conexidad en un grafo) Se dice que G es un grafo conexo si exis-

te un camino entre dos nodos cualesquiera, de lo contrario G no es conexo. G es la

unión disjunta de dos subgrafos inducidos, cuando G no es conexo, se puede particionar

el conjunto de nodos en dos conjuntos no vaćıos tal que ningún nodo en uno de los

conjuntos no vaćıos es adyacente a un nodo del conjunto contrario.

Definición 2.9 (Árbol) Un árbol es un grafo conexo simple, cuyos enlaces se deno-

minan ramas, el nodo origen es llamado ráız.

Definición 2.10 (Árbol de cobertura) Dado un grafo G, un árbol de cobertura es

un subgrafo que conecta todos los nodos. Un grafo puede tener muchos posibles arboles

de cobertura.

Suposición 1 (Cobertura entre los seguidores) En G existe un camino directo

con cada uno de los seguidores, por lo que G es un árbol de cobertura.

2.2. Conceptos de control

En esta sección se presentan algunos conceptos utilizados para desarrollar el dife-
renciador distribuido tomados de la teoŕıa de control.

El sistema:
ẋ = f(x(t), p), (2.4)

donde x ∈ Rn es el estado del sistema, p ∈ Rb es un parámetro del sistema y f :
R+ × Rn → Rn es una función no lineal.

Definición 2.11 (Estabilidad en el sentido de Lyapunov) [25], El origen del sis-

tema (2.4) es estable en el sentido de Lyapunov si para toda ε ∈ R+ y todo t0 ∈ R,

existe δ = δ(ε, t0) ∈ R+, tal que, para todo x(t0) ∈ B(δ), aśı bien:

Cualquier solución de x(t, t0, x(t0)) del problema de Cauuchy, existe para toda

t > t0.

x(t, t0, x(t0)) ∈ B(ε) para t > t0.
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Definición 2.12 (Atractividad asintótica) [25], El origen del sistema (2.4) es asintóti-

camente atractivo si para toda t0 ∈ R existe un conjunto U(t0) ⊆ Rn : 0 ∈ int(U(t0)),

tal que, para todo x(t0) ∈ U(t0), por lo que:

Cualquier solución x(t, t0, x(t0)) del problema de Cauchy, existe para toda t > 0.

ĺım
t→+∞

||x(t, t0, x(t0))|| = 0.

Entonces el conjunto U(t0) es llamado de dominio atractivo.

Definición 2.13 (Estabilidad asintótica) [25], El origen del sistema (2.4) es asintóti-

camente estable, si es estable en el sentido de Lyapunov y asintóticamente atractivo.

Si U(t0) = Rn, entonces el origen del sistema (2.4) es globalmente asintóticamente

estable.

Definición 2.14 (Estabilidad exponencial) [25], El origen del sistema (2.4) es ex-

ponencialmente estable si es estable en el sentido de Lyapunov y además, existe un

dominio de atracción U ⊆ Rn : 0 ∈ int(U) y los números C, r ∈ R+, tal que:

||x(t, t0, x(t0))|| < C||x(t0)||e−r(t−t0), t > 0. (2.5)

Para t0 ∈ R y x(t0) ∈ U.

Definición 2.15 (Estabilidad en tiempo finito) [25],El Origen del sistema (2.4)

es globamente estable en tiempo finito si es globalmente asintóticamente estable y existe

una función T : Rn → R+ llamada función de tiempo de convergencia, tal que, para

cualquier valor inicial x0 ∈ Rn los estados del sistema alcanzan el origen en T (x0), es

decir,

ĺım
t→T (x0)

x(t) = 0. (2.6)

Definición 2.16 (Estabilidad en tiempo fijo) El origen del sistema (2.4) es esta-

ble en tiempo fijo si es estable en tiempo finito y la función de tiempo de convergencia

T es acotada, esto es, hallar una constante Tmax ∈ R+, tal que, T (x0) < Tmax. [22]
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Definición 2.17 (Estabilidad en tiempo predefinido) Si el tiempo Tmax puede ser

modificado por el parámetro del sistema τ , i.e., Tmax = Tmax(τ), el origen del sistema

(2.4) es estable en tiempo predefinido. [22]

Nota 1 El parámetro p afecta a la cota del tiempo Tmax, sin embargo, no tiene in-

fluencia en el punto de equilibrio del sistema (2.4).

2.2.1. Control y estimación basado en los modos deslizantes

Considere el siguiente sistema dinámico de grado relativo uno, descrito por la ecua-
ción diferencial:

ẋ = a(x, t) + b(x, t)u, σ = σ(x, t) (2.7)

y suponga que: σ̇ = h(x, t) + g(x, t)u. Los modos deslizantes convencionales necesitan
una medición de σ̇ o al menos de sign(σ̇), con el propósito de garantizar σ = σ̇ = 0.
El siguiente controlador basado en los modos deslizantes de segundo orden puede ser
usado en lugar de los modos deslizantes convencionales.

Definición 2.18 (Super Twisting) [29], Suponga que el sistema (2.7) es de grado

relativo uno y además suponga que para las constantes positivas C,KM ,Km, UM , q, se

satisface las siguientes desigualdades:

|ḣ|+ UM |ġ| ≤ C. 0 ≤ Km ≤ g(t, x) ≤ KM , |h/g| < q < 1,

y se define la siguiente entrada de control:

u = −λ|σ|sign(σ) + u1, u̇1 =


−u, |u| > UM

−αsign(σ), |u| ≤ UM
(2.8)

es de notar que el controlador (2.8) no necesita las mediciones de σ̇. El controlador

recibe el nombre de Super-Twisting Algorithm (STA) y presenta el siguiente resultado.

Teorema 2.1 (Ganancias en el Super Twisting) Con αKm > C y λ suficiente-

mente grande, el controlador (2.8) garantiza la existencia de un 2-sliding mode σ =

σ̇ = 0, la cual atrae las trayectorias en tiempo finito. El control u entra en el segmento

en tiempo finito [−UM , Um] y permanece ah́ı. [29]
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Uno de los temas cruciales en este trabajo de tesis es la estimación de una señal
base, que posteriormente usara cada uno de los seguidores. El diferenciador basado en
(2.8) utilizando los modos deslizantes de segundo orden y presentado en el trabajo de
[14], se muestra a continuación:

Definición 2.19 (Diferenciador exacto y robusto de primer orden) Sea una señal

de entrada f(t) una función definida sobre [0,∞] que consiste de un ruido acotado me-

dible con caracteŕısticas desconocidas y una señal base f0(t), cuya segunda derivada

tiene una constante Lipschitz conocida L > 0. El siguiente diferenciador resuelve el

problema de estimar robustamente la segunda derivada de la señal base, las cual es

exactas en ausencia de ruidos de medición:

ż0 = −λ1/22 |z0 − f(t)|1/2sign(z0 − f(t)) + z1

ż1 = −λ1Lsign(z0 − f(t))
(2.9)

Una vez que λ1 y λ2 son correctamente seleccionadas para el diferenciador de primer

orden con constante Lipschitz y el parámetro λi necesita ser elegido suficientemente

grande.

Una posible elección de los parámetros elegidos para el diferenciador de primer or-
den es λ1 = 1.1 y λ2 = 1.5.[29]

Debido a que este trabajo considera agentes seguidores de segundo orden, cuya estruc-
tura individual del sistema dinámico es:

ẋ1 = x2,

ẋ2 = u.
(2.10)

Se asume que se conocen las mediciones de x1 y x2.

Definición 2.20 (Continuous Twisting Algorithm) El controlador presentado en

[30], atrae las trayectorias del sistema (2.10) en tiempo finito. La entrada u es:

u = −k1 dx1c
1
3 − k2 dx2c

1
2 + η,

η̇ = −k3 dx1c0 − k4 dx2c0 , ki > 0.
(2.11)

La segunda ecuación de (2.11) tiene la estructura de un Twisting, esto permite al con-

trolador rechazar perturbaciones con derivada acotada. Las ganancias de controlador
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calculadas en [24], son:

k1 = 2.7, k2 = 5.345

k3 = 1.1, k4 = 0.

La ganancias anteriores aseguran la convergencia, robustez del algoritmo, aśı como una

reducción del chaterring en el control.

Definición 2.21 (Terminal Sliding Mode) [8]. Dado el grado relativo de la salida,

el controlador es construido usando una recursión generalizando el algoritmo terminal.

Esto es:

u = −α
⌈
βσ + dσ̇c2

⌋0
. (2.12)

Donde α > 0 y β > 0, son las ganancia que satisfacen las desigualdades.

2.2.2. Protocolo distribuido de consenso

Para las siguientes definiciones, considere el siguiente grafo:

C
on

ju
nt

o 
ve

cin
o del nodo 2

posición

posici
ón

po
sib

le 
int

era
cci

ón

0

1
N

3
2

po
si
ci
ón

Figura 2.3: Grafo G2

El grafo de la figura 2.3 muestra un conjunto de 5 nodos, donde el nodo 0 representa
al ĺıder y los nodos 1 al 4 representan a los nodos seguidores. La información que se
comparte a través del grafo es la posición del ĺıder y es claro observar que cada nodo
tiene un conjunto de vecinos, por ejemplo: el nodo 2 tiene como vecino al nodo 1 y al
nodo 3.

El consenso es un problema particular de sincronización y en esta subsección se
pretende mostrar algunos conceptos clave utilizados en el desarrollo de este trabajo de
tesis.
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Suposición 2 (Información en los seguidores) Cada seguidor i ∈ V conoce sus

respectivos estados, además como resultado de las interacciones en la red, cada seguidor

tiene acceso local a la información de sus vecinos j ∈ Ni con los que interactúa.

Definición 2.22 (Acuerdo) Sea xi el valor de nodo Vi en el grafo G2 para todo i.

Se dice que dos nodos están en acuerdo śı y sólo śı xi = xj y en desacuerdo cuando

xi 6= xj.

Definición 2.23 (Consenso) Se dice que los nodos del grafo G2 alcanzan el consenso

śı y sólo śı todos los nodos están en acuerdo.

Definición 2.24 (Protocolo distribuido) En [27] una realimentación de salida:

ui = ki(xj1 , . . . , xjmi), (2.13)

es un protocolo con topoloǵıa G si el cluster Ji = {vj1, . . . , vjm} de vértices con indices

j1, . . . , jmi ∈ I y el conjunto de indices de vértice I satisfacen la propiedad Ji ⊆ {vi} ∪

Ni. Śı |Ji| < n para todo i ∈ I, entonces (2.13) es un protocolo distribuido.

Por ejemplo, si se considera el grafo dinámico G2 y la entrada de control en [28]:

ui =
∑
j∈Ni

aij(xj − xi), i = 1, . . . , N. (2.14)

Donde Ni son vecinos adyacentes en el nodo i, la expresión (2.14) define el protocolo
lineal de consenso. Existe un valor de decisión común, tal que:

xi − xj → 0, si t→ +∞, (2.15)

es alcanzado asintóticamente por cada nodo en el grafo dinámico.

2.2.3. Escalamiento temporal

Definición 2.25 (Escalamiento temporal) [11]. Las trayectorias de un sistema son

interpretadas en un sentido geométrico diferencial como una parametrización de las

curvas. Una transformación aplicada en la variable tiempo a través de una re parame-

trización es conocida como un escalamiento temporal:
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[13]. Una curva parametrizada en t es C1(I) una inmersión c : I → R, definido

en un intervalo real I ⊆ R. Esto significa que dc
dt 6= 0 se mantiene en casi todo

lados.

[13]. Una curva es una clase equivalente de curvas parametrizadas donde la re-

lación de equivalencia es dada por la transformación paramétrica ϕ, donde ϕ :

I → I′ es C1(I) y dϕ
dt > 0. Por lo tanto, si c : I → R es una curva parametriza-

da y ϕ : I → I′ es una transformación paramétrica, entonces c ◦ ϕ : I′ → R es

considerado equivalente.

Se utilizan las funciones que se han definido en [1], que resultan de gran utilidad al
momento de definir el escalamiento de la variable tiempo. Las funciones son:

Φ : R+ → R+ ∪ {+∞} {0}, es una función continua sobre R+ que satisface,

•
∫ +∞
0 Φ(z)dz = 1.

• Φ(τ) < +∞,∀τ ∈ R+ {0}.
• Es decreciente o Localmente Lipschitz en R+ {0}.

ψ : R+ → R+ que satisface,

• ψ(τ ;Tc) = Tc
∫ τ
0 Φ(ξ)dξ, donde Tc es una constante positiva.

χ es tal que,

• χ(T ) = ĺım
τ→T

1
T ψ(τ ;Tc) ≤ 1, donde T es un parámetro positivo.

ρ : R+ → R+ satisface,

• ρ(τ ;Tc) = 1
Tc
Φ(τ)−1.

Nota 2 Una posible elección para Φ(·) es cualquier función de densidad de probabilidad.

Las consideraciones para Φ implican que ĺım
z→∞

Φ(z) = 0.

Lema 2.1 (Transformación) Sea t0 una condición inicial, la función t = ψ(τ) define

una transformación paramétrica con τ = ψ−1(t) como su mapeo inverso.
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Caṕıtulo 3

Diferenciación distribuida en tiempo

finito para nodos integradores de

segundo orden

En el caṕıtulo de introducción se menciono algunos ejemplos en la literatura que dan
solución al problema de consenso en escenarios espećıficos, en particular, el caso cuando
se tienen nodos integradores de orden mayor a uno y los nodos seguidores no poseen
información completa de los estados del ĺıder, se utiliza el esquema de [19] mencionado
en el caṕıtulo anterior, el cual utiliza la posición relativa entre los nodos, tal que, se
garantiza la convergencia exacta del error de de diferenciación, aún cuando los nodos
seguidores se encuentran perturbados.

3.1. Diferenciación distribuida en tiempo finito

El esquema de diferenciación base de este trabajo de tesis, el cual considera un
grafo no dirigido G = {V,E, A} que consiste de un conjunto de V(G) nodos, un conjunto
de aristas E(G) y A = [aij ] ∈ RN×N es la matriz de adyacencia asociada al grafo y
suponga que se tienen N seguidores en una red. El grafo satisface las suposiciones 1 y
2 mostradas en el caṕıtulo anterior, cuya estructura de los sistemas dinámicos de los
seguidores es una cadena de integradores doble, es decir:

ẋ1i = x2i, i ∈ V/i = {1, . . . , N},
ẋ2i = ui + ζi(t),

(3.1)

donde xi ∈ R2 son los estados, ui ∈ Rp es una entrada de control y ζi(t) ∈ Rp es una
perturbación acotada tal que |ζ̇i(t)| ≤ L. Por otro lado, existe un ĺıder en la red de
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3. DIFERENCIACIÓN DISTRIBUIDA EN TIEMPO FINITO PARA NODOS
INTEGRADORES DE SEGUNDO ORDEN

dinámica:
ẋ10 = x20,

ẋ20 = u0,
(3.2)

donde x0 ∈ R2 son los estados del ĺıder y u0 ∈ R es una entrada acotada |u0| ≤ L
por una constante L ∈ R+ y solo los agentes adyacentes poseen la posición del ĺıder.
El objetivo del diferenciador es estimar las diferencias de posición entre los nodos y el
error de seguimiento de velocidad, es decir:

zi →
∑
j∈Ni

aij(x1i − x1j), i ∈ V

ηi → xi2 − x20.
(3.3)

Se propone el grupo de diferenciadores distribuidos mostrados en [19], los cuales
utilizan la posición relativa del ĺıder y las de sus seguidores para estimar el protocolo
lineal, a partir de la interacciones entre los mismos. Para la dinámica de los agentes
(3.1), se proponen los siguientes diferenciadores distribuidos:

żi = −κ2

zi −
∑
j∈Ni

aij(x1i − x1j)

1/2

+
∑
j∈Ni

aij (ηi − ηj) , i ∈ V,

η̇i = −κ1

zi −
∑
j∈Ni

aij(x1i − x1j)

0

+ ui,

(3.4)

donde zi es usada para estimar
∑

j∈Ni aij(x1i−x1j), ηi es usado para estimar x2i−
x20, aij son elementos de la matriz A asociado a G, ai0 ≥ 0 describe la comunicación
entre el ĺıder y sus adyacentes, κ1 y κ2 son las ganancias del diferenciador, las cuales
deben ser elegidas tal que:

κ2 > 0,

κ1 > max

{
κ22

2 (2||M||∞ + 1)2 λmin(M−1)
,
(κ22 + (2||M||∞ + 1)||ω||∞)2

2κ22
+ 2||M||∞||ω||∞

}
,

(3.5)
donde M = L + diag(ai0), L es la matriz Laplaciana asociada al grafo G, el vector
ω = [ω1, . . . , ωN ]T y ωi = δ1 + δ2 para toda i. Los elementos δ1 y δ2 son constantes
positivas las cuales se escogen tal que:

δ1 ≥ ||u0||∞,
δ2 ≥ ||ζi||∞.

(3.6)

Nota 3 Al definir la dinámica en el ĺıder y los seguidores, se considera que existe una

constante positiva L que acota todas las perturbaciones ζi(t), aśı como la entrada del

ĺıder u0, por lo que, L ≥ ||ωi||∞.
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3.2 Convergencia del diferenciador distribuido en tiempo finito

Entonces:

κ2 > 0,

κ1 > max

{
κ22

2 (2||M||∞ + 1)2 λmin(M−1)
,
(κ22 + (2||M||∞ + 1)L)2

2κ22
+ 2||M||∞L

}
.

(3.7)

La información estimada en el diferenciador (3.4) es utilizada en el diseño del control
local en el seguidor para lidiar con las perturbaciones y lograr el consenso. La trayec-
torias del diferenciador tienden a las expresiones que se muestran en (3.3), en tiempo
finito, a continuación se presenta parte de la prueba de convergencia en a dinámica del
error en el diferenciador.

3.2. Convergencia del diferenciador distribuido en tiempo

finito

En esta sección, se muestra los puntos mas importantes en el desarrollo de la prueba de
convergencia del diferenciador, sin embargo, la prueba detallada se encuentra en [19].
El diferenciador,

żi = −κ2

zi −
∑
j∈Ni

aij(x1i − x1j)

1/2

+
∑
j∈Ni

aij (ηi − ηj) , i ∈ V,

η̇i = −κ1

zi −
∑
j∈Ni

aij(x1i − x1j)

0

+ ui,

(3.8)

donde zi es usada para estimar
∑

j∈Ni aij(x1i−x1j), ηi es usado para estimar x2i−
x20, aij son elementos de la matriz A asociado a G, ai0 ≥ 0 describe la comunicación
entre el ĺıder y sus adyacentes, κ1 y κ2 son las ganancias del diferenciador, las cuales
deben ser elegidas como se menciona en el caṕıtulo de preliminares.
Se define las ecuaciones de error como:

z̃i = zi −
∑
j∈Ni

aij(x1i − x1j),

η̃i = ηi − (x2i − x20).
(3.9)

Las ecuaciones de error en (3.9) serán cero śı y solo śı:

zi =
∑
j∈Ni

aij(x1i − x1j),

ηi = x2i − x20.
(3.10)
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3. DIFERENCIACIÓN DISTRIBUIDA EN TIEMPO FINITO PARA NODOS
INTEGRADORES DE SEGUNDO ORDEN

Reescribiendo (3.4), utilizando las ecuaciones en (3.9), resulta:

˙̃zi = −κ2 dz̃ic1/2 +
∑
j∈Ni

aij(η̃i − η̃j), i ∈ V,

˙̃ηi = −κ1 dz̃ic0 + u0 − ζi(t).
(3.11)

Sin embargo, dado que la matriz M es simétrica y positiva, debido a que el grafo es
no dirigido, entonces: Mη̃ = o donde o = [o1, . . . , oN ]T y oi =

∑
j∈Ni aij(η̃i − η̃j). Se

definen los vectores restantes como: ς = [ς1, . . . , ςN ]T , ςi = −ζi(t)+u0, z̃ = [z̃1, . . . , z̃N ]T

y η̃ = [η̃1, . . . , η̃N ]T . Entonces (3.11) puede escribirse como:

˙̃z = −κ2 dz̃c1/2 + Mη̃,

˙̃η = −κ1 dz̃c0 + ς.
(3.12)

Como o = Mη̃, entonces:
˙̃z = −κ2 dz̃c1/2 + o,

ȯ = −κ1M dz̃c0 + Mς.
(3.13)

Por lo que o → 0, si Mη̃ → 0. Debido a que M es invertible, entonces η̃ → 0, por lo
que:

η →

 x21 − x20
...

x2N − x20

 .

De manera muy similar al trabajo en [20] y [18], la prueba consiste en aprovechar
el desacoplamiento entre diferenciadores y realizar la prueba ”N”veces, por lo cual la
función candidata de Lyapunov es la n-ésima suma de funciones candidatas a cada
diferenciador. Se considera la función cuadrática V (z̃, η̃) = ϕTPϕ, tal que:

ϕT =

[ (
dz̃c1/2

)T
Mη̃T

]
, (3.14)

por lo que:

V (z̃, η̃) =

[ (
dz̃c1/2

)T
Mη̃T

]
P

[
dz̃c1/2
Mη̃

]
P =

1

2

[
(κ22 + (4||M||∞ + 2)κ1)IN×N −κ2IN×N

−κ2IN×N (2||M||∞ + 1)M−1

]
.

(3.15)

Los valores propios de la matriz M−1 son λi > 0 para toda i, debido a que el
grafo G es no dirigido, entonces, M puede diagonalizarse como M = Γ−1ΛΓ, donde
Λ = diag(λi), por lo que la matriz P , puede escribirse como:

P =
1

2

[
Γ−1 0N×N

0N×N Γ−1

] [
(κ22 + (4||M||∞ + 2)κ1)IN×N −κ2IN×N

−κ2IN×N (2||M||∞ + 1)Λ

] [
Γ 0N×N

0N×N Γ

]
.

24



3.2 Convergencia del diferenciador distribuido en tiempo finito

Sea % un valor propio de P y debido a que Λ es una matriz diagonal, entonces, el
polinomio caracteŕıstico debe satisface la siguiente igualdad:

%2 − 1

2
(κ22 + (4||M||∞ + 2)κ1 + (2||M||∞ + 1)λi)%

1

4
(κ22 + (4||M||∞ + 2)κ1)(2||M||∞ + 1)λi −

1

4
κ22 = 0.

(3.16)

Todas las ráıces en (3.16) son positivas śı y solo śı 1
2(κ22 + (4||M||∞+ 2)κ1 + (2||M||∞+

1)λi) > 0 y 1
4(κ22 + (4||M||∞ + 2)κ1)(2||M||∞ + 1)λi − 1

4κ
2
2 > 0. Por lo que se deduce

que la matriz P es una matriz positiva definida si:

κ2 > 0,

κ1 >
κ22

2(2||M||∞ + 1)2λmin(M−1)
.

En [19] se prueba que V (t, z̃(t0), η̃(t0)) es monotonicamente decreciente, śı y solo śı la
derivada a lo largo de las trayectorias es negativa definida en casi todas partes, esto es:

V̇ =

(
−

N∑
i=1

(κ32/2 + (2 + ||M||∞ + 1)κ2κ1)|z̃i|1/2 + (κ22/2 + (2||M||∞ + 1)κ1)(dz̃c0)TMη̃

)

+ κ2

(
dz̃c1/2

)T
M(κ1 dz̃c0 − ς) + η̃TM

(
κ22
2
dz̃c0 − κ2

2
diag(|z̃i|1/2)Mη̃

)
+ (2||M||∞ + 1)η̃TM(−κ1 dz̃c0 + ς)

≤ −
N∑
i=1

(κ32/2 + (2||M||∞ + 1)κ2κ1)|z̃i|1/2 −
κ2
2
η̃TMdiag

(
|z̃|−1/2

)
Mη̃

+
N∑
i=1

2κ2κ1

 N∑
j=0

aij

 |z̃i|1/2 +
N∑
i=1

κ22
|z̃i|1/2

dz̃ic1/2
 N∑
j=0

aij(η̃i − η̃j)


+ (2||M||∞ + 1)

N∑
i=1

ςi

 N∑
j=0

aij(η̃i − η̃j)

− κ2 N∑
i=1

 N∑
j=0

aij(ςi − ςj)

 dz̃ic1/2

V̇ = −
N∑
i=1

1

|z̃i|1/2

dz̃ic1/2 N∑
j=0

aij(η̃i − η̃j)

[ K1i
K2i
2

K2i
2

κ2
2

][
dz̃ic1/2∑N

j=0 aij(η̃i − η̃j)

]

+

N∑
i=1

1

|z̃i|1/2
dz̃ic1/2 dz̃ic0

[
K3i K4i

] [ dz̃ic1/2∑N
j=0 aij(η̃i − η̃j)

]

= −
N∑
i=1

1

|z̃i|1/2

[
dz̃ic1/2∑N

j=0 aij(η̃i − η̃j)

]T [
K1i − dz̃ic0K3i

K2i−dz̃ic0K4i

2
K2i−dz̃ic0K4i

2
κ2
2

]

×

[
dz̃ic1/2∑N

j=0 aij(η̃i − η̃j)

]
,
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donde ς0 = 0, K1i =
κ32
2 + κ2κ1, K2i = −κ22, K3i = −κ2

∑N
j=0 aij(ςi − ςj), K4i =

(2||M||∞ + 1)ςi, por lo que:

Qi =

[
K1i − dz̃ic0K3i

K2i−dz̃ic0K4i

2
K2i−dz̃ic0K4i

2
κ2
2

]
, (3.17)

de lo cual se sabe que |ςi| ≤ L, por lo que se deduce que la matriz Qi para toda i,
es positiva definida śı y solo śı K1i = −dz̃ic0K3i + κ2

2 > 0 y (K1i − dz̃ic0K3i)
κ2
2 −

(K2i−dz̃ic0K4i)
2

4 > 0, para toda i. Por lo que V (t, z̃(0), η̃(0)) es una función decreciente
monotonicamente si:

κ1 >
(κ22 + (2||M||∞ + 1)L)2

2κ22
+ 2||M||∞L.

Es de notar que, max(|z̃i|1/2) ≤ V 1/2√
λmin(P )

, además:

V ≤ λmax(P )
N∑
i=1

|z̃i|+
 N∑
j=0

aij(η̃i − η̃j)

2
≤ max(|z̃|1/2)λmax(P )

N∑
i=1

1

|z̃i|1/2

|z̃i|+
 N∑
j=0

aij(η̃i − η̃j)

2 ,

lo cual implica que:

V̇ (t, z̃(t0), η̃(t0)) ≤ −
N∑
i=1

1

|z̃i|1/2
λmin(Qi)

|z̃i|+
 N∑
j=0

aij(η̃i − η̃j)

2
≤ −εV 1/2(t, z̃(t0), η̃(t0)),

donde ε = min(λmin(Qi))

√
λmin(P )

λmax(P ) . Aśı bien, las trayectorias en z̃i y η̃i convergen a
cero en tiempo finito con un tiempo de convergencia:

T (z̃(t0), η̃(t0)) =
2V 1/2(t, z̃(t0), η̃(t0))

ε
,

por lo que queda demostrado que zi →
∑

j∈Ni aij(x1i−x1j) y ηi → (x2i−x20) en tiempo
finito. Debe ser claro que si se encojen condiciones iniciales muy alejadas, el error de
diferenciación sera muy grande, lo que implica que T → +∞ para esas condiciones
iniciales.
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Caṕıtulo 4

Diferenciación distribuida en tiempo

predefinido para nodos integradores de

segundo orden

En este caṕıtulo se presenta el desarrollo del diferenciador en tiempo predefinido, el
cual tiene como objetivo reducir estimar las diferencias de posición entre los nodos y su
error de seguimiento en la velocidad antes de un tiempo Tc definido por el usuario. lo
anterior es resultado de emplear la misma estructura del diferenciador en tiempo finito
del caṕıtulo anterior agregando una ganancia variable con el tiempo t, que escala al
diferenciador en tiempo finito. La metodoloǵıa para el diseño de esas ganancias variables
con el tiempo t se detallan en trabajos como [11] y [1]. A continuación se presenta el
planteamiento del diferenciador distribuido en tiempo predefinido el cual toma como
base el diferenciador del caṕıtulo anterior.

4.1. Planteamiento del diferenciador distribuido en tiem-

po predefinido

El diferenciador distribuido en tiempo finito de [19], mostrado caṕıtulo anterior es-
tima las diferencias de posición entre los nodos y el error de seguimiento en la velocidad
entre un nodo y el ĺıder, sin embargo, se si desea usar un control para lograr el con-
senso, es necesario que el error de diferenciación entre los nodos sean lo más cercanas
posibles a cero antes de que el control inicie, por lo cual es necesario conocer el tiempo
para el cual la dinámica del error en el diferenciador es lo suficientemente cercana a cero.
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4. DIFERENCIACIÓN DISTRIBUIDA EN TIEMPO PREDEFINIDO PARA
NODOS INTEGRADORES DE SEGUNDO ORDEN

El siguiente diferenciador:

dzi
dt

= −κ2κ(t)

zi(t)−
∑
j∈Ni

aij(x1i(t)− x1j(t))

1/2

+ κ(t)
∑
j∈Ni

aij(ηi(t)− ηj(t)),

dηi
dt

= −κ1κ(t)

zi(t)−
∑
j∈Ni

aij(x1i(t)− x1j(t))

1/2

+ κ(t)ui(t),

(4.1)
donde la ganancia que depende del tiempo se define como:

κ(t) :=

{
χ

α(Tc−tχ) si t ∈ [0, Tc)

1 de otra manera,
(4.2)

donde α > 0, 0 < χ ≤ 1 se deben satisfacer. Tc es una constante positiva que indica el
tiempo máximo de convergencia, dependiente de las condiciones iniciales en los agentes.

El diferenciador en (4.1), tiene una convergencia en tiempo predefinido y se deducen
las siguientes ecuaciones:

dzi
dt

=
dzi
dτ

dτ

dt
=
dzi
dτ
κ(t),

dηi
dt

=
dηi
dτ

dτ

dt
=
dηi
dτ

κ(t),

(4.3)

donde κ(t) representa un escalamiento temporal, dzi
dτ y dηi

dτ representan la dinámica
de un diferenciador en el dominio de τ . Sea la función Φ = αχ−1e−ατ , tal que se
cumple con las caracteŕısticas que se mencionan en el caṕıtulo dos, entonces la función
ψ(τ) = Tcχ

−1(1 − e−ατ ) define una transformación en t, cuyo mapeo inverso es la
función ψ(t) = −α−1 ln(1− t

Tc
χ), la cual define la transformación en τ .

De manera análoga, se deducen las expresiones para el diferenciador en el dominio
de τ , utilizando la expresión en (4.3), es decir:

dzi
dτ

= κ(t)−1
dzi
dt

∣∣∣∣
t=Tcχ−1(1−e−ατ )

,

dηi
dτ

= κ(t)−1
dηi
dt

∣∣∣∣
t=Tcχ−1(1−e−ατ )

.

(4.4)

La derivada de la función ψ(t) es dτ
dt = κ(t) = χ

α(Tc−χt) y cuya función reciproca es

κ(t)−1 = dt
dτ

∣∣∣∣
τ=−α−1 ln(1−tχ/Tc)

= αχ−1(Tc− χt). Reescribiendo las ecuaciones (4.4), se
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4.2 Diferenciador distribuido en tiempo predefinido

obtiene el siguiente diferenciador en el dominio de τ :

dzi
dτ

= −κ2

zi −
∑
j∈Ni

aij(x1i − x1j)

1/2

+
∑
j∈Ni

aij(ηi − ηj)

dηi
dτ

= −κ1

zi −
∑
j∈Ni

aij(x1i − x1j)

1/2

+ ui.

(4.5)

El diferenciador (4.5) en el espacio temporal τ tiene la misma estructura que el
diferenciador de [19], mostrado en el caṕıtulo anterior, por lo que se considera que la
convergencia de la dinámica de error de sus trayectorias en τ , convergen a cero en
tiempo finito, sin embargo, la dinámica de error en el diferenciador (4.1) converge a
cero cuando el tiempo t tiende al parámetro Tc.

4.2. Diferenciador distribuido en tiempo predefinido

Se considera un grafo no dirigido G = {V,E, A} que consiste de un conjunto de V(G)
nodos, un conjunto de aristas E(G) y A = [aij ] ∈ RN×N es la matriz de adyacencia
asociada al grafo y suponga que se tienen N seguidores en una red y que el sistema
dinámico de seguidores puede ser descrito por una cadena de integradores doble, es
decir:

ẋ1i = x2i, i ∈ V/i = {1, . . . , N},
ẋ2i = ui + ζi(t),

(4.6)

donde xi ∈ R2 son los estados, ui ∈ Rp es una entrada de control y ζi(t) ∈ Rp es una
perturbación acotada tal que |ζ̇i(t)| ≤ L. Por otro lado, existe un ĺıder en la red de
dinámica:

ẋ10 = x20,

ẋ20 = u0,
(4.7)

donde x0 ∈ R2 son los estados del ĺıder y u0 ∈ R es una entrada acotada |u0| ≤ L por
una constante L ∈ R+ y solo los agentes adyacentes poseen la posición del ĺıder. El
objetivo del diferenciador es estimar un protocolo de consenso en la posición del ĺıder
y el error de seguimiento de velocidad, es decir:

zi →
∑
j∈Ni

aij(x1i − x1j), i ∈ V

ηi → (x2i − x20) .
(4.8)

Se deben cumplir las mismas suposiciones que el diferenciador en tiempo finito, explica-
do en el caṕıtulo anterior, aśı bien, se propone un grupo de diferenciadores distribuidos
que utilizan la posición relativa del ĺıder y las de sus seguidores para calcular las dife-
rencias entre los nodos, a partir de la interacciones relativas entre los mismos, fijando el
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4. DIFERENCIACIÓN DISTRIBUIDA EN TIEMPO PREDEFINIDO PARA
NODOS INTEGRADORES DE SEGUNDO ORDEN

tiempo máximo de convergencia en el error de diferenciación. Basado en los escalamien-
tos temporales mostrados en [11] y [1], se propone el siguiente grupo de diferenciadores
distribuidos:

żi = −κ(t)κ2

zi − κ(t)
∑
j∈Ni

aij(x1i − x1j)

1/2

+
∑
j∈Ni

aij (ηi − ηj) , i ∈ V,

η̇i = −κ(t)κ1

zi −
∑
j∈Ni

aij(x1i − x1j)

0

+ κ(t)ui,

(4.9)

donde zi es usada para estimar
∑

j∈Ni aij(x1i−x1j), ηi es usado para estimar x2i−
x20, aij son elementos de la matriz A asociado a G, ai0 ≥ 0 describe la comunicación
entre el ĺıder y sus adyacentes, κ(t) es una ganancia variable, cuya estructura depende
de la elección de la función Φ. Finalmente κ1 y κ2 se escogen tal y como se menciona
en el caṕıtulo anterior.
La ganancia variante en el tiempo tiene la siguiente forma:

κ(t) :=

{
χ

α(Tc−tχ) si t ∈ [0, Tc)

1 de otra manera.
(4.10)

Donde α > 0, 0 < χ ≤ 1.

Nota 4 El diferenciador (3.4) del caṕıtulo anterior se recupera en (4.9) cuando t →

+∞, debido a que la ganancia en (4.10), se vuelve unitaria.

4.3. Prueba de convergencia del diferenciador en tiempo

predefinido

El diferenciador en el dominio de τ tiene una convergencia en su dinámica de error en
tiempo finito, debido a que posee la misma estructura que el diferenciador del caṕıtulo
anterior, sin embargo, en el espacio no transformado, es decir, en t, el (4.9) tiene una
convergencia en tiempo predefinido cuando t tiende al parámetro Tc. A continuación se
muestra la prueba de convergencia del diferenciador distribuido en el dominio de τ .
Se considera la dinámica en el espacio transformado, es decir:

dzi
dτ

= −κ2

zi −
∑
j∈Ni

aij(x1i − x1j)

1/2

+
∑
j∈Ni

aij(ηi − ηj),

dηi
dτ

= −κ1

zi −
∑
j∈Ni

aij(x1i − x1j)

1/2

+ ui,

(4.11)
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4.3 Prueba de convergencia del diferenciador en tiempo predefinido

con unas ganancias definidas como:

κ2 > 0,

κ1 > max

{
κ22

2 (2||M||∞ + 1)2 λmin(M−1)
,
(κ22 + (2||M||∞ + 1)L)2

2κ22
+ 2||M||∞L

}
,

(4.12)
donde M = L + diag(ai0), L es la matriz Laplaciana asociada al grafo G. La relación
entre t y τ , se muestra a continuación en la siguiente imagen:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0

0.05

0.1

0.15

0.2

Figura 4.1: t vs. τ

La figura 4.1 muestra como para un Tc = 0.2 en τ se necesitan cerca de cinco
unidades cuando α = 1 y χ = 1, para condiciones iniciales cercanas al origen en el
diferenciar. Se definen las variables del error de diferenciación:

z̃i(τ) = zi(τ)−
∑
j∈Ni

aij(x1i(τ)− x1j(τ)),

η̃i(τ) = ηi(τ)− (x2i(τ)− x20(τ)),

(4.13)

Ambas ecuaciones se sustituyen en (4.11) y se obtiene la dinámica de error en el dominio
de τ , es decir:

˙̃zi = −κ2 dz̃ic1/2 +
∑
j∈Ni

aij (η̃i − η̃j) , i ∈ V,

˙̃ηi = −κ1 dz̃ic0 + u0 − ζi.
(4.14)

Se consideran las ecuaciones:
dz̃i
dτ

= κ(t)−1
dz̃i
dt

dη̃i
dτ

= κ(t)−1
dη̃i
dt
,

(4.15)

de las cuales se puede deducir que los términos asociados a la perturbación en el dominio
se τ se pueden expresar como:

κ(t)−1 (u0(t)− ζi(t)) ,
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4. DIFERENCIACIÓN DISTRIBUIDA EN TIEMPO PREDEFINIDO PARA
NODOS INTEGRADORES DE SEGUNDO ORDEN

de esa manera es fácil notar que los términos permanecen acotados, debido a que los
terminos u0 y ζi están acotados por L y además:

κ(t)−1 = αχ−1(Tce
−ατ ),

de lo cual se puede observar que el término
[
κ(t)−1 (u0(t)− ζi(t))

]
→ 0 cuando τ →

+∞. A partir de este punto la prueba sigue exactamente los mismos pasos mostrados
en el caṕıtulo anterior, por lo que se puede concluir que las trayectorias del sistema
(4.14) tienden a cero en tiempo finito en:

T(z̃(τ0), η̃(τ0)) =
2V 1/2(z̃(τ0), η̃(τ0))

ε
ε = min(λmin(Qi))

√
λmin(P )

λmax(P )
. (4.16)

Sin embargo, si el error de diferenciación es muy grande para las condiciones inicia-
les, entonces T(z̃(τ0), η̃(τ0)) = +∞, por lo cual, se debe satisfacer la siguiente suposi-
ción:

Suposición 3 (Valor de Ti) Se debe satisfacer lo siguiente:

Existe un valor Ti, tal que para toda condición inicial en τ , T(z̃(τ0), η̃(τ0)) ≤ Ti.

ĺımt→Tc κ(t)−1Ω(τ, z̃(τ0), η̃(τ0))

∣∣∣∣
τ=−α−1 ln(1−tχ/Tc)

= 0.

donde Ω(τ, z̃(τ0), η̃(τ0)) representa la dinámica del diferenciador en τ .

Si χ := 1−e−αTi y Ti se define como en la suposición anterior, entonces el diferenciador
(4.14) en t, la dinámica del error tiende a cero en un tiempo:

T (z̃(0), η̃(0)) = ĺım
t→T

χ−1Tc(1− e−ατ ) ≤ Tc. (4.17)

El tiempo de convergencia en la expresión (4.17), mantiene las siguientes afirmaciones:

1. Si T(z̃(τ0), η̃(τ0)) = +∞ entonces el tiempo de convergencia es exactamente en
Tc, para cualquier condición inicial η̃(t0) 6= 0 y z̃(t0) 6= 0.

2. Si existe un valor Ti < +∞, tal que, T(z̃(τ0), η̃(τ0)) ≤ Ti, entonces κ(t) es finito
para todo tiempo t y toda condición inicial.
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Caṕıtulo 5

Aplicaciones de los diferenciadores en

problemas de consenso con nodos

integradores de segundo orden

perturbados

En caṕıtulos previos se comenzó por definir el diferenciador distribuido en tiem-
po finito y el diferenciador distribuido tiempo predefinido, aśı bien este caṕıtulo se
verán algunos ejemplos de aplicaciones de los diferenciadores en protocolos continuos y
discontinuos de consenso. En ambos protocolos el diferenciador en tiempo predefinido
funciona hasta poco antes de alcanzar la cota definida por el usuario, posteriormente
se recupera la estructura del diferenciador en tiempo finito, debido a la definición de su
ganancia. Una vez que el diferenciador en tiempo finito inicia, el controlador también
comienza a funcionar, el cual tiene como objetivo reducir las diferencias entre los nodos
y sus vecinos, es decir:

ĺım
t→∞+

||xi − xj || = 0. (5.1)

Los controladores utilizados son el CTA (continuos twisting algorithm) y el NSOSM
(nested second order sliding mode) para el protocolo continuo y discontinuo respec-
tivamente, el propósito de utilizar estos controladores es mostrar la utilización de los
diferenciadores distribuidos en distintos problemas de consenso.
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5. APLICACIONES DE LOS DIFERENCIADORES EN PROBLEMAS DE
CONSENSO CON NODOS INTEGRADORES DE SEGUNDO ORDEN
PERTURBADOS

5.1. Protocolo continuo de consenso

Para este ejemplo se considera el grafo dinámico:

0 1

2

3

4

5

6

Figura 5.1: Grafo G1

El grafo de la figura 5.1 cumple con la primera suposición, es decir, G1 es un árbol
de cobertura. El sistema multiagente asociado al grafo G1, tiene la siguiente dinámica
para los seguidores:

ẋ1i = x2i, i ∈ V/i = {1, . . . , 6},
ẋ2i = ui + ζi(t),

(5.2)

donde xi ∈ R2 son los estados, ui ∈ Rp es una entrada de control y ζi(t) ∈ Rp es
una perturbación acotada tal que |ζ̇i(t)| ≤ L, cada seguidor cumple con la segunda
suposición, es decir, cada uno conoce sus propios estados. Las perturbaciones en cada
seguidor son:

ζ1(t) = 0.7sin(2t) + 0.5,

ζ2(t) = 0.5sin(0.5t) + 0.6,

ζ3(t) = 0.2sin(0.2t) + 0.2,

ζ4(t) = 0.5cos(t) + 0.6,

ζ5(t) = 0.3cos(0.7t) + 0.5,

ζ6(t) = 0.2cos(t) + 0.7,

(5.3)

y cuyas condiciones iniciales son: x1i(0) = {0.4, 0.2, 0.5, 0.3, 0.15, 0.15} y x2i(0) =
{0.35, 0.3, 0.25, 0.15, 0.05, 0.05}. Por otro lado, existe un ĺıder representado por el nodo
0 en la red, cuya dinámica es:

ẋ10 = x20,

ẋ20 = u0,
(5.4)

con las condiciones iniciales x0(0) = {0, 0.1}, donde x0 ∈ R2 son los estados del ĺıder
y u0 = −0.1sin(t) es una entrada acotada |u0| ≤ L por una constante L ∈ R+, solo el
nodo 1 posee la posición del ĺıder. Se propone un grupo de diferenciadores distribuidos
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5.1 Protocolo continuo de consenso

que usan la posición relativa del ĺıder y las de sus seguidores para estimar el protocolo
lineal asociado al grafo de la figura 5.1, a partir de la interacciones entre los mismos.

żi = −κ(t)κ2

zi −
∑
j∈Ni

aij(x1i − x1j)

1/2

+ κ(t)
∑
j∈Ni

aij(ηi − ηj), i ∈ V,

η̇i = −κ(t)κ1

zi −
∑
j∈Ni

aij(x1i − x1j)

0

+ κ(t)ui,

(5.5)

donde zi es usada para estimar
∑

j∈Ni aij(x1i−x1j), ηi es usado para estimar x2i−
x20, aij son elementos de la matriz A asociado a G, ai0 ≥ 0 describe la comunicación
entre el ĺıder y sus adyacentes, se utilizan los parámetros α = 1, χ = 1 − e−αTi y
Ti = 0.3, con unas ganancias κ1 = 27.5 y κ2 = 7.5 en el diferenciador, donde κ(t) es:

κ(t) =

{
χ

α(Tc−χ(t)) , si t ∈ [0, Tc)

1. de otra manera
(5.6)

se utilizan los estimados zi y ηi en el siguiente control:

uCTAi = −k1 dzic
1
3 − k2 dηic

1
2 + σ, i ∈ V,

σ̇ = −k3 dzic0 − k4 dηic0 ,
(5.7)

con unas ganancias ki = {2.7, 5.345, 1.1, 0} para i = {1, 2, 3, 4}, donde:

ui =

{
uCTAi , si t ∈ [Tc,∞+)

0. de otra manera
(5.8)
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Figura 5.2: Ganancia κ(t)
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5. APLICACIONES DE LOS DIFERENCIADORES EN PROBLEMAS DE
CONSENSO CON NODOS INTEGRADORES DE SEGUNDO ORDEN
PERTURBADOS

En la figura 5.2 se muestra el crecimiento de la ganancia cuando se tiene el parámetro
Ti = 0.3 para un Tc = 0.2. El término χ

α(Tc−χt) no tiende a infinito cuando t→ Tc.
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Figura 5.3: Términos correctivos en el argumento del diferenciador

La figura 5.3 muestra como el error de diferenciación en cada uno de los seguidores
converge a una región cercana al cero antes de llegar al tiempo Tc = 0.2s mostrado como
una linea punteada. Una vez se alcanza el umbral de Tc, se recupera el diferenciador
en tiempo finito.
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Figura 5.4: Error de seguimiento de posición
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5.1 Protocolo continuo de consenso
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Figura 5.5: Error de seguimiento de velocidad

Las figuras 5.4 y 5.5 muestran el error de seguimiento en la posición y velocidad,
cada error es una diferencia entre información de un nodo seguidor y la información
del ĺıder.
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Figura 5.6: Posición en cada uno de los agentes
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5. APLICACIONES DE LOS DIFERENCIADORES EN PROBLEMAS DE
CONSENSO CON NODOS INTEGRADORES DE SEGUNDO ORDEN
PERTURBADOS
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Figura 5.7: Velocidad en cada uno de los agentes

Las figuras 5.6 y 5.7 muestran como la posición y velocidad en cada uno de los
nodos seguidores, siguen la posición y velocidad del nodo ĺıder.
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Figura 5.8: Reducción de las diferencias estimadas en posición
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5.1 Protocolo continuo de consenso
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Figura 5.9: Reducción de las diferencias estimadas en velocidad

Finalmente las figuras 5.8 y 5.9 muestran los términos estimados en los diferencia-
dores y su comportamiento al iniciar el control CTA de la expresión (5.7). El control
CTA se encuentra apagado antes de Tc, una vez se cruza el umbral definido por el
tiempo de convergencia, el control comienza a funcionar.
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5. APLICACIONES DE LOS DIFERENCIADORES EN PROBLEMAS DE
CONSENSO CON NODOS INTEGRADORES DE SEGUNDO ORDEN
PERTURBADOS

5.2. Protocolo discontinuo de consenso

Para este ejemplo se considera el grafo dinámico:
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Figura 5.10: Grafo G2

El grafo de la figura 5.10 cumple con la primera suposición, es decir, G2 es un árbol
de cobertura. El sistema multiagente asociado al grafo G2, tiene la siguiente dinámica
para los seguidores:

ẋ1i = x2i, i ∈ V/i = {1, . . . , 6},
ẋ2i = ui + ζi(t),

(5.9)

donde xi ∈ R2 son los estados, ui ∈ Rp es una entrada de control y ζi(t) ∈ Rp es
una perturbación acotada tal que |ζ̇i(t)| ≤ L, cada seguidor cumple con la segunda
suposición, es decir, cada uno conoce sus propios estados. Las perturbaciones son:

ζ1(t) = 0.7sin(2t) + 0.5,

ζ2(t) = 0.5sin(0.5t) + 0.6,

ζ3(t) = 0.2sin(0.2t) + 0.2,

ζ4(t) = 0.5cos(t) + 0.6,

ζ5(t) = 0.3cos(0.7t) + 0.5,

ζ6(t) = 0.2cos(t) + 0.7,

(5.10)

y cuyas condiciones iniciales son: x1i(0) = {0.4, 0.2, 0.5, 0.3, 0.15, 0.15} y x2i(0) =
{0.35, 0.3, 0.25, 0.15, 0.05, 0.05}. Por otro lado, existe un ĺıder representado por el nodo
0 en la red, cuya dinámica es:

ẋ10 = x20,

ẋ20 = u0,
(5.11)

con las condiciones iniciales x0(0) = {0, 0.1}, donde x0 ∈ R2 son los estados del ĺıder
y u0 = −0.1sin(t) es una entrada acotada |u0| ≤ L por una constante L ∈ R+, solo el
nodo 1 posee la posición del ĺıder. Se propone un grupo de diferenciadores distribuidos
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5.2 Protocolo discontinuo de consenso

que usan la posición relativa del ĺıder y las de sus seguidores para estimar el protocolo
lineal asociado al grafo de la figura 5.10, a partir de la interacciones entre los mismos.

żi = −κ(t)κ2

zi −
∑
j∈Ni

aij(x1i − x1j)

1/2

+ κ(t)
∑
j∈Ni

aij(ηi − ηj), i ∈ V,

η̇i = −κ(t)κ1

zi −
∑
j∈Ni

aij(x1i − x1j)

0

+ κ(t)ui,

(5.12)

donde zi es usada para estimar
∑

j∈Ni aij(x1i−x1j), ηi es usado para estimar x2i−
x20, aij son elementos de la matriz A asociado a G, ai0 ≥ 0 describe la comunicación
entre el ĺıder y sus adyacentes, se utilizan los parámetros α = 1, χ = 1 − e−αTi y
Ti = 0.3, con unas ganancias κ1 = 27.5 y κ2 = 7.5 en el diferenciador, donde κ(t) es:

κ(t) =

{
χ

α(Tc−χ(t)) , si t ∈ [0, Tc)

1. de otra manera
(5.13)

Fijando el tiempo máximo de convergencia en Tc = 0.2s y utilizando los estimados zi
y ηi en el control, es decir:

uTSMi = −k1
⌈
k2zi + dηic2

⌋0
, i ∈ V. (5.14)

Donde k1 = 2, k2 = 1 y además:

ui =

{
uTSMi , si t ∈ [Tc,∞+)

0. de otra manera
(5.15)
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Figura 5.11: Términos correctivos en el argumento del diferenciador
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5. APLICACIONES DE LOS DIFERENCIADORES EN PROBLEMAS DE
CONSENSO CON NODOS INTEGRADORES DE SEGUNDO ORDEN
PERTURBADOS

La figura 5.11 muestra, como los términos de corrección en cada uno de los diferen-
ciadores converge a una región cercana al cero antes de llegar al tiempo Tc = 0.2s, la
cual se muestra como una linea punteada. Una vez se pasa el umbral de Tc, se recupera
el diferenciador en tiempo finito.
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Figura 5.12: Error de seguimiento de posición
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Figura 5.13: Error de seguimiento de velocidad

Las figuras 5.12 y 5.13 muestran el error de seguimiento en la posición y el error de
seguimiento en la velocidad, cada error es una diferencia entre información de un nodo
seguidor y la información del ĺıder.

42



5.2 Protocolo discontinuo de consenso
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Figura 5.14: Posición en cada uno de los agentes
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Figura 5.15: Velocidad en cada uno de los agentes

Las figuras 5.14 y 5.15 muestran como la posición y velocidad en cada uno de los
nodos seguidores, siguen la posición y velocidad del nodo ĺıder.
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5. APLICACIONES DE LOS DIFERENCIADORES EN PROBLEMAS DE
CONSENSO CON NODOS INTEGRADORES DE SEGUNDO ORDEN
PERTURBADOS
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Figura 5.16: Reducción de las diferencias estimadas en posición
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Figura 5.17: Reducción de las diferencias estimadas en velocidad

Las figuras 5.16 y 5.17 muestran los términos estimados en los diferenciadores y su
comportamiento al utilizarse el control TSM de la expresión (5.14). El control mencio-
nado se encuentra apagado antes de Tc, una vez se cruza el umbral definido, el control
comienza a funcionar.

A pesar de que cada controlador tiene un comportamiento distinto y logra el consenso
en diferentes tiempos, el diferenciador en tiempo predefinido converge en el tiempo
establecido Tc, a continuación se presentan se muestra como el diferenciador, a pesar
de alejar las condiciones iniciales 10 veces, 100 veces y 1000 veces siempre va converger
antes del tiempo Tc = 0.2s.
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5.2 Protocolo discontinuo de consenso

Considere el siguiente grupo de condiciones iniciales:

xi1(0) = {0.4, 0.2, 0.5, 0.3, 0.15, 0.15},
xi2(0) = {0.35, 0.3, 0.25, 0.15, 0.05, 0.05},

(5.16)

El grupo de condiciones iniciales en (5.16) son los usados para ejemplos, sin embargo,
no muestran, que pese alejarse las condiciones iniciales el objetivo del diferenciador
siempre se cumple, por lo cual (5.16) se multiplica 10 veces, es decir:

xi1(0) = {4, 2, 5, 3, 1.5, 1.5},
xi2(0) = {3.5, 3, 2.5, 1.5, 0.5, 0.5},

(5.17)

donde los términos correctivos se muestran a continuación:

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4

-5

0

5

Figura 5.18: Condiciones iniciales 10 veces más alejadas

Condiciones iniciales 100 veces más alejadas, es decir:

xi1(0) = {40, 20, 50, 30, 15, 15},
xi2(0) = {35, 30, 25, 15, 5, 5},

(5.18)
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5. APLICACIONES DE LOS DIFERENCIADORES EN PROBLEMAS DE
CONSENSO CON NODOS INTEGRADORES DE SEGUNDO ORDEN
PERTURBADOS

donde los términos correctivos se muestran a continuación:
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Figura 5.19: Condiciones iniciales 100 veces más alejadas

Condiciones iniciales 1000 veces más alejadas, es decir:

xi1(0) = {400, 200, 500, 300, 150, 150},
xi2(0) = {350, 300, 250, 150, 50, 50},

(5.19)

donde los términos correctivos se muestran a continuación:
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Figura 5.20: Condiciones iniciales 1000 veces más alejadas

con lo anterior se verifica el hecho de que el diferenciador siempre converge antes
del tiempo Tc, por lo cual se verifica la convergencia en tiempo predefinido.
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Caṕıtulo 6

Conclusiones

A lo largo de este trabajo de tesis se a mostrado el desarrollo de este esquema de
diferenciación distribuida, el cual tiene como base el trabajo en [19], cuyo objetivo de
diferenciación es estimar las diferencias de posición entre los nodos y el error de segui-
miento de velocidad. Los estimados serán usados en un control local el cual tiene como
propósito, reducir las diferencias entre los nodos, sin embargo, asegurar la convergencia
del diferenciador en el lazo cerrado, no es una tarea trivial, por lo que el control solo
puede usarse cuando los términos correctivos en el diferenciador, se encuentren cercanos
al cero. Conocer el instante para los términos correctivos son cercanos al cero requiere
de un trabajo previo de simulación y análisis, por lo cual es necesario utilizar un dife-
renciador que permita definir el tiempo máximo de convergencia. El resultado principal
de este trabajo de tesis, esta centrada en el desarrollo del diferenciador distribuido, el
cual utiliza los escalamientos desarrollados en [11] y en [1] para cambiar del dominio
temporal t al dominio temporal en τ , por lo cual se utiliza el diferenciador de [19] en
el dominio de τ , el cual tiene una convergencia en tiempo finito, cuya convergencia en
el dominio t resulta en un tiempo predefinido. Al conocer el tiempo de convergencia
del diferenciador,es posible utilizar un control que utilice la información estimada, y el
cual comenzara a funcionar en el tiempo Tc definido por el usuario, cabe señalar que
el control es local, esto quiere decir que la señal de control en cada seguidor, no se
comparte en la red.

El diferenciador distribuido en tiempo predefinido mostrado en el caṕıtulo 4 tiene
una ganancia variable, la cual depende del tiempo y tiende a infinito cuando el tiempo
tiende a Tc, sin embargo, el algoritmo considera el comportamiento y cambia su valor
a una constante de valor unitaria, por lo cual, una vez se llega al tiempo Tc se recupera
la estructura del diferenciador en tiempo finito. Utilizar esta esquema de diferenciación
distribuida, permite la utilización de controladores distintos en los nodos seguidores que
resuelvan un propósito en especifico, por ejemplo en nodos integradores perturbados o
incluso nodos de distinto orden que pretendan lograr el consenso.
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6. CONCLUSIONES

Algunas ventajas del diferenciador distribuido en tiempo predefinido:

Conocimiento del tiempo máximo de convergencia en los términos correctivos.

Diseño flexible del controlador para cada seguidor, debido a que es local.

Solo se requiere del conocimiento de la posición del ĺıder.

Desventajas:

El término asociado al escalamiento en τ , tiende a infinito cuando t tiende a Tc.

El control en cada seguidor debe comentar en Tc y no antes.

El desarrollo de este trabajo deja en puerta algunos problemas que podŕıan resolverse
en el futuro, tales como: robustificación de la topoloǵıa de comunicación, consenso de
nodos integradores de distinto orden y diferenciación distribuida en tiempo predefinido
para nodos integradores de orden arbitrario.
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