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Resumen

El descubrimiento de los sistemas bidimensionales tipo Dirac ha impulsado a la plasmónica

por sus novedosas propiedades. Entre ellos, la emergente clase de materiales anisotrópicos 2D

tipo Dirac presentan fenómenos ópticos únicos con potenciales aplicaciones tecnológicas en la

optoelectrónica y plasmónica. En el presente trabajo nos enfocamos en los modos normales de la

respuesta óptica de los materiales 2D tipo Dirac. Partiendo del grafeno, se explican las principales

propiedades de las estructuras de conos de Dirac a bajas energías. Posteriormente se discuten las

principales características y aplicaciones de otros sistemas 2D análogos. Se calculó la relación de

dispersión plasmónica para estos sistemas bidimensionales y se discutió el concepto de contornos de

isofrecuencia para entender las propiedades de los modos plasmónicos en materiales anisótropos. A

partir de este, se destacan las principales diferencias entre los plasmones en el grafeno y los sistemas

clásicos conocidos (sistema de gas de electrones bidimensional, 2DEG). Así mismo, se discutieron las

propiedades de los plasmones para materiales isotrópicos, anisotrópicos e hiperbólicos. Por último, se

obtuvieron las expresiones explícitas del tensor de conductividad óptico del borofeno 8-Pmmn a través

de la fórmula de Kubo a temperatura T = 0 como función de la frecuencia de luz incidente. A partir

de esta respuesta óptica del borofeno 8-Pmmn se observó una región hiperbólica. Posteriormente, se

analizaron los contornos de isofrecuencia de los plasmones para distintas frecuencias de luz incidente.

Finalmente se analizó el amortiguamiento de los plasmones para modos tipo TE y TM, en donde

estos últimos presentaron menor disipación de energía.
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CAPÍTULO 1

Introducción

En las últimas décadas, los plasmones han surgido como una promesa a nuevos dispositivos

tecnológicos debido a sus innovadoras propiedades. Los plasmones son excitaciones electrónicas que

se forman debido a la interacción de luz (o radiación electromagnética) con los electrones libres de

un medio. Se presentan como modos colectivos de oscilación de la densidad de carga inducida (el

“quantum” de este campo recibe el nombre de “plasmón” o “polaritón plasmónico” si se desea destacar

su carácter del producto de la interacción luz-materia). En superficies metal/dieléctrico representan

ondas o campos propagantes superficiales, conocidos como Plasmones de Superficie(SP, por sus siglas

en inglés), con carácter evanescente en la dirección perpendicular a la interface. Estos plasmones

de superficie presentan propiedades muy importantes, como campos fuertemente localizados, una

enorme sensibilidad a los cambios en el entorno local y la capacidad de localizar la energía en

volúmenes diminutos no restringidos por la longitud de onda de la luz incidente. Dicho esto, el

estudio de los fenómenos ópticos relacionados con la respuesta electromagnética de los metales se ha

denominado plasmónica o nanoplasmónica. Este campo de las nanociencias y nano-óptica se ocupa

del control de la localización y la propagación de la luz en escalas inferiores a la longitud de onda.

Por otra parte, el descubrimiento del grafeno y sus extraordinarias propiedades (Novoselov

et al., 2004), de los aislantes topológicos (Moore, 2010), de los semimetales de Weyl (Xu et al., 2015)

entre otros, han abierto todo un campo nuevo de investigación, el de “los sistemas de Dirac”. En tales

sistemas, los electrones están gobernados por la versión 2D de la ecuación de Dirac, lo que permite

ya vislumbrar su novedad. Esta clase única de nanomateriales 2D presentan propiedades innovadoras

que prometen aplicaciones importantes en la tecnología; el descubrimiento del grafeno ha traído

una nueva revolución científica y tecnológica. Más aún, el grafeno contiene propiedades ópticas

únicas y de mayor potencial que las conocidas en los metales. Primero, la densidad de portadores

1



2 1 INTRODUCCIÓN

de carga puede ser modificada eléctricamente, químicamente y ópticamente. Esto permite modificar

el rango de frecuencias en las que se puede excitar los SP y abarcar un mayor rango de frecuencias.

Segundo, la baja densidad electrónica de estados y el débil acoplamiento electrón-fonón provee

al grafeno de una alta densidad de corriente de portadores de carga. Tercero, a diferencia de las

excitaciones plasmónicas de un gas electrónico bidimensional, los plasmones de superficie en el

grafeno ofrecen una posibilidad única de observar modos con polarización tipo TE. Debido a este

movimiento transversal de los portadores, la velocidad de los SPs con polarización tipo TE suelen

estar cerca de la velocidad de la luz en la materia (Mikhailov and Ziegler, 2007). Sin embargo, la

relación de dispersión de tales modos colectivos en esta clase de sistemas difiere de aquéllas que

suelen aparecer en los llamados metamateriales

Los metamateriales son materiales compuestos creados artificialmente que obtienen sus

propiedades de la microestructura interna, en lugar de la composición química de los materiales

naturales. El concepto central de los metamateriales es elaborar materiales utilizando unidades

estructurales diseñadas y fabricadas artificialmente para conseguir las propiedades y funcionalidades

deseadas. Por otra parte, las metasuperficies ultrafinas, que comprenden una clase de metamateriales

ópticos planares altamente anisotrópicos con unidades estructurales de sub-longitud de onda, han

atraído mucha atención debido a su capacidad de controlar localmente la fase, la amplitud y la

polarización de la luz en la interfaz entre dos materiales (Kildishev et al., 2013). La respuesta

electromagnética de las metasuperficies puede ser modelada a través del tensor de conductividad

óptico

σij =

σxx σxy

σyx σyy

 (1.1)

donde los componentes pueden ser complejos. Esta anisotropía de las metasuperficies genera plasmo-

nes con distintos contornos en el espacio de los momentos (kx, ky). Nótese que para el caso isotrópico

(σxx = σyy, σxy = σyx = 0), por ejemplo el grafeno, el contorno de las plasmones son circulares. Por

el contrario, cuando un componente del tensor de conductividad predomina sobre el otro (σxx 6= σyy,

Imσxx · Imσyy > 0), entonces los plasmones de superficie toman contornos elípticos. Más aún, para

las metasuperficies en donde sus componentes diagonales del tensor de conductividad difieren de

signo (Imσxx · Imσyy < 0), se observa un contorno hiperbólico en los plasmones.
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Nemilentsau et al. (2016) propusieron la posibilidad de tener propagación de tipo hiperbólica

con materiales “naturales” tales como los materiales de Dirac o sistemas basados en ellos. En este

trabajo proponen un novedoso mecanismo físico, inherente a la naturaleza de los materiales, para

crear plasmones hiperbólicos bidimensionales altamente sintonizables basados en los materiales 2D

anisotrópicos en el rango de frecuencias del infrarrojo lejano y medio. Este mecanismo se basa en la

interacción entre dos tipos de movimientos de electrones que definen la respuesta electromagnética

de los semiconductores típicos: el movimiento de los electrones (huecos) dentro de la banda de

conducción (valencia) del material (movimiento intrabanda), y las transiciones de electrones desde la

banda de valencia a la de conducción del material (transiciones interbanda). Debido a esto, se logró

demostrar que los materiales anisotrópicos 2D tipo Dirac pueden albergar plasmones hiperbólicos de

superficie altamente sintonizables.

Debido a la forma de los contornos plasmónicos, los plasmones hiperbólicos se propagan en

direcciones con densidades de estados grandes y de mayor confinamiento, posicionándolo como po-

tenciador para aplicaciones en la nanofotónica. La posibilidad de tener índices de refracción negativas

fue predicha por Veselago (1968), en donde se requiere que las permitividades y permeabilidades sean

ambas menores a cero (ε < 0 y µ < 0). Dicha propiedad es inherente en la mayoría de los materiales

anisotrópicos hiperbólicos, el cual añade un valor adicional a sus propiedades hiperbólicas (Luo et al.,

2002). Esta refracción negativa, dependiente de la longitud de onda, puede utilizarse para dirigir

señales ópticas con diferentes longitudes de onda (Takayama and Lavrinenko, 2019). Uno de los

problemas actuales de la microscopía de alta resolución es recuperar los componentes evanescentes en

campos lejanos (Hyperlens). Los plasmones hiperbólicos poseen campos evanescentes en la dirección

perpendicular del material, lo que permite fuertes interacciones luz-materia al mismo tiempo que

proporciona un alto confinamiento. Por otra parte, los plasmones hiperbólicos, debido a su alta

anisotropía, poseen componentes con vectores de onda de gran magnitud sin depender de mecanismos

resonantes (intrínsecamente limitados en frecuencia, y perjudiciales para la formación de imágenes

debido a las pérdidas de absorción), lo cual los convierte en candidatos ideales para leer y escribir

información a nanoescala (Ferrari et al., 2015). De igual manera, los plasmones hiperbólicos en

materiales 2D se pueden aplicar a la ingeniería de transmisión de calor (Guo et al., 2012; Guo and

Jacob, 2013), ingeniería de emisión espontánea (Roth et al., 2017; Lu et al., 2014), nanolitografía (Li

et al., 2011; Ishii et al., 2013), por mencionar algunos más.
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Dicho esto, la presente tesis tiene como objetivo estudiar las características de la propagación

de modos electromagnéticos en materiales 2D de Dirac, tomando como ejemplos el grafeno, un

modelo anisotrópico mínimo con plasmones hiperbólicos, y el borofeno P-mmn. Este se delimitará

en estudiar los plasmones en sistemas 2D, así como el tensor de conductividad óptica del boropheno

8-Pmmn. La presente tesis está organizada de la siguiente manera: En el Capítulo 2 se hablará de los

Sistemas de Dirac, partiendo del Hamiltoniano de Dirac en el grafeno hasta extrapolarlo a materiales

anisotrópicos 2D. En el Capitulo 3 se desarrollará a detalle la relación de dispersión plasmónica para

un material 2D puesto en una interface entre dos dieléctricos. Además, se estudiarán las propiedades

de los plasmones para el caso isotrópico, puramente anisotrópico e hiperbólico. En el Capítulo 4 se

revisarán las propiedades más relevantes del borofeno 8-Pmmn. Se calcularán las expresiones del

tensor de conductividad a partir del formalismo de la fórmula de Kubo y se estudiarán las propiedades

plasmónicas del borofeno 8-Pmmn. Por último, en el Capítulo 5 se anexarán las conclusiones del

presente trabajo así como los resultados más relevantes.



CAPÍTULO 2

Sistemas de Dirac

El descubrimiento del grafeno trajo consigo una revolución de ideas y avances tecnológicos

debido a sus particulares propiedades. En particular, las estructuras de conos de Dirac provee al

grafeno de de electrones que se comportan como fermiones "sin masa", lo que le confiere al material

notables propiedades. A bajas energías, la energía del electrón depende de manera lineal del vector de

onda en sistemas tipo grafeno, y la ecuación que gobierna este comportamiento tiene la forma de la

ecuación de Dirac en dos dimensiones. En este capítulo iniciaremos por recordar la celebre ecuación

de Dirac (considerada en 2D), y a continuación presentaremos el grafeno, y luego comentamos sobre

otros sistemas 2D análogos así como sus propiedades.

2.1. Ecuación de Dirac en 2D

Paul Dirac desarrolló una ecuación considerada como una de las más bellas en la física, que

permitió incorporar el momento magnético intrínseco de los electrones (espín). En dos dimensiones,

la ecuación de Dirac para una partícula libre se escribe(
c(pxσx + pyσy) +mc2σz

)
Ψ(x, y, t) = i~

∂

∂t
Ψ(x, y, t). (2.1)

donde Ψ(x, y, t) es la función de onda del electrón, σi son las matrices de Pauli1, c es la velocidad

de la luz en el vacío, p es el operador de momento, m es la masa del electrón en reposo y ~ es la

1La matrices de Pauli son matrices complejas que surgieron en el desarrollo de Wolfgang Pauli para explicar el spín
del electrón sin efectos relativistas. Estas están definidas por:

σx =

(
0 1
1 0

)
, σy =

(
0 −i
i 0

)
, σz =

(
1 0
0 −1

)
.

5



6 2 SISTEMAS DE DIRAC

constante de Planck reducida. La ecuación 2.1 permite explicar el comportamiento de un electrón

con spín-1
2
en movimiento relativista.

Debido a las contribuciones de las matrices de 2× 2 de Pauli, la función de onda Ψ(x, y, t)

puede ser considerada como una función de onda de dos componentes (espinores), o como un

vector columna: Ψ(x, y, t) =

ΦA(x, y, t)

ΦB(x, y, t)

. Considerando que podemos separar la dependencia

temporal de la forma: ΦA,B(x, y, t) = e−iEt/~φA,B(x, y), donde la energía E es relativista |E| →√
(pc)2 + (mc2)2, entonces podemos representar la ecuación (2.1) en forma matricial:−(E −mc2) c(px − ipy)

c(px + ipy) −(E +mc2)

φA(x, y)

φB(x, y)

 = 0. (2.2)

Las soluciones de la ecuación (2.2) nos da un conjunto de soluciones desacopladas (ψ1, ψ2) para

E =
√
p2c2 +m2c4 > 0;

ψ1(x, y) = N−e
ik·r

 1

c(kx−iky)

E−mc2

 , (2.3)

y para E = −
√
p2c2 +m2c4 < 0;

ψ2(x, y) = N+e
ik·r

 1

c(iky−kx)

mc2+E

 , (2.4)

donde k = (kx, ky) es el momento de las partículas en las direcciones correspondientes, N± es una

constante de normalización dada por N± = (E±mc2)√
|p|2c2+(E±mc2)2

.

Nótese que para el caso de una partícula sin masa m = 0, la ecuación de Dirac se reescribe

como  −E c(px − ipy)

c(px + ipy) −E

φA(x, y)

φB(x, y)

 = 0. (2.5)

en donde las soluciones (2.3) y (2.4) se pueden reescribir como:

ψ1(r) =
eik·r√

2

 1

eiφ

 , ψ1(r) =
eik·r√

2

 1

−eiφ

 , (2.6)

en donde φ = arctan(ky/kx).



2.2 GRAFENO 7

2.2. Grafeno

El grafeno es una monocapa de átomos de carbono dispuestos en una superficie uniforme,

ligeramente ondulada, con una estructura semejante a la de un panal de abejas por su configuración

atómica hexagonal. Esta estructura cristalina bidimensional (2D) contiene dos átomos por celda

unidad (red bipartita). La relación de dispersión de los portadores de carga, en el espectro de bajas

energías cerca de los puntos de carga neutra (Figura 2.1A), se comporta como la relación de dispersión

"quasi-relativista". La estructura de bandas (Figura 2.1B) es una herramienta muy útil para la relación

de dispersión energética de los electrones a temperatura cero. En este se puede observar que cerca de

los puntos de simetríaK ambas bandas se intersectan siguiendo una dispersión lineal.

FIGURA 2.1: A) Estructura de banda energética del grafeno. La relación de dispersión
lineal cerca de las partes centrales de las bandas son resaltadas (Duplantier et al., 2017).
B) Estructura de bandas del grafeno (Katsnelson, 2007).

Estos puntos característicos de intersección forman una estructura tipo cono que es la que

brinda al grafeno de propiedades electrónicas únicas. Considerando dos orbitales atómicos en cada
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sitio de las dos subredes (A y B) cerca de los puntos de máxima simetría en la primera zona de

Brillouin k→K, el Hamiltoniano de Enlace Fuerte (Tigh-Binding) puede expresarse como:

ĤK = ~vFσ · q = ~vF

 0 qx − iqy
qx + iqy 0

 (2.7)

donde σ son las matrices de Pauli (σx, σy), q = k −K son los momentos relativos definidos por:

q =

qx
qy

 , (2.8)

y

vF =
3|t|a
2~
≈ c/300, (2.9)

es la velocidad de Fermi en los puntos canónicos o puntos de Fermi, en donde a ≈ 1,2Åes la distancia

entre los vecinos más cercanos y t es el parámetro de salto (Novoselov et al., 2005). Los eigenvalores

de (2.7), i.e.la relación de dispersión energética, son funciones de la magnitud q con dependencia

lineal: E = ~vF |q|, con respecto a los puntosK. Además, podemos observar que estos eigenvalores

corresponden a la ecuación de Dirac sin masa (2.6). Debido a que hay 2 átomos por celda unidad,

cada uno dona un electrón a la banda de valencia, por lo que la primera zona de Brillouin está

completamente llena (a primeras aproximaciones), de tal forma que la energía de Fermi es zero en

estos puntos.

La ecuación (2.7) es un análogo a la ecuación de Dirac sin masa, en donde la velocidad de la

luz c es reemplazada por la velocidad de Fermi vF ≈ 106ms−1. El grado de libertad interno, que es

el espín en la ecuación de Dirac, son los índices (A,B) de las subredes del grafeno. Estos “espinores

de Dirac” consisten en dos componentes que describen la distribución electrónica en las subredesA

yB. Estos números cuánticos son mejor conocidos como pseudoespín, donde el pseudoespín “up”

corresponde a la subredA y el pseudoespín “down” a la subredB.

Si incorporamos componentes diagonales ∆ε al Hamiltoniano (2.7) de tal forma que este

quede expresado como:

ĤK =

 ∆ε ~vF (qx − iqy)

~vF (qx + iqy) ∆ε

 , (2.10)
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se observa que la relación de dispersión energética es

E±(q) = ∆ε±
√

~2v2
F |q|

2. (2.11)

A partir de la expresion matricial del Hamiltoniano (2.10) podemos interpretar que este término

adicional ∆ε eleva el nivel de Fermi. Esto puede ser causado cuando se modifican la concentración

de portadores de carga en el material.

Debido a la presencia de estos conos de Dirac, el grafeno presenta propiedades únicas de

efectos Hall cuánticos fraccionarios (Bolotin et al., 2009), fractales (Ponomarenko et al., 2013) y

semienteros (Zhang et al., 2005); alta movilidad de portadores de carga (Bolotin et al., 2008), así

como otras propiedades ópticas (Nair et al., 2008) y fenómenos novedosos (Castro Neto et al., 2009).

2.3. Materiales tipo Dirac

Los materiales tipo Dirac son materiales que presentan conos de Dirac de baja energía en

su estructura de bandas dentro de la primera zona de Brillouin. Los electrones normales, que se

pueden encontrar en los metales, obedecen a la ecuación de Schrödinger, mientras que las energías

de los electrones tipo Dirac son lineales con el momento y obedecen a la ecuación de Dirac. Sin

embargo, a diferencia de otras partículas sin masa, como los neutrinos, los electrones tipo Dirac

tienen carga. Como resultado, los electrones de los materiales de Dirac se comportan como partículas

sin masa cargadas que pueden ser fácilmente influenciadas por un campo electromagnético externo.

Para estructuras 2D, el Hamiltoniano de Dirac tiene la forma de:

HD = (vxqxσx + vyqyσy) + ∆εσ0, (2.12)

donde σx,y son las matrices de Pauli, σ0 es la matriz identidad de 2× 2, vF es la velocidad de Fermi,

vx,y son las velocidades relativas de los portadores de carga en cada una de las direcciones y qx,y

son los operados de momento. Nótese que el último término del lado derecho de la ecuación (2.12)

incrementa el nivel de Fermi ∆ε, por lo que este término produce una brecha entre la banda de

conducción y de valencia. Existen materiales altamente anisotrópicos en donde las velocidades en

cada una de las direcciones son distintas, vx 6= vy, en donde la relación de dispersión energética de
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los materiales 2D tipo Dirac está dado por

E±(qx, qy) = ∆ε±
√
v2
xq

2
x + v2

yq
2
y . (2.13)

Hasta ahora, se han encontrado cientos de materiales 2D, incluyendo compuestos de los

grupos IV-VI, sistemas binarios de elementos del grupo III-V, metales calcogenuros, óxidos complejos,

entre otros. Entre la gran variedad de los materiales 2D, solamente el grafeno, siliceno (Feng et al.,

2016), germaneno (Dávila and Le Lay, 2016), fosforeno (Liu et al., 2014), algunos grafinos (alótropos

sp−sp2 del carbón) (Huang et al., 2013) y borofeno (Lopez-Bezanilla and Littlewood, 2016) exhiben

teóricamente los conos de Dirac. Además, solamente se han demostrado experimentalmente los conos

de Dirac en el grafeno (Pletikosić et al., 2009).

Dentro de esta gamma de materiales 2D pertenecientes a los elementos de los grupos IV-VI,

los dicalcogenuros de metales de transición (DCMT) (e.g., MoS2, MoSe, WS2 y WSe2) son de grande

importancia. Estos tienen propiedades novedosas, como el acoplamiento de espín-valle interacción

fuerte de muchos cuerpos y transición de banda prohibida indirecta a directa en el límite de la

monocapa. Además, sus absorciones ópticas están dentro del visible. Por otra parte, Cahangirov et al.

(2009), a través de cálculos de primeros principios, predijeron la estabilidad en forma de panal de

abejas del Silicio (Siliceno) y el Germanio (Germaneno), ambos pertenencientes del grupo IVA. Estos

son semimetales con conos de Dirac con velocidad de Fermi ≈ 106m/s, parecidas a las del grafeno.

Sus longitudes de enlace, ligeramente mayores que las del grafeno, debilitan las interacciones π−π y

causan un acoplamiento distinto de σ y enlaces π para formar estructuras pandeadas. Estas estructuras

pandeadas afectan de gran manera las propiedades electrónicas de los materiales 2D más allá del las

propiedades del grafeno.

Recientemente, los materiales 2D con anisotropía intrínseca de banda en el plano han atraído

una atención significativa. Las propiedades de transporte anisotrópico de los materiales 2D con baja

simetría son típicamente el resultado de la diferente estructura de bandas de energía a lo largo de

las diferentes direcciones en el plano de la red cristalina de capas, lo que lleva a una masa efectiva

del portador drásticamente diferente a lo largo de las diferentes direcciones del cristal (Zhao et al.,

2020). Por lo tanto, el estudio de las propiedades magnéticas y de transporte de los materiales 2D

anisotrópicos pueden ofrecer la vía para investigar nuevos fenómenos físicos, como la localización
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débil anisotrópica, la superconducción anisotrópica y la resistencia magnética no lineal anisotrópica,

que proporcionan una comprensión más completa de sus propiedades físicas y de sus posibles

aplicaciones(Barraza-Lopez et al., 2020).

En la búsqueda de estos nuevos materiales anisotrópicos 2D, varios estudios computacionales

han predicho una larga gamma de estructuras de borofeno (estructuras cristalinas 2D de Boro) con

distintas configuraciones y propiedades (Wu et al., 2012). El polimorfismo del borofeno con un cono

Dirac inclinado y anisotrópico (llamado borofeno 8-Pmmn) fue predicho por Zhou et al. (2014) y ha

sido confirmado experimentalmente por Mannix et al. (2015) así como sus estructuras hidrogenadas

(Borofanos) (Li et al., 2021). Posteriormente se predijo la existencia de plasmones anisotrópicos

(Sadhukhan and Agarwal, 2017). Se han estudiado las propiedades electrónicas del borofeno 8-Pmmn

utilizando cálculos de primeros principios y se han mostrado los conos de Dirac que surgen de

los orbitales de una de las dos subredes no equivalentes (Lopez-Bezanilla and Littlewood, 2016).

Posteriormente se propuso un Hamiltoniano efectivo de baja energía en el límite del continuo

(Zabolotskiy and Lozovik, 2016).



CAPÍTULO 3

Modos Electromagneticos en materiales 2D

Los plasmón polaritones de superficie (SPPs, por sus siglas en inglés) son excitaciones elec-

tromagnéticas que se propagan en la interfaz entre un dieléctrico y un conductor, evanescentemente

confinadas en la dirección perpendicular. Estas ondas electromagnéticas de superficie surgen a través

del acoplamiento entre los campos electromagnéticos y las oscilaciones del plasma de electrones

del conductor (Maier, 2007). Partiendo de la ecuación de onda, en la primera sección del presente

capítulo se desarrolla la relación de dispersión de los SPPs para un material bidimensional inmerso

en dos dieléctricos homogéneos. En la siguiente sección se estudiarán las propiedades del modelo

de gas de electrones libres en dos dimensiones. Posteriormente se explicarán las propiedades de los

plasmones isotrópicos, elípticos e hiperbólicos en estructuras 2D.

3.1. Relación de dispersión plasmónica en materiales 2D

Consideramos un material 2D dentro de una interface que separa a dos medios dieléctricos

homogeneos con constantes dieléctricas ε1, ε2 y permeabilidades µ1, µ2. El esquema de la estructura

propuesta se muestra en la Figura 3.1. Así pues, tomamos como punto de partida las ecuaciones de

Maxwell macroscópicas en los dos medios que rodean al material 2D:

∇ ·D = ρ, (3.1a)

∇ ·B = 0, (3.1b)

∇×E = −∂B
∂t

, (3.1c)

∇×H = J ext +
∂D

∂t
, (3.1d)

12
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donde D es el vector de desplazamiento, E es el campo eléctrico, H el campo magnético, B la

densidad de flujo magnético con densidades de carga externa y densidad de corriente ρ y J ext,

respectivamente.

Si limitamos nuestro estudio al caso lineal, isotrópico y no magnético, entonces encontramos

las relaciones constitutivas:

D = ε0εE,

B = µ0µH ,
(3.2)

donde ε es la constante dieléctrica o permitividad relativa y µ es la permeabilidad magnética relativa.

En casos en donde los medios son lineales e isotrópicos con respuesta instantánea a los cambios

del campo eléctrico, la permitividad relativa es un escalar: ε(r − r′, t − t′) → ε. Los medios

anisotrópicos pueden ser considerados a través de la forma tensorial de ε y µ. Conociendo estas

relaciones, podemos combinar las ecuaciones de Faraday (3.1c) y Ampere (3.1d) de las ecuaciones

de Maxwell para obtener:

∇×∇×E = −µ0µ
∂D

∂t
, (3.3)

y posteriormente llegar a la ecuación de onda1:

∇2E − εµ

c2

∂2E

∂t2
= 0, (3.4)

donde c = 1√
µ0ε0

es la velocidad de la luz. Esta ecuación diferencial parcial de segundo orden permite

soluciones armónicas en la dependencia temporal del tipo: E(r, t) = E(r)e−iωt, donde ω es la

frecuencia angular. Introduciendo esto en la ecuación de onda (3.4) obtenemos:

∇2E + k2
0εµE = 0, (3.5)

1Utilizando la identidad
∇×∇×E = ∇(∇ ·E)−∇2E,

en donde hay ausencia de fuentes (∇ ·D = 0), entonces podemos escribir el lado izquierdo de la ecuación (3.3) se puede
escribir como

∇×∇×E = −∇2E.
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donde k0 = ω
c

es la amplitud del vector onda en el vacío. La ecuación (3.5) es conocida como

la ecuación de Helmholtz y el mismo procedimiento se puede aplicar al campo magnético H . Al

conjunto de soluciones que satisfacen (3.4) se les llaman ondas planas.

Consideremos una onda plana que incide sobre un material bidimensional en una interface

separado por dos medios, como se muestra en la Figura 3.1. El campo eléctrico E y el campo

magnéticoH están dados por las expresiones

E(r, t) = E0e
i(k·r−ωt)

H(r, t) = H0e
i(k·r−ωt)

(3.6)

donde los vectores E0 y H0 representan la amplitud de los campos eléctricos y magnéticos, res-

pectivamente. Además, por la teoría de electromagnetismo sabemos que estos campos son ortogonales.

FIGURA 3.1: Vectores de Onda de una onda electromagnética incidente sobre un
material 2D (línea azul) entre dos medio dieléctricos.



3.1 RELACIÓN DE DISPERSIÓN PLASMÓNICA EN MATERIALES 2D 15

Se elige un sistema coordenado en donde el plano de la interfase es paralelo al plano x− y

como se muestra en la Figura 3.1 y de tal forma que el vector de onda solo tenga dos componentes:

k = (kx, 0, kz). (3.7)

Los dos medios con permitividades ε1, ε2 y permeabilidades µ1, µ2 definen las propiedades

de las ondas electromagnéticas que pueden ser expresadas como una superposición de ondas TE

(Transversal Eléctrico ) y TM (Transversal Magnético). Para la polarización tipo TM, el campo

eléctrico y magnético se expresan como:

E = (Ex, 0, Ez) , H = (0, Hy, 0) , (3.8)

mientras que la polarización tipo TE se expresa como:

E = (0, Ex, 0) H = (Hx, 0, Hz) , (3.9)

para una configuración como se muestra en la Figura 3.1. De esta forma, se pueden expresar los

campos eléctricos en cada una de las regiones como:

E1(r, t) =E+
1 (r, t) +E−1 (r, t) z ≤ 0,

=


E+
x1

E+
y1

E+
z1

 ei(k
+
x1x+k+z1z−ω

+
1 t) +


E−x1

E−y1

E−z1

 ei(k
−
x1x+k−z1z−ω

−
1 t),

E2(r, t) =E+
2 (r, t) +E−2 (r, t) z ≥ 0,

=


E+
x2

E+
y2

E+
z2

 ei(k
+
x2x+k+z2z−ω

+
2 t) +


E−x2

E−y2

E−z2

 ei(k
−
x2x+k−z2z−ω

−
2 t),

(3.10)
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donde los subíndices representan el medio en donde las ondas electromagnéticas viajan. Similarmente,

los campos magnéticos se pueden expresar como las ecuaciones (3.10). Estos campos electromagnéti-

cos deben satisfacer las condiciones a la frontera en la interface (z = 0):

n̂ · (D2 −D1)

∣∣∣∣
z=0

= ρs, (3.11a)

n̂ · (B2 −B1)

∣∣∣∣
z=0

= 0, (3.11b)

n̂× (E2 −E1)

∣∣∣∣
z=0

= 0, (3.11c)

n̂× (H2 −H1)

∣∣∣∣
z=0

= J s, (3.11d)

donde n̂ es el vector normal a la superficie de la interfase (en dirección de +z), ρs es la densidad de

carga superficial de la interface y J s es la densidad de corriente que puede ser expresada como

J s = ¯̄σE =

σxx σxy

σyx σyy

Ex
Ey

 . (3.12)

A partir de la segunda condición a la frontera (3.11a) sabemos que el componente paralelo a la

interface deB (H) es continuo en la interface, mientras que la tercera condición (3.11b) nos dicen

que el componente tangencial de E (D) es continuo en la interface. Al aplicar la ley de Faraday y

Ampere, a las ecuaciones de ondas planas obtenemos

k ×E = µ0µωH , k ×H = −ε0εωE, (3.13)

suponiendo la ausencia de densidades de corriente J ext en cada medio y recordando que k es el

vector de onda definido en (3.7). Nótese que la ecuación (3.13) nos ayuda a relacionar los campos

eléctricos y magnéticos en cada uno de los medios.

Si aplicamos la ecuación (3.11c) al campo eléctrico en z = 0, entonces obtenemos

E+
x1e

i(k+x1x−ω
+
1 t) + E−x1e

i(k−x1x−ω
−
1 t) = E+

x2e
i(k+x2x−ω

+
2 t) + E−x2e

i(k−x2x−ω
−
2 t),

E+
y1e

i(k+x1x−ω
+
1 t) + E−y1e

i(k−x1x−ω
−
1 t) = E+

y2e
i(k+x2x−ω

+
2 t) + E−y2e

i(k−x2x−ω
−
2 t).

(3.14)
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Para que esto se cumpla en cualquier tiempo t y para todos los puntos (x, 0) en la interface, entonces

ω+
1 = ω−1 = ω+

2 = ω−2 = ω, (3.15)

de tal forma que no hay cambio en la frecuencia en la interface. Además, debido a las ecuaciones

(3.14) encontramos

k+
x1 = k−x1 = k+

x2 = k−x2 = q. (3.16)

Así mismo, recordando la relación de dispersión de la ecuación de Helmholtz (3.5) y debido a (3.16),

entonces encontramos que
kx1 = kx2,

k1 sin θ1 = k2 sin θ2,

n1 sin θ1 = n2 sin θ2,

(3.17)

en donde ni =
√
εiµi. La ecuación (3.17) es mejor conocida como la ley refracción descubierta

experimentalmente por Snell en 1621. Para que se satisfaga la ecuación de Helmholtz (3.5) y la

condición (3.16), entonces el componente normal del vector de onda a la interface cumple con

k+
z1 = −k−z1 para el medio 1 y k+

z2 = −k−z2 para el medio 2. A partir de esto reescribimos las

ecuaciones (3.10) como

E1(r, t) =E+
1 (r, t) +E−1 (r, t) z ≤ 0,

=


E+
x1

E+
y1

E+
z1

 ei(qx+kz1z−ωt) +


E−x1

E−y1

E−z1

 ei(qx−kz1z−ωt),

E2(r, t) =E+
2 (r, t) +E−2 (r, t) z ≥ 0,

=


E+
x2

E+
y2

E+
z2

 ei(qx+kz2z−ωt) +


E−x2

E−y2

E−z2

 ei(qx−kz2z−ωt).

(3.18)



18 3 MODOS ELECTROMAGNETICOS EN MATERIALES 2D

El desarrollo de las ecuaciones (3.18) con las condiciones a la frontera (3.11) y las relaciones de

(3.13) se pueden encontrar en el Apéndice A para llegar a las siguientes ecuaciones:

E+
y2 + E−y2 = E+

y1 + E−y1,

E+
y2 − E−y2 =

µ2

kz2

(
kz1
µ1
− ωµ0σyy

)
E+
y1 −

µ2

kz2

(
kz1
µ1

+ ωµ0σyy

)
E−y1 −

µ0µ2

ε0ε1

kz1
kz2
σyx(H

+
y1 −H−y1),

H+
y2 −H−y2 =

ε2kz1
ε1kz2

(H+
y1 −H−y1),

H+
y2 +H−y2 =

(
1− kz1σxx

ωε0ε1

)
H+
y1 +

(
1 +

kz1σxx
ωε0ε1

)
H−y1 − σxy(E+

y1 + E−y1).

(3.19)

Podemos representar el cambio en las ondas electromagnéticas en un sistema no homogéneo

a través de la matriz de transferencia. La matriz de transferencia es una herramienta muy poderosa

para analizar la luz a través de la propagación en un medio no homogéneo (Born et al., 1999). La idea

central de esta es poder conectar los campos eléctricos y magnéticos entre ambos medios a través de

la matriz de transferencia 2: 
E+
y2

E−y2

H+
y2

H−y2

 = M


E+
y1

E−y1

H+
y1

H−y1

 . (3.20)

Si acomodamos el sistema de ecuaciones lineales (3.19) de modo que puedan ser expresadas en la

forma matricial (3.20) entonces obtenemos

A


E+
y2

E−y2

H+
y2

H−y2

 = B


E+
y1

E−y1

H+
y1

H−y1

 , (3.21)

2La matriz de transferencia (3.20) incluye una onda incidente de la interfase 1|2 proveniente del medio 2. Esta se
entiende como un caso más general en donde el espacio no homogéneo pueda incluir más de una interface. Sin embargo,
para el presente trabajo, las amplitudes E−

y2 y H−
y2 son cero.
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en donde

A =


1 1 0 0

1 −1 0 0

0 0 1 −1

0 0 1 1

 , (3.22)

y

B =


1 1 0 0

µ2
kz2

(
kz1
µ1
− ωµ0σyy

)
− µ2
kz2

(
kz1
µ1

+ ωµ0σyy

)
−µ0µ2

ε0ε1

kz1
kz2
σyx

µ0µ2
ε0ε1

kz1
kz2
σyx

0 0 ε2kz1
ε1kz2

− ε2kz1
ε1kz2

−σxy −σxy
(

1− kz1
ωε0ε1

σxx

) (
1 + kz1

ωε0ε1
σxx

)

 . (3.23)

Finalmente, la matriz de transferencia queda expresada como el producto matricial M = A−1B:

M =

1

2


1 + µ2

kz2
(kz1
µ1
− ωµ0σyy) 1− µ2

kz2
(kz1
µ1

+ ωµ0σyy) −µ0µ1kz1
ε0ε1kz2

σyx
µ0µ2kz1
ε0ε1kz2

σyx

1− µ2
kz2

(kz1
µ1
− ωµ0σyy) 1 + µ2

kz2
(kz1
µ1

+ ωµ0σyy)
µ0µ1kz1
ε0ε1kz2

σyx −µ0µ1kz1
ε0ε1kz2

σyx

−σxy −σxy 1 + kz1
ε1

( ε2
kz2
− σxx

ωε0
) 1− kz1

ε1
( ε2
kz2
− σxx

ωε0
)

−σxy −σxy 1− kz1
ε1

( ε2
kz2

+ σxx
ωε0

) 1 + kz1
ε1

( ε2
kz2

+ σxx
ωε0

)

 .

(3.24)

Los plasmones pueden ser vistos como un efecto de resonancia en donde se observa un

incremento de la amplitud-respuesta debido a una frecuencia incidente específica. Si hacemos incidir

campos electromagnéticos infinitesimalmente pequeños a nuestro material 2D, de tal forma que la

respuesta del material es distinta a cero, entonces encontramos las frecuencias de resonancia de los

portadores de carga en la interfase. Si consideramos solamente ondas que viajen de la interfase hacia

los medios, de modo que las ondas incidentes sean cero (Zhan et al., 2013), entonces la ecuación

(3.20) se puede reescribir como:
E+
y2

0

H+
y2

0

 = M


0

E−y1

0

H−y1

 =


m11 m12 m13 m14

m21 m22 m23 m24

m31 m32 m33 m34

m41 m42 m43 m44




0

E−y1

0

H−y1

 . (3.25)
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A partir del sistema de ecuaciones (3.25) encontramos las dos siguientes relaciones:

m22E
−
y1 +m24H

−
y1 = 0,

m42E
−
y1 +m44H

−
y1 = 0.

(3.26)

que sostienen las condiciones de resonancia del sistema. Por tales motivos, las soluciones no triviales

del sistema de ecuaciones (3.26) definen la relación de dispersión de los plasmones polaritones de

superficie:

m22m44 −m24m42 = 0, (3.27)

que corresponden a los elementos de la matriz (3.24):[
kz2
µ2

+
kz1
µ1

+ Z0k0σyy

] [
ε1kz2 + ε2kz1 +

Z0kz1kz2σxx
k0

]
= σxyσyxZ

2
0kz2kz1, (3.28)

donde Z0 =
√
µ0/ε0 ≈ 377Ω es la impedancia en el vacío. Nótese que si imponemos las condiciones

(3.25) en las ecuaciones (3.19), entonces obtenemos(
kz2
µ2

+
kz1
µ1

+ Z0k0σyy

)
E−y1 =

kz1µ0σyx
ωε0ε1

H−y1, (3.29a)(
ε1kz2 + ε2kz1 +

kz1kz2σxx
ωε0ε1

)
H−y1 = ε1kz2σxyE

−
y1. (3.29b)

Si se proponen soluciones evanescentes a lo largo de la dirección z en donde Re{q} > √εiµi ωc para

tener ondas localizadas en nuestro material 2D, de tal forma que kz1 = iκ1, kz2 = iκ2,

κ1 =
√
q2 − ε1µ1k2

0, κ2 =
√
q2 − ε2µ2k2

0, (3.30)

entonces, [
κ2

µ2

+
κ1

µ1

− iZ0k0σyy

] [
ε1κ2 + ε2κ1 + i

Z0κ1κ2

k0

σxx

]
= σxyσyxZ

2
0κ2κ1. (3.31)

La relación de dispersión (3.31) para plasmones de superficie en materiales 2D se puede encontrar en

la literatura (Melo, 2015; Nakayama, 1974).

Es importante aclarar que la relación de dispersión (3.31) se refiera a la propagación en

x exclusivamente. De tal manera, si queremos hacer una rotación sobre el eje z del tensor de

conductividad de tal forma que el plano de incidencia de la luz corresponda a una dirección de
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propagación arbitraria en un ángulo ϕ, como se muestra en la Figura 3.2, entonces el tensor de

conductividad σij está dado por:

σ′ij = RjiσxyRij, (3.32)

en donde la matriz de rotación está dada por:

Rij =

 cosϕ sinϕ

− sinϕ cosϕ

 =
1

q

qx −qy
qy qx

 . (3.33)

FIGURA 3.2: Sistema de coordenadas rotados para describir la propagación en una
dirección arbitraria, a un ángulo ϕ respecto al eje x.

Si consideramos el caso en donde las permitividades de los materiales están igualados a la

unidad ε1 = ε2 = 1, al igual que las permeabilidades µ1 = µ2 = 1, entonces podemos expandir la

ecuación (3.31) y reescribirla como:

q2σ′xx − k2
0 Tr{σ′} = i2

k0κ

Z0

[
1 +

Z2
0

4
det{σ′}

]
, (3.34)

donde κ1 = κ2 = κ, Tr{σ′} = σ′xx + σ′yy es la traza de la conductividad eléctrica y det{σ′} =

σ′xxσ
′
yy − σ′xyσ′yx es el determinante de la conductividad eléctrica. Una de las propiedades de la traza

y el determinante de una matriz es que se mantienen invariantes ante rotaciones. Por tal motivo,
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solamente el primer término del lado izquierdo de la ecuación (3.34) se verá afectada:

σ′xx = RxiσxiRix =
1

q2

[
σxxq

2
x + σyyq

2
y + qxqy(σxy + σyx)

]
. (3.35)

Finalmente, introduciendo el término (3.35) en la ecuación (3.34) obtenemos la relación de dispersión

plasmónica:

qxqy(σxy + σyx) +
(
q2
x − k2

0

)
σxx +

(
q2
y − k2

0

)
σyy = i2

k0κ

Z0

[
1 +

Z2
0

4
(σxxσyy − σxyσyx)

]
. (3.36)

La solución de la ecuación (3.36) define la relación de dispersión plasmónica, ω(q), para un material

2D anisotrópico (Hanson, 2008).

3.2. Propagación de Plasmones en Materiales 2D

Las soluciones ω(qx, qy) de la ecuación (3.36) definidas en el espacio de los momentos

determinan los contornos del plasmón de superficie. Nos interesa conocer la forma de estos contornos

debido a que la velocidad de grupo vg = ∇qω(q) es la que define la dirección de propagación de la

energía de los plasmones (Kong, 1986). El análisis computacional de la velocidad de grupo requiere

la forma explícita de ω(q) la cual es complicada de obtener. En lugar de esto, se utilizan los contornos

en el espacio de los momentos: ω(qx, qy) =const. Entonces, la velocidad de grupo y la dirección del

flujo de energía son ortogonales a estos contornos.

Si consideramos el caso más sencillo para un metal 2D tipo Drude, es decir, un gas de

electrones bidimensional o 2DEG (por sus siglas en inglés), en donde las bandas son parabólicas y

solo se dan las transiciones intrabanda (en el límite de longitud de onda larga q → 0), entonces el

tensor de conductividad es escrito como

σij = iσ′′(ω) =
e2Ns

m∗ω
, (3.37)

donde e es la carga del electrón, Ns es la densidad de portadores de carga libre y m∗ es la masa

efectiva. Entonces, la ecuación (3.31) se reduce a dos ecuaciones independientes

ε1κ2 + ε2κ1 −
Z0κ1κ2

k0

σ′′(ω) = 0, (3.38)
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κ2

µ2

+
κ1

µ1

+ Z0k0σ
′′(ω) = 0. (3.39)

Sustituyendo (3.38) en (3.29b) obtenemos E−y1 = E+
y2 = 0, lo que indica que la ecuación (3.38)

corresponde a modos plasmónicos tipo TM. Similarmente, la ecuación (3.39) indica que H−y1 =

H+
y2 = 0, y por lo tanto, describe a plasmones tipo TE.

Para este tipo de casos, en donde σ′′ > 0, las ecuaciones (3.38) y (3.39) solamente aceptan

soluciones para ondas incidentes con polarización tipo TM. De otro modo, no existen soluciones

reales para las ondas incidentes con polarización tipo TE. Además, es posible modificar el rango de

frecuencias de los plasmones de superficie a partir de la densidad de portadores de carga libre (Ns).

El tensor de conductividad en materiales 2D tipo Dirac es un poco más complejo, en donde

se tienen que considerar las transiciones interbanda e intrabanda y los tensores de conductividad

son complejas σij = σ′ij + iσ′′ij . A continuación se explicarán las propiedades de los plasmones en

materiales 2D tipo Dirac para conductividades isotrópicos, anisotrópicos e hiperbólicos.

3.2.1. Plasmones en Grafeno

En esta subsección se describirán los modos plasmónicos del grafeno para ilustrar el com-

portamiento de los modos superficiales en estructuras isotrópicas bidimensionales. El tensor de

conductividad del grafeno a bajas temperaturas kBT � EF , calculada a través de la formula de Kubo

(Falkovsky and Varlamov, 2007), puede ser separada en transiciones interbanda e intrabanda

σg(ω) = σintrag (ω) + σinterg (ω), (3.40)

en donde

σintrag (ω) =
ie2EF

π~2(ωi/τ)
, σinterg (ω) =

ie2

4π~
log

(∣∣∣∣2EF − (ω + i/τ)~
2EF + (ω + iτ)~

∣∣∣∣) , (3.41)

donde EF es la energía de Fermi, e es la carga del electrón, ~ es la constante de Planck, y τ

es el tiempo de relajación de los electrones. Las transiciones interbanda son el movimiento de

los electrones (huecos) dentro de la banda conducción (valencia) del material, mientras que las

transiciones intrabanda son el movimiento de los electrones de la banda de valencia a la banda de

conducción. Nótese en la Figura 3.3 que a frecuencias ω0 = 2EF/~ se produce un escalón, la cual



24 3 MODOS ELECTROMAGNETICOS EN MATERIALES 2D

corresponde a las transiciones interbanda del grafeno. Así mismo, como se puede observar en la

Figura 3.3, hay un cambio de signo de Im(σ) al variar la frecuencia. Debido a esto, la respuesta óptica

del grafeno puede ser separada basado en el signo de la parte imaginaria del tensor de conductividad.

A bajas frecuencias, cuando la frecuencia y los valores de dopaje son tales que ~ω < 1,667EF , la

conductividad del grafeno es tipo Drude en donde la relación de dispersión (3.31) admite ondas

superficiales con polarización TM debido a que Imσg > 0. Por otro lado, para frecuencias cercanas a

la región de transición espectral 1,667EF < ~ω < 2EF (Li et al., 2017), las transiciones interbanda

dominan sobre las intrabanda, permitiendo que la conductividad Imσg del grafeno cambie de signo

positivo (metálico a bajas frecuencias) a signo negativo (dieléctrico a altas frecuencias). A estas

frecuencias, los materiales 2D tipo Dirac permiten plasmones con polarización tipo TE (Melo, 2015),

siendo esta una diferencia notable al gas de electrones libres en dos dimensiones.

FIGURA 3.3: Parte real (A) y parte imaginaria (B) del tensor de conductividad del
grafeno para varios valores del nivel de Fermi: EF = 0,1 eV (línea negra), EF = 0,15
eV (línea azul),EF = 0,2 eV (línea verde) yEF = 0,3 eV (línea roja). Los parámetros
son: τ = 0,34 ps, σ0 = e2/4~ (Nemilentsau et al., 2019).

Para tomar en consideración el amortiguamiento de los plasmones de superficie (disipación

de energía) es necesario tomar el tensor de conductividad complejo, de tal manera que se considere

la parte Real (σ′) e Imaginaria (σ′′) de la conductividad del grafeno en las relaciones de dispersión

plasmónica para ondas con polarización tipo TE (3.38) y tipo TM (3.39). Entonces, la pérdida

o amortiguamiento de los plasmones de superficie a lo largo de la dirección de propagación se

defienen como el inverso de Re q/ Im q, recordando que q =
√
q2
x + q2

y es el número de onda del
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plasmón que viaja por la superficie. Esta pérdida en los plasmones de superficie es dependiente de la

frecuencia, y pueden ser controlados a través del potencial químico (Energía de Fermi) del grafeno.

De esta manera, a medida que incrementa la parte real del tensor de conductividad, incrementa

el amortiguamiento de los plasmones de superficie (Nemilentsau et al., 2019). En la Figura 3.4

se muestra la pérdida de energía de los plasmones en el Grafeno para modos TM inmerso en dos

dieléctricos con permeabilidades ε1 = ε2 = 1. En esta se puede observar que para frecuencias

cercanas a ω0 la energía se disipa en forma de transiciones interbanda (Boriskina et al., 2017). Por

otra parte, para frecuencias debajo de 2EF/~ la disipación de energía de los plasmones es menor,

en donde los picos en la gráfica representan las frecuencias de menor disipación de energía de los

plasmones de superficie.

FIGURA 3.4: Pérdida de energía de los plasmones del grafeno para varios valores de
nivel de Fermi EF = 0,1 eV (línea negra), EF = 0,15 eV (línea azul), EF = 0,2 eV
(línea verde) y EF = 0,3 eV (línea roja) (Nemilentsau et al., 2019).

Si queremos determinar la forma de propagación de los modos plasmónicos, consideramos

el caso en donde qx, qy � k0, de tal forma que la ecuación (3.36) se puede expresar como:

q2
xσ(ω) + q2

yσ(ω) = 2qωσ(ω)

[
ε0

σ2(ω)
− µ0

4

]
, (3.42)
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en donde q =
√
q2
x + q2

y . A pesar de que el lado derecho depende explícitamente de q, la variación

de esta es menor que la del lado izquierdo, por lo que podemos aproximar que el lado derecho se

mantiene constante respecto al vector de onda. Por lo tanto, la relación de dispersión plasmónica para

el grafeno (3.42) describe aproximadamente la ecuación de una circunferencia. Cabe mencionar que

la ecuación (3.42) es válida para materiales con conductividades isotrópicas y puramente imaginarias.

Para conductividades complejas σ = σ′+ iσ′′, se debe en tomar en consideración el amortiguamiento

de los plasmones de superficies definido por el inverso de Re q/ Im q.

3.2.2. Plasmones Anisotrópicos

En esta subsección se describirán los modos plasmónicos superficiales para materiales

anisotrópico 2D. Primeramente consideremos el caso de un material 2D en una región de frecuencias

tal que el tensor de conductividad eléctrica, con razonable aproximación, toma la forma

σij =

iσ′′xx 0

0 iσ′′yy

 . (3.43)

A diferencia de la relación de dispersión (3.42) para materiales 2D isotrópicos, la ecuación (3.36)

toma la forma (
q2
x

σ′′xx
+

q2
y

σ′′yy

)
= 2qω

[
ε0

σ′′xxσ
′′
yy

− µ0

4

]
, (3.44)

en donde se eligió qx, qy � k0 por conveniencia. Para el caso puramente anisotrópico (σ′′xx > 0, σ′′yy >

0), la forma que adoptan los contornos de las soluciones de la ecuacion (3.44) representan una elipse,

en donde su eje principal está a lo largo de la dirección con conductividad mayor. La energía del

plasmón, por el contrario, se transmite preferentemente a lo largo del otro eje. Esto se debe a que

la velocidad de grupo (vg) apunta mayormente hacia el eje menor debido al alargamiento a lo largo

del eje mayor. Nótese que para el caso en donde las componentes diagonales son diferentes a cero

(σ′′xy, σ
′′
yx 6= 0), entonces la ecuación (3.36) describe la forma general de las secciones cónicas3. Al

considerar estos componentes no diagonales en el tensor de conductividad implica curvas rotadas

sobre los ejes (qx, qy). En la Figura 3.5 se pueden observar las gráficas de los contornos plasmónicos

3La fórmula general de las secciones cónicas en coordenadas cartesianas es

Ax2 +By2 + Cxy +Dx+ Ey + F = 0,

en donde en nuestro caso están definidas en el espacio de los momentos.
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puramente anisotrópicos. Estos fueron graficados a través de las relaciones de dispersión (3.44)

y (3.36), según corresponda. Los parámetros elegidos fueron los siguientes: para el contorno rojo

los valores del tensor de conductividad son σ′′xx = 20,48µS, σ′′yy = 11,14µS, σ′′xy = 11,08µS y

σ′′yx = 65,44µS. El contorno azul tiene valores σ′′xx = 20,48µS, σ′′yy = 11,14µS y σ′′xy = σyx = 0. Por

último, el contorno morado tiene valores σ′′xx = 20,48µS, σ′′yy = 11,14µS y σ′′xy = −σ′′yx = 11,08µS.

Las tres gráficas fueron calculadas con ~ω = 0,088 eV por propósitos de ilustración.

FIGURA 3.5: Contornos plasmónicos en el espacio de los momentos para valores
arbitrarios de la parte imaginaria del tensor de conductividad σ′′ij . El contorno rojo tiene
valores del tensor de conductividad: σ′′xx = 20,48µS, σ′′yy = 11,14µS, σ′′xy = 11,08µS
y σ′′yx = 65,44µS. El contorno azul con valores σ′′xx = 20,48µS, σ′′yy = 11,14µS
y σ′′xy = σyx = 0. Por último, el contorno morado con valores σ′′xx = 20,48µS,
σ′′yy = 11,14µS, σ′′xy = −σ′′yx = 11,08µS. Las tres gráficas fueron calculadas con
~ω = 0,088 eV.

Como se puede observar en la Figura 3.5, los contornos elípticos de los plasmones no cam-

bian al agregar componentes fuera de la diagonal σ′′xy, σ
′′
yx. Nótese que el signo de estos componentes

modifica la dirección de las curvas, mas no la "topología"de la curva cerrada, caso contrario a los
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componentes principales σ′′xx, σ
′′
yy. En la siguiente subsección se explicará el caso en donde estos

componentes principales difieren de signo.

3.2.3. Plasmones Hiperbólicos

Los materiales hiperbólicos 2D son una clase de materiales que se definen a partir del tensor

de conductividad con la condición de que sus componentes imaginarios tienen signos contrarios

(Imσxx · Imσyy < 0). Motivados por el desarrollo de estos nuevos materiales anisotrópicos bidimen-

sionales, Nemilentsau et al. (2016) propusieron un nuevo modelo que permite describir la respuesta

de los materiales 2D altamente anisotrópicos con los modos electromagnéticos dentro del rango

de las frecuencias del infrarrojo. Este se basa en las contribuciones interbanda e intrabanda de los

electrones ante un campo electromagnético, como se muestra en la Figura 3.6, y e donde el tensor de

conductividad puede ser escrito como:

σii(ω) = σ
(intra)
ii (ω) + σ

(inter)
ii (ω) (3.45)

donde

σ
(intra)
ii =

ie2

ω + iη

n

mi

, σ
(inter)
ii = si

[
Θ(ω − ωi) +

i

π
log

∣∣∣∣ω − ωiω + ωi

∣∣∣∣] , (3.46)

con i = (x, y), donde n es la concentración de electrones, mi es la masa efectiva de los electrones a lo

largo de la dirección i, η es la frecuencia de relajación, ωj es la frecuencia umbral de las transiciones

interbanda del componente i de la conductividad, si es el componente de fuerza de las transiciones

interbanda y Θ(x) es la función escalón.

El modelo descrito por la ecuación (3.46) fue propuesto fenomenológicamente y modela

materiales bidimensionales altamente anisotrópicos. Los parámetros de (3.46) deben ser medidos

experimentalmente o calculados teóricamente, a través de la fórmula de Kubo. Cabe mencionar que

la ecuación (3.45) también describe al grafeno para parámetros de (3.46) isotrópicos. En la Figura

3.7 se puede obserevar los valores del tensor de conductividad real e imaginario del material 2D, en

donde los parámetros fueron elegidos para pura demostración.
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FIGURA 3.6: Transiciones ópticas para sistemas 2D tipo Dirac. Los conos de la parte
superior corresponden a la banda de conducción, mientras que los inferiores a la
banda de valencia. A bajas frecuencias (~ω2 < EF ), las transiciones electrónicas son
intrabanda, mientras que para frecuencias altas (~ω1 > EF ), las transiciones son
interbanda.

FIGURA 3.7: Parte real (a) e imaginaria (b) del tensor de conductividad del material
2D. Los parámetros son:mx = 0,2m0,my = m0, η = 0,01 eV, ωx = 1 eV, sx = 1,7s0,
ωy = 0,25 eV, y sy = 3,7s0, donde s0 = e2/4~ y m0 es la masa del electrón libre.
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Este modelo propone materiales hiperbólicos basados en la anisotropía de la estructura

cristalina de los materiales 2D. Previo a este trabajo, solo se habían observado materiales hiperbólicos

creados artificialmente (Metamateriales Hiperbólicos), resumidos por Poddubny et al. (2013) y Ferrari

et al. (2015), y algunos materiales hiperbólicos naturales en bulto (Korzeb et al., 2015).

A partir de la Figura 3.7 podemos observar que si nos encontramos en un rango de frecuen-

cias por encima de las líneas puntiagudas, observamos que las contribuciones de las transiciones

electrónicas interbanda aumentan y la parte imaginaria de la conductividad se hace menor a cero.

Dicha región corresponde al régimen hiperbólico ya que la anisotropía del material permite que

Im{σxx} y Im{σyy} sean negativas a distintas frecuencias. Similarmente al caso puramente aniso-

trópico, las contribuciones reales del tensor de conductividad son cercanas a cero para frecuencias

menores a ωj , por lo que estas se desprecian en la relación de dispersión (3.44) y da lugar a soluciones

de q reales. Entonces, podemos despreciar el lado derecho de la ecuación (3.44) y obtener la siguiente

ecuación para las asíntotas de la hipérbola:

qy = ±qx

√∣∣∣∣Imσxx
Imσxx

∣∣∣∣. (3.47)

Los componentes normales a las asímptotas y la velocidad de grupo de los plasmones

hiperbólicos siempre apuntan en una misma dirección definida por:

y = ±|x|

√∣∣∣∣ Imσyy
Imσxx

∣∣∣∣. (3.48)

Así, los rayos hiperbólicos transportan energía en forma de rayos estrechos subdifraccionados

a lo largo de las direcciones especificadas por la ecuación (3.48). Debido a esto, los rayos son

significativamente más localizados que el caso puramente anisotrópicos. Además, es posible modificar

el ángulo de dirección de los rayos modificando los valores de Imσyy y σxx a través dopajes,

potenciando los materiales hiperbólicos 2D para futuras aplicaciones tecnológicas.

En conclusión, las propiedades de los plasmones en sistemas 2D tipo Dirac presentan

diferencias notables en comparación con los sistemas de gas de electrones en dos dimensiones. Estas
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propiedades se deben principalmente a las contribuciones intrabanda e interbanda. Además, para

materiales anisotrópicos 2D pueden observarse una topología elíptica alargada en la propagación

de los plasmones. Esto hace que los plasmones anisotrópicos se propaguen en forma de rayos

altamente direccionales orientados a lo largo de los ejes ópticos del material. Más aún, para materiales

suficientemente anisotrópicos puede darse una transición "topológica.en la forma de propagación en

un intervalo restringido de energías, en donde estos plasmones se propagan como haces fuertemente

enfocados en las direcciones ortogonales a las asíntotas de la hipérbola. La dirección de propagación

del plasmón hiperbólico puede controlarse cambiando la densidad de portadores en el material

bidimensional, siendo esta característica un factor importante para futuras aplicaciones tecnológicas.



CAPÍTULO 4

Plasmones en el Borofeno 8-Pmmn

En el presente capítulo consideraremos otro sistema anisotrópico de interés reciente, el

borofeno 8-Pmmn. Este sistema 2D posee fermiones de Dirac con una característica distintiva: tiene

dos puntos de Dirac (dos valles) no equivalentes en los que los conos están inclinados. Así mismo, se

explorará si este tipo de sistema es capaz de albergar la propagación de plasmones con relación de

dispersión hiperbólica.

El borofeno es una monocapa atómica y anisotrópica de boro que aparece en varios polimor-

fos con diferentes propiedades electrónicas. De los diversos alótropos del boro predichos teóricamente,

sólo se espera que unos pocos sean estables. Dos de las fases más estables predichas del borofeno

poseen una simetría cristalina tal que pertenecen al grupo espacial Pmmn y son generalmente etique-

tadas como 2-Pmmn y 8-Pmmn, dependiendo del número de átomos en la celda unitaria. De ellos, el

borofeno 8-Pmmn es un semimetal de Dirac anisotrópico y el 2-Pmmn es metálico en la naturaleza

(Tomar et al., 2018). El borofeno ortorrómbico 8-Pmmn posee conos de Dirac anisotrópicos inclinados

y es un semiconductor de brecha cero (Wang et al., 2019). En la primera sección se dará una breve

introducción al material, así como sus propiedades electrónicas más relevantes. En la sección 2

se calcula el tensor de conductividad a partir de las transiciones interbanda e intrabanda a través

de la fórmula de Kubo. Por último, en la sección 3 se explorará la posibilidad de tener plasmones

hiperbólicos en el borofeno 8-Pmmn.

32
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4.1. Borofeno 8-Pmmn

El Hamiltoniano de Dirac "sin masa"del borofeno 8-Pmmn en la vecindad de uno de los

puntos de Dirac esta dado por (Zabolotskiy and Lozovik, 2016):

H = vxσxpx + vyσypy + vtσ0py (4.1)

donde pi son los operadores de momento y σi son las matrices de Pauli. La anisotropía de la estructura

cristalina, ver Figura 4.1, hace que la velocidad de los portadores de carga sea distinta en cada una

de las direcciones del plano (x, y): vx = 0,86vF , vy = 0,69vF y vt = 0,32vF , con vF = 106m/s. A

(4.1) le corresponde una estructura de bandas formado por un par de conos inclinados (i.e. se rompe

la simetría electrón-hueco) cuyos contornos de energía constante son elipses que no tienen el punto

de Dirac como su centro. A su vez, existe otro punto de Dirac cuyos conos están de nuevo inclinados,

pero de forma que, en conjunto, el hamiltoniano completo satisface la simetría de inversión temporal.

FIGURA 4.1: a) Vista frontal y lateral del borofeno 8-Pmmn. Los cuadros representan
la celda unitaria donde se ubican dos átomos no equivalentes: BI y BR (Lopez-
Bezanilla and Littlewood, 2016). b) Bandas de energía E − k donde se muestran los
conos anisotrópicos de Dirac inclinados (Verma et al., 2017).
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Nótese que a diferencia de la relación de dispersión energética para sistemas isotrópcos

(2.10), el término vtpy en el Hamiltoniano (4.1) inclina los conos de Dirac, cuya función de energía

está dada por E(p) = pyvt ±
√
p2
xv

2
x + p2

yv
2
y . Dadas las transformaciones θ = tan−1(kx/ky) y

k =
√
k2
x + k2

y (radio polar) se puede expresar la ecuación de dispersión energética en coordenadas

polares dados los parámetros de (4.1):

Eλ(k, θ) = kξλ(θ), (4.2)

donde ξλ(θ) = ~[vt sin θ + λ∆(θ)] > 0, ∆2(θ) = v2
x cos2 θ + v2

y sin2 θ describe la anisotropía del

espectro y λ = ± denota la bada de conducción y de valencia, respectivamente. Nótese que para el

caso en donde ∆(θ) = 1 cuando vx = vy = vF , y además el parámetro de inclinación es vt = 0, el

Hamiltoniano (4.1) se reduce al Hamiltoniano del grafeno cerca de los puntos de Dirac. Así mismo,

las correspondientes funciones de onda para la banda de conducción (λ = +) y la banda de valencia

(λ = −) pueden ser escritas como:

ψλk(r) =
eik·r√

2

 1

λeiφ

 , (4.3)

donde φ = tan−1(vyky/vxkx). A partir de (4.2) se puede observar la anisotropía de los conos de

Dirac, ya que la diferencia de energía en las bandas esta dado por:

E+(k, θ)− E−(k, θ) = Eg(k, θ) = 2~k∆(θ). (4.4)

Para el caso isotrópico, esta diferencia de energía (Eg(k, θ)) entre la banda de conducción (E+) y

banda de valencia (E−) solamente depende de la magnitud del momento k de los electrones, mientras

que este depende de los componentes (kx, ky) para el caso anisotrópico.

Por último, para una densidad de portadores nc la energía de Fermi es

EF = ~πvF
√

2nc/N0, (4.5)

donde N0 = 15,2263 es una constante (Verma et al., 2017).
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4.2. Conductividad Óptica

La fórmula de Kubo (Kubo, 1957), es una ecuación que expresa la respuesta lineal de

una cantidad observable a una perturbación externa. La respuesta lineal significa que la señal es

directamente proporcional a la intensidad de la perturbación exterior. Usualmente la respuesta lineal

se asume que es válida para bajas magnitudes de los campos externos. Entre sus aplicaciones, la

fórmula de Kubo ayuda a calcular el tensor de conductividad. Este surge a partir de un promedio

cuántico y termoestadístico (Mahan, 2000).

El tensor de conductividad es expresado como la suma de dos término:

σαβ(ω) =
i

ω̃
[Παβ(ω)− Παβ(0)] (4.6)

en donde (α, β) = (x, y), ω̃ → ω+η+, Παβ(0) es una constante y Παβ(ω) es la función de correlación

de corriente-corriente. Dado un Hamiltoniano H(k) para un sistema 2D con k = (kx, ky) entonces

(Verma et al., 2017),

Παβ(ω) =
1

i~

∫ ∞
0

dteit(ω+iη+)
∑
m,n

[f(En)− f(Em)] ei(En−Em)t/~ 〈n| ĵα |m〉 〈m| ĵβ |n〉 , (4.7)

Παβ(0) =
1

i~

∫ ∞
0

dt
∑
m,n

[f(En)− f(Em)] ei(En−Em)t/~ 〈n| ĵα |m〉 〈m| ĵβ |n〉 , (4.8)

en donde ĵα,β es el operador de corriente, (n,m) = ± son los niveles de energía discretos del

sistema, 〈n| ĵα,β |m〉 son los elementos (n,m) del operador de la matriz de densidad-corriente, En es

la energía asociado al nivel n y f(E) es la distribución de Fermi-Dirac. La suma de la ecuación (4.7)

toma en consideración los estados disponibles para realizar las transiciones mientras que el producto

matricial del operador densidad-corriente pesa la contribución de cada transición.

Evaluando la integral temporal e integrando sobre todo el espacio d2k, entonces las ecuacio-

nes (4.7) y (4.8) se reescriben como

Παβ(ω) =

∫
d2k

(2π)2

∑
m,n

[f(En)− f(Em)]
〈n| ĵα |m〉 〈m| ĵβ |n〉
~ω̃ + En − Em

, (4.9)
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Παβ(0) =

∫
d2k

(2π)2

∑
m,n

[f(En)− f(Em)]
〈n| ĵα |m〉 〈m| ĵβ |n〉

En − Em
. (4.10)

Finalmente, juntando las ecuaciones (4.9) y (4.10) considerando que 〈n| ĵα |m〉 = 〈n| ev̂α |m〉, donde

e es la carga del electrón y v̂ es el operador de la matriz de velocidad, entonces tenemos que el tensor

de conductividad es:

σαβ(ω) =
ie2

~ω̃

∫
d2k

(2π)2

∑
m,n

[f(En)− f(Em)] 〈n| v̂α |m〉 〈m| v̂β |n〉
(

1

~ω̃ + En − Em
− 1

En − Em

)
,

=
ie2

~ω̃
(−~ω̃)

∫
d2k

(2π)2

∑
m,n[f(En)− f(Em)]

En − Em
〈n| v̂α |m〉 〈m| v̂β |n〉

~ω̃ + En − Em
.

(4.11)

Las matrices de los operadores de velocidad están dados por v̂x = vxσx y v̂y = vtσ0 + vyσy,

en donde vx,y son las velocidades relativas en las direcciones correspondientes y σx,y,0 son las matrices

de Pauli. De esta forma, el valor de expectación de cada una está dado por:

v̂nmx =
vx

∆(θ)

vx cos θ −ivy sin θ

ivy sin θ vx cos θ

 , v̂nmy =

vt +
v2y sin θ

∆(θ)
ivyvx

cos θ
∆(θ)

−ivyvx cos θ
∆(θ)

vt −
v2y sin θ

∆(θ)

 , (4.12)

en donde el valor de expectación v̂nmi es la observable 〈n| v̂i |m〉, dada la función de onda (4.3)

definida en la sección 4.1.

En las siguientes subsecciones se calcularán las contribuciones interbanda e intrabanda del

tensor de conductividad (4.11) a T = 0K de tal forma que σαβ(ω) = σ
(intra)
αβ (ω) + σ

(inter)
αβ (ω).

4.2.1. Transiciones intrabanda

Las transiciones intrabanda son las transiciones que ocurren entre estados electrónicos dentro

de la misma banda. Estos se pueden ejemplificar dentro de nuestra ecuación (4.11) para estados donde

m = n. Si se considera el caso en donde ĺımm→nEm −En = ĺım∆E→0 ∆E, donde ∆E = Em −En
de tal forma que la ecuación (4.11) se puede escribir como

σ
(intra)
αβ (ω) = ĺım

∆E→0
−ie2

∫
d2k

(2π)2

(
f(En)− f(En + ∆E)

−∆E

)
〈n| v̂α |m〉 〈m| v̂β |n〉

~ω̃ −∆E
,

= i
σ0

4π~ω̃

∫
d2k

(
−∂f(En)

∂En

)
〈n| v̂α |n〉 〈n| v̂β |n〉 ,

(4.13)
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en donde se utilizó la definición de la derivada y σ0 = e2

π~ el quantum de conductancia. La derivada

de la distribución de Fermi-Dirac f(En) es la función delta de Dirac centrada en la Energía de Fermi

EF . Realizando un cambio a coordenadas polares y evaluando la derivada, podemos encontrar que la

parte intrabanda de la conductividad está dada por

σ
(intra)
αβ (ω) = i

σ0

4π~ω̃

∫ 2π

0

dθ

∫
dk kδ(E+(k, θ)− EF ) 〈n| v̂α |n〉 〈n| v̂β |n〉 , (4.14)

en donde δ(E+(k, θ)− EF ) = 1
|ξ+(θ)|δ(k −

EF

ξ+(θ)
). Evaluando la integral sobre k y reemplazando los

valores de las matrices (4.12) obtenemos explícitamente:

σ(intra)
xx (ω) = i

σ0EFv
4
x

4π

∫ 2π

0

dθ cos2 θ

ξ2(θ)∆2(θ)

(
~ω − i~η+

(~ω)2 + (~η+)2

)
, (4.15)

σ(intra)
yy (ω) = i

σ0EF
4π

∫ 2π

0

dθ(vt∆(θ) + v2
y sin θ)2

ξ2(θ)∆2(θ)

(
~ω − i~η+

(~ω)2 + (~η+)2

)
, (4.16)

σ(intra)
xy (ω) = σ(intra)

yx (ω) = i
σ0EFv

2
x

4π

∫ 2π

0

dθ cos θ(vt∆(θ) + v2
y sin θ)2

ξ2(θ)∆2(θ)

(
~ω − i~η+

(~ω)2 + (~η+)2

)
= 0.

(4.17)

A partir de las ecuaciones (4.15)-(4.17) observamos que las contribuciones intrabanda del tensor de

conductividad son anisotrópicas: σ(intra)
xx 6= σ

(intra)
yy y que solo tienen componentes en su diagonal

principal: σ(intra)
αβ = δαασ

(intra)
αβ . Utilizando la siguiente relación

δ(x) =
1

π
ĺım
a→0

a

x2 − a2
, (4.18)

podemos separar las contribuciones intrabanda en parte real e imaginaria

σ(intra)
αα (ω) = Dααδ(ω) + i Imσ(intra)

αα (ω), (4.19)

en donde los componentes imaginarios están dados por:

Imσ(intra)
xx (ω) =

σ0

4π

EF
~ω

v4
x

∫ 2π

0

dθ cos2 θ

ξ2(θ)∆2(θ)
, (4.20)

Imσ(intra)
yy (ω) =

σ0

4π

EF
~ω

∫ 2π

0

dθ(vt∆(θ) + v2
y sin θ)2

ξ2(θ)∆2(θ)
, (4.21)
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y D es el peso de Drude dinámico debido a transiciones intrabanda. Este corresponde a la parte real

de las ecuaciones (4.15) y (4.16):

Dαα = π ĺım
ω→0

[
ω Imσ(intra)

αα

]
. (4.22)

4.2.2. Transiciones interbanda

Las transiciones interbanda sucenden cuando electrones de la banda de valencia ocupan sitios

desocupados en la banda de conducción. A diferencia de las transiciones intrabanda, se considera el

caso para n 6= m en la ecuación (4.11). Las contribuciones interbanda del tensor de conductividad

puede ser expresada como:

σ
(inter)
αβ (ω) = −ie2

∫
d2k

(2π)2

[
f(E+)− f(E−)

E+ − E−

〈+| v̂α |−〉 〈−| v̂β |+〉
~ω̃ + E+ − E−

+
f(E−)− f(E+)

E− − E+

〈−| v̂α |+〉 〈+| v̂β |−〉
~ω̃ + E− − E+

]
= −ie2(2~ω̃)

∫
d2k

(2π)2

[
f(E+)− f(E−)

Eg(k, θ)

]
〈+| v̂α |−〉 〈−| v̂β |+〉

(~ω̃)2 − E2
g (k, θ)

,

(4.23)

en donde Eg(k, θ) corresponde a la diferencia energética entre las dos bandas (4.4). Recordando que

ω̃ = ĺımη→0+ ω + η+, entonces podemos reescribir la dependencia de la frecuencia de (4.23) como

~ω̃
(~ω̃)2 − E2

g (k, θ)
=

1

2

(
1

~ω̃ + Eg(k, θ)
+

1

~ω̃ − Eg(k, θ)

)
,

=
1

2

(
~ω + Eg(k, θ)− i~η+

(~ω + Eg(k, θ))2 + (~η+)2
+

~ω − Eg(k, θ)− i~η+

(~ω − Eg(k, θ))2 + (~η+)2

)
.

(4.24)

Evaluando el límite y utilizando la relación (4.18) encontramos que

~ω̃
(~ω̃)2 − E2

g (k, θ)
=

~ω
(~ω)2 − E2

g (k, θ)
− iπ

2
[δ (~ω + Eg(k, θ)) + δ (~ω − Eg(k, θ))] . (4.25)

Considerando solamente absorciones ω > 0, el segundo término del lado derecho de (4.25) es cero.

Finalmente, podemos separar las transiciones interbanda en parte real y parte imaginaria:

Reσ
(inter)
αβ (ω) = − σ0

4~ω

∫
d2k [f(E+)− f(E−)] 〈+| v̂α |−〉 〈−| v̂β |+〉 δ(~ω − Eg(k, θ)), (4.26)

Imσ
(inter)
αβ (ω) = −σ0

2π
~ω
∫
d2k

[
f(E+)− f(E−)

Eg(k, θ)

]
〈+| v̂α |−〉 〈−| v̂β |+〉

(~ω)2 − E2
g (k, θ)

, (4.27)

en donde se hizo el cambió de Eg(k, θ)→ ~ω en (4.26) debido a las propiedades de la función Delta.
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Utilizando las matrices (4.12) encontramos que la expresión para el valor esperado del

operador de velocidad puede ser escrito como

〈+| v̂α |−〉 〈−| v̂β |+〉 =
v2
xv

2
y

∆2(θ)

[
δαx sin2 θ + δαy cos2 θ − (1− δαβ) sin θ cos θ

]
. (4.28)

La parte real del tensor de conductividad (4.26) fue presentado primeramente por Verma

et al. (2017) a partir del mismo formalismo de la fórmula de Kubo. Resolviendo (4.26) mediante

(4.28) y bajo la condición de f(E+) − f(E−) 6= 0, lo cual implica que k ≥ kF (θ)1, entonces la

expresión final para la parte real del tensor de conductividad óptico es:

Reσ(inter)
xx (ω) =

σ0

16

∫ 2π

0

dθ
v2
xv

2
y sin2 θ

∆4(θ)
Θ(~ω − Eg(kF (θ))), (4.29)

Reσ(inter)
yy (ω) =

σ0

16

∫ 2π

0

dθ
v2
xv

2
y cos2 θ

∆4(θ)
Θ(~ω − Eg(kF (θ))), (4.30)

Reσ(inter)
xy (ω) = Reσ(inter)

yx (ω) = −σ0

16

∫ 2π

0

dθ
v2
xv

2
y sin θ cos θ

∆4(θ)
Θ(~ω − Eg(kF (θ))) = 0, (4.31)

donde Eg(kF (θ)) = 2~EF∆(θ)/ξ(θ) es la energía de corte de las transiciones interbanda y Θ(x) es

la función escalón.

En la Figura 4.2 podemos observar la solución numérica de la parte real del tensor de

conductividad del borofeno 8-Pmmn como función de ~ω considerando una concentración de

portadores de carga de nc = 1 × 1016m−2 a T = 0. En este se puede observar que para fre-

cuencias bajas ω → 0 el comportamiento del material es tipo Drude (transiciones intrabanda).

Las transiciones de la banda de valencia a la banda de conducción empiezan para frecuencias

~ω− = E+(kF (π/2)) = 2EFvy/(vy +vt). Por otra parte, se observa que la conducitividad óptica real

alcanza un valor máximo para valores mayores o iguales a ~ω+ = E+(kF (3π/2)) = 2EFvy/(vy−vt).

Las soluciones exactas del tensor de conductividad óptico para este último caso son:

Reσ
(inter)
αβ (ω > ω+) = δαβ

(σ0

16

) vα
vx

vα
vy
. (4.32)

1El vector de onda de Fermi kF (θ) corresponden a las curvas definidas por Eλ(kλF , θ) = EF , que equivale a

k+F (θ) =
EF
ξ+(θ)

.
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Nótese que el tensor de conductividad real para este último caso es independiente de la frecuencia

~ω, de la densidad de portadores de carga nc y del parámetro de inclinación vt. Más aún, el producto

de las dos conductividades en su valor máximo Reσxx · Reσyy =
(
e2

4π

)2

es universal.

FIGURA 4.2: Tensor de conductividad óptica Reσxx y Reσyy del borofeno 8-Pmmn
en unidades de σ0 = e2

π~ .

Retomando la parte imaginaria del tensor de conductividad óptico (4.27) obtenemos explici-

tamente:

Imσ(inter)
xx (ω) = −

σ0v
2
xv

2
y

4π
~ω
∫ 2π

0

∫ kc

kF (θ)

dθ

~∆3(θ)

sin2 θ dk

(~ω)2 − (2~k∆(θ))2
, (4.33)

Imσ(inter)
yy (ω) = −

σ0v
2
xv

2
y

4π
~ω
∫ 2π

0

∫ kc

kF (θ)

dθ

~∆3(θ)

cos2 θ dk

(~ω)2 − (2~k∆(θ))2
, (4.34)

Imσ(inter)
xy (ω) =

σ0v
2
xv

2
y

4π
~ω
∫ 2π

0

∫ kc

kF (θ)

dθ

~∆3(θ)

sin θ cos θ dk

(~ω)2 − (2~k∆(θ))2
, (4.35)

en donde kc es el vector de onda de corte. Integrando sobre k y considerando que kc →∞ obtenemos:

Imσ(inter)
xx (ω) = −

σ0v
2
xv

2
y

16π

∫ 2π

0

cos2 θ dθ

∆4(θ)
log

∣∣∣∣~ω − Eg(kF (θ))

~ω + Eg(kF (θ))

∣∣∣∣, (4.36)
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Imσ(inter)
yy (ω) = −

σ0v
2
xv

2
y

16π

∫ 2π

0

sin2 θ dθ

∆4(θ)
log

∣∣∣∣~ω − Eg(kF (θ))

~ω + Eg(kF (θ))

∣∣∣∣, (4.37)

Imσ(inter)
xy (ω) = Im σ(inter)

xy (ω) = 0, (4.38)

en donde el término log
∣∣∣~ω+Eg(kc)

~ω−Eg(kc

∣∣∣ ≈ 0 para valores suficientemente grandes de kc. Finalmente,

obtenemos el tensor óptico completo ¯̄σ del borofeno 8-Pmmn:

Reσαα(ω) = Dααδ(ω) + Re σ(inter)
αα (ω),

Imσαα(ω) = Imσ(intra)
αα (ω) + Im σ(inter)

αα (ω).
(4.39)

Como se puede observar en la ecuación (4.39), el tensor de conductividad tiene diferencias signi-

ficativas al modelo propuesto por Nemilentsau et al. (2016), descritos en la ecuación (3.46). La

discrepancia entre el modelo del tensor de conductividad propuesto por Nemilentsau et al. (2016) y el

del borofeno 8-Pmmn es la anisotropía de los conos de Dirac, por lo que la frecuencia de inicio de las

transiciones interbanda ωi, definido en el borofeno 8-Pmmn como Eg(k, θ), es ahora una función de

las coordenadas (k, θ).

En la Figura 4.3 se puede observar la alta anisotropía de las partes imaginarias del tensor

de conductividad óptico del borofeno 8-Pmmn. Las soluciones numéricas de la parte imaginaria de

la ecuación (4.39) presentan claramente las singularidades de van Hove para las frecuencias ~ω−

y ~ω+, que corresponden a los ángulo θ− = 3π/2 y θ+ = π/2, respectivamente. Así mismo, para

frecuencias cercanas a cero observamos que las transiciones intrabanda son las que predominan;

mientras que para frecuencias grandes la parte imaginaria del tensor de conductividad óptico se hace

cero.

4.3. Plasmones en el borofeno 8-Pmmn

Como se puede observar en la Figura 4.4, el tensor de conductividad imaginario del boro-

feno 8-Pmmn cuenta con las tres condiciones para los tipos de plasmones discutidos previamente:

isotrópicos, puramente anisotrópicos e hiperbólicos. Para las frecuencias ~ω = 113meV, 132meV

y 238meV podemos encontrar que los plasmones son isotrópicos i.e.su contorno es circular. Es
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FIGURA 4.3: Tensor de conductividad óptica Imσxx y Imσyy del borofeno 8-Pmmn
en unidades de σ0 = e2

π~ . Se sombreó con verde las regiones en donde los plasmones
son anisotrópicos (Imσxx · Imσyy > 0) y con rojo las regiones para el régimen
hiperbólico (Imσxx · Imσyy < 0).

importante destacar que para las primeras dos frecuencias, los valores del tensor conductividad son

positivas, mientras que la tercera son negativas. Nótese que al igual que el grafeno, el borofeno

8-Pmmn permite modos plasmónicos tipo TE. Por otro lado, para frecuencias ~ω < 132meV y

~ω > 210meV el contorno de isofrecuencia de los plasmones es elíptico. Es interesante destacar que

la dirección de los rayos de los plasmones están dirigidos preferentemente a lo largo de la dirección y

para frecuencias ~ω < 238meV y a lo largo del eje x para frecuencias ~ω > 238meV. Finalmente,

como se mencionó en el capítulo 3, la condición para la existencia de plasmones hiperbólicos es que

Imσxx · Imσyy < 0. Como se observa en la Figura 4.3 existe una brecha en la que la conductividad

óptica imaginaria del borofeno 8-Pmmn cumple con dicha condición. Podemos observar que para

el rango comprendido entre 132meV< ~ω < 210meV existe un régimen plasmónico hiperbólico

(Imσxx · Reσyy < 0), sombreado con color rojo. Como se mencionó anteriormente, los plasmones

en el régimen hiperbólico se propagan como un haz localizado a lo largo de la dirección definida por
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el cociente de las partes imaginarias de las conductividades (
√

Imσxx/ Imσyy). Como se observa en

la Figura 4.3, esta dirección de propagación del haz puede ser sintonizable con la frecuencia de luz

incidente dentro del régimen hiperbólico.

A diferencia del grafeno (ver Figura 3.3) y el modelo propuesto por Nemilentsau et al. (2016),

la parte real del tensor de conductividad no puede ser despreciado. De tal manera, los contornos

de isofrecuencia i.e.los modos plasmónicos no están bien estavlecidos debido a la parte real de la

ecuación (3.36). Como ilustración, se anexa la Figura 4.4 en donde se graficaron los contornos de

frecuencia constante, definidos por la relación de dispersión (3.44) (en donde se consideró Reσij = 0)

para el borofeno 8-Pmmn para valores arbitrarios del tensor de conductividad imaginario (4.39).

FIGURA 4.4: Plasmones de superficie en borofeno 8-Pmmn con distintas frecuencias
de luz incidente. Los contornos de la relación de dispersión palsmónica fueron cal-
culados a través de la ecuación (3.44) en donde se descartaron las partes reales del
tensor de conductividad como ilustración.

Debido a que el rango de frecuencias para el régimen hiperbólico se encuentra dentro de las

transiciones interbanda ~ω > ~ω− los plasmones se encuentran amortiguados debido a la absorción
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de las transiciones interbanda. Para un valor arbitrario de ~ωa = 0,15eV encontramos que el tensor

de conductividad es de Reσxx = 11,60µS, Imσxx = 5,11µS, Reσyy = 7,28µS y Imyy = −1,63µS.

Para determinar el efecto de la parte real del tensor de conductividad en la propagación de los

plasmones en sistemas 2D es conveniente determinar el amortiguamiento de los plasmones. En la

Figura 4.5 se anexa el amortiguamiento de los plasmones en el borofeno 8-Pmmn para modos TE y

TM.

FIGURA 4.5: Longitud de decaimiento de propagación (en unidades de longitud de
onda del plasmón) del borofeno 8-Pmmn para modos A) TE y B) TM, de acuerdo con
las ecuaciones (3.38) y (3.39), respectivamente, donde el fondo rojo corresponde a la
región hiperbólica.

Como se puede observar en la Figura 4.5, el amortiguamiento para los modos plasmónicos

TE es relativamente grande en comparación con el grafeno. Más aún, dentro de la región hiperbólica

(fondo rojo), el amortiguamiento de los plasmones es aún mayor. Por el contrario, los modos

plasmónicos tipo TM están ligeramente amortiguados. Si bien el amortiguamiento dentro de la región
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hiperbólica es mayor que la del resto de las frecuencias, este es muy significativo. Debido a que las

disipaciones de energía de los modos plasmónicos tipo TM es muy poca en la región del hiperbólico,

es posible modificar la dirección de las rayos plasmónicos a partir de la frecuencia ω. Esto propone

al borofeno 8-Pmmn para futuras aplicaciones tecnológicas ya que se puede elegir la dirección de

propagación como función de la frecuencia de la luz incidente.

Finalmente, podemos concluir que existe una región hiperbólica en el borofeno 8-Pmmn

debido a sus propiedades ópticas altamente anisotrópicas. De igual manera, el borofeno 8-Pmmn

alberga plasmones isotrópicos tipo TE y TM, así como anisotrópicos de contornos de isofrecuencia

elípticos. A su vez, existe un amortiguamiento en los plasmones debido a que la región hiperbólica se

encuentra dentro de las frecuencias de las transiciones interbanda. Este amortiguamiento a lo largo de

la superficie de los plasmones (proporcional al inverso de Re q/ Im q) en la región del hiperbólico

es mayor para modos plasmónicos tipo TE. Por último, los modos plasmónicos TM del borofeno

8-Pmmn tienen baja disipación de energía a lo largo de toda la región del hiperbólico comparado

con el amortiguamiento de los plasmones en el grafeno, lo cual lo posiciona como un referente para

futuras aplicaciones tecnológicas.



CAPÍTULO 5

Conclusiones

El presente trabajo ha tenido como objetivo estudiar las propiedades de los plasmones hiper-

bólicos en sistemas de Dirac 2D. Se derivó la relación de dispersión de los modos electromagnéticos

de superficie de un material 2D en una interface entre dos dieléctricos caracterizado por un tensor

de conductividad eléctrica arbitrario. En particular, se estudiaron los sistemas de 2DEG, el grafeno,

y el modelo propuesto por Nemilentsau et al. (2016). Se hicieron estudios teóricos detallados de la

conductividad óptica del borofeno 8-Pmmn. Finalmente, se estudiaron los modos normales de la

respuesta óptica en el borofeno 8-Pmmn.

Se calcularon las expresiones para las contribuciones interbanda e intrabanda del tensor

de conductividad del borofeno 8-Pmmn a partir del formalismo de la fórmula de Kubo a T = 0.

Además, se proporcionan las expresiones analíticas del peso de Drude y la energía de transiciones

interbanda. A partir de esto, se encontró que el borofeno 8-Pmmn alberga los tres tipos de plasmones

mencionados anteriormente: isotrópico, puramente anisotrópicos e hiperbólicos. Se determinó que

para frecuencias comprendidas entre 0,132eV< ~ω < 0,210eV existen plasmones hiperbólicos en el

borofeno 8-Pmmn con una concentración de portadores de carga de nc = 1× 1016m−2. Sin embargo,

se encontró que la oscilación plasmónica no está bien establecida debido a la disipación de energía

a causa de las transiciones interbanda. Se encontró que el amortiguamiento de los plasmones en la

región hiperbólica para modos con polarización tipo TM es menor que para modos tipo TE. Además,

la dirección de propagación del haz de plasmones es dependiente de la frecuencia ω de la luz incidente.

Esta propiedad de sintonización de la dirección de propagación de energía de los plasmones abre

nuevas oportunidades para las aplicaciones tecnológicas a futuro. Dicho esto, el presente trabajo es

un antecedente a futuros estudios de materiales hiperbólicos.
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1. Apéndice A

A partir de las ecuaciones (3.13) podemos relacionar los campos eléctricos y magnéticos

en cada uno de los medios. Si representamos las ondas como una combinación lineal de ondas con

polarización tipo TM (3.8) y TE (3.9), de tal forma que las ondas con polarización tipo TM en cada

una de las regiones puede expresadas como:

E±1,TM =

(
± kz1
ωε0ε1

H±y1, 0, − q

ωε0ε1
H±y1

)
, E±2,TM =

(
± kz2
ωε0ε2

H±y2, 0, − q

ωε0ε2
H±y2

)
,

H±1,TM =
(
0, H±y1, 0

)
, H±2,TM =

(
0, H±y2, 0

)
,

(.1)
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y las ondas con polarización tipo TE como:

H±1,TE =

(
∓ kz1
ωµ0µ1

E±y1, 0,
q

ω0ω1

E±y1

)
, H±2,TE =

(
∓ kz2
ωµ0µ2

E±y2, 0,
q

ω0ω2

E±y2

)
,

E±1,TE =
(
0, E±y1, 0

)
, E±2,TE =

(
0, E±y2, 0

)
.

(.2)

Utilizando solamente las últimas dos ecuaciones de las condiciones a la frontera (3.11) en

las funciones de onda (3.18) obtenemos en z=0:

E+
y2 + E−y2 = E+

y1 + E−y1,

E+
x2 + E−x2 = E+

x1 + E−x1,

H+
y2 +H−y2 = H+

y1 +H−y1 − [σxxEx + σxyEy] ,

H+
x2 +H−x2 = H+

x1 +H−x1 + [σyxEx + σyyEy] ,

(.3)

en donde Ex y Ey son los campos eléctricos transversales en la interface. A partir de la tercera

condición a la frontera recordamos que el campo eléctrico tangencial debe ser contínuo en la interface,

de tal forma que elegimos Ex = E+
x1 + E−x1 y Ey = E+

y1 + E−y1. Reemplazando estos valores en (.3)

obtenemos:

E+
y2 + E−y2 = E+

y1 + E−y1,

E+
x2 + E−x2 = E+

x1 + E−x1,

H+
y2 +H−y2 = H+

y1 +H−y1 −
[
σxx(E

+
x1 + E−x1) + σxy(E

+
y1 + E−y1)

]
,

H+
x2 +H+

x2 = H+
x1 +H−x1 +

[
σyx(E

+
x1 + E−x1) + σyy(E

+
y1 + E−y1)

]
.

(.4)

Si expresamos cada amplitud de los campos eléctricos (magnéticos) en términos de los componentes

transversales Eyi (Hyi) a través de las relaciones (.1-.2) entonces obtenemos finalmente

kz2
ωε0ε2

(H+
y2 −H−y2) =

kz1
ωε0ε1

(H+
y1 −H−y1),

E+
y2 + E−y2 = E+

y1 + E−y1,

H+
y2 +H−y2 = H+

y1 +H−y1 −
[
kz1σxx
ωε0ε1

(
H+
y1 −H−y1

)
+ +σxy

(
E+
y1 + E−y1

)]
,

kz2
ωµ0µ2

(E−y2 − E+
y2) =

kz1
ωµ0µ1

(
E−y1 − E+

y1

)
+

[
kz1σyx
ωε0ε1

(
H+
y1 −H−y1

)
+ σyy

(
E+
y1 + E−y1

)]
,

(.5)
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que pueden ser reorganizadas para obtener (3.19).

Nótese que si se utilizan las primeras dos condiciones a la frontera (3.11), en donde la

densidad de carga superficial inducida ρ(x, y, t) = ρs(ω)ei(kxx−ωt) es determinada a través de la

ecuación de continuidad ∇ · J s + ∂ρs
∂t

= 0, lo cual implica que qJs,x = ωρs(ω). A partir de esto

escribimos explícitamente las primeras dos condiciones a la frontera como:

ε0ε2(E+
z2 + E−z2)− ε0ε1(E+

z1 + E−z1) =
q

ω
Js,x,

(B+
z2 +B−z2)− (B+

z2 +B−z2) = 0.
(.6)

Si utilizamos las relaciones (.1) en la primera ecuación y la ley de Faraday en la segunda, podemos

observar que estas corresponden a las ecuaciones uno y cuatro de (3.19).
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