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Introduccion

La teoria de graficas es una de las mas recientes ramas en el mundo de las matematicas.
Euler fue el que dio inicio a la teoria de graficas en 1736 cuando considero el problema
de los puentes de Konigsberg, preguntandose si era posible recorrer todos los puentes sin
pasar por ellos méas de una vez, ver [2].

La importancia de la teoria de graficas ha ido creciendo en las distintas areas cientificas
como son Fisica, Quimica, Ciencias de la Computacién, Arquitectura, Ingenieria Civil,
Tecnologia de la Computacion, Bisquedas Operacionales, Genética, Psicologia, Sociologia,
Economia, Antropologia, y Linguistica, entre otras. Esta teoria esta intimamente rela-
cionada con diversas ramas de la matematica, tales como teoria de grupos, teoria de
matrices, sistemas numéricos, probabilidad, topologia, y combinatoria, por mencionar
algunas areas. Esta teoria sirve como un modelo matematico para algin sistema usando
una relacion binaria.

Un subconjunto N de los vértices de una digrafica D es absorbente si cumple que para cada
xz en V(D)\N existe y en N tal que hay una flecha de = hacia y en D. Anédlogamente, N
es un conjunto dominante si para cada x en V(D)\N existe y en N tal que hay una flecha
de y hacia x en D. Consideremos I un subconjunto de los vértices de D, diremos que
I es un conjunto independiente si para cualquier subconjunto {z,y} de I no hay flechas
entre x y y. N es un nicleo de D si cumple con ser un conjunto independiente y absorbente.

Dos pioneros dentro de la teoria de juegos son los economistas von Neuman y Morgenstern.
Ellos en su libro Theory of games and economic behavior [12] establecieron situa-
ciones y variables con juegos y situaciones economicas en términos de conceptos e ideas
matematicas. El analisis es realizado por la representacién de las diferentes situaciones en
un juego por elementos en un conjunto y definiendo una relacion entre ellos.

En juegos cooperativos los jugadores actiian eficientemente cuando forman una coalicion
Unica, también llamada la gran coalicién. El objetivo del juego es encontrar distribuciones
aceptables de la rentabilidad de la gran coalicién. Son inaceptables las distribuciones
donde un jugador recibe menos de lo que podria obtener por su cuenta, sin cooperar
con ninguna otra persona, una condicion conocida como la racionalidad individual. Las
imputaciones son distribuciones que son eficientes e individualmente racionales.
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El concepto de dominacién de imputaciones en juegos de n-personas fue desarrollado en el
libro cldsico de von Neuman y Morgenstern [12]. En esa formulacién, cada imputacién era
representada por elementos a, b, ¢, ... de algin conjunto universal P. Si a dominaba a b
entonces a > b. La relacion > definida en los elementos de P fue asumida a ser irreflexiva;
es decir, a % a para algiin a en P.

El conjunto S de P es una solucién de la relacién si se cumple:
(1) Para cualesquiera dos elementos a y b en S, a % b.
(77) Para cualquier @ en P\ S, existe un b en S tal que b > a.

Esta formulacion puede ser visualizada en términos de una digrafica D donde el con-
junto de vértices V(D) representa el conjunto P y existe una flecha del vértice a al vértice
b siy solo si a > b. Notemos que D no tiene lazos ya que la relacién > es irreflexiva. El
problema de encontrar una solucién de una relacion, es equivalente a encontrar un conjunto
independiente y dominante en la digrafica D, de aqui en adelante nosotros decimos que es
una solucion en la digrafica. Notemos que los conceptos de solucién y nicleo son duales
direccionalmente; es decir, el conjunto que es una solucién en una digrafica puede ser un
nicleo si se cambia la orientacién de las flechas.

No toda digréfica tiene nicleo, un ejemplo de esto es la digréfica D donde V(D) = {a, b, ¢}
y A(D) ={(a,b), (b,c),(c,a)} la cual no contiene un conjunto absorbente que consista de
un solo elemento. Por otro lado, existen digraficas con nicleo, las cuales cumplen con que
también todas sus subdigraficas inducidas tienen ntucleo, las cuales son llamadas nicleo
perfectas. También existen digraficas sin nucleo tales que todas sus subdigraficas inducidas
propias tienen nucleo, dichas digréaficas reciben el nombre de nicleo imperfectas criticas.
El problema de decidir si una digréfica tiene nicleo o no es un problema NP-completo, [4],
y son pocos los resultados que se tienen sobre las condiciones que se deben de cumplir en
una digrafica finita para que ésta tenga ntcleo. Los siguientes teoremas forman parte de
los resultados clasicos dentro de la teoria de nicleos para digraficas finitas.

Teorema 0.0.1. ([12] von Neumann) Si D no tiene ciclos, entonces D es nicleo perfecta.

Teorema 0.0.2. (/14] Richardson) Si D no tiene ciclos de longitud impar, entonces D es
nucleo perfecta.

Teorema 0.0.3. [16] Toda digrdfica simétrica es nicleo perfecta. Un subconjunto N de
V(D) es nicleo de D si y solo si N es un conjunto independiente mazimal.

Teorema 0.0.4. [11] Sea D una digrdfica transitiva. Entonces D es una digrdfica nicleo
perfecta. Ademds cada nicleo de D es obtenido eligiendo justamente un vértice de cada
componente fuertemente conexra terminal. Asi es que, cada nicleo tiene el mismo nimero
de elementos y cada conjunto absorbente minimal es un nicleo.

Teorema 0.0.5. [2/ Sea D una digrdfica. Si cada ciclo tiene una flecha simétrica, entonces
D es una digrafica nicleo perfecta.
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Otros resultados acerca de la existencia de nicleos en digraficas finitas son los siguientes.
Teorema 0.0.6. [18] La union de dos digrdficas transitivas es nicleo perfecta.
Teorema 0.0.7. [13] Una digrdfica bipartita es nicleo perfecta.

Teorema 0.0.8. [18] Una digrifica cuasitransitiva es nicleo perfecta.

Teorema 0.0.9. [9] Una digrdfica derecha pretransitiva o izquierda pretransitiva es nicleo
perfecta.

Teorema 0.0.10. Las digrdficas localmente semicompletas son digrdficas nicleo perfectas
cuando toda subdigrdfica semicompleta tiene nicleo.

Otro concepto relacionado con el de nicleo es el de seminicleo, el cual fue introducido
por Neumann Lara, [13], este concepto es muy importante para el desarrollo de la teoria
de nucleos, en particular fue usado para dar una demostracién corta del teorema de
Richardson y para la demostracion de la existencia de un nicleo en digréaficas bipartitas.
Un seminiicleo se define como un subconjunto de vértices S de V(D) tal que cumple con
ser independiente y si existe una Sz-flecha con x en V(D)\S, entonces debe de existir una

xS-flecha.

Como ya se habia mencionado anteriormente, son pocos los resultados que se tienen
respecto a la existencia de nicleos en digraficas finitas. En el campo de digraficas infinitas
se reducen los resultados. El tema principal de esta tesis consiste en presentar una recopi-
lacion de algunos resultados sobre la existencia de nicleos en digraficas infinitas. Mas
atin, como trabajo original, se presentara la caracterizacién de digraficas infinitas nicleo
perfectas a partir de las componentes fuertemente conexas de su parte asimétrica.

En esta tesis, respecto a la teoria de digrafica infinitas, veremos la existencia de nicleos en
ciertas clases de digréficas, como son: transitivas, pretransitivas, cuasitransitivas, exterior-
mente finitas, entre otras.

Es bien sabido que toda digrafica finita tiene un cuasinticleo (un conjunto independiente
de vértices tal que cualquier otro vértice fuera del conjunto esta a distancia a lo més dos
de algin elemento del conjunto), pero este no es el caso para digréfica infinitas. En este
trabajo se veran condiciones que garantizan la existencia de cuasintcleos en digraficas
infinitas y como corolario veremos cuando una digrafica infinita transitiva tiene nicleo.

La primera parte de esta tesis, Preliminares, consiste en presentar todas las definiciones que
utilizaremos en este trabajo, asi como algunos resultados bésicos de la teoria de digraficas
finitas (algunos resultados también valen para digraficas infinitas).

En el Capitulo 1 estudiaremos la existencia de ciclos dirigidos en digraficas posiblemente
infinitas, ademas de algunas propiedades de las digraficas fuermente conexas, también



8 Introduccién

veremos la existencia de componentes fuertemente conexas y la existencia de componentes
fuertemente conexas terminales.

En el Capitulo 2 exhibiremos algunas condiciones suficientes para garantizar la existencia
de cuasintcleos en digraficas infinitas, usando el concepto de digrafica hereditaria y el
teorema de compacidad.

En el Capitulo 3 veremos condiciones suficientes para demostrar la existencia de semintcleos
en digraficas infinitas.

En el Capitulo 4 veremos algunas condiciones suficientes que muestran la existencia de
nucleos en algunas clases de digraficas infinitas, como son: transitivas, pretransitiva,
cuasitransitivas, simétricas, aciclicas, sin ciclos impares y aqui usamos fuertemente el
concepto de semintcleo.

En el Capitulo 5 veremos algunos resultados recientes que se han obtenido en la teoria de
nucleos en digraficas infinitas. Veremos la caracterizacién de las digraficas nicleo perfectas,
y para ello analizaremos la estructura de las digraficas ntcleo imperfectas criticas.



Preliminares

0.1 Definiciones basicas de la teoria de digraficas

Definicién 0.1.1. Una digrafica D es una pareja (V (D), A(D)), tal que V(D) es un
conjunto no vacio de elementos, a estos les llamaremos vértices, y A(D) es un conjunto
de pares ordenados de distintos elementos de V (D), a estos les llamaremos flechas.

Como ejemplo de digrafica, consideremos a D con conjunto de vértices V(D) = {vy, va,
v3, Uy, U5} vy conjunto de flechas A(D) = {(v1,v5), (v1,09), (v1,03), (v2,v3), (V2,05), (v3,09),
(U37U4>a (1)471}2)’ (U5,'U4), ('U5,'U3), (U5,U1)}.

Dada una digrafica D, es posible darle una representaciéon geométrica en el plano de
la siguiente manera: a cada vértice de D le asociamos un punto en el plano y dibujamos
una flecha del punto que representa al vértice u hacia el punto que representa al vértice v
si (u,v) € A(D). En la figura 1 se exhibe la representacion geométrica de la digréfica del
ejemplo anterior.

Ty U3

Figura 1: Representaciéon geométrica de una digrafica

Para las siguientes definiciones consideremos una digrafica D.

9
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Definicién 0.1.2. Diremos que D es infinita si V(D) es un conjunto infinito, en otro
caso diremos que D es finita.

Definicién 0.1.3. Diremos que D es trivial si |V(D)| =1 y |A(D)| = 0.

Definicién 0.1.4. Si (x,y) € A(D) entonces diremos que la flecha es dirigida del vértice
x hacia el vértice y; es decir, el vértice x es adyacente hacia el vértice y o el vértice
y es adyacente desde el vértice x, denotado por x — y.

Notacién 0.1.1. Sean S; y Sy dos subconjuntos no vacios de V(D) y x un vértice en
V(D). Una S18S2-flecha es una flecha (w,y) en A(D) tal que w estd en Sy yy estd en
Sy. Si Sy ={x} 0 Sy = {x}, entonces una S15;-flecha serd denotada por xSs-flecha o
S1x-flecha, segin sea el caso.

Definicién 0.1.5. Decimos que una flecha (x,y) de D es simétrica si (y,z) € A(D).
Definicién 0.1.6. Decimos que una flecha (x,y) de D es asimétrica si (y,x) ¢ A(D).

Definicién 0.1.7. El grado exterior de un vértice x, o exgrado, es el numero de vértices
adyacentes desde x, denotado por 6 ().

Definicién 0.1.8. El grado interior de un vértice x, o ingrado, es el numero de vértices
adyacentes hacia z, denotado por §~ ().

Definicién 0.1.9. Una digrdfica es exteriormente finita si todos sus vértices tienen
exgrado finito.

Definicién 0.1.10. El conjunto de los vecinos exteriores de un vértice x, denotado
por T'T(x), se define como {y € V(D) : (z,y) € A(D)}.

Definicién 0.1.11. El conjunto de los vecinos interiores de un vértice x, denotado
por I'~(x), se define como {y € V(D) : (y,z) € A(D)}.

Definicién 0.1.12. El conjunto de los vecinos de un vértice x, denotado por N, se
define como T (x) UT ™ (z).

Definicién 0.1.13. El conjunto de los vecinos exteriores (respectivamente interiores)
de un conjunto S, denotado por Tt (S) (T~(S)), se define como {y € V(D) : (s,y) €
A(D) para algin s en S} (respectivamente {y € V(D) : (y,s) € A(D) para algin s en

S}).

Con la figura 1 ejemplificaremos las definiciones anteriores. La flecha (vs,v1) es simétrica,
la flecha (vy1,v7) es asimétrica, §~ (v3) = 3, 0T (vg) = 1, T~ (v5) = {v1,v2}, [ (v2) = {v3,v5},
Ny, = {v2, v3,05}; para S = {vy, v3, 04} y T = {vs, v2} se tiene que (vs,v4) es una T'S-flecha.

Definicién 0.1.14. Un conjunto S que satisface una propiedad P es un conjunto maxi-
mal si no hay un conjunto S’ que satisface la propiedad P y ademds S C S’.
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D : H:

Figura 2: D y H son digraficas isomorfas

Definicién 0.1.15. Sean G y H digrdficas. Diremos que G es isomorfa a H, denotado
por G = H, si existe una funcion biyectiva f: V(G) — V(H) tal que (u,v) € A(G) si
y solo si ((u),f(v)) € A(F).

A la funcién de la definicién 0.1.15 se le llamaré isomorfismo.

En la figura 2 se exhiben dos digréficas isomorfas, donde la siguiente funcién, f : V(D) —
V(H), es un isomorfismo: f(u) = a, f(w) =d, f(z) =¢, f(v) =b.

0.2 Subdigraficas

Definicién 0.2.1. Sean D y D'dos digrdficas. Decimos que D' es una subdigréfica de
D, denotado por D" C D, si V(D) C V(D) y A(D") C A(D).

Definicién 0.2.2. Sean D una digrdfica y S un subconjunto de V(D). La subdigrafica
de D inducida por S, denotada por D[S], es la digrdfica tal que V(D[S]) = S y
A(D[S]) = {(u,v) € A(D) : {u,v} C S}.

Definicién 0.2.3. Sean D una digrdfica y S un subconjunto de V(D). Se dird que S es
un conjunto independiente en D si A(D[S]) = 0.

En la figura 3 se tiene que H es una subdigrafica de D y G es la subdigréfica inducida por
{Ula V2, U5}'
0.3 Caminos

Definicién 0.3.1. Un camino dirigido C' es una sucesion de vértices de D, C =
(xo, T1,y ..., &) tal que (x;,x:41) € A(D) para cada i en {0,...,n — 1},
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Ua . L] 1y

U3 vy Vg

Figura 3: Una digrafica D y dos de sus subdigraficas

Notacién 0.3.1. Sean C' un camino dirigido y {z;, x;} un subconjunto de V(C), con i<j.
El camino dirigido (i, Tiy1y...,2x;) serd denotado por (x;, C,x;).

Definicién 0.3.2. Sea C = (¢, x1, ..., %,) un camino dirigido. La longitud del camino
dirigido C se define como el nimero n, denotado por l(C).

Definicién 0.3.3. Decimos que un camino dirigido (xg, z1,...,z,) es cerrado si inicia
y termina en el mismo vértice; es decir, xog = X,,.

Definicién 0.3.4. Decimos que un camino dirigido es asimétrico si todas sus flechas
son asimétricas.

Definicién 0.3.5. Un camino dirigido cerrado asimétrico es un camino que cumple
con la propiedad de ser cerrado y de ser asimétrico.

Definicién 0.3.6. Si C' es un camino dirigido que no repite vértices, entonces diremos
que C' es una trayectoria dirigida.

Definicién 0.3.7. St una trayectoria dirigida P consiste de un solo vértice, diremos que
P es la trayectoria dirigida trivial.

Definicién 0.3.8. Un ciclo dirigido v es un camino dirigido cerrado que mo repite
vértices salvo el primero y el ultimo.

Para ejemplificar las definiciones anteriores, considere la digrafica de la figura 4, (vs, vy,
Us, Uz, Vg, Ug) €s un camino dirigido de longitud 5, (vs, vi, vs, U7, V4, Vg, U5) €S UN camino
dirigido cerrado y también es un camino dirigido asimétrico, (vs, ve, vy, vg, v3) €S una
trayectoria dirigida y (v, vg, v3, v2) es un ciclo dirigido.

Observe que la distancia de v a v no es la misma que de v a w.

Notacién 0.3.2. Si C = (zg,x1,...,2,) es un camino dirigido (trayectoria dirigida) de
xo hacia x,, entonces lo denotaremos por xox,-camino (trayectoria).
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U5 b U3

vy U4 Vg

Figura 4: Digrafica utilizada para ejemplificar diferentes tipos de caminos dirigidos

Definicién 0.3.9. Un ciclo dirigido asimétrico es un ciclo dirigido que cumple con
tener todas sus flechas asimétricas.

Definicién 0.3.10. Sean D una digrdfica y w,v dos vértices de D. La distancia de
u hacia v, denotada por d(u,v), se define como min{l(P) : P es una uv-trayectoria
dirigida en D} cuando {P : P es una uv-trayectoria dirigida en D} # ().

Considerando la digrafica de la figura 4 se tiene que d(vy,vs) = 3.

Definicién 0.3.11. Sea D una digrdfica infinita. Una sucesion (v, )nen de distintos

vértices de D es una trayectoria infinita exterior si (v;,v;11) € A(D) para cada i en
N.

Nota 0.3.1. De ahora en adelante escribiremos camino, trayectoria y ciclo omitiendo la
especificacion de que cada uno de éstos sea dirigido.

0.4 Conexidad

Definicién 0.4.1. Una digrdfica D es unilateralmente conexa si para cualquier par
de vértices se cumple al menos una de las siquientes:

(1) Existe una uv-trayectoria.

(11) Eziste una vu-trayectoria.

Definicién 0.4.2. Una digrafica D es fuertemente conexa si para cualquier par de
vértices existe una uv-trayectoria y también existe una vu-trayectoria.

La digrafica D de la figura 5 es unilateralmente conexa porque (vg, vy, v2, U3, Us, Vs, Vg, Vs,
Vg, U7) es una trayectoria que contiene a todos los vértices de D, lo que implica que para
todo par de vértices en D existe una trayectoria entre ellos; pero D no es fuertemente
conexa porque no existe una v;vp-trayectoria en D.
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i’ 1y

Figura 5: Digrafica unilateralmente conexa

Definicién 0.4.3. Sea D una digrdfica. Una componente fuertemente conexa de D
cumple con ser una subdigrafica de D mdxima por contencion con la propiedad de ser
fuertemente conexa.

Observe que si D es una digrafica fuertemente conexa, entonces D tiene exactamente
una componente fuertemente conexa, a saber D misma. En la figura 6 se exhiben las
componentes fuertemente conexas de la digréfica de la figura 5.
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L]

Vg vy .
: vT gy

Figura 6: Componentes fuertemente conexas de la digrafica de la figura 5

Definicién 0.4.4. Sean D una digrafica y C la familia de todas las componentes fuerte-
mente conexas de D. La digrafica de condensacion de D, denotada por D*, es la
digrdfica tal que V(D*) = C y (C;, C;) € A(D*) si y solo si hay una V(C;)V (C;)-flecha en
D.

En la figura 7 se exhibe la digrafica de condensacion de la digrafica de la figura 5.

D"

'y

Cs

Figura 7: Digrafica de condensacion de la digrafica de la figura 5

Notacién 0.4.1. Sean S; y Sy dos subconjuntos no vacios de V(D) y x un vértice en
V(D). Una S1S2-trayectoria es una wy-trayectoria tal que w € Sy y y € Sy para algin
w en Sy y para algin y en Sy. Si Sy = {x} 0 Sy = {x}, entonces una SySy-trayectoria
serd denotada por xSs-trayectoria o S;x-trayectoria, segun sea el caso.
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0.5 Tipos de digraficas

Definicién 0.5.1. Sea D wuna digrdfica. Decimos que D es bipartita si existe una
particion {V1,Va} de V(D) tal que V; es un conjunto independiente para cada i en {1,2}.

Definicién 0.5.2. Una digrdfica es semicompleta si para todo subconjunto {u, v} de
V(D) se cumple {(v,u), (u,v)} N A(D) # 0.

Definicién 0.5.3. Una digrdfica es simétrica si todas sus flechas son simétricas.
Definicién 0.5.4. Una digrdfica es asimétrica si todas sus flechas son asimétricas.
Definicién 0.5.5. Una digrdafica es aciclica st no contiene ciclos.

Definicién 0.5.6. Un torneo T es una digrdfica semicompleta y asimétrica.

Definicién 0.5.7. Una digrifica D es transitiva si tres vértices distintos {(x,y), (y,2)}
C A(D) implica que (z,z) € A(D).

Definicién 0.5.8. Una digrdafica D es derecha pretransitiva si tres vértices distintos
{(z,9), (y,2)} © A(D) implica que (z,2) € A(D) o (2,y) € A(D).

Definicién 0.5.9. Una digrdfica D es izquierda pretransitiva si tres vértices distintos
{(z,9), (y.2)} S A(D) implica que (z,z) € A(D) o (y,z) € A(D).

e

Figura 8: D, es bipartita, Dy es semicompleta, D3 es un torneo y Dy es transitiva y aciclica

En la figura 8 se tiene lo siguiente: D; es una digrafica bipartita porque un conjunto
independiente es el que consiste de los puntos negros y el otro conjunto independiente es
el que consiste de los taches; la digrafica Dy es semicompleta; la digrafica D3 es un torneo
y la digrafica D, es transitiva y aciclica.

0.6 Coloraciéon

Definicién 0.6.1. Sean D una digrdfica y n en N. Una n-coloracién de V(D) es una
funcion c: V(D) — {1, ..., n}.
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Definicién 0.6.2. Sean D wuna digrdfica, n en N y c¢: V(D) — {1, ... , n} una n-
coloracion de V(D). Diremos que ¢ es propia si para cualquier par de vértices x y w en
D tales que (z,w) € A(D) se tiene que c(x) # c(w).

Definicién 0.6.3. Sea D una digrafica. El nimero cromatico de D, denotado por
x (D), estd definido como el minimo nimero n tal que D tiene una n-coloracion propia.

4~

4 1

Figura 9: Digrafica con nimero cromético 4

En la digréafica de la figura 9 podemos observar una 4-coloracién propia, la cual es minima;
es decir, x(D) = 4.

0.7 Resultados basicos de la teoria de graficas

Teorema 0.7.1. Todo xy-camino contiene una xy-trayectoria, con x # vy.

Demostracion.
Sea C' = (z = zg,1,...,2T, = y) un xy-camino. Procederemos por induccién sobre su
longitud.

Base. Si la longitud de C es 1 o 2 se cumple el teorema, ya que = # v.

Hipdtesis de induccion. Si C' es un xy-camino tal que su longitud es menor que n, entonces
C’ contiene una xy-trayectoria.

Paso inductivo. Sea C = (x = xg, 1, ...,%, = y) un xy-camino de longitud n.

Veamos dos casos sobre los vértices en C.
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Caso 1) x; # x; para todo i # j con {i,5} € {0,1,...,n}.
En este caso tenemos que C' es una trayectoria.

Caso 2) x; = x; para algin i < j.

C': Ty =Y

= Iy

Figura 10: Representacion del caso 2

Como z; = x; para algtin 7 < j, entonces a C' lo podemos ver de la siguiente manera:
C=(r==20,T1,..., T4, Tit1,.-,Tj = Tiy Tjy1,...,T,) (ver figura 10). Asi, C' = (z =
Lo, T1, ..., Tic1, Tj = Tj, Tjt1,-.., Ty = Y) €s un xy-camino tal que su longitud es menor
que la de C. Por lo tanto, por la hipétesis de induccién C’ contiene una zy-trayectoria, la
cual también es una zy-trayectoria contenida en C'.Hl

Teorema 0.7.2. Sea D una digrifica finita. D es fuertemente conexa si y solo si D
contiene un camino cerrado C' tal que V(D) =V (C).

Demostracién.

(=) Supongamos que D es fuertemente conexa.

Sea C' un camino cerrado que pasa por la mayor cantidad de vértices de D y supongamos
que C empieza y termina en un vértice u. Demostraremos que V(C) = V(D), procediendo
por contradiccién, supongamos que existe v en V(D)\V(C). Como D es fuertemente
conexa, existe un uv-camino, digamos C] y existe un vu-camino, digamos Cs.

Entonces C' = C'U Cy U Cy es un camino cerrado tal que [V(C")| > |V(C)| (ver figura 11),
lo cual es una contradiccién ya que C' era el que contenia a la mayoria de los vértices de

D. Por lo tanto, V(C) = V(D).

(<) Supongamos que existe un camino cerrado C' que pasa por todos lo vértices de D.
Sea {u,v} un subconjunto de V(D) = V(C'). Supongamos, sin pérdida de generalidad,
que C' empieza y termina en u; entonces C = (u,C,v) es un camino que va de u hacia v
en Dy Cy= (v,C,u) es un camino que va de v hacia u. Luego, por el teorema 0.7.1 se
tiene que existe una wuv-trayectoria y una vu-trayectoria. Por lo tanto, D es fuertemente
conexa.ll

Teorema 0.7.3. Todo camino cerrado contiene un ciclo.
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Figura 11: Dibujo para la implicacién de ida del teorema 0.7.2

Demostracién.

Sea C' = (xg,x1,...,T, = Tp) un camino cerrado, procederemos por induccién sobre su
longitud.

Base. Si la longitud de C' es 2, entonces se cumple que C' es un ciclo.

Hipdtesis de induccion. Si C' es un camino cerrado tal que su longitud es menor que n,
entonces C’ contiene un ciclo.

Paso inductivo. Sea C = (xg, 1, ..., T, = Tg) un camino cerrado de longitud n.

Tenemos dos casos sobre los vértices de C.

Caso 1) C no repite vértices, salvo el inicial y el final.
En este caso C' ya es un ciclo.

Caso 2) C repite algtin vértice distinto al inicial y al final.

Supongamos que x; = x; para algin indice ¢ distinto de un indice j. Supongamos, sin
pérdida de generalidad, que ¢ < j. En este caso C' lo podemos ver de la siguiente manera
C = (z0, %1, ., Ti, Tix1, ..., Tj = Ti, Tjq1,- .., Ly, = Tg) (ver figura 12). Por lo tanto,

C" = (xg, 1, ..., Ti—1, % = Tj,Tjt1,. .., = Tp) €S un camino cerrado tal que su longitud
es menor que n. Por hipdtesis de induccién C” contiene un ciclo v. Como C" C C, entonces
C contiene a 7.1

Teorema 0.7.4. Todo camino cerrado de longitud impar contiene un ciclo de longitud
1mpar.
Demostracion.

Sea C' = (z9,x1,...,%, = xp) un camino cerrado de longitud impar, procederemos por
induccion sobre su longitud.
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Figura 12: Caso cuando C' repite vértices en la demostracion del teorema 0.7.3

Base. Si la longitud de C' es 3, entonces C' es un ciclo de longitud impar.

Hipdtesis de induccion. Si C' es un camino cerrado de longitud impar tal que su longitud
es menor que n, entonces C’ contiene un ciclo de longitud impar.

Paso inductivo. Sea C' = (xq, 1, ..., T, = xy) un camino cerrado de longitud impar, n.
Tenemos dos casos sobre los vértices de C.

Caso 1) C no repite vértices, salvo el inicial y el final.
En este caso C' es el ciclo de longitud impar buscado.

Caso 2) C repite algtin vértice distinto del inicial y el final.

Figura 13: Representacién del caso 2 en la prueba del teorema 0.7.4
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Sea x; = x; el primer vértice que se repite, supongamos sin pérdida de generalidad que

i < j. En este caso C es de la forma (zo,z1,..., %, Tix1, ..., T = Ty Tj41,. .., Ty = Tp)
(ver figura 13). Por lo tanto, C'=(xq, @1, ... , Ti1, Ti = Tj, Tj41, .. 5, Tp = Tg) ¥
C" = (4, %it1,...,2; = ;) son dos caminos cerrados tal que su longitud es menor que

n. Como [(C) = I(C") 4+ I(C") y la longitud de C' es impar, se sigue que la longitud de
C" es impar o la longitud de C” es impar. Supongamos sin pérdida de generalidad que
la longitud de C” es impar. Por hipétesis de induccién, C’ contiene un ciclo de longitud
impar y como C’" C C, entonces C' contiene un ciclo de longitud impar.l






Chapter 1
Resultados generales en la teoria de
digraficas infinitas

En este capitulo estudiaremos la existencia de ciclos dirigidos en digraficas posiblemente
infinitas, ademas de algunas propiedades de las digraficas fuermente conexas, también
veremos la existencia de componentes fuertemente conexas y la existencia de componentes
fuertemente conexas terminales.

1.1 Ciclos, digraficas fuertemente conexas y digraficas
bipartitas

Teorema 1.1.1 ([17]). Sea D una digrdfica (posiblemente infinita). D es fuertemente
conexa si y solo si para toda particion {Vi,Va} de V(D) eziste una ViVa-flecha y existe
una VoVi-flecha.

Demostracién.

(=) Por demostrar que para toda particion {Vi,Va} de V(D) existe una V;Vs-flecha
y existe una V,V;-flecha.

Sean v; en V] yv vg en V,. Por hipdtesis tenemos que existe un v3vo-camino, llamémosle Cf,
y un vyvp-camino, llamémosle Cy. Note que en C = (v = Uy, Ug, .« .+, Uiy Uig 1y - - -, Up = Vo)
existe u; tal que u; € Vi y u;11 € Vo (porque vy € Vi y vy € Vi), Asi, (u;,ui41) es una
V1Vs-flecha en D (ver figura 1.1).

Andlogamente en Cy = (vy = wy, Wa, ..., Wj, Wjt1, ..., W, = v1) tenemos que existe un
vértice w; en V(Cy) tal que w; € Vo y wjyy € Vi Asi, (w;,w;41) es una V,Vi-flecha en D.
Por lo tanto, para toda particién {Vi, Vo} de V(D) existe una V;Va-flecha y existe una
VoVi-flecha.

(<) Por demostrar que D es fuertemente conexa; es decir, para todo subconjunto {u, v}
de V(D) existe un uv-camino y existe un vu-camino.

Sean {u,v} un subconjunto de V(D) y W = {w € V(D) : existe un ww-camino}.

23
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D

Figura 1.1: Representaciéon de la implicacién de ida del teorema 1.1.1

Afirmacién: v € W.
Procediendo por contradiccién, supongamos que v ¢ W. Notemos que W # ) ya que

ue .

Figura 1.2: Representacion de la demostracién para la implicacion de regreso del teorema
1.1.1

Como {Vi; =W, Vo = V(D) \ W} es una particién de V(D), entonces por hipdtesis, en
particular, existe una V;Vs-flecha en D, digamos (z,y) donde x € V] y y € V5. Como
xr € Vi se tiene que existe un ux-camino, llamémosle Cy. Asi, ¢ = C; U (z,y) es un
uy-camino (ver figura 1.2), lo que implica que y € W (por definicién de W) y por lo tanto
y € Vi, lo cual es una contradiccién ya que y € V5. Asi, v € W, con lo que concluimos
que existe un wv-camino en D. Andlogamente se demuestra que existe un vu-camino en D. Il
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Teorema 1.1.2. Si D no tiene trayectorias infinitas exteriores y para todo x en V(D) tal
que 0% (x) > 1, entonces D tiene al menos un ciclo.

Demostracion.

Procediendo por contradiccién, supongamos que D no tiene ciclos.

Sea v; un vértice en V(D). Como 01 (v1) > 1, existe vy en V(D) tal que (v1,vq) € A(D).
Como 07 (vg) > 1, existe vg en V(D)\{v} tal que (vq,v3) € A(D). Continuando con
este procedimiento encontramos que para cada n en N dado v, en V(D) existe v, en
V(D)\{v1,...,vn-1} tal que (v, v,11) € A(D). Como estamos suponiendo que no hay
ciclos, entonces tenemos T' = (vy, v2,v3, . ..) es una trayectoria infinita exterior, lo cual nos
lleva a una contradiccién ya que D no tiene trayectorias infinitas exteriores. Por lo tanto,
D tiene al menos un ciclo.ll

Teorema 1.1.3. Si D es una digrdfica transitiva (posiblemente infinita) y asimétrica,
entonces D no tiene ciclos.

Demostracién.

Procediendo por contradiccién, supongamos que D contiene un ciclo v =(vg, vy, v, ...,
Un, Vp). Como D es transitiva se sigue que: la existencia de (vg,v1) y (v1,v2) implica la
existencia de (v, v2) en A(D), la existencia de (vg,v2) v (v2,v3) implica la existencia de
(vo,v3) en A(D). Continuando de esta manera llegamos a que la existencia de (vg, v,_1) ¥y
(Un—1,v,) implica la existencia de (v, v,) en A(D), lo cual no es posible ya que la flecha
(vn, vo) serfa simétrica, lo cual es una contradiccién (ver figura 1.3).

Figura 1.3: Representaciéon de la demostracion del teorema 1.1.3

Por lo tanto, D no tiene ciclos. W
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Teorema 1.1.4. Si D es una digrdfica bipartita (posiblemente infinita), entonces D no
tiene ciclos de longitud impar.

Demostracion.
Supongamos que existe C' = (vy, vg, ..., Uy, v1) un ciclo en D. Por demostrar que la
longitud de C' es par.

Como D es bipartita, existe una particion de sus vértices en dos conjuntos indepen-
dientes, digamos {V1, V4}. Supongamos, sin pérdida de generalidad que los vértices en
C se distribuyen de la siguiente manera: vy € Vi, vy € V5, v3 € Vi, y asi sucesivamente.
Como (v, v1) € A(C) y vy € V; se tiene que v, € V5. Asi, n es par.

Por lo tanto, la longitud del ciclo C' es par.l

El regreso del teorema 1.1.4 no necesariamente es cierto; es decir, si D es una digrafica sin
ciclos de longitud impar, entonces D no necesariamente es una digrafica bipartita.

Ejemplo: La digrafica D con conjunto de vértices {u,v,w} y cuyas flechas son:

{(u,v), (v,w), (u,w)} no tiene ciclos, sin embargo tampoco tiene una particiéon de sus
vértices en dos conjuntos independientes (ver figura 1.4).

D: i

w
Figura 1.4: D no tiene ciclos de longitud impar y no es bipartita

Para que se pueda cumplir el regreso del teorema 1.1.4 es necesario pedirle una condicion
a la digrafica, la cual es que sea fuertemente conexa. El resultado es el siguiente.

Teorema 1.1.5. Sea D una digrifica fuertemente conexa (posiblemente infinita), de orden
al menos dos. D es bipartita si y solo si D no tiene ciclos de longitud impar.

Demostracién.
(=) Se sigue del teorema 1.1.4.

(<) Supongamos que D no tiene ciclos de longitud impar y que D es fuertemente conexa.
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Veremos que en D hay una particion de sus vértices en dos conjuntos independientes.
Sea x un vértice arbitrario de D.

Afirmacién 1. Para cada vértice y en V(D)\{x} vy cada eleccién de una xy-trayectoria
P y una yx-trayectoria () se tiene que la longitud de P y @ son iguales, médulo 2.

Procediendo por contradiccion, suponemos que no es el caso para alguna eleccién de y, Py
Q; es decir, Py () son tales que la paridad de la longitud de P y @) no es igual médulo 2. Asi,
P UQ es un camino cerrado de longitud impar, el cual contiene un ciclo de longitud impar
(por teorema 0.7.4), lo cual no es posible por nuestra hipdtesis. Esto prueba la afirmacién 1.

Observacion: En particular, se sigue de la afirmacién 1 y el hecho de que D es fuerte-
mente conexa que para cada y en V(D)\{z}, la longitud de todas las trayectoria de x
hacia y tienen la misma paridad.

Sean U = {y € V(D) : la longitud de cada xy — trayectoria es par} y U = {y € V(D) :
la longitud de cada xy — trayectoria es impar}.

Afirmacién 2. U £ 0y U’ # 0.

Como (z) es una trayectoria de longitud cero, entonces x € U.

Por otro lado, como D es fuertemente conexa y es de orden al menos dos, se tiene que el
exgrado de x es al menos uno; es decir, si y es un vértice tal que (z,y) € A(D), entonces
existe una xy-trayectoria de longitud al menos uno. Por lo tanto, U # () y U’ # ().

Afirmacién 3. UUU' =V (D).

Como U y U’ estan contenidos en V' (D), entonces U U U’ C V(D). Por otro lado, sea v
en V (D), entonces existe una xv-trayectoria en D, digamos T (porque D es fuertemente
conexa). Asi, v € U si la longitud de T es par o v € U’ si la longitud de T' es impar, con
lo que se concluye que v € U U U’. Por lo tanto, U UU" = V(D).

Afirmacién 4. UNU’ = 0.

Procediendo por contradiccién, supongamos que existe z en U N U’. Entonces existe una
xz-trayectoria de longitud par, digamos 77, y existe una xz-trayectoria de longitud impar,
digamos T5, pero esto no es posible por la observacién.

Afirmacion 5. U y U’ son conjuntos independientes en D.

Veremos que U es un conjunto independiente en D. Procediendo por contradiccién, supong-
amos que existen dos vértices u; y ug en U tales que (u1,us) € A(D). De la definicién de
U, existe una xu;-trayectoria de longitud par, digamos 77, y existe una xus-trayectoria de
longitud par, digamos 7. Como D es fuertemente conexa, existe usx-trayectoria, digamos
T3. Note que la longitud de T3 es par debido a la afirmacion 1 y el hecho de que la longitud
de T3 es par. Por lo tanto, T7 U (uq, us) U T3 es un camino cerrado de longitud impar en D,
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el cual contiene un ciclo de longitud impar en D (por teorema 0.7.4), lo cual contradice la
hipotesis. Por lo tanto, U es un conjunto independiente en D. Andlogamente se prueba
que U’ es un conjunto independiente en D.

Por lo tanto, {U, U’} es una particiéon de V(D) en conjuntos independientes. Asi, D es
bipartita. Il

1.2 Componentes fuertemente conexas, digraficas tran-
sitivas y digraficas pretransitivas

Como sabemos, una componente fuertemente conexa cumple con ser maxima por con-
tencién con la propiedad de ser fuertemente conexa. Asi, las digraficas finitas que no son
fuertemente conexas las podemos descomponer en al menos dos componentes fuertemente
conexas. Lo que veremos a continuacién es lo que sucede con digraficas infinitas; es
decir, veremos si también es cierto que toda digrafica infinita se puede descomponer en
componentes fuertemente conexas.

Observacion 1.2.1 ([16]). Sean D una digrdafica (posiblemente infinita) y S la familia de
todas las subdigrdaficas fuertemente conexas de D. Definimos la relacion < en S dada por
S1 < Sy si Sy es una subdigrdfica de Sy. Veremos que (S, <) es un conjunto parcialmente
ordenado y que tiene elemento maximal; es decir, D tiene al menos una componente
fuertemente conexa.

Demostracion.
Primero veamos que < cumple con ser reflexiva, transitiva y antisimétrica.

Sean S, Sy v S3 elementos de S.

(1) < es reflexiva; es decir, S; < 5.
Por definicion de subdigrafica siempre se cumple que S; es una subdigrafica de si misma.

ASf, Sl S Sl.

(17) < es transitiva.
Veamos que si 51 < Sy y Sp < S5, entonces S; < S3. Como S; < Sy se tiene que V(S;) C
V(S2) y A(S1) € A(S2); puesto que Sy < Sy se tiene que V(Sz) € V(S3) y A(S2) € A(S3),
lo que implica que V(S;) C V(S3) vy A(S1) € A(S3). Por lo tanto, S; es una subdigrafica
de S3. Asi, S; < S;.

(7i1) < es antisimétrica.

Veamos que si S; < Sy y Sy < 51, entonces S; = Sy. Por demostrar que V(S7) = V(Ss)
y A(S7) = A(S;). Como S; < S5, Sy es una subdigrafica de Sy; es decir, V(S1) C V/(.Ss)
y A(S1) € A(S;). Por otro lado, como Sy < Sj, Sy es una subdigréafica de Sy; es decir,
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V(S2) - V(Sl) y A(S2) - A(Sl) ASf, V(Sl) = V(SQ) y A(Sl) = A(SQ), lo que 1mphca
que S = 9.

Por lo tanto, (S, <) es un conjunto parcialmente ordenado.
Ahora falta probar que (S, <) tiene elementos maximales.
(1) Note que S # ), ya que la digrafica trivial es fuertemente conexa.

(2) Veremos que toda cadena en (S, <) tiene una cota superior en S.

Sean € una cadena en (§,<) y €% = U S.
Sec

Afirmacion 1. €* es una cota superior para €.
Sea S en €, de la construccion de € se sigue que S es subdigrafica de €. Asi, S < €.
Por lo tanto, € es una cota superior de €.

Afirmacién 2. €* € S.

Por demostrar que €* es fuertemente conexa. Sean s; y sy dos vértices de €*°. Por de-
mostrar que existe un s; sp-camino y existe un sps;-camino en €. Como {sq, s9} C V(€),
existen S y Se en € tales que s; € V(S1) y s2 € V(S2). Puesto que € es una cadena
podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que 57 < S5; es decir, S es subdigrafica
de S;. Por lo tanto, {s1,s2} C V(S2), lo que implica que existen el s;sy-camino y el
Sps1-camino en Sy (porque Sy es fuertemente conexa). Asi, existen el s;s9-camino y el
S981-camino en €,

Como toda cadena en (S, <) tiene una cota superior en S, se sigue del Lema de Zorn que
(S, <) tiene elemento maximal, y este elemento maximal es una componente fuertemente
conexa de D.

Otra propiedad que cumplen las digraficas finitas es que tienen componentes fuertemente
conexas terminales. Por lo tanto, nos podemos preguntar lo siguiente: ;En digraficas
infinitas también hay componentes fuertemente conexas terminales? La respuesta es no
necesariamente, y esto lo podemos ver con el siguiente ejemplo: Sea D una trayectoria
infinita exterior asimétrica. En esta digrafica sus componentes fuertemente conexas son
cada uno de sus vértices, pero no tiene componentes terminales fuertemente conexas.

También podemos considerar a la digrafica D*; donde V(D*) = Ny (z,y) € A(D?) siy
solo si x <y, con “<” el orden natural de los nimeros naturales (ver figura 1.5).

Afirmacién 1. Toda componente fuertemente conexa en D tiene exactamente un vértice.
Procediendo por contradiccién, supongamos que existe C', una componente fuertemente
conexa de D¥, tal que |V (C)| > 2. Sean u y v dos vértices distintos en V(C), entonces
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5 1

Figura 1.5: Digréfica D*

existe una uv-trayectoria en C'; digamos 71, y existe una vu-trayectoria en C', digamos T5.
Luego, de la definicién de D* y de la transitividad de los naturales se sigue que (u,v) es
una flecha simétrica en D¥, lo que implica que u = v, lo cual no es posible. Por lo tanto,
toda componente fuertemente conexa de D* consiste de un tnico vértice.

Afirmacién 2. 6*(v) > 1 para todo v en V(D).
Sea i en V(D*). Como i < i+ 1, entonces tenemos que (i,i + 1) € A(D*), lo que implica
que 6T (i) > 1.

Afirmacién 3. D* no contiene componentes fuertemente conexas terminales.
Como 6% (v) > 1 para todo v en V(D*), de la afirmacién 1 se sigue que D* no tiene
componentes fuertemente conexas terminales.

A continuaciéon veremos qué condiciones son necesarias para que una digrafica infinita
tenga al menos una componente fuertemente conexa terminal.

Observacion 1.2.2 ([16]). Sea p la familia de las componentes fuertemente conexas de D.
Si Dy y Dy son elementos de p, definimos Dy < Do si existe una V(D1)V (Ds)-trayectoria
en D. Veamos que (p, x) es un conjunto parcialmente ordenado, y los elementos mazimales
de (p, =), si existen, son las componentes terminales fuertemente conexas de D.

Demostracién.
Por demostrar que < cumple con ser reflexiva, transitiva y antisimétrica.
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Sean D1, Dy y D3 elementos de p.

(1) < es reflexiva; es decir Dy < D;.

Como D; es elemento de p tenemos que para cualquier subconjunto {x, y} de D; existe una
xy-trayectoria y una yz-trayectoria en D;. Asi que se cumple que existe la V(D;)V (D )-
trayectoria en D.

(13) < es transitiva; es decir, si D1 < Doy Dy < D3, entonces D < Ds.

Como D; < Ds, existe una V(D;)V (Dq)-trayectoria en D. Sean u en V(D) y v en V(Dy)
tales que existe, T, una uv-trayectoria en D. Por otro lado, puesto que Dy < D3, existe
una V' (Dy)V (Dj)-trayectoria en D. Sean z en V(D) y w en V(Ds) tales que existe, Ty,
una zw-trayectoria en D.

Tenemos dos casos sobre v y z:

Caso a) v = 2.

En este caso T7 U T, es un uw-camino el cual contiene una uw-trayectoria.

Caso b) v # z.

Como D5 es componente fuertemente conexa, entonces para v y z tenemos que existe un vz-
camino, digamos T3. Asi, 71 UT3UT5 es un uw-camino; el cual contiene una uw-trayectoria.

Por lo tanto, existe una V' (D;)V (Dj3)-trayectoria en D, lo que implica que Dy < Ds.

(7i7) < es antisimétrica; es decir, si Dy < Dy y Doy < Dy, entonces Dy = Ds.

Como D; < Ds, existe una V' (D;)V (Dy)-trayectoria en D, digamos T7. Ya que V(D) N
V(Ds) = 0, existen w en V(D;) y v en V(Ds) tal que (u, v) es un flecha de T;. Andlogamente,
puesto que Dy < Dy, existe una V(Dy)V (D;)-trayectoria en D, digamos T3, y existen
zen V(D) y yen V(D;) tal que (z,y) es una flecha de T». Por otro lado, como D; y
Dy son componentes fuertemente conexas, por el teorema 0.7.2, Dy contiene un camino
cerrado que pasa por todos sus vértices, digamos C}, y Dy contiene un camino cerrado
que pasa por todos sus vértices, digamos Cy. Supongamos, sin pérdida de generalidad,
que C empieza y termina en u y Cy empieza y termina en v.

Figura 1.6
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Ahora, consideremos el camino C' = Cy U (u,v) UCy U (v, Ca, z) U (z,y) U (y, Cy, u) el cual
es un camino cerrado que pasa por todos los vértices de G = D[V (D;) UV (Ds)] (ver figura
1.6). Asi, G es una subdigrafica fuertemente conexa de D que contiene a Dy y D,. Lo

cual no es posible por que cada D; es una componente fuertemente conexa en D, por lo
tanto Dy = Dy = G.

Por lo tanto, (p, <) es un conjunto parcialmente ordenado.l

1.2.1 Componentes fuertemente conexas en digraficas transiti-
vas.

Lema 1.2.1 ([16]). Sea D una digrdfica derecha pretransitiva o izquierda pretransitiva.

Si (x1,%a,...,2,) €s una sucesion de vértices tales que (z;,xi41) € A(D) y (Tiy1, ;) ¢
A(D) para cadai en {1, ..., n—1}, entonces la sucesion es una trayectoria y ademds, para
cada i en{1,...,n—1} ypara cada j en {i+1,...,n}, (v;,x;) € A(D) y (xj,z;) ¢ A(D).

Demostracion.
Procederemos por induccion sobre n.

Base. Para n = 1, la sucesién es una trayectoria trivial.
Para n = 2, tenemos una trayectoria de longitud uno que satisface el lema 1.2.1.

Hipdtesis de induccion. Supongamos que el resultado es verdadero para una sucesion
(wy, wa, ..., wy,) tal que (w;, wit1) € A(D)y (wiy1,w;) &€ A(D) paracadai € {1,...,n—1}.

Paso inductivo. Consideremos una sucesién T' = (x1, To, . .., Tp, Tpy1) tal que (x;, z41) €
A(D) y (xit1,2;) ¢ A(D) para cada i € {1,...,n}. Por demostrar que z; # x; para toda
i # 7, con {i,j} C{1,...,n+ 1}. Como las subsucesiones (z1,...,2,) v (Z2,...,ZTnt1)
cumplen con la hipétesis de induccién (porque estdn contenidas en T'), entonces cada una
es una trayectoria de longitud n — 1, y ademés se cumple que, para cadaien {1,...,n—1}
y para cada j en {i+1,...,n}, (x;,x;) € A(D) y (z;,2;) ¢ A(D). Por lo tanto, solo resta
probar que 1 # 41 Y (21, Tps1) € A(D) y (Tns1,21) € A(D).

Afirmacion 1. z; # z,,1.

Procediendo por contradiccion, supongamos que z; = x,.1. Por la hipétesis de in-
duccién sobre (zq, s, ..., T,) tenemos, en particular, que (x1,x,) € A(D), lo que implica
que (Tpi1,2,) € A(D), lo cual contradice que en T' se cumple que (z;,z,41) € A(D) y
(i1, ;) € A(D). Por lo tanto, x1 # Zy41.

Afirmacién 2. (r1,z,41) € A(D) y (Tpy1,21) ¢ A(D).

Primero veamos que (x1,2,11) € A(D). Como {(z1,z,), (Xn, Tns1)} € A(D),

(Tn, 1) & A(D), (Tpy1,2n) € A(D) y D es una digrafica derecha pretransitiva o izquierda
pretransitiva, se sigue de la definicién de estas digraficas que en particular (z1,z,.1) €
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A(D).

Ahora veamos que (z,41,71) ¢ A(D). Procediendo por contradiccién, supongamos que
(Tnt1,21) € A(D). Veamos dos casos sobre D.

Caso 1. D es derecha pretransitiva.

En este caso consideremos las flechas (x,41,21) y (21, 2,). Como D es derecha pretransi-
tiva, (Tp41,2,) € A(D) o (,,21) € A(D), lo cual no es posible porque ninguna de esas
flechas pertenece a D.

Caso 2: D es izquierda pretransitiva.

En este caso consideremos las flechas (z,,, Tp41) ¥ (Zns1,21). Como D es izquierda pre-
transitiva tendriamos (x,,x1) € A(D) o (py1,%,) € A(D), lo cual no es posible porque
ninguna de estas flechas pertenece a D.

Por lo tanto, T' es una trayectoria que cumple con las hipdtesis del lema 1.2.1.1

Teorema 1.2.1 ([16]). Sea D una digrdafica posiblemente infinita. Supongamos que D es
una digrdfica transitiva tal que cada trayectoria infinita exterior tiene al menos una flecha
simétrica. Entonces (p,<), con el orden parcial definido anteriormente, tiene al menos
un elemento maximal; es decir, D tiene al menos una componente terminal fuertemente
conexa. Ademds, para cada componente fuertemente conexa C de D hay una componente
terminal fuertemente conexa C' de D, tal que C' < C'.

Demostracion.
Consideremos la siguiente afirmacion.

Afirmacion. Si (] y (5 son dos componentes fuertemente conexas de D tales que C < C,
entonces para cada u en V(C}) y cada v en V(Cy) se tiene que (u,v) € A(D); ademas
(v,u) ¢ A(D).

Como C; < Oy, existe una V(Cy)V (Cy)-trayectoria en D. Sean u en V(Cy) y v en V(Cy)
tal que existe, T, una uv-trayectoria en D. Puesto que D es una digrafica transitiva
tenemos que (u,v) € A(D).

Ahora veamos que para todo x en V(C}) y todo y en V(Cs) se tiene que (x,y) € A(D).
Sean z en V(C}) y y en V(Csy) dos vértices arbitrarios. Como cada C; es fuertemente
conexa, se sigue que existen la zu-trayectoria en Cp, digamos 7T}, y la vy-trayectoria en
Cy, digamos T». Ya que D es una digréfica transitiva y 77 U (u,v) U Ty es un zy-camino,
entonces (z,y) € A(D).

Veamos que (y,z) ¢ A(D). Procediendo por contradiccion, si tenemos (y,x) € A(D),
entonces con un razonamiento analogo al anterior llegamos a que (z,k) € A(D) para
todo z en V(Csy) y para cada k en V(C}). Asi, obtenemos que C; U C; estd contenida en
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una componente fuertemente conexa, lo cual contradice que C; y Cy son componentes
fuertemente conexas.

Por lo tanto, para todo x en V(C}) y para todo y en V(Cs) se tiene que (z,y) € A(D) y

(y,2) ¢ A(D).

Ahora procedamos por contradiccién para la demostracion del teorema 1.2.1. Construire-
mos una trayectoria infinita exterior asimétrica. Supongamos que D no tiene componentes
terminales fuertemente conexas; es decir, para cada C' en p existe C’ en p, C' # C, tal que
C' < C'. Sean Cy en py uy en V(C}), entonces existe Cy en p, C; # Cy, tal que C; < Cs.
Puesto que €} < Oy, entonces por la observacion anterior se tiene que (uy,us) € A(D) y
(ug,u1) ¢ A(D) para un us dado en V(Cy). Procediendo de esta manera se sigue que, para
cada n en N, dados C,, en py u, en V(C,,) existe C,, 11 en p, Cpiq # Cy, tal que Cp, < Cryq,
y existe u,+1 en V(Cphyi1) tal que (up, unt1) € A(D) v (Uni1,un) € A(D). Asi, se sigue
del lema 1.2.1 que T" = (uq,ug,us, ..., U,y1) €S una trayectoria asimétrica en D, y la
sucesion (u,)nen €s una trayectoria asimétrica infinita exterior en D. Pero esto es una con-
tradiccion ya que en D toda trayectoria infinita exterior tiene al menos una flecha simétrica.

Por lo tanto, D tiene al menos una componente terminal fuertemente conexa, y para cada
C' en p existe C’ en p componente terminal fuertemente conexa tal que C' < C'.l

El siguiente resultado sobre digraficas derecha pretransitiva o izquierda pretransitiva no
garantiza la existencia de componentes fuertemente conexas terminales, pero lo incluimos
en esta seccién porque sera util mas adelante.

Lema 1.2.2 ([16]). Sea D una digrdfica derecha pretransitiva o izquierda pretransitiva
sin trayectorias infinitas exteriores. Entonces para cada subconjunto no vacio U de V(D)
existe x en U tal que si (z,y) € A(D), cony € U, entonces (y,x) € A(D).

Demostracioén.

Sea U un subconjunto no vacio de V(D). Por demostrar que existe x en U tal que
si (z,y) € A(D), con y € U, entonces (y,z) € A(D). Procederemos por contradiccion,
supongamos que para cada x en U existe y en U tal que (z,y) € A(D)y (y,z) ¢ A(D). Sea
x1 en U, por nuestra suposicion tenemos que para x; existe xo en U tal que (x1,x9) € A(D)
v (x9,21) ¢ A(D). Luego para x5 existe x3 en U tal que (22, x3) € A(D) y (x3,22) ¢ A(D).
En general, para cada n en N, dado z,, en U existe x,,11 en U tal que (x,, zp41) € A(D) y
(Tpy1,xn) € A(D). Ahora, para cada n en N, sea T, 11 = (21,22,...,Z,41). Puesto que
T),+1 satisface las hipdtesis de lema 1.2.1, se tiene que 7,11 es una trayectoria para cada n en
N. Consideremos a la sucesién T' = (x,,)nen, donde, para cadanen N, (z,, x,11) € A(Th11).

Afirmacion. T es una trayectoria infinita exterior.

Por demostrar que z,, # x,, para todo n # m, con {n,m} C N. Sean z,, y x,, en V(T),
con n # m. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que n < m. Consideremos a la
trayectoria T,,. Como {z,,z,,} € V(T,,), se tiene que x,, # x,,. Por lo tanto, T' es una
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trayectoria infinita exterior en D, lo cual contradice la hipdtesis del lema 1.2.2.

Asi, existe x en U tal que si (z,y) € A(D), con y € U, entonces (y,x) € A(D).R

1.2.2 Componentes fuertemente conexas terminales en digraficas
sin trayectorias infinitas exteriores.

Los siguientes resultados sobre la digrafica de condensacion seran de utilidad para encontrar
componentes fuertemente conexas terminales en digraficas infinitas.

Proposicién 1.2.1. Sea D una digrdfica (posiblemente infinita). D* es una digrdfica
aciclica.

Demostracion.
Procediendo por contradiccién. Supongamos que D* contiene un cicloy = (Cy, Cs, ..., Ck, C1).
Consideremos D[V ( U ()]. Por demostrar que G = DI[V( U ()] es fuertemente

CeV(v) CeV(v)

conexa. Sabemos que (C;,Ci11) € A(D*) para cada i en {1,...,k}, con Cry1 = Cf,
entonces de la definicion de D* se tiene que existe una flecha que va de algin vértice de C;
hacia algin vértice de C;1;. Asi, para cada i en {1,...,k} existen ¢; en V(C;) y ¢;41 en
V(Cis1) tal que (¢}, ¢iy1) € A(D), con cgy1 = ¢1. Por otro lado, como C; es fuertemente
conexa, para cada i en {1, ...k}, existe un camino cerrado que pasa por todos sus vértices,
digamos P;. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que P; empieza y termina en ¢, para
cada i en {1,...,k}.

Figura 1.7

Ast, P = PU(c), c2)U(ca, Pa, ch)U(cy, Pa, co)U(co, Py, ch)U(ch, c3)U(cs, Ps, c5)U(c%, Ps, c3)U
(c3, P3, ) U (¢, cq) U U (ck, Py, &) U (s Prycr) U (Cry Py &) U (g 1) U (er, Pryc)) es un
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camino cerrado que contiene a todos los vértices de G = D[V/( U C)] (ver figura 1.7),

CeV(y)
lo que implica que G es fuertemente conexa, lo cual no es posible, porque cada C; es una

componente fuertemente conexa en D.

Por lo tanto, D* es aciclica.ll

Teorema 1.2.2 ([16]). Sea D una digrdfica (posiblemente infinita). Supongamos que D
no contiene trayectorias infinitas exteriores. Entonces D* no contiene trayectorias infinitas
exteriores.

Demostracion.

Procediendo por contradiccién, supongamos que D* tiene una trayectoria infinita exterior
T = (Cy)nen- Veamos lo que esto implica.

Como (C;, Ci41) € A(D*) para cada i en N, entonces de la definiciéon de D* se tiene que
existe una flecha que va de algtin vértice de C; hacia algin vértice de C;,;. Asi, para
cada i en N existen ¢, en V(C;) v ¢;41 en V(Ciyq) tal que (¢}, ¢;41) € A(D). Por otro lado,
puesto que C; es fuertemente conexa, para cada i en N, existe una ¢;c}-trayectoria para
toda 4, digamos T;. Notemos que si ¢; = ¢}, entonces T; es la trayectoria de longitud cero.

(& (& e

Figura 1.8

Asi, T = (c,c0) UTy U (ch,e3) UT5 U (ch,eq) UTy U ..U (), eny1) UTpi1 U ... es una
trayectoria infinita exterior en D (ver figura 1.8), lo cual contradice la hipétesis de que en
D no hay trayectorias infinitas exteriores.

Por lo tanto, D* no tiene trayectorias infinitas exteriores.ll

Teorema 1.2.3 ([16]). Sea D una digrdfica (posiblemente infinita). Si D no contiene
trayectorias infinitas exteriores, entonces D contiene al menos una componente fuertemente
conexa terminal.

Demostracion.

Consideremos a la digrafica de condensacion D* de D, la cual por el teorema 1.2.2 sabemos
que no tiene trayectorias infinitas exteriores. Ahora, como D* es aciclica, se sigue del
teorema 1.1.2 que D* tiene un vértice de exgrado cero. Puesto que los vértices de D* son
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las componentes fuertemente conexas de D, entonces los vértices de exgrado cero en D*
son componentes fuertemente conexas terminales en D.H






Chapter 2
Cuasintcleos en digraficas infinitas

En este capitulo comenzaremos con un teorema que garantiza la existencia de un cuasinicleo
para cualquier digréfica finita, [3], y nos hacemos la pregunta si es posible que cualquier
digréfica infinita tenga cuasinicleo, asi que veremos qué condiciones son necesarias para
garantizar su existencia.

Haciendo uso del teorema de compacidad (ver apéndice) veremos que en digréficas posi-
blemente infinitas podemos obtener un cuasintcleo si pedimos como condicién que cada
vértice tenga exgrado finito, [7]. A partir de esto haremos generalizaciones a digraficas
infinitas a partir del concepto de digrafica hereditaria y concluiremos con un resultado
para digraficas infinitas, con nimero cromético finito, el cual nos asegura la existencia de
cuasintcleos, [8].

39
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Definicién 2.0.1. Sea D una digrdfica. Un subconjunto Q@ de V(D) es un cuasinicleo si
cumple: (1) un congunto independiente; (2) para toda x en V(D)\Q existe y en Q tal que
d(z,y) < 2.

Podemos ligar el concepto de cuasinicleo al de ntcleo si hacemos la siguiente observacion.

Observacion 2.0.1. Sea D una digrdfica (posiblemente infinita). Si N es un nicleo de
D, entonces N es un cuasiniucleo de D.

Demostracion.

Sabemos que si N es un nucleo de D cumple con ser un conjunto independiente, ademas
absorbe a todos los vértices en V(D)\N a distancia 1; es decir, que también absorbe a los
vértices en V(D)\N a distancia a lo més 2.

Por lo tanto, N es un cuasinticleo de D.H

Nos preguntamos si la implicacion al reves seria cierta; es decir, si N es un cuasinicleo de
D también cumple con ser un nticleo de D. A continuacién veremos un contraejemplo de
que esto no es posible.

Ejemplo:

Sea D una digrafica tal que sus vértices son el conjunto V(D) = {z,y, z} y sus flechas
A(D) ={(z,y), (y,2)} (ver figura 2.1). En esta digrafica {z} es un cuasinicleo de D, ya
que z absorbe a z y a y a distancia a lo mas 2, sin embargo, z no puede ser un nucleo de
D, ya que z no puede absorber a x a distancia 1.

r Y z
L = =g
Figura 2.1

Sabemos que no toda digrafica finita tiene ntcleo, pero este no es el caso para los
cuasintucleos. Podemos afirmar que toda digréfica finita tiene cuasinicleo y esto se debe a
Chvétal y Lovasz, [3].

Teorema 2.0.1. /3] Toda digrdfica finita D contiene un cuasinicleo.

Demostracion.
Procederemos por induccién sobre la cardinalidad de V(D).

Pasos base: Si |[V(D)| = 1, entonces tenemos que el tnico vértice es cuasinucleo de
D.

Si |[V(D)| = 2, entonces supongamos que V(D) = {z,y}. En este caso tenemos tres
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posibles digraficas (ver figura 2.2). En D; su conjunto de vértices es independiente y
A(D;) = 0, por lo tanto, V(D;) es un cuasinicleo de D;. En D el vértice y absorbe al
vértice z y el conjunto {y} es independiente, por lo que {y} es un cuasinicleo de D,. En
D3, {y} también es un cuasintcleo.

Dy : Dy Dy

|
)

[ ]
T T Y r )

Figura 2.2

Hipétesis de induccién: Si D’ es una digrafica con menos de n vértices, entonces D’ tiene
un cuasinicleo.

Sean D una digréfica con n vértices y xy un vértice de D. Consideremos D' = D[V (D)\ ({xo}U
I'p(@o))]-

Veamos dos caso sobre D’.

Caso 1) V(D') = .
En este caso xq es cuasinucleo de D.

Caso 2) V(D') # 0.

En este caso, por hipétesis de induccién, tenemos que D’ tiene un cuasinticleo (). Notemos
que no existe la Qzo-flecha en D por la construccién de D’. Ademés, como @ es un
conjunto independiente en D’ y D’ es subdigréfica inducida de D, se sigue que @ es un
conjunto independiente en D. Consideremos dos posibles casos sobre ) y xg.

D:

Figura 2.3

Caso A) Existe la xoQ-flecha.
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En este caso afirmamos que () es un cuasinicleo de D.

Puesto que {z(} absorbe a I'j;(z), entonces existe una trayectoria de longitud a lo més
dos de I';(zo) U{zo} hacia Q). Ya que para todo x en V(D’) \ @) existe una trayectoria de
longitud a lo més dos de z hacia @ (porque @ es un cuasinticleo de D), se sigue que @) es
un cuasinucleo de D.

Caso B) No existe la zo@Q-flecha en D.

En este caso como no existe la xq@Q-flecha ni la Qz¢-flecha, por construccion tenemos que
Q U{xo} es un conjunto independiente en D. Ahora, como @) es un cuasintcleo en D’ y
xo absorbe a I'j;(zp), se tiene que para todo x en V(D)\(Q U {xo}) existe una trayectoria
de longitud a lo més dos hacia Q U {zo}.

Por lo tanto, () es un cuasinticleo de D.1

El teorema 2.0.1 no siempre se cumple en digraficas infinitas. Veamos a continuacion
un ejemplo de una digrafica infinita que no tiene cuasinticleo, para esto consideremos la
digrafica D*.

Procediendo por contradiccién, supongamos que D¥ tiene un cuasinticleo (). Sabemos
que ) debe cumplir con ser un conjunto independiente y también sabemos que D* es un
torneo, con el orden de los naturales, asi que |Q| = 1. Supongamos que @ = {n}, para
algin n en N, sabemos que n absorbe a todos los n — 1 vértices anteriores, por el orden
establecido en las flechas de D?.

Afirmacion. n + 1 no es absorbido por n a distancia a lo més dos.

Note que puesto que n < n + 1, entonces la flecha (n + 1,n) no estd en A(D¥). Por
otro lado, como () es un cuasinicleo, entonces existe m en N tal que (n + 1,m,n) es una
trayectoria de longitud dos en D*. Pero esto quiere decir que n +1 <m y m < n, vy asi
por transitividad tenemos que n + 1 < n, lo cual es una contradiccion. Por lo tanto, n no
puede absorber a n + 1 a distancia a lo més dos. Asi, D no tiene un cuasintcleo.

Veremos algunas condiciones que tienen que cumplir las digraficas infinitas para poder
encontrar un cuasintcleo en ellas.

2.1 Cuasinucleos en digraficas exteriormente finitas.

En [8], P. L. Erdés y L. Soukupt mencionan para digraficas posiblemente infinitas que
si cada vértice tiene exgrado finito, entonces D tiene cuasinticleo. La demostracion que
presentamos en este trabajo es una prueba que nosotros damos para dicho resultado porque
en el articulo no se exhibe ninguna prueba.

Teorema 2.1.1 ([8]). Si en una digrdfica D cada vértice tiene exgrado finito, entonces D
tiene un cuasinicleo.
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Demostracion.

Por demostrar que existe un subconjunto S de V(D) tal que S es independiente y para
todo v en V(D)\S existe z en S tal que hay una trayectoria de longitud a lo mds dos de v
hacia z en D.

Asignamos a cada vértice v de la digrafica D una variable P, proposicional.

Sea x un vértice de D. Consideremos los siguientes conjuntos: I'h(z) = {w; : i €

{1,...,07(@)}} y Th(wi) = {w;, - j € {1,..., 6" (w;)}}.
Las férmulas para cada flecha (u,w) en A(D) y para cada vértice z en V(D) son las
siguientes:

p1((w,w)) = ~(Pu A Py)

a() = (PpV (P, V Py VooV Py
P, V..VP

Yot em V@) (54 (o

VWV (Puy V Py, V.V Py, )V...V (P, Vv

(6% ()

(6F (wy)) (6% (wg))

(5% (2))))

Sea Y el conjunto formado por las férmulas definidas anteriormente.

Por demostrar que para todo subconjunto finito ), de ) existe una asignacién de
verdad que satisface a todos los elementos de > .

Observacion: Notemos que como D es exteriormente finita se sigue cada férmula de >
estd compuesta por una cantidad finita de simbolos y tiene tantas formulas como vértices
y flechas tiene la digrafica D.

Sean ), un subconjunto finito de ) y S={z € V(D) : P, es un simbolo de alguna
formula de .}

Sea D[S] la subdigrafica inducida de D.

Notemos que D[S] es una digréfica finita, por la observaciéon y por la eleccién de ).
Luego, por el teorema 2.0.1 tenemos que D[S] tiene un cuasinticleo Q.

Consideremos la siguiente asignacion de verdad. Asignemos el valor de verdad V a
P, solo si a € ). Por demostrar que la asignacion de verdad anteriormente dada satis-
face a ) ; es decir, para cualquier stmbolo de ), se tiene que ¢;((u, w)) =V y @o(z) = V.

Sea 1((u, w)) un elemento de ). Recordemos que ¢1((u,w)) = =(P, A P,) y considere-
mos dos caso sobre P,.

Caso 1) P, =V.
Como P, =V, entonces u € (). Por otro lado, como () es un conjunto independiente y
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(u,w) € A(D), entonces w ¢ @, lo que implica que P, = F. Por lo tanto, (P, A P,) = F
Caso 2) P, = F.
Consideremos dos subcasos para P,,.

Subcaso 1) P, = V.
En este subcaso (P, A P,) = Fy =(P,A\P,) =V.

Subcaso 2) P, = F.
En este subcaso (P, A P,) =Fy (P, \P,) =V.

Sea () un elemento de ) . Recordemos que () = (P, V (Py, V Py, V... \/Pw1(5+( , )V
w1
(Puwy V Py, V...V PwQ(WwQ») V..V (P%m)) V Py, VoV P‘”<6+<w>><5+(w )y con-

3+ (@)
sideremos dos caso sobre P,.

Caso 1) P, =V.
Sabemos que solo es necesario que alguna proposicién en pq(z) sea verdadera para que
@o(x) sea verdadera. Como P, =V se sigue que pq(z) = V.

Caso 2) P, = F.

Entonces, como ) es un cuasinticleo de D[S] y = € V(D[S])\@ se tiene que existe algin
vértice z en () tal que existe una trayectoria de x hacia 2z de longitud a lo més dos. Como la
asignacion de verdad de la proposicién asociada a z es verdadera y P, es simbolo de ¢y(x)
(por la definicién de ¢o(x)) se tiene que como solo es necesario que alguna proposicién en
@2(x) sea verdadera para que la férmula sea verdadera, entonces @o(x) = V.

Por lo tanto, por el teorema de compacidad, existe una asignacién de verdad que sat-
isface a todos los elementos de » . Consideremos dicha asignaciéon de verdad y sea
Q1={zeV(D)| P =V}

Afirmacion: (), es cuasintucleo de D.

Por demostrar que ()7 es un conjunto independiente.

Procediendo por contradiccién, supongamos que (x,y) € A(D) con {z,y} C Q. En-
tonces se tiene que P, =V y P, =V, lo que implica que (P, AP,) =V y ~(P,AP,) = F,
lo cual es una contradiccién porque la asignacién de verdad satisface a >_. Por lo tanto, @

es un conjunto independiente en D.

Ahora demostraremos que para todo x en V(D)\(@; existe y en @1 tal que hay una
trayectoria de longitud a lo mas dos de x hacia y en D.
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Sea z en V(D)\Q1. Como wy(x) = (P V (P, V Puy, V...V P’“’1<5+< ))) V (Puy V Py, V...V
’Ll)l
)V ..V (P, VP, V..VP )=V y P, =F, se tiene

w w w
(6F(2) (6F (@)1 T @) (54 (w0
(67 ( (5+(7)))))

que existe z en I'},(z) UTH(T'S(x)) tal que P, = V; es decir, z € Q;. Esto implica que x
estd a distancia a lo més dos de Q).

Y25+ (wg))

Por lo tanto, (01 es un cuasinicleo de D. B

2.2 Cuasinucleos en digraficas infinitas con nimero
cromatico finito.

Los resultados de esta subseccién se deben a Péter L. Erdos y Lajos Soukup, [8].

Las siguientes definiciones nos seran de utilidad para comprender los resultados den-
tro de esta seccién.

Definicién 2.2.1. Para n en N definimos a Out,, como la familia de todas las digrdficas
G (finitas o infinitas) tales que tienen un conjunto independiente A con la propiedad de
que para cada vértice v en V(G)\A hay una trayectoria de longitud a lo mads n de algin
vértice de A hacia v.

Definicién 2.2.2. Sean G una digrdfica y A un subconjunto de V(G). OutS(A) ={v €
V(G) : hay una trayectoria de longitud a lo mds n tal que va de algun vértice de A hacia
v en G}.

Definiciéon 2.2.3. G es una digrdafica hereditaria en Out, si toda subdigrdfica inducida
de G estd en Out,.

De las definiciones anteriores podemos deducir la siguiente observacion.

Observacion 2.2.1. Toda subdigrafica inducida de una digrdfica hereditaria en Out,
también es hereditaria en Out,,.

Demostracion.
Sea D una digrafica hereditaria en Dut,. Entonces por definicién se tiene que para toda
subdigrafica inducida H de D, H esta en Out,.

Sea H una subdigréfica inducida de D. Por demostrar que toda subdigrafica inducida de
H estd en Out,,.

Sea GG una subdigrafica inducida de H. Como G es una subdigrafica inducida de H
y H es una subdigrafica inducida de D, se tiene que G es una subdigrafica inducida de D.
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Por lo tanto, G estd en Out,, porque D es hereditaria en Out,,. Asi, H es hereditaria en
Out,, .l

Teorema 2.2.1. Sean G una digrdfica (posiblemente infinita) y n > 1. Supongamos que
V(G) tienen una particion {Vy, Vi,..., Vi} tal que:

(i) G[Vo| es hereditaria en Out,, .

(ii) Para 1 <i <k, G[V;] es hereditaria en Out,.
(iti) k=0 o G[Vi] € Out,.
Entonces G € Dut, 1.

Demostracion.
Procedemos por induccién sobre k.

Base. Para k = 0 se cumple el teorema 2.2.1, ya que por (i) tenemos que G[Vy] = G es
hereditaria en Out, ,1; es decir, G[Vy] = G € Dut, 4.

Hipdétesis de induccién. Supongamos que si G’ es una grafica, con k > 1, tal que si
{Vo,Vi,...,Vk_1} es una particién de V(G’) que cumple (i), (ii) y (i), respecto a G’,
entonces G' € Out, 1.

Paso inductivo. Sean G una gréfica, con k > 1, y {Vg, V4,...,Vi} una particiéon de
V(G) que cumple (i), (i) y (i), respecto a G. Como G[Vi] € Out,, (por (iii) y el hecho
de que k > 1), se tiene que existe un subconjunto A, de Vj tal que Ay es un conjunto
independiente y para todo v en V(G[V])\ A existe una trayectoria de longitud a lo mas
n de algun vértice de Ay hacia v en G[V}].

Afirmacién 1. A; C OutS(Ay).

Como Out%(A;,) ={v € V(G) : hay una trayectoria de longitud a lo mds n de algin vértice
de A hacia v en G}, se tiene que en particular cualquier vértice de Ay, esta a distancia
cero de si mismo, por lo que, Ay C OutS(Ay).

Afirmacién 2. V;, = Outy [V’“](Ak).

Por demostrar que Outs "™ (A;) C Vi. Como Outs ™ (A,) ={v € Vi = V(G[V4]) : hay
una trayectoria de longitud a lo més n que va de Ay hacia v en G[V]}, entonces se tiene
que Outg[vk](Ak) C Vi.

Por demostrar que Vj, C Outg[v’“](Ak). Sea v en Vj; siv € Ay, entonces v € Outg[v’“](Ak),
por la afirmacién 1. Supongamos que v ¢ Ay, entonces de la eleccion de Ay se sigue que

existe una trayectoria de longitud a lo méds n de A, hacia v en G[Vi]. Asf, v € Out§ " (Ay).
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Por lo tanto, V;, = Outg[v’“}(Ak).

k—1
Ahora, sean V) = V;\Out{'(Ay), para cada 0 < i < k, y V' = U V! (ver figura 2.4).

i=0
Consideremos a la digrifica G' = G[V'].

Figura 2.4

Afirmacién 3. La particion {Vj, V/,..., V/_,} cumple (i), (ii), (iii), respecto a G'.
Demostraremos que G'[V{] es hereditaria en Out,, ;.

Como G'[Vj] es una subdigrafica inducida de G[Vp] (ya que V§ C Vp) y G[Vy] es hereditaria
en Out, 1, se tiene que G'[V{] es hereditaria en Out, 1 (por la observacién 2.2.1).

Por demostrar que G'[V/] es hereditaria en Out,, para cada 1 <i < k — 1.

Anélogo a lo anterior tenemos que G'[V/] es una subdigrafica inducida de G[V;], porque
V! C V; para cada 1 <i < k — 1. Puesto que G[V;] es hereditaria en Out, se tiene que
G'[V/] es hereditaria en Out,,, esto para 1 <i < k — 1 (por la observacion 2.2.1).

Por demostrar que G'[V}_,] € Out,,.

Supongamos que k — 1 > 0.

Como G'[V]_;] es una subdigréfica inducida de G[Vi_1] (porque V/_; C Vi) y G[Vi_1] es

hereditaria en Out,, entonces G'[V}_,] es hereditaria en Out,, (por la observacién 2.2.1),
lo que implica que en particular G'[V/_;] € Out,,.



48 2.2. Cuasinucleos en digraficas infinitas con niimero cromatico finito.

Por lo tanto, la particion {V, V/,...,V/_,} cumple (i), (i), (iii), respecto a G'.

Asi, por hipétesis de induccién, G’ contiene un conjunto independiente A’ tal que para cada
vértice v en V'\ A" hay una trayectoria de longitud a lo més n+1 de A" haciav en G = G[V"].
Afirmacién 4. V' = Outﬂ‘i/](A’ ).

Por demostrar que Outfxl](A’) C V'. Como Outfﬂf] (A") ={v € V(G[V']) : hay una
trayectoria de longitud a lo mas n + 1 que va de A’ hacia v en G[V’]}, entonces se tiene
que Outﬂx ](A’) cV.

Por demostrar que V' C Outﬂxl](A’ ). Seaw en V'. Siw € A, entonces w € OutnGK/] (A"
(porque de igual forma que en la afirmacién 1 también se puede probar que A" C
Outﬂ‘;](A’ )). Supongamos que v ¢ A’ se sigue de la eleccién de A’ que existe una

trayectoria de longitud a lo més n + 1 de A, hacia v en G[V']. Asi, v € Outfﬂl](/l’).

Por lo tanto, V' = Outﬂxq (A").
Sea A = A" U (Ax\Out{(A") (ver figura 2.5).

Afirmacién 5. A es un conjunto independiente en G.
Sabemos que tanto A’ como (A;\Out(A’)) son conjuntos independientes en GG. Ahora
falta probar que no hay flechas entre A’ y (A, \Out$ (A)).

Por la construccién de V” tenemos que no hay una flecha de (A,\Out{(A’)) hacia A" en G.
Luego, de la construccién de A se tiene que no existen flechas de A’ hacia (A;\Out$(A'))
(ver figura 2.5).

N
SN < ~
s . P
At Outd (A"

A
N

A
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Por lo tanto, A es independiente en G.

. el\
Observacién 1. Notemos que Outnﬂi ](A’ ) C Outl, (4.

Afirmacién 6. A, C Outf(A).
Sea z en Ay. Por demostrar que z € Out§'(A).

Consideremos dos casos sobre z.
Caso 1) z € Out¥(A).

En este caso existe una trayectoria de longitud a lo mas 1 de A’ hacia z en G. Como
A= A'U (Ap\Outf (A")) se tiene que existe una trayectoria de longitud a lo mas 1 de A
hacia z en G. Por lo tanto, z € Out{(A).

Caso 2) z ¢ Outf(A').
En este caso, como A = A" U (4;,\Out§(4")) y z € Ay, se sigue que z € A.

Como A C Out{'(A) (lo cual se puede demostrar de manera andloga que la afirmacién 1),
entonces z € Out{(A).

Afirmacién 7. Out{(Ay) C Out§(A).
Sea z en Out{'(A;). Consideremos 2 casos sobre z.

Caso 1) z € Ay.
Por la afirmacién 6 tenemos que z € Out{'(A). Por otro lado, como Out{'(A) C Out§ (A),
se tiene que z € Out§ (A).

Caso 2) z ¢ Ay.
Como z € Out{(Ay), existe w en A, tal que (w,z) € A(G). Ahora, consideremos dos
subcasos sobre w.

Subcaso 1) w € (Ap\Out§(A")).
En este subcaso como A = A" U (A;\Out{(A")), se tiene que w € A. Asi, z € Out§(A).

Subcaso 2) w € Out§'(A').

Como Ay N A" = 0 (recuerde que A" C V', V'OV, = 0 y Ay C V), existe un ¢ en
A’ tal que (t,w) € A(G). Asi, existe una trayectoria de longitud a lo mds dos de A" hacia
zen G, a saber (t,w, z). Luego de la definicién de A se tiene que existe una trayectoria de
longitud a lo mas 2 de A hacia z en G. Por lo tanto, z € Out§ (A).
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Afirmacién 8. V(G) = Out§, | (A).

Figura 2.6

Como Out$,,(A) C V(G), entonces solo falta probar que V(G) C Out.,,(A).
Sea v en V(G). Supongamos que v ¢ A. Consideremos 4 casos sobre v.

Caso 1) v € Out$(Ag) \ Ay.
En este caso, de la afirmacién 7 se sigue que v € Out§(A). Ya que 2 < n + 1 se sigue que
v € OutS,(A).

Caso 2) v e V'\ A
En este caso, de la afirmacién 4 se tiene que v € Outfﬁl](/l’). Asi, v € OutS ,(A) (por
definicién de A).

Caso 3) v € (A, N Outf (A")).
De la afirmacion 6 se sigue que v € Out{(A). Ya que 1 < n+1 se sigue que v € Out$, | (A).

Caso 4) v € (Vi \ Ag).

En este caso, de la eleccién de A se tiene que v € OutS(A;) (porque Outg[v’“](Ak) -
OutS(Ag)). Sea w un vértice en Ay, tal que existe una wv-trayectoria de longitud a lo mds
n en G, digamos P. Si w € (A4, \ Out{(4)), entonces v € Out$.,(A) (porque n<n + 1).
Por lo tanto, supongamos que w € (A4, N Out§(A4’)), entonces existe z en A’ tal que
(z,w) € A(G). Asi, (z,w) U P contiene una zv-trayectoria de longitud a lo mas n + 1 en
G. Como A’ C A (por definicién de A), se sigue que v € OutS ;(A)).
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Por lo tanto, de las afirmaciones 5 y 8 se sigue que G € Out,,, .1

Corolario 2.2.1. Sea D wuna digrdfica (posiblemente infinita). Si D tiene nimero
cromdtico finito, entonces D tiene un cuasinicleo.

Demostracion.
Sea G la digréafica obtenida de D al cambiar la orientacién de todas sus flechas.

Observacion 1. El nimero croméatico de G es igual al niimero cromético de D, ya que
solo se esta cambiando la orientacién de las flechas de D.

Si V(G) es un conjunto independiente en G, entonces V(G) es un cuasintcleo de G.
Por lo tanto, supongamos que A(G) # (.

Sean ¢: V(G) — {0,...,k} una minima coloracién propia para los vértices de G y
Vi={v € V(G) : ¢(v) =i} para cada 0 < ¢ < k. Note que V; es un conjunto independiente
para toda 0 <1 < k.

Veamos que la particién {Vp, ..., Vi } satisface las hipétesis del teorema 2.2.1 para n = 1.

Observacion 2. G[V;] consiste de vértices aislados para toda 0 < i < k al igual que todas
sus subdigraficas inducidas.

1. G[Vp] es hereditaria en Out,.

Sea H una subdigrafica inducida de G[Vp]. Por demostrar que H € Outy; es decir,
existe un subconjunto B de V(H) tal que para todo v en V(H)\B existe una trayec-
toria de longitud a lo més 2 que va de algin vértice de B hacia v. Como V(H) es un
conjunto independiente en H, entonces V (H) es el conjunto buscado. Asi, H € Out,.

Por lo tanto, G[Vp] es hereditaria en Outy.

2. Para 0 <i <k, G[{V;}] es hereditaria en Out,.
La prueba es analoga a la dada en el punto 1.
3.k=00 G[V}C] S Dutg.

Como A(G) # 0, entonces k > 1. Por demostrar que G[V;] € Out,. La prueba es
analoga a la dada en el punto 1.

Por lo tanto, se sigue del teorema 2.2.1 que G € Duty; es decir, existe un subconjunto S
de V(G) tal que para todo v en V(G)\S existe una trayectoria de longitud a lo mas 2 de
S hacia v en G.

Por lo tanto, S es un cuasinicleo de D.H






Chapter 3
Seminucleos

Recordemos que von Neumann demostré lo siguiente, para digraficas finitas: Si D no tiene
ciclos, entonces D es nucleo perfecta. Pero Richardson generalizé este resultado, para
digréaficas finitas, de la siguiente manera: Si D no tiene ciclos de longitud impar, entonces
D es nicleo perfecta. Richardson se baso en la teoria de Juegos para la demostracion de su
resultado, sin embargo Neumann dio una demostracién més apegada a la teoria de graficas,
basado en el concepto de seminticleo para la demostracién del teorema de Richardson, cabe
mencionar que Victor Neumann es el autor del concepto de seminticleo, [13]. Daremos
una generalizacion del teorema de Richardson en el capitulo 4, para digraficas infinitas,
haciendo uso de algunos resultados de semintcleos.

En este capitulo veremos algunas condiciones que muestran la existencia de semintcleos

en digraficas infinitas. Posteriormente veremos una condicion suficiente y necesaria para
garantizar que una digrafica sea nucleo perfecta a partir de la existencia de semintcleos.

23



o4

Lema 3.0.1. Sea D una digrdfica. Si N es nucleo de D, entonces N es seminicleo de D.

Demostracién.

Como S es ntcleo cumple con ser un conjunto independiente. Asi, s6lo resta probar
que si existe z en V(D)\S tal que hay una Sz-flecha en D, entonces también existe
una zS-flecha en D. Como S absorbe a todos los vértices en V(D)\S, entonces para
cualquier z en V(D)\ S si existe la Sz-flecha siempre va a existir también la xS-flecha en D.

Por lo tanto S, es un semintcleo de D.I

La siguiente nota sera de utilidad en la demostraciéon de algunos teoremas acerca de
seminucleos y nicleos.

Nota 3.0.1. Sea D una digrafica. El conjunto vacio es seminicleo de D.

Demostracion.

Como S es vacio cumple con ser un conjunto independiente y como S no contiene vértices,
se cumple por vacuidad que si existe la Sz-flecha en D con xz € V(D)\S, entonces también
existe la zS-flecha en D.

Por lo tanto, S es un semintcleo de D.l

Observacion 3.0.1. Note que si D es una digrdfica con seminicleo no vacio y C es
la familia de todos los seminiicleos de D, entonces (C, C) es un conjunto parcialmente
ordenado y tiene elementos mazimales (donde C es el orden de contencidn de conjuntos).

La demostracion es similar a la dada en la observacion 1.2.1.

Lema 3.0.2 ([13]). Sea D una digrdfica. Si para todo subconjunto no vacio Vo de V(D)
la subdigrafica inducida por Vy tiene un seminicleo no vacio, entonces D tiene nicleo.

Demostracion.
Supongamos que para todo subconjunto no vacio Vy de V(D) la subdigrafica inducida por
Vb tiene un seminticleo no vacio. Probaremos que D tiene ntcleo.

Sean S un semintcleo maximal de D (el cual existe por la observaciéon 3.0.1 y por
la hipétesis del lema 3.0.2) y I'"(5) el conjunto de los vecinos interiores de S.

Consideremos Vy = V(D)\(SUT'~(9)).

Afirmacién. Vj = 0.
Procediendo por contradiccion, supongamos que Vg # (). Por hipdtesis D[Vp] tiene un
seminicleo no vacio, digamos 7.
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Afirmamos que S UT es un semintucleo de D; es decir, S U T es independiente y si
existe la (S UT)x-flecha en D para algin x en V(D)\(S UT), entonces existe la x(SUT)-
flecha.

Figura 3.1

1. (SUT) es independiente en D.

Sabemos que S y T son conjuntos independientes por ser semintcleos. Por con-
struccién de Vj sabemos que no existe la T'S-flecha. Ademas, no existe la ST-flecha,
ya que de otro modo implicaria tener la T'S-flecha (por ser S semintcleo de D), pero
esto no es posible. Asi, SUT es independiente en D.

2. Sea x en V(D)\(SUT) tal que existe una (S UT)z-flecha en D. Veremos que existe
la (S UT)-flecha en D.

Supongamos que existe la (S UT)z-flecha. Tenemos dos casos sobre z (si x € I'"(.5)

osiz &' (9)).

Caso 1. x € I'7(9).

Por definicion de I'"(S) se tiene que existe la xS-flecha, y puesto que S C (SUT),
entonces existe la z(S U T')-flecha.

Caso 2. x ¢ I'(9).

En este caso, z € Vp\T (ver figura 3.1). Como T es seminticleo de D[V}], tenemos
que existe la aT-flecha en D[Vj]. Puesto que T' C (S UT), entonces tenemos la
z(S UT)-flecha en D.

Por lo tanto, (S UT) es un semintcleo de D.
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Como T # () (por hipétesis), entonces S C S UT, lo cual nos lleva a una contradiccién, ya
que S es un seminticleo maximal de D. Asi, V = (.

Como V = (), entonces de la definicién de V tenemos que S es un nicleo de D.

Por lo tanto, D tiene ntcleo.l

Teorema 3.0.1 ([13]). (Neumann-Lara) Una digrdfica D es nicleo perfecta si y solo si
toda subdigrdfica inducida de D tiene un seminicleo no vacio.

Demostracion.
=] Supongamos que D es niicleo perfecta.

Por definicién sabemos que si D es ntcleo perfecta, entonces toda subdigrafica inducida
H de D tienen un nucleo My, el cual ya sabemos que es un semintcleo de H. Como el
nucleo es distinto del vacio, entonces cada seminticleo Sy es distinto del vacio.

Por lo tanto, tenemos que toda subdigrafica inducida de D tiene un seminticleo no
vacio.

<] Como para todo subconjunto Vy de V(D) la digrafica D[Vj] tiene un seminticleo
no vacio (por la hipétesis del teorema 3.0.1), se sigue del lema 3.0.2 que D tiene un niicleo.

Ahora veamos que toda subdigréfica inducida propia de D tiene un nucleo.

Sean D’ una subdigrafica inducida propia de D y S un semintcleo méaximal de D’
(el cual sabemos que existe por hip6tesis). Afirmamos que S es un niicleo de D’. Veremos
que S cumple con ser independiente y absorbente.

e S es un conjunto independiente en D'.

Como S es un semintcleo de D', entonces es un conjunto independiente en D’.

e S es un conjunto absorbente en D’.

Consideremos Vy = V(D")\(SUI',,(S)). Procediendo como en el lema 3.0.2 llegamos
a que Vp = 0, lo que implica que S es un conjunto absorbente en D’.

Asi D’ tiene nicleo.

Como tomamos D’ arbitraria, en general toda subdigrafica inducida de D tiene nicleo, lo
que implica que D es nucleo perfecta.ll

El siguiente resultado sera ttil para la generalizacion del teorema de Richardson en
digraficas infinitas.
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Teorema 3.0.2 ([16]). Sea D una digrdfica (posiblemente infinita). Si D no contiene
trayectorias infinitas exteriores y no contiene ciclos de longitud impar, entonces D tiene
un seminicleo no vacio.

Demostracion.
Como D no contiene trayectorias infinitas exteriores, entonces, por el teorema 1.2.3, D
tienen una componente terminal fuertemente conexa, llamémosle C'. Tenemos dos casos

sobre C.

Caso a) |[V(C)| = 1.

En este caso C' tiene un solo vértice el cual es un semintcleo para D.
Caso b) |V(C)| > 1.
Sean zy en V(C) fijo y x1 en V(C) arbitrario, con zg # ;.

Observaciéon 1. Como C' es una componente terminal fuertemente conexa, todas las
trayectorias de zy hacia x; y de x; hacia x( estan contenidas en C'.

Afirmacion 1. Todas las trayectorias de zy hacia x; y de x; hacia x( tienen la misma
paridad.

Procediendo por contradiccion, supongamos que existen 77 una xgri-trayectoria y 75
una xjxg-trayectoria de distinta paridad. Entonces T} U T, es un camino cerrado de
longitud impar y este camino contiene un ciclo de longitud impar (por el teorema 0.7.4),

el cual estaria contenido en D, lo cual no es posible por nuestra hipétesis.

Afirmacién 2. Para todo v en V(C) se tiene que las zqu-trayectorias y las vxo-trayectorias
estdn contenidas en C'y tienen la misma paridad.

La demostracion es andloga a la de la observaciéon 1 y la afirmacion 1.

Sea S = {x € V(C) | existe xox — trayectoria de longitud par contenida en C'}
Afirmacion 3. S es un seminticleo no vacio de D.

i) S es un conjunto independiente.

Procediendo por contradiccion, supongamos que S no es un conjunto independiente.
Sea {y1,y2} un subconjunto de S tal que (y1,y2) € A(D).

Observemos que como {y1,y2} C S, entonces existe T una zgy;-trayectoria de longi-
tud par y T5 una xgys-trayectoria de longitud par, ambas contenidas en C.
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Como C' es fuertemente conexa existe una ysxg-trayectoria en C', digamos T3. Como
T5 es de longitud par, entonces T3 es de longitud par, (por la afirmacién 2). Por lo tanto,
T3 U Ty U (y1,y2) es un camino cerrado de longitud impar el cual contiene un ciclo de
longitud impar, lo cual no es posible por nuestra hipdtesis. Por lo tanto, S es un conjunto
independiente.

i1) Sea v en V(D)\S arbitrario. Veamos que si existe la Sv-flecha, entonces existe la
vS-flecha en D.

Observacién 2. Si existe una Sv-flecha para algin v en V(D)\S, entonces v € V(C)
(porque S C C'y C es una componente terminal fuertemente conexa).

Supongamos que existe la Sv-flecha. Como existe la Sv-flecha, existe un w € S tal
que (w,v) € A(D), ademds existe una xow-trayectoria de longitud par, digamos T = (2 =

U, Ut, - - -, Uy = w) para algun n en N.

Observacién 3. Como v ¢ S, entonces todas las xgv-trayectorias son de longitud
impar en C.

Tenemos dos casos sobre v.
Caso 1) v € V(T).
Como v € V(T) se tiene que v = wu; para algin i en {1,...,2n — 1} y por la obser-

vaciéon 3 tenemos que 7" = (xg = ug,...,u; = v,u;+1) €S una Tou;i-trayectoria de
longitud par (ver figura 3.2), por lo que u;;1 € S. Por lo tanto, existe la vS-flecha.

T Uit+1

Ty = Uy V= U; U =W
Figura 3.2

Caso 2) v ¢ V(T).

Como v € V(C) y C es fuertemente conexa entonces 6 (v) # 0, por lo que existe z
en V(C) tal que (v, z) € A(D). Tenemos dos casos sobre z.

Subcaso a) z ¢ V(T).
Como z ¢ V(T') tenemos que T'U(w, v)U(v, z) es una trayectoria de longitud par contenida

en C, por lo que z € S (ver figura 3.3).

Por lo tanto, existe la vS-flecha.
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T v z

&
— Uy = W
€I = Up “2n /

Figura 3.3

Subcaso b) z € T

Como z € T, tenemos que z = u; para algin j € {0,...,2n} (ver figura 3.4).

Ty = Uy “. = Uy Uz = W

Figura 3.4
Afirmamos que 7" = (zg = uo, ..., u; = z) es una trayectoria de longitud par. De otra
manera, tendriamos que 7" = (2 = u;, u;41,...,w) es una trayectoria de longitud impar,

ya que T es de longitud par. Lo que implica que, 7" U (w, v) U (v, z) es un ciclo de longitud
impar lo cual no puede suceder por nuestra hipdtesis. Asi, la longitud de 7" es par, por lo
que z € S. Por lo tanto, existe la vS-flecha.

De (i) y (1) tenemos que S es un semintcleo no vacio de D.l

Teorema 3.0.3 ([16]). Sea D una digrifica (posiblemente infinita). Si cada ciclo y cada
trayectoria infinita exterior tienen una flecha simétrica, entonces existe u en V (D), tal
que {u} es un seminicleo de D.

Demostracién.

Como {u} es un conjunto independiente para cada u en V' (D), nos resta probar que hay
un vértice v en V(D) tal que {v} es un semintcleo de D. Procedemos por contradiccién,
supongamos que para todo v en V(D) existe w en V(D) \ {v}, tal que existe la vw-flecha
y no existe la wov-flecha.

Consideremos x; en V(D), como {1} no es un seminucleo de D, entonces existe xq
en V(D) tal que (z1,22) € A(D) y (z3,21) ¢ A(D). Como {x2} no es un semintcleo
de Dy (z2,71) ¢ A(D), entonces existe z3 en V(D) \ {1} tal que (z9,23) € A(D) y
(x3,22) ¢ A(D). Como {x3} no es un semintcleo de Dy (z3,22) ¢ A(D), entonces existe
zy en V(D) \ {z2} tal que (x3,24) € A(D) y (z4,23) ¢ A(D). Siguiendo con este proced-
imiento, tenemos que para cada n en N, dado z,, en V(D) existe 41 en V(D) \ {z,_1} tal
que (zp, Tpi1) € A(D) y (Tpy1,xn) ¢ A(D). Consideremos la sucesion (z,,)eny ¥ veamos
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dos casos:

Caso 1. z; # z;, para todo ¢ distinto de j.

En este caso (z,)neny = (71,2, T3, ...) es una trayectoria infinita exterior asimétrica, ya
que por construccion (x;.1,z;) ¢ A(D), para todo i en N. Por lo que llegamos a una
contradiccion, debido a que por hipdtesis cada trayectoria infinita exterior tiene una flecha
simétrica.

Caso 2. Existen dos indices distintos 7 y j en N tales que z; = ;.

Supongamos sin pérdida de generalidad que i < j. Entonces C' = (2, 41, ..., T; = x;) €s
un camino cerrado asimétrico en D. Luego, por el teorema 0.7.3, C' contiene un ciclo v el
cual es asimétrico, por construcciéon de (z,),en. Pero esto es una contradiccion, ya que
por hipdétesis cada ciclo tiene una flecha simétrica.

Por lo tanto, como el caso 1 y el caso 2 producen una contradiccion, se tiene que existe u
en V(D) tal que {u} es un seminticleo de D.H



Chapter 4
Nicleos en digraficas infinitas

Recordemos que las siguientes condiciones en digraficas finitas garantizan la existencia de
nucleos.
Sea D una digréafica finita tal que:

1. D no tiene ciclos.
2. D no tiene ciclos de longitud impar.
3. D es transitiva.

4. D es asimétrica.

Sin embargo, existen digraficas infinitas que cumplen las hipétesis anteriores pero no tienen
niicleo. Para ver esto, consideremos de nuevo a la digréafica D

1

=1

Figura 4.1: D*
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D* satisface las siguientes propiedades:

Afirmacién 1. D es transitiva.

Sea {(4,7), (j,k)} un subconjunto de A(D?). Como (i,j) € A(D*) se tiene que i < j.
Analogamente, como (j, k) € A(DF) se tiene que j < k. Asi, por transitividad de los
naturales se tiene que i < k, lo que implica que (i, k) € A(D?).

Afirmacién 2. Df es asimétrica.

Supongamos que existe una flecha simétrica, digamos (i, j) en D*. Como (i, j) € A(D*) se
tiene que i < j. Por otro lado, como (j,i) € A(D*) se tiene que j < 4, lo que implica que
i < 1, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, D* es asimétrica.

Afirmacién 3. D? es aciclica.
Como D* es transitiva y asimétrica, por el teorema 1.1.3 se tiene que D* es aciclica.

Afirmacién 4. D* no tiene ciclos impares.
Por la afirmacién 3 se tiene que en particular D no tiene ciclos impares.

Afirmacién 5. D* no tiene ntcleo.

Notemos que todo conjunto independiente en D¥ consiste de un solo vértice ( por definicién
de D%). Ahora, procediendo por contradicciéon, supongamos que D* tiene un niicleo,
digamos {n}. Como {n} es un conjunto absorbente, entonces en particular {n} absorbe a
n + 1; es decir, (n + 1,n) € A(D*), lo que implica que n + 1 < n (por definicién de D#), lo
cual no es posible.

Debido a lo anterior, la pregunta es: ;Qué condiciones extra se deben anadir a una digréfica
(posiblemente infinita D) para que ésta tenga niicleo? En este capitulo esta pregunta se
respondera parcialmente en las subsecciones 4.2, 4.3, 4.4 y 4.5. En la subseccion 4.1 se
veran algunas propiedades importantes de los nicleos.
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4.1 Algunas propiedades de nuicleos en digraficas in-
finitas.

La siguiente proposiciéon nos sera de utilidad para encontrar conjuntos independientes
maximales.

Proposicién 4.1.1 ([16]). Sea J la familia de conjuntos independientes de una digrdfica
D, posiblemente infinita. Entonces (J,C) es un conjunto parcialmente ordenado, y se
sigue del Lema de Zorn que (J,C) tienen un elemento mazimal.

Demostracion.
Es claro que J es parcialmente ordenado por C.

Por demostrar que toda cadena en (J,C) tiene una cota superior en J. Sea € una
cadena en (J,C). Por demostrar que € tienen una cota superior en J.

Consideremos € = U C.
cce

Afirmacion 1. €* es una cota superior de €.

Sea A € €. De la construccién de € se sigue que A C €. Por lo tanto, € es
una cota superior de €.

Afirmacién 2. €* ¢ 7.

Por demostrar que €> es un conjunto independiente. Sean x y y dos vértices en €.
Entonces existen X y Y en € tales que z € X y y € Y. Como € es una cadena, podemos
suponer sin pérdida de generalidad que X C Y. Asi {z,y} CY. Como Y es un conjunto
independiente, no existen flechas entre x y y en D. Por lo tanto, € es un conjunto
independiente en D.

Asi, de las afirmaciones 1 y 2 se sigue que € tiene una cota superior en J. Por lo tanto,
del Lema de Zorn, (J, C) tiene un elemento maximal.ll

Observacién 4.1.1. Sea D una digrdfica. Un subconjunto N de vértices de D es un
nicleo si y solo st N es un conjunto independiente mazximal y absorbente minimal.

Demostracién. Sea N un nicleo de D.
(=) Por demostrar que N es independiente maximal y absorbente minimal.

e N es un conjunto independiente maximal.
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Procediendo por contradiccién, supongamos que existe un subconjunto K de V(D)
tal que K es un conjunto independiente y N C K. Puesto que N es un subconjunto
propio de K se sigue que existe k en K tal que k ¢ N. Asi, del hecho que N es un
conjunto absorbente en D, tenemos que existe u en N tal que (k,u) € A(D), lo cual
contradice que K es un conjunto independiente (porque {k, u} C K).

Por lo tanto, N es independiente maximal.

e N es un conjunto absorbente minimal.

Procediendo por contradiccién, supongamos que existe un subconjunto 7" de V(D)
tal que T" es un conjunto absorbente y 7' C N. Puesto que T es un subconjunto
propio de N se sigue que existe v en N tal que v ¢ T'. Asi, del hecho que T' es un
conjunto absorbente en D, tenemos que existe v en T tal que (v,u) € A(D), lo cual
contradice que N es un conjunto independiente (porque {v, u} C N).

Por lo tanto, N es absorbente minimal.

(<) Como, en particular, N es un conjunto independiente y absorbente en D, se tiene que
N es ntucleo de D.1

Las condiciones de que N sea independiente maximal y absorbente minimal son necesarias,
veamos que si quitamos alguna de estas no se cumple el resultado.

Observacion 4.1.2. Sean D una digrdfica y N un subconjunto de V(D). Si N es un
conjunto independiente maximal, entonces N no necesariamente es un nicleo. Por ejemplo,
consideremos a la digrdfica D donde V(D) = {a,b,c} y A(D) = {(a,b), (b,¢),(c,a)} (ver
figura 4.2). En esta digrifica cualquier conjunto independiente mazximal contiene sdlo un
vértice el cual no puede ser nicleo ya que solo absorbe al vecino interior.

Figura 4.2

Observacién 4.1.3. Sean D una digrdfica y N un subconjnto de V(D). Si N es un
conjunto absorbente minimal, entonces N no mecesariamente es un nicleo. Andlogo al
ejemplo anterior, consideremos la misma digrdfica. Cualquier conjunto absorbente minimal
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en D contiene solo dos vértices, el cual no puede ser nicleo ya que no es independiente. Por
tal motiwo D no tiene nicleo.

Observacion 4.1.4. Sean D una digrdfica simétrica (posiblemente infinita) y N un
subconjunto de V(D). N es un nicleo si y solo si N es un conjunto independiente
maximal.

Demostracion.

= | Por demostrar que N es independiente maximal.

Procediendo por contradiccién, supongamos que N no es un conjunto independiente
maximal. Entonces, existe un subconjunto independiente N’ de V(D) tal que N C N’
(por proposicién 4.1.1). Como N C N’, se tiene que existe x en N’ tal que x ¢ N. Puesto
que N es nicleo de D, existe y en N tal que (z,y) € A(D). Asi, existen dos vértices en
N tal que entre ellos hay una flecha, lo cual no puede suceder porque N’ es independiente.
Por lo tanto, NV es un conjunto independiente maximal.

<] Por demostrar que N es ntcleo.

Como, por hipétesis, N es independiente, entonces solo falta probar que N es absorbente.
Procediendo por contradiccién, supongamos que existe = en V(D)\N tal que ese vértice
no es absorbido por N; es decir, no existe la x N-flecha. Como D es simétrica y no existe
la x N-flecha, entonces no existe la Nz-flecha. Asi, N U {x} es un conjunto independiente
que contiene propiamente a N. Esto es una contradiccién, ya que N es un conjunto
independiente maximal. Por lo tanto, N es un conjunto absorbente. Lo que implica que
N es ntucleo de D.1

4.2 Nucleos en digraficas bipartitas.

Teorema 4.2.1 ([13]). Sea D una digrdfica (posiblemente infinita). Si D es bipartita,
entonces D es nicleo perfecta.

Demostracion.

Demostraremos que toda subdigrafica inducida de D tiene semintcleo no vacio.

Sea H una subdigréfica inducida de D. Si [V(H)| = 1, entonces V(H) es un semintcleo
no vacio de H. Por lo tanto, supongamos que |V(H)| > 2. Note que H también es una
digréfica bipartita. Si H tiene un vértice de exgrado cero en H, digamos v, entonces {v}
es un seminucleo no vacio de H. Asi, supongamos que todo vértice de H tiene exgrado al
menos uno en H. Sea {Vi, V2} una particién de V(H) en conjuntos independientes.
Afirmacion. V} es un semintcleo de H.

Como V) es un conjunto independiente en H, entonces solo resta probar que si existen u
en Vi y ven V(H)\V; tales que (u,v) € A(H), entonces existe w en V; tal que (v,w) €
A(H).
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Sean u en V; y v en (V(H)\V;) = V4 tales que (u,v) € A(H). Como v tiene exgrado al
menos uno y V5 es un conjunto independiente, entonces existe w en V; tal que (v,w) €
A(H).

Por lo tanto, V4 es un seminucleo de H. Asi, H tiene un semintcleo no vacio.

Por lo tanto, se sigue del teorema 3.0.1 que D es ntcleo perfecta.

4.3 Nnucleos en digraficas exteriormente finitas.

En el siguiente teorema veremos condiciones suficientes para que una digréfica exterior-
mente finita cumpla con ser nicleo perfecta, para su demostracion usaremos el teorema de
compacidad y las definiciones de 16gica mencionadas en el apéndice. Dicho teorema se
debe a P. Duchet y H. Meyniel, [6].

Recordemos que una digrafica es exteriormente finita si todos sus vértices tienen exgrado
finito.

Teorema 4.3.1. Una digrdfica exteriormente finita es nicleo perfecta si y solo si toda
subdigrafica inducida finita tiene nicleo.

Demostracién.

=] Sea H una subdigréfica inducida y finita de D. Como D es ntcleo perfecta, en-
tonces toda subdigrafica inducida tiene nicleo, en particular H tiene nicleo.

<] Para demostrar el regreso, asignemos a cada vértice z de D una variable proposicional
P,. Las férmulas para cada flecha (u,w) y cada vértice x de D son las siguientes:

p1((w, w)) = 2(Pu A Puy).

wo(x) = P,V Py, V Py, V... P, para cada vértice x € V(D), donde T'5(x) =

CT Wst(a)
{wi, ... wsr @ }-

Observe que ¢y(x) consiste de un nimero finito de proposiciones porque D es exteriormente
finita.

Sea Y el conjunto formado por las férmulas definidas anteriormente. Notemos que »
tiene tantos elementos como vértices y flechas tiene la digrafica D.

Por demostrar que para todo subconjunto finito ), de ) existe una asignacién de
verdad que satisface a todos los elementos de ) .

Sean ), un subconjunto finito de ) | y S={y € V(D) | P, es un simbolo de alguna férmula

de >0}
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Afirmacion 1. S es un conjunto finito.

Como D es exteriormente finita, se sigue que cada férmula de ) estd compuesta por una
cantidad finita de simbolos. Y puesto que ), es finito se concluye que S es un conjunto
finito.

Sea D[S], la subdigréfica inducida por S en D, la cual tiene nicleo por hipdtesis. Sea N
un nucleo de D[S]. Asignemos el valor de verdad V' a P, solo si z € N.

Veamos que esta asignacién de verdad satisface a todos los elementos de > .
Sea o1 ((u, w)) = =(P, A P,) un elemento de ) . Veamos dos caso sobre P,.

Caso 1) P, =V.
En este caso P, = F, porque N es un conjunto independiente. Asi, (P, A P,) = F'y
-(P,\NP,)=V.

Caso 2) P, = F.
Consideremos dos subcasos para P,,.

Subcaso 1) P, = V.
En este subcaso (P, A P,) =Fy —~(P,\NP,) =V.

Subcaso 2) P, = F.
En este subcaso (P, A P,) = Fy =(P,A\P,) =V.

Ahora, sea po(z) = P, V Py, V Py, V Pwﬁm un elemento de Y, donde I'f(z) =

{w1, ..., ws+(z)}. Veamos dos casos sobre P,.

Caso 1) P, =V.
En este caso tenemos que = € N, lo que implica que T'5(x) N N = 0. Asi, P,, = F para
cada i en {1,...,0%(x)}. Por lo tanto, po(z) = V.

Caso 2) P, = F.

En este subcaso, como N es nicleo de D[S] y x € V(D[S])\N se tiene que existe algin
vértice w; en N tal que (z,w;) € A(D), lo que implica que P,, = V. Por lo tanto,
pa(x) =V.

Por lo tanto, por el teorema de compacidad, existe una asignacion de verdad que satisface
a todos los elementos de ). Consideremos dicha asignacién de verdad.

Sea Ny ={z € V(D) | P, =V}.

Afirmacién 2. N; es un nucleo de D.
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Por demostrar que N; es un conjunto independiente en D. Procediendo por contradiccion,
supongamos que (y,z) € A(D), para algin subconjunto {z,y} de N. Entonces P, =V y
P, =V, lo que implica que (P, A P,) =V y =(P, A P,) = F, lo cual es una contradiccién
(porque la asignacién de verdad satisface a todos los elementos de ). Por lo tanto, N; es
un conjunto independiente en D.

Por demostrar que N; es un conjunto absorbente. Sea z en V' (D)\ Ny, entonces P, = F.
Por otro lado, como la asignacion de verdad sobre la que estamos trabajando satisface
a todos los elementos de ), se sigue que en particular P, V P, V P,, V Py, ., con
{wi,...,wsr(»)} =T} (2), es verdadera. Lo que implica que algin P,, es verdadera, con
i€ {l,...,0%(2)}. Por lo tanto, w; € Ny y (z,w;) € A(D). Asi, N; es un conjunto
absorbente en D.

Por lo tanto, Ny es nticleo de D.R

4.4 Nucleos y ciclos.

Teorema 4.4.1 ([16]). Sea D una digrifica (posiblemente infinita). Si cada ciclo y cada
trayectoria infinita exterior tienen una flecha simétrica, entonces D es una digrdfica nicleo
perfecta.

Demostracion.

Veremos que toda subdigrafica inducida de D tiene semintcleo no vacio. Sea D’ una
subdigrafica inducida de D. Como en D todo ciclo y toda trayectoria infinita exterior
tienen una flecha simétrica, entonces por la definiciéon de subdigrafica inducida se tiene
que en D' toda trayectoria infinita exterior y todo ciclo tienen una flecha simétrica. Asi,
por el teorema 3.0.3 se tiene que D’ posee ntcleo.

Por lo tanto, D es ntcleo perfecta.ll

Corolario 4.4.1 ([16]). Si D es una digrdfica simétrica (posiblemente infinita), entonces
D es una digrdafica nicleo perfecta.

Demostracién.
Como D es una digréafica simétrica, entonces todos sus ciclos y sus trayectorias infinitas

exteriores tienen al menos una flecha simétrica, por lo que D es niicleo perfecta (por el
teorema 4.4.1).1

Del resultado obtenido en el corolario 4.4.1 se sigue que cada digrafica aciclica sin trayec-
torias infinitas exteriores es ntcleo perfecta.
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El siguiente resultado es una generalizaciéon del teorema de Richardson.

Teorema 4.4.2 ([16]). Sea D una digrdfica (posiblemente infinita). Si D no contiene
trayectorias infinitas exteriores y no contiene ciclos impares, entonces D es una digrdfica
niucleo perfecta.

Demostracion. Por el teorema 3.0.2 tenemos que toda digrafica que no contenga ciclos
de longitud impar tiene un seminicleo no vacio. Como D no contiene ciclos de longitud
impar entonces toda subdigrafica inducida de D no tiene ciclos de longitud impar. Asi por
el teorema 3.0.2 toda subdigrafica inducida de D tiene semintcleo no vacio.

Por lo tanto, por el teorema 3.0.1 D es nucleo perfecta.ll

4.5 Nnucleos en digraficas transitivas.

Comenzaremos esta seccién con un resultado que es consecuencia del corolario 2.2.1.

Teorema 4.5.1 ([17]). Sea D una digrdfica transitiva (posiblemente infinita). Si D tiene
numero cromdtico finito, entonces D tiene nicleo.

Demostracion. Del corolario 2.2.1 se sigue que D tiene un cuasinicleo @), luego como D
es transitiva, se deduce que () es un nicleo de D.l

Definicién 4.5.1. Sean D una digrdfica y N un subconjunto de V(D). Decimos que N
es un nicleo por trayectorias si cumple que:

1. Para cualquier subconjunto {x,y} de N no existe una xy-trayectoria en D (N es
independiente por trayectorias).

2. Para todo v en V(D)\N existe una vN-trayectoria en D (N es absorbente por
trayectorias).

El siguiente resultado muestra una condicién que debe cumplir una digrafica (posiblemente
infinita) para que ésta tenga un nicleo por trayectorias.

Teorema 4.5.2. Sea D una digrifica (posiblemente infinita). Si D no contiene trayectorias
infinitas exteriores, entonces D tiene nicleo por trayectorias.

Demostracion.

Como D cumple con no tener trayectorias infinitas exteriores, entonces por el teorema
1.2.2 se tiene que D* no tiene trayectorias infinitas exteriores. Y puesto que D* tiene la
propiedad de ser aciclica, entonces cumple con las hipdtesis del teorema 4.4.2, por lo que
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D* es una digrafica nucleo perfecta y tiene un ntcleo, llamémosle Nj.

Recordemos que todos los vértices de D* son componentes fuertemente conexas y los
vértices de exgrado cero son componentes fuertemente conexas terminales.

Consideremos al conjunto £ = {k € Ny | §},.(k) = 0}.
Notemos que £ # (0, ya que D* es aciclica, por la proposicién 1.2.1.

Afirmacién 1. Para cada C en V(D*)\L existe C" en L tal que C' 5 C” (recordemos que
Dy < Dy si existe una V(D;)V (Ds)-trayectoria en D).
Para demostrar la afirmacién 1 veamos dos casos sobre Nj.

Caso A. N{\L = 0.
En este caso N1 = L, y como Nj es nicleo de D*, entonces la afirmacion 1 se cumple.

Caso B. N,\L # 0.

Ya que Nj es nicleo de D*, se tiene que para cada M en V(D*)\N; existe una M Nj-
trayectoria (cuya longitud es 1), entonces solo basta probar que para cada C' en N;\L
existe una C'L-trayectoria en D*.

Procediendo por contradiccién, supongamos que existe C; en Ni\L tal que en D* no
hay trayectorias de C hacia £. Demostraremos que, para cada n en N, dados C,, en
(V(D*)\Ny) U (N1\L) y una trayectoria T,, = (Cy,...,C,) en D* se tiene que existe
Chi1 en (V(D*)\Ny) U (N\L) tal que Criq & V(1)) y (Cpn, Chir) € A(D*). Ademés,
Cra1 € V(D*)\Ny si n es impar y Cp,11 € N7\L si n es par.

Sea Ty = (C}), ya que C; € N;\L, de la definicién de L se tiene que 6. (Cy) > 1. Puesto
que 65.(Cy) > 1y N; es independiente en D*, entonces existe Cy en V/(D*)\N; tal que
(C1,Cy) € A(D*). Sea Ty = (C1,C5). Ya que Cy € V(D*)\N; y N; es nucleo de D*,
entonces existe C3 en N1\ L tal que (Cy, C3) € A(D*).

Notemos que:

1) Si C5 € L, entonces se tendria una C)L-trayectoria, a saber (Ci,Cs,C3), lo cual
contradice que en D* no hay trayectorias de C; hacia L.

2) C3 # C1, ya que de lo contrario (C1, Cy, C3) serfa un ciclo en D*, lo cual contradice que
D* es aciclica.

Asi, Ty = (C4, Cy, C3) es una trayectoria en D*, donde C5 € Ny y Cy ¢ Nj.

Ya que C3 ¢ L, de la definicién de L se tiene que 63, (C3) > 1. Entonces existe Cy en
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V(D*)\N; tal que (C5,Cy) € A(DY).
Notemos que:
3) 04 ¢ {01703}, Ya que {01,03} g N1 y 04 §é Nl-

4) Cy # Cy, de lo contrario (Cy,C3,¢4) seria un ciclo en D*, lo cual contradice que
D* es aciclica.

Asi, Ty = (C4,Cy, C3,Cy) es una trayectoria en D* (ver figura 4.3).

Ny

Figura 4.3

Supongamos que T,, = (CY, ..., C,) es una trayectoria en D*y C,, € (V(D*)\Ny)U(N\L),
donde {Cy | k es par,1 < k<n} C V(D*)\Ny y {Cx | k es impar,1 < k<n} C N;\L.
Veamos que existe Cy,1 1 € (V(D*)\Ny) U (N1\L) tal que Cyyq & V(T,) v (Cp, Criq) €
A(D*).

Tenemos dos casos sobre C,,.

Caso 1. C, € N1\L; es decir, n es impar.

En este caso, se sigue de la definicién de £ que 63, (C,,) > 1. Como 65.(C,,) > 1,
N es independiente en D*, entonces existe Cy, 41 en V(D*)\ Ny tal que (C,,, Cyiq
(ver figura 4.4).

Py

Notemos que:

5) Coy1 ¢ {Ck | k es par,1 < k < n}, de lo contrario (Cy,...,Cy,C,y1) contiene
un ciclo en D*, lo cual contradice que D* es aciclica.

6) Cri1 ¢ {Ci | k esimpar,1 < k < n}, ya que {Cy | k es impar,1 <k <n} C Ny y
Cn+1 §é Nl-
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Figura 4.4

Ast, Tp1 = (C1,Cy, ..., C,, Chiq) es una trayectoria en D* por (5) y (6).

Caso 2. C, € V(D*)\Ny; es decir, n es par.
Como N; es nucleo de D*, entonces existe C,,11 en N; tal que (Cy,, Cpqq) € A(D*) (ver
figura 4.5).

Figura 4.5
Notemos que:

7) Cpy1 ¢ L, de lo contrario (C4,...,C,,C,y1) seria una CjL-trayectoria en D*, lo
cual contradice nuestra suposicion de que no hay C L-trayectoria en D*.

8) Cpi1 ¢ {Cx | k es impar,1 < k < n}, de lo contrario (Cy,...,C,,C,11) contiene
un ciclo en D*, lo cual contradice que D* es aciclica.

9) Chi1 & {Ck | k es par,1 <k <n}, yaque {Cy | kespar,1 <k <n} CV(D*)\N, y
Chi1 € Ny

Asi, Ty = (C4,...,Cy, Cyi1) es una trayectoria en D* por (8) y (9).

Finalmente, notemos que la sucesion (C,,)nen €s una trayectoria infinita exterior en D*, lo
cual contradice que D* no tiene trayectorias infinitas exteriores.

Por lo tanto, para cada C' en Nj\L existe una C'L-trayectoria en D*.

Observacién. Si C'y C’ son dos vértices distintos de D* tales que existe una C'C’-
trayectoria en D*, entonces para cada u en V(C) y para cada z en V(") existe una
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uz-trayectoria en D.
Sea C' = (C1,Cs,...,C, = (") una trayectoria de C hacia C' en D*.

Como (C1,Cy) € A(D*), entonces existen ¢; en V(C) y ¢ en V(Cy) tal que (¢1,¢9) €
A(D). Como (Cy,C3) € A(D*), entonces existen ¢, en V(Cy) y ¢z en V(C3) tal que
(ch,c3) € A(D). Como (C5,Cy) € A(D*), entonces existe ¢ en V(C3) y ¢y en V(Cy) tal
que (dy,cq) € A(D). Asi, para cada i en {2,...,n — 1} existen ¢, en V(C;) y ¢;41 en
V(Cis+1) tal que (¢, ¢i41) € A(D) (ver figura 4.6).

Figura 4.6

Puesto que C; es fuertemente conexa, para cada ¢ en {2,...,n — 1}, existe una c¢;c-
trayectoria, digamos T;. Notemos que si ¢; = ¢}, entonces T; es la trayectoria trivial. Asi,
T = (c1,c2) UTo U (¢, c3) UT3U (s, cq) UTy. .. T, 1 U ()4, cn) es una trayectoria que va
de ¢; hacia ¢, en D (ver figura 4.6). Lo que implica que, existe una trayectoria de u hacia
cualquier vértice de C,, (porque C; y C,, son fuertemente conexas).

Por otro lado, como {V(C") : C" € L} es una coleccién no vacia de conjuntos no vacios
ajenos dos a dos, usando el Axioma de Eleccién se tiene que existe N subconjunto de
U V(C") tal que [N NV (C")| =1 para cada C’ en L.

crec

Afirmacion 2. N es nucleo por trayectorias de D.

Como [INNV(C")| =1y §,.(C") =0, para cada C’ en L, se tiene que N es un conjunto
independiente por trayectorias en D. Entonces solo resta probar que N es un conjunto
absorbente por trayectorias en D.

Sea v en V(D)\N. Veamos dos casos sobre v.

Caso 1. v € V(C") para algin C’ € L; es decir, v estd en alguna componente fuertemente
conexa terminal de D.

Ya que | NN V(C")| =1, podemos suponer que N NV (C") = {w}, para algin w € V(C").
Como {v,w} C V(C"), se sigue de la definicién de componente fuertemente conexa que
existe una vw-trayectoria en D, lo cual implica que hay una vN-trayectoria en D.

Caso 2. v ¢ V(C) para cada C en L; es decir, v estd en alguna componente fuertemente
conexa no terminal de D.
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Sea C" la componente fuertemente conexa de D que contiene al vértice v. Como v ¢ V(C),
para cada C en L, entonces C’ ¢ L. Ahora, de la afirmacién 1 se tiene que existe C” en £
tal que existe la V(C")V (C")-trayectoria en D*. Finalmente, de la observacién, para v en
V(C") y para w en (N NV (C")) se tiene la vw-trayectoria en D. Asi, N es absorbente
por trayectorias en D.

Por lo tanto, NV es nicleo por trayectorias en D.H

Del resultado anterior podemos deducir el siguiente resultado original.

Corolario 4.5.1. Sea D una digrdfica transitiva (posiblemente infinita). Si D no contiene
trayectorias infinitas exteriores, entonces D tiene nicleo.

Demostracion.
Como D no contiene trayectorias infinitas exteriores, por el teorema 4.5.2, tenemos que D
tiene un nicleo por trayectorias, llamémosle N.

Afirmacion. N es ntcleo para D.
Por demostrar que N es independiente.

Como una flecha es una trayectoria y /N es independiente por trayectorias en D, en-
tonces no pueden existir flechas entre todo par de vértices de N.

Por demostrar que /N es absorbente.

Sea u en V(D)\N. Como N es ntcleo por trayectorias, entonces existe v en N tal
que hay una wv-trayectoria en D. Puesto que D es transitiva, se sigue que (u,v) € A(D).

Por lo tanto, D tiene ntcleo por trayectorias.ll

El siguiente teorema es una generalizacion del corolario anterior, ya que en dicho teorema
se establecen hipotesis sobre las trayectorias infinitas exteriores.

Teorema 4.5.3 ([16]). Sea D una digrdfica transitiva (posiblemente infinita). Supongamos
que cada trayectoria infinita exterior en D tiene al menos una flecha simétrica. Entonces
D tiene un nicleo. Por otra parte cada nicleo es obtenido por la eleccion de un vértice en
cada componente fuertemente conexa terminal de D. Asi, todos los nicleos de D tienen la
misma cardinalidad.

Demostracion.

Por el teorema 1.2.1 tenemos que D tiene al menos una componente fuertemente conexa
terminal y que para cada componente fuertemente conexa C' de D hay una componente
fuertemente conexa terminal C’ de D tal que existe una V(C)V (C’)-trayectoria.
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Sea 7 la familia de todas las componentes fuertemente conexas terminales de D. Us-

ando el Axioma de eleccién se tiene que existe un subconjunto N de U V(C') tal que
c'el
| NNV (C")| =1 para cada C’ en Z.

Afirmacion. N es nitcleo de D.

Como N esté construido por la eleccién de un vértice de cada componente fuertemente
conexa terminal, tenemos que N es un conjunto independiente ya que no hay forma de
llegar de una componente fuertemente conexa terminal a otra.

Ahora veamos que N es un conjunto absorbente. Sea v un vértice en V(D)\N. Tenemos
dos casos sobre v.

Caso 1. v no esta en alguna componente fuertemente conexa terminal C' de D.

Por el teorema 1.2.1 tenemos que existe una componente terminal fuertemente conexa C’
de D tal que existe una V(C)V(C")-trayetoria. Como |[N NV (C")| = 1, podemos suponer
que NNV(C") = {w}. Luego, procediendo como en la demostracién de la observacion del
teorema 4.5.2, tenemos que (v,w) € A(D), con w € N.

Caso 2. v estd en alguna componente fuertemente conexa terminal C’ de D.

Como [N NV(C")| =1, podemos suponer que N NV (C") = {w}. Puesto que C’ es com-
ponente fuertemente conexa se tiene que existe la vw-trayectoria y como D es transitiva
se concluye que (v,w) € A(D). Por lo tanto, N es absorbente.

Asi, N es nicleo de D y como el nimero de componentes fuertemente conexas ter-

minales es el mismo, al elegir cualesquiera otros vértices de U V(C") para la construccién
Crex
de N su cardinalidad no cambia.ll

4.6 Nucleos en digraficas pretransitivas.
La siguiente notacién sera necesaria para simplificar la demostracién de algunos teoremas.

Sean D y D; dos digraficas, para alguna ¢ en N, S un subconjunto de V(D) y R un
subconjunto de V(D).

1. z = ysi(z,y) € A(D).
2. x»ysi(x,y) ¢ A(D).
3. x =ty si(x,y) € A(Dy).

4. x »"ysi (z,y) & A(D;).
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5. 8 — ysix — y para algin z en S.
6. S —»ysix-»yparacada x en S.
7. R ="y six —'y para algin z en R.

8. R -»'ysix-»'y para cada x en R.
Anslogamente se definey — S,y » S,y - Ry y »'R.

El siguiente teorema se debe a Hortensia Galeana Sénchez y Rocio Rojas Monroy, [9].

Teorema 4.6.1. Sea D una digrdfica (posiblemente infinita). Supongamos que existen
dos digrdficas, Dy y Do, tales que D = D1 U Dy (posiblemente A(D1) N A(Ds) # 0), Dy es
derecha pretransitiva, Dy es izquierda pretransitiva y D; no contiene trayectorias infinitas
exteriores, para cada i en {1,2}, entonces D es nicleo perfecta.

Demostracion.
Sera suficiente con probar que D tiene nucleo, puesto que toda subdigréafica inducida de
D satisface la hipétesis del teorema 4.6.1.

Para conjuntos de vértices independientes de D, digamos S y 7', escribiremos S < T siy
solo si para cada s en S existe t en T, tal que s =t o (s »>' t y t »' s).

Notemos que, en particular, si S C T, entonces S < T, ya que para todo s en S se tiene
que s €T

(1) Veremos que la coleccién de todos los subconjuntos independientes de vértices de D es
un conjunto parcialmente ordenado por <; es decir, veremos que la relacion < es reflexiva,
transitiva y antisimétrica.

Sean S, T y R tres conjuntos independientes de D.

1. < es reflexiva.

Tenemos que probar que S < S, lo cual se cumple por propiedades de conjuntos, ya
que un conjunto siempre esta contenido en si mismo. Por lo tanto, S < 5.

2. < es transitiva.

Tenemos que probar que si S < T y T < R, entonces S < R. Sea s en S. Por
demostrar que existe r en R tal que s =70 (s ' ry r »' s). Como S < T, existe
tenT tal que s=to (s 't yt-»'s). Porotro lado, como T < R, entonces para
ten T exister en Rtalquet =ro (t ='ryr-»!t).
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Tenemos cuatro casos:

a)s=tyt=r.

En este caso, como s =t y t = r, entonces s = r.

bys=ty (t—=tryr-»'t).

En este caso tendrfamos que s =7y r -»!s.

c) (s=ttyt-»ts)yt=r.

En este caso, tendriamos que s = r yr =1 s.

d) (s=ttyt-»ts)y(t—=tryr-»tt).

Aqui, usamos el hecho de que D; es una digréfica derecha pretransitiva. Se sigue del
lemma 1.2.1, aplicado a la sucesién (s, t,7), que s = ry r -»!s.

Por lo tanto, S < R.

3. < es antisimétrica.

Tenemos que probar que si S < Ty T < S5, entonces S =T. Primero demostraremos
que S CT. Sea sen S. Como S < T se tiene que existe £ en T tal que s =t o
(s 2t tyt-»'s). Puestoque T < S, paraten T existe s’ en S tal que t = s’ o
(t =>ts ys »t).

De nuevo tenemos tres casos:
a) s =t.

En este caso s € T'.

b)s#tyt=5s.
En este caso, s =ty t »! s, lo que implica que s —! s" y s’ =
lleva a una contradiccién (porque S es un conjunto independiente).

c)s#ty (t—=tsys »t).

1 1

s. Lo cual nos

Como s —! t y t -»! s, entonces aplicando el lema 1.2.1 a la sucesién (s, ¢, s') tenemos
que s —! s, contradiciendo que S es un conjunto independiente.

Por lo tanto, concluimos que t = s y consecuentemente s € T'y S C T

Anélogamente podemos probar que 7' C S.
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Sea § la familia de todos los conjuntos independientes S de vértices de D tales que, S —2 y
implica que y — S, para todo vértice y en V(Dy).

(2) (§, <) tiene elementos maximales.
Probaremos que toda cadena en (§, <) tiene una cota superior en §.

(i) Primero veamos que § # 0.

Tenemos que D, es una digréafica izquierda pretransitiva, la cual no tiene trayectorias
infinitas exteriores. Asi, se sigue del lema 1.2.2 (considerando D = Dy y U = V(D3)) que
existe un vértice x en V(Ds) tal que x —? y implica que y —2 z, para todo vértice y en
V(Ds). Por lo tanto, al menos el conjunto {z} pertenece a §.

(77) Toda cadena en (§, <) estd acotada superiormente.

Sean € una cadena en (§,<) y S® = {s € US . existe S en € tal que s €

sel
T siempre que T € € y S < T}, Es decir, S consiste de todos los s en S tales

que a partir de un S en €, s pertenece a todo conjunto 7" con S <T y T € €.
Afirmacion 1. 5 es una cota superior de €.

1) 8> # 0, y para cada S en € se tiene que S < 5.
Sean S en € y ty en S. Veremos que existe ¢ en S tal que to =t o (tg = 'ty t »'t,).
Tenemos dos casos sobre .

1.@) t(] € S,
En este caso S™® # () y ty es el vértice buscado en S*.

1.b) to & S*=.
Tenemos que probar que existe ¢t en S tal que t, —! t y t »! t;. Procediendo por
contradiccién, supongamos que para toda t en S se tiene que (t —! tg y to = t).

Llamemos Ty = S. Como t, ¢ S tenemos que existe T} en € tal que Ty < 17 y
to ¢ Ty. Asi, existe t; en T} tal que to # t1 y (tg = t y t »' to). Luego, de nuestra
suposicion, tenemos que t; ¢ S*°. Como t; ¢ S, existe Ty en € tal que T} < Ty y t; & To.
Asi, existe to en Ty tal que ty # t1 y (t1 = ty y to »' t1). Como D, es una digréfica
derecha pretransitiva, se sigue del lema 1.2.1, al aplicarlo a la sucesién 7, = (to, t1, t2), que
Ty es una trayectoria y (to —' to y to 1 ty), donde t, ¢ S*°. Continuando de esta manera
podemos obtener para cada n en N: T}, en € y t,, en T, tal que (to = t, y t, »'ty)y
t, & S™.

Ahora, consideremos la sucesién 7 = (t,,)nen.
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Afirmacion. 7 es una trayectoria infinita exterior en D;.

Como t, —' t,41 para cada n en N, solo resta probar que t,, # t,, para cada n # m. Sean
t, v t,, dos vértices en 7. Supongamos sin pérdida de generalidad que n < m. Como
{tn,tm} C Tm, donde 7,, = (to, ..., tm), vy Tm €s una trayectoria, (por el lema 1.2.1),
entonces t,, # t,,. Por lo tanto, 7 es una trayectoria infinita exterior contenida en Dy,
lo cual es una contradiccién, ya que por hipdétesis D; no contiene trayectorias infinitas
exteriores.

Asi, existe t en S™ tal que (tg =' t y t = to).
Con esto hemos demostrado que S® # (), y para cada S en € se tiene que S < S,

2) S es un conjunto independiente.

Sean {s1,82} un subconjunto de S* y S; y Sy dos elementos de € tales que s; € S, para
todo S en € tal que S; < S,y so € T, para todo T en € tal que Sy < T. Supongamos
sin pérdida de generalidad que S; < S;. Como S; < Sy, entonces s; € S5. Puesto que
{s1,s2} C Sy, entonces no existen flechas entre s; y s9 en D (porque S es un conjunto
independiente en D). Por lo tanto, S es independiente.

3) S® eF.

Tenemos que ver que S —2 y implica que y — S* para todo y € V(D3). Supongamos
que existe y en V(Dy) tal que S® —? y. Sea s en S® tal que s —2 y. Como s € S,
tenemos que existe S en € tal que s € T para toda T en € con S < T. En particular
s € S. Asi, S —2%y. Por otro lado, como S € € y € C §, entonces S € §, lo que implica
que y — S (por definicién de §). Ahora, sea s’ en S tal que y — §'.

Tenemos dos casos sobre s'.

a) s € 5.
En este caso, como s’ € S® y y — ¢, entonces y — S*.

b) s' ¢ S>®.

Tenemos dos subcasos sobre la flecha y — s’ (ver figura 4.7).

b.1) y =2 5.

Como s =2y, y =2 s’ y D es una digréfica izquierda pretransitiva, entonces s —2 s’ o
y —2 5. Sis —2 s, asf contradice el hecho de que S es un conjunto independiente. Asf,
y —2% 5. Como s € S°°, entonces y — S°°.

b.2) y = 5.

Como s € S, 5§ < 5% ¢ € Sys ¢ 5% entonces existe t en S tal que ' # ty
(s =1t yt-»'s) (ver figura 4.8).

Como y —! s, s =1t t »!' s yv D; es una digrafica derecha pretransitiva, entonces
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S

Figura 4.7

Figura 4.8

tenemos y —' t. Asi, y — S,
Por lo tanto, en los dos casos se cumple que y — 5.

Hemos demostrado que toda cadena en (§, <) estd acotada superiormente en §. Por lo
tanto, se sigue del Lema de Zorn que (§, <) contiene elementos maximales.

Sea S un elemento maximal de (§, <).

(3) S es un nicleo de D.
Veremos que S cumple con ser un conjunto independiente y absorbente.

Como S € §, S cumple con ser un conjunto independiente en D. Falta probar que S es
absorbente en D.
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(1) Por demostrar que para cada z en (V(D) \ S) existe una xS-flecha.
Procederemos por contradiccién. Supongamos que existe x en (V(D) \ S) tal que z - S.

Sea U ={z¢€ (V(D2)\S):z-» S}
Para llegar a una contradiccién, consideremos las siguientes afirmaciones.

(i.1) Existe xo en U tal que w satisface que: zg —2 ¥, con y € U, implica que y — o,
para todo y en V(D).

Como U # (), entonces, aplicando el lema 1.2.2 en Dy y U, tenemos que existe zy en U tal
que (xg,y) € A(D3), con y € U, implica que (y, zq) € A(D3). Asi, xq satisface (i.1).

Sea zp como en (i.1). Como zg - Sy S € §, entonces de la definicién de § tenemos que
S —/—)2 Zo-

SeaT ={se€S:s-»"z}.

Afirmacién 2. T'U {zy} es un conjunto independiente en D.
Como T C S, entonces T es independiente. Puesto que x - S y T - x (porque S -2 x,
TCSyT-»'x), entonces T'U {xp} es un conjunto independiente en D.

(1.2) (T U{zo}) € 5.

Supongamos que existe y en V(D) tal que (T U {z0}) —? y. Por demostrar que
y — (T'U{xo}). Supongamos que y - T (de otro modo ya terminamos). Probare-
mos que y — .

Antes de empezar con esta prueba haremos la siguiente observacion.

Figura 4.9

Observacién. Siy —! (S\ T), entonces y —! .
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Supongamos que y —' (S\ T). Sea s en S\ T tal que y —! s. Como s ¢ T de la
definicién de T se tiene que s —!' x¢ (ver figura 4.9). Puesto que D; es una digrafica
derecha pretransitiva, tenemos que y —! 29 0 g —! s, pero sabemos que xy + S. Asi,
y —t .

Para la demostracién de la afirmacién, consideremos dos casos sobre (T'U {z¢}) =2 y.

1) T =2 y.
ComoT C S, S eFyT —?y, entonces tenemos y — S (por definicién de §). Puesto
que y - T, entonces y — (S \ 7). Ademds, y € V(D)\(SUU).

Tenemos dos subcasos sobre y — (S\ 7).

1.1) y =2 (S\T).
Se sigue de la observacién que y —! .

1.2) y =2 (S\ 7).
SeantenTysen S\Ttalquet »2yyy—2s(porqueT =2yyy—2(S\T)) (ver
figura 4.10).

Figura 4.10

Como D, es una digrafica izquierda pretransitiva, se sigue que y —2 ¢ o t —2 s, lo cual es
una contradiccién ya que y - T y S es independiente en D.

2) Zo %2 Y.
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Note que y ¢ S (porque xy - S). Tenemos dos subcasos, cuando y € U y cuando y ¢ U.

21)y ¢ U.
En este caso, por definicién de U tenemos que y — (S \ T') (pues asumimos que y - Ty

y ¢ S). Sea sen S\ T tal que y — s.

Figura 4.11

Cuando y —! s, tenemos que y —! zy (por la observacién). Siy —2 s (ver figura 4.11),
entonces como zg —2 y y Dy es una digrafica izquierda pretransitiva, obtenemos que
19 —2 5 0y —2 x9. Como xy - S, entonces podemos concluir que y —2 z.

Por lo tanto y — (T'U {xo}), siy - T.

Asi, y — (T'U{z0}).

Afirmacién. S < (T'U{zo}).

Sea s en S. Por demostrar que existe z en (T'U {zo}), tal que s =z 0 (s =' 2 y z »! s).
Si s € T, entonces s es el elemento buscado en T'U {zy}. Supongamos que s € (S\ T).
Como s ¢ T, entonces s —1 2y. Puesto que xyp - S, entonces en particular zy - s. Por
lo tanto, zy es el vértice buscado en T'U {x¢}.

Asi, S < (T U {mo}).

Por otro lado, como xy no esta en S, se sigue que S C (T'U{zo}).
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Por lo tanto, las afirmaciénes 1 y 2 contradicen que S es un elemento maximal de (g, <),
lo que implica que S es un conjunto absorbente de D.

Por lo tanto, S es nicleo en D. B

Observacion 4.6.1. La hipotesis, D; no tiene trayectorias infinitas exteriores, en el
teorema 4.60.1 es necesaria.

Consideremos a la digrafica D#, definida anteriormente. Sea H una digrafica derecha
pretransitiva. Dy y Dy son tales que: V(Dy) = V(D#)UV(H), A(D,) = A(H)UA(D#)U
{(u,v) :u € V(H),v € V(D#)} (ver figura 4.12) y Dy = D¥.

Dl‘.

Figura 4.12

Veamos que D; es una digrafica derecha pretransitiva y Dy es una digrafica izquierda
pretransitiva.

Por demostrar que D; es derecha pretransitiva. Sean u, v y w vértices en D; tales
que {(u,v), (v,w)} C A(D;). Por demostrar que (u,w) € A(D;) o (w,v) € A(D). Sabe-
mos que en D; no hay flechas de D* hacia H. Veamos algunos casos de donde podrian
estar estos vértices.

Caso 1. {u,v,w} C V(H).
En este caso no hay nada que hacer, ya que por eleccién de H tenemos que (u,w) € A(D;)
o (w,v) € A(Dy).

Caso 2. u € V(H) y {v,w} C V(D¥).
En este caso tenemos la flecha que va de u hacia w por construccién de D;.

Caso 3. {u,v} CV(H)y w € V(D¥).
En este caso, también tenemos la flecha que va de u hacia w por construccion de D;.

Caso 4. {u,v,w} C V(D#).
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En este caso, por construccién de D# tenemos la flecha que va de u hacia w (por ser D#
una digréfica transitiva). Asi, (u,w) € A(D;).

Por lo tanto, D; es una digrafica derecha pretransitiva.

Por demostrar que D5 es una digréfica izquierda pretransitiva. Sean u, v y w tres vértices en
D tales que {(u,v), (v,w)} C A(D3). Por demostrar que (u,w) € A(Ds) o (v,u) € A(Ds).
Como D, = D# y D¥ es una digrafica transitiva, se tiene que existe la flecha que va de u
hacia w. Por lo tanto, Dy es una digrafica izquierda pretransitiva.

Por otro lado, notemos que D; y D5 tienen trayectorias infinitas exteriores.

Afirmaciéon. D = D; U D, no tiene ntcleo.
Procediendo por contradiccién, supongamos que D tiene un nicleo N y veamos donde
puede estar N.

De la construccién de D; se sigue que N C V(D#) o N C V(H). Si N C V(D#),
entonces este consiste de un solo vértice, digamos {n}, pero ya habiamos visto que este
vértice no absorbe al vértice n + 1. Si N C V(H), entonces N no es absorbente ya que N
no absorbe a ningin vértice de D¥.

Por lo tanto, no existe un nicleo en D. B

Notemos que la hipotesis D = Dy U D, donde D; es una digréfica derecha pretransitiva y
Dy es una digrafica izquierda pretransitiva no puede ser modificada.

En las siguientes dos observaciénes presentamos el ejemplo de la union de dos digréficas
derechas-pretransitivas y de la unién de dos digréficas izquierdas-pretransitivas, donde
ninguna unién contiene un nicleo. Dichos ejemplos se encuentran en [9].

Observacion 4.6.2. La siguiente digrafica D es la union de dos digrdficas derechas-
pretransitivas, Dy y Ds, y esta no tiene nicleo (ver figura 4.13). Sea V(D) = V(Dq) =
{u,v,w,z}, A(Dy) = {(z,u), (u,w), (w,u), (v,w)}, A(Ds) = {(u,v), (z,v), (v,2), (w,x)}.1

Observacion 4.6.3. Ezxiste una digrdfica D que es la union de dos digrdficas izquierdas-
pretransitivas, D1 y Da, y ésta no tiene nicleo (ver figura 4.14). Sea V(Dy) = V(D) =
{u,v,w,z}, A(Dy) = {(u,v), (u, w), (w,u), (w,z)}, A(D2) =A{(z,u), (z,v), (v, 2), (v,w)},
Como la digrdfica D es semicompleta, el independiente mds grande es de un vértice, pero
el conjunto de un vértice no es absorbente. Por lo tanto, D no tiene nicleo. W

Teorema 4.6.2 ([16]). Sea D una digrdfica (posiblemente infinita). Supongamos que D
es una digrdfica derecha pretransitiva o izquierda pretransitiva tal que cada trayectoria
infinita exterior tiene una flecha simétrica. Entonces D es una digrdfica nicleo perfecta.
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Figura 4.14

Demostracion. Partimos de la hipdtesis de que cada trayectoria infinita exterior tiene
una flecha simétrica. Por demostrar que toda trayectoria infinita exterior y todo ciclo en
D tiene al menos una flecha simétrica. Por hipotesis tenemos que toda trayectoria infinita
exterior tiene una flecha simétrica, por lo que solo resta probar que todo ciclo tiene una
flecha simétrica.

Consideramos dos casos sobre D.

Caso 1. D no tiene ciclos.

En este caso, por vacuidad se cumple que todo ciclo tiene una flecha simétrica.

Caso 2. D tiene al menos un ciclo.

Sea C' = (x1,x9,...,2, = x1) un ciclo en D. Procediendo por contradiccién, supong-
amos que C' no tiene flechas simétricas; es decir, (z;11,2;) ¢ A(D) para cada i €
{1,...,n —1}. Como la sucesién (z1,xs,...,x,) cumple con la hipdtesis del lema 1.2.1,
entonces (z1, 9, ...,%,) €s una trayectoria, lo cual no es posible, porque x,, = x;.

Por lo tanto, C' tiene al menos una flecha simétrica.
Como D cumple con las hipdtesis del teorema 4.4.1 tenemos que D es nicleo perfecta.ll

El siguiente resultado ya habia sido demostrado, sin embargo se vuelve a ver como conse-
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cuencia del resultado en el teorema 4.6.2.

Corolario 4.6.1 ([16]). Sea D una digrdfica posiblemente infinita, supongamos que D es
una digrdfica transitiva tal que cada trayectoria infinita exterior tiene al menos una flecha
simétrica. Entonces D es una digrdfica nicleo perfecta.

Demostracién.

Tenemos que D es una digrafica transitiva que cumple en particular con ser derecha
pretransitiva e izquierda pretransitiva. Por hipotesis las trayectorias infinitas exteriores
tienen una flecha simétrica, entonces por el teorema 4.6.2 tenemos que D es una digrafica
nucleo perfecta.ll






Chapter 5
Caracterizacion de las digraficas
infinitas que son nucleo perfectas

Para las digraficas finitas que no tienen niicleo sabemos que existe una subdigrafica
inducida, que es ntcleo imperfecta critica; pero este resultado no se cumple en digraficas
infinitas, un ejemplo de ello lo veremos en este capitulo. Como alternativa al concepto
de digrafica nicleo imperfecta critica se considerara el concepto de digrafica finitamente
nucleo imperfecta critica y con este concepto se dara una caracterizacion de las digraficas
posiblemente infinitas que son nicleo perfectas.

5.1 Digraficas nicleo imperfectas criticas y digraficas
finitamente nicleo imperfectas criticas

Definicién 5.1.1. Una digrdfica D es nicleo imperfecta critica si D no tiene nicleo pero
toda subdigrdfica inducida propia de D si tiene nicleo.

L

¢ b

Figura 5.1: Digrafica nicleo imperfecta critica

Recordemos que la digréfica de la figura 5.1 no tiene nicleo, pero esta digrafica es nicleo
imperfecta critica porque todas sus subdigraficas inducidas propias tienen ntcleo (como

toda subdigrafica inducida propia de D no tiene ciclos, el resultado se sigue del teorema
4.4.1).

89
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La siguiente observaciéon sera de utilidad para la demostracion de algunos teoremas.

Observacion 5.1.1. Toda subdigrdfica inducida de una digrdfica nicleo perfecta es nicleo
perfecta.

Demostracién.

Sea D una digrafica ntcleo perfecta; es decir, toda subdigrafica inducida tiene nicleo. Sea
H una subdigréfica inducida de D. Veamos que H es una digrafica ntcleo perfecta.

Sea GG una subdigrafica inducida de H. Note que G también es una digréfica inducida de
D (porque H es inducida de D). Asi G tiene nicleo ya que D es nicleo perfecta.

Por lo tanto, H es nicleo perfecta.ll

El siguiente teorema es un resultado para digraficas finitas las cuales tienen la caracteristica
de no tener nicleo.

Teorema 5.1.1. Sea D una digrdfica finita que no contiene nicleo. Entonces existe una
subdigrdfica inducida de D que es nicleo imperfecta critica.

Demostracién.

Sabemos que D también es subdigrafica inducida de si misma, asi que si D es nicleo
imperfecta critica se cumple el teorema 5.1.1. De otro modo existe un subconjunto V}
de V(D) tal que D[V4] no tiene nucleo. Si D[V;] es ntcleo imperfecta critica se cumple
el teorema 5.1.1. De otro modo existe un subconjunto V5 de V; tal que D[V5] no tiene
nicleo. Si D[V3] es nicleo imperfecta critica, entonces se cumple el teorema 5.1.1. De otro
modo existe un subconjunto V3 de V; tal que D[V3] no tiene nicleo. Como D es finita,
continuando de esta manera llegamos a que existe V,, un subconjunto de V,,_; tal que
D[V,,] no tiene nicleo y toda subdigrafica inducida propia de D[V},] si lo tiene.l

Observaciéon 5.1.2. El teorema 5.1.1 no puede ser aplicado a digrdficas infinitas. Veamos
que D* no tiene subdigrdficas inducidas que sean nicleo imperfectas criticas.

Demostracién.
Recordemos que D* es la digrafica tal que V(D*) = Ny (i,5) € A(D¥) si y solo si i < j.

1. D no tiene nicleo.

2. Cada subdigrafica finita inducida H de D* es transitiva, lo que implica que H es
nicleo perfecta (por el corolario 4.5.1).

3. Toda subdigréfica infinita inducida H de D* es isomorfa a D por lo que H no tiene
nucleo.



5. Caracterizacién de las digraficas infinitas que son nicleo perfectas 91

=1

b 1

Figura 5.2: Digrafica DF.

Por lo tanto, cualquier subdigréfica inducida de D no puede ser nicleo imperfecta critica.

Victor Neumann Lara y Hortensia Galeana Sanchez fueron los que introdujeron el concepto
de digrafica nucleo imperfecta critica; sin embargo, como no toda digrafica infinita sin
nucleo contiene una subdigrafica inducida ntcleo imperfecta critica, Rocio Rojas Monroy
y J. Imelda Villareal Valdéz en [16], como una alternativa, introdujeron el concepto de
digrafica finitamente nicleo imperfecta critica.

Definicién 5.1.2 ([16]). Una digrdfica infinita D es llamada finitamente niicleo imperfecta
critica si D no tiene nicleo pero cada subdigrdfica finita inducida de D tiene un nicleo.

Por lo tanto, se sigue de la definicién anterior que D* es finitamente ntcleo imperfecta
critica.

Veremos que toda digrafica infinita sin nticleo contiene una subdigrafica finitamente nicleo
imperfecta critica.

Teorema 5.1.2 ([16]). Sea D wuna digrdfica infinita que no contiene nicleo. Entonces
existe una subdigrdfica inducida de D que es niucleo imperfecta critica o es finitamente
nucleo imperfecta critica.

Demostracién.
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Si cada subdigréfica finita inducida de D tiene nicleo, entonces D es una digrafica finita-
mente nicleo imperfecta critica. Si no, entonces existe una subdigrafica finita inducida de
D que no contiene ntcleo, llamémosle H. Por el teorema 5.1.1 tenemos que H contiene
una subdigrafica que es nucleo imperfecta critica.

Por lo tanto, existe una subdigrafica inducida de D que es ntcleo imperfecta critica o es
finitamente nicleo imperfecta critica.ll

Veremos algunos teoremas que muestran propiedades que cumplen las digraficas nicleo
imperfectas criticas.

Teorema 5.1.3. Sea D una digrdfica finita. Si D es nicleo imperfecta critica, entonces
D es fuertemente conexa.

Demostracién.
Por contradiccién supongamos que D es nicleo imperfecta critica y que no es fuertemente
conexa.

Como D no es fuertemente conexa, entonces D tiene dos componentes fuertemente conexas.
Sea ('] una componente fuertemente conexa terminal de D. Puesto que C} es una sub-
digrafica inducida propia de D y D es ntucleo imperfecta critica, se tiene que C posee
niicleo. Sea S; un niicleo de Cy. Sea Cy = V(D) \ (S1 UT,(S1)) (note que Cy # () porque
D no tiene nicleo). Claramente Cy C V(D), asi que D[C5] tiene niicleo, digamos Sy. Ver
figura 5.3.

Figura 5.3

Afirmacion: S; U .S es nuicleo de D.
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Por demostrar que S; U Sy es un conjunto independiente y absorbente en D.

Primero veamos que S; U .S, es independiente en D. Como S; y S2 son conjuntos inde-
pendientes, solo resta probar que no existe la S;.55-flecha ni la S55;-flecha en D. Por
definicion de C5 tenemos que no existe la S55;-flecha. Puesto que C es una componente
terminal se tiene que no salen flechas hacia otra componente, por lo que tampoco existe la
S19:-flecha. Asi, S7 U Sy es un conjunto independiente en D.

Ahora veamos que S; U Sy es un conjunto absorbente en D. Sabemos que S; absorbe
a los vértices en (V(C1)\S1) UL, (S1) v que Sy absorbe a los vértices de Cy\S;. Como
V(D) = V(Cy)UC,UI'~(S7), entonces S1US, absorbe a todos los vértices de V' (D)\ (S1US3).

Por lo tanto, S7 U S5 es nicleo de D, contradiciendo que D es nicleo imperfecta critica.
Asi, D es fuertemente conexa.ll

El siguiente teorema es una generalizacion del anterior y ademés es un resultado original.

Teorema 5.1.4. Si D es una digrdfica (posiblemente infinita) nicleo imperfecta critica,
entonces D es fuertemente conezxa.

Demostracion.

Procediendo por contradiccién, supongamos que D es nucleo imperfecta critica y que no es
fuertemente conexa. Entonces, por el teorema 1.1.1, existe una particion {V;, V2} de V(D)
tal que no existe una V;Vs-flecha o no existe una V5V;-flecha. Supongamos sin pérdida de
generalidad que no existe la VjVy-flecha. Sea Cy = D[V;]. Como () es una subdigréfica
inducida propia de D y D es ntcleo imperfecta critica, se tiene que C; posee un ntcleo,
digamos S;. Ahora, consideremos la subdigréfica inducida por Cy = V(D) \ (S; UT',(S1))
(note que Cy # ) porque D no tiene nticleo). Asi que D[Cy] tiene niicleo, digamos Ss, ver
figura 5.4.

Afirmacion: S; U .S es nucleo de D.
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Por demostrar que S; U Sy es un conjunto independiente en D; es decir, que no existe la
S155-flecha ni la S5S5;-flecha en D. Como S es nicleo de ] se tiene que es un conjunto in-
dependiente en C; y como Sy es nicleo de D[Cy] se tiene que es un conjunto independiente
en D[Cs]. Asi, S y Sy son conjuntos independientes en D. Por otro lado, de la definicién
de C5 tenemos que no existe la S5S51-flecha en D. Puesto que no existe V;Vs-flecha en D,
se tiene que tampoco existe la S;.55-flecha en D. De esta manera, S; U Sy es un conjunto
independiente en D.

Por demostrar que S7 U S; es un conjunto absorbente en D. Sabemos que S; absorbe a
los vértices en V(C1)\S; y a todos lo vértices en (I';(S1))NVa. También, Sy absorbe a los
vértices de C5\S2. Como V(D) = V(Cy) U Cy UT',(S1), entonces Sy U Sy absorbe a todos
los vértices de V(D)\(S; U Sy).

Por lo tanto, S; U Sy es nucleo de D, contradiciendo que D es ntcleo imperfecta critica.
Asi, D es fuertemente conexa.ll

Con el siguiente resultado se vuelve a demostrar que D es fuertemente conexa cuando
D es una digrafica posiblemente infinita nicleo imperfecta critica. Cabe mencionar que
originalmente primero se demostroé el teorema anterior pero luego nos dimos cuenta de
que se podia demostrar mas.

Teorema 5.1.5 ([17]). Sea D una digrifica (posiblemente infinita). Si D es nicleo
imperfecta critica, entonces Asim(D) es fuertemente conexa.

Demostracion.

Procediendo por contradiccién, supongamos que D es nicleo imperfecta critica y que
Asim(D) no es fuertemente conexa. Entonces existe una particién {V1, Vo } de V(Asim(D)) =
V(D) tal que no existe la V;Vs-flecha en Asim(D) o no existe la V,Vi-flecha en Asim(D).
Supongamos sin pérdida de generalidad que no existe la V;Va-flecha en Asim(D).

Sea (] la subdigrafica de D inducida por V;. Como C] es una subdigrafica inducida
propia de D y D es nicleo imperfecta critica, se tiene que C; posee un nicleo, digamos S;.
Consideremos la subdigrafica inducida por Cy = V(D) \ (S1 UI';(S1)) en D. Claramente
Cy # (), porque D no tiene nicleo. Asi, D[Cy] tiene nucleo, digamos S,.

Afirmacion: S; U .Ss es nucleo de D.

Por demostrar que S; U .S, es un conjunto independiente en D; es decir, que no existe la
S195-flecha ni la S35 -flecha en D.

Como S; es nucleo de (' se tiene que es un conjunto independiente en C; y como S
es nucleo de D[Cs] se tiene que es un conjunto independiente en Cy. Asi, S; y Sy son
conjuntos independientes en D. Luego, no hay S55;-flechas en D, por la definicién de Cs
y el hecho de que Sy, C (5. No hay S;.55-flechas en D, porque no hay V;Vs-flechas en D.
Por lo tanto, S; U Sy es un conjunto independiente en D.

Por demostrar que S; U Sy es un conjunto absorbente en D.
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Sabemos que S absorbe a los vértices en V(C1)\S; y a todos lo vértices I',(S1) N Vs y
que Sy absorbe a los vértices de C5\Sy. Como V(D) = V(Cy) U Cy UT'L(S1), entonces
S1 U Sy absorbe a todos los vértices de V(D)\(S; U Sa).

Por lo tanto, S7 U Sy es nicleo de D, lo cual contradice que D es niicleo imperfecta critica.
Asi, Asim(D) es fuertemente conexa.ll

Como consecuencia del resultado anterior tenemos lo siguiente.

Teorema 5.1.6. Sea D una digrdfica posiblemente infinita. Si D es nicleo imperfecta
critica, entonces Asim(D) tiene al menos un ciclo.

Demostracion.

Sean u y v dos vértices de Asim(D). Como D es nicleo imperfecta critica, por el teorema
5.1.5, Asim(D) es fuertemente conexa, lo que implica que existe un uv-camino en Asim(D),
llamémosle C, y existe un vu-camino en Asim(D), llamémosle Cy. Entonces C; U Cy es
un camino cerrado en Asim(D), el cual contiene un ciclo (teorema 0.7.3).

Por lo tanto, Asim(D) tiene al menos un ciclo.ll

5.2 Caracterizacién de las digraficas infinitas nuicleo
perfectas

El siguiente teorema es el resultado principal de este capitulo. Dicho teorema es idea
original de la asesora de esta tesis y su demostracion se trabajo en conjunto.

Teorema 5.2.1 ([17]). Sean D una digrdfica posiblemente infinita y S la familia de todas
las componentes fuertemente coneras de Asim(D). D es nicleo perfecta si y solo si
D[V (QG)] es nicleo perfecta para cada G en S y D no contiene subdigrdficas inducidas que
sean finitamente nicleo imperfectas criticas.

Demostracion.
=] Supongamos que D es niicleo perfecta.

Como D es nucleo perfecta, entonces para cada G en S se tiene que D[V (G)] es nicleo
perfecta. Por otro lado, como toda subdigréafica de D tiene nicleo, entonces D no puede
tener una subdigrafica inducida que sea finitamente nticleo imperfecta critica.
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<] Supongamos que D[V (G)] es nicleo perfecta para cada G en S y D no tiene sub-
digraficas inducidas que sean finitamente nticleo imperfectas criticas.

Procediendo por contradiccion, supongamos que D no es nticleo perfecta. Entonces existe
un subconjunto H de V(D) tal que D[H] no tiene nicleo.

Afirmacién: D[H| contiene una subdigrafica inducida nicleo imperfecta critica.
Consideremos dos casos sobre la digrafica D[H]|.

Caso 1. D[H] es finita.
Como D[H] es finita y no contiene nicleo, por el teorema 5.1.1, tenemos que existe una
subdigrafica de D[H] tal que es niicleo imperfecta critica.

Caso 2. D[H] es infinita.

Como DI[H] es infinita, no tiene nicleo y no contiene subdigraficas finitamente niicleo
imperfectas criticas (por hipdtesis), por el teorema 5.1.2 tenemos que D[H] contiene
una subdigrafica inducida nicleo imperfecta critica (la cual también es una subdigrafica

inducida de D).

Sea D|S] la subdigrafica inducida de D[H] tal que es nicleo imperfecta critica, para algin
subconjunto S de H. Como D[H] es una subdigrifica de D y D[S] es una subdigrafica de
D[H], se tiene que D[S] es subdigrifica de D. Puesto que D[S] es nicleo imperfecta critica,
por el teorema 5.1.5 tenemos que Asim(D[S]) es fuertemente conexa. Como Asim(D[S])
es subdigrafica de Asim(D) y Asim(D[S]) es fuertemente conexa, existe una componente
fuertemente conexa en Asim(D), llamémosle W, tal que Asim(D][S]) es una subdigrafica
de W. Puesto que D[V (W)] es niicleo perfecta (por hipdtesis del teorema 5.2.1) se tiene
que D[S] también es nicleo perfecta (porque D[S] es una subdigrafica de D[V (W)] y por
la observacién 5.1.1), lo cual contradice que D[S] es nicleo imperfecta critica.

Por lo tanto, D es ntcleo perfecta.ll

5.2.1 Algunas consecuencias del teorema 5.2.1

El siguiente teorema es una generalizacién del teorema de Richardson para digraficas
posiblemente infinitas.

Teorema 5.2.2 ([17]). Sea D wuna digrifica (posiblemente infinita) sin subdigrdficas
inducidas que sean finitamente nicleo imperfectas criticas. Si todo ciclo de longitud impar
posee al menos dos flechas simétricas, entonces D es nicleo perfecta.

Demostracién.
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Sea S la familia de componentes fuertemente conexas de Asim(D). Por demostrar que
para cada H en S se tiene que D[V (H)] es nticleo perfecta.

Sea H en §. Como la digrafica que consiste de un sélo vértice es niicleo perfecta, entonces
supongamos que |V (H)| > 2.

Afirmacion 1: H no tiene ciclos de longitud impar.
Si H tuviera ciclos de longitud impar ya no se cumple la hipdtesis "todo ciclo de longitud
impar posee al menos dos flechas simétricas” (ya que H es una subdigrafica de Asim(D)).

Afirmacion 2: H es bipartita.
Como H es fuertemente conexa y no tiene ciclos de longitud impar, se sigue del teorema
1.1.5 que H es bipartita.

Sea {Vi, Vo} una particién de V(H) en conjuntos independientes.

Afirmacién 3: {V}, V2} también es una particién de los vértices de D[V (H)] en conjuntos
independientes.

Por demostrar que Vi y V5 son conjuntos independientes en D. Procediendo por con-
tradiccion, supongamos que Vi no es independiente en D, entonces existen x; y x5 en
V1 tales que (z1,22) € A(D). Como V; es independiente en H y H es subdigrafica de
Asim(D), entonces en D[V (H)]| se tiene que (z1,x5) es una flecha simétrica. Puesto que
H es fuertemente conexa se tiene que para x; y o existe una trayectoria que va de
hacia x5 en H, llamémosle 7, la cual es de longitud par ya que {z1,z5} C V;. Notemos
que 71 estd contenida en Asim(D) ya que H es una subdigréfica de Asim(D). Entonces
71 U (29, 1) es un ciclo de longitud impar con exactamente una flecha simétrica, a saber
(x1,m2). Lo cual no es posible por hipo6tesis. Por lo tanto, V] es independiente en D.
Andlogamente se demuestra que V5 es independiente en D.

Por lo tanto, D[V (H)] es bipartita, lo que implica que D[V (H)] es ntcleo perfecta (por
teorema 4.2.1).

Por lo tanto, como D[V (H)] es niicleo perfecta para toda H en S 'y D no contiene sub-
digraficas inducidas que sean finitamente nicleo imperfectas criticas, se sigue del teorema
5.2.1 que D es ntcleo perfecta.ll

Corolario 5.2.1 ([17]). Sean D una digrdfica (posiblemente infinita) sin subdigrdificas
inducidas que sean finitamente nicleo imperfectas criticas y S la familia de componentes
fuertemente conezas de Asim(D). Si para cada G en S se tiene que todo ciclo de longitud
impar en D[V (G)] posee al menos dos flechas simétricas, entonces D es nicleo perfecta.

Demostracion. Es una combinacién del teorema 5.2.2 y el teorema 5.2.1.1

Los siguientes resultados son consecuencias de la combinacion del teorema 5.2.1 y los
resultados vistos en el capitulo 4.



98 5.2. Caracterizacion de las digraficas infinitas niicleo perfectas

Corolario 5.2.2 ([17]). Sean D una digrdfica (posiblemente infinita) sin subdigrdficas
imducidas que sean finitamente nicleo imperfectas criticas y S la familia de componentes
fuertemente conezas de Asim(D). Si para cada G en S se tiene que D[V (QG)] es exterior-
mente finita y toda subdigrdfica inducida finita de D[V (G)] tiene nicleo, entonces D es
nucleo perfecta.

Demostracién. Es una combinacién del teorema 4.3.1 y el teorema 5.2.1.1

Corolario 5.2.3 ([17]). Sean D una digrdfica (posiblemente infinita) sin subdigrdficas
inducidas que sean finitamente nicleo imperfectas criticas y S la familia de componentes
fuertemente conexas de Asim(D). Sipara cada G en S se tiene que existen dos subdigrdficas
Dy, y Dy de DIV (QG)] tales que D[V (G)] = Dy U Dy (posiblemente A(Dy) N A(Dy) #
0), donde Dy es derecha pretransitiva, Do es izquierda pretransitiva y D; no contiene
trayectorias infinitas exteriores, para cada i en {1,2}, entonces D es nicleo perfecta.

Demostracién. Es una combinacién del teorema 4.6.1 y el teorema 5.2.1.1

Corolario 5.2.4 ([17]). Sean D una digrdfica (posiblemente infinita) sin subdigrdficas
inducidas que sean finitamente nicleo imperfectas criticas y S la familia de componentes
fuertemente conezas de Asim(D). Si para cada G en S se tiene que D[V (G)] es una
digrafica transitiva tal que cada una de sus trayectorias infinitas exteriores tienen al menos
una flecha simétrica, entonces D es nicleo perfecta.

Demostracién. Es una combinacién del teorema 4.5.3 y el teorema 5.2.1.1

Corolario 5.2.5 ([17]). Sean D una digrdfica (posiblemente infinita) sin subdigrdficas
inducidas que sean finitamente nicleo imperfectas criticas y S la familia de componentes
fuertemente conezas de Asim(D). Si para cada G en S se tiene que D[V (G)] es una
digrdfica transitiva con numero cromdtico finito, entonces D es nicleo perfecta.

Demostracién. Es una combinacién del teorema 4.5.1 y el teorema 5.2.1.1

El siguiente teorema es otro resultado original.

Teorema 5.2.3. Sea D una digrdfica posiblemente infinita. Si existe una particion {Vy,Va}
de V(D) tal que toda V1 Va-flecha es simétrica en D y D[V;] es niicleo perfecta para cada i
en {1,2}, entonces D es nicleo perfecta.

Demostracion.
Sea H una subdigréafica inducida de D. Por demostrar que H tiene nicleo. Veamos dos
casos, respecto a H.
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Caso 1) V(H) C V; para algtin ¢ en {1, 2}.
Como DI[V;] es nicleo perfecta para cada i en {1,2}, entonces H tiene niicleo.

Caso 2) V(H) NV; # () para cada i en {1,2}.

Sean Gy = D[V(H)NVi| y Gy = D[V(H) N V,]. Sabemos que (G; tiene ntcleo por ser
subdigrafica inducida de D[V;], digamos N;. Consideremos el conjunto S = V(Gs) \
(I'5(N1) NV(Gy)). Veamos dos subcasos, respecto a S.

Subcaso A) S = 0.

En este caso, como todos los vértices de S son adyacentes hacia vértices de Ny, tenemos
que N; ya es ntcleo de H.

Subcaso B) S # 0.
En este caso existe un subconjunto Ny de S tal que Ny es nicleo de G[S] (porque G[S] es
subdigrafica inducida de D[V3] y D[V4] es niicleo perfecta).

Afirmacion: Ny U N, es ntucleo de H.

Por demostrar que Ny U Ny es un conjunto independiente en H. Sabemos que N; y No
son conjuntos independientes dentro de Gy y G[S], respectivamente. Veamos que no hay
flechas entre ellos.

Por demostrar que no existe la NyN;-flecha en H. Por construcciéon no hay flechas de S
hacia V;.

Por demostrar que no existe la N7 No-flecha en H. Por hipdtesis sabemos que las V;V5-
flechas son simétricas, asi que si tuvieramos la N;Ns-flecha en H implicaria tener la
Ny Ni-flecha en H, la cual ya vimos que no existe.

Por lo tanto, Ny U Ny es un conjunto independiente en H.

Por demostrar que N; U Ny es un conjunto absorbente en H. Sabemos que N; es ntucleo
de Gy, asi que N; absorbe a (V(G1)\N1) U (I'5(N1) N V(G2)) y puesto que Ny es niicleo
de G[S] se tiene que Ny absorbe a S\ Ns.

Por lo tanto, N; U Ny es un conjunto absorbente en H.

Asi, N1 U Nj es nucleo de H, concluyendo que D es ntucleo perfecta.ll






Conclusiones

En esta tesis exhibimos algunos resultados que muestran la existencia de nticleos en
digraficas infinitas, en ciertos tipos de digrafica, como son: digraficas exteriormente
finitas, digraficas con ciclos, digraficas transitivas, digraficas pretransitivas, digraficas
cuasitransitivas, digraficas bipartitas. Posteriormente todos estos resultados sirvieron para
establecer nuevas condiciones que garantizan la existencia de nicleos en digraficas infinitas
en el capitulo 5.

En el capitulo 5 de esta tesis se presenté un resultado original, el cual muestra cuando
una digrafica posiblemente infinita es nicleo perfecta (teorema 5.2.1), esto considerando
algunas caracteristicas en la parte asimétrica de la digrafica combinado con el concepto de
digrafica finitamente nicleo imperfecta critica. Como consecuencia de este resultado se
derivaron nuevas condiciones en digraficas infinitas que garantizan la nicleo perfeccion.
Cabe mencionar que la continuidad de la investigacion fue realizada por mi asesora Rocio
Sénchez Loépez en [17].

Podemos concluir que algunas condiciones suficientes para la existencia de ntcleos en
digréficas infinitas son mostradas en esta tesis.
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Apéndice

El siguiente apartado trata de los conceptos bésicos de la légica de enunciados (légica
proposicional). La finalidad de esta seccién es poder enunciar con claridad el teorema de
compacidad.

En la l6gica de enunciados se construye un lenguaje con el cual se pueden traducir oraciones
del espanol. A diferencia de los lenguajes naturales, éste es un lenguaje formal, con reglas
de formacién precisas.

El uso de lenguajes formales permiten escapar de la imprecisién y las ambiguedades de los
lenguajes naturales; sin embargo, esto tiene su precio: los lenguajes formales tienen un
grado de expresividad muy limitado.

La descripcion de un lenguaje formal incluye generalmente tres tipos de datos:

1. Se especifica el conjunto de simbolos (el alfabeto). En el caso presente, la l6gica de
enunciados, algunos de los simbolos son

(a)) -, T A17 A27 s

2. Se especifican las reglas para formar las sucesiones finitas de simbolos gramaticalmente
correctas (tales sucesiones se denominan formulas).

3. También se indican las traducciones permisibles entre el espanol y el lenguaje formal.
Los simbolos Ay, As, ... pueden ser traducciones de enunciados declarativos del
espanol.

Supondremos que se nos da una sucesion infinita de objetos distintos a los que llamaremos
simbolos, ver tabla 5.1.

Los cinco simbolos =, A, V, —, <> se llaman conectivos de enunciado. Los conectivos,
junto con los paréntesis, son los simbolos l6gicos. Al traducirlos del espatiol y al espanol
siempre desempenan el mismo papel. Los simbolos de enunciado son los pardmetros (o
sitmbolos no logicos). Su traduccién no estd fija; més bien estaran abiertos a una gran
diversidad de interpretaciones. A los simbolos de enunciado simplemente los llamaremos
simbolos.

Se supone que ningtin simbolo es una sucesion finita de otros simbolos; es decir, los simbolos
de la tabla 5.1 no sélo son distintos, sino que, ademas, ninguno de ellos es una sucesion
finita de dos o méas simbolos.
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Simbolo Nombre largo Observaciones

( paréntesis izquierdo puntuacion

) paréntesis derecho puntuacion

- simbolo de negacién espanol: no

A simbolo de conjuncién espanol: y

Vv simbolo de disyunciéon espanol: o

— simbolo de condicional espanol: si..., entonces
e simbolo de bicondicional espanol: si y solo si
A primer simbolo de enunciado

Ao segundo simbolo de enunciado
A, enésimo simbolo de enunciado

Tabla 5.1

Una expresion es una sucesion finita de simbolos. Una férmula se define como una
expresion “gramaticalmente correcta”, las expresiones sin sentido son excluidas. De esta
ultima definicion se tienen las siguientes consecuencias:

1. Todo simbolo de enunciado es una férmula.

2. Si Ay B son férmulas, entonces también lo son (—A), (AA B), (AV B), (A — B),
(A + B).

3. Ninguna expresion es una férmula a menos que los dos puntos anteriores obliguen a
ello.

En resumen, una férmula es una expresion que puede construirse a partir de simbolos de
enunciado aplicando un numero finito de veces las operaciones de construccion de formulas
definidas por (-A), (AAB), (AV B), (A — B), (A < B).

Fijemos un conjunto {F,V'} de valores de verdad consistentes en dos puntos distintos:
F, llamado falso,
V', llamado verdadero.

Una asignacion de verdad v para un conjunto § de simbolos de enunciados es una
funcion v: S — {F,V} que asigna V o F' a cada simbolo de S.

Sea S el conjunto de férmulas que pueden construirse a partir de S con las cinco operaciones
de construccién de formulas. Una extensién v: § — {F,V'} de v que asigne el valor
correcto de verdad a cada férmula de S, satisface: para cualquier A en S, v(A) = v(A) y

en la siguiente tabla se exhibe el valor de verdad asociado a cada férmula de S, a partir
de la asignacion de verdad v.
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al|pBlalaNf|laVB|la—=p|a—

VI V| F \Y \Y% \Y% \Y

VI F| F F \Y F F

FIV |V F \Y \Y F

F|F|V F F \Y \Y%
Tabla 5.2

Se dice que una asignacién de verdad v satisface ¢ si y solo si v(p) = V.

El siguiente teorema es el de compacidad.

Teorema 5.2.4. Sea Y un conjunto infinito de férmulas tal que para todo subconjunto
finito Y, de Y existe una asignacion de verdad que satisface a todos los elementos de
> o- Entonces existe una asignacion de verdad que satisface a todos los elementos de ) .
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