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I recall that during one walk Einstein suddenly stopped,
turned to me and asked whether I really believed that the Moon
exists only when I look at it.

Abraham Pais”

“Pa1s, A. Rev. Mod. Phys. 51 (1979), p. 907.
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Introduccion

La electrodinamica estocastica, o EDE, es una teoria fundamental de la
mecanica cuantica en proceso de construccién que explica la cuantizacion co-
mo un fendémeno emergente generado por un proceso estocastico primordial
de origen electromagnético [1]. Concretamente, la EDE explora la hipdtesis
de que el comportamiento cuantico es una consecuencia de la interaccion,
permanente e inevitable, entre la materia y el campo estocéastico de radia-
cién de punto cero [2], o CPC, al considerarlos elementos inseparables de un
sistema fisico més grande y completo.

El método de la electrodinamica estocastica inicia con la consideracion
de una particula material cargada sujeta a la acciéon del CPC, el cual es una
solucion de las ecuaciones de Maxwell en el vacio que, no obstante, es ajena a
la fisica clasica [1]. La dindmica de la particula es gobernada, en un principio,
por una ecuaciéon de movimiento clasica y estocastica. Al dejar evolucionar
el sistema, se encuentra que existen situaciones en las que este alcanza un
régimen reversible en el que existe un balance detallado de energia entre el
campo de fondo y la particula en promedio, tal que los términos radiativos en
las ecuaciones dindmicas de la particula se reducen a correcciones que pueden
ser despreciadas en una primera aproximacion. Bajo estas condiciones, se
encuentra que la evolucién de la parte mecéanica del sistema esta controlada
por las leyes de la mecédnica cudntica [1].

El tratamiento conjunto de la materia y el campo de radiacién de punto
cero dota a la electrodindamica estocastica de los elementos necesarios para
el estudio de la absorcién y emision de radiacion por parte del subsistema
mecanico y de las correcciones radiativas que de estas emergen. Como re-
sultado, este tratamiento le permite a la EDE describir consistentemente no
solo los fenémenos mecanocuanticos, sino también aquellos que se encuentran
dentro de los dominios de la electrodindmica cuéntica [1].



2 INTRODUCCION

La EDE permite esclarecer algunos de los problemas caracteristicos de
la teoria cuantica, como el mecanismo detras de la estabilidad atémica o la
naturaleza de las fluctuaciones cuanticas, desde un marco tedrico autoconsis-
tente que reafirma principios fundamentales de la ciencia como el realismo,
la causalidad y la localidad [1]. La virtud de esta teoria sobre otras formula-
ciones alternativas de la mecénica cuantica es que ofrece una perspectiva del
mundo cuantico desde fuera de este al llegar al formalismo cuantico desde un
cimiento fisico bien establecido [1].

El oscilador armoénico, o OA, ofrece una oportunidad tnica para estudiar
explicitamente las propiedades que adquiere un sistema mecanico al estar en
contacto con el CPC y para mostrar, con un ejemplo concreto, cémo un ob-
jeto clasico se convierte a través de dicha interaccién en uno cudntico [2]. Por
esta razon, muchos de los autores que sentaron las bases tedricas de la elec-
trodinamica estocastica, entre los que destacan P. Braffort, T. W. Marshall,
E. Santos, L. de la Pena, A. M. Cetto, T. H. Boyer y H. M. Franca, aplicaron
sus resultados al oscilador arménico con el fin de mostrar las implicaciones y
los alcances de la teoria. Por ello, el OA es el sistema mecédnico que ha sido
mas estudiado en la EDE.

Los objetivos de esta tesis fueron estudiar los comportamientos dindmicos
del oscilador armonico y del oscilador armonico forzado de la EDE en el
espacio fase y comprobar que estos convergen a sus homoélogos cuanticos en el
limite temporal asintotico de la teoria. Para esto, se realizé primeramente una
descripcion estadistica en el espacio fase de la parte estacionaria de la solucién
de la ecuacion de Braffort-Marshall para el OA a partir de una revision de
los resultados mas notorios de la electrodinamica estocastica. Posteriormente,
se utilizo el formalismo de la ecuacién generalizada de Fokker-Planck de la
EDE para construir la ecuacién de evolucién temporal de la densidad de
probabilidad promedio del oscilador armonico en el espacio fase, considerando
la aproximacién markoviana y el limite temporal asintético. Al resolver esta
ecuacion se pudo analizar el comportamiento del OA en dicho limite y se pudo
comprobar que la solucién tiende al estado estacionario previamente descrito.
Este andlisis se realizé también para un oscilador armoénico forzado por un
campo eléctrico externo. Finalmente, se estudiaron los principios basicos de la
formulacién de la mecanica cuantica en el espacio fase con el fin de hacer una
comparacion detallada entre los resultados obtenidos desde la perspectiva
de la electrodindmica estocastica y las descripciones cuanticas del oscilador
armoénico y sus estados coherentes.



Capitulo 1

El oscilador armonico en la
electrodinamica estocastica

El estudio mecanico no relativista de una particula puntual de masa u y carga
e, tipicamente un electrén, sujeta a un potencial arménico de frecuencia wy
y en interacciéon con un campo de radiacion electromagnética parte de la
funcién hamiltoniana total del sistema particula-campo, es decir,

1 e \2 1 1
M=y (p - EA) + SR+ /(EL2 +BY)Pr, (L)
donde A = A(x,t) denota el potencial vectorial del campo electromagnético,
tal que E+ = —(1/c)0A /0t y B = V x A son sus componentes eléctrical y
magnética, respectivamente [2, 3, 4]. La ecuacién (1.1) consta de tres partes:
la primera representa el término cinético del sistema, que para el caso de una
particula cargada en un campo electromagnético externo consta de una parte
mecanica y una correccién electromagnética proporcional al vector potencial
[3]; la segunda parte expresa la interaccién de la particula con el potencial
armonico; y finalmente, se tiene la contribucién energética del campo de
radiacion presente, esto es, la funcién hamiltoniana asociada a dicho campo
electromagnético.

'La componente longitudinal del campo eléctrico, Ell, no esté presente en la ecuacién
(1.1) porque no forma parte del campo de radiacién, el cual es transversal por construccién
[3]. En la norma de Coulomb se tiene que la componente Ell estd asociada tinicamente al
potencial escalar, El = —V®, de modo que esta puede suponerse como el origen fisico del
potencial armoénico que sujeta a la particula cargada.
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El campo de radiacién en la norma de Coulomb y en condiciones de
ausencia de materia satisface una ecuacion de onda, de tal manera que puede
expresarse en términos de sus modos normales de oscilacién, a través del
vector potencial, de la siguiente manera:

2
AGet) = 37 | L (g pelexiont 4 gp kot g (12)
k) WiV
donde k es el vector de onda y A = 1,2 es el indice de polarizaciéon, de mo-
do que los vectores de polarizaciéon & y k forman una base ortonormal de
vectores unitarios. Ademads, se tiene que la frecuencia de oscilacién de cada
modo wy, estd definida a través de la relacién de dispersién w? = *k?, y que la
energia por modo es igual a &, cuando las amplitudes ay ) estdn normalizadas
a la unidad, es decir, cuando satisfacen que |ayx y|*> = 1. Finalmente, V' de-
nota el volumen del paralelepipedo, con condiciones a la frontera periddicas,

utilizado para teselar el espacio tridimensional [2].

Al obtener las expresiones para los campos E+ y B, a partir de la ecuacién
(1.2), y sustituirlas en la funcién hamiltoniana expresada en la ecuacion (1.1)
pueden deducirse las ecuaciones de movimiento de la particula y cada uno de
los modos de oscilacion del campo. Los modos del campo pueden obtenerse
como funciones del tiempo mediante la integracion directa de sus ecuacio-
nes de evolucién. Por su parte, la ecuacion de movimiento de la particula
puede expresarse en términos de dichos modos de manera que, al tomar en
consideracién que # < ¢, esta puede aproximarse por?

mx = —mwix +m7X + eEt(x,t) + % x B(x,1). (1.3)
La ecuacién (1.3) corresponde a la ecuacién de Abraham-Lorentz de un OA
cargado en presencia de un campo de radiacion electromagnética. Una ecua-
cién de Abraham-Lorentz se caracteriza por poseer un término proporcional
a la tercera derivada de la posicién de la particula, m7X, que modela la in-
teraccion de esta ultima con la radiacion generada por su propio movimiento
[3]. Adicionalmente, una ecuacién de Abraham-Lorentz implica una renorma-
lizacién de la masa de la particula, como se muestra en el apéndice A, tal que
la masa original p ha sido remplazada por la cantidad m = p + dm, siendo

2Una deduccién detallada de la ecuacién de movimiento de Abraham-Lorentz, partiendo
desde la funcién hamiltoniana de la ecuacién (1.1), puede verse en la referencia [5].



dm una correccion de origen electromagnético [2, 6]. Los términos restantes
en el lado derecho de la ecuacién (1.3) representan las fuerzas externas que
actian sobre la particula, siendo, en este caso, la fuerza armonica y la fuer-
za de Lorentz resultante de la interaccion con los campos electromagnéticos
externos, respectivamente.

El factor 7 = 2¢?/3mc?, que posee un valor numérico de aproximadamente
6.3x 1072 segundos para el caso de un electrén, es pequefio en comparacion
con los tiempos atémicos usuales al considerar variaciones realistas de las
fuerzas aplicadas [6]. Por esta razén, el término X en la ecuacién (1.3) puede
aproximarse, como se demuestra en el apéndice A, por la expresién —w2x [3].
Asi, la ecuacion de movimiento de la particula se reescribe como

mx = —mwix — myx + eEH(x,t) + S B(x,1), (1.4)
c
donde se ha definido la frecuencia v = T7w?. Esta frecuencia resulta ser mucho

menor que la frecuencia natural del oscilador,
v <K W, (15)

para problemas no relativistas, como se ilustra en el apéndice B. Por otro
lado, dado que se ha supuesto que la particula realiza un movimiento con
velocidades no relativistas, se tiene que la fuerza magnética sobre la particula
es despreciable en comparacion con la fuerza eléctrica, de manera que

mx = —mwix — myx + eBH(x, 1). (1.6)

Finalmente, los modos del campo que son relevantes para el movimien-
to no relativista de la particula poseen longitudes de onda mayores que
las dimensiones caracteristicas del subsistema mecéanico, como se discute en
apéndice A. De esta manera, puede suponerse que en la regién del espacio
ocupada por la particula el campo eléctrico no varia apreciablemente [2]. Con
base en esta consideracién, conocida como aproximacion de longitud de onda
larga o dipolar eléctrica [2], la dependencia de la posicién del campo eléctrico
puede ser despreciada, de modo que la ecuacién (1.6) se reduce a

m¥ = —mwix — myx + eE(t). (1.7)

La ecuacién (1.7) corresponde mecanicamente a la ecuacién de movimiento
de un oscilador arménico de frecuencia wy amortiguado, debido al efecto de
su propia radiacion, y forzado, por la presencia de la componente eléctrica
del campo de radiacion.
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1.1. Descripcion estadistica del campo
electromagnético del vacio

El campo electromagnético del vacio, también conocido como campo de ra-
diacién de punto cero o CPC3, es el nombre asignado a la componente elec-
tromagnética del conjunto de campos aleatorios de punto cero existentes en
ausencia total de materia [2]. Contraria a la suposicién clésica, la cual impli-
ca que en ausencia de fuentes no existe campo electromagnético, la nocion
de campo de radiaciéon de punto cero propone una soluciéon mas general a
las ecuaciones de Maxwell en el vacio, la cual resulta de la imposicion de
condiciones a la frontera mejor adaptadas para la descripcién de un sistema
fisico abierto [7].

Concretamente, el CPC se entiende como un campo electromagnético
de caréacter estocastico que persiste incluso a temperatura cero y al que le
corresponde una energia media por modo de oscilaciéon proporcional a su
frecuencia [8], &(w) = fw/2. Adicionalmente, se tiene que los modos de
oscilacion del CPC son estadisticamente independientes y que su espectro de
frecuencias es un invariante de Lorentz [7, 9, 10], el cual estd dado por

hw?)

223’

po(w) (1.8)
Aunado a lo anterior, el campo de radiacién de punto cero en el espacio
vacio se supone generado por una cantidad arbitrariamente grande de fuentes
externas al sistema, tal que este es altamente desordenado. Esto implica que
el CPC es fuertemente incoherente, lo que ayuda a explicar que sus efectos
son inobservables a escalas macroscépicas® [2, 7]. En el apéndice C se deducen
y discuten algunas de estas cualidades del campo electromagnético del vacio.

Con base en las propiedades anteriores puede construirse una descripcion
estadistica del CPC. Siendo asi, supéngase que se efectiia una medicién en un
periodo corto de tiempo ty, durante el cual se realiza un promedio temporal
de las componentes del CPC. Debido a la no observabilidad de estos campos

3El CPC fue propuesto de manera formal por W. Nernst, en 1916, cuando argumenté
que las diferencias entre los osciladores de Planck y el campo de radiacién son inadmisibles
si ambos sistemas se hallan en equilibrio estadistico al estar en contacto térmico [2].

4A pesar de esto, debe tenerse en cuenta que cada modo del CPC mantiene una corre-
lacién suficiente para ser considerado una oscilacién. Esto es relevante puesto que dichas
correlaciones distinguen al CPC de un simple ruido carente de correlacién significativa.
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se tiene que sus promedios temporales deben ser nulos [2], i. e.,

to 1 to

E(x, t)dt = 0, B(x,t)dt = 0, (1.9)

to 0 t[) 0

siendo ty una cantidad grande comparada con los tiempos atémicos relevan-
tes. Analogamente, puede considerarse que los campos electromagnéticos del
campo de punto cero son, en cada instante, una realizacion de las infinitas
realizaciones posibles contenidas en el ensamble estadistico. En este caso, el
caracter puramente aleatorio de estos campos implica que el promedio sobre
todas las realizaciones es cero [2, 7], es decir,

(E(x,t)) =0,  (B(x,t)) =0, (1.10)

donde (A) denota el promedio de la cantidad A sobre todas las realizaciones
posibles de las variables aleatorias del ensamble.

Por otro lado, dado que la energia media por modo de oscilacién del
CPC es igual a hw/2, se tiene que la expresién para el vector potencial de la
ecuacion (1.2) se reescribe en dicho caso particular como

2h ) ) ) )
Ax,) =Y ZV (arre™> 0 ap e Hextint) g, (1.11)
kA

Las amplitudes de la expresién (1.11), representadas como ay x y e s SON
consideradas variables aleatorias, tales que se supone que toda la estocasti-
cidad del vector potencial A proviene del conjunto de variables {ax , aj ,}
[2]. Asi, al obtener los campos eléctrico y magnético del vector potencial de
la ecuacion (1.11) y calcular los promedios expuestos en la ecuacién (1.10),
se obtiene que las amplitudes ax x, que se suponen estadisticamente indepen-
dientes para modos distintos, promedian por separado a cero,

(ak,,\> = 0, <CLi';)\> = 0, (1.12)

al igual que el producto de dos amplitudes correspondientes a modos de
oscilacion distintos del campo [2, 7]. Con base en esto, y siendo consistente
con que |ag|? =1, se llega a que

(ag a1 3) = Orae Oanr, (1.13)

siendo nulos los promedios del resto de los productos posibles.
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En el limite continuo de la representacién del campo se tiene que las
amplitudes aleatorias se transforman como ay » — ax(k), tal que el promedio
expresado en la ecuacién (1.13) se reescribe como [2]

5(k — k')

(laxal?)

Existen situaciones fisicas en las que es conveniente describir el potencial
vectorial magnético y los campos electromagnéticos en términos del conjunto
de variables canénicas {qx x, Pk} [2, 6, 11], las cuales se definen como:

| E . € N
Qer =1 Q—Z(akA—ak)\); Pry =1 —k(ak7A+ak)\). (1.15)
Wi, ’ 2 ’

Siendo asi, para el caso del campo electromagnético del vacio es inmedia-
to notar, de las ecuaciones (1.12) y (1.13), que ambas variables canénicas
promedian a cero,

<a§(k)ax(k’)) = 5>\,\/ = 5/\)\/(5(1{ — k/) (1.14)

(qn) =0, (Pra) =0, (1.16)
y que no estan correlacionadas.

De manera analoga, se tiene que los segundos momentos estadisticos de
las variables candnicas, los cuales coinciden con las varianzas en este caso
por la ecuacién (1.16), estdn dados por:

Eo(wy) h

2 _ 2 0(Wk

= = =5 1.1

T = (Gicn) 2 or (1.17)
Mk

Oper = (Picr) = Eolwr) = o (1.18)

Al tomar el producto directo de las dispersiones de las variables candnicas
dk Y Pk del CPC es inmediato llegar a que

2
2 2 _

Q)" P,y 4 (1‘19)
El resultado expuesto en la ecuacién (1.19) sugiere que el CPC es el origen
ultimo e irreducible de las llamadas fluctuaciones cuédnticas [1]. La magnitud
de este producto estd acotada por debajo debido a la falta de contribucio-
nes térmicas a las fluctuaciones, es decir, el valor minimo h?/4 es alcanzado
unicamente cuando todas las fluctuaciones térmicas han sido eliminadas al
alcanzar el limite de temperatura cero [1].
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1.1.1. Correlaciones de dos puntos y distribuciones de
probabilidad

Partiendo de los resultados obtenidos es posible construir correlaciones de dos
puntos que involucren diferentes componentes del campo electromagnético
del vacio [2, 7]. De este modo, para el campo eléctrico se tiene, usando la

relacién E = —(1/¢)0A /0t y los resultados de las ecuaciones (1.12) y (1.13),
que la correlacién de dos puntos se puede expresar como

(Ei(x,t)E;(x', 1)) = @ > " wil8yj — kikj) cos (k- Ax — wpAt),  (1.20)
k

donde se han definido las diferencias Ax = x —x' y At =t —t'. Para llegar a
la ecuacién (1.20) se realiz6 la suma sobre el indice de polarizacién resultante
en términos de deltas de Kronecker [11], esto es,

Z(éﬁ)i(éﬁ)j =05 — ]%1]%‘7 (1.21)
A

La correlacion de dos puntos del campo magnético se obtiene de manera
analoga, conduciendo al mismo resultado que el campo eléctrico. El hecho de
que el resultado expuesto en la ecuacion (1.20) depende tnicamente de las
diferencias Ax y At es debido a la homogeneidad y al caracter estacionario
del campo [2]. Un caso que es de interés en el estudio de estas correlaciones
es en el que x = x/, de modo que de la ecuacién (1.20) se obtiene, al tomar
su limite continuo haciendo la sustitucién (1/V)E, — (1/87°) [ d*k, que

(Ei(x,t)Ej(x,t)) = o /000 w? cos (wAt)/Q (05 — kikj)dQdw.  (1.22)

472c3

Dado que el promedio angular de l%ll;‘] es 0;;/3 [12], se tiene que la integral
angular de la ecuacién (1.22) se reduce a 87;;/3, de tal manera que

(Ei(x,t)Ej(x,t)) = 5ij/ So(w) cos (w(t —t'))dw, (1.23)
0
donde se ha definido el espectro de potencias Sy(w) en términos de la densidad

espectral del campo de radiacién de punto cero py(w) como [2]

4m 2hw?
So(w) = ?po(w) =33 (1.24)
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Asi, con base en la ecuacién (1.23), se tiene que la covarianza de la compo-
nente eléctrica del campo electromagnético del vacio es igual a

Tge/(t —t) = (E(x,t) - E(x,t)) = 3/000 So(w) cos (w(t —t'))dw.  (1.25)

La transformada de Fourier de la ecuacién (1.23) es la versién de la EDE
del teorema de Wiener-Khintchine, el cual proporciona el espectro de po-
tencias en términos de la transformada de Fourier de la correlacion a dos
tiempos del campo [2, 13]. Asi, partiendo de la definicién de la transformada
de Fourier del campo eléctrico, Ei(x, w), y utilizando el teorema de Parseval-
Plancherel en su versién unidimensional, se llega a que [2]

(Ei(x,w)E¥(x,w')) = 6;;5(w)d(w — ). (1.26)

Es importante remarcar que para el caso del campo electromagnético del
vacio es necesario introducir una cota superior en las frecuencias del espec-
tro, como se discute en los apéndices A y C, para asignarle un significado
definitivo a las expresiones anteriores [2].

Una suposicién adicional que se hace regularmente en la EDE, que fue
propuesta originalmente por A. Einstein y L. Hopf en 1910, es que las am-
plitudes de los modos de oscilacion del CPC son variables aleatorias con una
distribucién normal [2, 14]. Esto implica que las variables canénicas g\ y
Pk, poseen distribuciones gaussianas, de modo que, de acuerdo a los resul-
tados expresados en las ecuaciones (1.16), (1.17) y (1.18), sus distribuciones
de probabilidad son:

1
P qcn) = /Qwa—zefqi’k/%g = %eiwiqﬁ“/m; (1.27)
q
1 1

e_Pi,A/Qog -
/2702 Vhw
donde se ha simplificado la notacién como ¢ = g y P = pxr. Ya que pg .\
Y gk son variables no correlacionadas se tiene que la distribucién de proba-
bilidad conjunta en el espacio fase puede obtenerse mediante el producto de
las ecuaciones (1.27) y (1.28) [2], tal que esta es

e PR/ (1.28)

Ppcpc(pk,,\) =

e

1 - w
Fopc (g, Pry) = W@ (P, x Twidi, )/ 260 (1.29)
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La expresion (1.29) es conocida en la teoria cudntica como la funcién de
Wigner del estado base de un oscilador arménico cudntico [15].

Aunado a lo anterior, se tiene que la cantidad entre paréntesis en el ex-
ponente de la distribucién (1.29) es proporcional a la energia de un modo
de oscilacion del campo de radiacion cuando este ha sido representado como
un OA [2], ecuacién (1.15). Asi, dado que las variables canénicas del CPC
poseen distribuciones gaussianas, se tiene que la distribucion de probabilidad
de la energia de cada uno de sus modos es

Fopo(€) = E5te /%0, (1.30)

Esta distribucion reproduce el hecho de que el valor medio de la energia por
modo es igual a &, e implica una varianza o2 = €2 en su valor.

1.2. La ecuacion de movimiento de
Braffort-Marshall

La premisa principal de la electrodinamica estocastica es que el comporta-
miento cuantico de la materia surge de la interacciéon permanente de esta
con el campo de radiacién de punto cero [2]. Tomando esto en consideracion,
se supondrd de ahora en adelante que el campo E*(t) de la ecuacién (1.7)
corresponde a la componente eléctrica del campo electromagnético del vacio
[8, 16], de manera que dicha ecuacion, conocida en el contexto de la EDE co-
mo ecuacion de movimiento de Braffort-Marshall [17], ahora corresponderd
a una ecuacién diferencial estocdstica ordinaria [18]. A partir de ahora se
denotara la componente transversal del campo eléctrico del CPC de forma
compacta como E(t) para simplificar la notacién, ya que esta es la tnica
involucrada en la dinamica de la particula.

Un problema asociado con la ecuacion de Braffort-Marshall es el de definir
el momento de la particula en presencia de la radiacién de forma que pueda
ser comparado con el experimento. En ese sentido, se tiene que el momento
de la particula debe definirse como una funcién de cantidades observables,
tal que su cambio en el tiempo sea igual a las fuerzas experimentalmente
controlables que actian sobre ella, es decir, excluyendo aquellas originadas
por la presencia del campo de fondo [18]. Siendo asi, se tiene que

P = —muwix. (1.31)
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Al sustituir la ecuacion (1.31) en la ecuacién (1.7), se obtiene que el momento
mecanico de la particula es igual a

mxX =p— myx — SA(t). (1.32)

La ecuacién (1.32) implica que en el momento mecanico de la particula se
pueden identificar dos partes: el momento observable p y una componente
adicional oculta y fluctuante dada por los tltimos dos términos [18].

1.2.1. Descripciéon estadistica de la solucion
estacionaria

La solucién de la ecuacién (1.7) puede expresarse como X = Xgan + Xest,
donde x.., representa la parte transitoria y X la parte estacionaria de la
solucién [16, 18]. La parte transitoria es independiente del campo externo,
oscila con una frecuencia w; = (wg — (7/2)%)Y? & wy, decae en el tiempo
como exp(—yt/2) y depende de las condiciones iniciales de la particula. Sin
embargo, a pesar de que la constante temporal de decaimiento y~! es pequena
en la escala macroscopica, esta es muy grande comparada con los tiempos
atémicos caracteristicos, tal que es necesario esperar un largo tiempo en dicha
escala para que el movimiento transitorio desaparezca [2]. Asi, con el paso del
tiempo la solucién estacionaria se convierte en la mas relevante, de manera
que el movimiento queda definido por el campo de fondo [16, 19].

La parte estacionaria del movimiento del oscilador armonico, denotada

como x(t) de ahora en adelante, admite un desarrollo en series de Fourier [2],
de modo que se expresa como

x(t) =Y / (R (K)ax(K)e™ + % (K)a} (k)e“*") k. (1.33)
A

Por otro lado, como se mencion6 anteriormente, en condiciones de ausencia
de materia el campo electromagnético de vacio también puede expresarse
como una suma de ondas planas. En particular, para la componente eléctrica
del CPC se obtiene, al utilizar la relacion E = —(1/¢)0A /0t en la ecuacién
(1.11) y tomar su limite continuo, que

E(t) =Y / <EA(k)a,\(k)e’iw’“t + E;(k)a;(k)ewkt) &, (1.34)
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. = [hwy,
E,(k) = 8—7;;(3; (1.35)

Asi, al sustituir las expresiones (1.33) y (1.34) en la ecuacién de movimiento
(1.7), se obtiene que la amplitud x, (k) se expresa como

donde se ha definido

g (e/mEAK) e Bk
X)\<k> - w(2) _ w}% — iYWy - EA(C‘%)’

(1.36)

lo que implica que la solucién estacionaria estéd dada por

€ E (k) it Ei(k) % iwit | 73
x(t) = . ;/ (A?Wk)a)\(k)e + ma/\(k)e > k. (1.37)

Ya que se supuso que toda la estocasticidad del vector potencial A, y
por ende de la componente eléctrica E, proviene del conjunto de variables
{a,a*}, se tiene que las propiedades estadisticas de la solucién estacionaria
expresada en la ecuacién (1.37) estdan determinadas por las propiedades de
dichas amplitudes [16, 18, 19]. Asi, de los resultados expresados en la ecuacién
(1.12) se obtiene que

(x(t)) = 0. (1.38)

Por otro lado, de la ecuacién (1.31) se tiene que el momento de la particula
es proporcional a la integral temporal de su posicién, tal que partiendo de la
ecuacién (1.37) se llega a que

. EA(k) iy E: (k) .
t) = —iew? E / — gy (k)e it — A (k)ert | B,
p() 0 - <ka(Wk) /\( ) ka*(wk) )\( )
(1.39)
de donde se obtiene inmediatamente que

(p(t)) = 0. (1.40)

En analogia al desarrollo realizado para obtener la covarianza de la com-
ponente eléctrica del CPC, ecuacién (1.25), se tiene que la covarianza de una
de las componentes del momento, en concreto p,, esta dada por

o wW(wi—w)? ]

(1.41)
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De esta manera, la varianza de esta componente del momento de la particula
estd dada por la ecuacién (1.41) cuando ¢t = 0, de modo que

2, 4 00
02 =Ty (0) = 2he’ ey / wi . (1.42)
@ 3rcd Jy (Wi — w?)? + y2w?

Dado que T posee un valor extremadamente pequenio y que v = Twi < wo,
se tiene que 7w < 1 incluso para frecuencias tan altas como la de Compton,
we = mc?/h, la cual es la frecuencia més alta de interés en la electrodindmica
estocastica [2]. Por ello, la contribucién mas importante para la integral de la
ecuacién (1.42) proviene de la resonancia localizada en w =~ wy [2]. Asi, dicha
integral puede evaluarse al aproximar la frecuencia w por wy en el integrando,
excepto en la diferencia w — wy, de tal manera que

hew? [ dw
2 - 0 1.4
=l | G T (1.43)

donde se ha denotado el valor aproximado de af,z como agpz. Adicionalmente,

ya que la resonancia localizada en wy es muy angosta, pues 7 < wy, se tiene

que el limite inferior de la integral puede extenderse hasta —oo sin introducir

un error apreciable [2], de tal forma que la varianza de la componente x del
momento se reduce a

, _ hetwy [ dw _ he*wy  hmuw
O-Oprc ~ 3 2 2 3 — . (]_44)
6mc? J_o (w—wo)?+ (7/2) 3¢y 2

Utilizando la aproximacion anterior, conocida como aproximacién de linea

estrecha [2], es también posible obtener la varianza de la posicién x, tal que

9 h

00z

(1.45)

2mwg’
siendo los resultados para las otras componentes analogos.

Los resultados expuestos en las ecuaciones (1.44) y (1.45) implican que la
energia promedio de un OA tridimensional en esta aproximacién es [18, 19]
(p*)o | 1
(H)o = o T Qmw(%(XQ)o =3
y que el producto de las dispersiones de dos de sus variables conjugadas es
igual a [20]

= 38, (1.46)

2 o _ M
T0270p. = (1.47)



1.2. LA ECUACION DE BRAFFORT-MARSHALL 15

tal que estos resultados coinciden con los obtenidos para el estado base de
un oscilador arménico tridimensional desde la mecanica cudntica [21].

Finalmente, de forma analoga a lo realizado para el CPC, se tiene que
la distribucién conjunta en el espacio fase de la solucién estacionaria puede
construirse partiendo de que la ecuacion de movimiento del oscilador es lineal
y de que el campo de fondo es un proceso aleatorio estacionario y gaussiano;
es decir, de que x y p son variables normalmente distribuidas con promedio
cero y estadisticamente independientes [16, 18]. Asi, se tiene que

1 2 /962 —x2 /252
Foop) = o553 " e /o, (1.48)
z%p

Las distribuciones de probabilidad marginales Px(x) = [ F(x,p)d®p y
PBy(p) = [ F(x,p)d*x obtenidas a partir de la ecuacién (1.48) reproducen
correctamente, en la aproximacion de linea estrecha, las densidades de pro-
babilidad mecanocuanticas correspondientes al estado base del OA tridimen-
sional en el espacio de configuraciéon y momental, respectivamente. Por otro
lado, al aplicar esta misma aproximacién directamente en la ecuacién (1.48),
se llega a que la distribucién de probabilidad conjunta del oscilador arménico
en el espacio fase es [16, 18, 19]

1 2 22
F, = ¢ (P7/mAmuyx?)/280 1.49
Esta distribucién coincide con la funcion de Wigner para el estado base del
oscilador armonico tridimensional [15] y se grafica en la figura 1.1 para el
caso de una dimension espacial.

La energia del OA en la aproximacién de linea estrecha esta dada por la
expresion entre paréntesis del exponente de la distribucién (1.49). Siendo asi,
y dado que las variables candénicas poseen distribuciones gaussianas, se tiene
que la distribucion de probabilidad de la energia del oscilador armoénico esté
dada, en analogia con la ecuacién (1.30), por

1 (H\’
Fy(H) = 5, (5—0) e /€0, (1.50)

La distribucién de probabilidad expresada en la ecuacién (1.50) implica que la
energfa del oscilador arménico es una variable continua y aleatoria [2, 18], que
posee un valor medio igual a 3&, ecuacién (1.46), y una varianza o3, = 362
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en el caso tridimensional®. A diferencia de las distribuciones de posiciones
y momentos del OA, la distribucién de la energia (1.50) no coincide con su
homélogo mecanocuantico, pues la mecanica cuantica predice que el oscilador
armoénico posee una distribucién delta en su energia, o lo que es lo mismo, que
su energia no es dispersiva [21]. No obstante, es notable que este resultado
coincide con el obtenido desde la descripcion cuantica de Wigner del espacio
fase, de modo que ambas descripciones coinciden [2].

2.0 e e 0.32

1.5 e " TS — 0.28

1.0 4 - 0.24

------- 0.20

------- 0.16

Momento [A/ag]

Distribucién conjunta de probabilidad [A 1]

~1.5 oo oo et | 10,04

~2.0 | | | i : i i
220 -15 -1.0 -05 00 05 10 15 20

Posicidn [ag]

—0.00

Figura 1.1: Distribucién estacionaria de probabilidad en el espacio
fase en la aproximacion de linea estrecha de un electrén que oscila
arménicamente en presencia del CPC con wy = 4.2 x 106 s7!. Los
valores numéricos se presentan en unidades atémicas.

Los resultados obtenidos muestran que sin haber supuesto que la particula
cargada, en concreto un electrén, era un corptusculo cudntico, este llega a un
estado en el que sus variables dinamicas poseen una naturaleza estadistica
que evidencia la existencia de fluctuaciones irreducibles en el sistema.

5El oscilador arménico unidimensional, que es el caso més analizado en la literatura
de la EDE, posee la misma distribucién de probabilidad en la energia que los modos de
oscilacién del campo electromagnético del vacio [2, 18], ecuacién (1.30).



Capitulo 2

Descripcién del oscilador
armonico en el espacio fase

Una trayectoria particular de la ecuaciéon de movimiento (1.7) brinda una
descripcion detallada del movimiento estocastico realizado por el oscilador
armonico. Sin embargo, dado que las trayectorias de la particula dependen de
la realizacion dada del campo de fondo, que en general es desconocida, se tiene
que este tipo de descripcion no aporta informacion sobre el comportamiento
global de la particula. Por ello, resulta de interés realizar la descripcién de
un ensamble de sistemas similares que representen todas las realizaciones del
campo que sean compatibles con las condiciones del problema [1].

La descripcién propuesta puede construirse a partir de la densidad de
puntos en el espacio fase de la particula R(x, p,t). Debido a la conservacién
de puntos en el espacio fase se tiene que la densidad R satisface para cada
realizacién del campo, que se supone esencialmente inalterado [1], la ecuacién
de continuidad siguiente [22, 23]:

IOR 0

. o .
ot 6—%(%73) + a—pi(piR) =0, (2.1)

donde se esta utilizando la convencién de indices de Einstein®.

La ecuacién (2.1) se asemeja a la ecuacién de Liouville de la mecdnica estadistica. La
diferencia entre ambas ecuaciones radica en el hecho de que el teorema de Liouville, que
establece la conservacién del volumen fase [4], no es aplicable al sistema descrito por la
ecuacion (1.7), pues no existen argumentos a priori para considerar al flujo de puntos en
el espacio fase como incompresible [22]. Por esta razén, las derivadas parciales 9/0x; y
0/0p; deben permanecer al frente de &; y p;, respectivamente.

17
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Las variables z; y p; de la ecuacién (2.1) denotan las componentes de
la posicién y el momento del oscilador armoénico, tales que la densidad de
puntos R hereda el cardcter estocastico del campo de radiaciéon de punto
cero, lo que implica que esta varfa con cada realizacién del campo [1]. Por
ello, para obtener una descripcion efectiva del comportamiento estadistico de
la particula, se estudiara el promedio de R sobre las realizaciones del campo
[23], es decir,

Qx,p,t) = (R(x,p,1)). (2.2)
La densidad de probabilidad promedio () aporta informacion de cémo las
particulas del ensamble estadistico estan distribuidas en la vecindad de un
punto (x, p) para todo tiempo ¢, de modo que toda referencia a la realizacién
especifica del campo estd ausente en la descripcién [1]. Asi, en esta descrip-
cion, la funcién principal de la estocasticidad de la ecuacion de movimiento es
la de hacer que la posicién y el momento sean variables distribuidas, incluso
para el caso de condiciones iniciales fijas [1].

2.1. La ecuacion generalizada de
Fokker-Planck

La ecuaciéon de evolucién de la densidad promedio Q(x, p, t) puede construirse
utilizando el llamado método de suavizado? [1]. En dicho método se define
el operador de suavizado, P,, como aquel que al actuar sobre una funcién
fase, f(x,p,t), da su promedio sobre las realizaciones del campo [23], esto
es, P, f={(f). Asi, se tiene que toda funcién fase puede expresarse como

donde ¢ f denota la componente aleatoria de f. Adicionalmente, es notable
que Pf f= P, f, de modo que P, corresponde a un operador de proyeccion.
Al aplicar el operador de suavizado a la densidad de puntos en el espacio
fase se obtiene que esta se expresa como R = ) + R, de tal manera que la
ecuacién (2.1) se reescribe, a partir de las ecuaciones (1.31) y (1.32), como

0 5 e 0

2El método de suavizado, conocido en inglés como smoothing method, ha sido utilizado
por distintos autores para el estudio de diversos fenémenos estocdsticos [23].
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siendo £ el operador no aleatorio de Liouville del OA [23]. Estrictamente,
el operador £ corresponde a una generalizacion del verdadero operador de
Liouville pues en su definicion se ha incluido el término proporcional a v que
describe la reaccién de radiacién [1],

1 0

m Ox;

. 0

L= (ps — myzx;) — mu)ga—pixi. (2.5)
La ecuacion (2.4) puede descomponerse en sus partes no estocédstica y

fluctuante al aplicarle los operadores P, y 1 — P;, respectivamente. Asi, al

utilizar que P;A; = (A4;) = 0, se obtienen las siguientes ecuaciones:

0 N e 0 -
A = —— 7 ;OIR; 2.
( = c) Q = o PAGR: (2.6)
0 N e O e 0 N
(E 4 £> R= o AQ+ Lo (l- P)AGR. (27)

Definiendo el operador G = (9/dt + ﬁ)jl, que corresponde a la funcién de
Green del operador diferencial (0/9t + L), tal que dada una funcién fase se

obtiene que
t

Gf(x,p,t) :/ e’ﬁ(t’tl)f(x,p,t’)dt’, (2.8)

—00

donde el operador diferencial e~Li=t) actiia sobre las variables a su derecha

propagandolas de x(t') v p(t') a x(t) y p(t) respectivamente, con t' < t,
siguiendo un camino totalmente determinista [1, 23]; se tiene que la ecuacién
(2.7) se reescribe como

0 0

IR = G- AQ + —G-—(1— P) AR, (2.9)
mec 0x; me O0x;
o equivalentemente
e » 0 - e ~ 0
1—— 1—P)A;| 'R = —G—A,Q. 2.10
{ mcGaxi( ) ] mc  Ox; @ (2.10)

Aplicando el operador inverso de la expresién entre paréntesis del lado iz-
quierdo de la ecuacién (2.10), se obtiene que la parte fluctuante de la densidad
de puntos en el espacio fase se expresa como

0 . A 0

-1
e e -

=— |1-—G—(1—-P)A;| G
R mc{ mcGaxj( )j] Ox;

AQ, (2.11)



20 CAPITULO 2. DESCRIPCION DEL OA EN EL ESPACIO FASE

de tal forma que, al sustituir esta dltima expresion en la ecuacién (2.6), se
llega finalmente a que

0 e 9 0 S RN
= P, A |1 - —G=—(1—-P,)A, — AQ.
(8t+£)Q m2c? Oz, Gax]( )4 G@xk v
(2.12)

La ecuacién (2.12) es la ley de evolucién de la densidad media de puntos
en el espacio fase. No obstante, una forma mas practica de esta ecuacién
puede obtenerse al desarrollar el operador entre paréntesis cuadrados como
una serie de potencias y al notar que A;Q = (1 — P,)A;Q [23], tal que

8 8 a . n
<3t+£>Q_mc PA;[mc ax](l_Ps)Aj Q- (213)

ox;

La ecuacién anterior puede simplificarse aiin mas al tomar en consideraciéon
que las variables canodnicas del campo de radiacion de punto cero poseen dis-
tribuciones simétricas y promedios nulos, como se observa en las ecuaciones
(1.27) y (1.28), lo que implica que el promedio del producto de cualquier
nimero impar de factores es siempre nulo [24], i. e

P,Ai(ty) - -+ Ai(tons1)Pof = 0. (2.14)

De esta manera, todos los términos con n par del lado derecho de la ecuacién
(2.13) son nulos [1], de manera que dicha ecuacién se reduce a

9 R 2n+1
= P A, — P)A; ) 2.1
(8t ) Q= Z [mc 8:6] :) j] @ (2.15)
Si se define el operador integrodiferencial de difusién ﬁz(t) como [1]:

D)= PAMY |6 (1= Pa0| Gpom, (@10

se llega a que la ecuacion que describe la evolucién temporal de la densidad
promedio de puntos en el espacio fase () del oscilador arménico cargado en
presencia del campo electromagnético del vacio es

0 e? 0

ot - m2e2 Ox;

(Di()Q). (2.17)
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La ecuacién (2.17) es una ecuacién integrodiferencial, equivalente a una
ecuacién diferencial de orden infinito [1], que, debido a la forma del espectro
de potencias del CPC, involucra un ruido altamente coloreado tal que no
corresponde a una verdadera ecuacién de Fokker-Planck?® sino a una genera-
lizacién no markoviana de esta [13, 25]. La complejidad matemética de esta
ecuacion se debe en gran medida a la memoria que guarda el sistema pues
se tiene que la derivada temporal de la densidad promedio () depende de sus
valores previos por la presencia del operador G [23]. El ntmero infinito de
términos provenientes del operador de difusién representa el efecto medio de
las multiples dispersiones causadas por el CPC al oscilador arménico, . e.,
representa las correcciones radiativas, no relativistas y de todos los 6rdenes
a la dindmica de la particula cargada [23].

2.2. La aproximaciéon markoviana

La interaccion entre la particula cargada y el campo de radiacién de punto
cero comienza con un intercambio irreversible de energia y momento duran-
te el cual el CPC posee un efecto aleatorizador y disipador en la dinamica
del OA [1]. Este proceso depende fuertemente de las condiciones iniciales
del sistema fisico, como se mencioné en la seccion 1.2, y es el periodo en el
que los términos de memoria son relevantes. Sin embargo, conforme el osci-
lador evolucione, tendera a un estado estacionario en el cual el intercambio
energético promedio con el CPC es reversible. Siendo asi, es posible explorar
la solucién de la ecuacién (2.17) en dicho limite temporal asintético cuando
la aproximacién markoviana es aplicable [1].

En el limite temporal asintético se tiene que la ecuacién (2.17) puede
aproximarse a primer orden en e? ya que los términos de orden superior
corresponden a correcciones radiativas y debidas a la memoria del sistema
[1]. Asi, de la definicién de la ecuacién (2.16) se obtiene que

A L A 0(A; . t sy O(ALQ
D,Q ~ PSAZ-G—( i9) _ P,Ai(t) / e—w—t)—( JQ)dt', (2.18)
Oz, oo oz,
donde se han denotado A(t') y Q(t') como A’ y (), respectivamente. Ya que
el vector potencial del campo de radiaciéon de punto cero es funcién solo del

3Una ecuacién de Fokker-Planck es una ecuacién diferencial de segundo orden que
describe la evolucién de la densidad de probabilidad de una particula sujeta a la accién
de un ruido blanco, es decir, sin correlacién y con un espectro de potencias plano [13, 24].
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tiempo, debido a la aproximacién de longitud de onda larga, y dado que tanto
el operador £ como la densidad promedio ) no son fluctuantes, se llega a
que el resultado anterior se expresa como

-0 99 4,
DiQ ~ / t))e~ 7t (2.19)

A partir de la definicién del operador e~£(=1) en la ecuacion (2.8), es posible
establecer que Q(t) = e **Q(t), tal que el integrando de la ecuacién
(2.19) puede reescribirse, utilizando el operador identidad e“¢=*)e=£(=¥) " de

la siguiente manera [1]

aQ( ) L —t 3 Alp_t! P —t! 3Q(t)
o Ll—t) L—t)_ 9 L=t ) ~Lu-t) oy — T2 2.2
Ox; (e oz;° )e @) O; 220

siendo x} = x;(t'). Por otro lado, en analogia a lo realizado para la compo-
nente eléctrica del CPC en la ecuacién (1.23), se tiene que la correlacién de
dos puntos del vector potencial electromagnético se puede expresar como

(A;()Aj (1)) = 6;¢? /000 Solw) cos (w(t —t))dw = §;;7p(t — t').  (2.21)

w?

Utilizando los dos resultados anteriores en la ecuacién (2.19), y mediante el
uso de la regla de la cadena [1], se llega a que el operador de difusién se puede
aproximar en el limite temporal asintotico por

1. ([ oz, oQ Ipj ..\ 9Q
C—zpiQNU ot — )a,dt>a% (/oocp(t—t)a,dt>8pj.(2.22)

—0o0

Al definir los coeficientes de difusién D y D;f como [1]:

. e [* Oz

D (t) = ﬁ/_m go(t—t)a fdt (2.23)
. e [ dp;

D7 (t) = W/oo o(t —t)a ],dt (2.24)

respectivamente, se obtiene que la ecuacién de evolucién de la densidad pro-
medio de probabilidad en la aproximacién markoviana, F'(x, p,t), es

oF 0?F 0’F
— F =D D;? .
* E K (t) @xzﬁx] K (t) 8.7316}?]

o (2.25)
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La ecuacién (2.25) posee la forma general de la ecuacién de evolucién de
la densidad de probabilidad en el espacio fase en el limite temporal asintotico
de cualquier sistema mecanico representado a través de su correspondiente
operador de Liouville [1]. Sin embargo, para el caso especifico del OA se tiene
que los coeficientes de difusién son diagonales y constantes en el tiempo [26]:
Dy = 0;;D* y ijp = 0,;D", como se demuestra en el apéndice D, tales que
la ecuacién (2.25) se reescribe explicitamente como

OF , OF p;OF 0 O?F PF
= — —(xF) + D™ — + D™ 2.2

0x? Ox;0p;
De esta manera, es notable que la ecuacién generalizada de Fokker-Planck ha
olvidado todos los valores de @ a lo largo de su pasado en la aproximacion
markoviana, tal que se ha reducido a una ecuacién diferencial de segundo
orden, es decir, a una ecuacién de Fokker-Planck auténtica. Adicionalmente,
debe notarse que la ecuacién (2.26) se asemeja a la ecuacién de Fokker-Planck
correspondiente a un oscilador arménico browniano [26, 27, 28], esto es,
aFCléS 2 achlés Di aFCléS a 82Fﬂclés

= MW,T; - = +v—(p;iFuss) + mykglT ———, (2.27
donde Fiss = Fuss(X,p,t) denota la distribucién de probabilidad clasica
del oscilador browniano, kp la constante de Boltzmann y 7' la temperatura
absoluta del medio que rodea al sistema mecéanico.

La ecuacién de Fokker-Planck (2.26) posee en su estructura dos tipos de
términos: mecanicos y radiativos. Los términos mecénicos, correspondientes
a los dos primeros términos del lado derecho, son aquellos que poseen codi-
ficada la informacién sobre el potencial que actiia sobre la particula y sobre
el acoplamiento dado entre sus posiciones y momentos [4]. Por otro lado,
los tres ultimos términos del lado derecho de esta ecuacion se conocen como
de radiacion o radiativos, pues son los que establecen la interaccién entre la
particula cargada y el campo electromagnético del vacio. Especificamente, el
tercer término del lado derecho de la ecuacién (2.26) proviene del proceso de
reaccién radiativa de la particula, de modo que es el responsable de los pro-
cesos disipativos en el movimiento. El cuarto y quinto término, en cambio,
representan el efecto aleatorizador que el CPC ejerce permanentemente sobre
la particula cargada [26]. La ausencia del cuarto y quinto término en la ecua-
cién (2.26) provocarfa el colapso del sistema a su estado clasico de minima
energia, mientras que la falta del tercero conduciria a un movimiento erratico
e inestable del mismo [1].



24 CAPITULO 2. DESCRIPCION DEL OA EN EL ESPACIO FASE

La ecuacién (2.26) no es la tnica ecuacion de Fokker-Planck capaz de des-
cribir la densidad de probabilidad en el espacio fase de un OA en interaccion
con el CPC [16, 26, 29]. Un ejemplo de ello se obtiene cuando la descrip-
cién del oscilador armonico se realiza en términos de las llamadas variables
mecanicas, utilizando que p = mx en lugar de la ecuacién (1.31), de modo
que se llega a que la ecuacién de Fokker-Planck que satisface la densidad de
probabilidad promedio en la aproximacién markoviana es [26]

OF , OF poF 9 O2F O2F

oF _ o b 9 (p;F) + D™ DP* . (2.28
Ot Mo Op;  mox; + 7810,~ (p:iF) + op? * 0x,;0p; ( )

A pesar de que las ecuaciones (2.26) y (2.28) lucen distintas, ambas describen
el mismo sistema en sus respectivos espacios fase [2]. La ecuacién (2.26)
establece que la difusién del sistema es originada por el acoplamiento entre
la posicién del oscilador y el vector potencial electromagnético [2, 5]. Por
otro lado, la ecuacién de Fokker-Planck (2.28) se obtiene a partir del hecho
de que el campo eléctrico es el que induce el comportamiento difusivo en el
momento de la particula [2].

2.2.1. Solucion de la ecuacion de Fokker-Planck

La ecuacion (2.26) es una ecuacion lineal de Fokker-Planck debido a que sus
coeficientes de deriva son lineales y sus coeficientes de difusién son constantes
[13]. Como se menciond previamente, esta clase de ecuaciones se obtuvo origi-
nalmente al estudiar la evolucion de la densidad de probabilidad de procesos
de Ornstein-Uhlenbeck, los cuales modelan la velocidad de una particula
browniana sujeta a la accién de una fuerza arménica [27, 28, 30].

Una ecuacion lineal de Fokker-Planck arbitraria de varias variables puede
expresarse de manera compacta como

OF 0 O*F

e}

ot Y 82,
donde las matrices A y DD se caracterizan por ser matrices constantes, siendo
D, adicionalmente, simétrica [13]; e i,7 = 1,...,6, tal que las componentes
z; denotan las variables espaciales y momentales del sistema, z = (x,p). Al
expresar la ecuacién anterior en términos de la transformada de Fourier de
F' con respecto al vector z, esto es,

Fla,1) = # / F(e, t)eémdse, (2.30)
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se obtiene que dicha transformada satisface la siguiente ecuacion diferencial
de primer orden: . 3
oF or
— = —Aijlis
ot 3]

La ecuacion (2.31) puede resolverse por el método de caracteristicas [13].
Sin embargo, ya que los procesos de Ornstein-Uhlenbeck describen sistemas
con distribuciones de probabilidad gaussianas [27, 30], se propone que

~ Dy (2.31)

Fle.t) = exp (—i6400) — 5665501 ). (232)

con S;; simétrica ante el intercambio de indices. Al sustituir la ecuacién (2.32)
en (2.31), se halla que M;(t) y S;;(t) deben satisfacer las siguientes ecuaciones
diferenciales [13]:

M; = — A Mj; (2.33)
Sij = 2D;; — AixSk; — SinArj. (2.34)

Dado que la matriz A es independiente del tiempo, se tiene que la solucién de
la ecuacién (2.33) esta dada por el producto interior entre la exponenciacién
de la matriz —At y el vector condicién inicial M(0),

M;(t) = [exp (—At)];; M;(0). (2.35)

Por otro lado, para hallar la solucién de la ecuacién (2.34), se define la matriz
auxiliar S4 como [24]

SA(t) = exp (At)S(t) exp (AT), (2.36)

donde AT denota la matriz transpuesta de A. Al derivar el elemento S{} con
respecto al tiempo y sustituir en dicha derivada la ecuacién (2.34), se obtiene
que su ecuaciéon de evolucion temporal estd dada por

S;;‘ = 2[6Xp (At)]szkl [exp (ATt)]lj. (237)

La ecuacion diferencial anterior es separable, tal que mediante integracion
directa se halla que S}}(t) es igual a

Sf}(t) = S{?(O) +2 /Ot[exp (At)]ix Dii[exp (ATt’)]ljdt’, (2.38)
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Con base en este ultimo resultado y utilizando la relacién entre S;; y S;;‘.,
establecida en la ecuacién (2.36), se obtiene que

Sii(t) = 5i;(0) + Z/Ot[exp (—AS)]|i Dy [exp (—ATS)]ljds. (2.39)

Las condiciones iniciales M;(0) y S;;(0) pueden hallarse a partir de la
transformada de Fourier de la densidad de probabilidad inicial del sistema
F(z,t = 0) [13]. Asi, puede suponerse sin pérdida de generalidad que en ¢ = 0
la particula esta localizada en z; de modo que su densidad de probabilidad
en el espacio fase se expresa en dicho instante como

F(z,0) = (z — 2o). (2.40)

La transformada de Fourier de F'(z,0) se obtiene inmediatamente al utilizar
las propiedades de la delta de Dirac, siendo esta igual a

F(£,0) = exp (—i€ - zg), (2.41)

Al comparar la expresion anterior con la ecuacién (2.32) en t = 0, se llega a
que M(0) = zy y que S(0) es la matriz nula. De esta manera, y utilizando
que exp (—ATt) = [exp (—At)]", se halla que los elementos M;(t) y S;;(t) se
expresan como:

M;(t) = [exp (—=At)];205; (2.42)

Sii(t) = 2/0 lexp (—As)]iDriexp (—As)]jids. (2.43)

Los resultados expresados en las ecuaciones (2.42) y (2.43) muestran que
la hipétesis de que la densidad de probabilidad F'(z,t) es una distribucién
gaussiana, de manera que F (¢,t) posee la forma expuesta en la ecuacion
(2.32), es correcta. Siendo asi, la densidad de probabilidad solucién de la
ecuacion (2.29) esta dada, en notacién vectorial, por [13]:

Pl - SO -MOITS WE-ME)

8m34/det S(t)

La densidad (2.44) posee codificada, estadisticamente, toda la dindmica
del oscilador arménico en la aproximacién markoviana, tal que a partir de
esta es posible deducir todos los valores esperados de dicho sistema [1]. En
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particular, la energia media puede construirse, en analogia con la ecuaciéon
(1.46), a partir de las varianzas de la posicién y del momento,

2
(H(t)) ~ 3&(1 —e ") + (& + 1mngg) e, (2.45)
2m 2
donde se ha aproximado la expresion al usar que 7 < wy. La expresién (2.45)
muestra que la energia del sistema mecanico consta de dos partes: por un la-
do, de un término decreciente proporcional a la energia mecanica usual del
oscilador armoénico, cuyo valor inicial depende de condiciones iniciales arbi-
trarias; y por el otro, de una funcién creciente que tiende al valor 3&. Esto
implica que el OA cede energia al CPC debido a la reaccion radiativa, pero
que, simultaneamente, gana energia del CPC a través de su efecto aleato-
rizador. Aunado a esto, la ecuacién (2.45) prueba que, aunque el oscilador
inicia su movimiento en un régimen irreversible, este alcanza, con el paso del
tiempo, un estado estacionario en el que los procesos radiativos se compensan
mutuamente tal que su energia se vuelve constante, (H(t — 00)) = 3&.

Aun cuando las densidades de probabilidad en el espacio fase del oscilador
armoénico de la EDE, en la aproximacion markoviana, y de un proceso de
Ornstein-Uhlenbeck, en particular del oscilador browniano, coinciden en estar
descritas por ecuaciones lineales de Fokker-Planck similares, es importante
remarcar que ambos fenémenos son enteramente diferentes [2]. Un proceso
de Ornstein-Uhlenbeck esta descrito por ecuaciones de la forma

7+ Az =T(t), (2.46)

donde I'(t) denota un vector cuyas entradas consisten en fuerzas de Langevin
que satisfacen las siguientes propiedades estocasticas:

(Li(t)) = 0; (Li(OT5(t) = Doijo(t — 1), (2.47)

i. e., corresponden a ruido blanco [27, 28]. Por otra parte, el OA de la elec-
trodinamica estocéstica esta sujeto a la accién del CPC, el cual se caracteriza
por poseer un espectro de potencias coloreado, Sy(w) o< w3. No obstante, el
considerar la aproximacion markoviana de dicho proceso no markoviano im-
plica tratar el campo de fondo como efectivamente blanco? [2], lo que conlleva
a la coincidencia entre las ecuaciones (2.27) y (2.28).

4Esta aproximacién es equivalente a la aproximacién de linea estrecha que conduce a las
ecuaciones (1.44) y (1.45), en las cuales la cantidad Sp(w)/w? se aproxima por Sp(wg)/wid
bajo el simbolo de la integral [2].
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Siendo asi, aunque el OA de la EDE se aproxima muy cercanamente al
oscilador browniano, se tiene que la intensidad del ruido en el primer caso
es proporcional a po(wp), esto es, depende de la frecuencia del oscilador.
Por el contrario, en el caso browniano, dicha cantidad es proporcional a la
temperatura absoluta del sistema, de manera que es igual para todos los
osciladores [2, 27]. Esta es la diferencia esencial entre ambos fenémenos,
pues, a diferencia del caso clasico, con el CPC a cada OA le correspondera
un ruido especifico segin su frecuencia natural de oscilacién [2].

Aunado a lo anterior, al comparar las ecuaciones de Fokker-Planck (2.27)
y (2.28)°, se nota inmediatamente que estas difieren en el coeficiente de la
segunda derivada con respecto al momento, §%/9p?, y en la presencia de una
derivada cruzada de segundo orden, 9?/dz;0p;. La derivada cruzada de la
ecuacién (2.28) aporta correcciones menores a la densidad de probabilidad
del oscilador armonico de la EDE; ya que su coeficiente de acoplamiento DP*
[2], 0 equivalentemente D*P es muy cercano a cero en la aproximacién de linea
estrecha, como se muestra en el apéndice D, tal que su presencia o ausencia en
la ecuacion de Fokker-Planck no es significativa. Por el contrario, la diferencia
entre los coeficientes de la segunda derivada 9?/9p? es sumamente relevante,
pues su obtencién implica un acercamiento fundamentalmente diferente en
ambos casos. Clasicamente, el coeficiente en cuestion se obtiene a posteriori
al demandar que la distribucién de probabilidad marginal [ Fuss(x, p,t) d*z
coincida con la distribucion de Maxwell-Boltzmann en el limite temporal
asintético [27, 28, 30, 31]:

/Fdés(x, p,t — o0)d’xr — (QkaBT)_3/26_p2/2kaT; (2.48)

esto es, al exigirle al oscilador que alcance el equilibrio termodindamico con
el fluido que lo rodea en el limite temporal asintético. Por el contrario, en
el tratamiento de la electrodinamica estocastica, los coeficientes de difusién
se obtienen como resultados del proceso de construccién de la aproximacion
markoviana de la ecuacion generalizada de Fokker-Planck (2.17) a partir del
espectro de potencias del campo electromagnético del vacio y de las carac-
teristicas especificas del problema, como se observa en las definiciones (2.23)
y (2.24), de modo que no corresponden a pardmetros libres de la teoria que
deban determinarse posteriormente.

®La comparacién se realiza con la ecuacién (2.28) ya que la descripcién en el espacio
fase de un oscilador arménico browniano se realiza, generalmente, desde el enfoque de
Langevin, el cual se hace en términos de las variables mecdnicas [28].
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2.2.2. Distribucion en el espacio fase del oscilador
armonico unidimensional

La distribucion (2.44) puede analizarse facilmente para el caso de una dimen-
sién espacial. En dicho caso, los indices de la ecuacién (2.29) se restringen a
1,7 = 1,2, de manera que z; = x, 2o = p; y las matrices A y D se reducen a:

—1
B vy o —m . _ L /2D D=

() el Y

La matriz A de la ecuacién (2.49) posee un conjunto biortogonal completo

de vectores propios que permiten descomponerla espectralmente, tal que si
en t =0 el OA se halla en z} = (z¢,py), entonces M(t) es

M(t) = < T (1) > — ( o cos(wot) + (po/muwp) sin(wot) ) (@250)

—\ pu(?) Po cos(wot) — mwozg sin(wot)

Por otro lado, los elementos de la matriz S son funciones del tiempo cuyos
coeficientes son combinaciones lineales de los coeficientes de difusién:

D.T:E D:E:I)

S (t) =~ (1—e) + e " sin(2wt); (2.51)
Y Wo
2002 D 2000 D%
Son(t) e LT (1 ety - m“’+e—vt sin(2wot); (2.52)
v
Sia(t) = —mD™ e " sin®(wot). (2.53)

Los resultados anteriores se obtuvieron al utilizar que v < wy. Con base
en estos resultados se obtiene que la densidad de probabilidad en el limite
temporal asintético, expresada en la ecuacién (2.44), se reescribe para el caso
de un oscilador armonico unidimensional como

F(x,p,t) = (27T)_1(511(t)522(t) _ 5122(15))—1/2
« oxc (_ Soa(t) (& — 2 (1) + S () (p — pM<t>>2)
P 2511 () S92 (t) — 25%,(t)
Sie(t) (@ —zm(t))(p — pu(t))
X exp ( S (D) 5n(t) — S5 (1) ) (2.54)

El comportamiento de esta densidad de probabilidad en el espacio fase se
ilustra en la figura 2.1 para diferentes instantes de tiempo.
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2.0

Momento [h/ap]
o
o

—2.0 i i ; i i i 1
-2.0 -15 -1.0 -05 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

Posicion [ao]

Figura 2.1: Distribucién de probabilidad de un electrén que oscila
arménicamente en presencia del CPC con wy = 4.2 x 10*% s7! en
la aproximacion markoviana. Las curvas azules corresponden a una
curva de nivel de la distribucion en diferentes instantes de tiempo y la
curva roja a la trayectoria seguida por la distribucién desde (zq, po)-
Para evidenciar dicho desplazamiento se fij6 o = €2 /hc = 0.5; estando

el resto de valores numéricos en unidades atomicas.

La ecuacién (2.54) muestra que el centro de la distribucién F(z,p,t) si-
gue una trayectoria espiral decreciente en el espacio fase determinada por el
vector M(t) [18, 32]. Esto implica que los valores promedio y los valores més
probables de la posicion y del momento estan dados por:

(x(t)) =z (t); {p(t)) = pu(t). (2.55)

La trayectoria (zp(t), par(t)) coincide con la trayectoria fase de un oscilador
arménico amortiguado clasico [30], lo que implica que la trayectoria deter-
minista del OA de la EDE, aquella que se obtiene al fijar A(t) = 0, es la
trayectoria mas probable y la que fija el comportamiento transitorio.
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En el limite ¢ — oo, las fuerzas disipativas y fluctuantes se equiparan
en promedio, tal que su accién conjunta permite que el sistema alcance un
régimen estacionario en el que existe un balance de energia en promedio, es
decir, que el OA alcance el equilibrio con el campo de radiaciéon de fondo
[26, 32]. En esta situacién, la densidad de probabilidad en el espacio fase del
subsistema mecanico tiende a una distribucién estacionaria independiente del
tiempo, la cual estd dada, seguin las ecuaciones (2.50) a (2.54), por

Fuoli,p) = g e e o, (2.56)
Al sustituir el coeficiente D™ en términos de los parametros del oscilador,
ecuacién (D.18), se halla que la distribucién estacionaria F(z,p) coincide
con la distribucién obtenida a partir de la descomposicion de Fourier de la
solucién estacionaria del oscilador arménico de la EDE, ecuacién (1.49). Asi,
ambos tratamientos conducen a la misma distribucion estacionaria.

Finalmente, de las ecuaciones (2.51), (2.52), (2.54) y (D.18), se obtiene
que el producto de las varianzas de la posicion y el momento del oscilador

armonico es )

I} _
Ui(t)af)(t) = Sll(t)SQQ(t) ~ Z(l — € 7t)2. (257)
Este producto es inicialmente nulo, pero crece conforme el CPC interactua
con el OA hasta alcanzar el valor limite /%/4 en el limite temporal asintético.
De esta manera, en el estado estacionario del sistema, el producto o2 (t)o>(t)
reproduce el contenido de las desigualdades de Heisenberg para el estado base

del oscilador armoénico.

2.3. Oscilaciones forzadas

Un fenémeno importante de analizar, debido a que se trata del mecanismo
usualmente utilizado en la mecdnica cuantica para estudiar la excitacion,
desexcitacion e ionizacion de sistemas [21, 29|, es la perturbacién del oscila-
dor de la EDE ocasionada por una onda electromagnética. La ecuacién de
movimiento de este sistema es de la forma de la ecuacién (1.4), pero, en
este caso, la fuerza de Lorentz que actia sobre el OA estd constituida por
una parte estocastica, debida al CPC, y por una parte externa y oscilatoria.
Nuevamente, al restringir el movimiento al caso no relativista y aplicar la
aproximacién dipolar eléctrica, se tiene que la componente magnética de la
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fuerza de Lorentz es despreciable con respecto a la componente eléctrica, al
igual que la dependencia espacial de esta ultima, de manera que la ecuacién
de movimiento se reescribe como [29, 32]

mx + myx + mwax = e(ETC(t) + E™(1)). (2.58)

Ademas, a partir de la definiciéon del cambio de momento en términos de las
fuerzas experimentalmente controlables [18], se tiene que

P = —mwix + eE™(t). (2.59)

Siendo asi, para el caso del oscilador arménico forzado, la relacion entre p y
x estd dada por

mxX =p— myx — EAcpc(t). (2.60)
c

La ecuacion de Fokker-Planck que describe la distribucion de probabilidad
del OA forzado en interaccién con el campo electromagnético del vacio en la
aproximacién markoviana estd dada, de acuerdo con las ecuaciones (2.25),
(2.59) y (2.60), por

i . pJext - _ =2
ot (mwp; — e <t))5’pi m Ox;
0 O*F O?*F
F D*¥—— 4+ D*P 2.61
+V8xi(xl )+ ox? + Ox;0p;’ (2:61)

donde los coeficientes de difusion D** y D*P coinciden con los del caso no
forzado®. La ecuacién (2.61) es una ecuacién lineal de Fokker-Planck [13], al
igual que la ecuacién (2.26), que tiene la particularidad de poseer un coefi-
ciente de deriva que, aunque independiente de las coordenadas, es funcién
del tiempo. La ecuacién (2.61) puede reescribirse genéricamente como

OF 0 OF o2 F
Z = Ay——(2,F) + B;(t)=— + D
aor = Aig, (F)+ Bilt) 5+

6Los coeficientes de difusién dependen tinicamente del espectro de potencias del CPC
y de la forma en la que x(¢) y p(t) dependen de x(t') para t’ < ¢ en el problema mecdni-
co determinista [1]. Asi, dado que la ecuacién de movimiento de un oscilador arménico
amortiguado forzado corresponde a la de un oscilador arménico amortiguado con una inho-
mogeneidad, siendo ambas ecuaciones lineales, se tiene que la dependencia de su solucién
en las condiciones en tiempos anteriores no cambia con respecto al caso no forzado, de
modo que D** y D*P tampoco cambian.
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donde el vector B(t) contiene la informacién sobre el forzamiento. Al utilizar

la ecuacién (2.30) se tiene que la ecuacién diferencial anterior se expresa en
el espacio de Fourier de la siguiente manera:

oF OF

= —Aijfz'a—

3

ot
Si se propone la expresion (2.32) como solucién de la ecuacién (2.63) se
obtiene que el ij-ésimo elemento de la matriz S(t) satisface la ecuacién (2.34),
al igual que en el caso no forzado, y que la ecuacion que gobierna la evolucién
temporal de la i-ésima componente del vector M(t) es

+iBi(t)&F — Dyt F. (2.63)

M; = —Ay;M; — By(t). (2.64)

La ecuacién diferencial anterior corresponde a la generalizacién inhomogénea
de la ecuacién (2.33) tal que su solucién se expresa como

M;(t) = [exp (—At)]i;jzj0 — /0 lexp (—As)];; B;(t — s)ds. (2.65)

Los resultados de las ecuaciones (2.42) y (2.65) coinciden en poseer una
componente que decae exponencialmente a cero conforme ¢t — oo, siendo
esta la tnica componente en el caso de la ecuacién (2.42); mientras que se
diferencian en que la ltima tiene un término que, en general, es no nulo en
el limite temporal asintético.

A partir de los resultados expresados en las ecuaciones (2.32), (2.43) y
(2.65), se obtiene que la distribucién de probabilidad en el espacio fase del OA
forzado de la EDE, solucién de la ecuacién de Fokker-Planck (2.63), posee la
misma forma que la distribucién de la ecuacién (2.44). No obstante, el caso
forzado se distingue porque sus valores esperados poseen una componente
transitoria que decrece exponencialmente y una estacionaria que oscila per-
manentemente. En particular, para los valores medios de posicién y momento
se obtiene que sus partes estacionarias son:

By O(Ol(wh — o) sinfust) — wacos(unt)]
e = Gt~ 072+ 20/ R + ) - e B

O (t)|wa(wi — ws — ¥?) cos(wat) + wiy sin(wat)]
(w§ —wi = (1/2)%)* + 2(7/2)*(w§ + w3) — (v/2)"

<p(t)>est = eEy (2.67)
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donde se ha supuesto que la onda electromagnética externa incide en ¢t = 0
y que su componente eléctrica oscila sinusoidalmente con una frecuencia wo,
1. €.,

E®™(t) = E¢O(t) sin(wst), (2.68)

siendo O(t) la funcién escalén de Heaviside. Por otro lado, las componentes
transitorias de (x(t)) y (p(t)) poseen una parte homogénea, la cual coincide
por construccién con los valores promedios de posicion y momento del caso
no forzado, ecuacién (2.55); y una inhomogénea, que oscila con frecuencias
cercanas a wy £ ws.

En analogia con la ecuacién (1.46), la energia promedio asociada al siste-
ma forzado en cuestién posee la siguiente forma:

2 1
(o) = 36a(1 = )+ (224 St e

+ A(xq, po, t)e " 4 B(xo, po, t)e 2 +C(t), (2.69)

siendo A(xq, Po,t), B(xo,Ppo,t) y C(t) funciones que oscilan con el tiempo.
A diferencia de la expresion (2.45), la energia media (2.69) no tiende, en
general, a una constante en el limite t — oo, es decir, d(H (t — 00))/dt # 0.
Consecuentemente, en el caso mas general, el oscilador arménico alcanza el
equilibrio con el campo electromagnético del vacio ya que una componente
de (H(t — o0)) es 3&, pero no con el campo eléctrico externo que actia
como agente forzante [2].

2.3.1. Caso resonante: los estados coherentes

El efecto de la onda electromagnética externa sobre el OA es maximo cuando
sus frecuencias de oscilacion coinciden, esto es, cuando el sistema esta en
resonancia [3, 4]. Como se mostrard a continuacién, esta situacién resultard
ser la unica en la cual el oscilador alcanza, en promedio, el balance energético
tanto con el CPC como con la onda electromagnética.

Si la frecuencias wy y wy son iguales, se obtiene que el vector M(t) de la
ecuacion (2.65) se simplifica de tal manera que los promedios de la posicién
y el momento se reescriben como:

€E0
mwp7y

(x(t)) = Xtran(t) — O(t) cos(wot); (2.70)
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eE )
(P()) = Drean(t) + To@(t) sin(wot) — wl cos(wot) | - (2.71)
0
Las ecuaciones (2.70) y (2.71) muestran que la densidad de probabilidad del
OA forzado tiende a un ciclo fase limite conforme el tiempo avanza, tal y
como se ilustra en la figura 2.2 para el caso unidimensional.

Momento [h/ap]
o

,

Posicidn [ag]

Figura 2.2: Trayectoria fase seguida por la densidad de probabilidad
de un electrén que oscila arménicamente con wy = 4.2 x 106 s7! en
presencia del CPC y de una onda electromagnética, con una amplitud
FEy = e/4a?, en la aproximacién markoviana y el caso resonante. Con
fines ilustrativos se fijo a = 1/2, estando el resto de valores numéricos

en unidades atémicas.

La energia promedio del oscilador armoénico forzado de la EDE en el caso
resonante y el limite temporal asintético esta dada por

’Ej g} 7’
1 — L sin(2wot) + — cos®(wot) | . 2.72
2m72 ] Wo ( 0 ) wg ( 0 ) ( )

(H(t — 00)) = 3& +
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El primer término en el lado derecho de la ecuacién (2.72) corresponde a la
energia caracteristica que adquiere el OA cuando alcanza el equilibrio con
el CPC [1, 2]. Por el otro lado, el segundo término es la energia asociada
al movimiento del oscilador en la trayectoria fase que alcanza la distribu-
ciéon de probabilidad cuando el comportamiento transitorio ha desaparecido
por completo. La expresién (2.72) presenta un comportamiento oscilatorio
permanentemente, no obstante, los términos dependientes del tiempo son
proporcionales a 7y/wy tales que por la ecuacién (B.3) son, al menos, siete
6rdenes de magnitud menores que el término constante. Asi, se tiene que

2p2
e K

2my?’

(H(t — 00)) = 3& + (2.73)
Con base en esto, se puede afirmar que el oscilador armoénico alcanza un
estado aproximado de equilibrio con la onda electromagnética forzante, en
promedio, cuando ambos poseen la misma frecuencia de oscilacion.

Por otro lado, el proceso dispersivo de la densidad de probabilidad es
idéntico al del caso no forzado, ya que S(t) estd descrita por la ecuacién
(2.43) en ambos casos. Luego, la distribucién de probabilidad del OA forzado
tiende a la forma de la distribucién (1.49) en el limite ¢ — oo [18, 29, 32]. Esto
implica que en dicho limite la distribucion en cuestién sigue la trayectoria
limite de la figura 2.2 rigidamente, como se muestra en la figura 2.3.

La densidad de probabilidad en el espacio de configuracion del presente
caso es inmediata de obtener, tal que, de las ecuaciones (2.44), (2.43), (2.70)
y (2.71), se obtiene que esta estd dada, en el limite temporal asintético, por

3/2
fyxwz/F@nwﬁh{T%) emeobemxrcostollF/R - (9.74)
™

donde se ha definido el vector xp = eEy/mwyy. A partir de esta densidad
de probabilidad es posible identificar al OA forzado de la electrodinamica
estocéstica en el caso resonante como un ejemplo de los estados coherentes
del oscilador arménico de la mecdnica cudntica’ [18, 21, 29, 32].

"En el marco de la mecénica cudntica, los estados coherentes del oscilador arménico |a)
son los estados propios del operador de aniquilacién a, los cuales se expresan, en términos
de los estados propios del hamiltoniano |n) y en el caso unidimensional, como

o0

w=fWﬂZ§%m=mwm

n:
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Momento [h/ag]

Posicién [ag]

Figura 2.3: Distribucién de probabilidad en el limite ¢ — oo de un
electrén que oscila con frecuencia wy = 4.2 x 10'® s~! en presencia del
CPC y de una onda electromagnética, con una amplitud Fy = e/4a?,
en la aproximacion markoviana y el caso resonante. Las curvas azules
corresponden a una curva de nivel de la distribucién en distintos
tiempos y la curva roja a la trayectoria seguida por la distribucion.
Los valores numéricos se presentan en unidades atomicas.

donde a = (mw3z2/2)'/? y D(a) = exp(ad — |a|?/2) denotan el valor propio del operador
de aniquilacién y el operador de desplazamiento [21], respectivamente. La expresién ante-
rior muestra que el operador ﬁ(a) genera el estado coherente |a) al actuar sobre el estado
base |0), de modo que dicho estado puede interpretarse como el estado base del oscilador
armonico desplazado una distancia xp desde el origen, con

2a?

—.
muwg

Tp =

Esto implica que los estados coherentes del OA corresponden a estados de minima disper-
sién que poseen una anchura independiente del tiempo [21].
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El oscilador arménico forzado de la EDE en el caso resonante posee una
distribucién de probabilidad en el espacio fase con un comportamiento sin-
gular ya que, a diferencia de la del caso no forzado que evoluciona a un
estado estacionario independiente del tiempo, mantiene un movimiento esta-
ble alrededor del espacio fase permanentemente. Esto es sumamente relevante
debido a que la onda electromagnética externa puede interpretarse como una
excitacién del CPC [1], de manera que dicho campo excitado es capaz de
sostener al OA en un estado de equilibrio que igualmente puede considerarse
como excitado”. Este resultado evidencia que un cambio del campo de fondo
implica una modificacién del estado de equilibrio del oscilador [1].

2.4. Aproximaciones de orden superior

Las distribuciones estudiadas en las secciones 2.2 y 2.3 son soluciones de
ecuaciones diferenciales que son aproximaciones de la ecuacién generalizada
de Fokker-Planck a primer orden en 7. Por ello, es de maximo interés analizar
la posibilidad de construir una aproximacion a un orden arbitrario y finito
en 7 de la ecuacién (2.17), y la validez fisica de esta.

Matematicamente, la ecuacién (2.17) puede ser aproximada a orden 7",
con n arbitrario, a partir de la definiciéon del operador de difusién, ecuacién
(2.16). No obstante, por el teorema de Pawula®, tinicamente cuando n =0 o
n = 1 se tiene que la ecuacion aproximada posee como soluciéon una funcién
no negativa. Si el desarrollo no se finaliza a primer orden en 7, entonces se
requiere de toda la serie infinita para obtener nuevamente una funcién no
negativa como solucion [13].

En el contexto de la teoria de la probabilidad, una funcién debe satisfacer
una serie de condiciones minimas, entre las que se encuentra ser no negativa,
para poder ser considerada como una densidad de probabilidad. Estas condi-
ciones reciben el nombre de axiomas de Kolmogoérov. Con base en lo anterior,
la densidad Q(x, p,t) es una distribucién de probabilidad auténtica en el es-

8El teorema de Pawula establece que si la funcién Q(x,t) esté descrita por un desarrollo
de Kramers-Moyal,

0Q(z,t) [ 9\
L _;(ax) Dy, Q. 1),

entonces esta es no negativa, Q(x,t) > 0, si y solo si el desarrollo se trunca después del
primer o segundo término, o si no se trunca en lo absoluto [13].
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pacio fase por construccién al ser la solucién exacta de la ecuacién (2.17)
[1]. Igualmente, las soluciones de la ecuacion generalizada de Fokker-Planck
aproximada a ordenes cero y primero en 7 corresponderan a densidades de
probabilidad auténticas’, de manera que estas tres soluciones son las tinicas
capaces de describir fisicamente un sistema en el espacio fase [1].

El teorema de Pawula no afirma que las soluciones de los desarrollos
truncados hasta n > 2 no sean posibles de analizar, sino que estas poseeran
valores negativos en alguna region del espacio fase a algun tiempo [13], tal que
no pueden considerarse como distribuciones de probabilidad de Kolmogérov
auténticas, lo que implica que no corresponden a una descripciéon completa
en el espacio fase. Este tipo de funciones, comunmente referidas como dis-
tribuciones de cuasiprobabilidad!® [15], son principalmente utilizadas en la
formulacion en el espacio fase de la mecanica cuantica, siendo la distribucion
de Wigner el ejemplo més conocido [33].

Las soluciones de la ecuacién (2.17) aproximada a 6rdenes cero y primero
en 7 describen correctamente el comportamiento de los sistemas mecanicos
lineales cerca de sus estados estacionarios [2], como se mostré para el caso del
oscilador arménico. Sin embargo, en el caso general, y concretamente para el
atomo de hidrogeno, estas aproximaciones han demostrado no ser adecuadas
[34]. En este sentido, para obtener una descripcién correcta de un sistema
mecanico no lineal deben considerarse todos los términos de la serie infinita
de la ecuacién (2.17) o, en su defecto, considerar algunos términos de la serie,
adicionales a los primeros dos, con la consecuencia de obtener una descripcion
en el espacio fase en términos de distribuciones de cuasiprobabilidad.

9La aproximacién a orden cero en 7 de la ecuacién generalizada de Fokker-Planck (2.17),

oFr . OF . OF
ot din— +Pig— =
Op;

315 3x2 0’

corresponde a la ecuacion de Liouville de un proceso determinista, al haber despreciado
todos los efectos radiativos del sistema, es decir, al haber eliminado la interaccién del
sistema mecanico con el CPC. Por otro lado, la aproximacién a primer orden en 7, en la
que el CPC se aproxima como un ruido blanco, corresponde a la aproximacion markoviana
de la EDE.

10En el sentido més general, una distribucién de cuasiprobabilidad es cualquier objeto
matematico similar a una distribuciéon de probabilidad que no satisface alguno de los
axiomas de Kolmogorov.






Capitulo 3

La mecanica cuantica en el
espacio fase

La formulacién de la mecanica cudntica en el espacio fase es considerada,
junto con las formulaciones basadas en operadores en el espacio de Hilbert
o en integrales de trayectoria, como uno de los caminos para arribar a la
cuantizacién de manera légica y auténoma [33].

El desarrollo de la teoria cuantica en el espacio fase se fundamenta en la
funcién de Wigner de 1932 [35] e, histéricamente, inici6 con la introduccién
de la correspondencia entre funciones en el espacio fase y operadores en
el espacio de Hilbert ordenados bajo cierta prescripcién', por parte de H.
Weyl en 1927 [33]. Especificamente, la correspondencia de Weyl establece
que x — I, p — Py, en general, para una funcién A(x,p) que [36, 37]

X 1 s .
A(z,p) = W//// 2lr@=a)tsG=pl/h A (1 p) dxdpdrds. (3.1)

La correspondencia de Weyl se considerd, en un inicio, como la prescripcién
correcta para la cuantizacion. No obstante, pronto se hallé que esta fallaba en
transformar el cuadrado del momento angular clasico en su analogo cuantico
aceptado; y, por tanto, se relegd como una prescripcion elegante, pero no
intrinsecamente especial [38].

1La prescripcién de ordenamiento de Weyl requiere que un operador arbitrario, expre-
sado como una serie de potencias de & y p, sea ordenado en una expresion completamente
simetrizada en & y p, mediante el conmutador de Heisenberg, [z, p] = ih [33].

41
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La estructura fundamental detras de esta correspondencia fue estudiada a
profundidad por H. Groenewold, en 1946, y por J. E. Moyal, en 1949, lo que
permitié el establecimiento de la formulacién [33, 38]. Groenewold mostré
que el caracter estadistico de la mecédnica cuantica no puede explicarse desde
su formalismo mediante promedios sobre procesos deterministas descritos
en términos de sus posiciones y momentos, como se hace en la mecanica
estadistica clasica; mas que esto no impide la construccién de una descripcién
que se asemeje a una descripcién estadistica formal [36].

Aunado a esto, Groenewold expuso la correspondencia de Weyl como una
transformacién invertible al mostrar que la funcién de Wigner? corresponde
a la funcién fase que conduce al operador estadistico a través de la trans-
formacién de Weyl, y demostré que la imagen del conmutador cuantico bajo
la transformacion de Wigner es una generalizacion del paréntesis de Poisson
que tiene a este ultimo como su limite clasico y que, actualmente, se conoce
como paréntesis de Moyal [33, 36, 38|.

Moyal complementé la formulacion en el espacio fase desde un punto
de vista radicalmente distinto al de Groenewold, al notar que los valores
de expectacién de los operadores cuanticos monomiales, (Z"p™), podian ser
generados a partir de una funcién caracteristica en el espacio fase, la cual
identificé como la transformada de Fourier de la distribuciéon de Wigner.
Adicionalmente, Moyal encontré que las desigualdades de Heisenberg estan
incorporadas en la estructura matemaética de la funciéon de Wigner y, al igual
que Groenewold aunque de manera menos sistematica, estudié su evolucién
temporal a través de la deformacion del paréntesis de Poisson en el paréntesis
de Moyal [38, 39].

3.1. Descripcién cuantica en el espacio fase

Una descripcién auténtica en el espacio fase de un sistema cuédntico, repre-
sentado por el operador estadistico p(t), debe basarse en una tnica funcién
fase, Fo(x,p,t), que cumpla con ser no negativa,

Fo(x,p,t) =0, (3.2)

2En 1932, E. Wigner propuso, de manera totalmente inconexa con el trabajo de Weyl,
una funcién, que hoy en dia lleva su nombre, capaz de describir el flujo difusivo meca-
nocuantico en el espacio fase, en un esfuerzo por calcular correcciones cudnticas en los
promedios termodindmicos [33, 35].
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tal que pueda interpretarse como una distribucion de probabilidad; y con que
sus distribuciones marginales sean iguales a las distribuciones de probabilidad
usuales de posicion,

[ Faxop @ = i), (3.3)

y de momento? [40],

[ Falxp. s = wlitolp). (3.49)

Sin embargo, se ha demostrado que para cada estado cudntico existe un
nimero infinito de este tipo funciones [41]. Esto dificulta construir una ade-
cuada descripciéon del sistema pues, hasta ahora, no se ha encontrado una
manera de discriminar dichas funciones por su significado fisico [40].

Esta multiplicidad de distribuciones fase cudnticas puede entenderse a
partir del hecho de que existen infinitas formas de representar el operador
estadistico de una mezcla en términos de estados puros [40]. En este sentido,
se puede intentar obtener una unica funcién Fg(x, p,t) al exigirle que tni-
camente dependa del operador estadistico p(t) y no de la forma particular
en la que este esté representado. No obstante, es posible demostrar que las
distribuciones fase que cumplen esta condicién adicional son incapaces de
satisfacer alguna de las tres condiciones planteadas originalmente [40].

Con base en lo anterior, y retomando la posibilidad de construir una
descripcion que se asemeje a la descripcion estadistica formal propuesta por
Groenewold, puede considerarse una descripcién fase del sistema cuantico que
sea Unica pero que prescinda de alguna de las otras tres condiciones. Siendo
asi, es usual que se renuncie a la no negatividad de la funcion Fq(x,p,1?),
pues dado que se quiere establecer conexiones entre la nueva formulacion y
los resultados mecanocuanticos usuales, se exige que se cumplan las condi-
ciones (3.3) y (3.4). De esta forma, la descripcion se realiza en términos de
distribuciones de cuasiprobabilidad, cuyo representante mas estudiado es la
funciéon de Wigner.

3Qcasionalmente, se argumenta que una distribucién fase cuantica como la propuesta
es imposible debido a las desigualdades de Heisenberg. No obstante, este argumento no es
vélido porque las desigualdades de Heisenberg no implican necesariamente que la teoria
cuantica sea inconsistente con la suposicién de que las particulas posean una posicién y un
momento bien definidos en todo momento; y porque para que una distribucién Fg(x, p,t)
satisfaga estas desigualdades basta con que esta tenga un area efectiva de soporte en el
espacio fase del orden de 27h [40].
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3.2. La distribucién de Wigner

La forma usual de introducir la distribuciéon de cuasiprobabilidad de Wigner
es a través de su transformada inversa de Fourier, es decir, a través del
promedio de la funcién caracteristica e=2si#tr:)/h donde x; y p; son los
valores propios de los operadores cuanticos de posicion, Z;, y momento, p;,
respectivamente [36, 39]. Asi, al definir el operador [36]

en el cual se usé la formula de Baker-Campbell-Hausdorff para establecer

la segunda igualdad, se obtiene que la funcién caracteristica del sistema en
cuestiéon esta dada por el siguiente valor de expectacion:

My(r.s,0) = () = [(a=xlpt)]a+ vy oz, (36)

donde el operador estadistico p(t) describe, en el caso méas general, una mezcla
estadistica; de modo que su transformada inversa de Fourier es igual a

W(x,p,t) = / (x — v |p(t)]x + r)e2 TP/ (3.7)

(wh)?
La expresion (3.7) corresponde a la distribucién originalmente propuesta por
Wigner para representar una mezcla estadistica tridimensional en el espacio
fase [35].

La explicacién detras de la preferencia en describir el sistema cuantico en
términos de la distribucién de Wigner radica en el hecho de que esta permite
expresar los valores esperados cuanticos de forma similar a los promedios
clésicos [37, 40]. En este sentido, a partir de la definicién de la transformacién
de Wigner de un operador arbitrario [15, 40],

Aw(x,p. 1) = 2 / (x — r|A(#)] x + r)e2r P/ (3.8)
y de la expresién de W (x, p,t) en términos del operador p(t), ecuacién (3.7),

se obtiene que el valor de expectacion de la variable dinamica asociada al
operador A se expresa en términos de la funcién de Wigner como

(A)(t) = / / Aw (%, p. )W (x, p, ) zdp, (3.9)
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donde Ay (x,p,t) corresponde, en la mayoria de los casos, a la expresion
clésica de la variable dindmica en cuestiéon® [33].

Las caracteristicas principales de la distribucion de Wigner estan deter-
minadas por las propiedades del operador estadistico [40]. En este sentido,
dado que dicho operador es autoadjunto, se tiene que W (x, p,t) es una fun-
cién real. Por otro lado, el resultado Tr(p(t)) = 1 implica, por la ecuacién
(3.3), que la funcién de Wigner esta normalizada en el espacio fase,

// W(x,p,t)d*zd®p = 1. (3.10)

Por otro lado, los elementos diagonales del operador p(t) estdn sujetos a
la restriccion 0 < p,,(f) < 1, tal que dados dos operadores estadisticos
diferentes se satisface que 0 < Tr(py(¢)p2(t)) < 1 [21, 40]. Debido a esto y a
partir de la ecuacién (3.9), se obtiene que la integral sobre el espacio fase del
producto de las funciones de Wigner asociadas a cada operador estadistico
satisface la siguiente condicion:

1
0< // W, (x,p, )W, (%, p, t)d*zd’p < i) (3.11)
Asi, cuando py(t) = po(t) se obtiene que
/ W2(x,p,t)d°zd’p < (27rh)3; (3.12)

es decir, W,(x,p,t) no puede poseer valores arbitrariamente grandes. Este
resultado es una consecuencia directa de que la funciéon de Wigner satisface
las desigualdades de Heisenberg?® [40].

La funcion de Wigner puede construirse en la representacion momental
de manera analoga a como se hizo en en la representacion de coordenadas,
obteniéndose que en dicho caso esta esta dada por

1 .
Wepit) = s [ slplp+s)e*ds. (313)

(wh)?

De esta manera, las ecuaciones (3.7) y (3.13) exhiben una simetria basica de
la distribucién de Wigner ante el intercambio x <> p [15].

4La funcién Ay (x,p,t) posee correcciones adicionales, proporcionales a A, cuando exis-
ten ambigiliedades en el ordenamiento mecanocudntico de los operadores [33, 36].
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Un caso particular de la representaciéon de Wigner que es de especial
interés es aquel en el que el sistema se encuentra en un estado puro, tal
que el operador estadistico se reduce a [1(t))(1(t)|, con [1(t)) el estado en
cuestién [21]. Consecuentemente, la funcién de Wigner se expresa en términos
de la funcién de onda del sistema cudntico, 1(x,t) = (x| (t)), como [35]

1
(xh)?

W(x, p.t) = / V(% + 1, ) (x — 1, £) 2P gy (3.14)

Siendo asi, la traza del producto de los operadores estadisticos asociados a
dos estados puros distintos se reduce al cuadrado de la norma del traslape
entre ambos estados. Entonces, si p1(t) = [ (t))((t)]| y p2(t) = |o(t)) {(p(t)],
se obtiene que

(Ol (t)]* = (27T7i)3/ W (x, p, )W, (x, p, t)d*zd’p. (3.15)

La ecuacién (3.15) implica dos corolarios de relevancia: primero, que el limite
superior de la desigualdad establecida en la ecuacién (3.12) corresponde al
caso en el que se tienen estados puros y se cumple que pi(t) = pao(t); v
segundo, que si los estados en cuestion son ortogonales entre si, entonces

/ Wl/f (X7 p, t)ch(Xa P, t)dgl'd?’p = O, (316)

lo que implica que la distribucién de Wigner no puede ser ni positiva ni nula
en todos los puntos del espacio fase [15, 36, 39].

El hecho de que W (x, p,t) pueda adquirir valores negativos es la razén
por la cual no puede considerarse como una auténtica distribucién conjunta
de probabilidad para coordenadas y momentos [35, 36], como ya se comentd.
Ademas, dado que ninguna funcién que cumpla la condicién de mezcla y sea
capaz de describir sistemas cudnticos se libra de poseer regiones negativas en
el espacio fase para ciertos estados [35, 36, 40], se acepta que estas dificul-
tades son propias de la formulacién [39]. Estas “probabilidades negativas”
pueden manejarse, de manera pragmatica, siempre que se hallen combinadas
con probabilidades positivas tales que al combinarse den una probabilidad
ordinaria y fisicamente interpretable [42]. Lo anterior sugiere que la presen-
cia de valores negativos en W (x, p,t) es debida a la exclusiéon matematica de
estados que fisicamente solo pueden existir en conjunto [42].
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Como ejemplo puede considerarse la distribucién de Wigner del n-ésimo
estado propio de un oscilador armoénico en una dimensién:

Wito) = e mensag,, (), (3.17)

donde H(x,p) denota la funcién hamiltoniana del oscilador arménico y L,
el n-ésimo polinomio de Laguerre [15, 36]. La ecuacién (3.17) muestra que
la distribuciéon de Wigner del estado base del OA, n = 0, es positiva en
todo el espacio fase, correspondiendo esta a la versiéon unidimensional de la
ecuacién (1.49) y a la figura 1.1, de manera que corresponde a una auténtica
distribucién conjunta de probabilidad. No obstante, para los estados excita-
dos, n > 0, se obtiene que W, (z,p) puede adquirir valores negativos. Las
distribuciones de cuasiprobabilidad de los primeros dos estados excitados del
oscilador arménico unidimensional se presentan en la figura 3.1.

3.2.1. Dinamica de la distribucion de Wigner

La ecuacion de evolucién temporal de la funcion W (x, p,t) puede obtenerse
a partir de la ecuacién que describe la dindmica de la funcién de onda ¥ (x, t),
es decir, de la ecuacién de Schrodinger [35],

oY h?

ih— = ——V*) + V(x)¢. 3.18

5 = g Ve V(x)Y (3.18)
Asi, el cambio en el tiempo de la distribucion de Wigner puede ser reescrito,
utilizando la convencién de indices de Einstein, como

ow _ 1 /e%’r‘ipi/ﬁ ih " PP 82¢i¢_
ot (ﬂh)3 om + axz 83:2

+i[V(%‘ + ;) 7; V(z; —r))]

wj;z/}_} d*r, (3.19)

siendo 14 la notacién reducida de 1 (x £ r). En el primer término entre
paréntesis del lado derecho de la ecuacién (3.19) pueden reemplazarse las
derivadas con respecto a xj por derivadas con respecto a i, tal que sea
posible realizar una integracion por partes con respecto a 7. Adicionalmente,
al desarrollar V' (z; —r;) y V(x; 4+ r;) en series de Taylor con respecto a r se
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b) su segundo estado excitado.
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llega a que esta ecuacién es igual a

a_W _ 1 2irip; [k 2& * % . %
ot (wh)? /e m Vi or,  Org ¥-

00 2n+1 .
+ i ! ; ( 0 ) 2lvéxj)}d3r, (3.20)
n=0

donde se ha supuesto que la funcién de onda tiende a cero conforme alguna

de las componentes de x tiende a infinito, esto es, ¥ (x; — £oo) — 0.
Utilizando el teorema multinomial, en su versiéon de tres términos, se

obtiene que la suma elevada a la potencia 2n + 1 en el desarrollo en serie

de Taylor del potencial de la ecuacién anterior se reescribe de la siguiente
manera:

8 2n+1 (2n+ 1)' o bt a2n+1
(Tka_xk) = Z —— 1 Ty Ty . (321)

0100050 23 9t orle ogts
Ottty P20 Oxy' Oxy’ Oy

Asi, al remplazar en el primer término de la ecuacién (3.20) las derivadas con
respecto a las coordenadas espaciales, notando que 0¢_/0xy = —0y_ /Ory;
y cambiando las coordenadas r, por derivadas de la funcién exponencial del
integrando en el segundo término, se obtiene que la ecuaciéon dinamica de
distribucién de Wigner es [35]

oW _ p oW VoW

[e%e) h 2n 1 a2n+1v 82”+1W
* Z (%) Z T aiA e b o i lap it (3.22)
"y it C1E2ES: Oy 0xy*0xs® Opy' Ops* Ops

La ecuacién (3.22) es una ecuacién diferencial parcial que, dependiendo
de la forma especifica del potencial V' (x), puede ser de orden infinito. Esta
ecuacion muestra una clara semejanza con la ecuacién que gobierna la evolu-
cién temporal de la distribuciéon fase de probabilidad de los sistemas clasicos
[35, 40], denotada en el capitulo anterior como Fyss(x, p,t); es decir, con la
ecuaciéon de Liouville:

OFciss _ _ pi OFaus | OV OFis

ot m 0x; +8xi op; (3.23)
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Los términos por los que difieren las ecuaciones (3.22) y (3.23) son aquellos
proporcionales a A", por lo cual estos suelen interpretarse como correcciones
cudnticas a la distribucién de probabilidad clasica [35]. No obstante, a pesar
de su aparente proporcionalidad a la constante de Planck, debe precisarse
que estos términos involucran la n-ésima derivada momental de la funcién de
Wigner, la cual puede incluir factores de la forma A™", tales que en el caso
més general son distintos de cero en el limite i — 0 [40].

Una situacién particularmente interesante se da con los sistemas cuyos
potenciales son de la forma V(x) = x-Ax+B-x+ C, con A, By C
constantes, pues se obtiene que las diferencias entre las ecuaciones (3.22) y
(3.23) se anulan, correspondiendo esta a los casos de la particula libre y del
OA. Sin embargo, esta coincidencia en las ecuaciones de evolucién no implica
que las distribuciones fase clasica y cuantica del sistema sean iguales pues,
como se ha mostrado y comentado, las funciones de Wigner satisfacen otras
condiciones adicionales a la ecuacién (3.22).

Concretamente, para el caso del oscilador armonico se llega mediante el
método de caracteristicas a que la solucién general de la ecuacién (3.22) esta
dada por

W(x,p,t) = f(xcos(wot) — (p/mwp) sin(wot), p cos(wot) + mwox sin(wpt)),
(3.24)
donde f(x,p) denota la distribucién fase de probabilidad en el instante ¢ = 0.
Aunado a esto, se obtiene que las curvas caracteristicas del sistema, aquellas
en las que la solucién W (x, p,t) se mantiene constante, estan definidas por
la siguiente relacion algebraica:

p° 1
o + §mw§x2 = constante. (3.25)
m

La solucién (3.24) implica un desplazamiento rigido, o no dispersivo, de la
distribucién inicial de probabilidad en el espacio fase [36]. Esto se ve reflejado
en el hecho de que la ecuacién (3.22) para el caso del oscilador arménico
corresponde a una ecuacion de Fokker-Planck cuyos coeficientes de difusiéon
son nulos. Asi, dicha ecuacién diferencial parcial de primer orden tnicamente
gobierna el arrastre que sufre la distribucién. La relacién (3.25) describe
cuadricas en el espacio fase de seis dimensiones, cuyas secciones planas son
elipses, que fisicamente representan hipersuperficies fase de energia constante
para cada constante dada en dicha relacién.



3.2. LA DISTRIBUCION DE WIGNER 51

3.2.2. El producto de Weyl-Groenewold, el paréntesis
de Moyal y la ecuacion de Wigner-Moyal

Una forma ma&s general de estudiar la evoluciéon temporal de la funcién de
Wigner es a través del producto de Weyl-Groenewold y de la ecuacién de
Wigner-Moyal. Como se mencion6, Groenewold mostré que la imagen del
conmutador cuantico bajo la transformacién de Wigner corresponde a una
generalizacion del paréntesis de Poisson, el paréntesis de Moyal, definida como

AxB—-BxA

th ’
donde el signo * denota una operacién diferencial binaria entre funciones fase
conocida como producto de Weyl-Groenewold®:

((4,B)) =

(3.26)

A(z,p) * B(x,p) = Alx, p) e @=%= 002 B (5 p). (3.27)

siendo d una indicacién de que la derivada opera hacia la izquierda (36, 39].

El formalismo matematico de la formulacién de la mecanica cuantica en
el espacio fase se fundamenta en el producto de Weyl-Groenewold debido a
que es un isomorfismo del producto entre operadores en el espacio de Hilbert
a través de la correspondencia de Weyl [36],

A AN DA A 1 i(r(2—z)+s(p—
A(z,p)B(&,p) = W//// 2 r@=2) =P/ A(x, p) % B(z,p))dzdpdrds,

(3.28)
capaz de replicar la inconmutabilidad en el espacio fase [33]. Con base en
esto, y retomando el hecho de que la funcion de Wigner corresponde a la
funcion fase que bajo la transformacién de Weyl conduce al operador es-
tadistico, se obtiene al aplicar la transformacion de Wigner a la ecuacion
de evolucién temporal de dicho operador, también conocida como ecuacién
de von Neumann [21], que la evolucién temporal de la funciéon de Wigner es
gobernada por la siguiente ecuacién [33, 37]:

ow
ot

conocida como ecuacion de Wigner-Moyal.

= ((H,W)), (3.29)

5El producto de Weyl-Groenewold también es denominado en la literatura producto
estrella, por el signo que denota la operacién, o producto de Moyal [33].
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La ecuacién (3.29), que es solo una forma compacta de la ecuacién (3.22)
[39], es necesaria pero insuficiente para especificar de manera tnica la distri-
bucién de Wigner de un sistema fisico [33], como se observé en la solucién
(3.24) para el caso del OA. Por esta razon, las soluciones de dicha ecuacién
dindmica se construyen, generalmente, a partir del espectro de estados es-
tacionarios del sistema, de forma andaloga a como se hace en la formulacion
convencional de la mecénica cudntica [33, 43]. Las distribuciones de Wigner
correspondientes a estos estados, puros e independientes del tiempo, con-
mutan bajo el paréntesis de Moyal con la funcién hamiltoniana, como se
observa en la ecuacién (3.29), y satisfacen la siguiente ecuaciéon de valores
propios bajo el producto de Weyl-Groenewold:

H(z,p)*W(z,p) =EW(z,p), (3.30)

donde & es la energia propia de la ecuacién H|y) = E|1b) [43)].

Estas condiciones conducen a la caracterizacién completa de la funcién
de Wigner de cualquier sistema mecanico y permiten construir todas sus
propiedades espectrales sin la necesidad de recurrir a funciones de onda o
a vectores de estado, es decir, de manera totalmente autéonoma a cualquier
otra formulacién de la mecénica cudntica [33].

Finalmente, para complementar el andlisis del oscilador arménico iniciado
en la seccién 3.2.1, se tiene, de la ecuacion (3.30), que las funciones de Wigner
de los estados estacionarios de este sistema satisfacen que

[L <p - @vx>2 IUE (x 4 @VP)Q - 5] W(x,p) =0, (3.31)

2

donde se usé el hecho de que el producto de Weyl-Groenewold involucra
exponenciales de operadores diferenciales, tal que pueden interpretarse como
corrimientos en los argumentos de la funcién hamiltoniana [33]. La ecuacién
(3.31) puede separarse facilmente en dos ecuaciones diferenciales més simples
[33]: por un lado, su parte imaginaria,

mwix - (VpW) —m™'p - (VW) =0, (3.32)

que implica que la funcién W(x, p) depende tinicamente de H(x,p); y por
el otro, su parte real,
72

1
— VW + mwi Ve W — W =0. (3.33)
m
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Una solucién de a ecuacion (3.33) puede obtenerse mediante el método de
separacion de variables, suponiendo que W (x, p) = Ilw;(x;, p;) con el indice
1 = 1,2,3. De esta manera, para cada pareja de variables z; y p; se obtiene
una ecuacion de la siguiente forma:

1 %w;  mwid*w;  4(h; — &)

i _ =0, 3.34
2m Ox? 2 Op? o (3:34)

donde la funcién h; = p?/2m + mwiz?/2 y la constante de separacién &; son
tales que H(x,p) = X;h; y € = X;e;. Nbtese que en este proceso no se esta
utilizando la convencién de indices de Einstein. Retomando el resultado de
la ecuacion (3.32), se tiene que la ecuacion (3.34) se reescribe como

dei de hl —&;
Canz T e
Si se supone que w;(h;) = Ce /% y;(h;) se obtiene, de la ecuacién (3.35),
que w;(h;) satisface una ecuacién de Laguerre. Esto implica que u;(h;) es
igual a los polinomios de Laguerre L, (2h;/&) si €; = fug(n; +1/2). Asi, se
llega a que las funciones propias de la ecuacion (3.31) son

h

w; = 0. (3.35)

3
2h;
Wnlv"Z:”S <X7 p) = Cnlmz,nseiH(x’p)/go H Lm (
i=1 0

- ) : (3.36)

y a que sus correspondientes energias propias estan dadas por
3
g”ll,n27'f7«3 - hwg (nl + ng +n3 + 5) . (337)

La constante de normalizacién Cy,, ,, n, €sta determinada por la condicién de
normalizacién de las funciones de Wigner, expresada en la ecuacién (3.10),
siendo esta igual a (—1)™+72+73 (7p) =3,

La solucién (3.36) es la generalizacion en tres dimensiones de la funcion de
Wigner de la ecuacién (3.17) y coincide para el estado base, ny = ny = ng = 0,
con la distribucién de probabilidad conjunta (1.49) y con el limite temporal
asintético de la solucion (2.44). Las energias expresadas en la ecuacion (3.37)
concuerdan con el espectro de energia del oscilador armoénico tridimensional
de la mecdnica cuédntica [21]. No obstante, es importante enfatizar que en
la formulacion en el espacio fase estos valores uinicamente corresponden al
promedio de la funciéon hamiltoniana para cada estado estacionario y no a una
energia propia, en el sentido cudntico de bien definida o con nula dispersion
[2], como se mencioné en el capitulo 1.
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3.3. La electrodinamica estocastica y la
mecanica cuantica en el espacio fase

Con base en los resultados obtenidos es posible realizar una comparacion
detallada entre la formulacion de la mecénica cuantica en el espacio fase y
la EDE. Primero, como ya se menciond, la distribucién promedio Q(x, p,t)
de la electrodinamica estocdstica es, por construccion, una distribucion de
probabilidad auténtica, es decir, si fuese posible resolver la ecuacién (2.17) de
manera exacta, se obtendria una distribucion de probabilidad de Kolmogorov
capaz de describir la dinamica del subsistema mecanico en interaccion per-
manente con el CPC. En el mismo sentido, la aproximaciéon markoviana de
Q(x, p,t), cuya evolucion temporal es gobernada por la ecuacién de Fokker-
Planck (2.25), representa la distribucién de probabilidad conjunta en el es-
pacio fase del subsistema mecanico cuando este ha alcanzado el equilibrio,
en promedio, con el campo de radiaciéon de punto cero; pues, por el teorema
de Pawula, esta es no negativa. Por el contrario, la distribucién de Wigner
solo corresponde a una distribucién de probabilidad cuando esta representa
un estado descrito por una funcién de onda gaussiana [44], como se observa
en la ecuacién (3.36) para el estado base del oscilador arménico, siendo en el
resto de los casos solo una distribucién de cuasiprobabilidad.

Por otro lado, las ecuaciones que rigen la evolucién temporal de las distri-
buciones Q(x, p,t) y W(x, p,t), ecuaciones (2.17) y (3.22), son parecidas en
el hecho de que ambas son ecuaciones diferenciales parciales de orden infinito,
en principio. Sin embargo, es importante destacar que cada uno de los térmi-
nos de la ecuacién (2.17) posee una interpretacién fisica muy concreta, puesto
que representan el efecto promedio de las multiples dispersiones causadas por
el CPC [23], como se discutié en el final de la seccién 2.1. Este no es el caso
para los términos de la ecuacién de evolucion de Wigner-Moyal, debido a
que, si bien se conocen matematicamente, su origen fisico es desconocido.

Otra diferencia relevante entre ambas formulaciones es que la ecuacién
de Fokker-Planck (2.26) conduce a la solucién (2.44), la cual tiende a una
distribucion estacionaria en el limite temporal asintotico que corresponde a
la funcion de Wigner del estado base del OA, exclusivamente. Por el contra-
rio, la ecuacién de Wigner-Moyal del oscilador arménico implica la solucion
general (3.24), cuyo perfil se construye, generalmente, en términos de una
combinacién lineal de las funciones propias de la ecuacién (3.30), es decir,
de las distribuciones de cuasiprobabilidad asociadas a los estados propios del
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sistema mecanocuantico. Esto ilustra una preeminencia del estado base del
subsistema mecanico en la EDE, cuya explicacion radica en que dicha teoria
trata al CPC y al OA como elementos inseparables de un mismo sistema
fisico. Asi, el resultado expresado en la ecuacién (2.44) implica que el estado
base es el tnico capaz de ser sostenido por el campo de radiaciéon de punto
cero, esto es, es el Unico en el que el efecto aleatorizador del campo de fondo
es compensado, en promedio, por la reaccion de radiacién de la particula
cargada [1, 2, 18, 29].

El resultado anterior implica que los estados excitados del subsistema
mecanico no son verdaderos estados estacionarios en el marco tedrico de la
EDE, resultado en el que coincide con la electrodindmica cuantica y que
se comprueba en las observaciones experimentales, pero que discrepa con la
mecénica cudntica [1, 21]. Debido a esto y al hecho de que las funciones de
Wigner de los estados excitados poseen regiones negativas en el espacio fase,
tales que no pueden representar distribuciones de probabilidad auténticas,
se concluye que para el caso del OA los estados excitados del subsistema
mecanico no representan estados verdaderamente fisicos en el sentido de que
no pueden existir de manera aislada a otros estados [18, 26, 29].

Independientemente de su caracter formal, los estados excitados poseen
una utilidad matemética simplemente innegable pues permiten expresar las
distribuciones de probabilidad en el espacio fase como combinaciones lineales
de sus respectivas distribuciones de cuasiprobabilidad [26, 29]. Suponiendo,
por simplicidad, un sistema con una dimensién espacial, se tiene que estos
desarrollos en términos de combinaciones lineales se basan en las funciones
de Wigner generalizadas Wy (z, p), definidas como

1 ,

Wisle,p) = = [ ila+ npida = e ar, (3.39)
T

donde ¢y(z) es la ¢-ésima funcién propia del hamiltoniano del sistema®; ya

que forman un conjunto completo y ortogonal en el espacio fase [39]. Siendo

asi, una distribucién fase arbitraria puede expresarse como [29]

F(x,p,t) = Z Cre(t)Wie(z, p), (3.39)

SLas funciones Wye(z,p) son generalizaciones de las funciones de Wigner asociadas
a los estados propios del sistema mecanocuédntico, correspondiendo estas ultimas al caso
particular en el que ambos indices coinciden.
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donde
Curtt) = [ [ Wil p) Pl pot) dec. (3.40)
Utilizando esta construccién, se tiene que la distribucion de probabilidad del

oscilador arménico forzado y resonante, construida en el capitulo 2, puede
expresarse como una combinacién lineal de las funciones [29, 33, 36]:

max(k,l /
<_1) (o) kit ei(k—Z) arctan(p/mwoz)—H (z,p)/Eo
h (méx(k, 0))!

2H<I,p) =ty |k—2| 2H($,p)
X(g—o) Lrnsx(ro) & ) (3.41)

cuyos correspondientes coeficientes Cy(t) son [29]:

Wk((xvp) =

1 e’ Eg - j(k—€)wot—e® E2 /2mliwoy>
Cre(t) = HETEwotTe S/ SmAkeT 3.42
0= (gopts) e (342)

Este desarrollo ejemplifica cémo una combinacion lineal de elementos sin una
interpretacion clara conduce a una distribucion de probabilidad auténtica y
fisicamente interpretable. Mas atin, es importante destacar que, en este caso
en particular, es la presencia conjunta del campo externo y el CPC la que
permite la estabilidad conjunta de los estados.

Adicionalmente, al retomar que la correspondencia de Weyl permite tra-
ducir la informacién contenida en la funcion de Wigner de un sistema en
términos de su correspondiente operador estadistico [2], de manera que pa-
ra el caso especifico del espacio de configuracién se tiene que la matriz de
densidad” estd dada en términos de la funcién de Wigner por [15, 26]

x + x’

p(x, X, t) = (x|p(t)[x) = /W( 5 ,p,t) e IRy, (3.43)

se obtiene que la matriz de densidad asociada a la distribucion de probabi-
lidad del oscilador armoénico de la electrodinamica estocastica en el espacio

"Los términos operador estadistico y matriz de densidad son usados con frecuencia de
manera indistinta. Sin embargo, en este trabajo se entenderd por matriz de densidad la
representacién del operador estadistico en el espacio de configuracién [40].



3.2. LA EDE Y LA MECANICA CUANTICA EN EL ESPACIO FASE 57

fase y en la aproximaciéon markoviana, ecuacion (2.54), es

S 1 22" + x — 2x4(t))* + 4det S(¢) (2" — x)*
,O(x,m ’t> a 27TS11(t) P (_ 8h2511<t> )
X exp <_Z($ - I)(QSH(t)pd(;)hgf(li)(t)(x +r— 2%(15)))) . (3.44)

Esta funcién presenta un comportamiento oscilatorio transitorio tras el cual
converge a la matriz de densidad del estado base del OA cuantico, como se
observa en la figura 3.2. Nétese que los elementos de la forma p(z, 2’ = x,t)
son siempre nimeros reales, como es de esperar [21].

Finalmente, la formulacién de la mecénica cuantica en el espacio fase
y la electrodinamica estocastica coinciden en que la energia del subsiste-
ma mecanico consiste en una variable continua y aleatoria descrita por una
distribucién de probabilidad, que para el caso del estado base del oscilador
armoénico tridimensional estd dada por la ecuacién (1.50). En este sentido,
los resultados obtenidos muestran que las distribuciones de energia asocia-
das a los estados propios del sistema mecanico poseen valores promedio que
coinciden con las energias propias de la formulacion de la mecanica cuantica
en términos de operadores en el espacio de Hilbert, pero que, a diferencia de
estas 1ltimas, poseen varianzas distintas de cero.

La razon detras de esta discordancia radica en que en la formulacion en el
espacio de Hilbert se establece que F? = (ﬁ )? para cualquier operador, lo que
implica que <[:[ 2y = <ﬁ )2 para los estados propios de la energfa; mientras que
en la formulacién en el espacio fase, los operadores se construyen a partir de la
correspondencia de Weyl, lo que conduce a que el operador mecanocuéntico
asociado al cuadrado de la energia del sistema no coincida con el cuadrado
del operador hamiltoniano y, por ende, a que la varianza de la energia no sea
nula [2]. Asi, para el caso del OA tridimensional se halla que

[:]\%\feyl = ];IIQ{ilbert + 3537 (345)

lo cual reproduce el hecho de que la varianza de la energia del estado base
posea un valor de 3&2 en la formulacién en el espacio fase. Este argumento
concilia matematicamente ambas descripciones de la mecanica cuantica pero
no discierne sobre cudl de estas es la adecuada para representar correctamente
la naturaleza. Esta interrogante sigue sin ser resuelta de manera definitiva,
lo que hace que la elecciéon de un formalismo sobre el otro sea, hasta ahora,
una mera cuestién de preferencias [2].
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Figura 3.2: Partes real e imaginaria de la matriz de densidad de un
electrén que oscila con frecuencia wy = 4.2 x 1019 s en presencia del
CPC, en la aproximacién markoviana para: a) t = 5wy ', b) t = 15wy
y ¢) t = 50wy *. La cruz representa la posicién del centro de la funcién
y la curva negra la trayectoria que sigue este desde su posicién inicial.
Para evidenciar el cambio en la funcién se fijé o = 1/2; estando el
resto de valores numéricos en unidades atomicas.
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Conclusion

A lo largo del presente estudio se aplicaron los principales resultados de la
electrodinamica estocéstica en el espacio fase al oscilador arménico con el fin
de analizar las implicaciones y los alcances de esta teoria, pues este sistema
mecanico permite estudiar la transicién de un objeto cldsico a uno cuantico
de forma explicita. A continuacion se retomaran y discutiran brevemente los
resultados més relevantes obtenidos.

Primeramente, el analisis estadistico realizado al campo de radiacion de
punto cero en el capitulo 1 evidencié que el producto de las varianzas de
las variables canodnicas de posicion y momento de cada modo de oscilacion
de dicho campo se halla acotado en el limite atérmico por la cantidad h?/4,
ecuacion (1.19). Este resultado sugiere que el campo electromagnético del
vacio es el origen fisico, iltimo e irreducible, de las llamadas fluctuaciones
cuanticas. Mas aun, este andlisis y el desarrollo en series de Fourier de la
solucién estacionaria de la ecuacion de Braffort-Marshall expusieron cémo
un ensamble estadistico de OA clésicos se transforma en uno que replica las
propiedades del oscilador armonico cuantico, descrito por la distribucién de
Wigner (1.50), como resultado de su interacciéon con el CPC.

En el capitulo 2 se utilizé el formalismo de la ecuacién generalizada de
Fokker-Planck en la aproximaciéon markoviana para estudiar la dinamica
del oscilador arménico en el régimen que precede al estado estacionario del
capitulo 1. Siendo asi, se obtuvo que la ecuacién lineal de Fokker-Planck
(2.26) gobierna la evolucién temporal de la distribucién fase de probabilidad
del subsistema mecéanico en dicho régimen; que su solucion, expresada en la
ecuacién (2.44), muestra explicitamente el proceso de intercambio de energia
entre el CPC y los OA, a través de las dispersiones causadas por el campo y
la reaccion de radiacion; y el que el ensamble de osciladores armonicos arriba
a un estado estacionario caracterizado por una energia media de 3&y.

29



60 CONCLUSION

Este mismo procedimiento fue también aplicado a un OA forzado por
una onda electromagnética, cuya componente eléctrica oscila sinusoidalmente
en el tiempo y puede interpretarse como una excitacién del CPC. Asi, se
hall6 que dicho sistema tinicamente alcanza el estado de equilibrio cuando
el oscilador arménico y la onda referida se encuentran en resonancia. En tal
caso, el OA tiende a un estado que coincide con la representacion fase de
los estados coherentes del oscilador arménico cudntico, ecuacién (2.74). Este
analisis permitié observar de forma explicita los cambios que sufre el estado
de equilibrio del OA como consecuencia de modificar el campo de fondo.

El capitulo 3 consistié en un estudio breve sobre la formulacion en el es-
pacio fase de la mecanica cuantica, el cual permitié la comparacién directa
de los resultado obtenidos desde la EDE con sus homélogos cuanticos. Asi,
este trabajo permite concluir que las descripciones del oscilador armonico y
del oscilador armonico forzado obtenidas desde la electrodindmica estocésti-
ca coinciden inequivocamente con las descripciones cudnticas en el espacio
fase del estado base y de los estados coherentes del OA, respectivamente,
cuando se toma la aproximaciéon markoviana y el limite temporal asintotico
de la teoria. De este modo, el comportamiento cudntico de estos sistemas
mecanicos puede entenderse como una consecuencia de la interaccién entre
la particula cargada y el campo electromagnético del vacio.

Recientemente, se ha mostrado que los sistemas dinamicos que alcanzan
estados estacionarios con el CPC, como los descritos en este trabajo y, en ge-
neral, aquellos sujetos a fuerzas no lineales, responden de manera resonante a
un conjunto especifico de modos de oscilacién de dicho campo. De esta forma,
al aplicar la descripciéon hamiltoniana adecuada se obtiene el conmutador de
Heisenberg, [z, p|, como una expresién bilinear que involucra las funciones de
respuesta del sistema al campo y se identifican las amplitudes de respuesta
de estas ultimas como los elementos de matriz de los operadores de posicién
y momento [45]. Esto es relevante debido a que confirma que no es posible
construir una descripcion estadistica formal de la mecanica cuantica en el
espacio fase usual ya que el formalismo de los operadores & y p esta asociado
a la respuesta del subsistema mecédnico a la accién del CPC y no a su tra-
yectoria, por lo que no tiene asociada una auténtica distribucion fase. Esto
explica porque las funciones de Wigner de los estados excitados del oscilador
armonico no corresponden a verdaderas distribuciones de probabilidad, como
se observo en el capitulo 3.



Apéndice A

La ecuacion de movimiento de
Abraham-Lorentz

La ecuacién de Abraham-Lorentz de una particula puntual con masa p y
carga e que realiza un movimiento no relativista y esta sujeta a una fuerza
externa F se expresa de forma explicita como

px =F 4+ prx — omx, (A.1)
con los parametros 7 y m definidos como:
2 2 4 2 00
T= i; Sm = — / dw, (A.2)
3uc? 3rc J,

donde w representa la frecuencia de los modos de oscilacion de la radiacién
emitida por la particula [5].

La ecuaciéon (A.1) muestra que la particula cargada se autoinduce, a través
de su propia radiacion, dos efectos: una correccién electromagnética om a
su masa y una fuerza de reaccién proporcional al cambio temporal de su
aceleracion, conocida como reaccién de radiacion, que actiia como un término
de resistencia al movimiento [46].

Es posible expresar la ecuacién (A.1) de manera alternativa como

() o "

en donde se ha redefinido m = pu + dm como la masa experimentalmente
observable de la particula cargada, consistente en la masa desnuda u de la
carga mas la correspondiente correccién electromagnética [2, 6, 47].
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La ecuacién de movimiento de Abraham-Lorentz, tal como se ha expre-
sado en la ecuacién (A.3), estd en conflicto con los principios basicos de la
fisica clasica al predecir correcciones infinitas a la masa del sistema, ecuacién
(A.2), y al implicar soluciones cuyas aceleraciones divergen con el tiempo,
dado que en ambos casos se requiere que el sistema fisico tenga almacenada
inicialmente una cantidad infinita de energia.

El hecho de que la correccién electromagnética a la masa sea una cantidad
infinita puede entenderse a partir del siguiente argumento: considérese una
particula de radio R y carga e uniformemente distribuida en su superficie,
tal que su energia electrostética es igual a Eqe. = €2/2R. De la relacién de
equivalencia entre masa y energia, £/ = mc?, se tiene que la masa de origen
electromagnético del sistema anterior es igual a

62

2Rc?
Al suponer que la masa me. es igual a la correccién dm, ecuacién (A.2), se

obtiene que el radio R de la configuracién adoptada necesario para reproducir
dicha correccién a la masa esta dado por

0o —1
R= 3%0 (/ dw) — lim 7€ (A5)
0

Melge =

(A.4)

De esta forma, la ecuacién (A.5) muestra explicitamente que la correccién
electromagnética infinita a la masa es resultado directo de haber supuesto
que la particula cargada es puntual [48].

El argumento anterior debe analizarse cuidadosamente para el caso de
un electron, ya que para tal particula este resultado puede ser adjudicado
a dos posibilidades: por un lado, a que actualmente no existe una teoria
lo suficientemente refinada para hallar el valor fisico y finito de dm; y por
el otro, a que el electron posee una estructura efectiva originada por las
répidas fluctuaciones existentes en su posicién® [2, 6]. Sin embargo, debido
a la no observabilidad fundamental de la masa desnuda puede suponerse,
como se hizo en la ecuacion (A.3), que la masa m posee el valor experimental
de la masa de la particula [47, 48], elimindndose asi el problema de masas
infinitas. El proceso anterior es una de las primeras suposiciones del programa
de renormalizacién actual de la electrodindmica cudntica moderna [2].

IEn la electrodindmica cudntica se considera al electrén como una particula puntual,
tal que este es el argumento usualmente adoptado [6].
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El otro problema asociado a la ecuaciéon de Abraham-Lorentz esta relacio-
nado con las soluciones a las que esta conduce. Para ilustrar esto supéngase
que la fuerza en la ecuacién (A.3) es funcién tnicamente del tiempo?® y que
F(t =0) = 0, de modo que su solucién general estd dada por

t
%(t) = %(0)e™ — L/ F(t)e @ =0/mar. (A.6)
mrt J,
La primera particularidad que se observa en la solucién anterior es que de-
pende del valor inicial de la aceleracién de la particula %(0) ya que la ecuacién
(A.3) es una ecuacién diferencial ordinaria de tercer orden, a diferencia del
resto de ecuaciones de movimiento de la mecanica clasica. Por otra parte,
la ecuacién (A.6) predice que la particula es acelerada antes de que la fuer-
za comience a actuar® y continua haciéndolo exponencialmente incluso si la
fuerza externa es apagada [48, 49]. Con el paso del tiempo, esto conduce a
valores finales infinitos de la velocidad, lo que implica una cantidad absurda
de energia almacenada inicialmente por la particula. A estas soluciones se les
conocen como soluciones fugaces de la ecuacién de Abraham-Lorentz*.

Si se insiste en que el movimiento de la particula esté inicamente de-
terminado por la condiciones iniciales usuales x(0) y x(0), entonces, debe
imponerse una condicién adicional sobre la aceleracién inicial, lo que permi-
te eliminar algunos de los defectos de la solucién (A.6) [49]. Por ejemplo, si
se elige que x(0) = 0 se tiene que el comportamiento acausal de la solucién
se elimina pero esta mantiene su caracter fugaz. Alternativamente, puede
elegirse que [2]

1 o /
%(0)=— [ F()e"/mdt AT
X(0) = —— [ R (A7)
de manera que la solucién (A.6) se transforma en
X(t) = L /OO F(t/)e—(t’_t)/'rdt/ _ i /00 F(t + TS)G_SdS (A 8)
mt J, m Jo ' '

A pesar de la artificialidad de la condicién inicial expresada en la ecuacion
(A.7), esta asegura que la aceleracion final de la particula sea nula, tal que el

2Si la fuerza externa F es funcién de la posicién en lugar del tiempo, se tiene que la
solucién (A.6) se complica, pero mantiene sus caracteristicas fundamentales [3].

3Este fenémeno se conoce como preaceleracién o aceleracién acausal y, como el segundo
nombre lo indica, consiste en una forma de comportamiento acausal [2, 49].

4Las soluciones fugaces de la ecuacién de Abraham-Lorentz son conocidas en la litera-
tura en lengua inglesa como runaway solutions [49)].
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comportamiento fugaz ha sido suprimido. Sin embargo, la soluciéon anterior
implica que %X(t) depende del valor de la fuerza para tiempos futuros en todo
tiempo, de modo que el comportamiento acausal de la particula persiste,
como se ejemplifica en la figura A.1.

100 ffrr ]
0.50*5»
025
000

-0.25 {1

Fuerza [dyn]; aceleracién [gal]

~0.501.

e
0.0 2.0 4.0 6.0 8.0 10.0 12.0 14.0 16.0
Tiempo [s]

Figura A.1: Gréficas de la fuerza F(t) = Fye % sin(wt), curva roja,
y de la correspondiente aceleracién obtenida a partir de la solucién
(A.8), curva azul. La acausalidad de la solucién se ha magnificado al
elegir 7 = 0.5 s. El resto de pardmetros se eligieron como: m =1 g;

Fo=1dyn;b=02s"tyw=mns"1t

A pesar de la discusion anterior, se tiene que el valor numérico de 7
es demasiado pequeno para tener variaciones realistas de la fuerza aplicada
[6]. Asi, desde una perspectiva pragmatica puede realizarse un desarrollo de
Taylor de F(t 4 7s) en la ecuacién (A.8) obteniéndose que

o0

7" d"F(t) [ d"F(t
mx(t) = Z T dti ) /0 s"e *ds = ZT" dt’g ) (A.9)
n=0

n!
0
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La ecuacién (A.9) muestra que para orden cero en 7 la ecuacién de movi-
miento de Abraham-Lorentz se reduce a la segunda ley de Newton, al haber
sido despreciada totalmente la reaccién radiativa. Por otro lado, al aproximar
a primer orden en 7 se obtiene que el término de reaccién radiativa puede
expresarse proporcionalmente a la primera derivada temporal de la fuerza
externa aplicada, i. e.,

(A.10)

Numéricamente, 7 se interpreta como el tiempo que le toma a la luz
recorrer la distancia
262 2Rcla’s

cT = 5 = ,
3mc 3

(A.11)

donde Ry es el radio clasico de la particula en cuestién. Asi, 7 representa el
tiempo que le toma a la luz propagarse a través de una particula elemental [3],
de tal modo que no es de esperarse que la aceleraciéon acausal de la ecuacién
(A.8) conduzca a consecuencias o fendmenos observables [6].

Una forma de garantizar comportamientos causales de la particula carga-
da y una correccion electromagnética a su masa finita es mediante la intro-
duccidén de una cota superior o corte en las frecuencias en la ecuacién (A.2).
En 1977, E. J. Moniz y D. H. Sharp dedujeron y estudiaron una ecuacién del
tipo Abraham-Lorentz para una carga clasica extendida, hallando que esta
predice comportamientos causales y correcciones electromagnéticas finitas a
la masa [49]. Lo anterior, junto con la expresién (A.5), sugiere que un corte
efectivo en las frecuencias es introducido por la estructura de la particula
cargada. Esto puede entenderse cualitativamente al considerar que una car-
ga extendida realiza un promedio del campo de radiacion a lo largo de su
extension, tal que elimina el efecto de las componentes de longitudes de on-
da iguales o menores que el radio de su estructura [2]. De la ecuacion (A.5)
puede observarse, al introducir una frecuencia de corte w,, que en general el
radio de la estructura es inversamente proporcional a la frecuencia maxima
del campo de radiacion,

(A.12)

We X

Ev
donde el factor de proporcionalidad es caracteristico de cada distribuciéon
particular de carga en la particula.
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La introduccién de un corte en las frecuencias puede entenderse como una
consecuencia de la falta de interacciones entre las componentes del campo de
radiacién de altas frecuencias y la particula, de tal forma que las primeras
puedan ser despreciadas [50]. Dichas frecuencias corresponden a intervalos
temporales de menor duracién que R/c, tal que si R > ¢7 = Ry.,s; es decir, si
la particula se extiende sobre un radio mayor que su radio clasico, entonces,
todos los efectos no causales asociados a la ecuacién de Abraham-Lorentz
desaparecen [2]. En este sentido, la introduccién de una frecuencia de corte,
o equivalentemente de una estructura a la particula, restablece la causalidad
en el desarrollo. La cota superior w, puede tener su origen en una combinacién
de muchos factores, siendo solo uno de ellos la estructura; otros pueden ser
causados por los efectos dindmicos de la particula [51]. Asi, el corte en las
frecuencias es introducido no porque sea practico o posible, sino porque es
necesario para recuperar la consistencia de la teorfa [2].

Una frecuencia de corte comtinmente utilizada en la electrodinamica es-
tocdstica es la frecuencia de Compton [2], Woompton = mc?/h. Para esta fre-
cuencia caracteristica se obtiene una correccién electromagnética a la masa
finita dada por

4me? 4
~ 3mwhe 3w
siendo o = €?/Hc la constante de estructura fina. Asi, para el caso especifico
de un electrén se obtiene que la razon entre la correccién a la masa corres-
pondiente y su masa es dm./m. ~ 3.1 x 1073, la cual resulta una correccién
a la masa razonable. En este sentido, puede afirmarse que la frecuencia de
Compton resulta ser una cota superior natural para la presente descripcién
no relativista.

om am, (A.13)

Es importante mencionar que la funcién hamiltoniana presentada en la
ecuacion (1.1) representa una teoria causal, de manera que cualquier descrip-
cién exacta basada en esta debe preservar dicha causalidad [2]. Asi, indepen-
dientemente del mecanismo utilizado para tratar de explicar las anomalias
existentes en los comportamientos predichos por la ecuacién de Abraham-
Lorentz, se debe tener siempre presente que estas son producidas por las
aproximaciones hechas a lo largo del proceso de deduccién de esta ecuacién
y que no constituyen parte integral de la teorfa [51].



Apéndice B
Deduccion de la ecuacion (1.5)

Ya que se esta considerando el movimiento oscilatorio de una particula car-
gada, concretamente de un electron, en su limite no relativista se tiene que
su energfa cumple con la relacién Awy < mc? [8], lo que implica que

2
wy K % = WCompton ~ 7.8 X 1020 S_l. (Bl)

Una estimaciéon de la magnitud de wy puede obtenerse al considerar la
frecuencia resultante de expresar la energia del estado base de un atomo de
hidrégeno como la energia del estado base de un oscilador arménico, pues el
primero representa un problema no relativista tipico. Asi, se tiene que

4
me 9

Wy ~ F = "WCompton ~ 4.2 X 10168_17 (B2)

siendo o = €2 /hc la constante de estructura fina. Lo anterior implica que la
frecuencia wy se halla en la region ultravioleta del espectro electromagnético.

Finalmente, de la ecuacién (A.2) se obtiene que

2 3
WoT ~ % <1, (B.3)

de donde se llega inmediatamente a que

v = Wit < wo. (B.4)
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Apéndice C

Propiedades del campo
electromagnético del vacio

C.1. Densidad espectral

Una de las propiedades mas importantes del campo de punto cero es su densi-
dad espectral, ya que es la caracteristica que lo diferencia de un mero proceso
browniano . Este espectro puede obtenerse desde la teoria cuantica moderna
partiendo del hecho de que la energia minima de un oscilador arménico es
hw /2. No obstante, debido a su importancia tedrica, en el contexto de la elec-
trodinamica estocastica es medular deducir este resultado desde argumentos
fisicos mas fundamentales y sin hipdtesis de cuantizacion [1, 2].

Siendo asi, una forma ilustrativa de obtener el espectro del CPC es me-
diante la aplicacién de la ley de desplazamiento de Wien a una cavidad
radiante en el limite atérmico' [8]. Esta ley, deducida por W. Wien en 1893

desde los fundamentos de la electrodindmica clésica y la termodindmica?,

ILa otra forma canénica de obtener la densidad espectral del campo de radiacién de
punto cero desde principios fisicos fundamentales consiste en demostrar que p(w) ~ w? es
el tinico espectro consistente con la relatividad especial al ser invariante de Lorentz [9, 10].
Esta demostracién puede verse en la referencia [2].

2Wien supuso que dentro de una cavidad cilindrica, reflectora, perfecta y provista de un
pistén movil se hallaba encerrada radiacion, tal que al realizarse una expansion adiabatica
de la misma se obtenia un corrimiento Doppler por parte de las ondas electromagnéticas
que eran reflejadas por el pistén, lo que permitia el intercambio de energia radiante entre

las distintas frecuencias de la radiacién [52].
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establece que la energia media de un oscilador armonico de frecuencia w, que
representa un modo de oscilacién del campo de radiacién [2, 6], en equilibrio
termodinamico con un bano térmico a temperatura 7" es funcién unicamente
de dicha temperatura absoluta y de su frecuencia [1],

E(T,w) =wf (%) , (C.1)

siendo f una funcién arbitraria por determinar®.

Las deducciones usuales de la ley de Wien no garantizan su aplicabili-
dad en el cero absoluto [2]. Sin embargo, mediante el uso de argumentos
de continuidad que involucran la condicionante de que el calor especifico de
la radiacion de cierta frecuencia se mantenga finito para toda temperatura,
puede suponerse que la ley de Wien es aplicable en el limite de temperatura
cero [53]. De manera alternativa, mediante la aplicacién de la segunda ley
de la termodinamica al movimiento cuasiestatico de los dipolos oscilantes de
las paredes de la cavidad que encierra la radiacion es posible deducir una
version generalizada de la ley de Wien que garantice su aplicabilidad en el
cero absoluto [54]. Asi, se tiene que la ley de Wien puede expresarse en el
limite atérmico como

E(w) =E(0,w) = wf(o0), (C.2)

donde f(o0) debe tener un valor finito.

La eleccién del valor de la constante anterior es de maximo interés pues
si se elige que f(00) = 0 se recupera el resultado clasico de nulo movimiento
en el cero absoluto [9]. No obstante, si se supone que en el limite del cero
absoluto la funcién de la ley de Wien es constante pero no nula, f(oco) = A,
entonces, se tiene que en el limite atérmico ain existen movimientos y con
ellos una energia de punto cero dada por

Eolw) = Aw = =2 (C.3)

De esta forma, se obtiene que la energia media de un modo de oscilacion del
campo es proporcional a su frecuencia®.

3La incapacidad de la fisica del siglo XIX para hallar de forma tedrica la funcién
universal f que se ajustara de manera correcta a los resultados experimentales marco el
fracaso definitivo de la teoria clésica en el problema de la radiacién de cuerpo negro.

4 A # 0 implica una violacién del principio de equiparticién de la energia por parte del
oscilador ya que su energia media en equilibrio se vuelve funcién de su frecuencia. Asi, la
fisica que surge de este hecho necesariamente trasciende la fisica cldsica [1].
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El valor de la constante A debe ser universal ya que determina el espectro
de equilibrio en el cero absoluto [8], el cual es de cardcter universal de acuerdo
con la ley de Kirchhoff [1]. En la actualidad se sabe que el valor de dicha
constante es h/2. Sin embargo, es importante notar que por la forma en la que
han sido deducidos los resultados anteriores, la presencia de esta constante
no implica ninguna connotacién cudntica [1].

Para establecer contacto entre la energia media de un modo de oscilacion
del campo de radiacién £(T,w) y su densidad espectral p(T',w) debe notarse
que la cantidad p(T,w)dw corresponde a la energia electromagnética por
unidad de volumen de un ancho de banda dw que contiene a w; de forma que
se satisface que

p(T,w) = N(w)E(T,w), (C.4)

donde N(w) denota la densidad de estados contenidos en la cavidad, tal que
N(w)dw es el nimero de modos de oscilacién de frecuencia w por unidad
de volumen contenidos en un ancho de banda dw. Notando que la cantidad
N(w) no depende de la temperatura del sistema y que puede ser determinada
a partir de consideraciones geométricas [21], tal que esta es igual a

2

Nw) = —3 (C.5)
se llega a que la ecuacién (C.4) se reescribe como
W2

Es importante destacar que, a pesar de que las ecuaciones (C.1) y (C.6)
fueron originalmente deducidas para los osciladores materiales de la cavi-
dad que contenia la radiacion, el argumento de Nernst sobre la condicion de
equilibrio entre la materia y los modos del campo implica que el desarrollo
hecho y, en particular, la ecuacién (C.6) son validos para ambos subsistemas
[2]. Siendo asi, de la ecuacién (C.3) se obtiene finalmente que la densidad
espectral del campo de radiacién de punto cero es igual a

w? hw?
pow) = —5&0W) = 553
Este resultado se considera la puerta de entrada de la constante de Planck a
la electrodinamica estocéastica como la medida de la intensidad de las fluctua-
ciones del campo de punto cero. Asi, toda presencia de h debe considerarse
como evidencia de la accién del CPC [2].

(C.7)
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C.2. Contenido energético

El contenido energético del CPC es un resultado interesante de analizar pues
al integrar su densidad espectral sobre todas las frecuencias se obtiene que
su densidad de energia es divergente:

uy = /0 po(w)dw = FZLCS’/O widw — 0. (C.8)
Este resultado esta en conflicto con la ley de Stefan-Boltzmann®, la cual esta-
blece que la energia contenida por la radiacion es finita para una temperatura
finita dada. Sin embargo, a diferencia de la catastrofe ultravioleta del mo-
delo de Rayleigh-Jeans, la divergencia de la ecuacién (C.8) es un problema
desconocido para la fisica clasica [2].

La divergencia planteada en la ecuacién (C.8) hace necesaria la introduc-
cion de una cota superior en el espectro de frecuencias del campo de punto
cero. Para justificar este corte, la electrodindmica estocastica recurre a dos
argumentos’. El primero de ellos es la falta de evidencia de que las reglas de
la electrodinamica puedan ser aplicables a frecuencias arbitrariamente altas
[2], como se menciond en el apéndice A. El otro es que el espectro expresado
en la ecuacién (C.7) ha sido deducido a partir del requerimiento de que sea
un invariante de Lorentz, el cual es solamente una aproximacién de un reque-
rimiento mas fundamental: la covarianza general. Asi, es razonable suponer
que un espectro que cumpla con todas las reglas de la relatividad general
debe ser integrable, y que el espectro pp(w) es unicamente una aproxima-
cién local a bajas frecuencias de dicho espectro [2]. Es importante remarcar
que el problema de la densidad energética divergente del CPC es irrelevante
en una descripcién no relativista como la presente ya que, como se discutio
en el apéndice A, un corte en las frecuencias tiene que ser introducido para
recobrar la consistencia interna de la teoria.

La ecuacién (C.8) es frecuentemente usada como objecion contra la exis-
tencia de un campo de punto cero real debido a que un campo con dicha

5La ley de Stefan-Boltzmann, obtenida empiricamente por J. Stefan en 1874 y deducida
desde la termodinamica por L. Boltzmann en 1884, propone que la densidad de energia
total radiada por un cuerpo negro es proporcional a la cuarta potencia de su temperatura
[2], u(T) = aT*. La constante de proporcionalidad a es igual a 40 /c, siendo o la constante
de Stefan-Boltzmann.

6Estos argumentos son también los utilizados por la electrodindmica cudntica para
asignarle un valor finito a la densidad energética del CPC [50].
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cantidad de energia almacenada implicaria efectos electromagnéticos y gra-
vitacionales enormes que no se podrian pasar por alto [2, 50]. Una estimacién
de la energia contenida por el CPC puede obtenerse a partir de la densidad
de energia asociada a una banda de frecuencias especifica,

Uplwr, wa] = /wz po(w)dw i(w;l —w?). (C.9)

) 823

Para la regién visible del espectro electromagnético, longitudes de onda entre
400 y 700 nm, se tiene que la ecuacién anterior implica una densidad energéti-
ca de aproximadamente 200 erg/cm?. Por otro lado, para una cota superior
razonable, como la frecuencia de Compton, se obtiene que la densidad de ma-
sa equivalente del campo electromagnético del vacio es igual 2x 10" g/cm?,
o equivalentemente a 10*? electrones/cm?. Debido a estos resultados, la ima-
gen prevaleciente del CPC en la electrodindmica cuédntica es la de un campo
meramente virtual que produce efectos observables [6, 50], lo cual equivale
a redefinir o renormalizar su energia como cero. No obstante, la energia no
puede ser definida arbitrariamente como cero en un tratamiento totalmente
relativista de la teorfa [50], razén por la cual el contenido energético del CPC
representa un problema abierto de la fisica contemporénea’ [1].

La electrodinamica estocastica propone que los efectos electromagnéticos
debidos al campo del vacio no pasan desapercibidos sino que, por el contra-
rio, son sistematicamente observados en forma de las propiedades cuanticas
de la materia [2]. Por otro lado, los efectos gravitacionales de escala césmica
que deberian producirse debido a la gran masa equivalente del campo de ra-
diacién de punto cero simplemente no se observan [50]. Diversos mecanismos
de compensacién han sido sugeridos para explicar lo anterior [55]. Sin em-
bargo, la gran variedad de hipdtesis propuestas solo pone en evidencia que
la solucién de este problema atn es desconocida [2].

"La energia del vacio esta relacionada con el misterio del origen de la constante cos-
moldgica de las ecuaciones de Einstein ya que cualquier contribucién a la densidad de
energfa del vacio es equivalente a una constante cosmoldgica [55]. Esto puede verificarse al
notar que el término Ag,,, de las ecuaciones de Einstein puede reescribirse como —SFGTJ;LC,
tal que la densidad de energia contenida por el vacio es igual a p¥° = T3 = A/8nG. El
problema con lo anterior es que los valores predichos por las diferentes teorias de campo
para la densidad pY®® resultan ser muchos 6rdenes de magnitud mayores que cualquier
valor consistente con las observaciones [55]. El problema de la constante cosmoldgica es
de cardcter fundamental, tal que su solucién tendrd un impacto contundente en muchas

areas de la fisica y la astronomia [55]. En esta nota se ha normalizado ¢ a la unidad.






Apéndice D

Calculo de los coeficientes de
difusion

A partir de las definiciones de los coeficientes de difusion Dif(t) y D;; (%),
ecuaciones (2.23) y (2.24), y de la ecuacién (2.21), se obtiene que estos se
expresan de la siguiente manera:

D) = S /_ / h S(foj) cos(w(t—t’))gx]d d; (D)
() = / / 50®@) o5 (t—t'))%dwdt/, (D.2)

donde z; = z;(t) y z, = ;(t) corresponden a dos instantes de la solucién
determinista de la ecuacién de movimiento del sistema.

La ecuacion (1.7) corresponde a la ecuacién de movimiento en el caso del
OA, por lo cual, la ecuacién determinista a tratar es

&+ s + wizg = 0. (D.3)

Alternativamente, al utilizar la definicién del momento (1.31) en la ecuacién
de movimiento (1.7), se obtiene que la ecuacién determinista puede expresarse
en términos del momento de la particula como

Pi +pi + wip; = 0. (D.4)

Las ecuaciones (D.3) y (D.4) corresponden a las ecuaciones diferenciales que
describen la evolucién temporal de la posicién y el momento, respectivamente,
de un oscilador arménico amortiguado.

5
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Utilizando los métodos usuales de resolucién de ecuaciones diferenciales,
como el método de la ecuacion caracteristica, es posible resolver las ecuacio-
nes (D.3) y (D.4) tal que sus soluciones son:

z;(t) = e 7 20,(1) [cos wi(t—t") — QL sinwy (t — t’)}
w1

t /
+ pu() )efwft 2sinw, (t —t'); (D.5)
mwi

pi(t) = e 72,4 [cos wi(t—t") + QL sinws (t — t’)]
Wi

2 /
_ mwo—xi(t)eﬂ(tft’)ﬂ sinw; (t —t), (D.6)
W1 ’

donde se satisface que la frecuencia w? = wg — (7/2)* ~ wi, dado que v < wy.
Estas soluciones implican que los factores dz;/0x; y Op;/0x] estan dados por
las siguientes oscilaciones amortiguadas:

ox; /

gy = B O Jeosan(t =) = S simen(t =) |5 (D)
Op, MWE iy
81‘2 = _5ijw_106 y(t—t')/2 Smwl(t _ t/), (D.8)

tales que estos conducen a que los coeficientes de difusion se expresen de la
siguiente manera:

- > [ So(w) g
D = 5ijw/0 2 [](W) - Q—MK(W)} dw; (D.9)
. e2wd [ Sp(w)
D} = =0y oo /0 e K(w)dw, (D.10)

donde se han definido las funciones I(w) y K(w) como:

I(w) = /000 e7%/2 cos(ws) cos(wy s)ds; (D.11)

Kw) = /000 e 7%/2 cos(ws) sin(wy s)ds. (D.12)



7

Las integrales presentes en las definiciones de las funciones I(w) y K (w)
pueden resolverse analiticamente mediante desarrollos en series de Taylor,
tal que los coeficientes de difusion se reescriben de manera explicita como:

v 51% L [erarrom aoarram
> W+ wy w— w;
_ w_l 0 {(w ENENW T — oot (7/2)2} wdw} ; (D.13)
0 ==sug | |y o e
(D.14)

Aun cuando las expresiones obtenidas en las ecuaciones (D.13) y (D.14) no
son matematicamente sencillas, estas permiten concluir que los coeficientes de
difusion para el caso del oscilador arménico son diagonales e independientes
del tiempo, es decir,

siendo D*® y D™ coeficientes escalares y constantes [26].

Como se mostro en el apéndice B, se tiene que v < wy de tal modo que
wy posee un valor muy cercano a wy. Esto implica que los coeficientes de
difusion pueden aproximarse por:

hn? [ widw
D* ~ : D.16
il G O

SR o (w? — wd)wdw

D* .
T Jo (W —wp)® +2(7/2)*(w? + wp)

(D.17)

Debido a que el parametro de tiempo 7 posee un valor extremadamente pe-
queno, se llega a que 7w < 1, incluso para frecuencias tan altas como la de
Compton. Esto implica que las contribuciones relevantes en las integrales de
las ecuaciones (D.16) y (D.17) provienen de la resonancia localizada alrede-
dor de wy [2]. Adicionalmente, dado que 7 < wy, se tiene que la resonancia
en cuestién es extremadamente angosta, razon por la cual es posible exten-
der el intervalo de integracion de dichas integrales sobre todo el eje real sin
introducir un error apreciable [2].
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De esta manera, las aproximaciones de linea estrecha de los coeficientes
de difusién D™ y D" pueden obtenerse de las ecuaciones (D.16) y (D.17)
al aproximar la frecuencia w por wy en sus respectivos integrandos, evitando
dicha aproximacién en la diferencia w — wy, de tal modo que

hry? °° dw hy
DIt = SCI D.1
O drmuwg /_OO (W—wo)?+ (v/2)2  2mwy’ (D-18)

w @ o0 (W — wp)dw _
%= | Gmartom " (D49

Utilizando la ecuacién (1.45) y el resultado de la ecuacién (D.18), es
posible establecer una relacion entre el coeficiente D* y la varianza en la
posicién o2 en la aproximacién linea estrecha,

D =~yop,. (D.20)

De esta forma, la ecuacién (D.20) puede identificarse como una relacién en-
tre los coeficientes que cuantifican la disipacion en el sistema mecanico y
los parametros que caracterizan las fluctuaciones del entorno, es decir, una
relacién de fluctuacién-disipacion [2].
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