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TESIS

QUE PARA OPTAR POR EL GRADO DE:

MAESTRO EN CIENCIAS (FÍSICA)
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I recall that during one walk Einstein suddenly stopped,
turned to me and asked whether I really believed that the Moon

exists only when I look at it.

Abraham Pais*

*Pais, A. Rev. Mod. Phys. 51 (1979), p. 907.
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brindados durante mis estudios de maestŕıa.
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1.1. Descripción estad́ıstica del campo electromagnético del vaćıo . 6
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Introducción

La electrodinámica estocástica, o EDE, es una teoŕıa fundamental de la
mecánica cuántica en proceso de construcción que explica la cuantización co-
mo un fenómeno emergente generado por un proceso estocástico primordial
de origen electromagnético [1]. Concretamente, la EDE explora la hipótesis
de que el comportamiento cuántico es una consecuencia de la interacción,
permanente e inevitable, entre la materia y el campo estocástico de radia-
ción de punto cero [2], o CPC, al considerarlos elementos inseparables de un
sistema f́ısico más grande y completo.

El método de la electrodinámica estocástica inicia con la consideración
de una part́ıcula material cargada sujeta a la acción del CPC, el cual es una
solución de las ecuaciones de Maxwell en el vaćıo que, no obstante, es ajena a
la f́ısica clásica [1]. La dinámica de la part́ıcula es gobernada, en un principio,
por una ecuación de movimiento clásica y estocástica. Al dejar evolucionar
el sistema, se encuentra que existen situaciones en las que este alcanza un
régimen reversible en el que existe un balance detallado de enerǵıa entre el
campo de fondo y la part́ıcula en promedio, tal que los términos radiativos en
las ecuaciones dinámicas de la part́ıcula se reducen a correcciones que pueden
ser despreciadas en una primera aproximación. Bajo estas condiciones, se
encuentra que la evolución de la parte mecánica del sistema está controlada
por las leyes de la mecánica cuántica [1].

El tratamiento conjunto de la materia y el campo de radiación de punto
cero dota a la electrodinámica estocástica de los elementos necesarios para
el estudio de la absorción y emisión de radiación por parte del subsistema
mecánico y de las correcciones radiativas que de estas emergen. Como re-
sultado, este tratamiento le permite a la EDE describir consistentemente no
solo los fenómenos mecanocuánticos, sino también aquellos que se encuentran
dentro de los dominios de la electrodinámica cuántica [1].
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2 INTRODUCCIÓN

La EDE permite esclarecer algunos de los problemas caracteŕısticos de
la teoŕıa cuántica, como el mecanismo detrás de la estabilidad atómica o la
naturaleza de las fluctuaciones cuánticas, desde un marco teórico autoconsis-
tente que reafirma principios fundamentales de la ciencia como el realismo,
la causalidad y la localidad [1]. La virtud de esta teoŕıa sobre otras formula-
ciones alternativas de la mecánica cuántica es que ofrece una perspectiva del
mundo cuántico desde fuera de este al llegar al formalismo cuántico desde un
cimiento f́ısico bien establecido [1].

El oscilador armónico, o OA, ofrece una oportunidad única para estudiar
expĺıcitamente las propiedades que adquiere un sistema mecánico al estar en
contacto con el CPC y para mostrar, con un ejemplo concreto, cómo un ob-
jeto clásico se convierte a través de dicha interacción en uno cuántico [2]. Por
esta razón, muchos de los autores que sentaron las bases teóricas de la elec-
trodinámica estocástica, entre los que destacan P. Braffort, T. W. Marshall,
E. Santos, L. de la Peña, A. M. Cetto, T. H. Boyer y H. M. França, aplicaron
sus resultados al oscilador armónico con el fin de mostrar las implicaciones y
los alcances de la teoŕıa. Por ello, el OA es el sistema mecánico que ha sido
más estudiado en la EDE.

Los objetivos de esta tesis fueron estudiar los comportamientos dinámicos
del oscilador armónico y del oscilador armónico forzado de la EDE en el
espacio fase y comprobar que estos convergen a sus homólogos cuánticos en el
ĺımite temporal asintótico de la teoŕıa. Para esto, se realizó primeramente una
descripción estad́ıstica en el espacio fase de la parte estacionaria de la solución
de la ecuación de Braffort-Marshall para el OA a partir de una revisión de
los resultados más notorios de la electrodinámica estocástica. Posteriormente,
se utilizó el formalismo de la ecuación generalizada de Fokker-Planck de la
EDE para construir la ecuación de evolución temporal de la densidad de
probabilidad promedio del oscilador armónico en el espacio fase, considerando
la aproximación markoviana y el ĺımite temporal asintótico. Al resolver esta
ecuación se pudo analizar el comportamiento del OA en dicho ĺımite y se pudo
comprobar que la solución tiende al estado estacionario previamente descrito.
Este análisis se realizó también para un oscilador armónico forzado por un
campo eléctrico externo. Finalmente, se estudiaron los principios básicos de la
formulación de la mecánica cuántica en el espacio fase con el fin de hacer una
comparación detallada entre los resultados obtenidos desde la perspectiva
de la electrodinámica estocástica y las descripciones cuánticas del oscilador
armónico y sus estados coherentes.



Caṕıtulo 1

El oscilador armónico en la
electrodinámica estocástica

El estudio mecánico no relativista de una part́ıcula puntual de masa µ y carga
e, t́ıpicamente un electrón, sujeta a un potencial armónico de frecuencia ω0

y en interacción con un campo de radiación electromagnética parte de la
función hamiltoniana total del sistema part́ıcula-campo, es decir,

H =
1

2µ

(
p− e

c
A
)2

+
1

2
µω2

0x
2 +

1

8π

∫
(E⊥2 + B2)d3x, (1.1)

donde A = A(x, t) denota el potencial vectorial del campo electromagnético,
tal que E⊥ = −(1/c)∂A/∂t y B = ∇×A son sus componentes eléctrica1 y
magnética, respectivamente [2, 3, 4]. La ecuación (1.1) consta de tres partes:
la primera representa el término cinético del sistema, que para el caso de una
part́ıcula cargada en un campo electromagnético externo consta de una parte
mecánica y una corrección electromagnética proporcional al vector potencial
[3]; la segunda parte expresa la interacción de la part́ıcula con el potencial
armónico; y finalmente, se tiene la contribución energética del campo de
radiación presente, esto es, la función hamiltoniana asociada a dicho campo
electromagnético.

1La componente longitudinal del campo eléctrico, E‖, no está presente en la ecuación
(1.1) porque no forma parte del campo de radiación, el cual es transversal por construcción
[3]. En la norma de Coulomb se tiene que la componente E‖ está asociada únicamente al
potencial escalar, E‖ = −∇Φ, de modo que esta puede suponerse como el origen f́ısico del
potencial armónico que sujeta a la part́ıcula cargada.
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4 CAPÍTULO 1. EL OSCILADOR ARMÓNICO EN LA EDE

El campo de radiación en la norma de Coulomb y en condiciones de
ausencia de materia satisface una ecuación de onda, de tal manera que puede
expresarse en términos de sus modos normales de oscilación, a través del
vector potencial, de la siguiente manera:

A(x, t) =
∑
k,λ

√
2πc2Ek
ω2
kV

(
ak,λe

ik·x−iωkt + a∗k,λe
−ik·x+iωkt

)
êλk, (1.2)

donde k es el vector de onda y λ = 1, 2 es el ı́ndice de polarización, de mo-
do que los vectores de polarización êλk y k̂ forman una base ortonormal de
vectores unitarios. Además, se tiene que la frecuencia de oscilación de cada
modo ωk está definida a través de la relación de dispersión ω2

k = c2k2, y que la
enerǵıa por modo es igual a Ek cuando las amplitudes ak,λ están normalizadas
a la unidad, es decir, cuando satisfacen que |ak,λ|2 = 1. Finalmente, V de-
nota el volumen del paraleleṕıpedo, con condiciones a la frontera periódicas,
utilizado para teselar el espacio tridimensional [2].

Al obtener las expresiones para los campos E⊥ y B, a partir de la ecuación
(1.2), y sustituirlas en la función hamiltoniana expresada en la ecuación (1.1)
pueden deducirse las ecuaciones de movimiento de la part́ıcula y cada uno de
los modos de oscilación del campo. Los modos del campo pueden obtenerse
como funciones del tiempo mediante la integración directa de sus ecuacio-
nes de evolución. Por su parte, la ecuación de movimiento de la part́ıcula
puede expresarse en términos de dichos modos de manera que, al tomar en
consideración que ẋ� c, esta puede aproximarse por2

mẍ = −mω2
0x +mτ

...
x + eE⊥(x, t) +

eẋ

c
×B(x, t). (1.3)

La ecuación (1.3) corresponde a la ecuación de Abraham-Lorentz de un OA
cargado en presencia de un campo de radiación electromagnética. Una ecua-
ción de Abraham-Lorentz se caracteriza por poseer un término proporcional
a la tercera derivada de la posición de la part́ıcula, mτ

...
x , que modela la in-

teracción de esta última con la radiación generada por su propio movimiento
[3]. Adicionalmente, una ecuación de Abraham-Lorentz implica una renorma-
lización de la masa de la part́ıcula, como se muestra en el apéndice A, tal que
la masa original µ ha sido remplazada por la cantidad m = µ + δm, siendo

2Una deducción detallada de la ecuación de movimiento de Abraham-Lorentz, partiendo
desde la función hamiltoniana de la ecuación (1.1), puede verse en la referencia [5].
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δm una corrección de origen electromagnético [2, 6]. Los términos restantes
en el lado derecho de la ecuación (1.3) representan las fuerzas externas que
actúan sobre la part́ıcula, siendo, en este caso, la fuerza armónica y la fuer-
za de Lorentz resultante de la interacción con los campos electromagnéticos
externos, respectivamente.

El factor τ = 2e2/3mc3, que posee un valor numérico de aproximadamente
6.3×10−24 segundos para el caso de un electrón, es pequeño en comparación
con los tiempos atómicos usuales al considerar variaciones realistas de las
fuerzas aplicadas [6]. Por esta razón, el término

...
x en la ecuación (1.3) puede

aproximarse, como se demuestra en el apéndice A, por la expresión −ω2
0ẋ [3].

Aśı, la ecuación de movimiento de la part́ıcula se reescribe como

mẍ = −mω2
0x−mγẋ + eE⊥(x, t) +

eẋ

c
×B(x, t), (1.4)

donde se ha definido la frecuencia γ ≡ τω2
0. Esta frecuencia resulta ser mucho

menor que la frecuencia natural del oscilador,

γ � ω0, (1.5)

para problemas no relativistas, como se ilustra en el apéndice B. Por otro
lado, dado que se ha supuesto que la part́ıcula realiza un movimiento con
velocidades no relativistas, se tiene que la fuerza magnética sobre la part́ıcula
es despreciable en comparación con la fuerza eléctrica, de manera que

mẍ = −mω2
0x−mγẋ + eE⊥(x, t). (1.6)

Finalmente, los modos del campo que son relevantes para el movimien-
to no relativista de la part́ıcula poseen longitudes de onda mayores que
las dimensiones caracteŕısticas del subsistema mecánico, como se discute en
apéndice A. De esta manera, puede suponerse que en la región del espacio
ocupada por la part́ıcula el campo eléctrico no vaŕıa apreciablemente [2]. Con
base en esta consideración, conocida como aproximación de longitud de onda
larga o dipolar eléctrica [2], la dependencia de la posición del campo eléctrico
puede ser despreciada, de modo que la ecuación (1.6) se reduce a

mẍ = −mω2
0x−mγẋ + eE⊥(t). (1.7)

La ecuación (1.7) corresponde mecánicamente a la ecuación de movimiento
de un oscilador armónico de frecuencia ω0 amortiguado, debido al efecto de
su propia radiación, y forzado, por la presencia de la componente eléctrica
del campo de radiación.



6 CAPÍTULO 1. EL OSCILADOR ARMÓNICO EN LA EDE

1.1. Descripción estad́ıstica del campo

electromagnético del vaćıo

El campo electromagnético del vaćıo, también conocido como campo de ra-
diación de punto cero o CPC3, es el nombre asignado a la componente elec-
tromagnética del conjunto de campos aleatorios de punto cero existentes en
ausencia total de materia [2]. Contraria a la suposición clásica, la cual impli-
ca que en ausencia de fuentes no existe campo electromagnético, la noción
de campo de radiación de punto cero propone una solución más general a
las ecuaciones de Maxwell en el vaćıo, la cual resulta de la imposición de
condiciones a la frontera mejor adaptadas para la descripción de un sistema
f́ısico abierto [7].

Concretamente, el CPC se entiende como un campo electromagnético
de carácter estocástico que persiste incluso a temperatura cero y al que le
corresponde una enerǵıa media por modo de oscilación proporcional a su
frecuencia [8], E0(ω) = ~ω/2. Adicionalmente, se tiene que los modos de
oscilación del CPC son estad́ısticamente independientes y que su espectro de
frecuencias es un invariante de Lorentz [7, 9, 10], el cual está dado por

ρ0(ω) =
~ω3

2π2c3
. (1.8)

Aunado a lo anterior, el campo de radiación de punto cero en el espacio
vaćıo se supone generado por una cantidad arbitrariamente grande de fuentes
externas al sistema, tal que este es altamente desordenado. Esto implica que
el CPC es fuertemente incoherente, lo que ayuda a explicar que sus efectos
son inobservables a escalas macroscópicas4 [2, 7]. En el apéndice C se deducen
y discuten algunas de estas cualidades del campo electromagnético del vaćıo.

Con base en las propiedades anteriores puede construirse una descripción
estad́ıstica del CPC. Siendo aśı, supóngase que se efectúa una medición en un
periodo corto de tiempo t0, durante el cual se realiza un promedio temporal
de las componentes del CPC. Debido a la no observabilidad de estos campos

3El CPC fue propuesto de manera formal por W. Nernst, en 1916, cuando argumentó
que las diferencias entre los osciladores de Planck y el campo de radiación son inadmisibles
si ambos sistemas se hallan en equilibrio estad́ıstico al estar en contacto térmico [2].

4A pesar de esto, debe tenerse en cuenta que cada modo del CPC mantiene una corre-
lación suficiente para ser considerado una oscilación. Esto es relevante puesto que dichas
correlaciones distinguen al CPC de un simple ruido carente de correlación significativa.
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se tiene que sus promedios temporales deben ser nulos [2], i. e.,

1

t0

∫ t0

0

E(x, t)dt = 0,
1

t0

∫ t0

0

B(x, t)dt = 0, (1.9)

siendo t0 una cantidad grande comparada con los tiempos atómicos relevan-
tes. Análogamente, puede considerarse que los campos electromagnéticos del
campo de punto cero son, en cada instante, una realización de las infinitas
realizaciones posibles contenidas en el ensamble estad́ıstico. En este caso, el
carácter puramente aleatorio de estos campos implica que el promedio sobre
todas las realizaciones es cero [2, 7], es decir,

〈E(x, t)〉 = 0, 〈B(x, t)〉 = 0, (1.10)

donde 〈A〉 denota el promedio de la cantidad A sobre todas las realizaciones
posibles de las variables aleatorias del ensamble.

Por otro lado, dado que la enerǵıa media por modo de oscilación del
CPC es igual a ~ω/2, se tiene que la expresión para el vector potencial de la
ecuación (1.2) se reescribe en dicho caso particular como

A(x, t) =
∑
k,λ

√
πc2~
ωkV

(
ak,λe

ik·x−iωkt + a∗k,λe
−ik·x+iωkt

)
êλk. (1.11)

Las amplitudes de la expresión (1.11), representadas como ak,λ y a∗k,λ, son
consideradas variables aleatorias, tales que se supone que toda la estocasti-
cidad del vector potencial A proviene del conjunto de variables {ak,λ, a∗k,λ}
[2]. Aśı, al obtener los campos eléctrico y magnético del vector potencial de
la ecuación (1.11) y calcular los promedios expuestos en la ecuación (1.10),
se obtiene que las amplitudes ak,λ, que se suponen estad́ısticamente indepen-
dientes para modos distintos, promedian por separado a cero,

〈ak,λ〉 = 0, 〈a∗k,λ〉 = 0, (1.12)

al igual que el producto de dos amplitudes correspondientes a modos de
oscilación distintos del campo [2, 7]. Con base en esto, y siendo consistente
con que |ak,λ|2 = 1, se llega a que

〈a∗k,λak′,λ′〉 = δkk′δλλ′ , (1.13)

siendo nulos los promedios del resto de los productos posibles.
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En el ĺımite continuo de la representación del campo se tiene que las
amplitudes aleatorias se transforman como ak,λ → aλ(k), tal que el promedio
expresado en la ecuación (1.13) se reescribe como [2]

〈a∗λ(k)aλ′(k
′)〉 = δλλ′

δ(k− k′)

〈|ak,λ|2〉
= δλλ′δ(k− k′). (1.14)

Existen situaciones f́ısicas en las que es conveniente describir el potencial
vectorial magnético y los campos electromagnéticos en términos del conjunto
de variables canónicas {qk,λ, pk,λ} [2, 6, 11], las cuales se definen como:

qk,λ ≡ i

√
Ek

2ω2
k

(ak,λ − a∗k,λ); pk,λ ≡ i

√
Ek
2

(ak,λ + a∗k,λ). (1.15)

Siendo aśı, para el caso del campo electromagnético del vaćıo es inmedia-
to notar, de las ecuaciones (1.12) y (1.13), que ambas variables canónicas
promedian a cero,

〈qk,λ〉 = 0, 〈pk,λ〉 = 0, (1.16)

y que no están correlacionadas.

De manera análoga, se tiene que los segundos momentos estad́ısticos de
las variables canónicas, los cuales coinciden con las varianzas en este caso
por la ecuación (1.16), están dados por:

σ2
qk,λ
≡ 〈q2

k,λ〉 =
E0(ωk)

ω2
k

=
~

2ωk
; (1.17)

σ2
pk,λ
≡ 〈p2

k,λ〉 = E0(ωk) =
~ωk

2
. (1.18)

Al tomar el producto directo de las dispersiones de las variables canónicas
qk,λ y pk,λ del CPC es inmediato llegar a que

σ2
qk,λ

σ2
pk,λ

=
~2

4
. (1.19)

El resultado expuesto en la ecuación (1.19) sugiere que el CPC es el origen
último e irreducible de las llamadas fluctuaciones cuánticas [1]. La magnitud
de este producto está acotada por debajo debido a la falta de contribucio-
nes térmicas a las fluctuaciones, es decir, el valor mı́nimo ~2/4 es alcanzado
únicamente cuando todas las fluctuaciones térmicas han sido eliminadas al
alcanzar el ĺımite de temperatura cero [1].
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1.1.1. Correlaciones de dos puntos y distribuciones de
probabilidad

Partiendo de los resultados obtenidos es posible construir correlaciones de dos
puntos que involucren diferentes componentes del campo electromagnético
del vaćıo [2, 7]. De este modo, para el campo eléctrico se tiene, usando la
relación E = −(1/c)∂A/∂t y los resultados de las ecuaciones (1.12) y (1.13),
que la correlación de dos puntos se puede expresar como

〈Ei(x, t)Ej(x′, t′)〉 =
2π~
V

∑
k

ωk(δij − k̂ik̂j) cos (k ·∆x− ωk∆t), (1.20)

donde se han definido las diferencias ∆x ≡ x−x′ y ∆t ≡ t− t′. Para llegar a
la ecuación (1.20) se realizó la suma sobre el ı́ndice de polarización resultante
en términos de deltas de Kronecker [11], esto es,∑

λ

(êλk)i(ê
λ
k)j = δij − k̂ik̂j. (1.21)

La correlación de dos puntos del campo magnético se obtiene de manera
análoga, conduciendo al mismo resultado que el campo eléctrico. El hecho de
que el resultado expuesto en la ecuación (1.20) depende únicamente de las
diferencias ∆x y ∆t es debido a la homogeneidad y al carácter estacionario
del campo [2]. Un caso que es de interés en el estudio de estas correlaciones
es en el que x = x′, de modo que de la ecuación (1.20) se obtiene, al tomar
su ĺımite continuo haciendo la sustitución (1/V )Σk → (1/8π3)

∫
d3k, que

〈Ei(x, t)Ej(x, t′)〉 =
~

4π2c3

∫ ∞
0

ω3 cos (ω∆t)

∫
Ωk

(δij − k̂ik̂j)dΩkdω. (1.22)

Dado que el promedio angular de k̂ik̂j es δij/3 [12], se tiene que la integral
angular de la ecuación (1.22) se reduce a 8πδij/3, de tal manera que

〈Ei(x, t)Ej(x, t′)〉 = δij

∫ ∞
0

S0(ω) cos (ω(t− t′))dω, (1.23)

donde se ha definido el espectro de potencias S0(ω) en términos de la densidad
espectral del campo de radiación de punto cero ρ0(ω) como [2]

S0(ω) ≡ 4π

3
ρ0(ω) =

2~ω3

3πc3
. (1.24)
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Aśı, con base en la ecuación (1.23), se tiene que la covarianza de la compo-
nente eléctrica del campo electromagnético del vaćıo es igual a

ΓEE′(t− t′) ≡ 〈E(x, t) · E(x, t′)〉 = 3

∫ ∞
0

S0(ω) cos (ω(t− t′))dω. (1.25)

La transformada de Fourier de la ecuación (1.23) es la versión de la EDE
del teorema de Wiener-Khintchine, el cual proporciona el espectro de po-
tencias en términos de la transformada de Fourier de la correlación a dos
tiempos del campo [2, 13]. Aśı, partiendo de la definición de la transformada
de Fourier del campo eléctrico, Ẽi(x, ω), y utilizando el teorema de Parseval-
Plancherel en su versión unidimensional, se llega a que [2]

〈Ẽi(x, ω)Ẽ∗j (x, ω
′)〉 = δijS0(ω)δ(ω − ω′). (1.26)

Es importante remarcar que para el caso del campo electromagnético del
vaćıo es necesario introducir una cota superior en las frecuencias del espec-
tro, como se discute en los apéndices A y C, para asignarle un significado
definitivo a las expresiones anteriores [2].

Una suposición adicional que se hace regularmente en la EDE, que fue
propuesta originalmente por A. Einstein y L. Hopf en 1910, es que las am-
plitudes de los modos de oscilación del CPC son variables aleatorias con una
distribución normal [2, 14]. Esto implica que las variables canónicas qk,λ y
pk,λ poseen distribuciones gaussianas, de modo que, de acuerdo a los resul-
tados expresados en las ecuaciones (1.16), (1.17) y (1.18), sus distribuciones
de probabilidad son:

PCPC
q (qk,λ) =

1√
2πσ2

q

e−q
2
k,λ/2σ

2
q =

√
ωk
π~
e−ω

2
kq

2
k,λ/~ω; (1.27)

PCPC
p (pk,λ) =

1√
2πσ2

p

e−p
2
k,λ/2σ

2
p =

1√
π~ωk

e−p
2
k,λ/~ω, (1.28)

donde se ha simplificado la notación como q = qk,λ y p = pk,λ. Ya que pk,λ
y qk,λ son variables no correlacionadas se tiene que la distribución de proba-
bilidad conjunta en el espacio fase puede obtenerse mediante el producto de
las ecuaciones (1.27) y (1.28) [2], tal que esta es

FCPC(qk,λ, pk,λ) =
1

2π(~/2)
e−(p2k,λ+ω2

kq
2
k,λ)/2E0 . (1.29)
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La expresión (1.29) es conocida en la teoŕıa cuántica como la función de
Wigner del estado base de un oscilador armónico cuántico [15].

Aunado a lo anterior, se tiene que la cantidad entre paréntesis en el ex-
ponente de la distribución (1.29) es proporcional a la enerǵıa de un modo
de oscilación del campo de radiación cuando este ha sido representado como
un OA [2], ecuación (1.15). Aśı, dado que las variables canónicas del CPC
poseen distribuciones gaussianas, se tiene que la distribución de probabilidad
de la enerǵıa de cada uno de sus modos es

FCPC(E) = E−1
0 e−E/E0 . (1.30)

Esta distribución reproduce el hecho de que el valor medio de la enerǵıa por
modo es igual a E0, e implica una varianza σ2 = E2

0 en su valor.

1.2. La ecuación de movimiento de

Braffort-Marshall

La premisa principal de la electrodinámica estocástica es que el comporta-
miento cuántico de la materia surge de la interacción permanente de esta
con el campo de radiación de punto cero [2]. Tomando esto en consideración,
se supondrá de ahora en adelante que el campo E⊥(t) de la ecuación (1.7)
corresponde a la componente eléctrica del campo electromagnético del vaćıo
[8, 16], de manera que dicha ecuación, conocida en el contexto de la EDE co-
mo ecuación de movimiento de Braffort-Marshall [17], ahora corresponderá
a una ecuación diferencial estocástica ordinaria [18]. A partir de ahora se
denotará la componente transversal del campo eléctrico del CPC de forma
compacta como E(t) para simplificar la notación, ya que esta es la única
involucrada en la dinámica de la part́ıcula.

Un problema asociado con la ecuación de Braffort-Marshall es el de definir
el momento de la part́ıcula en presencia de la radiación de forma que pueda
ser comparado con el experimento. En ese sentido, se tiene que el momento
de la part́ıcula debe definirse como una función de cantidades observables,
tal que su cambio en el tiempo sea igual a las fuerzas experimentalmente
controlables que actúan sobre ella, es decir, excluyendo aquellas originadas
por la presencia del campo de fondo [18]. Siendo aśı, se tiene que

ṗ = −mω2
0x. (1.31)
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Al sustituir la ecuación (1.31) en la ecuación (1.7), se obtiene que el momento
mecánico de la part́ıcula es igual a

mẋ = p−mγx− e

c
A(t). (1.32)

La ecuación (1.32) implica que en el momento mecánico de la part́ıcula se
pueden identificar dos partes: el momento observable p y una componente
adicional oculta y fluctuante dada por los últimos dos términos [18].

1.2.1. Descripción estad́ıstica de la solución
estacionaria

La solución de la ecuación (1.7) puede expresarse como x = xtran + xest,
donde xtran representa la parte transitoria y xest la parte estacionaria de la
solución [16, 18]. La parte transitoria es independiente del campo externo,
oscila con una frecuencia ω1 ≡ (ω2

0 − (γ/2)2)1/2 ≈ ω0, decae en el tiempo
como exp(−γt/2) y depende de las condiciones iniciales de la part́ıcula. Sin
embargo, a pesar de que la constante temporal de decaimiento γ−1 es pequeña
en la escala macroscópica, esta es muy grande comparada con los tiempos
atómicos caracteŕısticos, tal que es necesario esperar un largo tiempo en dicha
escala para que el movimiento transitorio desaparezca [2]. Aśı, con el paso del
tiempo la solución estacionaria se convierte en la más relevante, de manera
que el movimiento queda definido por el campo de fondo [16, 19].

La parte estacionaria del movimiento del oscilador armónico, denotada
como x(t) de ahora en adelante, admite un desarrollo en series de Fourier [2],
de modo que se expresa como

x(t) =
∑
λ

∫ (
x̃λ(k)aλ(k)e−iωkt + x̃∗λ(k)a∗λ(k)eiωkt

)
d3k. (1.33)

Por otro lado, como se mencionó anteriormente, en condiciones de ausencia
de materia el campo electromagnético de vaćıo también puede expresarse
como una suma de ondas planas. En particular, para la componente eléctrica
del CPC se obtiene, al utilizar la relación E = −(1/c)∂A/∂t en la ecuación
(1.11) y tomar su ĺımite continuo, que

E(t) =
∑
λ

∫ (
Ẽλ(k)aλ(k)e−iωkt + Ẽ∗λ(k)a∗λ(k)eiωkt

)
d3k, (1.34)
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donde se ha definido

Ẽλ(k) ≡ i

√
~ωk
8π2

êλk. (1.35)

Aśı, al sustituir las expresiones (1.33) y (1.34) en la ecuación de movimiento
(1.7), se obtiene que la amplitud x̃λ(k) se expresa como

x̃λ(k) =
(e/m)Ẽλ(k)

ω2
0 − ω2

k − iγωk
≡ e

m

Ẽλ(k)

∆(ωk)
, (1.36)

lo que implica que la solución estacionaria está dada por

x(t) =
e

m

∑
λ

∫ (
Ẽλ(k)

∆(ωk)
aλ(k)e−iωkt +

Ẽ∗λ(k)

∆∗(ωk)
a∗λ(k)eiωkt

)
d3k. (1.37)

Ya que se supuso que toda la estocasticidad del vector potencial A, y
por ende de la componente eléctrica E, proviene del conjunto de variables
{a, a∗}, se tiene que las propiedades estad́ısticas de la solución estacionaria
expresada en la ecuación (1.37) están determinadas por las propiedades de
dichas amplitudes [16, 18, 19]. Aśı, de los resultados expresados en la ecuación
(1.12) se obtiene que

〈x(t)〉 = 0. (1.38)

Por otro lado, de la ecuación (1.31) se tiene que el momento de la part́ıcula
es proporcional a la integral temporal de su posición, tal que partiendo de la
ecuación (1.37) se llega a que

p(t) = −ieω2
0

∑
λ

∫ (
Ẽλ(k)

ωk∆(ωk)
aλ(k)e−iωkt − Ẽ∗λ(k)

ωk∆∗(ωk)
a∗λ(k)eiωkt

)
d3k,

(1.39)
de donde se obtiene inmediatamente que

〈p(t)〉 = 0. (1.40)

En analoǵıa al desarrollo realizado para obtener la covarianza de la com-
ponente eléctrica del CPC, ecuación (1.25), se tiene que la covarianza de una
de las componentes del momento, en concreto px, está dada por

Γpxpx(t) = e2ω4
0

∫ ∞
0

S0(ω) cos (ωt)dω

ω2[(ω2
0 − ω2)2 + γ2ω2]

. (1.41)



14 CAPÍTULO 1. EL OSCILADOR ARMÓNICO EN LA EDE

De esta manera, la varianza de esta componente del momento de la part́ıcula
está dada por la ecuación (1.41) cuando t = 0, de modo que

σ2
px = Γpxpx(0) =

2~e2ω4
0

3πc3

∫ ∞
0

ωdω

(ω2
0 − ω2)2 + γ2ω2

. (1.42)

Dado que τ posee un valor extremadamente pequeño y que γ ≡ τω2
0 � ω0,

se tiene que τω � 1 incluso para frecuencias tan altas como la de Compton,
ωC = mc2/~, la cual es la frecuencia más alta de interés en la electrodinámica
estocástica [2]. Por ello, la contribución más importante para la integral de la
ecuación (1.42) proviene de la resonancia localizada en ω ≈ ω0 [2]. Aśı, dicha
integral puede evaluarse al aproximar la frecuencia ω por ω0 en el integrando,
excepto en la diferencia ω − ω0, de tal manera que

σ2
0px =

~e2ω3
0

6πc3

∫ ∞
0

dω

(ω − ω0)2 + (γ/2)2
, (1.43)

donde se ha denotado el valor aproximado de σ2
px como σ2

0px . Adicionalmente,
ya que la resonancia localizada en ω0 es muy angosta, pues γ � ω0, se tiene
que el ĺımite inferior de la integral puede extenderse hasta −∞ sin introducir
un error apreciable [2], de tal forma que la varianza de la componente x del
momento se reduce a

σ2
0px ≈

~e2ω3
0

6πc3

∫ ∞
−∞

dω

(ω − ω0)2 + (γ/2)2
=

~e2ω3
0

3c3γ
=

~mω0

2
. (1.44)

Utilizando la aproximación anterior, conocida como aproximación de ĺınea
estrecha [2], es también posible obtener la varianza de la posición x, tal que

σ2
0x =

~
2mω0

, (1.45)

siendo los resultados para las otras componentes análogos.

Los resultados expuestos en las ecuaciones (1.44) y (1.45) implican que la
enerǵıa promedio de un OA tridimensional en esta aproximación es [18, 19]

〈H〉0 =
〈p2〉0
2m

+
1

2
mω2

0〈x2〉0 =
3~ω0

2
= 3E0, (1.46)

y que el producto de las dispersiones de dos de sus variables conjugadas es
igual a [20]

σ2
0xσ

2
0px =

~2

4
, (1.47)
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tal que estos resultados coinciden con los obtenidos para el estado base de
un oscilador armónico tridimensional desde la mecánica cuántica [21].

Finalmente, de forma análoga a lo realizado para el CPC, se tiene que
la distribución conjunta en el espacio fase de la solución estacionaria puede
construirse partiendo de que la ecuación de movimiento del oscilador es lineal
y de que el campo de fondo es un proceso aleatorio estacionario y gaussiano;
es decir, de que x y p son variables normalmente distribuidas con promedio
cero y estad́ısticamente independientes [16, 18]. Aśı, se tiene que

F (x,p) =
1

8π3σ3
xσ

3
p

e−p
2/2σ2

p−x2/2σ2
x . (1.48)

Las distribuciones de probabilidad marginales Px(x) =
∫
F (x,p)d3p y

Pp(p) =
∫
F (x,p)d3x obtenidas a partir de la ecuación (1.48) reproducen

correctamente, en la aproximación de ĺınea estrecha, las densidades de pro-
babilidad mecanocuánticas correspondientes al estado base del OA tridimen-
sional en el espacio de configuración y momental, respectivamente. Por otro
lado, al aplicar esta misma aproximación directamente en la ecuación (1.48),
se llega a que la distribución de probabilidad conjunta del oscilador armónico
en el espacio fase es [16, 18, 19]

F0(x,p) =
1

8π3(~/2)3
e−(p2/m+mω2

0x
2)/2E0 . (1.49)

Esta distribución coincide con la función de Wigner para el estado base del
oscilador armónico tridimensional [15] y se grafica en la figura 1.1 para el
caso de una dimensión espacial.

La enerǵıa del OA en la aproximación de ĺınea estrecha está dada por la
expresión entre paréntesis del exponente de la distribución (1.49). Siendo aśı,
y dado que las variables canónicas poseen distribuciones gaussianas, se tiene
que la distribución de probabilidad de la enerǵıa del oscilador armónico está
dada, en analoǵıa con la ecuación (1.30), por

F0(H) =
1

2E0

(
H

E0

)2

e−H/E0 . (1.50)

La distribución de probabilidad expresada en la ecuación (1.50) implica que la
enerǵıa del oscilador armónico es una variable continua y aleatoria [2, 18], que
posee un valor medio igual a 3E0, ecuación (1.46), y una varianza σ2

0H = 3E2
0
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en el caso tridimensional5. A diferencia de las distribuciones de posiciones
y momentos del OA, la distribución de la enerǵıa (1.50) no coincide con su
homólogo mecanocuántico, pues la mecánica cuántica predice que el oscilador
armónico posee una distribución delta en su enerǵıa, o lo que es lo mismo, que
su enerǵıa no es dispersiva [21]. No obstante, es notable que este resultado
coincide con el obtenido desde la descripción cuántica de Wigner del espacio
fase, de modo que ambas descripciones coinciden [2].

Figura 1.1: Distribución estacionaria de probabilidad en el espacio
fase en la aproximación de ĺınea estrecha de un electrón que oscila
armónicamente en presencia del CPC con ω0 = 4.2 × 1016 s−1. Los
valores numéricos se presentan en unidades atómicas.

Los resultados obtenidos muestran que sin haber supuesto que la part́ıcula
cargada, en concreto un electrón, era un corpúsculo cuántico, este llega a un
estado en el que sus variables dinámicas poseen una naturaleza estad́ıstica
que evidencia la existencia de fluctuaciones irreducibles en el sistema.

5El oscilador armónico unidimensional, que es el caso más analizado en la literatura
de la EDE, posee la misma distribución de probabilidad en la enerǵıa que los modos de
oscilación del campo electromagnético del vaćıo [2, 18], ecuación (1.30).



Caṕıtulo 2

Descripción del oscilador
armónico en el espacio fase

Una trayectoria particular de la ecuación de movimiento (1.7) brinda una
descripción detallada del movimiento estocástico realizado por el oscilador
armónico. Sin embargo, dado que las trayectorias de la part́ıcula dependen de
la realización dada del campo de fondo, que en general es desconocida, se tiene
que este tipo de descripción no aporta información sobre el comportamiento
global de la part́ıcula. Por ello, resulta de interés realizar la descripción de
un ensamble de sistemas similares que representen todas las realizaciones del
campo que sean compatibles con las condiciones del problema [1].

La descripción propuesta puede construirse a partir de la densidad de
puntos en el espacio fase de la part́ıcula R(x,p, t). Debido a la conservación
de puntos en el espacio fase se tiene que la densidad R satisface para cada
realización del campo, que se supone esencialmente inalterado [1], la ecuación
de continuidad siguiente [22, 23]:

∂R
∂t

+
∂

∂xi
(ẋiR) +

∂

∂pi
(ṗiR) = 0, (2.1)

donde se está utilizando la convención de ı́ndices de Einstein1.
1La ecuación (2.1) se asemeja a la ecuación de Liouville de la mecánica estad́ıstica. La

diferencia entre ambas ecuaciones radica en el hecho de que el teorema de Liouville, que
establece la conservación del volumen fase [4], no es aplicable al sistema descrito por la
ecuación (1.7), pues no existen argumentos a priori para considerar al flujo de puntos en
el espacio fase como incompresible [22]. Por esta razón, las derivadas parciales ∂/∂xi y
∂/∂pi deben permanecer al frente de ẋi y ṗi, respectivamente.

17
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Las variables xi y pi de la ecuación (2.1) denotan las componentes de
la posición y el momento del oscilador armónico, tales que la densidad de
puntos R hereda el carácter estocástico del campo de radiación de punto
cero, lo que implica que esta vaŕıa con cada realización del campo [1]. Por
ello, para obtener una descripción efectiva del comportamiento estad́ıstico de
la part́ıcula, se estudiará el promedio de R sobre las realizaciones del campo
[23], es decir,

Q(x,p, t) ≡ 〈R(x,p, t)〉. (2.2)

La densidad de probabilidad promedio Q aporta información de cómo las
part́ıculas del ensamble estad́ıstico están distribuidas en la vecindad de un
punto (x,p) para todo tiempo t, de modo que toda referencia a la realización
espećıfica del campo está ausente en la descripción [1]. Aśı, en esta descrip-
ción, la función principal de la estocasticidad de la ecuación de movimiento es
la de hacer que la posición y el momento sean variables distribuidas, incluso
para el caso de condiciones iniciales fijas [1].

2.1. La ecuación generalizada de

Fokker-Planck

La ecuación de evolución de la densidad promedioQ(x,p, t) puede construirse
utilizando el llamado método de suavizado2 [1]. En dicho método se define
el operador de suavizado, P̂s, como aquel que al actuar sobre una función
fase, f(x,p, t), da su promedio sobre las realizaciones del campo [23], esto
es, P̂sf = 〈f〉. Aśı, se tiene que toda función fase puede expresarse como

f = P̂sf + (1− P̂s)f ≡ 〈f〉+ δf, (2.3)

donde δf denota la componente aleatoria de f . Adicionalmente, es notable
que P̂ 2

s f = P̂sf , de modo que P̂s corresponde a un operador de proyección.
Al aplicar el operador de suavizado a la densidad de puntos en el espacio
fase se obtiene que esta se expresa como R = Q+ δR, de tal manera que la
ecuación (2.1) se reescribe, a partir de las ecuaciones (1.31) y (1.32), como

∂

∂t
(Q+ δR) + L̂(Q+ δR) =

e

mc

∂

∂xi
Ai(Q+ δR), (2.4)

2El método de suavizado, conocido en inglés como smoothing method, ha sido utilizado
por distintos autores para el estudio de diversos fenómenos estocásticos [23].
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siendo L̂ el operador no aleatorio de Liouville del OA [23]. Estrictamente,
el operador L̂ corresponde a una generalización del verdadero operador de
Liouville pues en su definición se ha incluido el término proporcional a γ que
describe la reacción de radiación [1],

L̂ ≡ 1

m

∂

∂xi
(pi −mγxi)−mω2

0

∂

∂pi
xi. (2.5)

La ecuación (2.4) puede descomponerse en sus partes no estocástica y
fluctuante al aplicarle los operadores P̂s y 1 − P̂s, respectivamente. Aśı, al
utilizar que P̂sAi = 〈Ai〉 = 0, se obtienen las siguientes ecuaciones:(

∂

∂t
+ L̂

)
Q =

e

mc

∂

∂xi
P̂sAiδR; (2.6)(

∂

∂t
+ L̂

)
δR =

e

mc

∂

∂xi
AiQ+

e

mc

∂

∂xi
(1− P̂s)AiδR. (2.7)

Definiendo el operador Ĝ ≡ (∂/∂t + L̂)−1, que corresponde a la función de
Green del operador diferencial (∂/∂t + L̂), tal que dada una función fase se
obtiene que

Ĝf(x,p, t) =

∫ t

−∞
e−L̂(t−t′)f(x,p, t′)dt′, (2.8)

donde el operador diferencial e−L̂(t−t′) actúa sobre las variables a su derecha
propagándolas de x(t′) y p(t′) a x(t) y p(t) respectivamente, con t′ < t,
siguiendo un camino totalmente determinista [1, 23]; se tiene que la ecuación
(2.7) se reescribe como

δR =
e

mc
Ĝ

∂

∂xi
AiQ+

e

mc
Ĝ

∂

∂xi
(1− P̂s)AiδR, (2.9)

o equivalentemente[
1− e

mc
Ĝ

∂

∂xi
(1− P̂s)Ai

]
δR =

e

mc
Ĝ

∂

∂xi
AiQ. (2.10)

Aplicando el operador inverso de la expresión entre paréntesis del lado iz-
quierdo de la ecuación (2.10), se obtiene que la parte fluctuante de la densidad
de puntos en el espacio fase se expresa como

δR =
e

mc

[
1− e

mc
Ĝ

∂

∂xj
(1− P̂s)Aj

]−1

Ĝ
∂

∂xi
AiQ, (2.11)
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de tal forma que, al sustituir esta última expresión en la ecuación (2.6), se
llega finalmente a que(

∂

∂t
+ L̂

)
Q =

e2

m2c2

∂

∂xi
P̂sAi

[
1− e

mc
Ĝ

∂

∂xj
(1− P̂s)Aj

]−1

Ĝ
∂

∂xk
AkQ.

(2.12)

La ecuación (2.12) es la ley de evolución de la densidad media de puntos
en el espacio fase. No obstante, una forma más práctica de esta ecuación
puede obtenerse al desarrollar el operador entre paréntesis cuadrados como
una serie de potencias y al notar que AiQ = (1− P̂s)AiQ [23], tal que(

∂

∂t
+ L̂

)
Q =

e

mc

∂

∂xi
P̂sAi

∞∑
n=1

[
e

mc
Ĝ

∂

∂xj
(1− P̂s)Aj

]n
Q. (2.13)

La ecuación anterior puede simplificarse aún más al tomar en consideración
que las variables canónicas del campo de radiación de punto cero poseen dis-
tribuciones simétricas y promedios nulos, como se observa en las ecuaciones
(1.27) y (1.28), lo que implica que el promedio del producto de cualquier
número impar de factores es siempre nulo [24], i. e.,

P̂sAi(t1) · · ·Ai(t2n+1)P̂sf = 0. (2.14)

De esta manera, todos los términos con n par del lado derecho de la ecuación
(2.13) son nulos [1], de manera que dicha ecuación se reduce a(

∂

∂t
+ L̂

)
Q =

e

mc

∂

∂xi
P̂sAi

∞∑
n=0

[
e

mc
Ĝ

∂

∂xj
(1− P̂s)Aj

]2n+1

Q. (2.15)

Si se define el operador integrodiferencial de difusión D̂i(t) como [1]:

D̂i(t) ≡ P̂sAi(t)
∞∑
n=0

[
e

mc
Ĝ

∂

∂xj
(1− P̂s)Aj(t)

]2n

Ĝ
∂

∂xk
Ak(t), (2.16)

se llega a que la ecuación que describe la evolución temporal de la densidad
promedio de puntos en el espacio fase Q del oscilador armónico cargado en
presencia del campo electromagnético del vaćıo es

∂Q

∂t
+ L̂Q =

e2

m2c2

∂

∂xi
(D̂i(t)Q). (2.17)
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La ecuación (2.17) es una ecuación integrodiferencial, equivalente a una
ecuación diferencial de orden infinito [1], que, debido a la forma del espectro
de potencias del CPC, involucra un ruido altamente coloreado tal que no
corresponde a una verdadera ecuación de Fokker-Planck3 sino a una genera-
lización no markoviana de esta [13, 25]. La complejidad matemática de esta
ecuación se debe en gran medida a la memoria que guarda el sistema pues
se tiene que la derivada temporal de la densidad promedio Q depende de sus
valores previos por la presencia del operador Ĝ [23]. El número infinito de
términos provenientes del operador de difusión representa el efecto medio de
las múltiples dispersiones causadas por el CPC al oscilador armónico, i. e.,
representa las correcciones radiativas, no relativistas y de todos los órdenes
a la dinámica de la part́ıcula cargada [23].

2.2. La aproximación markoviana

La interacción entre la part́ıcula cargada y el campo de radiación de punto
cero comienza con un intercambio irreversible de enerǵıa y momento duran-
te el cual el CPC posee un efecto aleatorizador y disipador en la dinámica
del OA [1]. Este proceso depende fuertemente de las condiciones iniciales
del sistema f́ısico, como se mencionó en la sección 1.2, y es el periodo en el
que los términos de memoria son relevantes. Sin embargo, conforme el osci-
lador evolucione, tenderá a un estado estacionario en el cual el intercambio
energético promedio con el CPC es reversible. Siendo aśı, es posible explorar
la solución de la ecuación (2.17) en dicho ĺımite temporal asintótico cuando
la aproximación markoviana es aplicable [1].

En el ĺımite temporal asintótico se tiene que la ecuación (2.17) puede
aproximarse a primer orden en e2 ya que los términos de orden superior
corresponden a correcciones radiativas y debidas a la memoria del sistema
[1]. Aśı, de la definición de la ecuación (2.16) se obtiene que

D̂iQ ≈ P̂sAiĜ
∂(AjQ)

∂xj
= P̂sAi(t)

∫ t

−∞
e−L̂(t−t′)∂(A′jQ

′)

∂xj
dt′, (2.18)

donde se han denotado A(t′) y Q(t′) como A′ y Q′, respectivamente. Ya que
el vector potencial del campo de radiación de punto cero es función solo del

3Una ecuación de Fokker-Planck es una ecuación diferencial de segundo orden que
describe la evolución de la densidad de probabilidad de una part́ıcula sujeta a la acción
de un ruido blanco, es decir, sin correlación y con un espectro de potencias plano [13, 24].



22 CAPÍTULO 2. DESCRIPCIÓN DEL OA EN EL ESPACIO FASE

tiempo, debido a la aproximación de longitud de onda larga, y dado que tanto
el operador L̂ como la densidad promedio Q no son fluctuantes, se llega a
que el resultado anterior se expresa como

D̂iQ ≈
∫ t

−∞
〈Ai(t)Aj(t′)〉e−L̂(t−t′)∂Q

′

∂xj
dt′. (2.19)

A partir de la definición del operador e−L̂(t−t′) en la ecuación (2.8), es posible

establecer que Q(t) = e−L̂(t−t′)Q(t′), tal que el integrando de la ecuación

(2.19) puede reescribirse, utilizando el operador identidad eL̂(t−t′)e−L̂(t−t′), de
la siguiente manera [1]

e−L̂(t−t′)∂Q(t′)

∂xj
=

(
e−L̂(t−t′) ∂

∂xj
eL̂(t−t′)

)
e−L̂(t−t′)Q(t′) =

∂Q(t)

∂x′j
, (2.20)

siendo x′i ≡ xi(t
′). Por otro lado, en analoǵıa a lo realizado para la compo-

nente eléctrica del CPC en la ecuación (1.23), se tiene que la correlación de
dos puntos del vector potencial electromagnético se puede expresar como

〈Ai(t)Aj(t′)〉 = δijc
2

∫ ∞
0

S0(ω)

ω2
cos (ω(t− t′))dω ≡ δijc

2ϕ(t− t′). (2.21)

Utilizando los dos resultados anteriores en la ecuación (2.19), y mediante el
uso de la regla de la cadena [1], se llega a que el operador de difusión se puede
aproximar en el ĺımite temporal asintótico por

1

c2
D̂iQ ≈

(∫ t

−∞
ϕ(t− t′)∂xj

∂x′i
dt′
)
∂Q

∂xj
+

(∫ t

−∞
ϕ(t− t′)∂pj

∂x′i
dt′
)
∂Q

∂pj
. (2.22)

Al definir los coeficientes de difusión Dxx
ij y Dxp

ij como [1]:

Dxx
ij (t) ≡ e2

m2

∫ t

−∞
ϕ(t− t′)∂xj

∂x′i
dt′; (2.23)

Dxp
ij (t) ≡ e2

m2

∫ t

−∞
ϕ(t− t′)∂pj

∂x′i
dt′, (2.24)

respectivamente, se obtiene que la ecuación de evolución de la densidad pro-
medio de probabilidad en la aproximación markoviana, F (x,p, t), es

∂F

∂t
+ L̂F = Dxx

ij (t)
∂2F

∂xi∂xj
+Dxp

ij (t)
∂2F

∂xi∂pj
. (2.25)
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La ecuación (2.25) posee la forma general de la ecuación de evolución de
la densidad de probabilidad en el espacio fase en el ĺımite temporal asintótico
de cualquier sistema mecánico representado a través de su correspondiente
operador de Liouville [1]. Sin embargo, para el caso espećıfico del OA se tiene
que los coeficientes de difusión son diagonales y constantes en el tiempo [26]:
Dxx
ij = δijD

xx y Dxp
ij = δijD

xp, como se demuestra en el apéndice D, tales que
la ecuación (2.25) se reescribe expĺıcitamente como

∂F

∂t
= mω2

0xi
∂F

∂pi
− pi
m

∂F

∂xi
+ γ

∂

∂xi
(xiF ) +Dxx∂

2F

∂x2
i

+Dxp ∂2F

∂xi∂pi
. (2.26)

De esta manera, es notable que la ecuación generalizada de Fokker-Planck ha
olvidado todos los valores de Q a lo largo de su pasado en la aproximación
markoviana, tal que se ha reducido a una ecuación diferencial de segundo
orden, es decir, a una ecuación de Fokker-Planck auténtica. Adicionalmente,
debe notarse que la ecuación (2.26) se asemeja a la ecuación de Fokker-Planck
correspondiente a un oscilador armónico browniano [26, 27, 28], esto es,

∂Fclás

∂t
= mω2

0xi
∂Fclás

∂pi
− pi
m

∂Fclás

∂xi
+ γ

∂

∂pi
(piFclás) +mγkBT

∂2Fclás

∂p2
i

, (2.27)

donde Fclás = Fclás(x,p, t) denota la distribución de probabilidad clásica
del oscilador browniano, kB la constante de Boltzmann y T la temperatura
absoluta del medio que rodea al sistema mecánico.

La ecuación de Fokker-Planck (2.26) posee en su estructura dos tipos de
términos: mecánicos y radiativos. Los términos mecánicos, correspondientes
a los dos primeros términos del lado derecho, son aquellos que poseen codi-
ficada la información sobre el potencial que actúa sobre la part́ıcula y sobre
el acoplamiento dado entre sus posiciones y momentos [4]. Por otro lado,
los tres últimos términos del lado derecho de esta ecuación se conocen como
de radiación o radiativos, pues son los que establecen la interacción entre la
part́ıcula cargada y el campo electromagnético del vaćıo. Espećıficamente, el
tercer término del lado derecho de la ecuación (2.26) proviene del proceso de
reacción radiativa de la part́ıcula, de modo que es el responsable de los pro-
cesos disipativos en el movimiento. El cuarto y quinto término, en cambio,
representan el efecto aleatorizador que el CPC ejerce permanentemente sobre
la part́ıcula cargada [26]. La ausencia del cuarto y quinto término en la ecua-
ción (2.26) provocaŕıa el colapso del sistema a su estado clásico de mı́nima
enerǵıa, mientras que la falta del tercero conduciŕıa a un movimiento errático
e inestable del mismo [1].
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La ecuación (2.26) no es la única ecuación de Fokker-Planck capaz de des-
cribir la densidad de probabilidad en el espacio fase de un OA en interacción
con el CPC [16, 26, 29]. Un ejemplo de ello se obtiene cuando la descrip-
ción del oscilador armónico se realiza en términos de las llamadas variables
mecánicas, utilizando que p = mẋ en lugar de la ecuación (1.31), de modo
que se llega a que la ecuación de Fokker-Planck que satisface la densidad de
probabilidad promedio en la aproximación markoviana es [26]

∂F

∂t
= mω2

0xi
∂F

∂pi
− pi
m

∂F

∂xi
+ γ

∂

∂pi
(piF ) +Dpp∂

2F

∂p2
i

+Dpx ∂2F

∂xi∂pi
. (2.28)

A pesar de que las ecuaciones (2.26) y (2.28) lucen distintas, ambas describen
el mismo sistema en sus respectivos espacios fase [2]. La ecuación (2.26)
establece que la difusión del sistema es originada por el acoplamiento entre
la posición del oscilador y el vector potencial electromagnético [2, 5]. Por
otro lado, la ecuación de Fokker-Planck (2.28) se obtiene a partir del hecho
de que el campo eléctrico es el que induce el comportamiento difusivo en el
momento de la part́ıcula [2].

2.2.1. Solución de la ecuación de Fokker-Planck

La ecuación (2.26) es una ecuación lineal de Fokker-Planck debido a que sus
coeficientes de deriva son lineales y sus coeficientes de difusión son constantes
[13]. Como se mencionó previamente, esta clase de ecuaciones se obtuvo origi-
nalmente al estudiar la evolución de la densidad de probabilidad de procesos
de Ornstein-Uhlenbeck, los cuales modelan la velocidad de una part́ıcula
browniana sujeta a la acción de una fuerza armónica [27, 28, 30].

Una ecuación lineal de Fokker-Planck arbitraria de varias variables puede
expresarse de manera compacta como

∂F

∂t
= Aij

∂

∂zi
(zjF ) +Dij

∂2F

∂zi∂zj
, (2.29)

donde las matrices A y D se caracterizan por ser matrices constantes, siendo
D, adicionalmente, simétrica [13]; e i, j = 1, . . . , 6, tal que las componentes
zi denotan las variables espaciales y momentales del sistema, z = (x,p). Al
expresar la ecuación anterior en términos de la transformada de Fourier de
F con respecto al vector z, esto es,

F (z, t) =
1

(2π)6

∫
F̃ (ξ, t)eiξ·zd6ξ, (2.30)
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se obtiene que dicha transformada satisface la siguiente ecuación diferencial
de primer orden:

∂F̃

∂t
= −Aijξi

∂F̃

∂ξj
−DijξiξjF̃ . (2.31)

La ecuación (2.31) puede resolverse por el método de caracteŕısticas [13].
Sin embargo, ya que los procesos de Ornstein-Uhlenbeck describen sistemas
con distribuciones de probabilidad gaussianas [27, 30], se propone que

F̃ (ξ, t) = exp

(
−iξiMi(t)−

1

2
ξiξjSij(t)

)
, (2.32)

con Sij simétrica ante el intercambio de ı́ndices. Al sustituir la ecuación (2.32)
en (2.31), se halla que Mi(t) y Sij(t) deben satisfacer las siguientes ecuaciones
diferenciales [13]:

Ṁi = −AijMj; (2.33)

Ṡij = 2Dij − AikSkj − SikAkj. (2.34)

Dado que la matriz A es independiente del tiempo, se tiene que la solución de
la ecuación (2.33) está dada por el producto interior entre la exponenciación
de la matriz −At y el vector condición inicial M(0),

Mi(t) = [exp (−At)]ijMj(0). (2.35)

Por otro lado, para hallar la solución de la ecuación (2.34), se define la matriz
auxiliar SA como [24]

SA(t) ≡ exp (At)S(t) exp (ATt), (2.36)

donde AT denota la matriz transpuesta de A. Al derivar el elemento SAij con
respecto al tiempo y sustituir en dicha derivada la ecuación (2.34), se obtiene
que su ecuación de evolución temporal está dada por

ṠAij = 2[exp (At)]ikDkl[exp (ATt)]lj. (2.37)

La ecuación diferencial anterior es separable, tal que mediante integración
directa se halla que SAij(t) es igual a

SAij(t) = SAij(0) + 2

∫ t

0

[exp (At′)]ikDkl[exp (ATt′)]ljdt
′. (2.38)
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Con base en este último resultado y utilizando la relación entre Sij y SAij ,
establecida en la ecuación (2.36), se obtiene que

Sij(t) = Sij(0) + 2

∫ t

0

[exp (−As)]ikDkl[exp (−ATs)]ljds. (2.39)

Las condiciones iniciales Mi(0) y Sij(0) pueden hallarse a partir de la
transformada de Fourier de la densidad de probabilidad inicial del sistema
F (z, t = 0) [13]. Aśı, puede suponerse sin pérdida de generalidad que en t = 0
la part́ıcula está localizada en z0 de modo que su densidad de probabilidad
en el espacio fase se expresa en dicho instante como

F (z, 0) = δ(z− z0). (2.40)

La transformada de Fourier de F (z, 0) se obtiene inmediatamente al utilizar
las propiedades de la delta de Dirac, siendo esta igual a

F̃ (ξ, 0) = exp (−iξ · z0), (2.41)

Al comparar la expresión anterior con la ecuación (2.32) en t = 0, se llega a
que M(0) = z0 y que S(0) es la matriz nula. De esta manera, y utilizando
que exp (−ATt) = [exp (−At)]T, se halla que los elementos Mi(t) y Sij(t) se
expresan como:

Mi(t) = [exp (−At)]ijz0j; (2.42)

Sij(t) = 2

∫ t

0

[exp (−As)]ikDkl[exp (−As)]jlds. (2.43)

Los resultados expresados en las ecuaciones (2.42) y (2.43) muestran que
la hipótesis de que la densidad de probabilidad F (z, t) es una distribución
gaussiana, de manera que F̃ (ζ, t) posee la forma expuesta en la ecuación
(2.32), es correcta. Siendo aśı, la densidad de probabilidad solución de la
ecuación (2.29) está dada, en notación vectorial, por [13]:

F (z, t) =
exp (−(1/2)(z−M(t))TS−1(t)(z−M(t)))

8π3
√

det S(t)
. (2.44)

La densidad (2.44) posee codificada, estad́ısticamente, toda la dinámica
del oscilador armónico en la aproximación markoviana, tal que a partir de
esta es posible deducir todos los valores esperados de dicho sistema [1]. En
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particular, la enerǵıa media puede construirse, en analoǵıa con la ecuación
(1.46), a partir de las varianzas de la posición y del momento,

〈H(t)〉 ≈ 3E0(1− e−γt) +

(
p2

0

2m
+

1

2
mω2

0x
2
0

)
e−γt, (2.45)

donde se ha aproximado la expresión al usar que γ � ω0. La expresión (2.45)
muestra que la enerǵıa del sistema mecánico consta de dos partes: por un la-
do, de un término decreciente proporcional a la enerǵıa mecánica usual del
oscilador armónico, cuyo valor inicial depende de condiciones iniciales arbi-
trarias; y por el otro, de una función creciente que tiende al valor 3E0. Esto
implica que el OA cede enerǵıa al CPC debido a la reacción radiativa, pero
que, simultáneamente, gana enerǵıa del CPC a través de su efecto aleato-
rizador. Aunado a esto, la ecuación (2.45) prueba que, aunque el oscilador
inicia su movimiento en un régimen irreversible, este alcanza, con el paso del
tiempo, un estado estacionario en el que los procesos radiativos se compensan
mutuamente tal que su enerǵıa se vuelve constante, 〈H(t→∞)〉 = 3E0.

Aun cuando las densidades de probabilidad en el espacio fase del oscilador
armónico de la EDE, en la aproximación markoviana, y de un proceso de
Ornstein-Uhlenbeck, en particular del oscilador browniano, coinciden en estar
descritas por ecuaciones lineales de Fokker-Planck similares, es importante
remarcar que ambos fenómenos son enteramente diferentes [2]. Un proceso
de Ornstein-Uhlenbeck está descrito por ecuaciones de la forma

ż + Az = Γ(t), (2.46)

donde Γ(t) denota un vector cuyas entradas consisten en fuerzas de Langevin
que satisfacen las siguientes propiedades estocásticas:

〈Γi(t)〉 = 0; 〈Γi(t)Γj(t′)〉 = Dδijδ(t− t′), (2.47)

i. e., corresponden a ruido blanco [27, 28]. Por otra parte, el OA de la elec-
trodinámica estocástica está sujeto a la acción del CPC, el cual se caracteriza
por poseer un espectro de potencias coloreado, S0(ω) ∝ ω3. No obstante, el
considerar la aproximación markoviana de dicho proceso no markoviano im-
plica tratar el campo de fondo como efectivamente blanco4 [2], lo que conlleva
a la coincidencia entre las ecuaciones (2.27) y (2.28).

4Esta aproximación es equivalente a la aproximación de ĺınea estrecha que conduce a las
ecuaciones (1.44) y (1.45), en las cuales la cantidad S0(ω)/ω2 se aproxima por S0(ω0)/ω2

0

bajo el śımbolo de la integral [2].



28 CAPÍTULO 2. DESCRIPCIÓN DEL OA EN EL ESPACIO FASE

Siendo aśı, aunque el OA de la EDE se aproxima muy cercanamente al
oscilador browniano, se tiene que la intensidad del ruido en el primer caso
es proporcional a ρ0(ω0), esto es, depende de la frecuencia del oscilador.
Por el contrario, en el caso browniano, dicha cantidad es proporcional a la
temperatura absoluta del sistema, de manera que es igual para todos los
osciladores [2, 27]. Esta es la diferencia esencial entre ambos fenómenos,
pues, a diferencia del caso clásico, con el CPC a cada OA le corresponderá
un ruido espećıfico según su frecuencia natural de oscilación [2].

Aunado a lo anterior, al comparar las ecuaciones de Fokker-Planck (2.27)
y (2.28)5, se nota inmediatamente que estas difieren en el coeficiente de la
segunda derivada con respecto al momento, ∂2/∂p2

i , y en la presencia de una
derivada cruzada de segundo orden, ∂2/∂xi∂pi. La derivada cruzada de la
ecuación (2.28) aporta correcciones menores a la densidad de probabilidad
del oscilador armónico de la EDE, ya que su coeficiente de acoplamiento Dpx

[2], o equivalentementeDxp, es muy cercano a cero en la aproximación de ĺınea
estrecha, como se muestra en el apéndice D, tal que su presencia o ausencia en
la ecuación de Fokker-Planck no es significativa. Por el contrario, la diferencia
entre los coeficientes de la segunda derivada ∂2/∂p2

i es sumamente relevante,
pues su obtención implica un acercamiento fundamentalmente diferente en
ambos casos. Clásicamente, el coeficiente en cuestión se obtiene a posteriori
al demandar que la distribución de probabilidad marginal

∫
Fclás(x,p, t)d

3x
coincida con la distribución de Maxwell-Boltzmann en el ĺımite temporal
asintótico [27, 28, 30, 31]:∫

Fclás(x,p, t→∞)d3x→ (2πmkBT )−3/2e−p
2/2mkBT ; (2.48)

esto es, al exigirle al oscilador que alcance el equilibrio termodinámico con
el fluido que lo rodea en el ĺımite temporal asintótico. Por el contrario, en
el tratamiento de la electrodinámica estocástica, los coeficientes de difusión
se obtienen como resultados del proceso de construcción de la aproximación
markoviana de la ecuación generalizada de Fokker-Planck (2.17) a partir del
espectro de potencias del campo electromagnético del vaćıo y de las carac-
teŕısticas espećıficas del problema, como se observa en las definiciones (2.23)
y (2.24), de modo que no corresponden a parámetros libres de la teoŕıa que
deban determinarse posteriormente.

5La comparación se realiza con la ecuación (2.28) ya que la descripción en el espacio
fase de un oscilador armónico browniano se realiza, generalmente, desde el enfoque de
Langevin, el cual se hace en términos de las variables mecánicas [28].
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2.2.2. Distribución en el espacio fase del oscilador
armónico unidimensional

La distribución (2.44) puede analizarse fácilmente para el caso de una dimen-
sión espacial. En dicho caso, los ı́ndices de la ecuación (2.29) se restringen a
i, j = 1, 2, de manera que z1 = x, z2 = p; y las matrices A y D se reducen a:

A =

(
γ −m−1

mω2
0 0

)
; D =

1

2

(
2Dxx Dxp

Dxp 0

)
. (2.49)

La matriz A de la ecuación (2.49) posee un conjunto biortogonal completo
de vectores propios que permiten descomponerla espectralmente, tal que si
en t = 0 el OA se halla en zT

0 = (x0, p0), entonces M(t) es

M(t) ≡
(
xM(t)
pM(t)

)
≈ e−γt/2

(
x0 cos(ω0t) + (p0/mω0) sin(ω0t)
p0 cos(ω0t)−mω0x0 sin(ω0t)

)
. (2.50)

Por otro lado, los elementos de la matriz S son funciones del tiempo cuyos
coeficientes son combinaciones lineales de los coeficientes de difusión:

S11(t) ≈ Dxx

γ
(1− e−γt) +

Dxx

2ω0

e−γt sin(2ω0t); (2.51)

S22(t) ≈ m2ω2
0D

xx

γ
(1− e−γt)− m2ω0D

xx

2
e−γt sin(2ω0t); (2.52)

S12(t) ≈ −mDxxe−γt sin2(ω0t). (2.53)

Los resultados anteriores se obtuvieron al utilizar que γ � ω0. Con base
en estos resultados se obtiene que la densidad de probabilidad en el ĺımite
temporal asintótico, expresada en la ecuación (2.44), se reescribe para el caso
de un oscilador armónico unidimensional como

F (x, p, t) = (2π)−1(S11(t)S22(t)− S2
12(t))−1/2

× exp

(
−S22(t)(x− xM(t))2 + S11(t)(p− pM(t))2

2S11(t)S22(t)− 2S2
12(t)

)
× exp

(
S12(t)(x− xM(t))(p− pM(t))

S11(t)S22(t)− S2
12(t)

)
. (2.54)

El comportamiento de esta densidad de probabilidad en el espacio fase se
ilustra en la figura 2.1 para diferentes instantes de tiempo.
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Figura 2.1: Distribución de probabilidad de un electrón que oscila
armónicamente en presencia del CPC con ω0 = 4.2 × 1016 s−1 en
la aproximación markoviana. Las curvas azules corresponden a una
curva de nivel de la distribución en diferentes instantes de tiempo y la
curva roja a la trayectoria seguida por la distribución desde (x0, p0).
Para evidenciar dicho desplazamiento se fijó α = e2/~c = 0.5; estando
el resto de valores numéricos en unidades atómicas.

La ecuación (2.54) muestra que el centro de la distribución F (x, p, t) si-
gue una trayectoria espiral decreciente en el espacio fase determinada por el
vector M(t) [18, 32]. Esto implica que los valores promedio y los valores más
probables de la posición y del momento están dados por:

〈x(t)〉 = xM(t); 〈p(t)〉 = pM(t). (2.55)

La trayectoria (xM(t), pM(t)) coincide con la trayectoria fase de un oscilador
armónico amortiguado clásico [30], lo que implica que la trayectoria deter-
minista del OA de la EDE, aquella que se obtiene al fijar A(t) = 0, es la
trayectoria más probable y la que fija el comportamiento transitorio.
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En el ĺımite t → ∞, las fuerzas disipativas y fluctuantes se equiparan
en promedio, tal que su acción conjunta permite que el sistema alcance un
régimen estacionario en el que existe un balance de enerǵıa en promedio, es
decir, que el OA alcance el equilibrio con el campo de radiación de fondo
[26, 32]. En esta situación, la densidad de probabilidad en el espacio fase del
subsistema mecánico tiende a una distribución estacionaria independiente del
tiempo, la cual está dada, según las ecuaciones (2.50) a (2.54), por

F∞(x, p) =
γ

2πmω0Dxx
e−γ(p2/m+mω2

0x
2)/2mω2

0D
xx

. (2.56)

Al sustituir el coeficiente Dxx en términos de los parámetros del oscilador,
ecuación (D.18), se halla que la distribución estacionaria F∞(x, p) coincide
con la distribución obtenida a partir de la descomposición de Fourier de la
solución estacionaria del oscilador armónico de la EDE, ecuación (1.49). Aśı,
ambos tratamientos conducen a la misma distribución estacionaria.

Finalmente, de las ecuaciones (2.51), (2.52), (2.54) y (D.18), se obtiene
que el producto de las varianzas de la posición y el momento del oscilador
armónico es

σ2
x(t)σ

2
p(t) = S11(t)S22(t) ≈ ~2

4
(1− e−γt)2. (2.57)

Este producto es inicialmente nulo, pero crece conforme el CPC interactúa
con el OA hasta alcanzar el valor ĺımite ~2/4 en el ĺımite temporal aśıntótico.
De esta manera, en el estado estacionario del sistema, el producto σ2

x(t)σ
2
p(t)

reproduce el contenido de las desigualdades de Heisenberg para el estado base
del oscilador armónico.

2.3. Oscilaciones forzadas

Un fenómeno importante de analizar, debido a que se trata del mecanismo
usualmente utilizado en la mecánica cuántica para estudiar la excitación,
desexcitación e ionización de sistemas [21, 29], es la perturbación del oscila-
dor de la EDE ocasionada por una onda electromagnética. La ecuación de
movimiento de este sistema es de la forma de la ecuación (1.4), pero, en
este caso, la fuerza de Lorentz que actúa sobre el OA está constituida por
una parte estocástica, debida al CPC, y por una parte externa y oscilatoria.
Nuevamente, al restringir el movimiento al caso no relativista y aplicar la
aproximación dipolar eléctrica, se tiene que la componente magnética de la
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fuerza de Lorentz es despreciable con respecto a la componente eléctrica, al
igual que la dependencia espacial de esta última, de manera que la ecuación
de movimiento se reescribe como [29, 32]

mẍ +mγẋ +mω2
0x = e(ECPC(t) + Eext(t)). (2.58)

Además, a partir de la definición del cambio de momento en términos de las
fuerzas experimentalmente controlables [18], se tiene que

ṗ = −mω2
0x + eEext(t). (2.59)

Siendo aśı, para el caso del oscilador armónico forzado, la relación entre p y
ẋ está dada por

mẋ = p−mγx− e

c
ACPC(t). (2.60)

La ecuación de Fokker-Planck que describe la distribución de probabilidad
del OA forzado en interacción con el campo electromagnético del vaćıo en la
aproximación markoviana está dada, de acuerdo con las ecuaciones (2.25),
(2.59) y (2.60), por

∂F

∂t
= (mω2

0xi − eEext
i (t))

∂F

∂pi
− pi
m

∂F

∂xi

+ γ
∂

∂xi
(xiF ) +Dxx∂

2F

∂x2
i

+Dxp ∂2F

∂xi∂pi
, (2.61)

donde los coeficientes de difusión Dxx y Dxp coinciden con los del caso no
forzado6. La ecuación (2.61) es una ecuación lineal de Fokker-Planck [13], al
igual que la ecuación (2.26), que tiene la particularidad de poseer un coefi-
ciente de deriva que, aunque independiente de las coordenadas, es función
del tiempo. La ecuación (2.61) puede reescribirse genéricamente como

∂F

∂t
= Aij

∂

∂zi
(zjF ) +Bi(t)

∂F

∂zi
+Dij

∂2F

∂zi∂zj
, (2.62)

6Los coeficientes de difusión dependen únicamente del espectro de potencias del CPC
y de la forma en la que x(t) y p(t) dependen de x(t′) para t′ < t en el problema mecáni-
co determinista [1]. Aśı, dado que la ecuación de movimiento de un oscilador armónico
amortiguado forzado corresponde a la de un oscilador armónico amortiguado con una inho-
mogeneidad, siendo ambas ecuaciones lineales, se tiene que la dependencia de su solución
en las condiciones en tiempos anteriores no cambia con respecto al caso no forzado, de
modo que Dxx y Dxp tampoco cambian.
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donde el vector B(t) contiene la información sobre el forzamiento. Al utilizar
la ecuación (2.30) se tiene que la ecuación diferencial anterior se expresa en
el espacio de Fourier de la siguiente manera:

∂F̃

∂t
= −Aijξi

∂F̃

∂ξj
+ iBi(t)ξiF̃ −DijξiξjF̃ . (2.63)

Si se propone la expresión (2.32) como solución de la ecuación (2.63) se
obtiene que el ij-ésimo elemento de la matriz S(t) satisface la ecuación (2.34),
al igual que en el caso no forzado, y que la ecuación que gobierna la evolución
temporal de la i-ésima componente del vector M(t) es

Ṁi = −AijMj −Bi(t). (2.64)

La ecuación diferencial anterior corresponde a la generalización inhomogénea
de la ecuación (2.33) tal que su solución se expresa como

Mi(t) = [exp (−At)]ijzj0 −
∫ t

0

[exp (−As)]ijBj(t− s)ds. (2.65)

Los resultados de las ecuaciones (2.42) y (2.65) coinciden en poseer una
componente que decae exponencialmente a cero conforme t → ∞, siendo
esta la única componente en el caso de la ecuación (2.42); mientras que se
diferencian en que la última tiene un término que, en general, es no nulo en
el ĺımite temporal asintótico.

A partir de los resultados expresados en las ecuaciones (2.32), (2.43) y
(2.65), se obtiene que la distribución de probabilidad en el espacio fase del OA
forzado de la EDE, solución de la ecuación de Fokker-Planck (2.63), posee la
misma forma que la distribución de la ecuación (2.44). No obstante, el caso
forzado se distingue porque sus valores esperados poseen una componente
transitoria que decrece exponencialmente y una estacionaria que oscila per-
manentemente. En particular, para los valores medios de posición y momento
se obtiene que sus partes estacionarias son:

〈x(t)〉est =
eE0

m

Θ(t)[(ω2
0 − ω2

2) sin(ω2t)− γω2 cos(ω2t)]

(ω2
0 − ω2

2 − (γ/2)2)2 + 2(γ/2)2(ω2
0 + ω2

2)− (γ/2)4
; (2.66)

〈p(t)〉est = eE0
Θ(t)[ω2(ω2

0 − ω2
2 − γ2) cos(ω2t) + ω2

0γ sin(ω2t)]

(ω2
0 − ω2

2 − (γ/2)2)2 + 2(γ/2)2(ω2
0 + ω2

2)− (γ/2)4
, (2.67)
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donde se ha supuesto que la onda electromagnética externa incide en t = 0
y que su componente eléctrica oscila sinusoidalmente con una frecuencia ω2,
i. e.,

Eext(t) = E0Θ(t) sin(ω2t), (2.68)

siendo Θ(t) la función escalón de Heaviside. Por otro lado, las componentes
transitorias de 〈x(t)〉 y 〈p(t)〉 poseen una parte homogénea, la cual coincide
por construcción con los valores promedios de posición y momento del caso
no forzado, ecuación (2.55); y una inhomogénea, que oscila con frecuencias
cercanas a ω0 ± ω2.

En analoǵıa con la ecuación (1.46), la enerǵıa promedio asociada al siste-
ma forzado en cuestión posee la siguiente forma:

〈H(t)〉 = 3E0(1− e−γt) +

(
p2

0

2m
+

1

2
mω2

0x
2
0

)
e−γt

+A(x0,p0, t)e
−γt + B(x0,p0, t)e

−γt/2 + C(t), (2.69)

siendo A(x0,p0, t), B(x0,p0, t) y C(t) funciones que oscilan con el tiempo.
A diferencia de la expresión (2.45), la enerǵıa media (2.69) no tiende, en
general, a una constante en el ĺımite t→∞, es decir, d〈H(t→∞)〉/dt 6= 0.
Consecuentemente, en el caso más general, el oscilador armónico alcanza el
equilibrio con el campo electromagnético del vaćıo ya que una componente
de 〈H(t → ∞)〉 es 3E0, pero no con el campo eléctrico externo que actúa
como agente forzante [2].

2.3.1. Caso resonante: los estados coherentes

El efecto de la onda electromagnética externa sobre el OA es máximo cuando
sus frecuencias de oscilación coinciden, esto es, cuando el sistema está en
resonancia [3, 4]. Como se mostrará a continuación, esta situación resultará
ser la única en la cual el oscilador alcanza, en promedio, el balance energético
tanto con el CPC como con la onda electromagnética.

Si la frecuencias ω0 y ω2 son iguales, se obtiene que el vector M(t) de la
ecuación (2.65) se simplifica de tal manera que los promedios de la posición
y el momento se reescriben como:

〈x(t)〉 = xtran(t)− eE0

mω0γ
Θ(t) cos(ω0t); (2.70)
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〈p(t)〉 = ptran(t) +
eE0

γ
Θ(t)

[
sin(ω0t)−

γ

ω0

cos(ω0t)

]
. (2.71)

Las ecuaciones (2.70) y (2.71) muestran que la densidad de probabilidad del
OA forzado tiende a un ciclo fase ĺımite conforme el tiempo avanza, tal y
como se ilustra en la figura 2.2 para el caso unidimensional.

Figura 2.2: Trayectoria fase seguida por la densidad de probabilidad
de un electrón que oscila armónicamente con ω0 = 4.2 × 1016 s−1 en
presencia del CPC y de una onda electromagnética, con una amplitud
E0 = e/4a2

0, en la aproximación markoviana y el caso resonante. Con
fines ilustrativos se fijó α = 1/2, estando el resto de valores numéricos
en unidades atómicas.

La enerǵıa promedio del oscilador armónico forzado de la EDE en el caso
resonante y el ĺımite temporal asintótico está dada por

〈H(t→∞)〉 = 3E0 +
e2E2

0

2mγ2

[
]1− γ

ω0

sin(2ω0t) +
γ2

ω2
0

cos2(ω0t)

]
. (2.72)
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El primer término en el lado derecho de la ecuación (2.72) corresponde a la
enerǵıa caracteŕıstica que adquiere el OA cuando alcanza el equilibrio con
el CPC [1, 2]. Por el otro lado, el segundo término es la enerǵıa asociada
al movimiento del oscilador en la trayectoria fase que alcanza la distribu-
ción de probabilidad cuando el comportamiento transitorio ha desaparecido
por completo. La expresión (2.72) presenta un comportamiento oscilatorio
permanentemente, no obstante, los términos dependientes del tiempo son
proporcionales a γ/ω0 tales que por la ecuación (B.3) son, al menos, siete
órdenes de magnitud menores que el término constante. Aśı, se tiene que

〈H(t→∞)〉 ≈ 3E0 +
e2E2

0

2mγ2
. (2.73)

Con base en esto, se puede afirmar que el oscilador armónico alcanza un
estado aproximado de equilibrio con la onda electromagnética forzante, en
promedio, cuando ambos poseen la misma frecuencia de oscilación.

Por otro lado, el proceso dispersivo de la densidad de probabilidad es
idéntico al del caso no forzado, ya que S(t) está descrita por la ecuación
(2.43) en ambos casos. Luego, la distribución de probabilidad del OA forzado
tiende a la forma de la distribución (1.49) en el ĺımite t→∞ [18, 29, 32]. Esto
implica que en dicho ĺımite la distribución en cuestión sigue la trayectoria
ĺımite de la figura 2.2 ŕıgidamente, como se muestra en la figura 2.3.

La densidad de probabilidad en el espacio de configuración del presente
caso es inmediata de obtener, tal que, de las ecuaciones (2.44), (2.43), (2.70)
y (2.71), se obtiene que esta está dada, en el ĺımite temporal asintótico, por

Px(x, t) ≡
∫
F (x,p, t)d3p =

(mω0

π~

)3/2

e−mω0[x−xF cos(ω0t)]2/~, (2.74)

donde se ha definido el vector xF ≡ eE0/mω0γ. A partir de esta densidad
de probabilidad es posible identificar al OA forzado de la electrodinámica
estocástica en el caso resonante como un ejemplo de los estados coherentes
del oscilador armónico de la mecánica cuántica7 [18, 21, 29, 32].

7En el marco de la mecánica cuántica, los estados coherentes del oscilador armónico |a〉
son los estados propios del operador de aniquilación â, los cuales se expresan, en términos
de los estados propios del hamiltoniano |n〉 y en el caso unidimensional, como

|a〉 = e−|a|
2/2

∞∑
n=0

an√
n!
|n〉 = D̂(a)|0〉,
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Figura 2.3: Distribución de probabilidad en el ĺımite t → ∞ de un
electrón que oscila con frecuencia ω0 = 4.2×1016 s−1 en presencia del
CPC y de una onda electromagnética, con una amplitud E0 = e/4a2

0,
en la aproximación markoviana y el caso resonante. Las curvas azules
corresponden a una curva de nivel de la distribución en distintos
tiempos y la curva roja a la trayectoria seguida por la distribución.
Los valores numéricos se presentan en unidades atómicas.

donde a = (mω2
0x

2
F /2)1/2 y D̂(a) ≡ exp(aâ− |a|2/2) denotan el valor propio del operador

de aniquilación y el operador de desplazamiento [21], respectivamente. La expresión ante-
rior muestra que el operador D̂(a) genera el estado coherente |a〉 al actuar sobre el estado
base |0〉, de modo que dicho estado puede interpretarse como el estado base del oscilador
armónico desplazado una distancia xF desde el origen, con

xF =

√
2a2

mω2
0

.

Esto implica que los estados coherentes del OA corresponden a estados de mı́nima disper-
sión que poseen una anchura independiente del tiempo [21].
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El oscilador armónico forzado de la EDE en el caso resonante posee una
distribución de probabilidad en el espacio fase con un comportamiento sin-
gular ya que, a diferencia de la del caso no forzado que evoluciona a un
estado estacionario independiente del tiempo, mantiene un movimiento esta-
ble alrededor del espacio fase permanentemente. Esto es sumamente relevante
debido a que la onda electromagnética externa puede interpretarse como una
excitación del CPC [1], de manera que dicho campo excitado es capaz de
sostener al OA en un estado de equilibrio que igualmente puede considerarse
como excitado7. Este resultado evidencia que un cambio del campo de fondo
implica una modificación del estado de equilibrio del oscilador [1].

2.4. Aproximaciones de orden superior

Las distribuciones estudiadas en las secciones 2.2 y 2.3 son soluciones de
ecuaciones diferenciales que son aproximaciones de la ecuación generalizada
de Fokker-Planck a primer orden en τ . Por ello, es de máximo interés analizar
la posibilidad de construir una aproximación a un orden arbitrario y finito
en τ de la ecuación (2.17), y la validez f́ısica de esta.

Matemáticamente, la ecuación (2.17) puede ser aproximada a orden τn,
con n arbitrario, a partir de la definición del operador de difusión, ecuación
(2.16). No obstante, por el teorema de Pawula8, únicamente cuando n = 0 o
n = 1 se tiene que la ecuación aproximada posee como solución una función
no negativa. Si el desarrollo no se finaliza a primer orden en τ , entonces se
requiere de toda la serie infinita para obtener nuevamente una función no
negativa como solución [13].

En el contexto de la teoŕıa de la probabilidad, una función debe satisfacer
una serie de condiciones mı́nimas, entre las que se encuentra ser no negativa,
para poder ser considerada como una densidad de probabilidad. Estas condi-
ciones reciben el nombre de axiomas de Kolmogórov. Con base en lo anterior,
la densidad Q(x,p, t) es una distribución de probabilidad auténtica en el es-

8El teorema de Pawula establece que si la función Q(x, t) está descrita por un desarrollo
de Kramers-Moyal,

∂Q(x, t)

∂t
=

∞∑
k=1

(
∂

∂x

)k
Dk(x, t)Q(x, t),

entonces esta es no negativa, Q(x, t) ≥ 0, si y solo si el desarrollo se trunca después del
primer o segundo término, o si no se trunca en lo absoluto [13].
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pacio fase por construcción al ser la solución exacta de la ecuación (2.17)
[1]. Igualmente, las soluciones de la ecuación generalizada de Fokker-Planck
aproximada a órdenes cero y primero en τ corresponderán a densidades de
probabilidad auténticas9, de manera que estas tres soluciones son las únicas
capaces de describir f́ısicamente un sistema en el espacio fase [1].

El teorema de Pawula no afirma que las soluciones de los desarrollos
truncados hasta n ≥ 2 no sean posibles de analizar, sino que estas poseerán
valores negativos en alguna región del espacio fase a algún tiempo [13], tal que
no pueden considerarse como distribuciones de probabilidad de Kolmogórov
auténticas, lo que implica que no corresponden a una descripción completa
en el espacio fase. Este tipo de funciones, comúnmente referidas como dis-
tribuciones de cuasiprobabilidad10 [15], son principalmente utilizadas en la
formulación en el espacio fase de la mecánica cuántica, siendo la distribución
de Wigner el ejemplo más conocido [33].

Las soluciones de la ecuación (2.17) aproximada a órdenes cero y primero
en τ describen correctamente el comportamiento de los sistemas mecánicos
lineales cerca de sus estados estacionarios [2], como se mostró para el caso del
oscilador armónico. Sin embargo, en el caso general, y concretamente para el
átomo de hidrógeno, estas aproximaciones han demostrado no ser adecuadas
[34]. En este sentido, para obtener una descripción correcta de un sistema
mecánico no lineal deben considerarse todos los términos de la serie infinita
de la ecuación (2.17) o, en su defecto, considerar algunos términos de la serie,
adicionales a los primeros dos, con la consecuencia de obtener una descripción
en el espacio fase en términos de distribuciones de cuasiprobabilidad.

9La aproximación a orden cero en τ de la ecuación generalizada de Fokker-Planck (2.17),

∂F

∂t
+ ẋi

∂F

∂xi
+ ṗi

∂F

∂pi
= 0,

corresponde a la ecuación de Liouville de un proceso determinista, al haber despreciado
todos los efectos radiativos del sistema, es decir, al haber eliminado la interacción del
sistema mecánico con el CPC. Por otro lado, la aproximación a primer orden en τ , en la
que el CPC se aproxima como un ruido blanco, corresponde a la aproximación markoviana
de la EDE.

10En el sentido más general, una distribución de cuasiprobabilidad es cualquier objeto
matemático similar a una distribución de probabilidad que no satisface alguno de los
axiomas de Kolmogórov.





Caṕıtulo 3

La mecánica cuántica en el
espacio fase

La formulación de la mecánica cuántica en el espacio fase es considerada,
junto con las formulaciones basadas en operadores en el espacio de Hilbert
o en integrales de trayectoria, como uno de los caminos para arribar a la
cuantización de manera lógica y autónoma [33].

El desarrollo de la teoŕıa cuántica en el espacio fase se fundamenta en la
función de Wigner de 1932 [35] e, históricamente, inició con la introducción
de la correspondencia entre funciones en el espacio fase y operadores en
el espacio de Hilbert ordenados bajo cierta prescripción1, por parte de H.
Weyl en 1927 [33]. Espećıficamente, la correspondencia de Weyl establece
que x→ x̂, p→ p̂ y, en general, para una función A(x, p) que [36, 37]

Â(x̂, p̂) =
1

(π~)2

∫∫∫∫
e2i[r(x̂−x)+s(p̂−p)]/~A(x, p)dxdpdrds. (3.1)

La correspondencia de Weyl se consideró, en un inicio, como la prescripción
correcta para la cuantización. No obstante, pronto se halló que esta fallaba en
transformar el cuadrado del momento angular clásico en su análogo cuántico
aceptado; y, por tanto, se relegó como una prescripción elegante, pero no
intŕınsecamente especial [38].

1La prescripción de ordenamiento de Weyl requiere que un operador arbitrario, expre-
sado como una serie de potencias de x̂ y p̂, sea ordenado en una expresión completamente
simetrizada en x̂ y p̂, mediante el conmutador de Heisenberg, [x̂, p̂] = i~ [33].

41
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La estructura fundamental detrás de esta correspondencia fue estudiada a
profundidad por H. Groenewold, en 1946, y por J. E. Moyal, en 1949, lo que
permitió el establecimiento de la formulación [33, 38]. Groenewold mostró
que el carácter estad́ıstico de la mecánica cuántica no puede explicarse desde
su formalismo mediante promedios sobre procesos deterministas descritos
en términos de sus posiciones y momentos, como se hace en la mecánica
estad́ıstica clásica; mas que esto no impide la construcción de una descripción
que se asemeje a una descripción estad́ıstica formal [36].

Aunado a esto, Groenewold expuso la correspondencia de Weyl como una
transformación invertible al mostrar que la función de Wigner2 corresponde
a la función fase que conduce al operador estad́ıstico a través de la trans-
formación de Weyl, y demostró que la imagen del conmutador cuántico bajo
la transformación de Wigner es una generalización del paréntesis de Poisson
que tiene a este último como su ĺımite clásico y que, actualmente, se conoce
como paréntesis de Moyal [33, 36, 38].

Moyal complementó la formulación en el espacio fase desde un punto
de vista radicalmente distinto al de Groenewold, al notar que los valores
de expectación de los operadores cuánticos monomiales, 〈x̂np̂m〉, pod́ıan ser
generados a partir de una función caracteŕıstica en el espacio fase, la cual
identificó como la transformada de Fourier de la distribución de Wigner.
Adicionalmente, Moyal encontró que las desigualdades de Heisenberg están
incorporadas en la estructura matemática de la función de Wigner y, al igual
que Groenewold aunque de manera menos sistemática, estudió su evolución
temporal a través de la deformación del paréntesis de Poisson en el paréntesis
de Moyal [38, 39].

3.1. Descripción cuántica en el espacio fase

Una descripción auténtica en el espacio fase de un sistema cuántico, repre-
sentado por el operador estad́ıstico ρ̂(t), debe basarse en una única función
fase, FQ(x,p, t), que cumpla con ser no negativa,

FQ(x,p, t) ≥ 0, (3.2)

2En 1932, E. Wigner propuso, de manera totalmente inconexa con el trabajo de Weyl,
una función, que hoy en d́ıa lleva su nombre, capaz de describir el flujo difusivo meca-
nocuántico en el espacio fase, en un esfuerzo por calcular correcciones cuánticas en los
promedios termodinámicos [33, 35].
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tal que pueda interpretarse como una distribución de probabilidad; y con que
sus distribuciones marginales sean iguales a las distribuciones de probabilidad
usuales de posición, ∫

FQ(x,p, t)d3p = 〈x|ρ̂(t)|x〉, (3.3)

y de momento3 [40], ∫
FQ(x,p, t)d3x = 〈p|ρ̂(t)|p〉. (3.4)

Sin embargo, se ha demostrado que para cada estado cuántico existe un
número infinito de este tipo funciones [41]. Esto dificulta construir una ade-
cuada descripción del sistema pues, hasta ahora, no se ha encontrado una
manera de discriminar dichas funciones por su significado f́ısico [40].

Esta multiplicidad de distribuciones fase cuánticas puede entenderse a
partir del hecho de que existen infinitas formas de representar el operador
estad́ıstico de una mezcla en términos de estados puros [40]. En este sentido,
se puede intentar obtener una única función FQ(x,p, t) al exigirle que úni-
camente dependa del operador estad́ıstico ρ̂(t) y no de la forma particular
en la que este esté representado. No obstante, es posible demostrar que las
distribuciones fase que cumplen esta condición adicional son incapaces de
satisfacer alguna de las tres condiciones planteadas originalmente [40].

Con base en lo anterior, y retomando la posibilidad de construir una
descripción que se asemeje a la descripción estad́ıstica formal propuesta por
Groenewold, puede considerarse una descripción fase del sistema cuántico que
sea única pero que prescinda de alguna de las otras tres condiciones. Siendo
aśı, es usual que se renuncie a la no negatividad de la función FQ(x,p, t),
pues dado que se quiere establecer conexiones entre la nueva formulación y
los resultados mecanocuánticos usuales, se exige que se cumplan las condi-
ciones (3.3) y (3.4). De esta forma, la descripción se realiza en términos de
distribuciones de cuasiprobabilidad, cuyo representante más estudiado es la
función de Wigner.

3Ocasionalmente, se argumenta que una distribución fase cuántica como la propuesta
es imposible debido a las desigualdades de Heisenberg. No obstante, este argumento no es
válido porque las desigualdades de Heisenberg no implican necesariamente que la teoŕıa
cuántica sea inconsistente con la suposición de que las part́ıculas posean una posición y un
momento bien definidos en todo momento; y porque para que una distribución FQ(x,p, t)
satisfaga estas desigualdades basta con que esta tenga un área efectiva de soporte en el
espacio fase del orden de 2π~ [40].
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3.2. La distribución de Wigner

La forma usual de introducir la distribución de cuasiprobabilidad de Wigner
es a través de su transformada inversa de Fourier, es decir, a través del
promedio de la función caracteŕıstica e−2i(sixi+ripi)/~, donde xi y pi son los
valores propios de los operadores cuánticos de posición, x̂i, y momento, p̂i,
respectivamente [36, 39]. Aśı, al definir el operador [36]

M̂(x̂, p̂) ≡ e−2i(six̂i+rip̂i)/~ = e−irip̂i/~e−2isix̂i/~e−irip̂i/~, (3.5)

en el cual se usó la fórmula de Baker-Campbell-Hausdorff para establecer
la segunda igualdad, se obtiene que la función caracteŕıstica del sistema en
cuestión está dada por el siguiente valor de expectación:

Mρ(r, s, t) ≡ Tr(ρ̂M̂) =

∫
〈z− r|ρ̂(t)|z + r〉e−2is·z/~d3z, (3.6)

donde el operador estad́ıstico ρ̂(t) describe, en el caso más general, una mezcla
estad́ıstica; de modo que su transformada inversa de Fourier es igual a

W (x,p, t) =
1

(π~)3

∫
〈x− r|ρ̂(t)|x + r〉e2ir·p/~d3r. (3.7)

La expresión (3.7) corresponde a la distribución originalmente propuesta por
Wigner para representar una mezcla estad́ıstica tridimensional en el espacio
fase [35].

La explicación detrás de la preferencia en describir el sistema cuántico en
términos de la distribución de Wigner radica en el hecho de que esta permite
expresar los valores esperados cuánticos de forma similar a los promedios
clásicos [37, 40]. En este sentido, a partir de la definición de la transformación
de Wigner de un operador arbitrario [15, 40],

AW (x,p, t) = 2

∫
〈x− r|Â(t)|x + r〉e2ir·p/~d3r; (3.8)

y de la expresión de W (x,p, t) en términos del operador ρ̂(t), ecuación (3.7),
se obtiene que el valor de expectación de la variable dinámica asociada al
operador Â se expresa en términos de la función de Wigner como

〈A〉(t) =

∫∫
AW (x,p, t)W (x,p, t)d3xd3p, (3.9)
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donde AW (x,p, t) corresponde, en la mayoŕıa de los casos, a la expresión
clásica de la variable dinámica en cuestión4 [33].

Las caracteŕısticas principales de la distribución de Wigner están deter-
minadas por las propiedades del operador estad́ıstico [40]. En este sentido,
dado que dicho operador es autoadjunto, se tiene que W (x,p, t) es una fun-
ción real. Por otro lado, el resultado Tr(ρ̂(t)) = 1 implica, por la ecuación
(3.3), que la función de Wigner está normalizada en el espacio fase,∫∫

W (x,p, t)d3xd3p = 1. (3.10)

Por otro lado, los elementos diagonales del operador ρ̂(t) están sujetos a
la restricción 0 ≤ ρnn(t) ≤ 1, tal que dados dos operadores estad́ısticos
diferentes se satisface que 0 ≤ Tr(ρ̂1(t)ρ̂2(t)) ≤ 1 [21, 40]. Debido a esto y a
partir de la ecuación (3.9), se obtiene que la integral sobre el espacio fase del
producto de las funciones de Wigner asociadas a cada operador estad́ıstico
satisface la siguiente condición:

0 ≤
∫∫

Wρ1(x,p, t)Wρ2(x,p, t)d
3xd3p ≤ 1

(2π~)3
. (3.11)

Aśı, cuando ρ̂1(t) = ρ̂2(t) se obtiene que∫∫
W 2(x,p, t)d3xd3p ≤ 1

(2π~)3
; (3.12)

es decir, Wρ(x,p, t) no puede poseer valores arbitrariamente grandes. Este
resultado es una consecuencia directa de que la función de Wigner satisface
las desigualdades de Heisenberg3 [40].

La función de Wigner puede construirse en la representación momental
de manera análoga a como se hizo en en la representación de coordenadas,
obteniéndose que en dicho caso esta está dada por

W (x,p, t) =
1

(π~)3

∫
〈p− s|ρ̂(t)|p + s〉e2is·x/~d3s. (3.13)

De esta manera, las ecuaciones (3.7) y (3.13) exhiben una simetŕıa básica de
la distribución de Wigner ante el intercambio x↔ p [15].

4La función AW (x,p, t) posee correcciones adicionales, proporcionales a ~, cuando exis-
ten ambigüedades en el ordenamiento mecanocuántico de los operadores [33, 36].
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Un caso particular de la representación de Wigner que es de especial
interés es aquel en el que el sistema se encuentra en un estado puro, tal
que el operador estad́ıstico se reduce a |ψ(t)〉〈ψ(t)|, con |ψ(t)〉 el estado en
cuestión [21]. Consecuentemente, la función de Wigner se expresa en términos
de la función de onda del sistema cuántico, ψ(x, t) ≡ 〈x|ψ(t)〉, como [35]

W (x,p, t) =
1

(π~)3

∫
ψ∗(x + r, t)ψ(x− r, t)e2ir·p/~d3r. (3.14)

Siendo aśı, la traza del producto de los operadores estad́ısticos asociados a
dos estados puros distintos se reduce al cuadrado de la norma del traslape
entre ambos estados. Entonces, si ρ̂1(t) = |ψ(t)〉〈ψ(t)| y ρ̂2(t) = |ϕ(t)〉〈ϕ(t)|,
se obtiene que

|〈ψ(t)|ϕ(t)〉|2 = (2π~)3

∫∫
Wψ(x,p, t)Wϕ(x,p, t)d3xd3p. (3.15)

La ecuación (3.15) implica dos corolarios de relevancia: primero, que el ĺımite
superior de la desigualdad establecida en la ecuación (3.12) corresponde al
caso en el que se tienen estados puros y se cumple que ρ̂1(t) = ρ̂2(t); y
segundo, que si los estados en cuestión son ortogonales entre si, entonces∫∫

Wψ(x,p, t)Wϕ(x,p, t)d3xd3p = 0, (3.16)

lo que implica que la distribución de Wigner no puede ser ni positiva ni nula
en todos los puntos del espacio fase [15, 36, 39].

El hecho de que W (x,p, t) pueda adquirir valores negativos es la razón
por la cual no puede considerarse como una auténtica distribución conjunta
de probabilidad para coordenadas y momentos [35, 36], como ya se comentó.
Además, dado que ninguna función que cumpla la condición de mezcla y sea
capaz de describir sistemas cuánticos se libra de poseer regiones negativas en
el espacio fase para ciertos estados [35, 36, 40], se acepta que estas dificul-
tades son propias de la formulación [39]. Estas “probabilidades negativas”
pueden manejarse, de manera pragmática, siempre que se hallen combinadas
con probabilidades positivas tales que al combinarse den una probabilidad
ordinaria y f́ısicamente interpretable [42]. Lo anterior sugiere que la presen-
cia de valores negativos en W (x,p, t) es debida a la exclusión matemática de
estados que f́ısicamente solo pueden existir en conjunto [42].
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Como ejemplo puede considerarse la distribución de Wigner del n-ésimo
estado propio de un oscilador armónico en una dimensión:

Wn(x, p) =
(−1)n

π~
e−H(x,p)/E0Ln

(
2H(x, p)

E0

)
, (3.17)

donde H(x, p) denota la función hamiltoniana del oscilador armónico y Ln
el n-ésimo polinomio de Laguerre [15, 36]. La ecuación (3.17) muestra que
la distribución de Wigner del estado base del OA, n = 0, es positiva en
todo el espacio fase, correspondiendo esta a la versión unidimensional de la
ecuación (1.49) y a la figura 1.1, de manera que corresponde a una auténtica
distribución conjunta de probabilidad. No obstante, para los estados excita-
dos, n > 0, se obtiene que Wn(x, p) puede adquirir valores negativos. Las
distribuciones de cuasiprobabilidad de los primeros dos estados excitados del
oscilador armónico unidimensional se presentan en la figura 3.1.

3.2.1. Dinámica de la distribución de Wigner

La ecuación de evolución temporal de la función W (x,p, t) puede obtenerse
a partir de la ecuación que describe la dinámica de la función de onda ψ(x, t),
es decir, de la ecuación de Schrödinger [35],

i~
∂ψ

∂t
= − ~2

2m
∇2ψ + V (x)ψ. (3.18)

Aśı, el cambio en el tiempo de la distribución de Wigner puede ser reescrito,
utilizando la convención de ı́ndices de Einstein, como

∂W

∂t
=

1

(π~)3

∫
e2iripi/~

{
i~
2m

(
ψ∗+

∂2ψ−
∂x2

k

−
∂2ψ∗+
∂x2

k

ψ−

)
+
i[V (xj + rj)− V (xj − rj)]

~
ψ∗+ψ−

}
d3r, (3.19)

siendo ψ± la notación reducida de ψ(x ± r). En el primer término entre
paréntesis del lado derecho de la ecuación (3.19) pueden reemplazarse las
derivadas con respecto a xk por derivadas con respecto a rk, tal que sea
posible realizar una integración por partes con respecto a rk. Adicionalmente,
al desarrollar V (xj − rj) y V (xj + rj) en series de Taylor con respecto a r se
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Figura 3.1: Distribución de Wigner de un oscilador armónico cuántico
unidimensional con frecuencia ω0 = 4.2× 1016 s−1 en: a) su primer y
b) su segundo estado excitado.
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llega a que esta ecuación es igual a

∂W

∂t
=

1

(π~)3

∫
e2iripi/~

{
pk
m

(
ψ∗+

∂ψ−
∂rk
−
∂ψ∗+
∂rk

ψ−

)
+ ψ∗+ψ−

∞∑
n=0

1

(2n+ 1)!

(
rk

∂

∂xk

)2n+1
2iV (xj)

~

}
d3r, (3.20)

donde se ha supuesto que la función de onda tiende a cero conforme alguna
de las componentes de x tiende a infinito, esto es, ψ(xi → ±∞)→ 0.

Utilizando el teorema multinomial, en su versión de tres términos, se
obtiene que la suma elevada a la potencia 2n + 1 en el desarrollo en serie
de Taylor del potencial de la ecuación anterior se reescribe de la siguiente
manera:(

rk
∂

∂xk

)2n+1

=
∑

`1+`2+`3=2n+1

(2n+ 1)!

`1!`2!`3!
r`11 r

`2
2 r

`3
3

∂2n+1

∂x`11 ∂x
`2
2 ∂x

`3
3

. (3.21)

Aśı, al remplazar en el primer término de la ecuación (3.20) las derivadas con
respecto a las coordenadas espaciales, notando que ∂ψ−/∂xk = −∂ψ−/∂rk;
y cambiando las coordenadas rk por derivadas de la función exponencial del
integrando en el segundo término, se obtiene que la ecuación dinámica de
distribución de Wigner es [35]

∂W

∂t
= −pi

m

∂W

∂xi
+
∂V

∂xi

∂W

∂pi

+
∞∑
n=1

(
i~
2

)2n ∑
`1+`2+`3=2n+1

1

`1!`2!`3!

∂2n+1V

∂x`11 ∂x
`2
2 ∂x

`3
3

∂2n+1W

∂p`11 ∂p
`2
2 ∂p

`3
3

. (3.22)

La ecuación (3.22) es una ecuación diferencial parcial que, dependiendo
de la forma espećıfica del potencial V (x), puede ser de orden infinito. Esta
ecuación muestra una clara semejanza con la ecuación que gobierna la evolu-
ción temporal de la distribución fase de probabilidad de los sistemas clásicos
[35, 40], denotada en el caṕıtulo anterior como Fclás(x,p, t); es decir, con la
ecuación de Liouville:

∂Fclás

∂t
= −pi

m

∂Fclás

∂xi
+
∂V

∂xi

∂Fclás

∂pi
. (3.23)
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Los términos por los que difieren las ecuaciones (3.22) y (3.23) son aquellos
proporcionales a ~n, por lo cual estos suelen interpretarse como correcciones
cuánticas a la distribución de probabilidad clásica [35]. No obstante, a pesar
de su aparente proporcionalidad a la constante de Planck, debe precisarse
que estos términos involucran la n-ésima derivada momental de la función de
Wigner, la cual puede incluir factores de la forma ~−n, tales que en el caso
más general son distintos de cero en el ĺımite ~→ 0 [40].

Una situación particularmente interesante se da con los sistemas cuyos
potenciales son de la forma V (x) = x · Ax + B · x + C, con A, B y C
constantes, pues se obtiene que las diferencias entre las ecuaciones (3.22) y
(3.23) se anulan, correspondiendo esta a los casos de la part́ıcula libre y del
OA. Sin embargo, esta coincidencia en las ecuaciones de evolución no implica
que las distribuciones fase clásica y cuántica del sistema sean iguales pues,
como se ha mostrado y comentado, las funciones de Wigner satisfacen otras
condiciones adicionales a la ecuación (3.22).

Concretamente, para el caso del oscilador armónico se llega mediante el
método de caracteŕısticas a que la solución general de la ecuación (3.22) está
dada por

W (x,p, t) = f(x cos(ω0t)− (p/mω0) sin(ω0t),p cos(ω0t) +mω0x sin(ω0t)),
(3.24)

donde f(x,p) denota la distribución fase de probabilidad en el instante t = 0.
Aunado a esto, se obtiene que las curvas caracteŕısticas del sistema, aquellas
en las que la solución W (x,p, t) se mantiene constante, están definidas por
la siguiente relación algebraica:

p2

2m
+

1

2
mω2

0x
2 = constante. (3.25)

La solución (3.24) implica un desplazamiento ŕıgido, o no dispersivo, de la
distribución inicial de probabilidad en el espacio fase [36]. Esto se ve reflejado
en el hecho de que la ecuación (3.22) para el caso del oscilador armónico
corresponde a una ecuación de Fokker-Planck cuyos coeficientes de difusión
son nulos. Aśı, dicha ecuación diferencial parcial de primer orden únicamente
gobierna el arrastre que sufre la distribución. La relación (3.25) describe
cuádricas en el espacio fase de seis dimensiones, cuyas secciones planas son
elipses, que f́ısicamente representan hipersuperficies fase de enerǵıa constante
para cada constante dada en dicha relación.
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3.2.2. El producto de Weyl-Groenewold, el paréntesis
de Moyal y la ecuación de Wigner-Moyal

Una forma más general de estudiar la evolución temporal de la función de
Wigner es a través del producto de Weyl-Groenewold y de la ecuación de
Wigner-Moyal. Como se mencionó, Groenewold mostró que la imagen del
conmutador cuántico bajo la transformación de Wigner corresponde a una
generalización del paréntesis de Poisson, el paréntesis de Moyal, definida como

((A,B)) ≡ A ? B −B ? A

i~
, (3.26)

donde el signo ? denota una operación diferencial binaria entre funciones fase
conocida como producto de Weyl-Groenewold5:

A(x, p) ? B(x, p) ≡ A(x, p)ei~( ~∂x∂p− ~∂p∂x)/2B(x, p), (3.27)

siendo ~∂ una indicación de que la derivada opera hacia la izquierda [36, 39].

El formalismo matemático de la formulación de la mecánica cuántica en
el espacio fase se fundamenta en el producto de Weyl-Groenewold debido a
que es un isomorfismo del producto entre operadores en el espacio de Hilbert
a través de la correspondencia de Weyl [36],

Â(x̂, p̂)B̂(x̂, p̂) =
1

(π~)2

∫∫∫∫
e2i(r(x̂−x)+s(p̂−p))/~(A(x, p) ? B(x, p))dxdpdrds,

(3.28)
capaz de replicar la inconmutabilidad en el espacio fase [33]. Con base en
esto, y retomando el hecho de que la función de Wigner corresponde a la
función fase que bajo la transformación de Weyl conduce al operador es-
tad́ıstico, se obtiene al aplicar la transformación de Wigner a la ecuación
de evolución temporal de dicho operador, también conocida como ecuación
de von Neumann [21], que la evolución temporal de la función de Wigner es
gobernada por la siguiente ecuación [33, 37]:

∂W

∂t
= ((H,W )), (3.29)

conocida como ecuación de Wigner-Moyal.

5El producto de Weyl-Groenewold también es denominado en la literatura producto
estrella, por el signo que denota la operación, o producto de Moyal [33].
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La ecuación (3.29), que es solo una forma compacta de la ecuación (3.22)
[39], es necesaria pero insuficiente para especificar de manera única la distri-
bución de Wigner de un sistema f́ısico [33], como se observó en la solución
(3.24) para el caso del OA. Por esta razón, las soluciones de dicha ecuación
dinámica se construyen, generalmente, a partir del espectro de estados es-
tacionarios del sistema, de forma análoga a como se hace en la formulación
convencional de la mecánica cuántica [33, 43]. Las distribuciones de Wigner
correspondientes a estos estados, puros e independientes del tiempo, con-
mutan bajo el paréntesis de Moyal con la función hamiltoniana, como se
observa en la ecuación (3.29), y satisfacen la siguiente ecuación de valores
propios bajo el producto de Weyl-Groenewold:

H(x, p) ? W (x, p) = EW (x, p), (3.30)

donde E es la enerǵıa propia de la ecuación Ĥ|ψ〉 = E|ψ〉 [43].

Estas condiciones conducen a la caracterización completa de la función
de Wigner de cualquier sistema mecánico y permiten construir todas sus
propiedades espectrales sin la necesidad de recurrir a funciones de onda o
a vectores de estado, es decir, de manera totalmente autónoma a cualquier
otra formulación de la mecánica cuántica [33].

Finalmente, para complementar el análisis del oscilador armónico iniciado
en la sección 3.2.1, se tiene, de la ecuación (3.30), que las funciones de Wigner
de los estados estacionarios de este sistema satisfacen que[

1

2m

(
p− i~

2
∇x

)2

+
mω2

0

2

(
x +

i~
2
∇p

)2

− E

]
W (x,p) = 0, (3.31)

donde se usó el hecho de que el producto de Weyl-Groenewold involucra
exponenciales de operadores diferenciales, tal que pueden interpretarse como
corrimientos en los argumentos de la función hamiltoniana [33]. La ecuación
(3.31) puede separarse fácilmente en dos ecuaciones diferenciales más simples
[33]: por un lado, su parte imaginaria,

mω2
0x · (∇pW )−m−1p · (∇xW ) = 0, (3.32)

que implica que la función W (x,p) depende únicamente de H(x,p); y por
el otro, su parte real,

1

m
∇2

xW +mω2
0∇2

pW −
8(H(x,p)− E)

~2
W = 0. (3.33)
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Una solución de a ecuación (3.33) puede obtenerse mediante el método de
separación de variables, suponiendo que W (x,p) = Πiwi(xi, pi) con el ı́ndice
i = 1, 2, 3. De esta manera, para cada pareja de variables xi y pi se obtiene
una ecuación de la siguiente forma:

1

2m

∂2wi
∂x2

i

+
mω2

0

2

∂2wi
∂p2

i

− 4(hi − εi)
~2

wi = 0, (3.34)

donde la función hi = p2
i /2m+mω2

0x
2
i /2 y la constante de separación εi son

tales que H(x,p) = Σihi y E = Σiεi. Nótese que en este proceso no se está
utilizando la convención de ı́ndices de Einstein. Retomando el resultado de
la ecuación (3.32), se tiene que la ecuación (3.34) se reescribe como

hi
d2wi
dh2

i

+
dwi
dhi
− hi − εi
E2

0

wi = 0. (3.35)

Si se supone que wi(hi) = Ce−hi/E0 ui(hi) se obtiene, de la ecuación (3.35),
que ui(hi) satisface una ecuación de Laguerre. Esto implica que ui(hi) es
igual a los polinomios de Laguerre Lni(2hi/E0) si εi = ~ω0(ni + 1/2). Aśı, se
llega a que las funciones propias de la ecuación (3.31) son

Wn1,n2,n3(x,p) = Cn1,n2,n3e
−H(x,p)/E0

3∏
i=1

Lni

(
2hi
E0

)
, (3.36)

y a que sus correspondientes enerǵıas propias están dadas por

En1,n2,n3 = ~ω2
0

(
n1 + n2 + n3 +

3

2

)
. (3.37)

La constante de normalización Cn1,n2,n3 está determinada por la condición de
normalización de las funciones de Wigner, expresada en la ecuación (3.10),
siendo esta igual a (−1)n1+n2+n3(π~)−3.

La solución (3.36) es la generalización en tres dimensiones de la función de
Wigner de la ecuación (3.17) y coincide para el estado base, n1 = n2 = n3 = 0,
con la distribución de probabilidad conjunta (1.49) y con el ĺımite temporal
asintótico de la solución (2.44). Las enerǵıas expresadas en la ecuación (3.37)
concuerdan con el espectro de enerǵıa del oscilador armónico tridimensional
de la mecánica cuántica [21]. No obstante, es importante enfatizar que en
la formulación en el espacio fase estos valores únicamente corresponden al
promedio de la función hamiltoniana para cada estado estacionario y no a una
enerǵıa propia, en el sentido cuántico de bien definida o con nula dispersión
[2], como se mencionó en el caṕıtulo 1.
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3.3. La electrodinámica estocástica y la

mecánica cuántica en el espacio fase

Con base en los resultados obtenidos es posible realizar una comparación
detallada entre la formulación de la mecánica cuántica en el espacio fase y
la EDE. Primero, como ya se mencionó, la distribución promedio Q(x,p, t)
de la electrodinámica estocástica es, por construcción, una distribución de
probabilidad auténtica, es decir, si fuese posible resolver la ecuación (2.17) de
manera exacta, se obtendŕıa una distribución de probabilidad de Kolmogórov
capaz de describir la dinámica del subsistema mecánico en interacción per-
manente con el CPC. En el mismo sentido, la aproximación markoviana de
Q(x,p, t), cuya evolución temporal es gobernada por la ecuación de Fokker-
Planck (2.25), representa la distribución de probabilidad conjunta en el es-
pacio fase del subsistema mecánico cuando este ha alcanzado el equilibrio,
en promedio, con el campo de radiación de punto cero; pues, por el teorema
de Pawula, esta es no negativa. Por el contrario, la distribución de Wigner
solo corresponde a una distribución de probabilidad cuando esta representa
un estado descrito por una función de onda gaussiana [44], como se observa
en la ecuación (3.36) para el estado base del oscilador armónico, siendo en el
resto de los casos solo una distribución de cuasiprobabilidad.

Por otro lado, las ecuaciones que rigen la evolución temporal de las distri-
buciones Q(x,p, t) y W (x,p, t), ecuaciones (2.17) y (3.22), son parecidas en
el hecho de que ambas son ecuaciones diferenciales parciales de orden infinito,
en principio. Sin embargo, es importante destacar que cada uno de los térmi-
nos de la ecuación (2.17) posee una interpretación f́ısica muy concreta, puesto
que representan el efecto promedio de las múltiples dispersiones causadas por
el CPC [23], como se discutió en el final de la sección 2.1. Este no es el caso
para los términos de la ecuación de evolución de Wigner-Moyal, debido a
que, si bien se conocen matemáticamente, su origen f́ısico es desconocido.

Otra diferencia relevante entre ambas formulaciones es que la ecuación
de Fokker-Planck (2.26) conduce a la solución (2.44), la cual tiende a una
distribución estacionaria en el ĺımite temporal asintótico que corresponde a
la función de Wigner del estado base del OA, exclusivamente. Por el contra-
rio, la ecuación de Wigner-Moyal del oscilador armónico implica la solución
general (3.24), cuyo perfil se construye, generalmente, en términos de una
combinación lineal de las funciones propias de la ecuación (3.30), es decir,
de las distribuciones de cuasiprobabilidad asociadas a los estados propios del
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sistema mecanocuántico. Esto ilustra una preeminencia del estado base del
subsistema mecánico en la EDE, cuya explicación radica en que dicha teoŕıa
trata al CPC y al OA como elementos inseparables de un mismo sistema
f́ısico. Aśı, el resultado expresado en la ecuación (2.44) implica que el estado
base es el único capaz de ser sostenido por el campo de radiación de punto
cero, esto es, es el único en el que el efecto aleatorizador del campo de fondo
es compensado, en promedio, por la reacción de radiación de la part́ıcula
cargada [1, 2, 18, 29].

El resultado anterior implica que los estados excitados del subsistema
mecánico no son verdaderos estados estacionarios en el marco teórico de la
EDE, resultado en el que coincide con la electrodinámica cuántica y que
se comprueba en las observaciones experimentales, pero que discrepa con la
mecánica cuántica [1, 21]. Debido a esto y al hecho de que las funciones de
Wigner de los estados excitados poseen regiones negativas en el espacio fase,
tales que no pueden representar distribuciones de probabilidad auténticas,
se concluye que para el caso del OA los estados excitados del subsistema
mecánico no representan estados verdaderamente f́ısicos en el sentido de que
no pueden existir de manera aislada a otros estados [18, 26, 29].

Independientemente de su carácter formal, los estados excitados poseen
una utilidad matemática simplemente innegable pues permiten expresar las
distribuciones de probabilidad en el espacio fase como combinaciones lineales
de sus respectivas distribuciones de cuasiprobabilidad [26, 29]. Suponiendo,
por simplicidad, un sistema con una dimensión espacial, se tiene que estos
desarrollos en términos de combinaciones lineales se basan en las funciones
de Wigner generalizadas Wk`(x, p), definidas como

Wk`(x, p) ≡
1

π~

∫
ϕ∗k(x+ r)ϕ`(x− r)e2irp/~dr, (3.38)

donde ϕ`(x) es la `-ésima función propia del hamiltoniano del sistema6; ya
que forman un conjunto completo y ortogonal en el espacio fase [39]. Siendo
aśı, una distribución fase arbitraria puede expresarse como [29]

F (x, p, t) =
∑
k,`

Ck`(t)Wk`(x, p), (3.39)

6Las funciones Wk`(x, p) son generalizaciones de las funciones de Wigner asociadas
a los estados propios del sistema mecanocuántico, correspondiendo estas últimas al caso
particular en el que ambos ı́ndices coinciden.
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donde

Ck`(t) =

∫∫
W ∗
k`(x, p)F (x, p, t)dxdp. (3.40)

Utilizando esta construcción, se tiene que la distribución de probabilidad del
oscilador armónico forzado y resonante, construida en el caṕıtulo 2, puede
expresarse como una combinación lineal de las funciones [29, 33, 36]:

Wk`(x, p) =
(−1)máx(k,`)

π~

√
k!`!

(máx(k, `))!
ei(k−`) arctan(p/mω0x)−H(x,p)/E0

×
(

2H(x, p)

E0

)|k−`|/2
L
|k−`|
máx(k,`)

(
2H(x, p)

E0

)
, (3.41)

cuyos correspondientes coeficientes Ck`(t) son [29]:

Ck`(t) =
1√
k!`!

(
e2E2

0

2m~ω0γ2

)(k+`)/2

ei(k−`)ω0t−e2E2
0/2m~ω0γ2 . (3.42)

Este desarrollo ejemplifica cómo una combinación lineal de elementos sin una
interpretación clara conduce a una distribución de probabilidad auténtica y
f́ısicamente interpretable. Más aún, es importante destacar que, en este caso
en particular, es la presencia conjunta del campo externo y el CPC la que
permite la estabilidad conjunta de los estados.

Adicionalmente, al retomar que la correspondencia de Weyl permite tra-
ducir la información contenida en la función de Wigner de un sistema en
términos de su correspondiente operador estad́ıstico [2], de manera que pa-
ra el caso espećıfico del espacio de configuración se tiene que la matriz de
densidad7 está dada en términos de la función de Wigner por [15, 26]

ρ(x,x′, t) ≡ 〈x|ρ̂(t)|x′〉 =

∫
W

(
x + x′

2
,p, t

)
e−i(x

′−x)·p/~d3p; (3.43)

se obtiene que la matriz de densidad asociada a la distribución de probabi-
lidad del oscilador armónico de la electrodinámica estocástica en el espacio

7Los términos operador estad́ıstico y matriz de densidad son usados con frecuencia de
manera indistinta. Sin embargo, en este trabajo se entenderá por matriz de densidad la
representación del operador estad́ıstico en el espacio de configuración [40].
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fase y en la aproximación markoviana, ecuación (2.54), es

ρ(x, x′, t) =
1√

2πS11(t)
exp

(
−~2(x′ + x− 2xd(t))

2 + 4detS(t)(x′ − x)2

8~2S11(t)

)
× exp

(
−i(x

′ − x)(2S11(t)pd(t) + S12(t)(x′ + x− 2xd(t)))

2~S11(t)

)
. (3.44)

Esta función presenta un comportamiento oscilatorio transitorio tras el cual
converge a la matriz de densidad del estado base del OA cuántico, como se
observa en la figura 3.2. Nótese que los elementos de la forma ρ(x, x′ = x, t)
son siempre números reales, como es de esperar [21].

Finalmente, la formulación de la mecánica cuántica en el espacio fase
y la electrodinámica estocástica coinciden en que la enerǵıa del subsiste-
ma mecánico consiste en una variable continua y aleatoria descrita por una
distribución de probabilidad, que para el caso del estado base del oscilador
armónico tridimensional está dada por la ecuación (1.50). En este sentido,
los resultados obtenidos muestran que las distribuciones de enerǵıa asocia-
das a los estados propios del sistema mecánico poseen valores promedio que
coinciden con las enerǵıas propias de la formulación de la mecánica cuántica
en términos de operadores en el espacio de Hilbert, pero que, a diferencia de
estas últimas, poseen varianzas distintas de cero.

La razón detrás de esta discordancia radica en que en la formulación en el
espacio de Hilbert se establece que F̂ 2 = (F̂ )2 para cualquier operador, lo que
implica que 〈Ĥ2〉 = 〈Ĥ〉2 para los estados propios de la enerǵıa; mientras que
en la formulación en el espacio fase, los operadores se construyen a partir de la
correspondencia de Weyl, lo que conduce a que el operador mecanocuántico
asociado al cuadrado de la enerǵıa del sistema no coincida con el cuadrado
del operador hamiltoniano y, por ende, a que la varianza de la enerǵıa no sea
nula [2]. Aśı, para el caso del OA tridimensional se halla que

Ĥ2
Weyl = Ĥ2

Hilbert + 3E2
0 , (3.45)

lo cual reproduce el hecho de que la varianza de la enerǵıa del estado base
posea un valor de 3E2

0 en la formulación en el espacio fase. Este argumento
concilia matemáticamente ambas descripciones de la mecánica cuántica pero
no discierne sobre cuál de estas es la adecuada para representar correctamente
la naturaleza. Esta interrogante sigue sin ser resuelta de manera definitiva,
lo que hace que la elección de un formalismo sobre el otro sea, hasta ahora,
una mera cuestión de preferencias [2].
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Figura 3.2: Partes real e imaginaria de la matriz de densidad de un
electrón que oscila con frecuencia ω0 = 4.2×1016 s−1 en presencia del
CPC, en la aproximación markoviana para: a) t = 5ω−1

0 , b) t = 15ω−1
0

y c) t = 50ω−1
0 . La cruz representa la posición del centro de la función

y la curva negra la trayectoria que sigue este desde su posición inicial.
Para evidenciar el cambio en la función se fijó α = 1/2; estando el
resto de valores numéricos en unidades atómicas.



Conclusión

A lo largo del presente estudio se aplicaron los principales resultados de la
electrodinámica estocástica en el espacio fase al oscilador armónico con el fin
de analizar las implicaciones y los alcances de esta teoŕıa, pues este sistema
mecánico permite estudiar la transición de un objeto clásico a uno cuántico
de forma expĺıcita. A continuación se retomarán y discutirán brevemente los
resultados más relevantes obtenidos.

Primeramente, el análisis estad́ıstico realizado al campo de radiación de
punto cero en el caṕıtulo 1 evidenció que el producto de las varianzas de
las variables canónicas de posición y momento de cada modo de oscilación
de dicho campo se halla acotado en el ĺımite atérmico por la cantidad ~2/4,
ecuación (1.19). Este resultado sugiere que el campo electromagnético del
vaćıo es el origen f́ısico, último e irreducible, de las llamadas fluctuaciones
cuánticas. Más aún, este análisis y el desarrollo en series de Fourier de la
solución estacionaria de la ecuación de Braffort-Marshall expusieron cómo
un ensamble estad́ıstico de OA clásicos se transforma en uno que replica las
propiedades del oscilador armónico cuántico, descrito por la distribución de
Wigner (1.50), como resultado de su interacción con el CPC.

En el caṕıtulo 2 se utilizó el formalismo de la ecuación generalizada de
Fokker-Planck en la aproximación markoviana para estudiar la dinámica
del oscilador armónico en el régimen que precede al estado estacionario del
caṕıtulo 1. Siendo aśı, se obtuvo que la ecuación lineal de Fokker-Planck
(2.26) gobierna la evolución temporal de la distribución fase de probabilidad
del subsistema mecánico en dicho régimen; que su solución, expresada en la
ecuación (2.44), muestra expĺıcitamente el proceso de intercambio de enerǵıa
entre el CPC y los OA, a través de las dispersiones causadas por el campo y
la reacción de radiación; y el que el ensamble de osciladores armónicos arriba
a un estado estacionario caracterizado por una enerǵıa media de 3E0.
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Este mismo procedimiento fue también aplicado a un OA forzado por
una onda electromagnética, cuya componente eléctrica oscila sinusoidalmente
en el tiempo y puede interpretarse como una excitación del CPC. Aśı, se
halló que dicho sistema únicamente alcanza el estado de equilibrio cuando
el oscilador armónico y la onda referida se encuentran en resonancia. En tal
caso, el OA tiende a un estado que coincide con la representación fase de
los estados coherentes del oscilador armónico cuántico, ecuación (2.74). Este
análisis permitió observar de forma expĺıcita los cambios que sufre el estado
de equilibrio del OA como consecuencia de modificar el campo de fondo.

El caṕıtulo 3 consistió en un estudio breve sobre la formulación en el es-
pacio fase de la mecánica cuántica, el cual permitió la comparación directa
de los resultado obtenidos desde la EDE con sus homólogos cuánticos. Aśı,
este trabajo permite concluir que las descripciones del oscilador armónico y
del oscilador armónico forzado obtenidas desde la electrodinámica estocásti-
ca coinciden ineqúıvocamente con las descripciones cuánticas en el espacio
fase del estado base y de los estados coherentes del OA, respectivamente,
cuando se toma la aproximación markoviana y el ĺımite temporal asintótico
de la teoŕıa. De este modo, el comportamiento cuántico de estos sistemas
mecánicos puede entenderse como una consecuencia de la interacción entre
la part́ıcula cargada y el campo electromagnético del vaćıo.

Recientemente, se ha mostrado que los sistemas dinámicos que alcanzan
estados estacionarios con el CPC, como los descritos en este trabajo y, en ge-
neral, aquellos sujetos a fuerzas no lineales, responden de manera resonante a
un conjunto espećıfico de modos de oscilación de dicho campo. De esta forma,
al aplicar la descripción hamiltoniana adecuada se obtiene el conmutador de
Heisenberg, [x̂, p̂], como una expresión bilinear que involucra las funciones de
respuesta del sistema al campo y se identifican las amplitudes de respuesta
de estas últimas como los elementos de matriz de los operadores de posición
y momento [45]. Esto es relevante debido a que confirma que no es posible
construir una descripción estad́ıstica formal de la mecánica cuántica en el
espacio fase usual ya que el formalismo de los operadores x̂ y p̂ está asociado
a la respuesta del subsistema mecánico a la acción del CPC y no a su tra-
yectoria, por lo que no tiene asociada una auténtica distribución fase. Esto
explica porque las funciones de Wigner de los estados excitados del oscilador
armónico no corresponden a verdaderas distribuciones de probabilidad, como
se observó en el caṕıtulo 3.



Apéndice A

La ecuación de movimiento de
Abraham-Lorentz

La ecuación de Abraham-Lorentz de una part́ıcula puntual con masa µ y
carga e que realiza un movimiento no relativista y está sujeta a una fuerza
externa F se expresa de forma expĺıcita como

µẍ = F + µτ
...
x − δmẍ, (A.1)

con los parámetros τ y δm definidos como:

τ ≡ 2e2

3µc3
; δm =

4e2

3πc3

∫ ∞
0

dω, (A.2)

donde ω representa la frecuencia de los modos de oscilación de la radiación
emitida por la part́ıcula [5].

La ecuación (A.1) muestra que la part́ıcula cargada se autoinduce, a través
de su propia radiación, dos efectos: una corrección electromagnética δm a
su masa y una fuerza de reacción proporcional al cambio temporal de su
aceleración, conocida como reacción de radiación, que actúa como un término
de resistencia al movimiento [46].

Es posible expresar la ecuación (A.1) de manera alternativa como

m

(
ẍ− τ dẍ

dt

)
= F, (A.3)

en donde se ha redefinido m ≡ µ + δm como la masa experimentalmente
observable de la part́ıcula cargada, consistente en la masa desnuda µ de la
carga más la correspondiente corrección electromagnética [2, 6, 47].
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La ecuación de movimiento de Abraham-Lorentz, tal como se ha expre-
sado en la ecuación (A.3), está en conflicto con los principios básicos de la
f́ısica clásica al predecir correcciones infinitas a la masa del sistema, ecuación
(A.2), y al implicar soluciones cuyas aceleraciones divergen con el tiempo,
dado que en ambos casos se requiere que el sistema f́ısico tenga almacenada
inicialmente una cantidad infinita de enerǵıa.

El hecho de que la corrección electromagnética a la masa sea una cantidad
infinita puede entenderse a partir del siguiente argumento: considérese una
part́ıcula de radio R y carga e uniformemente distribuida en su superficie,
tal que su enerǵıa electrostática es igual a Eeléc = e2/2R. De la relación de
equivalencia entre masa y enerǵıa, E = mc2, se tiene que la masa de origen
electromagnético del sistema anterior es igual a

meléc =
e2

2Rc2
. (A.4)

Al suponer que la masa meléc es igual a la corrección δm, ecuación (A.2), se
obtiene que el radio R de la configuración adoptada necesario para reproducir
dicha corrección a la masa está dado por

R =
3πc

8

(∫ ∞
0

dω

)−1

= ĺım
ω→∞

3πc

8ω
. (A.5)

De esta forma, la ecuación (A.5) muestra expĺıcitamente que la corrección
electromagnética infinita a la masa es resultado directo de haber supuesto
que la part́ıcula cargada es puntual [48].

El argumento anterior debe analizarse cuidadosamente para el caso de
un electrón, ya que para tal part́ıcula este resultado puede ser adjudicado
a dos posibilidades: por un lado, a que actualmente no existe una teoŕıa
lo suficientemente refinada para hallar el valor f́ısico y finito de δm; y por
el otro, a que el electrón posee una estructura efectiva originada por las
rápidas fluctuaciones existentes en su posición1 [2, 6]. Sin embargo, debido
a la no observabilidad fundamental de la masa desnuda puede suponerse,
como se hizo en la ecuación (A.3), que la masa m posee el valor experimental
de la masa de la part́ıcula [47, 48], eliminándose aśı el problema de masas
infinitas. El proceso anterior es una de las primeras suposiciones del programa
de renormalización actual de la electrodinámica cuántica moderna [2].

1En la electrodinámica cuántica se considera al electrón como una part́ıcula puntual,
tal que este es el argumento usualmente adoptado [6].
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El otro problema asociado a la ecuación de Abraham-Lorentz está relacio-
nado con las soluciones a las que esta conduce. Para ilustrar esto supóngase
que la fuerza en la ecuación (A.3) es función únicamente del tiempo2 y que
F(t = 0) = 0, de modo que su solución general está dada por

ẍ(t) = ẍ(0)et/τ − 1

mτ

∫ t

0

F(t′)e−(t′−t)/τdt′. (A.6)

La primera particularidad que se observa en la solución anterior es que de-
pende del valor inicial de la aceleración de la part́ıcula ẍ(0) ya que la ecuación
(A.3) es una ecuación diferencial ordinaria de tercer orden, a diferencia del
resto de ecuaciones de movimiento de la mecánica clásica. Por otra parte,
la ecuación (A.6) predice que la part́ıcula es acelerada antes de que la fuer-
za comience a actuar3 y continua haciéndolo exponencialmente incluso si la
fuerza externa es apagada [48, 49]. Con el paso del tiempo, esto conduce a
valores finales infinitos de la velocidad, lo que implica una cantidad absurda
de enerǵıa almacenada inicialmente por la part́ıcula. A estas soluciones se les
conocen como soluciones fugaces de la ecuación de Abraham-Lorentz4.

Si se insiste en que el movimiento de la part́ıcula esté únicamente de-
terminado por la condiciones iniciales usuales x(0) y ẋ(0), entonces, debe
imponerse una condición adicional sobre la aceleración inicial, lo que permi-
te eliminar algunos de los defectos de la solución (A.6) [49]. Por ejemplo, si
se elige que ẍ(0) = 0 se tiene que el comportamiento acausal de la solución
se elimina pero esta mantiene su carácter fugaz. Alternativamente, puede
elegirse que [2]

ẍ(0) =
1

mτ

∫ ∞
0

F(t′)e−t
′/τdt′, (A.7)

de manera que la solución (A.6) se transforma en

ẍ(t) =
1

mτ

∫ ∞
t

F(t′)e−(t′−t)/τdt′ =
1

m

∫ ∞
0

F(t+ τs)e−sds. (A.8)

A pesar de la artificialidad de la condición inicial expresada en la ecuación
(A.7), esta asegura que la aceleración final de la part́ıcula sea nula, tal que el

2Si la fuerza externa F es función de la posición en lugar del tiempo, se tiene que la
solución (A.6) se complica, pero mantiene sus caracteŕısticas fundamentales [3].

3Este fenómeno se conoce como preaceleración o aceleración acausal y, como el segundo
nombre lo indica, consiste en una forma de comportamiento acausal [2, 49].

4Las soluciones fugaces de la ecuación de Abraham-Lorentz son conocidas en la litera-
tura en lengua inglesa como runaway solutions [49].
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comportamiento fugaz ha sido suprimido. Sin embargo, la solución anterior
implica que ẍ(t) depende del valor de la fuerza para tiempos futuros en todo
tiempo, de modo que el comportamiento acausal de la part́ıcula persiste,
como se ejemplifica en la figura A.1.

Figura A.1: Gráficas de la fuerza F (t) = F0e
−bt sin(ωt), curva roja,

y de la correspondiente aceleración obtenida a partir de la solución
(A.8), curva azul. La acausalidad de la solución se ha magnificado al
elegir τ = 0.5 s. El resto de parámetros se eligieron como: m = 1 g;
F0 = 1 dyn; b = 0.2 s−1 y ω = π s−1.

A pesar de la discusión anterior, se tiene que el valor numérico de τ
es demasiado pequeño para tener variaciones realistas de la fuerza aplicada
[6]. Aśı, desde una perspectiva pragmática puede realizarse un desarrollo de
Taylor de F(t+ τs) en la ecuación (A.8) obteniéndose que

mẍ(t) =
∞∑
n=0

τn

n!

dnF(t)

dtn

∫ ∞
0

sne−sds =
∞∑
n=0

τn
dnF(t)

dtn
. (A.9)
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La ecuación (A.9) muestra que para orden cero en τ la ecuación de movi-
miento de Abraham-Lorentz se reduce a la segunda ley de Newton, al haber
sido despreciada totalmente la reacción radiativa. Por otro lado, al aproximar
a primer orden en τ se obtiene que el término de reacción radiativa puede
expresarse proporcionalmente a la primera derivada temporal de la fuerza
externa aplicada, i. e.,

mẍ(t) ≈ F(t) + τ
dF(t)

dt
. (A.10)

Numéricamente, τ se interpreta como el tiempo que le toma a la luz
recorrer la distancia

cτ =
2e2

3mc2
=

2Rclás

3
, (A.11)

donde Rclás es el radio clásico de la part́ıcula en cuestión. Aśı, τ representa el
tiempo que le toma a la luz propagarse a través de una part́ıcula elemental [3],
de tal modo que no es de esperarse que la aceleración acausal de la ecuación
(A.8) conduzca a consecuencias o fenómenos observables [6].

Una forma de garantizar comportamientos causales de la part́ıcula carga-
da y una corrección electromagnética a su masa finita es mediante la intro-
ducción de una cota superior o corte en las frecuencias en la ecuación (A.2).
En 1977, E. J. Moniz y D. H. Sharp dedujeron y estudiaron una ecuación del
tipo Abraham-Lorentz para una carga clásica extendida, hallando que esta
predice comportamientos causales y correcciones electromagnéticas finitas a
la masa [49]. Lo anterior, junto con la expresión (A.5), sugiere que un corte
efectivo en las frecuencias es introducido por la estructura de la part́ıcula
cargada. Esto puede entenderse cualitativamente al considerar que una car-
ga extendida realiza un promedio del campo de radiación a lo largo de su
extensión, tal que elimina el efecto de las componentes de longitudes de on-
da iguales o menores que el radio de su estructura [2]. De la ecuación (A.5)
puede observarse, al introducir una frecuencia de corte ωc, que en general el
radio de la estructura es inversamente proporcional a la frecuencia máxima
del campo de radiación,

ωc ∝
c

R
, (A.12)

donde el factor de proporcionalidad es caracteŕıstico de cada distribución
particular de carga en la part́ıcula.
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La introducción de un corte en las frecuencias puede entenderse como una
consecuencia de la falta de interacciones entre las componentes del campo de
radiación de altas frecuencias y la part́ıcula, de tal forma que las primeras
puedan ser despreciadas [50]. Dichas frecuencias corresponden a intervalos
temporales de menor duración que R/c, tal que si R > cτ = Rclas; es decir, si
la part́ıcula se extiende sobre un radio mayor que su radio clásico, entonces,
todos los efectos no causales asociados a la ecuación de Abraham-Lorentz
desaparecen [2]. En este sentido, la introducción de una frecuencia de corte,
o equivalentemente de una estructura a la part́ıcula, restablece la causalidad
en el desarrollo. La cota superior ωc puede tener su origen en una combinación
de muchos factores, siendo solo uno de ellos la estructura; otros pueden ser
causados por los efectos dinámicos de la part́ıcula [51]. Aśı, el corte en las
frecuencias es introducido no porque sea práctico o posible, sino porque es
necesario para recuperar la consistencia de la teoŕıa [2].

Una frecuencia de corte comúnmente utilizada en la electrodinámica es-
tocástica es la frecuencia de Compton [2], ωCompton = mc2/~. Para esta fre-
cuencia caracteŕıstica se obtiene una corrección electromagnética a la masa
finita dada por

δm =
4me2

3π~c
=

4

3π
αm, (A.13)

siendo α = e2/~c la constante de estructura fina. Aśı, para el caso espećıfico
de un electrón se obtiene que la razón entre la corrección a la masa corres-
pondiente y su masa es δme/me ≈ 3.1× 10−3, la cual resulta una corrección
a la masa razonable. En este sentido, puede afirmarse que la frecuencia de
Compton resulta ser una cota superior natural para la presente descripción
no relativista.

Es importante mencionar que la función hamiltoniana presentada en la
ecuación (1.1) representa una teoŕıa causal, de manera que cualquier descrip-
ción exacta basada en esta debe preservar dicha causalidad [2]. Aśı, indepen-
dientemente del mecanismo utilizado para tratar de explicar las anomaĺıas
existentes en los comportamientos predichos por la ecuación de Abraham-
Lorentz, se debe tener siempre presente que estas son producidas por las
aproximaciones hechas a lo largo del proceso de deducción de esta ecuación
y que no constituyen parte integral de la teoŕıa [51].



Apéndice B

Deducción de la ecuación (1.5)

Ya que se está considerando el movimiento oscilatorio de una part́ıcula car-
gada, concretamente de un electrón, en su ĺımite no relativista se tiene que
su enerǵıa cumple con la relación ~ω0 � mc2 [8], lo que implica que

ω0 �
mc2

~
= ωCompton ≈ 7.8× 1020 s−1. (B.1)

Una estimación de la magnitud de ω0 puede obtenerse al considerar la
frecuencia resultante de expresar la enerǵıa del estado base de un átomo de
hidrógeno como la enerǵıa del estado base de un oscilador armónico, pues el
primero representa un problema no relativista t́ıpico. Aśı, se tiene que

ω0 ∼
me4

~3
= α2ωCompton ≈ 4.2× 1016 s−1, (B.2)

siendo α = e2/~c la constante de estructura fina. Lo anterior implica que la
frecuencia ω0 se halla en la región ultravioleta del espectro electromagnético.

Finalmente, de la ecuación (A.2) se obtiene que

ω0τ ∼
2α3

3
� 1, (B.3)

de donde se llega inmediatamente a que

γ ≡ ω2
0τ � ω0. (B.4)
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Apéndice C

Propiedades del campo
electromagnético del vaćıo

C.1. Densidad espectral

Una de las propiedades más importantes del campo de punto cero es su densi-
dad espectral, ya que es la caracteŕıstica que lo diferencia de un mero proceso
browniano . Este espectro puede obtenerse desde la teoŕıa cuántica moderna
partiendo del hecho de que la enerǵıa mı́nima de un oscilador armónico es
~ω/2. No obstante, debido a su importancia teórica, en el contexto de la elec-
trodinámica estocástica es medular deducir este resultado desde argumentos
f́ısicos más fundamentales y sin hipótesis de cuantización [1, 2].

Siendo aśı, una forma ilustrativa de obtener el espectro del CPC es me-
diante la aplicación de la ley de desplazamiento de Wien a una cavidad
radiante en el ĺımite atérmico1 [8]. Esta ley, deducida por W. Wien en 1893
desde los fundamentos de la electrodinámica clásica y la termodinámica2,

1La otra forma canónica de obtener la densidad espectral del campo de radiación de
punto cero desde principios f́ısicos fundamentales consiste en demostrar que ρ(ω) ∼ ω3 es
el único espectro consistente con la relatividad especial al ser invariante de Lorentz [9, 10].
Esta demostración puede verse en la referencia [2].

2Wien supuso que dentro de una cavidad ciĺındrica, reflectora, perfecta y provista de un
pistón móvil se hallaba encerrada radiación, tal que al realizarse una expansión adiabática
de la misma se obteńıa un corrimiento Doppler por parte de las ondas electromagnéticas
que eran reflejadas por el pistón, lo que permit́ıa el intercambio de enerǵıa radiante entre
las distintas frecuencias de la radiación [52].

69
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establece que la enerǵıa media de un oscilador armónico de frecuencia ω, que
representa un modo de oscilación del campo de radiación [2, 6], en equilibrio
termodinámico con un baño térmico a temperatura T es función únicamente
de dicha temperatura absoluta y de su frecuencia [1],

E(T, ω) = ωf
(ω
T

)
, (C.1)

siendo f una función arbitraria por determinar3.

Las deducciones usuales de la ley de Wien no garantizan su aplicabili-
dad en el cero absoluto [2]. Sin embargo, mediante el uso de argumentos
de continuidad que involucran la condicionante de que el calor espećıfico de
la radiación de cierta frecuencia se mantenga finito para toda temperatura,
puede suponerse que la ley de Wien es aplicable en el ĺımite de temperatura
cero [53]. De manera alternativa, mediante la aplicación de la segunda ley
de la termodinámica al movimiento cuasiestático de los dipolos oscilantes de
las paredes de la cavidad que encierra la radiación es posible deducir una
versión generalizada de la ley de Wien que garantice su aplicabilidad en el
cero absoluto [54]. Aśı, se tiene que la ley de Wien puede expresarse en el
ĺımite atérmico como

E0(ω) ≡ E(0, ω) = ωf(∞), (C.2)

donde f(∞) debe tener un valor finito.

La elección del valor de la constante anterior es de máximo interés pues
si se elige que f(∞) = 0 se recupera el resultado clásico de nulo movimiento
en el cero absoluto [9]. No obstante, si se supone que en el ĺımite del cero
absoluto la función de la ley de Wien es constante pero no nula, f(∞) = A,
entonces, se tiene que en el ĺımite atérmico aún existen movimientos y con
ellos una enerǵıa de punto cero dada por

E0(ω) = Aω =
~ω
2
. (C.3)

De esta forma, se obtiene que la enerǵıa media de un modo de oscilación del
campo es proporcional a su frecuencia4.

3La incapacidad de la f́ısica del siglo XIX para hallar de forma teórica la función
universal f que se ajustara de manera correcta a los resultados experimentales marcó el
fracaso definitivo de la teoŕıa clásica en el problema de la radiación de cuerpo negro.

4A 6= 0 implica una violación del principio de equipartición de la enerǵıa por parte del
oscilador ya que su enerǵıa media en equilibrio se vuelve función de su frecuencia. Aśı, la
f́ısica que surge de este hecho necesariamente trasciende la f́ısica clásica [1].
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El valor de la constante A debe ser universal ya que determina el espectro
de equilibrio en el cero absoluto [8], el cual es de carácter universal de acuerdo
con la ley de Kirchhoff [1]. En la actualidad se sabe que el valor de dicha
constante es ~/2. Sin embargo, es importante notar que por la forma en la que
han sido deducidos los resultados anteriores, la presencia de esta constante
no implica ninguna connotación cuántica [1].

Para establecer contacto entre la enerǵıa media de un modo de oscilación
del campo de radiación E(T, ω) y su densidad espectral ρ(T, ω) debe notarse
que la cantidad ρ(T, ω)dω corresponde a la enerǵıa electromagnética por
unidad de volumen de un ancho de banda dω que contiene a ω; de forma que
se satisface que

ρ(T, ω) = N(ω)E(T, ω), (C.4)

donde N(ω) denota la densidad de estados contenidos en la cavidad, tal que
N(ω)dω es el número de modos de oscilación de frecuencia ω por unidad
de volumen contenidos en un ancho de banda dω. Notando que la cantidad
N(ω) no depende de la temperatura del sistema y que puede ser determinada
a partir de consideraciones geométricas [21], tal que esta es igual a

N(ω) =
ω2

π2c3
, (C.5)

se llega a que la ecuación (C.4) se reescribe como

ρ(T, ω) =
ω2

π2c3
E(T, ω). (C.6)

Es importante destacar que, a pesar de que las ecuaciones (C.1) y (C.6)
fueron originalmente deducidas para los osciladores materiales de la cavi-
dad que conteńıa la radiación, el argumento de Nernst sobre la condición de
equilibrio entre la materia y los modos del campo implica que el desarrollo
hecho y, en particular, la ecuación (C.6) son válidos para ambos subsistemas
[2]. Siendo aśı, de la ecuación (C.3) se obtiene finalmente que la densidad
espectral del campo de radiación de punto cero es igual a

ρ0(ω) =
ω2

π2c3
E0(ω) =

~ω3

2π2c3
. (C.7)

Este resultado se considera la puerta de entrada de la constante de Planck a
la electrodinámica estocástica como la medida de la intensidad de las fluctua-
ciones del campo de punto cero. Aśı, toda presencia de ~ debe considerarse
como evidencia de la acción del CPC [2].
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C.2. Contenido energético

El contenido energético del CPC es un resultado interesante de analizar pues
al integrar su densidad espectral sobre todas las frecuencias se obtiene que
su densidad de enerǵıa es divergente:

u0 =

∫ ∞
0

ρ0(ω)dω =
~

2π2c3

∫ ∞
0

ω3dω →∞. (C.8)

Este resultado está en conflicto con la ley de Stefan-Boltzmann5, la cual esta-
blece que la enerǵıa contenida por la radiación es finita para una temperatura
finita dada. Sin embargo, a diferencia de la catástrofe ultravioleta del mo-
delo de Rayleigh-Jeans, la divergencia de la ecuación (C.8) es un problema
desconocido para la f́ısica clásica [2].

La divergencia planteada en la ecuación (C.8) hace necesaria la introduc-
ción de una cota superior en el espectro de frecuencias del campo de punto
cero. Para justificar este corte, la electrodinámica estocástica recurre a dos
argumentos6. El primero de ellos es la falta de evidencia de que las reglas de
la electrodinámica puedan ser aplicables a frecuencias arbitrariamente altas
[2], como se mencionó en el apéndice A. El otro es que el espectro expresado
en la ecuación (C.7) ha sido deducido a partir del requerimiento de que sea
un invariante de Lorentz, el cual es solamente una aproximación de un reque-
rimiento más fundamental: la covarianza general. Aśı, es razonable suponer
que un espectro que cumpla con todas las reglas de la relatividad general
debe ser integrable, y que el espectro ρ0(ω) es únicamente una aproxima-
ción local a bajas frecuencias de dicho espectro [2]. Es importante remarcar
que el problema de la densidad energética divergente del CPC es irrelevante
en una descripción no relativista como la presente ya que, como se discutió
en el apéndice A, un corte en las frecuencias tiene que ser introducido para
recobrar la consistencia interna de la teoŕıa.

La ecuación (C.8) es frecuentemente usada como objeción contra la exis-
tencia de un campo de punto cero real debido a que un campo con dicha

5La ley de Stefan-Boltzmann, obtenida emṕıricamente por J. Stefan en 1874 y deducida
desde la termodinámica por L. Boltzmann en 1884, propone que la densidad de enerǵıa
total radiada por un cuerpo negro es proporcional a la cuarta potencia de su temperatura
[2], u(T ) = aT 4. La constante de proporcionalidad a es igual a 4σ/c, siendo σ la constante
de Stefan-Boltzmann.

6Estos argumentos son también los utilizados por la electrodinámica cuántica para
asignarle un valor finito a la densidad energética del CPC [50].
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cantidad de enerǵıa almacenada implicaŕıa efectos electromagnéticos y gra-
vitacionales enormes que no se podŕıan pasar por alto [2, 50]. Una estimación
de la enerǵıa contenida por el CPC puede obtenerse a partir de la densidad
de enerǵıa asociada a una banda de frecuencias espećıfica,

u0[ω1, ω2] =

∫ ω2

ω1

ρ0(ω)dω =
~

8π2c3
(ω4

2 − ω4
1). (C.9)

Para la región visible del espectro electromagnético, longitudes de onda entre
400 y 700 nm, se tiene que la ecuación anterior implica una densidad energéti-
ca de aproximadamente 200 erg/cm3. Por otro lado, para una cota superior
razonable, como la frecuencia de Compton, se obtiene que la densidad de ma-
sa equivalente del campo electromagnético del vaćıo es igual 2×1015 g/cm3,
o equivalentemente a 1042 electrones/cm3. Debido a estos resultados, la ima-
gen prevaleciente del CPC en la electrodinámica cuántica es la de un campo
meramente virtual que produce efectos observables [6, 50], lo cual equivale
a redefinir o renormalizar su enerǵıa como cero. No obstante, la enerǵıa no
puede ser definida arbitrariamente como cero en un tratamiento totalmente
relativista de la teoŕıa [50], razón por la cual el contenido energético del CPC
representa un problema abierto de la f́ısica contemporánea7 [1].

La electrodinámica estocástica propone que los efectos electromagnéticos
debidos al campo del vaćıo no pasan desapercibidos sino que, por el contra-
rio, son sistemáticamente observados en forma de las propiedades cuánticas
de la materia [2]. Por otro lado, los efectos gravitacionales de escala cósmica
que debeŕıan producirse debido a la gran masa equivalente del campo de ra-
diación de punto cero simplemente no se observan [50]. Diversos mecanismos
de compensación han sido sugeridos para explicar lo anterior [55]. Sin em-
bargo, la gran variedad de hipótesis propuestas solo pone en evidencia que
la solución de este problema aún es desconocida [2].

7La enerǵıa del vaćıo esta relacionada con el misterio del origen de la constante cos-
mológica de las ecuaciones de Einstein ya que cualquier contribución a la densidad de
enerǵıa del vaćıo es equivalente a una constante cosmológica [55]. Esto puede verificarse al
notar que el término Λgµν de las ecuaciones de Einstein puede reescribirse como−8πGT vac

µν ,
tal que la densidad de enerǵıa contenida por el vaćıo es igual a ρvac = T vac

00 = Λ/8πG. El
problema con lo anterior es que los valores predichos por las diferentes teoŕıas de campo
para la densidad ρvac resultan ser muchos órdenes de magnitud mayores que cualquier
valor consistente con las observaciones [55]. El problema de la constante cosmológica es
de carácter fundamental, tal que su solución tendrá un impacto contundente en muchas
áreas de la f́ısica y la astronomı́a [55]. En esta nota se ha normalizado c a la unidad.





Apéndice D

Cálculo de los coeficientes de
difusión

A partir de las definiciones de los coeficientes de difusión Dxx
ij (t) y Dxp

ij (t),
ecuaciones (2.23) y (2.24), y de la ecuación (2.21), se obtiene que estos se
expresan de la siguiente manera:

Dxx
ij (t) =

e2

m2

∫ t

−∞

∫ ∞
0

S0(ω)

ω2
cos(ω(t− t′))∂xj

∂x′i
dωdt′; (D.1)

Dxp
ij (t) =

e2

m2

∫ t

−∞

∫ ∞
0

S0(ω)

ω2
cos(ω(t− t′))∂pj

∂x′i
dωdt′, (D.2)

donde xi ≡ xi(t) y x′i ≡ xi(t
′) corresponden a dos instantes de la solución

determinista de la ecuación de movimiento del sistema.

La ecuación (1.7) corresponde a la ecuación de movimiento en el caso del
OA, por lo cual, la ecuación determinista a tratar es

ẍi + γẋi + ω2
0xi = 0. (D.3)

Alternativamente, al utilizar la definición del momento (1.31) en la ecuación
de movimiento (1.7), se obtiene que la ecuación determinista puede expresarse
en términos del momento de la part́ıcula como

p̈i + γṗi + ω2
0pi = 0. (D.4)

Las ecuaciones (D.3) y (D.4) corresponden a las ecuaciones diferenciales que
describen la evolución temporal de la posición y el momento, respectivamente,
de un oscilador armónico amortiguado.
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Utilizando los métodos usuales de resolución de ecuaciones diferenciales,
como el método de la ecuación caracteŕıstica, es posible resolver las ecuacio-
nes (D.3) y (D.4) tal que sus soluciones son:

xi(t) = e−γ(t−t′)/2xi(t
′)

[
cosω1(t− t′)− γ

2ω1

sinω1(t− t′)
]

+
p1(t′)

mω1

e−γ(t−t′)/2 sinω1(t− t′); (D.5)

pi(t) = e−γ(t−t′)/2pi(t
′)

[
cosω1(t− t′) +

γ

2ω1

sinω1(t− t′)
]

− mω2
0xi(t

′)

ω1

e−γ(t−t′)/2 sinω1(t− t′), (D.6)

donde se satisface que la frecuencia ω2
1 ≡ ω2

0−(γ/2)2 ≈ ω2
0, dado que γ � ω0.

Estas soluciones implican que los factores ∂xj/∂x
′
i y ∂pj/∂x

′
i están dados por

las siguientes oscilaciones amortiguadas:

∂xj
∂x′i

= δije
−γ(t−t′)/2

[
cosω1(t− t′)− γ

2ω1

sinω1(t− t′)
]

; (D.7)

∂pj
∂x′i

= −δij
mω2

0

ω1

e−γ(t−t′)/2 sinω1(t− t′), (D.8)

tales que estos conducen a que los coeficientes de difusión se expresen de la
siguiente manera:

Dxx
ij = δij

e2

m2

∫ ∞
0

S0(ω)

ω2

[
I(ω)− γ

2ω1

K(ω)

]
dω; (D.9)

Dxp
ij = −δij

e2ω2
0

mω1

∫ ∞
0

S0(ω)

ω2
K(ω)dω, (D.10)

donde se han definido las funciones I(ω) y K(ω) como:

I(ω) ≡
∫ ∞

0

e−γs/2 cos(ωs) cos(ω1s)ds; (D.11)

K(ω) ≡
∫ ∞

0

e−γs/2 cos(ωs) sin(ω1s)ds. (D.12)
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Las integrales presentes en las definiciones de las funciones I(ω) y K(ω)
pueden resolverse anaĺıticamente mediante desarrollos en series de Taylor,
tal que los coeficientes de difusión se reescriben de manera expĺıcita como:

Dxx
ij = δij

~γ2

4πmω2
0

{∫ ∞
0

[
1

(ω + ω1)2 + (γ/2)2
+

1

(ω − ω1)2 + (γ/2)2

]
ωdω

− 1

ω1

∫ ∞
0

[
ω + ω1

(ω + ω1)2 + (γ/2)2
− ω − ω1

(ω − ω1)2 + (γ/2)2

]
ωdω

}
; (D.13)

Dxp
ij = −δij

~γ
2πω1

∫ ∞
0

[
ω + ω1

(ω + ω1)2 + (γ/2)2
− ω − ω1

(ω − ω1)2 + (γ/2)2

]
ωdω.

(D.14)

Aun cuando las expresiones obtenidas en las ecuaciones (D.13) y (D.14) no
son matemáticamente sencillas, estas permiten concluir que los coeficientes de
difusión para el caso del oscilador armónico son diagonales e independientes
del tiempo, es decir,

Dxx
ij = δijD

xx; Dxp
ij = δijD

xp, (D.15)

siendo Dxx y Dxp coeficientes escalares y constantes [26].

Como se mostró en el apéndice B, se tiene que γ � ω0 de tal modo que
ω1 posee un valor muy cercano a ω0. Esto implica que los coeficientes de
difusión pueden aproximarse por:

Dxx ≈ ~γ2

πmω2
0

∫ ∞
0

ω3dω

(ω2 − ω2
0)2 + 2(γ/2)2(ω2 + ω2

0)
; (D.16)

Dxp ≈ ~γ
π

∫ ∞
0

(ω2 − ω2
0)ωdω

(ω2 − ω2
0)2 + 2(γ/2)2(ω2 + ω2

0)
. (D.17)

Debido a que el parámetro de tiempo τ posee un valor extremadamente pe-
queño, se llega a que τω � 1, incluso para frecuencias tan altas como la de
Compton. Esto implica que las contribuciones relevantes en las integrales de
las ecuaciones (D.16) y (D.17) provienen de la resonancia localizada alrede-
dor de ω0 [2]. Adicionalmente, dado que γ � ω0, se tiene que la resonancia
en cuestión es extremadamente angosta, razón por la cual es posible exten-
der el intervalo de integración de dichas integrales sobre todo el eje real sin
introducir un error apreciable [2].
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De esta manera, las aproximaciones de ĺınea estrecha de los coeficientes
de difusión Dxx y Dxp pueden obtenerse de las ecuaciones (D.16) y (D.17)
al aproximar la frecuencia ω por ω0 en sus respectivos integrandos, evitando
dicha aproximación en la diferencia ω − ω0, de tal modo que

Dxx
0 =

~γ2

4πmω0

∫ ∞
−∞

dω

(ω − ω0)2 + (γ/2)2
=

~γ
2mω0

; (D.18)

Dxp
0 =

~γ
2π

∫ ∞
−∞

(ω − ω0)dω

(ω − ω0)2 + (γ/2)2
= 0. (D.19)

Utilizando la ecuación (1.45) y el resultado de la ecuación (D.18), es
posible establecer una relación entre el coeficiente Dxx y la varianza en la
posición σ2

x en la aproximación ĺınea estrecha,

Dxx
0 = γσ2

0x. (D.20)

De esta forma, la ecuación (D.20) puede identificarse como una relación en-
tre los coeficientes que cuantifican la disipación en el sistema mecánico y
los parámetros que caracterizan las fluctuaciones del entorno, es decir, una
relación de fluctuación-disipación [2].
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